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Resumo

Nessa tese estudamos modelos microscopicos classicos hamiltonianos simples
fora do equilibrio térmico. O contato do sistema com reservatorios térmicos ¢ feito,
na maioria dos casos, através da atuacao de ruidos estocasticos nas equagoes usuais
da dinamica, por exemplo, as equacoes de Hamilton para modelos de dinamica
conservativa. Partindo-se das equacgoes diferencias estocasticas e usando ferramentas
conhecidas do calculo de Ito, construimos um formalismo integral que nos permite
calcular as fungoes de correlacao dos modelos estudados.

Inicialmente, investigamos como a taxa de relaxacao temporal da funcao de
dois pontos depende do gradiente de temperatura, para modelos harmonicos com
dinamica dissipativa ou conservativa. Ambos possuem um comportamento similar:
quando todos os ruidos possuem a mesma intensidade, simulando a relaxacao para
o estado de equilibrio a uma temperatura 7', a taxa de relaxacao independe de 7.
No caso de relaxacao para um estado estacionario de nao-equilibrio, vemos que a
taxa passa a depender do gradiente de temperatura.

Posteriormente, estudamos a conducao do calor no estado estacionario de nao-
equilibrio de modelos de dinamica conservativa, e consequentemente a validade ou
nao da lei de Fourier. Analisamos um modelo tipo Frenkel-Kontorova, com o objetivo
de entender como um potencial anarmonico limitado e fraco pode alterar a condu-
tividade térmica. Usando o formalismo integral desenvolvido e fazendo uma anélise

perturbativa, observamos que, quaisquer que sejam as temperaturas envolvidas, fra-
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cas anarmonicidades nao alteram a conducao do calor no estado de nao-equilibrio,
e portanto o modelo comporta-se como se fosse harmonico: para o caso de banhos
auto-consistentes acoplados a todos os sitios da cadeia, a lei de Fourier é valida.
Quando tomamos os acoplamentos dos banhos ligados aos sitios internos da cadeia
pequenos, para inferir o caso de reservatérios ligados somente as extremidades do
sistema, vemos que a condutividade térmica é anomala.

Depois abandonamos momentaneamente a deducgao da lei de Fourier a partir
de primeiros principios, e procuramos maneiras analiticas de alterar a condutivi-
dade térmica do modelo harmonico com reservatorios auto-consistentes, um modelo
efetivo que obedece & lei de Fourier. Alterando a massa das particulas e/ou a inten-
sidade do potencial local harmonico, vemos surgir um novo tipo de comportamento:
para o caso de massas alternadas, a condutividade térmica passa a depender também
do quadrado da diferenca entre as massas. Este novo comportamento pode alterar
significativamente o valor da condutividade térmica do modelo.

Por fim, estudamos a cadeia quantica harmoénica, objetivando entender a
conducao do calor no estado estacionario desse modelo, especialmente no regime
de baixas temperaturas. A dinamica desse modelo, ao contrario dos anteriormente
estudados, nao é estocdastica: os banhos térmicos sao modelados por sistemas hamil-
tonianos. Para o modelo com massas alternadas vemos que, no regime de baixas
temperaturas, o cardter quantico é destacado: a condutividate térmica depende da
temperatura e da média das massas, sendo independente da diferenca das mesmas.
Na regiao de altas temperaturas, o modelo parece comportar-se como seu equiva-
lente classico: a condutividade térmica nao depende da temepratura e depende do

quadrado da diferenca entre as massas.



Abstract

We study simple classical microscopic hamiltonian models out of thermal equi-
librium. Thermal reservoirs are modelled mainly by stochastic noises acting on usual
dynamical equations, e.g. for conservative models, we introduce noises in Hamilton’s
equations. Starting from the stochastic differential equations and using some well
known tools from It0’s calculus, we develop an integral formalism that allows us to
evaluate the correlation functions for the models.

First, we investigate the relaxation rate of the two-point correlation function
and its dependence on the temperature gradient for harmonic models with dissipa-
tive or conservative dynamics. Both systems have a similar behavior: if all stochastic
noises have the same intensity, mimicking relaxation to the equilibrium state at a
temperature T', the relaxation rate does not depend on 7. On the other hand, in
the case of relaxation to a non-equilibrium stationary state, relaxation rate depends
on the temperature gradient.

After this, we investigate heat conduction in stationary non-equilibrium states
for conservative models, and consequently the validity of Fourier’s law in these cases.
We study a model similar to that of Frenkel-Kontorova, aiming to understand how
a weak and limited anharmonic on-site potential changes the thermal conductivity.
Using the integral formalism previously developed, a perturbative analysis up to first
order in the anharmonicity coefficient shows us that, in any temperature regime, this

model behaves as the harmonic one: if we have self-consistent thermal baths coupled
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to all chain sites, Fourier’s law holds. Otherwise, if we take small coupling between
inner sites of the chain and their respective reservoirs, in order to infer the behavior
of the system with heat baths at the boundaries only, Fourier’s law does not hold.
Later on, we address another problem involving the heat flow in non-equilibrium
stationary states: we momentarily abandon the derivation of Fourier’s law and inves-
tigate properties of thermal conductivity of a model that has normal conductivity,
the harmonic chain coupled to self-consistent thermal reservoirs. Changing the par-
ticle mass and/or on-site harmonic potential intensity, a new behavior arises: for
alternating masses, thermal conductivity also depends on the square of masses dif-
ference. This new behavior can dramatically change the thermal conductivity.
Finally, we investigate a harmonic quantum chain, looking to understand heat
flow in non-equilibrium stationary states in this model, specially at low tempera-
tures. Contrasting with classical models previously studied, the dynamics for this
quantum chain is not stochastic: thermal reservoirs are modelled by hamiltonian
systems. If the chain particles have alternate masses, we can easily see the impor-
tance of quantum behavior at low temperatures: thermal conductivity depends on
the temperature and on the average mass, but not on the mass difference. On the
other hand, in the high-temperature regime, we believe that the system behaves as
its classical equivalent, as the thermal conductivity does not depend on temperature,

but does depend on the square masses difference.
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Capitulo 1

Introducao

Sistemas fora do equilibrio termodinamico atraem grande atencao de pesqui-
sadores desde muito tempo atras e até os dias atuais, dado que descrevem fenomenos
comuns, de extrema importancia em nosso cotidiano e que seu entendimento a partir
de primeiros principios é bem precario, ao contrario da fisica estatistica de equilibrio,
area ja bem estruturada.

A mecanica estatistica de equilibrio nos diz a respeito de certos estados macros-
coOpicos que estao aparentemente em repouso, chamados de estados de equilibrio,
embora certamente haja muita atividade no nivel microscopico. Tais estados sao
caracterizados pelo equilibrio macroscépico mecanico, térmico, quimico, etc. Desen-
volvida no final do século XIX, e com nomes como Boltzmann, Gibbs e Maxwell
entre seus principais fundadores, a mecanica estatistica de equilibrio permitiu o en-
tendimento de propriedades macroscépicas de diversos sistemas fisicos, partindo-se
das interacOes entre os seus constituintes microscépicos. A base da mecanica es-
tatistica de equilibrio esta na hipotese ergddica, que nos permite obter propriedades
macroscopicas do sistema em equilibrio sem a necessidade de resolver as equacgoes
da dinamica microscépica de suas particulas, o que seria impraticavel devido ao
tamanho destes sistemas. O célculo das médias temporais das grandezas desejadas
¢ mapeado em outro problema: devemos calcular as médias nos “ensembles”. Por
outro lado, a mecanica estatistica nao é capaz de nos dar informacao alguma a res-

peito do processo de relaxagao do sistema para o equilibrio, ou seja, como o sistema
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sai de seu estado inicial e atinge o estado estacionario de equilibrio. Para ilus-
trar, vamos supor um sistema macroscépico quantico! cujo hamiltoniano possua um
numero finito de autovalores da energia, denotados por Ey, Es, ..., E,. O estado de
equilibrio & temperatura T' = (kpf) ' é definido associando a cada autovalor E; da
energia uma probabilidade dada por p; = exp(—3E;)Z ™', onde o fator de normali-
zacao Z = Z,]gvzl exp(—(FEy) é conhecido como fungao partigao. Para sistemas mais
gerais, a soma € trocada por uma integral, e passamos a falar na distribuicao de
probabilidade dos estados do sistema, que é dada pela medida de Boltzmann-Gibbs,
du(z) = Z7 ' exp[—BH(z)]dz, onde x é o conjunto de parametros microscépicos do
hamiltoninano H(z) do sistema. Conhecida a distribuicdo de Boltzmann-Gibbs, o
estado de equilibrio do sistema pode ser completamente determinado.

Existe hoje uma vasta literatura sobre mecanica estatistica de equilibrio [1],
devido ao grande éxito obtido no entendimento de diversos sistemas. Até mesmo a
transigao de fase, fendmeno termodinamico nao trivial [2], pode ser explicada com
base na fisica estatistica de equilibrio e com o emprego de algumas técnicas, como
grupo de renormalizacdo (RG), desenvolvido por Wilson [3] e outros, na década de
70.

Quando voltamos nossa atencao para os sistemas em nao-equilibrio, a situacao
muda drasticamente. Nao existem principios gerais que norteiem a nossa com-
preensao de tais fenomenos. Algumas tentativas tém sido feitas no intuito de esten-
der resultados conhecidos de sistemas em equilibrio para sistemas em nao-equilibrio
[4]. A abordagem mais comum para o estudo de fendmenos macroscépicos de nao-
equilibrio é feita postulando-se a proporcionalidade entre os fluxos e suas respecti-
vas forcas termodinamicas [5]. O autor supoe a validade do equilibrio térmico local
(LTE), que a grosso modo nos diz que tal sistema macréscopico pode ser dividido
em varios subsistemas macroscopicamente pequenos, porém cada um deles é micro-
scopicamente grande, de maneira que tenha uma quantidade suficiente de particulas

para que possa ser tratado como um subsistema em equilibrio. O sistema em nao-

! Historicamente, sabemos que a mecanica quéntica surgiu apés a mecanica estatistica. O sucesso
da 1ltima deve-se também ao fato de seu formalismo valer da mesma maneira para o entendimento
de sistemas macroscépicos quanticos em equilibrio.
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equilibrio é tratado entdao como uma aproximagcao de varios estados de equilibrio.
Surgem as conhecidas relagoes de Onsager, que falam sobre as simetrias nas leis de
transporte. O trabalho [6] fala sobre a reciprocidade dos coeficientes de transporte.

Ao contrario da mecanica estatistica de equilibrio, onde o estado é comple-
tamente caracterizado pela distribuicao de Boltzmann-Gibbs, nao é conhecida até
o momento uma teoria que nos permita caracterizar o estado estacionario de nao-
equilibrio — supondo a existéncia e a unicidade do mesmo, uma outra questao nao
respondida — de um sistema fora do equilibrio termodinamico. Segundo nos diz
Ruelle [7], em um divertido artigo onde ele simula uma conversa com um extrater-
restre sobre fisica de nao-equilibrio, existem diversas idéias presentes na literatura
para uma teoria dos estados estacionarios de nao-equilibrio. Um importante resul-
tado obtido mais recentemente ¢ o teorema de Gallavotti-Cohen [8], que nos fala
sobre as flutuacoes na taxa de producao de entropia em estados estacionarios de
nao-equilibrio. Ressaltamos no entanto a auséncia de principios gerais vélidos para
sistemas fora do equilibrio.

Este panorama atual nos leva a necessidade de um melhor entendimento de
modelos microscopicos simples que facam a mimica de sistemas em nao-equilibrio
[4], comegando por modelos em redes de baixa dimensionalidade, normalmente em
d = 1. Como exemplo, em [9] os autores estudam um gés de particulas em uma
cadeia, ou seja, na rede unidimensional. Cada extremidade da cadeia estd acoplada a
um reservatorio de particulas, sendo que estes estao a diferentes potenciais quimicos
entre si. Trata-se portanto de um sistema fora do equilibrio quimico. Partindo
da dinamica microscépica os autores obtém uma expressao para a energia livre,
conseguindo assim uma extensao deste funcional que é caracteristico da mecanica
estatistica de equilibrio. Todavia, o resultado obtido é especifico do modelo tratado.

Dentro da caracterizacao de estados estacionarios de nao-equilibrio, desta-
camos um sub-problema que seria o estudo das chamadas leis de transporte. Re-
centemente, o estudo da conducao de calor e consequentemente, da lei de Fourier,
tem chamado muita atencao da comunidade cientifica. Proposta em 1822 por Jean

Baptiste Joseph Fourier, essa lei nos diz que o fluxo de calor Jo(x,t) na posicao
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x de um sistema fisico fora do equilibrio térmico é proporcional ao gradiente de
temperatura

Jo(x,t) = —k(T,x)VT(x), (1.1)

sendo a constante de proporcionalidade (7', x) conhecida como condutividade tér-
mica. De maneira mais geral, a condutividade térmica de um material pode ser dada
por um tensor, e assim depender da direcao de propagacao do calor. O sinal negativo
em (1.1) nos mostra o conhecido fato que o calor flui no sentido contrério ao gradiente
de temperatura, ou seja, da regiao de alta temperatura para a de baixa. Vélida para
diversos sistemas fisicos conhecidos, a lei de Fourier é fenomenoldgica, i.e. ainda nao
existe uma dedugao de (1.1) partindo-se de primeiros principios. Uma revisao sobre
o nosso estado atual de conhecimento — ou como dizem os autores, nosso estado atual
de ignorancia — a respeito do assunto pode ser encontrada em [10], onde os autores
falam sobre as dificuldades matematicas da deducao da lei de Fourier. Conforme
veremos na secao 2.1.1, para o calculo do fluxo de calor em sistemas microscépicos
simples nao ¢é necessaria a caracterizagao completa do estado estacionario, basta que
conhegamos algumas das fungoes de correlagao. Na abordagem que utilizamos para
estudar o assunto, se o sistema tiver uma interagao harmonica entre suas particulas
microscopicas, basta sabermos calcular as fungoes de dois pontos. Evidentemente, a
caracterizagao do estado estacionario implicaria na obtencao de todas as funcoes de
correlagao, e assim no conhecimento do fluxo de calor e de qualquer outra grandeza
de interesse.

Apenas a titulo de informacao, outras leis de transporte em sistemas fora
do equilibrio podem ser estudadas. A lei de Fick nos fala sobre o transporte de
massa devido ao desequilibrio no potencial quimico, e esta relacionada com o modelo
microscopico simples estudado em [9]. Existem ainda os efeitos cruzados: como
exemplo citamos o efeito Soret, que é a difusao de matéria devido a existéncia de

um gradiente de temperatura.
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1.1 Lei de Fourier

Voltando a lei de Fourier, podemos falar sobre a mesma em dois aspectos
aparentemente distintos, sendo que nos dois casos a lei é observada experimental-
mente com grande precisao para diversos fluidos e cristais. Os dois casos que serao
apresentados podem ser considerados similares de um ponto de vista fisico, porém
nosso estudo concentrou-se apenas no caso envolvendo o estado estacionario de nao-

equilibrio, descrito na secao 1.1.2.

1.1.1 Relaxacao para o estado de equilibrio

Seja um sistema macroscopico totalmente isolado termicamente, tal que no
tempo inicial ¢ = 0 ele esta preparado com uma distribuigao inicial de temperatura
T(x,t = 0) = Tp(x) nao uniforme. Devido a diferenca de temperatura existente no
instante inicial, é sabido que para t > 0 observaremos um fluxo de calor, ou seja,
de energia dentro do sistema. A fim de simplificar o problema, vamos supor que
nao havera transporte de matéria causado por efeitos cruzados. Apds um tempo
suficientemente longo, ou seja, no limite ¢ — oo, o sistema atingird uma distribuicao
estaciondria de equilibrio, na qual a temperatura tera um mesmo valor em todos
os pontos da barra, T'(x) = T. Utilizando a conservagio de energia no sistema e

assumindo a validade da lei de Fourier (1.1), obtemos

or K o
E@j’t) = —VT(z,1). (1.2)

Cy

A equacao acima, chamada de equacao do calor, é extremamente conhecida. Seu
estudo levou ao desenvolvimento das séries de Fourier, e sua solucao é estudada na
disciplina de equagoes diferenciais parciais durante um curso de graduacao em fisica.
Sua deducao pode ser vista em [11]. Entretanto, como acabamos de mostrar, para
deduzir essa equacao, foi necessario assumir a validade da lei de Fourier.

Um exemplo deste caso: sejam duas barras metalicas, ambas aquecidas a tem-
peraturas constantes T} < T,. Elas sao colocadas em contato por uma extremidade,

e o restante do sistema é isolado termicamente. Eis o nosso perfil nao uniforme de
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temperatura: Ty(z) = T do lado esquerdo da barra, e Ty(z) = T do lado direito.
No estado de equilibrio teremos 77 < T < T. Contudo, a equacio do calor (1.2) nos
permite calcular o perfil de temperatura T'(x,t) para qualquer instante de tempo
t > 0, e nao somente no regime estacionario.

O estudo da validade da lei de Fourier durante a relaxacao para o equilibrio
em um modelo microscépico simples comecou a atrair a atencao de pesquisadores
da drea, como podemos ver no recente trabalho de Bricmont e Kupiainen [12]. E
de nosso intresse, futuramente, estudar essa questao, tendo em vista que ja estu-
damos outras propriedades da relaxacao, tanto para o equilibrio quanto para o nao-
equilibrio, de modelos microscépicos de dinamica dissipativa e conservativa [13, 14]

— maiores detalhes serao dados no capitulo 3.

1.1.2 Estado estacionario de nao-equilibrio

Suponha agora um sistema que ocupe um certo volume A do espaco. Partes
de sua fronteira JA, denotadas por (OA),, com a = 1,2,... n, estdo em contato
com reservatérios térmicos, de maneira que 7'(x) = T, para todo x € (0A),. Para
que o sistema nao evolua para um estado de equilibrio, é necessario que existam
pelo menos dois indices ay e s, tais que Ty, # T,,. Mais uma vez, para simplificar
o problema, vamos supor que nao exista transporte de massa. Obviamente, assim
como no caso anterior, podemos nos perguntar sobre a evolucao temporal do perfil
de temperatura deste sistema governada pela equagao (1.2), dada a distribuigao ini-
cial Ty(x). Porém, apdés um tempo suficientemente longo, assumiremos o fato de que
o sistema evoluira para o estado estacionario de nao-equilibrio, independentemente
de sua condigao inicial. O estudo das condigbes gerais para a existéncia e unicidade
de estados estacionarios de nao-equilibrio e a convergéencia do sistema para o mesmo
é outro dificil problema em aberto de mecanica estatistica fora do equilibrio. Um
importante resultado para cadeias anarmonicas pode ser visto no trabalho de Eck-

mann, Pillet e Rey-Bellet [15]. Considerando que o estado estaciondrio tenha sido
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atingido, sabemos que o fluxo de calor é estacionario, isto é
V-Jo(x)=0. (1.3)

Assumindo mais uma vez a validade de (1.1), o perfil de temperatura no estado
estacionario é dado pela solucao de equacao diferencial parcial com condigoes de

contorno dadas

{ V- [M(T)VT(x)] =0, scxe A, (1.4)

T(x) =T, se x € (OA),.
Caso o material seja homogéneo, ou seja, se a condutividade térmica for uma
constante, a equacao diferencial acima passa simplesmente a ser uma equacao de
Laplace. O exemplo mais conhecido deste caso é novamente dado pela barra metalica
de comprimento L isolada termicamente, exceto por suas extremidades x = 0 e
r = L, que estarao em contato com banhos térmicos de temperaturas distintas,
T(0) =T, < Tr = T(L). Vamos considerar por ora o caso em que a condutivi-
dade térmica k(T') seja previamente conhecida para a barra em questdo, e que as
temperaturas ligadas as extremidades da barra sao tais que k pode ser considerada
uma constante independente da temperatura. Nesse caso especifico, a equagao (1.4)
passa a ser uma equacao de Laplace unidimensional, cuja solucao é o perfil linear
de temperatura

T(x) =Ty + %(TR —Ty), z€[0,L].

Duas consideragoes devem ser feitas em relagao ao resultado obtido acima. Primeira-
mente, o problema que consideramos consiste em obter uma expressao para a con-
dutividade térmica de um modelo microscopico dado, logo k nao é conhecida a
principio. O outro fato ¢ que modelos microscopicos podem levar a uma condu-
tividade térmica que varie com a temperatura 7', que ird variar com a posicao x.
Existem resultados na literatura de modelos que obedecem a lei de Fourier e exem-
plificam os dois casos: 0 modelo harmoénico estudado em [16] tem uma condutividade
térmica que nao depende da temperatura, levando o sistema a um perfil linear de
temperatura no estado estacionario de nao-equilibrio. Por outro lado, o modelo a-

narmonico apresentado em [17] possui uma condutividade térmica que depende da
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temperatura, mais especificamente x oc T~2. Neste caso, o perfil ndo é linear com
T, mas sim com 7.

Enfatizamos que a dedugao da equacao (1.4) depende da validade da lei
de Fourier, e embora esta seja observada experimentalmente em diversos sistemas
macroscopicos, nao sabemos deduzi-la partindo-se de primeiros principios. Surge a
necessidade do estudo de modelos microscépicos simples que imitem sistemas fisicos
reais, a fim de estudar a conducao do calor no estado estacionario de nao-equilibrio
[4]. Uma boa revisao sobre modelos cldssicos para o estudo da conducao térmica
pode ser encontrada em [18].

Na década de 1950 [19, 20], surgiu uma abordagem para o estudo de redes uni-
dimensionais de IV particulas, cujas extremidades estao acopladas a banhos térmicos
a diferentes temperaturas. O objetivo é calcular o fluxo de energia no estado esta-
ciondrio para o sistema finito e ver se o mesmo é proporcional ao gradiente de
temperatura, que a grosso modo € igual a diferenca de temperatura entre os banhos
sobre o tamanho N da cadeia. Sao conhecidas solugoes rigorosas apenas para mode-
los harmonicos, em particular com interagoes somente entre primeiros vizinhos. Em
1967, Rieder, Lebowitz e Lieb obtiveram a solucao da cadeia harmonica com ba-
nhos térmicos a diferentes temperaturas acoplados as extremidades da cadeia [21],
e mostraram que o fluxo de calor no estado estacionario para este modelo é pro-
porcional a diferenca de temperatura, e nao ao gradiente. Dizemos que o modelo
harmonico possui possui condutividade térmica anémala. Analogamente, podemos
dizer que a condutividade térmica a tamanho finito é proporcional ao tamanho da
cadeia N, e portanto é divergente no limite termodinamico. Alguns anos depois,
Casher e Lebowitz estudaram novamente a cadeia harmonica com interacao entre
primeiros vizinhos, desta vez porém com a massa das particulas variando de maneira
periédica [22]. Esta mudancga nao levou a uma diferenga na condutividade térmica a
tamanho finito, que continuou sendo proporcional a N, e portanto anomala. Ainda
para a cadeia harmonica, o trabalho [23] mostra que a lei de Fourier também nao
vale se as massas das particulas da cadeia assumem valores aleatérios com uma

certa distribuicao dada. Porém, neste caso, a condutividade térmica comporta-se
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de maneira ligeiramente diferente, divergindo com N1/2.

Quase 40 anos depois, Lebowitz, Bonetto e Lukkarinen estudaram a mesma
cadeia unidimensional com interagao entre primeiros vizinhos, porém desta vez com
todos os sitios acoplados a banhos térmicos de maneira auto-consistente [16]. Ex-
plicando rapidamente, as temperaturas dos banhos térmicos que estao acoplados as
extremidades da cadeia sao determinadas previamente e mantidas fixas, enquanto
a temperatura de cada banho do interior da cadeia é escolhida de maneira que no
estado estaciondrio nao haja fluxo de energia entre o banho e seu respectivo sitio.
Assim sendo, no estado estacionario o calor entrard na cadeia por uma de suas
extremidades — aquela que estiver conectada ao banho de maior temperatura — per-
correra toda a cadeia e saira pela outra extremidade. Esse modelo foi proposto hé
algum tempo atras e estudado através de simulagoes numéricas [24], sendo que os
banhos do interior da cadeia foram propostos para simular o papel de um potencial
anarmonico na condugao térmica. A solucao rigorosa deste modelo foi apresentada
em [16], onde os autores encontraram que a lei de Fourier é vélida, ou seja, o fluxo
de calor no estado estacionario é proporcional ao gradiente da temperatura. Ainda
para este modelo, foi possivel mostrar a existéncia e unicidade do estado estacionario
e do perfil de temperatura auto-consistente, que vem a ser justamente o perfil li-
near de temperatura, a validade do equilibrio térmico local e a independéncia da
condutividade térmica com a temperatura, i.e. kK(T) = k.

O resultado de [21] confirma a necessidade de termos anarmoénicos no hamil-
toniano destes sistemas para a obtencao de um modelo com condutividade térmica
normal. Debye apresentou a primeira tentativa de obtencao da lei de Fourier em
cristais isolantes elétricos. Segundo Debye, o calor é conduzido pelas vibracoes da
rede, chamadas fonons. Em uma extensao da idéia de Debye, Peierls formulou uma
equagao de Boltzmann [25] que mostra que efeitos nao lineares sdo necessarios para
a obtencao de uma condutividade térmica normal. Os fonons nao sao espalhados
em um sistema puramente harmonico, e sua conducao balistica leva a uma condu-
tividade térmica infinita.

Seguindo a abordagem de resolver modelos microscépicos simples, o proximo
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passo seria evidentemente a solucao exata de sistemas anarmonicos. Mas, nas
palavras de Bernardin e Olla [26]: “Por outro lado um tratamento rigoroso de um sis-
tema nao-linear, e até mesmo a prova da existéncia do coeficiente de condutividade,
estd fora do alcance das técnicas matemaéticas atuais”. Alguns resultados analiticos
foram publicados nos ultimos anos. Em [17], Bricmont e Kupiainen obtém a vali-
dade da lei de Fourier e uma expressao para a condutividade térmica de um sistema
anarmonico, porém utilizando uma “aproximacao nao controlada”, nas palavras dos
mesmos.

Um outro caminho para estudar a conducao do calor em tais modelos seria
através de simulagoes numéricas, como feito em 1955 por Fermi, Pasta e Ulam [27],
estudando através de técnicas computacionais o modelo que hoje leva seus nomes,
o modelo Fermi-Pasta-Ulam (FPU). O avan¢o computacional recente motivou a
simulagao numérica do comportamento da conducao do calor em diversos modelos
microscopicos, porém os resultados nao sao conclusivos, e em algumas vezes sao
inclusive contraditorios. Listaremos alguns trabalhos da literatura na secao 2.4.
Gendelman e Savin, dois autores com alguns resultados numéricos importantes no
assunto, acreditam que a dificuldade computacional do problema nao é devida a
computadores fracos ou técnicas ineficientes de simulacao [28], e que uma maneira
de contornar esta dificuldade seria construir um modelo que seja, pelo menos em
parte, analiticamente tratavel.

Resumidamente, nessa tese estamos interessados no entendimento de questoes
de fisica estatistica de nao-equilibrio a partir de primeiros principios: especifica-
mente, concentramo-nos no estudo de propriedades da condutividade térmica em sis-
temas em nao-equilibrio térmico, partindo de modelos hamiltonianos microscépicos
simples. Basicamente, estudamos cadeias hamiltonianas, i.e. sistemas unidimen-
sionas cujas interagoes entre as particulas da cadeia e destas com o exterior sao dadas
por um hamiltoniano H. A dinamica cléssica é dada pelas equacoes de Hamilton,
acrescidas de termos que fazem o papel do contato do sistema macroscépico com
banhos térmicos, sendo estes ultimos modelados, na maioria dos casos, por ruidos

brancos gaussianos. Para obtermos propriedades do sistema assim modelado, de-
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vemos entao estudar as solucoes das equacgoes diferenciais estocasticas que regem a
sua dinamica. Para isso, podemos fazer uso de ferramentas conhecidas do calculo
estocastico [29, 30]. Embora nao seja a tinica maneira de modelarmos reservatorios
térmicos, o uso de ruidos estocdsticos é padrao na literatura [10], e vemos duas
justificativas em seu uso: primeiramente, ruidos sao varidveis aleatorias sobre as
quais nao temos muito controle, apenas sabemos a respeito das médias de suas re-
alizacoes. Intuitivamente, isto é o que esperamos de um banho térmico; sabemos
que ele “agita’o sistema, mas sem conhecer precisamente seu efeito. O outro mo-
tivo é que, ao colocarmos o sistema em contatos com ruidos que possuem a mesma
intensidade, simulando o contato com banhos térmicos a mesma temperatura, a
solucdo da equacdo diferencial nos leva a distribuicio de Boltzmann-Gibbs, e=#7,
como esperado. Este é um importante indicio de que o ruido pode nos dar uma
boa modelagem de um reservatorio térmico. Mostraremos na secao 2.3 este resul-
tado explicitamente. O procedimento acima citado foi usado nos trabalhos [31, 32]
e também em [14]. Em [33], também estudamos um modelo microscdpico simples,
mas trata-se de um sistema quantico e com banhos térmicos hamiltonianos: daremos
mais detalhes desta outra abordagem do problema no capitulo 6.

Ainda que a questao da deducao da lei de Fourier a partir de primeiros
principios estd, aparentemente, longe de ser resolvida, o estudo de modelos sim-
ples simulando a conducao do calor permitiu uma maior compreensao de algumas
propriedades da condutividade térmica. Com esse progresso, houve a proposicao
téorica de um dispositivo capaz de controlar o fluxo de calor, chamado de diodo
ou retificador térmico [34]. Diversos estudos numéricos foram apresentados indi-
cando a existéncia de varios modelos que possuem condugao térmica assimétrica,
e.g. [35]. Uma critica a validade e a viabilidade de tais modelos foi publicada
em [36]. Basicamente, a maioria dos trabalhos consiste na juncao de duas cadeias
em regimes diferentes de condugao térmica, geralmente uma que obedeca a lei de
Fourier e outra que possua condutividade anomala. Porém, um trabalho numérico
recente [37] obteve condugao assimétrica do calor em um modelo composto por uma

unica cadeia. Mais ainda, comegam a surgir trabalhos experimentais que investigam
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esse efeito em sistemas fisicos reais, como por exemplo em nanotubos de carbono
[38]. Seguindo a analogia natural com os conhecidos dispositivos elétricos, ja foram
propostos numericamente o transistor térmico [39] e as portas légicas térmicas [40].
Salientamos que todas as proposicoes acima sao numeéricas, e por isso um método
analitico que permita obter propriedades da condutividade térmica ¢é desejavel para
que possamos investigar mais a fundo esses dispositivos térmicos.

O restante da tese estd organizada da seguinte maneira: no capitulo 2 apre-
sentamos o modelo que utilizamos na maior parte de nossos trabalhos, o modelo
hamiltoniano com dinamica conservativa dada por equacoes diferenciais estocasticas
provenientes das conhecidas equacoes de Hamilton. Partindo delas, mostramos como
o fluxo de calor no estado estacionario é calculado através das fungoes de correlagao,
em particular pela funcao de dois pontos caso o potencial de interacao entre as
particulas da cadeia seja harmonico. Obtemos também a solugao geral do modelo
puramente harmonico. Para o caso em que os ruidos simulem banhos térmicos que
estejam todos a uma mesma temperatura, mostramos que essa abordagem é consis-
tente, pois no estado estacionario obtemos a distribuicao de Boltzmann-Gibbs para
o equilibrio. Apresentamos ainda nesse capitulo alguns resultados importantes da
literatura, e de maneira breve, sistemas de dinamica disspativa.

No capitulo 3, apresentamos um primeiro estudo que efetuamos no entendi-
mento de modelos simples fora do equilibrio, que é a dapendéncia com a temperatura,
ou melhor dizendo, com o gradiente de temperatura, da taxa de relaxacao temporal
da funcao de dois pontos para sistemas de dinamica dissipativa ou conservativa.

No capitulo 4, abordamos a condutividade térmica no estado estacionario de
nao-equilibrio em modelos anarmoénicos de dinamica conservativa. Particularmente,
procuramos entender como um potencial anarmonico local fraco e limitado pode al-
terar a conducao do calor em tais modelos. Especificamente, consideramos o modelo
de Frenkel-Kontorova. Em nosso tratamento perturbativo vemos que anarmonici-
dades fracas nao alteram a condutividade térmica, e o modelo acaba comportando-
se como o puramente harmonico. No capitulo 5, partimos para outro aspecto da

conducao do calor em estados estaciondrios de nao-equilibrio: deixamos de lado a
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deducao da lei de Fourier por primeiros principios e focamos em propriedades da
condutividade térmica. Detalhadamente, tomamos como ponto de partida o modelo
harménico com reservatdrios auto-consistentes [16], que obdece a lei de Fourier. Al-
teramos parametros do modelo, como por exemplo a massa das particulas e/ou a
intensidade do potencial local harmonico, a fim de ver seus efeitos na condutividade.

No capitulo 6, estudamos a conducao do calor no estado estacionario de nao-
equilibrio de uma cadeia quantica puramente harmonica, a fim de entender como
efeitos totalmente devidos ao carater quantico do modelo podem influenciar nas
propriedades do transporte, especialmente na regiao de baixas temperaturas. Por
fim, no capitulo 7, apresentamos nossas conclusoes e temas futuros de pesquisa na

area.



Capitulo 2

Modelos microscopicos

No presente capitulo, falaremos mais precisamente sobre os modelos micros-
cépicos utilizados por nds no estudo de sistemas macroscépicos fora do equilibrio. No
momento daremos especial atencao a modelos hamiltonianos classicos de dinamica
conservativa em uma cadeia unidimensional, uma vez que a dinamica classica é
comumente mais simples do que a quantica, e apresenta alguns resultados de pro-
priedades da condutividade térmica e sua dependéncia em relacao a anarmonicidade
e a temperatura dos banhos. No capitulo 6, apresentaremos o estudo de um modelo
quantico, cujos resultados devem ser considerados e bem entendidos quando estu-
damos a condugao do calor em baixas temperaturas [33], isto é, o sistema estd sub-
metido a um gradiente de temperatura, porém as temperaturas dos banhos sao todas
pequenas. A principio, modelos microscépicos em uma cadeia poderiam ser conside-
rados de pouco interesse fisico, pois pretende-se entender por primeiros principios a
conducao do calor em materiais reais, que normalmente sao tridimensionais. Porém,
o desconhecimento de propriedades gerais de sistemas em nao-equilibrio [4, 7] e a
dificuldade em obter solugoes (mesmo numéricas em modelos simples) justificam o
recorrente estudo de propriedades da conducao térmica na cadeia. Na realidade,
ultimamente ja existem medidas experimentais da conducao do calor em materias
que sao essencialmente unidimensionais ou bidimensionais [41].

Modelando a influéncia dos banhos térmicos no sistema estudado pela atuacao

de ruidos estocasticos, mostraremos, partindo-se das equagoes diferenciais estocasticas

14
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que regem a dinamica do modelo, como o fluxo de calor no estado estacionario de
nao-equilibrio é calculado através das funcoes de correlacao. Provaremos também
que, se todos os ruidos atuantes no modelo estiverem a mesma intensidade, numa
situagao que simula o contato do sistema com banhos térmicos a temperaturas iguais,
a distribuicao de probabilidades do sistema em seu estado estacionario é a esperada
para tal situacao, que ¢é a distribuicao de Boltzmann-Gibbs.

Apresentaremos brevemente modelos de dinamica nao-conservativa, uma vez
que um representante desta classe, o modelo de Ginzburg-Landau estocastico, foi
estudado pelo grupo [13] e é de grande importancia na literatura. Trata-se de um
modelo puramente relaxacional, onde o objeto de estudo é a taxa de relaxacgao
temporal das funcoes de correlagao de dois pontos e sua dependéncia com o gra-
diente de temperatura, modelado pelo contato do sistema com diferentes ruidos
estocésticos. Este é um dos primeiros trabalhos do grupo em mecanica estatistica
de nao-equilibrio, e é onde aparecem os tracos iniciais da técnica que utilizamos
para a construgao de um formalismo integral que permite estudarmos as funcoes
de correlagao do sistema, cujo desenvolvimento é concluido em outro trabalho do
grupo [42]. O estudo da dependéncia da taxa de relaxacao da fungao de dois pontos
com as diferentes temperaturas dos banhos térmicos foi estendido para o sistema de
dindmica conservativa [14].

Existem ainda, na literatura, estudos da conducao de calor em modelos mi-
croscopicos nao hamiltonianos, e.g. em [43] os autores estudam um modelo de bilhar
triangular em um canal. Contudo, nosso interesse atual concentra-se em modelos

hamiltonianos.

2.1 Dinamica conservativa

Comecaremos definindo o hamiltoniano do sistema de maneira um pouco mais
geral do que ¢é realmente utilizado em nossos trabalhos, onde tratamos de modelos
em uma cadeia [31, 32]. Seja uma rede finita A C Z¢ de tamanho |A|] = N, de

maneira que cada sftio da rede, indexado por j € {1,2,..., N}, represente a posi¢ao
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de equilibrio de uma particula de massa m;. O deslocamento da j-ésima particula
da rede em relacao a sua posicao de equilibrio sera dado por ¢; € R?, e pj € R é o

momento da mesma. O hamiltoniano é dado por

N 2
Hig,p) = [%JrU qj } ZV =) - (2.1)

j=1 J ],l 1

O potencial U(q) é um campo externo a rede, e é comumente chamado de potencial
local ou “on-site”, enquanto V' (¢q) nos d4 a interacao entre as particulas da rede. Note
que estudaremos o caso particular em que o potencial de interacao V'(¢) depende
somente da distancia relativa entre as particulas. A principio, o alcance do potencial
V(q), dado em (2.1) pela soma sobre os indices j e [, é geral, mas comumente estuda-
se 0 caso particular em que a interagao ocorra somente entre primeiros vizinhos
na rede. Obviamente, como é conhecido da mecanica estatistica de equilibrio, os
potencias U(q) e V(¢q) ndo podem ser totalmente arbitrarios, algumas condigoes
devem ser exigidas sobre os mesmos. Por exemplo, a condicao de estabilidade do
potencial implica que eles devem ser limitados inferiormente. Uma maneira usual
de termos potenciais limitados inferiormente é escolhermos U(q) e V' (q) pares.
Estamos interessados na cadeia de N osciladores! harmonicos ou anarmonicos.
Um caso que despertou certa atencao foi o estudo de modelos onde o potencial local
nao esta presente, U(q) = 0. Se tivermos ainda interacao somente entre vizinhos

préoximos na cadeia, reescrevemos o hamiltoniano

Mz

H(q,p) = Zz—j

" V(gjt1 — ;) (2.2)

]:1 :O

Da maneira que escrevemos o hamiltoniano (2.2), é preciso definir as condigoes de
contorno para qg € gn+1. Escolhas tipicas sao condig¢oes de contorno periddicas, fixas
(e.g. a condigao de Dirichlet gg = 0 = gy41) ou livres. Da auséncia do potencial ex-
terno U(q), concluimos que sé existem forgas internas atuando na cadeia. Portanto,

o momento total do sistema é conservado, sendo uma constante de movimento.

ITrata-se de uma nomenclatura usual para refirirmo-nos aos sitios ou particulas do modelo.
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Acredita-se que modelos unidimensionais que conservem o momento tendem
a ter uma condutividade térmica divergente, fato corroborado por alguns estudos
numéricos existentes [44, 45]. Mas também existem na literatura simulacoes de
um modelo que conserva o momento e parece obedecer a lei de Fourier, que é o
modelo do rotor [46, 47|, definido por um potencial de interagdo anarmoénico lim-
itado, V' (¢q) = M1 — cosq). Temos um exemplo de uma contradicdo aparente em
resultados numéricos. Em um estudo analitico feito pelo grupo [48], este mesmo
modelo parece ter uma transicao de fase: estudando perturbativamente quando a
interacao anarmonica entre os primeiros vizinhos da cadeia é fraca, o modelo nao
obedece a lei de Fourier quando submetido a um gradiente entre baixas temperatu-
ras; no entanto, para um gradiente entre altas temperaturas, o modelo parece ter
condutividade térmica normal.

Sistemas de baixa dimensionalidade da rede (d = 1 ou d = 2) nao sdo bem
descritos por hamiltonianos como (2.2); esta é uma idealizacao do sistema, uma
vez que na pratica eles geralmente estao imersos em um substrato tridimensional.
Neste caso, o potencial U(q), apresentado em (2.1) pode ser interpretado como uma
forma simples de modelarmos a interacao entre a cadeia que estamos estudando e o
substrato. Este potencial é conhecido também como “pinning”, pois tende a manter
a particula em sua posicao de equilibrio na cadeia. Mesmo sendo parte de um sistema
maior em trés dimensoes, simplificaremos ainda mais o modelo assumindo que os
deslocamentos dos osciladores dao-se somente na diregao da cadeia, ou seja, g; € R.
Tal simplificacao é assumida mesmo em estudos onde a rede nao tem necessariamente
dimensao d = 1, como feito em [17]. Assumindo novamente interagao entre primeiros

vizinhos
N

N 2

p.

o) = 3 32+ V)| + X Vi - ) (2.3
J =0

Note que a presenga do potencial U(q) quebra a invariancia por translacao ¢; —

g; + ¢, c constante. Em consequencia, o momento total nao é mais conservado.

Citamos abaixo alguns exemplos de modelos comumente estudados na litera-

tura
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e Modelo puramente harmonico: U(q) = wiq¢?/2, V(q) = w?¢*/2.

e Modelo ¢*: U(q) = A\¢*/4.

e Modelo Frenkel-Kontorova: U(q) = A(1 — cosq), V(q) = w?¢*/2.

e Rotor: U(q) =0, V(q) = A1 — cosq).

e Modelo Fermi-Pasta-Ulam: U(q) =0, V(q) = aa(¢?/2) + a3(¢*/3) + as(q*/4).

As grandezas wy, w, \, as, ag € a4 acima sao constantes.

Para continuacao de nosso estudo, é necessario que seja dada a dinamica do
modelo. Enfatizamos que no momento estamos unicamente voltados para o estudo
de modelos com dinamica classica. Inicialmente, partiremos das equagoes de Hamil-
ton. Para a cadeia de N osciladores indexados por 7 = 1,..., N, temos as 2N

equacoes da dinamica dadas por

G;(t) = op;’ (2.4)
pit) = —g—;f-

A principio o hamiltoniano poderia ser uma fun¢ao H(q, p,t). Caso o hamiltoniano
seja independente do tempo, como é o caso de (2.3), vemos que a energia total do

sistema é uma constante de movimento

dH  OH o (0K, OH Y [0HOH 9K [ 0K
@ =t (o o) = (G oy o (g )] 70 @9
A simples conta acima, além de nos relemebrar porque a dinamica (2.4) é chamada
de conservativa, também nos ajudara a entender como ruidos estocédsticos influem
no modelo, alterando o calculo da variacao da energia com o tempo.

Para estudarmos modelos microscépicos que simulem sistemas fora do equili-
brio, é preciso que exista uma boa maneira de modelarmos os banhos térmicos e o
contato destes com o sistema. O modo mais direto de fazermos isso seria acoplar

a cadeia, descrita por (2.3) e (2.4), dois outros sistemas hamiltonianos, cada um
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deles com um numero arbitrariamente grande de particulas, de modo que cada um
deles possa ser tratado como sendo um sistema infinito. Partindo do formalismo
bem conhecido da mecanica estatistica de equilibrio, a cada um destes novos sis-
temas é associada uma distribuicao de Boltzmann-Gibbs, a temperaturas T, # Tk,
onde L ¢é o banho que esta acoplado ao lado esquerdo da cadeia, e R o que esta
ligado ao lado direito. Esta abordagem é seguida, por exemplo, em [49], onde a
condutividade térmica em uma cadeia harmonica quantica acoplada a reservatérios
auto-consistentes é estudada. Seguimos este procedimento em nosso estudo de uma
cadeia quantica [33].

Banhos térmicos podem também ser modelados por uma modificagdo nas
equagoes da dinamica (2.4), introduzindo ruidos estocasticos que fardo a mimica

dos reservatérios que atuam no modelo. Para o hamiltoniano dado por (2.3), temos

OH ;
j j
OH
dp;(t) = —a—th — (ipjdt + (2¢m;T;) 2 dB;(t).
j

Ao invés de escrevermos as equagoes diferenciais de ¢;(t) e p;(t), como feito em
(2.4), escrevemos as expressoes para os diferenciais dg; e dp;, que é a forma mais
encontrada em textos sobre processos estocésticos [29, 30]. Cabe dizer que as duas
formas sdo equivalentes. Os B;(t) sdo processos de Wiener independentes. A grosso
modo temos que o ruido estocastico, que serd denotado por n;(t), seria a derivada do
processo browniano B;(t), ou seja, n;(t) = dB;(t)/dt. Cada ruido n;(t) tem média

nula e covariancia unitaria, isto é,

(n;(t)) = 0, (2.7)
(i () = 86t —1),

sendo (-) a média sobre as realiza¢oes do ruido. Em outras palavras, tratam-se de
ruidos brancos gaussianos: basta conhecermos as fun¢oes de um e dois pontos para
que sejam determinados os momentos de qualquer ordem. Apesar de todos ruidos

terem covariancia unitdaria, as diferentes intensidades sao dadas pelas constantes
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T; > 0, que é a temperatura ou energia® do reservatério térmico em equilibrio repre-
sentado por n;. As demais constantes que estdo multiplicando dB; em (2.6) fazem
o correto ajuste para o caso em que temos todos os banhos a uma mesma tempera-
tura, como veremos na segao 2.3. O termo dissipativo (—(;p;) presta um importante
papel: assim como o ruido simula o banho térmico dando energia ao sistema, este
termo pode ser entendido como o sistema devolvendo energia aos reservatérios. Isto
serd claramente visivel na equagao (2.15). Podemos pensar da seguinte maneira:
a dinamica (2.6) vem da dinamica conservativa (2.4), que conserva a energia total
do sistema quando o hamiltoniano é independente do tempo. O termo do ruido es-
tocéstico, (2ijjTj)1/2dBj, injeta energia no sistema, o que em tempos muito longos
levaria a uma quantidade muito grande de energia na cadeia. Assim, o termo dissi-
pativo retira o excesso de energia e estabiliza o sistema. As constantes (; acoplam
cada sitio da cadeia a seu respectivo banho térmico, e por isso mesmo sao chamadas
de constantes de acoplamento. Para reavermos o caso que realmente interessa, que
¢ quando a cadeia liga-se a banhos somente pelas suas extremidades, simplesmente
tomamos (; = 0se 2 < j < N —1. Por ora, deixamos as constantes de acoplamento
com valor arbitrario.

Solugoes rigorosas das equagoes (2.6) sao conhecidas para sistemas harmonicos
[21, 16]. Podemos ver agora claramente uma dificuldade técnica presente no estudo
de modelos microscépicos simples de sistemas em nao-equilibrio. Quando estudamos
sistemas com interagoes anarmonicas em (2.3), a dinamica do modelo (2.6) passa a
ser regida por equacoes diferencias estocasticas nao-lineares. Além da dificuldade
na obtencao de solucoes para tais problemas, nao sao conhecidos resultados sobre
a existéncia e unicidade das mesmas, ao contrario do caso puramente harmonico,

como veremos na secao 2.1.2.

2.1.1 Fluxo de calor

Nesta secao iremos obter, de maneira geral, uma expressao para o calculo do

fluxo de calor no j-ésimo sitio da cadeia. Para tanto, partindo do hamiltoniano mais

2Estamos considerando, daqui em diante, a constante de Boltzmann como kg = 1.
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geral dado por (2.1), definiremos a energia de cada sitio da cadeia
2
J

Hj(q,p) = oy~
J

PO+ V- @)+ V- ) (@8)
k#j

de maneira que Zjvzl H;(q,p) = H(q,p). O fator de 1/4 presente acima divide de

maneira simétrica a energia de interacao entre dois sitios da cadeia.

Iremos identificar o fluxo de calor no j-ésimo sitio da cadeia com a variagao
da energia no mesmo. Para calcular a variacao da energia H; com o tempo ¢, proce-
deremos de maneira andloga ao ja apresentado em (2.5). Todavia, uma importante
diferenga aparece: como agora consideramos uma dinamica com o efeito de ruidos
estocdsticos (2.6), o calculo do diferencial dH; sofre uma modificagao de acordo com

o calculo de It6®. Segundo a férmula de It6 [29, 30], temos

H H
dH; = 0 Jdt+2( qul+aa”dpl)

N
+%ZZI ( aaq 25] dq;dqx + 8825 dqudpy, + ;igﬁk dpzdpk> :
Alguns cancelamentos na expressao acima podem ser feitos. Obviamente, a derivada
parcial com relagao ao tempo é nula, pois o hamiltoniano (2.1) independe de ¢.
Segundo as regras da férmula de Ito, para os ruidos com correlagoes dadas por
(2.7), temos dt dt = dt dB;(t) = dB;(t)dt = 0 e dB;(t)dBj/(t) = J; ydt. Assim,
usando as expressoes para dg; e dp; em (2.6), temos que dg;dg;, = dg;dp;, = 0 e

dp;(t)dpi(t) = 2¢;m;T;0, rdt, e portanto

N
OH:
dH; = E (8qu dq + JdPl) + E szsz
=1

Apresentaremos rapidamente as contas para o desenvolvimento do diferencial (2.9)

(2.9)

dado acima. Todos os cdlculos a seguir sao diretos das equagoes (2.1), (2.6) e (2.8).

30 célculo de Itdé ndo é a tnica ferramenta matemaética disponivel para o estudo de
equagoes diferenciais estocasticas. Um exemplo importante e igualmente utilizado é o célculo
de Stratonovich. Neste caso porém, como a dindmica (2.6) envolve somente ruidos aditivos [29], o
resultado é o mesmo se usarmos qualquer um dos dois.
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Temos

aH / 1 !/ / 1 / !
5 = U@t > V(g5 a) =V (ae=a;)00= 7 Y V' (5= )=V (6= )]
k#j k#j

e como dg; = (p;/my)dt, segue

J o ! pj 1 / / Dby
Z 34 5o da = Ulg) -dt+ 7 D Vg —a) = V(g - g)l-~dt (2.10)

! j Py ’
Sy )~ Vi~ ) Pt
my,
k#]
Por outro lado, 0H;/0p; = (p;/m;)d;i e

1
dp; = —U'(q;)dt — 2 Z[vl(% —qr) — V'(ar — g;)]dt — (pjdt + (2¢;m; T, )I/QdB
k#j

Assim

;aidpl = ) Pt~ 5 SV — )~ Ve — )] 2t (2.11)

J k#j J

G Lt + (2gm Ty L,
m; m;

J J
Por fim, como 0*H;/dp} = (1/m;)d;;, podemos substituir (2.10) e (2.11) em (2.9)

para obtermos

:__Z — ) V(%—%)](fj %)d“r@( :z])dH

k#j ! !

+(2¢m, 1) e a,
m;

Em todos modelos que estudamos, o potencial V(g) é dado por uma func¢ao par em
q, e portanto sua derivada V’(¢q) é uma funcao fmpar. Assim podemos simplificar a

expressao (2.12), pois V'(qx — ¢;) = —=V'(q; — qx). Logo

dH;(t) = %Zvl(qj‘q’f)@ mk)dHC”( :"J)dH

k+#j J
+(26m 1) 2By (2.12)

J
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O diferencial dH; é portanto um processo de It6 [29, 30], e como tal depende
do movimento browniano dB;. Estamos interessados, no entanto, na média da
variacao da energia H; em cada sitio com relagao ao tempo. Sabendo-se que os

ruidos possuem média nula (2.7), obtemos

<d}gi<t>> =~ (Fj=(t) = Foj (1)) + (B5(1)) (2.13)

onde

Fj = %Z V(g — ar) (p—J + &> (2.14)

k>j mj Mk
é o fluxo de energia do j-ésimo sitio da cadeia para os sitios k > j, a expressao de
F_.; é totalmente analoga. Ja o termo R;(t) em (2.13) nos da o fluxo, no tempo ¢,
do reservatorio térmico para o sitio j da cadeia, e é definido por

R;(t) = ¢ ( i~ ﬁ) ~ (2.15)

m;

Podemos ver da equagao (2.15) claramente o ja mencionado fato de que o termo do
ruido na dinamica (2.6) modela a inje¢ao de energia no sistema pelo banho, enquanto
o termo dissipativo faz o papel do banho recebendo energia devolvida pelo sistema.

Imaginemos agora uma cadeia que esteja em contato com banhos térmicos
somente através de suas extremidades j = 1 e j = N. Caso as temperaturas
sejam distintas, Ty = T}, # Tg = Ty, assumiremos a convergéncia para o estado
estacionario de nao-equilibrio. Conforme apresentado na subsecao 1.1.2, esperamos
que neste estado, independentemente da validade ou nao da lei de Fourier, o fluxo
de calor seja estacionario. Isso se traduz dizendo que devemos ter (dH;/dt) = 0
para os sitios internos da cadeia. Porém, esses sitios nao estao acoplados a ruidos
estocésticos (¢; = 0), o que nos leva a (R;) = 0 em (2.15). Portanto, para os sitios

interiores da cadeia no estado estacionario de nao-equilibrio, vale
(Fi) = {F=3) (2.16)

o que quer dizer, a grosso modo, que toda energia que chega no sitio j por um

lado sai pelo outro. Mais precisamente, podemos dizer que o divergente da corrente
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de energia nesse sitio é igual a zero. Embora o fluxo de calor no sitio j tenha
divergente nulo, o fluxo em si é diferente de zero, e seu valor é dado por (F;_.),
ou equivalentemente por (F_;). Notamos da expressao (2.14) que o potencial local
U(q) nao entra diretamente no calculo do fluxo de calor nos sitios da cadeia, apesar
de influir na dinamica do modelo e, consequentemente, no estado estacionario de
nao-equilibrio. Vemos também a explicacao de algumas afirmacoes anteriores desse
texto: o calculo do fluxo do calor no estado estacionario depende de conhecermos
as fungoes de correlagdo do modelo; e no caso particular em que o potencial V(q) é
harmonico basta que saibamos calcular as funcoes de correlagao de dois pontos do
tipo (g;pr)-

Essa discussao nos permite entender melhor o modelo da cadeia ligada a reser-
vatdrios auto-consistentes, proposto em [24] e resolvido de maneira rigorosa em [16].
Nesse modelo temos todos os sitios acoplados a ruidos estocdasticos; para simplificar
tomaremos (; = ¢ > 0, Vj € {1,...,N}. A temperatura dos banhos acoplados as
extremidades serao mantidas fixas, T = T, e T = Tx. Obviamente o caso de
interesse é quando T}, # Tk, uma vez que a igualdade leva ao estado de equilibrio.
Dado que todos os sitios estao ligados a ruidos, a condi¢ao (dH;/dt) = 0 no estado
estacionario nos leva a

(Fim) = (F=j) = (R;).

Queremos obter, no entanto, uma relagdo semelhante a (2.16), pois esperamos que
no estado estacionario de nao-equilibrio a energia entre no sistema pela extremidade
ligado ao banho de temperatura mais alta, percorra toda a cadeia e saia pelo outro
lado. Para que isso ocorra, é imposta a condicao de auto-consisténcia dada por
(R;) = 0. Essa condigao é expressa como

(p? .

Fj:Tj’ para j € {2,...,N —1}. (2.17)
As “temperaturas” dos banhos térmicos ligados a parte interna da cadeia sao determi-
nadas entao pela funcao de dois pontos <p32->, de maneira que no estado estacionario
de nao-equilibrio nao haja fluxo médio entre o sitio e seu respectivo reservatorio. Na

verdade, esses ruidos estocéasticos nao sao mais interpretados como banhos térmicos,
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e sim como um modo de simular a atuacao média de uma anarmonicidade ausente

do hamiltoniano (2.1), mas presente no modelo.

2.1.2 Solucgao geral do caso harmonico

Para calcularmos o fluxo de calor no estado estaciondrio de nao-equilibrio,
que é atingido apds um tempo suficientemente longo, precisamos saber calcular as
fungoes de correlacao (2.14). Quando as interagoes U(q) e V(g) s@o harmonicas,
é possivel obter uma expressdo geral para as solugbes ¢;(t) e p;(t) das equagOes
diferenciais (2.6), como mostraremos a seguir. Consequentemente, teremos também
uma expressao geral para as fungoes de correlacao do modelo, portanto podemos
calcular, em particular, a funcao de dois pontos ligada ao fluxo de calor (2.14). Para
um hamiltoniano mais geral como (2.1), a interacdo entre as particulas da cadeia
pode ser mais complicada, permitindo-se, por exemplo, maior alcance do que a usual
interacao somente entre vizinhos préximos. Ainda assim, a expressao geral pode ser
obtida da mesma maneira mostrada a seguir, mudando apenas a forma de algumas
das matrizes envolvidas.

Tomando entdo somente interagdo entre primeiros vizinhos como em (2.3),

suponha que os potenciais sao dados por

w? w?

onde wy e w sao constantes reais estritamente positivas. Posteriormente, iremos ge-
neralizar um pouco os potenciais (2.18) acima, permitindo que as constantes variem
de acordo com o sitio da cadeia. Este é o caso do estudo publicado em [32], onde
variamos a massa das particulas e/ou a intensidade do potencial on-site em uma
cadeia de osciladores harmonicos acoplados a ruidos auto-consistentes, de modo a
obter uma maneira analitica de variar a dependéncia da condutividade térmica nesse
“toy model”que obedece a lei de Fourier.

Reescreveremos agora as equagoes da dinamica no espago de fase ¢ = (q,p).

Detalhando um pouco mais, ¢ é um vetor com 2N coordenadas, i.e. ¢ € R?V, de
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maneira que para 1 < j < N, temos ¢; = g; € ¢j4n = p;. De (2.6) e (2.18) segue

dp; = (%N dt, (2.19)
i
dpjin = —wysdt — W (20; — djo1 — dj1)dt — Gojendt + (2Gm;T;) ' /dB; .

Como esperado, as equacoes diferenciais acima sao lineares em ¢, pois os potenciais
envolvidos sao harmonicos. Escreveremos entao a equacao da dinamica em uma
forma matricial

do(t) = —Ap(t)dt + odB(t) . (2.20)

As matrizes A e o s@o matrizes quadradas de ordem 2N, compostas de quatro blocos

de tamanho N x N

(0 —m! o (0 0
A‘(@ r ) “‘(o 2rzm7>’ (221)

onde M, I' e 7 sao matrizes diagonais tais que: M;; = m;, I';; = (e T;; =T;. Ve-se
que o é uma matriz diagonal. Uma observagao importante cabe aqui: olhando para
as 2N equagoes diferenciais estocdsticas (2.19) que regem a dinamica do modelo,
vemos que o ruido atua somente em metade delas. Entretanto, como o vetor ¢ no
espaco de fase tem 2N coordenadas e a matriz ¢ é quadrada de tamanho 2N, o
vetor dB(t) = n(t)dt em (2.20) também deve ter 2N coordenadas, assim como o
vetor 7 dos ruidos. Usando a forma explicita de o em (2.21), vemos que ndo ha
problema algum em pensar o vetor 7 como sendo composto por 2N ruidos brancos
gaussianos independentes entre si, com média e covariancia dadas por (2.7), pois as
N primeiras linhas de ¢ sao nulas, garantindo que nao haja ruido atuando nas N
primeiras equacoes diferenciais para d¢. Para finalizar a composicao da matriz A,
temos que ® para este caso especifico é

2+ 12 —1
—1 2412 —1
P = 2 (2.22)
-1 24+ -1
-1 2+ 12

com v? = w2 /w?. Sendo A a matriz N x N do Laplaciano na rede, cujos elementos

sa0 A;j = —20; j+ 0;—1; + 0;+1,;, podemos entao escrever ® = wily +w?(—A), onde
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Iy é a matriz identidade N x N. Caso a constante dos potenciais varie a cada sitio,
¢ continuard sendo uma matriz tridiagonal como a mostrada em (2.22), porém com
constantes diferentes em cada elemento das diagonais. Se permitirmos V(¢) ainda
mais geral, com uma interacao de maior alcance do que somente entre primeiros vi-
zinhos, a matriz deixa de ser tridiagonal, pois passa a ter outros elementos diferentes
de zero.

A solugao de (2.20) é simples: comegaremos multiplicando os dois lados da

equacao pelo fator integrante et. Da férmula de Ito, temos que
d(ep) = eMApdt + eMdp = d(e?¢) = eModB,
Com algumas manipulagoes, a integragao nos leva a

o(t) = e Mp(0) + /Ot e A=95dB(s) . (2.23)

A solugao acima ¢é dita uma solugao forte de (2.20).

Como estamos realmente interessados no estado estacionario de nao-equilibrio,
devemos estudar o comportamento da soluc¢ao (2.23) no limite ¢ — co. Como pode-
mos ver em [16], os N autovalores da matriz simétrica ® (2.22) sao estritamente po-
sitivos, e portanto ¢ é uma matriz positiva definida. Mostraremos que, com a matriz
® dada, e caso todos os sitios da cadeia estejam acoplados a ruidos estocasticos, i.e.
¢; > 0, entao os 2NN autovalores de A possuem parte real positiva. Por definicao,
dizemos que uma matriz é estavel se todos os seus valores caracteristicos* possuem
parte real positiva. Essa caracteristica de estabilidade da matriz A garante a exis-
téncia do limite lim;_, ¢() [50]. Eis o primeiro motivo para deixarmos inicialmente
todos os osciladores de nosso modelo acoplados a banhos térmicos.

Queremos calcular as fungoes de correlacao de dois pontos (g;p;). A média

do processo de Ito é dada simplesmente por

(@(1)) = e Vo, (2.24)

4Um valor caracteristico nem sempre é um autovalor, mas um autovalor é sempre um valor
caracteristico.
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onde ¢y é a média da distribuigdo da condigao inicial ¢(0). Para o cdlculo da

média acima, usamos uma propriedade do céalculo de It6 que nos diz que, para

uma certa classe de funcoes f, temos < [ fdB( )> = 0. Para a funcao de dois
pontos, determinaremos a matriz covariancia C(t,t') = < ()T (¢) > onde ¢ (t') é a
transposta da matriz coluna que representa o vetor ¢(t'). Fazendo as contas, temos

60 (1) = o O+ ([ ds A n(s)) 6T 00

e (0) ( / i ()" <>) "
//dsdse =g (5")oTeATE =)

Calculando a média da expressao acima, temos que o segundo e terceiro termos
do lado direito da equacgao serao iguais a zero, devido a mesma propriedade usada
anteriormente, ([ fdB(s)) = 0. Chamando de Gy = (¢(0)¢”(0)) a covariancia
da distribuicao da condicao inicial, a média do primeiro termo também esta cal-
culada. Resta computarmos a média do quarto e ultimo termo. Observando que
a covariancia dos ruidos é dada por (2.7), podemos escrever na forma matricial
(n(s)n"(s")) = Lnd(s — &'). Como o ¢ uma matriz diagonal (2.21), temos o7 = o,
e portanto
o (n(sIn"(5)) 0" = o?(s = ')

e consequentemente

<// ds ds' e an(s)y” (s)o" e AT(t,_Sl)>:
:/ / ds ds’ 5(8 _ S/)e—A(t—s)O_Ze_AT(t/_S,) .
0 JO

As varidveis de integracao s e s’ variam, respectivamente, em 0 < s <te0 < s <t'.

Se, por exemplo, t > t/, entdo o delta fard a integracdo em ds, com a varidvel s
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valendo s'. Logo, se t > t/,

t t’ t/
/ / ds ds' §(s — S/)e_A(t_s)che_AT(t/_sl) = / ds' e A=) g2 AT =)
o Jo 0

t/
— 4 _ I _ o/ AT (41 _ ot
—e A(t t)/ ds' e A(t 5)0_26 Al (¢t s).
0

De maneira, anédloga, se t < t’, o delta fara a integracao em ds’, e assim obteremos

t
/ / ds ds' (s — s/)e™ Dot = (/ ds e‘A(t_S)U2€_AT(t_S)) e~ AT =t)
0

Portanto, a covariancia C(t,t") é

ACCH ), set >t
N o i )
C(t.t) = (o(t)e" (t) = { Y ATE-0 gt < ¢, (2.25)
onde .
C(t,t) = e MGoe "t + / ds e 0% A", (2.26)
0

Uma simplificacao comum que pode ser feita no problema é escolhermos a condigao

inicial fixa ¢(0) = 0. Desta maneira, temos que ¢y = 0 e Gy = 0, portanto

(¢(t)) =0, (2.27)

enquanto a covariancia continua sendo dada por (2.25), simplificando porém a forma

de C(t,t), que passa a ser somente
t T
C(t,t) :/ ds e g8, (2.28)
0

A arbitrariedade na escolha da condigao inicial pode ser justificada. Ja dissemos que
se a matriz A for estavel, o limite de ¢(¢) quando ¢ — oo existe. Veremos a seguir
que a estabilidade de A também garante a unicidade do estado estacionario de nao-
equilibrio, e portanto o comportamento do sistema apds um tempo suficientemente
longo ¢é independente da condicao inicial escolhida. Olhando as expressoes da média
(2.24) e da covariancia (2.25), vemos que para uma matriz A estavel, como ¢é o caso,

At

no limite t — oo, temos e — 0, o que justifica matematicamente a independéncia
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das condicoes iniciais. Ressaltamos que tanto a existéncia do limite quanto a unici-
dade do estado estacionario de nao-equilibrio sao provadas usando-se a estabilidade
da matriz A, logo essa prova s6 vale para modelos puramente harmonicos.

A partir da expressao (2.26), podemos obter a covariancia C' do estado esta-
ciondrio de nao-equilibrio, bastando para isso calcular o limite lim;_., C(¢,t). Nesse

caso teremos

+o00
C = / ds e g% A"s. (2.29)
0

Um outro caminho para obtermos a covariancia C' é utilizando alguns resultados
apresentados em [50], mais precisamente no teorema 2.2. As hip6teses desse teorema
a triz A d tavel — ja sab ~eoc’d

sao que a matriz eve ser estavel — como ja sabemos ser o caso — e o° deve ser
nao-negativa. Com efeito, o é uma matriz diagonal, logo seus autovalores sao os
elementos da diagonal, que sao zero, com multiplicidade N, ou (ZijjTj)l/ 2 >0,

2

portanto o e ¢° sao nao-negativas. Satisfeitas as hipéteses do teorema, ele afirma

que a matriz C' definida em (2.29) é a unica soluc¢ao da equagao matricial
AC + CAT = o2,

onde A' é a adjunta de A. Como os espacos envolvidos possuem dimenséo finita,
entdo (Af);; = A7, onde o asterisco denota o complexo conjugado de um numero;
em suma a adjunta é simplesmente a transposta conjugada. Como a matriz A dada
em (2.21) possui somente elementos reais, podemos reescrever a equac¢ao matricial

CcOo1mo

AC + CAT = o (2.30)

A equagao acima pode ser obtida por outros meios. Por exemplo através da equagao
de Fokker-Planck associada a equacao de Langevin que da dinamica do modelo em

questao, como feito em [13] para o modelo de dindmica nao-conservativa.

2.2 Dinamica nao-conservativa

Apresentaremos agora modelos de dinamica nao-conservativa. Esses mode-

los sao matematicamente mais simples, mas ainda tem grande importancia fisica,
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aparecendo, por exemplo, na fenomenologia de transicoes de fase, dinamica critica,
etc. [51]. Um modelo intensamente estudado nesse contexto é o Ginzburg-Landau
estocéstico.

Comecamos novamente com uma rede finita A C Z¢, onde Z, € A nos dao a
posicao na rede. Chamamos de spin cldssico o campo escalar ¢(Z,t) € R. A agao

de Ginzburg-Landau ¢é dada por

1 ﬁ Do o " ﬂ
S(p) =) 5 > L@ (& §)p(,0)] + m*G*(T,1) | + AP(6(Z,1) 5, (2.31)
TeA gea

onde .J é uma interacao dada por uma matriz simétrica, J? = J. Por fim, P(¢(Z, 1))
¢ um polinémio par, logo limitado inferiormente, envolvendo termos quérticos e
superiores, sendo entao responsavel pelo aparecimento de termos nao lineares na

dinamica. A constante A > 0 nos da a intensidade dos termos nao lineares.
Sendo N o tamanho da rede — ou cadeia, se d = 1 — as N equagoes da dinamica

sao
185 ( )
dp(Z,t) =

onde 7z > 0 é uma constante que esta relacionada com a temperatura e dB(Z,t) =

2t + P dB(E, 1), (2.32)

n(Z,t)dt, sao processos de Wiener independentes, sendo que os ruidos estocésticos
brancos gaussianos 7(#,t) tém a mesma média e covariancia dadas em (2.7).

O modelo definido pela a¢ao (2.31) com dinamica (2.32) é puramente re-
laxacional; estudamos propriedades de como o sistema atinge seu estado estacionario,
seja este de equilibrio, no caso em que as constantes vz tem todas o mesmo valor
para todo spin da cadeia, ou seja ele de nao-equilibrio, caso vz varie ao longo da
cadeia. Em [13], estudamos como a taxa de relaxagao da fungao de correlacao de
dois pontos em uma cadeia harmoénica (A = 0) depende das diferentes temperatu-
ras. No caso em que todas as temperaturas sao iguais, isto é, vz = v > 0, V& € A,
esta taxa é independente do valor da temperatura v [30]. No caso de sistemas re-
laxando para um estado fora do equilibrio, a taxa de relaxacao passa a depender

das temperaturas, como descrito em [13, 14].
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Salientamos que o estudo de propriedades da conducao do calor durante a
relaxac@o para o estado de equilibrio tem atraido atengao recentemente [12]. Estu-
damos também a taxa de relaxacao da funcao de correlacao de dois pontos para um
modelo de dinamica conservativa [14], encontrando um efeito semelhante ao descrito
para o modelo de Ginzburg-Landau estocéstico [13]. Ressaltamos que o trabalho ja
realizado pode ser ponto de partida de uma nova frente de pesquisa, que é o estudo
da condutividade térmica no processo de relaxacao de um sistema para um estado

de equilibrio.

2.3 Banhos a uma mesma temperatura

Ja dissemos algumas vezes ao longo do texto que, quando os ruidos estocasticos
tém a mesma intensidade na covariancia (2.7), simulando banhos térmicos & mesma
temperatura 7', a solu¢do da dinamica (2.6) nos dard, no estado de equilibrio, a
distribuicao de Boltzmann-Gibbs conforme esperado. Nesta secao, demonstraremos

este fato.

2.3.1 Dinamica conservativa - caso harmonico

Inicialmente, usaremos os resultados apresentados na se¢ao 2.1.2 para mostrar
a convergancia do modelo de dinamica conservativa puramente harmonico para o
estado de equilibrio.

Ressaltamos aqui que, apesar dos resultados demonstrados na secao 2.1.2
serem especificos para o modelo com interacao entre primeiros vizinhos e indenpen-
dente do sitio j da cadeia, a equagao matricial (2.30) vale para o modelo harmonico
de maneira geral, desde que a matriz A, presente na dinamica (2.19) da cadeia,
atenda a condic@o de estabilidade pedida no teorema 2.2 de [50].

Seja o hamiltoniano H dado por (2.1), sendo os potenciais U(q) e V' (¢) harmonicos.

Escrevendo o hamiltoniano na forma matricial, obtemos

H(g,p) = %(p, M 'p) + %(q, ®q), (2.33)
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onde (-, ) é o produto interno canénico em RY. As matrizes 9 e ® de tamanho N x
N nos dao, respectivamente, as massas das particulas da cadeia e a interacao definida
pelas expressoes de U(q) e V(q), em um procedimento equivalente ao utilizado para
a definicdo da matriz A em (2.21).

No espaco de fase, temos que o hamiltoniano pode ser reescrito como

3(6) = 5(6,50), (2.3)

onde novamente (-, -) é o produto interno canonico, agora em R*¥. A matriz S é de

tamanho 2N x 2N, e pode ser escrita em blocos N x N como

S:(%) 9(3)1) (2.35)

Assumiremos que a matriz ®, dada pelas interagdes harmonicas U(q) e V(q),
seja tal que a matriz A seja estavel, de acordo com a hipétese do teorema 2.2 de [50].
Sabemos entao que a covariancia C' no estado estacionario (2.29) é a tinica solugao
da equagao matricial (2.30). Segundo a mecanica estatistica de equilibrio, a funcao

de particao Z é

2= [ ewl-otolao= [ ew|-3(6.650)] do

R2N

sendo a distribuicao de Boltzmann-Gibbs dada pela medida

dp(9) = 27 exp [—%(ax ﬁSaﬁ)] d. (2.36)

A medida acima é gaussiana, e como tal, sua covariancia é dada pela inversa da

matriz presente em (2.36). Logo,

C=(3S) =T ( @01 th ) , (2.37)

¢ um bom “palpite”para ser a solu¢do de (2.30). Lembramos que, como estamos
considerando todas temperaturas iguais 7; = T, a matriz 7, que aparece na ex-
pressdo de o2 em (2.21), pode ser escrita como 7 = TTy. Vamos testar se a matriz

C' dada acima resolve a equagao (2.30). Temos

0 —m! o 0 0 Iy
AC‘<<1> r )T< 0 zm)_T(]IN rzm)’
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o0 0 @ 0 1
T __ _ N
ca _T( 0 mt)(-sml r>_T<—]1N zmr)‘

As matrizes 91 e ' sao diagonais, e portanto comutam entre si. Assim,

T _ 0 0 _ 2
AC+CA —T(O QFS)JI)_U'

Portanto, a matriz C' dada em (2.37) ¢ solugdo da equagao (2.30), e esta ¢ tunica
pelo teorema 2.2 de [50]. Consequentemente, a matriz C' definida em (2.37) é a
covariancia do estado estacionario para o caso de temperaturas iguais, e portanto

temos a distribuicao de Boltzmann-Gibbs nesse caso.

2.3.2 Dinamica conservativa - caso geral

Mostraremos agora o mesmo resultado mostrado na se¢ao anterior, porém sem
a necessidade dos potenciais U(q) e V(q) serem harmoénicos. Como lidaremos com
um caso mais geral, outra abordagem sera necessaria, pois o procedimento seguido
na secao 2.3.1 s6 é valido para o modelo puramente harmonico.

Antes de iniciarmos, iremos utilizar a notagao no espaco de fase para reescrever
o hamiltoniano dado em (2.1) para a cadeia de N osciladores em uma forma mais
adequada para a abordagem que se segue. Temos

N 2

H(@) =D 5+ F(9). (2:38)

A funcdo F(¢) é na verdade uma funcao F(g), ou seja, depende somente das N
primeiras coordenadas do vetor ¢ = (¢, p). Ela nos dé todas as possiveis interagoes
entre as particulas da cadeia e dessas com o meio externo que podem estar em um
hamiltoniano como (2.1): potencial local, interagdo de curto ou longo alcance, etc.
Ressaltamos que (2.38) pode ser facilmente estendido para modelos em uma rede de

dimensao d > 2. De acordo com (2.6), a dinamica deste modelo é

do; _ Gjn
y il (2.39)
déyin  OF(9)

T Yo Ciian + (2GmyTy) (L),
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para j € {1,2,..., N}, com 7;(t) sendo um ruido gaussiano branco conforme (2.7).
Consideraremos, em particular, o caso em que 7; = T, pois queremos mostrar que no
caso de banhos a mesma temperatura a dinamica acima converge para o estado de
equilibrio com distribuicao de Boltzmann-Gibbs. Note que nada foi dito a respeito
das constantes de acoplamento (;, que podem assumir qualquer valor nao negativo.
Podemos ter, por exemplo, (; # 0 somente para os ruidos ligados as extremidades
da cadeia, j =1ej = N.

Agora que o modelo foi introduzido, desenvolveremos a abordagem que sera
utilizada para mostrarmos que ruidos estocdasticos com a mesma intensidade simulam
bem o contato do sistema com banhos térmicos. Para tanto, falaremos rapidamente
sobre equagao de Langevin e sua equagao de Fokker-Planck associada [52]. Seja z
uma vériavel real e f : R — R uma funcao de classe C'. Dizemos que a dindmica

X = @)+ e, (2.40)

¢ uma equacgao de Langevin, onde o ruido £(t) possui as propriedades

(€(1)) =0, (€)= Dot — 1), (2.41)

sendo D uma constante. A esta equacao esta associada uma equacao para a evolugao

temporal da distribuigao de probabilidade p(z,t)

2

9 1) = - ([t 0] + 2 1), (2.42)

chamada equacao de Fokker-Planck. Resolver a equacao de Fokker-Planck é, por-
tanto, equivalente a resolver a equagao de Langevin.

De maneira mais geral, seja um sistema descrito por um conjunto de n variaveis

reais 1, Ta,...,T,, e para i € {1,...,n}, sejam as fungdes f; : R" — R, também de

classe C*. A dinamica deste modelo é dado pelo conjunto de n equacoes de Langevin

dl‘i
dt

= fi(z1, ... 2n) +&(t), (2.43)

com os ruidos &;(t) obedecendo as seguintes propriedades:

(1) =0, (&G()&x (') = Digo(t — 1), (2.44)
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onde D, sdo constantes, para todos 4,7’ € {1,...,n}. Podemos falar que a matriz
quadrada D de ordem n, cujos elementos sao D;;/, ¢ a matriz da covariancia dos
ruidos estocésticos &;(t). Caso os ruidos possuam as propriedades (2.7), a matriz
D seré diagonal. Analogamente, podemos associar as equagoes de Langevin (2.43),
uma equacao de Fokker-Planck, que nos dara a evolucao temporal da distribuicao
de probabilidades p(z1, ..., x,,t),

2

0
Zaxz u(x,t)] + = Z i G [u(x, 1) (2.45)

’L’lf

Introduzimos acima a notacao abreviada x = (z1,...,x,). Novamente, resolver
(2.45) é equivalente a resolver (2.43).

O modelo estudado nesta secao tem dinamica regida por 2N equacoes de
Langevin (2.39). Procedemos como feito na se¢ao 2.1.2, onde consideramos que o
ruido atua nas 2NN equagoes da dinamica, porém em metade delas com intensidade
nula. Assim, a matriz de covariancia dos rufdos é dada por o2, descrita em (2.21).

Associada a dinamica (2.39), temos entao uma equacao de Fokker-Planck, dada por

9 ot) = —Z[i[fjw)u(cb,tm O ln(@mo.n]| (246

ot — 99, 094N
N 2
+5 Z 2imiT gz —h(o:1)

Para o indice j € {1,...,N}, temos f;j(¢) = m;'¢;, e fizn(¢) = —(0F/0¢; +
(j¢j+n), como pode ser diretamente visto comparando as expressoes (2.39) e (2.43).

A equacao de Fokker-Planck nos da a evolugao temporal da densidade de
probabilidade no caso p(¢,t). Apdés um tempo suficientemente longo, esperamos
que o sistema estudado atinja o estado estaciondrio. Neste estado, sabemos que a

distribui¢ao de probabilidade pg(¢) é independente do tempo, isto é, vale

9 1a() =0 (2.47)

Como tratamos do caso particular em que as temperaturas dos reservatorios térmicos

sao todas iguais a T', acreditamos que a distribuicao de probabilidade estacionaria
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ist(@) seja dada pela distribuigao de Boltzmann-Gibbs, ou seja,

N 9
1 :
— z-1,-p3(¢) _ z-1 _ - J+N
pse(P) = Z e =Z exp{ T jg om, + F(¢) } , (2.48)

onde Z71 é o fator de normalizacao.

O proximo passo é testar se a distribuicao dada por (2.48) é de fato a dis-
tribuicao estacionaria do modelo em questao, vendo se ela é solucao da equacao de
Fokker-Planck no regime estacionério (2.47). Para isso calcularemos as derivadas
presentes no lado direito da equagao de Fokker-Planck (2.46) , e vemos se a soma

das mesmas serd igual a zero. Inicialmente temos

0 _ 9  pw(9) OF
5, i) = 15(0)50-1ua(0) = =272 50

pois a funcao f;(¢) nao depende da varidvel ¢;. Por outro lado, a funcao f;in(¢)

depende da variavel ¢;xn, 0 que nos leva a

o . _ 0fn(9) | 0
55, Ve (Ona(0)] = Z5 Paal9) + Fien(9) 55 —prald),
com
Afj+n () ¢
9PN 7
e 0 ()6
_ _Mst Yi+N
a¢j+N'u8t(¢) T omy
Finalmente, calculando a segunda derivada, temos
0 o mst(@) U pa(@) (a1 pal9) 1 v
st =t () -t (o)

Apds algum trabalho algébrico, temos que as expressoes obtidas acima, quando
corretamente substituidas no lado direito da equagao de Fokker-Planck, cancelam-
se mutuamente, levando ao resultado (2.47). Concluimos entao que a distribui¢ao
de Boltzmann-Gibbs definida em (2.48) é solugdo da equagao de Fokker-Planck no

estado estacionario.
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2.4 Resultados da literatura

Apoés, nas secoes anteriores, termos introduzido o modelo que serd utilizado
para estudarmos a conducao do calor, veremos agora alguns resultados presentes na

literatura.

2.4.1 Cadeia harmonica com banhos térmicos nas extremi-
dades

Apresentaremos agora mais detalhes da cadeia harmonica acoplada a dois
banhos térmicos distintos em suas extremidades, e com interagao entre os primeiros
vizinhos [21]. Este é um dos mais importantes resultados no estudo de sistemas fora
do equilibrio, pois trata-se de um dos primeiros resultados rigorosos na éarea, e ainda
nos mostra que tal sistema harmonico nao obedece a lei de Fourier.

Além de ser uma cadeia puramente harmonica, trata-se de um modelo onde o
momento é conservado, pois temos que o potencial local é U(q) = 0. O potencial de
interagdo entre as particulas é V(q) = (w?/2)¢?, atuando somente entre primeiros
vizinhos. Todas as particulas da cadeia tem massa unitaria, m; = 1. Portanto,
usando o formalismo para a solucao de modelos puramente harmonicos mostrado
na secao 2.1.2; temos que a matriz & tem exatamente a mesma forma daquela da
equacao (2.22), mas com v = 0. A matriz ®, que dd a interagao entre os sitios da
cadeia, pode ser escrita de maneira simples como ® = w?(—A). As constantes de
acoplamento sao (; = (y = (¢, e (G =0se 2 < j < N — 1. As temperaturas sao
Ty =T(1+¢€ eTy =T(1—¢€), onde T" > 0 é a temperatura média dos banhos
térmicos, e |e| < 1 estd relacionado a diferenca das temperaturas, e = (I7—Ty)/(2T).

Sejam R e E as matrizes diagonais N x N, com elementos dados por

Rjj=0j1+0;n, Ej;=20;1—0;n.

)

Assim, as matrizes que aparecem em (2.21), para este modelo podem ser escritas da
seguinte forma: I' = (R, M =1y e T =T(R+ €F).
Por fim, para encontrar a covariancia C' do estado estacionario, deve-se resolver

a equagao (2.30). Os autores de [21] apresentam um outro argumento, diferente
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daquele mostrado na secao 2.1.2, para mostrar que C' é solucao dessa mesma equagao.
Para resolve-la, escreveremos a matriz covariancia C' de tamanho 2N x 2N em quatro

blocos de matrizes de tamanho N x N

O:(Z’; ;) (2.49)

Veja que os blocos x, y e z estao ligados respectivamente as funcoes de dois pontos
(q;95), (pjpy) € (gjpj). Segue diretamente da definicdo da matriz C' que esta deve

T'=x, yT' =y, e a presenca do bloco z' em (2.49).

ser simétrica, por isso temos x

A idéia dos autores é partir da solucao conhecida para o caso de equilibrio,
dado quando T} = Ty = T, ou seja, ¢ = 0. Conforme mostrado na secao 2.3.1,
a covariancia é dada pela distribuicao de Boltzmann-Gibbs. Podemos escrever o

hamiltoniano de [21] exatamente como feito na equagdo (2.34), com a matriz S

S = ( ‘“2<0—A) JI?V ) : (2.50)

sendo neste caso

logo, por (2.37)

Cle=0)=TS' =T ( WQ(BAl) ]I?v ) . (2.51)

Assim, os blocos em (2.49) serao reescritos como

x(e) = Tw?[(-A7" +eX], (2.52)
y(©) = T(In+ev),
z(e) = ('TeZ, (2.53)

onde as matrizes X, Y e Z nos darao justamente a diferenca entre os estados esta-
cionarios de equilibrio e de nao-equilibrio.
Substituindo os blocos definidos acima na expressao da covariancia (2.49),

temos, de (2.30), que devemos resolver o seguinte sistema de equagoes matriciais:

7z = -77 (2.54)
Y = X(-A)+ZR, (2.55)
2E —YR— RY = ”—2[(—A)Z — Z(-A))], (2.56)

CQ
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acrescido das condicoes de simetria
X=XT v=YT (2.57)

Esbocado o procedimento geral para o estudo do modelo, apresentamos breve-
mente a solugdo, maiores detalhes podem ser obtidos em [21]. Defina o como o

nimero real tal que

1 2
cosha =1+ 5%,
e seja p;, para 1 < j < N, dado por
senh[(N — j)q]

Y= senh(Na)

Os elementos das matrizes X, Y e Z, definidas em (2.52), sdo dados em funcao
de o e ¢; definidos acima. O fluxo de calor, grandeza de interesse deste modelo,
esta ligado a funcao de dois pontos (g;p;/), e portanto ao bloco Z da matriz. No
limite termodinamico N — oo, o fluxo de calor no sistema no estado estacionario
de nao-equilibrio é

1 w2 2 1 w2 A2 1/2
J(C,w)z—w—Tller— ~ (1+w—g)

2 ¢ 22 22 (Ty = T). (2.58)

Podemos ver acima a afirmagao ja feita ao longo do texto: para a cadeia harmonica
ligada a banhos somente em suas extremidades, o fluxo é proporcional a diferenca
de temperatura Ty — Ty, e nao ao gradiente (73 — Ty)/(N — 1). Este resultado nos
mostra que a condutividade térmica r, que é a constante que multiplica (77 — Ty)
em (2.58), diverge no limite termodinamico proporcionalmente a N.

Definindo a temperatura 7T} do j-ésimo sitio da cadeia como a temperatura
cinética T; = <p§>, os autores encontram que o perfil de temperatura é constante no
centro da cadeia, isto é, T; = T'se 1 < 7 < N, como visto na figura 2.1. Este é outro
modo de vermos que o sistema nao obedece a lei de Fourier: embora a temperatura

seja constante no centro da cadeia, hd um fluxo ndo nulo de energia (2.58).
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7(3) T ¢ A

Figura 2.1: Perfil de temperatura 7 para o modelo puramente harmonico sob a
acao de banhos térmicos nas extremidades. Figura retirada de [21].

2.4.2 Cadeia harmonica com banhos auto-consistentes

Outro modelo importante é a cadeia puramente harmonica, com interacao
entre primeiros vizinhos e ruidos estocasticos acoplados a todos os sitios da cadeia
de maneira auto-consistente, bem definido em (2.17). Relembrando, este modelo foi
proposto em [24], sendo que os ruidos extras atuando na cadeia simulam, de certo
modo, a atuacao de um potencial anarmonico ausente no hamiltoniano do modelo.
Sua solugao rigorosa foi apresentada em [16], onde mostrou-se a validade da lei de
Fourier. Mostraremos aqui, de maneira breve, os aspectos principais dessa solucgao.

Todas as particulas da cadeia possuem massa unitaria m; = 1, e as constantes
de acoplamento sao todas iguais, (;j = ¢ > 0. Em notacao matricial, temos 9 = Iy
e I' = (Iy. Os potenciais U(q) e V(q) sdo dados por (2.18), com as constantes
w,wy > 0. Trata-se de um modelo sem conservacao do momento portanto. A matriz

® é dada entao por (2.22), o que determina completamente a matriz A

A= ( g EI][IIJVV ) . (2.59)

Lembrando que ® = wily + w?(—A), vemos em [16] que os autovalores do
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laplaciano A na rede sao

k
= dsen® | 1" ~1,2,...,N.
Ak sen (2(N+1)><0’ k ,2,. ..,

Assim, os autovalores de ® sao todos estritamente positivos

wk
Mk:w§+4w2sen2<m>>0, k‘:1727...,N.

Deste modo, como pode ser visto no apéndice A de [16], os 2N autovalores da matriz

A sao
¢ ¢\’
ap = 5 * Pk, com py = 5 ) — M (2.60)
para k = 1,..., N. Analisando a expressao acima vemos que, se ( > 2,u,1€/ 2, entao

pr é um nimero real tal que 0 < pj, < ((/2). Logo ai° sdo niimeros reais positivos.

2 ~ ;. e s s ’
/ , entao pr € 1maginario puro, portanto oc,f € um numero

Por outro lado, se ¢ < 2/L,1€
complexo, cuja parte real é ((/2) > 0. De qualquer maneira, a matriz A é estavel,
conforme hipétese pedida pelo teorema 2.2 de [50].

Para determinarmos a matriz o2, falta falarmos apenas da matriz das tem-
peraturas 7. Entretanto, como o modelo envolve a condi¢ao de auto-consisténcia,
os unicos valores conhecidos dessa matriz sao 17 = 1, e Ty = TR, os demais serao
determinados posteriormente. Mas, como T; > 0, por tratar-se de uma tempera-

2 ¢ com certeza uma matriz nao-negativa, e assim também obedece

tura, entao o
a hipétese do teorema 2.2 de [50]. Podemos entao calcular a covariancia C' no es-
tado estaciondrio de nao-equilibrio resolvendo a equagao (2.30). Note, porém, que o
procedimento serd ligeiramente diferente, uma vez que desconhecemos nao somente

a matriz C, como de costume, mas também parte da matriz 0?. Escrevendo a

(J:(ZUT ‘Z/) (2.61)

A equagao (2.30) pode entao ser reescrita como quatro outras equagoes matriciais,

covariancia em blocos
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que sao

7z = -77 (2.62)
Vo= %(@U+U(I>)+%(ZP—FZ),
T +TZ = U -UD,
T -V)+(T-V)I = &Z—Z9.

As equagodes acima podem ser simplificadas usando-se explicitamente que I' = (ly.
Além disso, temos uma relacao entre os termos da matriz 7 e os elementos da

diagonal de V. A condicao de auto-consisténcia (2.17) nos da
Vij=()="T5, j=23,... ,N—1 (2.63)

Temos também Vi ; =717 e Vyn = Tk.

A solugao completa pode ser encontrada em [16]. Apds algumas contas, os
autores encontram que o fluxo de calor no estado estacionario de nao-equilibrio,
denominado J®™) obedece a lei de Fourier quando tomamos o limite termodinamico,
ou seja,

lim (N —1)JW) = x(Ty, — T), (2.64)

N—oo
com a condutividade térmica sendo

w? 1 , Wi
K = — s com v = -
C 24+ v+ \/v(4+1?) w

(2.65)

A condutividade térmica acima é indenpendente da temperatura, e portanto, como
esperado, o pefil de temperatura do modelo no estado estacionario é linear.

O modelo resolvido em [16] é o primeiro em que mostra-se analiticamente,
partindo-se de primeiros principios, a validade da lei de Fourier. Enfatizamos que
nao se trata de uma dedugao das condigdes suficientes e/ou necessérias para a va-
lidade de tal lei, mas de um modelo que obedece a mesma. Esse modelo pode ser
utilizado como ponto de partida para estudar propriedades da condutividade térmica
em uma classe de sistemas. Por exemplo, podemos investigar maneiras analiticas de

alterar k em funcao das massas das particulas e/ou da intensidade dos potenciais
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locais [32]. Entretanto, a forma como os sitios internos da cadeia sdo acoplados aos
reservatorios estocasticos é considerada bastante artificial, e alguns trabalhos re-
centes alteram esses ruidos, buscando obter melhores resultados. Em [26], os ruidos
acoplados aos sitios internos da rede passam a fazer o papel da troca de energia
entre sitios vizinhos no “bulk”da cadeia. Os ruidos acoplados as extremidades tém
a mesma forma que ji conhecemos (2.7), fazendo o papel dos banhos térmicos. Se-
gundo os autores, esse tipo de ruido faz com que a energia total seja conservada
no interior da cadeia no processo dinamico, ou seja, durante a relaxacao do sistema
para o estado estacionario de nao-equilibrio. Apenas os banhos térmicos alteram
a energia do sistema. Isso nao ocorre em [16], uma vez que somente a média da
troca de energia entre os sitios internos e seus respectivos banhos é nula no estado
estacionario.

Em [53], mais algumas modificacoes sao feitas: estuda-se a rede harmonica,
com dimensao d > 1. Os ruidos acoplados aos sitios internos da rede sao novamente
alterados, fazendo o papel de uma troca de momento entre sitios vizinhos. Esse
ruido novamente faz com que a energia total do sistema s6 seja alterada pelos ba-
nhos térmicos acoplados as extremidades da rede. Mais do que isso, caso o potencial
local U(q) esteja ausente, esse ruido também conserva o momento total do sistema.
Usando a férmula de Green-Kubo, os autores calculam explicitamente a funcao de
correlagao a equilibrio das correntes de energia C; (). No limite assintético ¢t — o0,
eles encontram, para o caso sem o potencial local U(q), que a condutividade térmica
diverge com k ~ N para d = 1, diverge com k ~ log N para d = 2, e converge
para d > 3. Na presenga de um potencial local U(q) harmoénico, res- ponsavel por
quebrar a conservacao do momento total do sistema, a condutividade térmica é con-
vergente para d > 1. O resultado mostra a importancia do potencial local e o papel
da dimensao da rede na obtencao de uma condutividade térmica finita. Ressalta-
mos porém, o uso da férmula de Green-Kubo, cuja validade ainda é cuidadosamente
discutida [10], e estd ligada a uma defini¢ao rigorosa de temperatura, e portanto,
ao equilibrio térmico local. E mesmo que seja valida, ainda nao esta provado que

a condutividade térmica kg dada pela formula de Green-Kubo seja igual a con-
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dutividade térmica ~ calculada pelo fluxo de energia no estado estacionario (2.14),
como discutido em [10].

A condi¢do de auto-consisténcia (2.17) é crucial para a obtengdo da lei de
Fourier em [16]. Em [54], os autores estudam pequenas cadeias (3 < N < 6 ) com os
valores das temperaturas 7} escolhidos de maneira que aparecam fluxos de energia
arbitrarios. Por exemplo, eles conseguem obter fluxo de energia entre dois sitios que
estejam a mesma temperatura, ou ainda pior, de um sitio a uma temperatura menor
para um a uma temeperatura maior, contrariando a lei do gradiente de tempera-
tura. Embora tais resultados parecam estranhos a primeira vista, uma andlise mais
cautelosa dos mesmos mostra que nao ha nada de errado: esses sitios estao ligados a
outros sitios da cadeia, e os banhos acoplados a esses forcam a conducao do calor de
uma maneira que aparenta ser contraditoria se olharmos apenas os dois primeiros

sitios, mas que se explica ao olharmos a cadeia como um todo.

2.4.3 Alguns resultados em modelos anarmonicos

O resultado exato exibido em [21] foi extremamente importante, pois mostrou
que a lei de Fourier nao é valida em uma cadeia harmonica com interacao entre
primeiros vizinhos e banhos térmicos ligados somente as extremidades do sistema.
Falando figurativamente, é necessario “baguncar”o sistema com uma anarmonici-
dade no Hamiltoniano (2.3). Explicando melhor: segundo modelos de Debye e
Peierls, a conducao do calor em cristais que sao isolantes elétricos é devida ao papel
dos fonons. Em modelos puramente harmonicos, os fonons nao sofrem qualquer tipo
de espalhamento, e eles sao conduzidos balisticamente através da rede. E necessério
uma anarmonicidade no sistema para espalhar os fonons. Originou-se desta con-
clusao uma série de estudos, a maior parte deles através de simulagoes numéricas,
que procuram responder a algumas perguntas, sendo as prinicipais: para garantir
uma condutividade térmica normal, a anarmonicidade do Hamiltoniano deve es-
tar no potencial local U(q), na interacao V(g), ou em ambos? Qualquer potencial
anarmonico serve?

Uma classe importante de modelos sao aqueles em que ha a conservacao do
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momento, ou como ja dissemos no capitulo 1, sao modelos em que nao esta presente
o potencial “on-site”, i.e. U(q) = 0. Um representante desta classe é o modelo de
Fermi-Pasta-Ulam (FPU) [27], cujo potencial de interacao é

Qa a
Vi) = 5a° + 50+ d"

3
SRR
Os casos particulares em que a4 = 0 e ag = 0 sao respectivamente conhecidos como
FPU-a e FPU-3. Esse modelo é amplamente usado em simulagoes computacionais
[55], e seus resultados mostram que o sistema tem uma condutividade térmica di-
vergente no limite termodinamico, com k£ x N~% sendo 0 < a < 1. Em [44], os
autores afirmam estarem convencidos de que o potencial local desempenha um pa-
pel primordial na obtengao de uma condutividade térmica normal. Resumindo, no
entender dos autores, modelos que conservem o momento total tendem a ter uma
condutividade térmica anomala. Algumas simulagoes sao apresentadas, tanto de
modelos que conservam e modelos que nao conservam o momento, e essas parecem
corroborar sua afirmagao. Os autores de [45] afirmam apresentar uma prova de que
a conservacao do momento total em redes unindimensionais implica em uma con-
dutividade térmica anémala, nao importando a forma da intera¢do V(¢). Embora
a auséncia do potencial local U(q) parega realmente favorecer consideravelmente
o transporte de energia na cadeia, causando uma condutividade x divergente no
limite termodinamico, essa afirmacao pode nao ser totalmente correta. Dois tra-
balhos quase simultaneos [46, 47] indicam que o modelo do rotor, com U(g) = 0 e
V(gq) = 1—cos g, possui uma condutividade normal, mesmo conservando o momento
total. Este modelo do rotor foi estudado de maneira perturbativa pelo grupo [48], e
o resultado encontrado de maneira analitica indica uma transicao de fase: a lei de
Fourier parece valer para esse modelo no regime de altas temperaturas.

Em [56], os autores afirmam categoricamente que mostram, através do estudo
de simulag¢oes numéricas, que a anarmonicidade do potencial local U(q) é condicao
suficiente para uma condutividade térmica finita, independentemente deste poten-
cial ser “soft”ou “hard”, que significa respectivamente ser limitado ou ilimitado. Um

estudo numérico posterior [57] contradiz essa afirmagao. Particularmente, citaremos
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o resultado referente ao modelo de Frenkel-Kontorova (FK), definido pelo potencial
local limitado U(q) = A(1 — cosq) e interagao harmoénica V(q) = ¢*/2, pois estu-
damos esse modelo em [31]. Enquanto estudos anteriores afirmavam que o modelo
FK possui condutividade finita [44, 56], os resultados de [57] indicam uma certa
transicao de fase, onde a condutividade térmica pode ser normal ou anomala, de-
pendendo dos parametros g = A" e T = AT, onde T 6 a média T' = (T}, + Tx)/2.

Apresentamos abaixo a figura retirada de [57], com as conclusoes dos autores. A

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
8

Figura 2.2: Condutividade térmica para o modelo FK, em funcao de g e T. Figura
retirada de [57].

curva 1 na figura 2.2 refere-se a condutividade térmica para o modelo FK: na regiao
cinza vale a lei de Fourier, fora dela nao. Para valores grandes de ¢ = A7!, que
significam fraca anarmonicidade no sistema, vemos que x é anomala, nao importa
a temperatura T a qual o sistema esteja submetido. Para valores maiores de g,
existe um intervalo de valores de T" para o qual a condutividade térmica é normal,
segundo a simulagao apresentada em [57]. O intervalo 2 na figura 2.2 corresponde ao
conjunto de parametros utilizados pelos autores de [44] para estudar o modelo FK,
explicando porque os tltimos concluem que esse modelo obdece a lei de Fourier. Por

fim, a titulo de informacdo, a linha 3 diz respeito ao modelo ¢*, e a condutividade
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k € finita apenas acima da linha.

Estes sao alguns exemplos da vasta literatura presente no estudo de modelos
microscopicos de sistemas em nao-equilibrio por simulagoes numéricas. Diversos ou-
tros resultados existem, mas estes ja sao suficientes para mostrarmos a necessidade
de estudos analiticos no assunto. Ja mencionamos sobre a dificuldade de processos
computacionais para estudar o transporte de energia em cadeias de osciladores [28],
mas agora podemos entender melhor o porqué: estamos interessados na condutivi-
dade térmica no limite termodinamico, no limite N — oo. Os computadores nao
possuem a capacidade de simular sistemas arbitrariamete grandes, e mesmo inferir
o comportamento da condutividade nesse limite pode ser uma tarefa ingrata.

Talvez o mais expressivo resultado analitico obtido até o momento em mode-
los microscopicos anarmoénicos para a conducao do calor esteja em [58, 17], onde o
sistema estudado estd em uma rede d-dimensional A C Z¢, com interacdo harmonica
entre primeiros vizinhos e potencial local quartico U(q) = ()\/4)¢*, submetido a duas
temperaturas T, e Tk nas extremidades da rede. O fluxo de calor esta relacionado
a uma fungao de correlagao de dois pontos (2.14). Chamando de G5 a matriz das
funcoes de dois pontos, G4 o tensor de quarta ordem das func¢oes de quatro pontos
e assim por diante, os autores conseguem, partindo da dindmica (2.6), uma equacao
relacionando G,, com G,,_s e G, 12, para n par. Como G,, depende de G, 2, nao ha
um fechamento (closure) das equagoes. Para que isso aconteca, os autores assumem
que, para pequenos valores de A\, a medida é proxima a medida gaussiana associada
ao modelo harmonico. Como sabido, medidas gaussianas tem a seguinte propriedade:
todas as G,,, para n par, sao dadas em funcao de G, isto €, se determinamos Gy, au-
tomaticamente conhecemos todas as ,,. Para o caso do modelo convergindo para o
estado de equilibrio quando T} = Ty = T, sabemos que a distribuicao de Boltzmann-
Gibbs e7#7 é nao-gaussiana, mas o estado de Gibbs é préximo ao gaussiano se a
anarmonicidade A for fraca. Quando T} # Ty, nao podemos garantir que a medida
do estado estacionario de nao-equilibrio esteja préxima da medida gaussiana, mas
esta é a aproximacao tomada pelos autores, quando eles assumem que as fungoes

de quatro pontos G4 nao dependem de GG4. Nas palavras dos préprios autores em
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[17], essa é uma “uncontrolled approximation”. Ao nosso ver, acreditamos que essa
aproximacao nao seja valida quando as temperaturas envolvidas sao altas, pois altas
temperaturas tendem a fortalecer o papel da anarmonicidade. Os resultados de [17]
mostram a validade da lei de Fourier para este modelo, com a condutividade térmica
dependendo da temperatura, x oc 772 e o perfil de temperatura sendo nao-linear.
Na verdade, o perfil do inverso da temperatura é linear. Resultados semelhantes sao
propostos em [59]. Outra abordagem analitica para o mesmo modelo com potencial
quértico pode ser vista em [60]. Os autores constroem uma equacao de Boltzmann

para esse sistema, e estudam a linearizacao do chamado operador de colisao.



Capitulo 3

Efeitos da temperatura na
relaxacao para estados de
nao-equilibrio de alguns sistemas
com dinamica de Langevin

Neste capitulo, como um primeiro passo no entendimento de sistemas fora
do equilibrio térmico, consideraremos o tratamento de modelos microscopicos sub-
metidos a acao de diversos ruidos estocasticos, simulando o contato de um sistema
fisico com varios banhos térmicos, e investigaremos a influéncia da temperatura, ou
melhor, do gradiente de temperatura, na relaxacao de certos modelos para o estado
estacionario de sistemas com dinamica dissipativa ou conservativa, como definidos
nas secoes 2.2 e 2.1 respectivamente.

Incialmente, recordaremos brevemente na secao 3.1 as propriedades da taxa
de relaxagao temporal do modelo de Ginzburg-Landau (GL) estocastico com agao
quadrética (2.31) e evolugao temporal dada pela equagao de Langevin (2.32), um
modelo de dinamica dissipativa, ou segundo a nomenclatura de [51], um modelo do
tipo A. Veremos que para o caso da relaxacao para o equilibrio, quando todos os
banhos térmicos estao a uma mesma temperaura 7', a taxa de relaxacao temporal é
independente de T'. Ja quando os banhos estao a diferentes temperaturas, simulando

a convergencia para o estado estacionario de nao-equilibrio, a taxa de relaxagao

20



Capitulo 3. Efeitos da temperatura na relaxagao 51

passa a exibir uma dependéncia das temperaturas, mesmo para o modelo puramente
harménico. Maiores detalhes desse estudo podem ser encontrados em [13].
Posteriormente, na se¢ao 3.2, apresentaremos a extensao de [13], nosso primeiro
trabalho envolvendo sistemas conservativos fora do equilibrio, onde investigamos
propriedades da taxa de relaxacao para o equilibrio e para o nao-equilibrio do mo-
delo de dinamica conservativa puramente harmonico, como definido de maneira geral
na equagao (2.3). De maneira andloga ao caso nao-conservativo, a taxa de relaxacao
independe da temperatura 7' no caso da relaxagao para o equilibrio, mas apresenta
uma dependéncia das temperaturas dos banhos na relaxacao para o nao-equilibrio.

Os resultados obtidos nesse estudo foram publicados em [14].

3.1 Dinamica dissipativa

Vamos relembrar o modelo que serd aqui analisado. Seja ¢(Z,t) um campo
escalar ilimitado, chamado de spin, com Z sendo o vetor que nos da a posi¢ao do
sitio na rede A C Z¢. Particularmente, estaremos interessados no caso da cadeia,
quando d = 1. Cada sitio da rede esta em contato com um reservatério térmico
n(Z,t), conforme a dinamica de Langevin (2.32). A agdo do modelo é dada por

(2.31), e n(t) é uma familia de ruidos brancos gaussianos cujas correlagoes sao

(n; () =0, (n(@ )n(y,1')) = 7a6(z — §)o(t — '), (3.1)

onde vz > 0 é a intensidade do ruido, i.e. a temperatura do banho térmico ligado
ao sitio ¥ € A. A principio existe um potencial local anarmonico presente na acgao
S(p), frequente no estudo do fenomeno de dinamica critica [51]. A influéncia da
anarmonicidade na taxa de relaxacao do modelo GL para o equilibrio foi investigada
em [61]. Nés estamos particularmente interessados no efeito da temperatura na
relaxagao para o nao-equilibrio, e assim estudaremos o modelo com acao puramente
harmonica.

Dada uma fungao dos spins f(p), queremos saber a evolugao temporal da

média
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onde ¥ = p(t = ty) é alguma condigao inicial para a configuragdo dos spins. A

férmula de 1t6 [29] nos leva ao operador gerador da dinamica H definido por

fild) = eI (W),

1 02 1 908 0
e {Z‘é”famv+5a<,o<f>a<,o<f>}f' >

ZeA

Analisando primeiramente o caso em que todos os reservatérios estao a mesma
temperatura, vz = v > 0, podemos ver que H é um operador Hermiteano positivo
em L?(dp), onde du = N ~1e 5@/ 7dp, e N é o fator de normalizacio. A positividade
de H nos leva a uma convergéncia exponencial para o estado fundamental fy = 1,
que é a autofuncao de H com autovalor zero. E possivel, usando o operador unitario
U : L*(du) — L*(dy), dado por (Uf)(¢) = N7Y/2e=5/27 obter uma expressio
para H do tipo de Schrodinger. Desse modo, podemos usar as ferramentas da
teoria quantica de campos para investigar as propriedades do gerador da dinamica,
e construir um represen¢ao a la Feynman-Kac formula para este problema [62].

Temos entao uma medida gaussiana dv, com correlagoes

/ S(F Ay = 0, (3.3)
N A e g
[e@nena - o | Y-
S

eiPo(t=t") i (T—1)
2 7 m2 27
G+ [J (p) + 7]

onde |A| é a quantidade de pontos na rede A; e A é a sua rede dual de Fourier. Temos

ainda que 7 € A é um vetor com d componentes, ¢ 7 - (Z — ) = S0, pi(xi — vi)-
Estamos considerando o caso que a interacao .J, presente na agao definida em (2.31),
possui invariancia translacional, ou seja, J(¥,y) = J(Z — ¥), consideramos também
que J é simétrica, i.e. J(Z,y) = J(¥,T).

Para obter a taxa de relaxacdo temporal para a fungao de dois pontos Sy (%, 1),

que ¢é dada por
So(Z,t) = So(T1 — Ta, t1 — ta) = So(T, Tos by, ta) = /@(fl,tl)w(fzatz)d%

procuraremos as singularidades na continuagao analitica de Sy (P, po), que € a trans-

formada de Fourier da funcao de dois pontos. De acordo com o teorema de Paley-
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Wiener [63], temos que a taxa de relaxacao M da funcao de dois pontos é dada
por

2

M= J(F=0)+ % (3.4)

Podemos ver claramente da expressao acima que a taxa M é independente da tem-
peratura v e é a mesma para qualquer sitio  da rede A. Para o caso em que J é o

laplaciano na rede, dado por

2, seX =1,
J(Z,9) =4 —1 , se ¥ e ¢ sdo primeiros vizinhos,
0 , em outro caso,

entdo J(p) = Z?Zl(l—cos p;) = M = m?/2. Os modelos harmonicos aqui estudados
generalizam o resultado conhecido para o processo de Ornstein-Uhlenbeck, dv(t) =
—&v(t)dt + odB, onde a taxa de relaxacdo depende somente da fricgao . Veremos

a seguir o que acontece no caso de diferentes temperaturas.

3.1.1 Reservatorios a diferentes temperaturas

A positividade do gerador da dindmica H (3.2), no caso em que todas as tem-
peraturas sao iguais, permitiu a construcao de um formalismo integral a la Feynman-
Kac para o calculo das fungoes de correlagao, e consequentemente a taxa de relaxacao
temporal da funcao de dois pontos. Para o caso da convergéncia desse mesmo modelo
para o estado estacionario de nao-equilibrio devemos adotar uma nova estratégia.

O caminho escolhido é construir o formalismo integral com a ajuda do teo-
rema de Girsanov: primeiro resolvemos um problema simplificado relacionado com a
dinamica completa, e depois recuperamos a agao dos termos inicialmente despreza-
dos com a ajuda dessa conhecida ferramenta do célculo estocastico. Posteriormente,
faremos uma analise perturbativa em algum paramtero do modelo. Essa abordagem
foi utilizada em outros estudos do grupo, como [42, 48, 31, 32].

Para J = 0, e usando a notagao pz(t) para (&, t), temos

1
dipz(t) = —5m’s(t)dt + 7 *dBs (1), (3.5)
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cuja solugao é, por (2.23)

pz(t) = e T px(0) + / e (248 (s), (3.6)
0

que é um processo gaussiano. Se, para simplificar, escolhermos a condigao inicial

vz(0) = 0, entao temos que a média e covariancia desse processo sao

{pz(t)) = 0,
:):15901962 _m?,
(pz, (t1)pz,(t2)) = Co(T1,t1; T, t2) = Vm—z’e 2 lh—ta], (3.7)

Para recuperar o efeito de J, definiremos uz como sendo a diferenga entre o
processo completo (2.32) e o processo simplificado (3.5)
1/2,,

W uslolt) = =5 3 Jagealt)

Pelo teorema de Girsanov, temos que o fator de corregao Z(t) sera

2 = e { [ ate(e)-dts) - [ lute(oplias ). (33)

onde ¢ é dado por

1
W d3a(t) = dpa(t) + Jmies(t)dt,

e o produto interno e a norma acima sao os canonicos em R/l O teorema de
Girsanov pode ser usado aqui sem maiores problemas: temos ruidos atuando em
todos os sitios © € A, e o modelo é puramente harmonico. Maiores detalhes a
respeito da aplicacao do teorema de Girsanov para o problema acima poderao ser
vistos nos capitulos 4 e 5.

Obtemos entao uma féormula integral para as fungoes de correlagao

S pz(t)py(ta) Z () dpc,
fZ dﬂCo

onde t > t1,19; € pic, ¢ a medida gaussiana definida pela covariancia Cy (3.7) do

(0z(t1)py(ta)) = (3.9)

processo simplificado (3.5),

2(t) = exp{ / W(, } (3.10)

Wipls) = 3 eals) e’ (Tg +) o) + X gonlsh Iz gl

R - = o

Z,y z,Y,z
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Desenvolvido o formalismo integral para o calculo das fungoes de correlacao,
faremos uma analise perturibativa para o caso em que a interacao J entre os spins
da cadeia é pequena. Tomaremos entdo J =) - i (Z—9) pequeno. Dada a fungao

de dois pontos
_ Jea(t)pa(ta) Z(t)dvo ()

[ Z(t)dvo(¢) ’

computaremos seu valor perturbartivamente em segunda ordem em J. Para um

SQ(fv tl;fa t2)

sistema puramente harmonico de dinamica conservativa, o tratamento perturbativo
é rigoroso para pequenos valores de J [64], acreditamos que o mesmo valha para o

modelo harmonico de dinamica dissipativa. Em ordem O(J?%), obtemos

S2(Z,po) = %X

T+

1 v, Y, 1 1 m? _p2
xql—— <J5§)2 (i - _y) mA o + _(JQ)D‘CH 4—02

4%: Vg Tz/) +p(2) 2 (mT4 —|—p%)

Dessa vez, temos que Si(Z,pg) é a transformada de Fourier apenas no tempo de

So(Z,t1 — ta) = So(¥,t1; T, t3). Podemos reescrever S, como
1

~ m4 1 2 N
S po) = v % |2t T 4 L3 (? (l - l) fe|l L G
4 4 7 V¢  Vz

considerando novamente uma expansao em segunda ordem em .J. A constante cy
envolve outros fatores J que nao dependem das temperaturas ~;. Para calcular a
taxa de relaxagao temporal, devemos procurar as singularidades de S, para valores
imaginarios py = iky. Temos

m* 1

2 _ 2o V2 Vg
M2 = T +s(vz) +co,  s(yz) = 1 Z(Jfg) (’Y_g — %> ) (3.12)

—

Y

onde Mz é a taxa de decaimento temporal de Sy(Z,t). Se todas as temperaturas sao
iguais, vemos que o fator de “shift”s(yz) = 0, portanto temos que o quadrado da
taxa de decaimento serd igual ao quadrado da “bare mass” mais a constante co, que
envolve fatores dependentes de J e m?2, mas nao da temperatura, um resutado se-
melhante a (3.4). Caso contrério, se as temperaturas sao diferentes, o fator s(vz) ird

influir em M3z, surgindo uma dependéncia da taxa de relaxacao com a temperatura.
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Analisando s(7z) em algumas situagoes simples. Seja uma cadeia com J(z,y) =
—eA(z,y) se x # y e J(x,x) = 0, i.e., interacdo somente entre vizinhos préximos,
e com o sistema submetido a um gradiente linear de temperatura, v, = v + cz,
com x = 0,...,N. Exceto para os sitios nas extremidades da cadeia, obtemos
s(vz) = €c?/2(v* — ) > 0. Resumindo, o gradiente de temperatura aumenta a
taxa de relaxacao. Isso nao acontece para o primeiro sitio da cadeia, que esta conec-
tado ao banho de menor temperatura. Temos s(79) < 0. Se aumentarmos o alcance
da interacao, veremos que alguns dos primeiros sitios terao sua taxa de relaxacgao
diminuida, e os demais continuam tendo um acréscimo na taxa.

Se para a mesma cadeia com interacao entre primeiros vizinhos colocarmos
temperaturas alternadas vy > v_, teremos s(v,) > 0 para os sitios ligados a v, , e
s(vz) < 0 para aqueles ligados a v_; os sitios da extremidade devem ser analisados
separadamente.

Grosseiramente falando, podemos concluir que se um spin estd interagindo
com outros que estejam a maior temperatura, entao sua taxa de relaxacao diminui
e as flutuagoes persistem por mais tempo; caso contrario, sua taxa de relaxacao

aumenta.

3.2 Dinamica conservativa

Nesta segao iremos estudar o efeito da temperatura na taxa de relaxacao tem-
poral de um modelo de dinamica conservativa puramente harmonico. Esse modelo ja
foi amplamente discutido aqui, vide por exemplo a secao 2.1.2. Mais precisamente,

consideraremos a cadeia com N osciladores harmonicos com Hamiltoniano

N N
1 1
H(q,p) = Z B [} + Mqj] + 5 Z @i (3.13)
j=1 j#l=1
onde M > 0 ¢ a intensidade do potencial local harmonico, e tomaremos J;; = 0. A

evolucao temporal é dada pelas equacoes diferenciais estocasticas
dq]' = pjdt, ] = 1,...,N, (314)
oH 1/2 .
dp; = —a—qjdt—ijdt—i—vj dB;, j=1,...,N,
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onde os B; sao processos de Wiener independentes, i.e., dB;/dt = n;(t) sdo ruidos

brancos gaussianos independentes

(i (O)m(t)) = 000t —1).

Comparando as equagoes (3.14) e (2.6), vemos que estamos considerando o caso em
que todos os acoplamentos entre sitios e banho sao iguais, i.e. (; = ¢ > 0. Temos
também que todas as massas das particulas sao unitarias, e v; = 2¢7j, com T; > 0
sendo a temperatura do j-ésimo banho térmico.

A solugao de (3.14) ird seguir os mesmos passos apresentados na segao 2.1.2.
Entretanto, embora posamos conhecer completamente a covariancia do processo
(3.14) no estado estacionario, nao sabemos determinar a covariancia durante o pro-
cesso de relaxagao. Como estamos justamente interessados neste processo, iremos
inicialmente resolver o problema mais simples obtido desconsiderando a interacao .J
entre as particulas da cadeia.

No espago de fase ¢ = (¢, p) a dindmica é
b=—Ap+on, (3.15)

onde 1 é um vetor coluna 2N x 1 cujas coordenadas sao os ruidos brancos gaussianos
— note que sua contribuicao para ¢ é nao-nula somente para k > N. As matrizes

A e 0 sao de tamanho 2N x 2N, com A=Ay + J e

1%:(& ?N),j:(38>,a:<8¢%7). (3.16)

Os blocos de tamanho N x N acima sao dados por M = MI, ' = (I e T é a matriz
diagonal das temperaturas, com 7;; = T}9,,.
A estratégia a seguir é a mesma da dinamica dissipativa na segao 3.1. A

solucdo de (3.15) com J = 0 é o processo de Ornstein-Uhlenbeck

o(t) = e M0p(0) + /Ot ds e~ 0gp(s). (3.17)
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Por simplicidade, escolhemos ¢(0) = 0. Como bem sabemos (2.25), esse processo

gaussiano possui média nula e covariancia

e~ (t=9)40(C (5 s t>s,
@O0 =0t ={ G et s (3.18)
onde .
C(t,t) = / ds e *4g2e™4 (3.19)
0

Diagonalizando Aj, como mostrado na equagao (A.20) do apéndice A, temos

Ayt Iy 0 tanh(tp) ( SIy Iy
exp (—tAp) = e 2 cosh(tp) {( 0 Iy ) + — | Zm _%]IN , (3.20)

onde p = [((/2)* — M]1/2. Sabemos que Ay é uma matriz estavel, o que garante a
convergéncia para o equilibrio no limite ¢ — oo, para o estado gaussiano de média

nula e covariancia

o0 T
Co :/0 ds e Mg 40 = ( u 3) (3.21)

Por tratar-se de um modelo puramente harmonico com todos os sitios da cadeia
ligados a banhos térmicos, podemos usar agora o teorema de Girsanov [29, 30] para

recuperar o acoplamento entre as particulas da cadeia. Temos

t 1 t
Z(t) = exp (/ u-dB — 5/ ||u||2ds> , %-1/2%- = —J:j0;(t). (3.22)
0 0

De (3.16) e da expressao para u;, vemos que u; ¢ diferente de zero somente quando
1 > N. Daqui pra frente, usamos a seguinte notacao para os indices: j para os indices
pequenos (j € {1,2,...,N}), i para os indices grandes (i € {N+1, N+2,...,2N}),
e k para todos eles (k € {1,2,...,2N}).

Apos algumas contas, obtemos um formalismo integral para o cédlculo das

fungoes de correlagao. Por exemplo, para a funcao de dois pontos, temos

S O (1) n, (1) Z () dpic(9) ,
(¢, (1) Pry (t2)) = T 2(0)dne(0) bty <t (3.23)

onde Z(t) agora é dado por

Z<t>zexp{—F<¢<t>>+F<¢<o>>}exp{— / W<¢<s>>ds}, (3.24)
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com

F(o(t) = 7' ¢u(t)Tijo;(t) (3.25)
W(p(s)) = =7 0i(s)Tijbjrn(s) + M dion(s) T b5(s)
FO (3 Tis(5) + 565(8)Th Tod(5)

)

3.2.1 A relaxacao da funcao de dois pontos

Primeiramente consideraremos, muito brevemente, o caso da relaxagao para
o equilibrio, quando todos os reservatorios estao a mesma temperatura 7. Nesta
situagdo, as férmulas para a covariancia (3.18) e (3.19), com A no lugar de A,

2 aparece como um fator

mostram que a temperatura 7', presente somente em o
multiplicando a expressao toda. Em outras palavras, (¢(t)¢(s)) =T x G(t, s), onde
GG nao depende de T'. Desse modo, vemos que a temperatura 7' nao influi na taxa
de relaxacdo temporal, assim como no modelo com dinamica dissipativa (3.12).
Para o sistema sob a agao de diferentes banhos térmicos, estudaremos a fungao
de correlagao de dois pontos (¢uin®,), com u,v € {1,...,N}. Como vimos em
(2.14), esta fungao de correlagao nos dé o fluxo de calor no estado estacionério de néao-
equilibrio em uma cadeia com interacao harmonica entre as particulas. Considerare-
mos também o comportamento assintotico em tempos longos, uma vez que estamos
interessados no comportamentona proximidade do estado estacionario: Tomaremos
t>t,t5> 1 em (3.23).
Usaremos a expansao
e~ =0 4 O(e=tH95/2) | se t > s,
Clts) = { Ce= D4 4+ O(e=H9)/2) set < s,
pois o segundo termo acima é desprezivel quando t,s — oo, que é o limite no
qual estamos interessados. Para computar a funcao de dois pontos, consideraremos
uma pequena interagao J entre os sitios, e iremos expandir Z(t) em segunda ordem
em .J, pois a expansao em primeira ordem nao mostra nenhuma dependéncia da
taxa de relaxacao com as diferentes temperaturas. Lembramos que o tratamento

perturbativo nesse caso é rigoroso [64].
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A covariancia do sistema conservativo desacoplado (3.20)-(3.21) é mais intrin-
cada do que a covariancia modelo nao-conservativo desacoplado (3.7). Efetuando os
calculos necessarios e a transformada de Fourier com relacao a variavel tg = t1 — to,

obtemos

. T,T,
Sg(u + N, U;po) = COTU + Olc]uJJv’jirj + C2Ji—N,uJi—N,vT—7 (326)
i—N

onde Cy depende de M, (, p, po e J, mas nao da temperatura; C; e Cy dependem

de M, (, p e pg, portanto independem de J e da temperatura.

Tomando J” = J, obtemos em segunda ordem em .J
So(u,v;po) =T, x |Co + (Juy) le + sz ; (3.27)
v j

que lembra a expressao (3.12), especialmente se tivermos C; = —Cs. Um célculo
gigantesco seria necessario para determinar a relagao exata entre C e Cy. De qual-
quer forma, a dependéncia da taxa de relaxacao temporal com a temperatura ¢ clara
para o caso da convergéncia para o estado estacionario de nao-equilibrio, seja com

a dindmica dissipativa (3.12) ou conservativa (3.27).



Capitulo 4

Sistemas com Potencial
Perturbativo Local Anarmonico:
Modelo de Frenkel-Kontorova

Iniciaremos agora a apresentacao dos resultados obtidos referentes a analise
da condutividade térmica em estados estacionarios de nao-equilibrio. Como foi
dito, nossa proposta na tese foi investigar propriedades do transporte de calor em
sistemas diversos partindo de modelos hamiltonianos microscopicos, i.e. verificar
a validade ou nao da lei de Fourier em funcao do modelo dado, caracteristicas da
condutividade térmica como funcao de parametros do sistema, e.g. a massa das
particulas, a intensidade e o tipo de anarmonicidade, o regime de baixas ou altas
temperaturas, etc.

Especificamente, mostraremos neste capitulo o estudo que fizemos de um sis-
tema com interacao harmonica entre particulas vizinhas na cadeia e um potencial
local anarmonico limitado: o modelo de Frenkel-Kontorova, que ja foi rapidamente
apresentado no capitulo 2, e é comumente utilizado no estudo da conducao térmica
em cadeias, principalmente com o uso de simulagoes numéricas [44, 56, 57].

O nosso interesse nao é no modelo de Frenkel-Kontorova especificamente, mas
sim procurar entender analiticamente como um potencial local anarmoénico limitado
e fraco influi na condutividade térmica de um modelo microscopico simples. Em par-

ticular, compararemos esse resultado com o estudo do modelo dado por uma cadeia

61
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com potencial local harmonico e interacao senoidal entre vizinhos préoximos: sistema
parecido com o modelo do rotor [46, 47], analisado pelo grupo e que aparentemente
obedece a lei de Fourier a altas temperaturas, mas nao a baixas [48].

Proposto por Frenkel e Kontorova em uma série de artigos [65], o modelo
Frenkel-Kontorova (FK) é amplamente estudado em fisica do estado sélido, como
pode ser constatado no artigo de revisao [66]. Uma das razoes do intenso uso do
modelo FK é que sua simplicidade na definicao — como ja dissemos no capitulo 2,
trata-se de uma rede de particulas com interacao harmonica entre primeiros vizinhos
e interacao periddica senoidal entre a rede e o substrato — é capaz de descrever
uma série de fenomenos fisicos nao-lineares, maiores detalhes e exemplos podem
ser encontrados em [66]. Outra razao do grande interesse no modelo FK é que, no
limite da rede para o continuo, este modelo reduz-se ao modelo de sine-Gordon,
extremamente importante na drea de fisica do estado sélido.

Apresentamos a seguir detalhes dos resultados que obtivemos, e que estao

publicados em [31].

4.1 O modelo e conducao do calor

Sendo um modelo conhecido e amplamente estudado em fisica do estado sélido,
o modelo FK despertou interesse também em estudos da conducgao do calor em uma
cadeia de N osciladores, especialmente com o uso de simulagoes por computador.
Supondo uma cadeia com N particulas de massa m, o modelo FK, conforme definido

em [44], é dado por

N 2
P A 21X k
_E: i A j koo o o
H_j1{2m+27r [1 COS( b >]+2(XJ Xj-1 a)}a (4.1)

onde X; ¢ a posicao real da particula e P; o seu momento. Temos ainda que a ¢

a distancia entre as posicoes de equilibrio de duas particulas vizinhas da cadeia, b

é o periodo do potencial local e k é a constante elastica. Os autores reescrevem o
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hamiltoniano em uma forma adimensional, dada por

Y K 1 ,
H= ; {5 + oL [1 — cos (2mx;)| + 5(3:'2 — T — 1) } : (4.2)

Relagoes entre as grandezas presentes nos hamiltonianos (4.1) e (4.2) podem ser
facilmente obtidas, e.g. p = a/b. O interessante dessa discussdo que estamos
apresentando é que os autores de [44] mostram uma relagdo entre os valores de

temperatura 7T utilizados em suas simulacoes e a temperatura real 7,., dada por

2 b2
T, =" 7 (4.3)
kg

onde w? = g/m é a frequéncia de ressonancia do oscilador harmoénico responsavel
pela interacao entre particulas vizinhas. Para valores tipicos de atomos reais, temos
que T, estd entre 10?7 e 103T. Assim, podemos ter uma idéia mais clara do que
as temperaturas encontradas nos estudos numéricos do modelo FK realmente repre-
sentam.

Terminado esse assunto, voltemos para o modelo estudado por nés [31]. Facil-
mente, podemos escrever o hamiltoniano do modelo FK na forma desejada (2.3).
Entretanto, o modelo que estudamos nao é exatamente o modelo FK, mas um sis-
tema que esta intimamente relacionado a ele. Reafirmando, trata-se de uma cadeia
de N particulas, todas de massa unitaria m; = 1, com hamiltoniano (2.3). A in-

teragao entre primeiros vizinhos é harmonica

Vi) = 50 (44)

e o potencial local serd escrito como U(q) = UM (q) + AU (gq), com

UD(g) = Lg% w >0, (4.5)
AUP(g) = A1 —cosq).
A diferenca entre o modelo que estudamos e o FK puro ¢é a presenca de um potencial

local harmoénico em (4.5). Podemos recuperar o modelo FK puro escolhendo wy =

0. A constante A > 0 nos da a intensidade do potencial local anarmonico, que é



Capitulo 4. Modelo de Frenkel-Kontorova 64

limitado. Note que o potencial local total U(q) ¢ ilimitado superiormente devido a
presenca da parte harménica UM (g). Caso tenhamos A = 0, recuperamos o modelo
harmonico puro.

A dinamica é dada por (2.6), mas apresentamos abaixo as equagoes especificas

para o modelo em questao:

dgj = pjdt, (4.6)
dpj = —[qu — WQ(Qj_l + Qj+1>]dt - A SGH(Qj>dt — ijjdt + ’Y;/QdBj,

onde M = w2 + 2w? Temos também v; = 2¢;T;, uma forma mais compacta para
escrevermos as equagoes da dinamica acima. Lembramos que os B; sao processos
de Wiener independentes, ou seja, 17; = dB;/dt sdo ruidos brancos gaussianos com
média e covariancia dadas por (2.7).

Usando o resultado (2.14), apresentado na secao 2.1.1, vemos que o fluxo de
energia no estado estacionario de nao-equilibrio para o modelo FK ¢ caracterizado
pelo célculo da fungao de correlagao de dois pontos apenas. No entanto, a anarmoni-
cidade do potencial local impede que consigamos resolver as equagoes da dinamica
(4.6), como foi feito de maneira direta para o modelo puramente harmonico na segao
2.1.2.

Uma vez que nao conseguimos resolver as equacgoes diferenciais estocasticas
nao-lineares da dinamica do modelo proposto, mostraremos, na proxima secao, a
abordagem desenvolvida ao longo dos trabalhos do grupo, que permite que con-
tornemos o problema, construindo um formalismo integral para o cdlculo das funcoes

de correlacao.

4.2 O formalismo integral

Inicialmente, escreveremos as equagoes dadas em (4.6) no espago de fase ¢ =
(q,p) € R?N. Temos
dop = —Apdt — XU'(p)dt + odB. (4.7)
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Relembrando rapidamente, as matrizes A e o sao de tamanho 2N x 2N e tém a

(0 Iy > (0 0
A_<<1> r ) "_(0 2r7>’ (48)

onde I' e 7 sao , respectivamente, as matrizes diagonais dos acoplamentos (; e das

forma

temperaturas 7;. Sobre as constantes de acoplamento, voltamos a dizer: o caso
mais interessante ¢ quando (; # 0 somente para as extremidades da cadeia, j =1 ¢
7 = N. Entretanto, por motivos que serao expostos ao longo do capitulo, deixaremos
¢; > 0 arbitrario por enquanto. Os N ruidos dB; presentes em metade das equagoes
de (4.6) sao estendidos de maneira direta para um vetor dB com 2N coordenadas,
como feito na segao 2.1.2. A matriz ® = wily +w?(—A), onde A é o Laplaciano da

cadeia

_A = . (4.9)

-1 2
O termo nao-linear em (4.7) é dado pelo vetor U'(¢), que também possui 2N coorde-
nadas, definidas da seguinte maneira: para o indice 1 < j < N, temos [U'(¢)]; =0
e [U'(¢)lj+n = sen ¢;.

As equagbes apresentadas em (4.6) e em (4.7) sdo totalmente equivalentes.
Assim, se nao somos capazes de resolver as primeiras, também nao conseguiremos
resolver as tultimas. Todavia, iremos preferir a dinamica representada no espago de
fase (4.7), pois é dessa forma que encontramos a solugao geral do modelo puramente
harmonico na secao 2.1.2, e como veremos a seguir, este é o nosso caminho para
estudar o fluxo de calor no estado estacionario de nao-equilibrio de cadeias com po-
tenciais anarmonicos: como nao sabemos resolver equacoes diferenciais estocésticas
nao-lineares, iremos obter inicialmente a solucao da parte harmonica do problema.
Posteriormente, de posse de uma importante e conhecida ferramenta da teoria de
equagoes diferenciais estocdsticas, o teorema de Girsanov [29], recuperaremos a a¢ao

dos termos que foram inicialmente desprezados da dinamica completa do problema.
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4.2.1 Problema completamente isolado

A fim de conseguirmos encontrar uma solugao da dinamica do modelo es-
tudado, devemos tomar a constante A = 0 em (4.7). Deste modo, reduzimos o
problema a um modelo harmoénico, de solugao conhecida (2.23).

Solucionaremos inicialmente um problema ainda mais simples: além de descon-
siderarmos a anarmonicidade do potencial local, “desligaremos”também a interagao
linear entre as particulas da cadeia, apresentaremos depois os motivos que nos levam
a esta escolha. Para trabalhar nesse problema simplificado, mudaremos um pouco
a notacao apresentada anteriormente, a fim de isolar complatamente a interacao

propriamente dita. Vamos definir a matriz J, de tamanho N x N, como
J=w? ) (4.10)

Em palavras, a matriz J nada mais é do que o Laplaciano (4.9) sem a diagonal, i.e.
J = w?[(—=A) — 2Iy]. Desta forma, o hamiltoniano do nosso modelo tipo FK pode
ser escrito como N N
H=> {% + %qf} + % > gidia - (4.11)
j=1 jl=1
Olhando para a dinamica no espago de fase (4.7), podemos separar a matriz

A em duas partes, A = Ay + J, com

(0 Iy (00
e (L8 ) A (50, w12

Além de desligarmos o potencial local anarmoénico tomando A = 0, também
desprezaremos inicialmente a interacao entre os vizinhos da cadeia, retirando a agao
da matriz J da dinamica (4.7). Logo, o problema inicial reduz-se a resolver a

equacao diferencial estocastica

do(t) = — Ag(t)dt + odB(t). (4.13)
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Obviamente, resolver a equacao acima nao é equivalente a resolver a dinamica com-
pleta (4.7), trata-se somente de um primeiro passo na obtengao da solugao.
A solugao da equagao (4.13) acima é o processo de Ornstein-Uhlenbeck dado

por
o(t) = e ¢ (0) —i—/ ds e~ =g (s), (4.14)
0

onde n = dB/dt. Escolhemos arbitrariamente a condigao inicial ¢(0) = 0, o que é
irrelevante para as propriedades do sistema no estado estacionario se Ay for estavel,
como discutido na secao 2.1.2 e como veremos ser verdade para esse caso. Temos

que o processo estocdstico gaussiano (4.13) tem covariancia

—Ao(t—t’)c ’ogl /
N — T (4! e O(tat)> set > 1,
= — / 41
it t) = (o) ={ G e wpsy (@)
onde .
Co(t,t):/ ds e~ 055240, (4.16)
0

Todas as passagens acima foram devidamente apresentadas na secao 2.1.2.
Para esse processo isolado (4.13), a covariancia no estado estacionario Cjy, é

dada simplesmente tomando-se o limite
C() = lim Co(t, t).
t—o0

Conforme discutido no apéndice A, a matriz A, é estavel se (; > 0 para todo
j €{1,...,N}, e portanto o limite acima existe. Mais do que isso, a estabilidade
de Ay nos garante que podemos encontrar a covariancia no estado estacionario C

resolvendo a equacao matricial
A()C() + CoA(j; = 0'2, (417)

usando o teorema 2.2 de [50].

Deixando momentaneamente as contas de lado, podemos achar a solucao Cj
de uma maneira intuitiva e direta. Como desligamos nao s6 a anarmonicidade do
problema inicial definido pelo modelo FK, mas também a interagao entre os sitios

vizinhos da cadeia, temos que na verdade nosso sistema consiste de N particulas
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isoladas entre si, cada uma em contato com seu préoprio banho térmico a uma tem-
peratura Tj. Lembremos apenas que as temperaturas 7; nao sao arbitrariamente
escolhidas, apenas as das extremidades 77 = Ty e Ty = Tg. As demais serao de-
terminadas pela condi¢ao de auto-consisténcia (2.17). Em outras palavras, temos
N subsistemas independentes, cada um em equilibrio a uma temperatura 7}, que
¢é a temperatura do seu banho térmico. Como podemos separar os sistemas, cada
subsistema tem um hamiltoniano H; dado por
2

H(a5,5) = % + %q? =(4 ») ( ]\04 g ) (Z; ) : (4.18)
Assim sendo, do conhecido formalismo da mecanica estatistica de equilibrio, espera-
mos que cada subsistema tenha distribuicao dada pelo fator de Boltzmann e_Tjilg{j,

o que nos da
T.
() =35 (07) = T5 {gps) = 0.

Além disso, como os N subsistemas sao isolados uns dos outros, temos

(gia) = (gip) = (psp1) =0,

se j # [. Tendo isso em vista, esperamos que a covariancia Cj seja

Cy = ( MolT 3 ) . (4.19)

Uma vez que Ay é estavel e 02 é nao-negativa, a solugao de (4.17) existe e ¢é tinica.
Substituindo a matriz Cy acima em (4.17), vemos que ela é a solugao dessa equacao
matricial.

A vantagem de lidarmos inicialmente com um sistema completamente isolado,
como estamos fazendo agora, nao ¢ que conseguimos encontrar uma solucao explicita
para a covariancia no estado estacionario. Por exemplo, se nao desligarmos a in-
teracao entre vizinhos préximos e tomarmos todos os acoplamentos entre sitios e
banhos com o mesmo valor (; = ¢ > 0, recuperamos o modelo estudado em [16],
cuja solucao para a covariancia foi discutida na secao 2.4.2. O que nos leva a de-

sacoplar a interacao entre os sitios ¢ a facilidade no calculo da covariancia fora do
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estado estaciondrio C(t,t'), isto é, conseguimos obter explicitamente a fun¢ao de dois
pontos — e consequentemente todas as outras, dado que o processo é gaussiano —
para quaisquer valores de t e t/, durante a relaxacao do modelo. Essa propriedade é
de suma importancia na construcao do formalismo integral.

Olhando a expressao da covariancia Co(t,t') em (4.15), vemos que é necessario

—4ot Este célculo encontra-se no apéndice A, para

que saibamos calcular a matriz e
uma matriz Ay mais geral do que a matriz (4.12), usada para esse caso especifico.
Como mostrado no apéndice A, a matriz exponencial e~4°* de tamanho 2N x 2N
pode ser separada em N matrizes de tamanho 2 x 2, denominadas (e~4")() para

1 <7 < N, e que pela equagao (A.20) sao dadas por

, ¢ h(p:t S
(e 4)0) = =3 cosh(p;t)I, + senh(p;t) 2 1@3 , (4.20)
pi -M -5
com p; = [(¢;/2)? — M]Y2. Note que se (; < 2M'Y2 entdo p; serd um nimero

imaginario puro, o que nao afeta a evolucao temporal, uma vez que simplesmente
trocaremos cosh(p;t) por cos(p;t), e senh(p;t) por sen(p;t). Desta forma, temos

Aot que substituida nas equagoes (4.15) e (4.16) nos d4

uma expressao para e~
a covariancia Cy(t,t') do processo estocdstico completamente isolado (4.13). Da-

dos entao dois indices ki, ko € {1,...,2N}, a fungao de correlagdo de dois pontos

(D, (t1)Pry (T2)) €
(Dry (T1)Pry (t2)) = /¢k1 (t1) b, (t2)dpc, = [Colt, ta)lk ko (4.21)

Uma vez que o processo estocastico simplificado (4.13) é gaussiano, conhecida a
covariancia temos todas as funcoes de correlagao. Temos que dyc, é uma medida

gaussiana dada por

exp [ 16,6y '9)] do
P Jew [-5(6,659)] do
onde (-,-) é o produto interno em R?N e d¢ = dédg, . . . dpay.

Contudo, queremos a solugao do problema completo (4.7), muito mais com-

dpc

(4.22)

plicada por conter ainda uma interacao entre os sitios da cadeia, responsavel por

acoplar os N subsistemas que sao inicialmente isolados, e um termo nao-linear local.
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Usaremos o teorema de Girsanov, uma conhecida ferramenta do calculo diferencial
estocastico [29, 30|, para recuperar a agao da interacao entre as particulas do sis-
tema e do potencial local anarmonico. Este teorema nos dard uma medida g para o
processo completo (4.7) em fungao da medida gaussiana ¢, , relacionada ao processo
isolado (4.13). Chamaremos, a fim de diferenciar os processos, de ¢(t) a solu¢ao do
processo completo, enquanto ¢(t) é a solugao do processo isolado. Exemplificando,
temos que a funcao de dois pontos no processo completo, segundo o teorema de

Girsanov, pode ser escrita da seguinte forma:

S O (1) (t2) Z () dprcy
f Z (t) d/~LC0 ’

com t > ty,ts. A seguir, daremos a expressao do fator Z(t), que relaciona as duas

(0 ()i (£2)) = / o (1) (1) (4.23)

medidas @ e pc,.

Por ora, comentaremos a respeito do uso do teorema de Girsanov. Uma das
hipéteses necessarias para utilizagdo do teorema [29] é cumprida caso tenhamos
¢;>0,Vje{l,...,N}. Esse é o principal motivo pelo qual devemos manter todos
os osciladores ligados a banhos térmicos em nossa abordagem do problema. Além
disso, as demais hip6teses do teorema de Girsanov sao cumpridas: primeiramente
temos que o processo desacoplado é uma difusao de It6 [29]; e a fungdo que nos dé a
diferenca entre o processo completo e o daesacoplado também atende as condigoes
exigidas, vide [29] e a definigdo de u na equagao (4.24) a seguir.

No restante do capitulo, usaremos a notacao dada a seguir para os indices:
J denota os indices pequenos (j € {1,...,N}), ligados a posi¢ao das particulas da
cadeia, i.e. ¢; = ¢;. Ja i denota os indices grandes (i € {N +1,...,2N}), ligados
ao momento das particulas, i.e. ¢; = p;_n. Por fim, o indice k corre sobre todos
os valores (k € {1,...,2N}), e serd usado especialmente em somatdrios sobre os
indices do vetor ¢ e das matrizes presentes no problema.

Vamos chamar de u o vetor de R?"Y que nos d4 a diferenca entre o processo

completo (4.7) e o processo simplificado (4.13). Temos entdo que u; =0 e

% Pui(t) = =T j65(t) — X sen(di_n(t)). (4.24)
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No primeiro termo do lado direito da equacao acima existe uma soma sobre o indice
j. Alias, de agora em diante, adotaremos a notagdao de soma implicita sobre os
indices repetidos em um termo, sem a necessidade de usar o somatorio para nao
sobrecarregar as passagens seguintes. Observamos que as constantes que nos dao a
intensidade dos ruidos estocésticos segundo (2.7), podem ser definidas como v; =0

e v; = 2¢;_nT;—n. Segundo o teorema de Girsanov, o fator corretivo Z(t) é

20 = | [ wam(9) - 3 [ Juts)1as]. (4.25)

onde a norma em R?Y ¢ dada pelo produto interno, |u(s)||> = (u(s),u(s)). De

(4.13), podemos ver que dB(t), presente em (4.25) é dado por
7]1/2dBJ(t) = 0,
v2dBi(t) = do; + (Ao)ixdn(t)dt |

onde novamente estd implicita a soma sobre k£ na segunda equagao acima. Temos

entao que
(u(s),dB(s)) = ~; 'ui(s)dB;(s) (4.26)
= =, Jii0i(s) + A sen(di—n(s))][di(s) + (Ao)ixr(s)ds]

Usaremos a férmula de Ito para simplificar a expressao acima. Para tanto,

calcularemos o diferencial d(J; j¢;¢:), que serd
d(Jij0;0:i) = Jijoidoi + Tijoide; + Tijdoide;.

Entretanto, como nao hé ruido atuando em d¢; segundo as equagoes (4.6), temos que
o ultimo termo do lado direito da equacao acima ¢ nulo, pois dg;d¢; = 0, segundo

as regras do célculo de Itd. Vemos também de (4.6) que d¢; = ¢;4ndt, logo
Ji,j0idd; = d(T; ;9;0:) — Tijbidj+ndt.
Analogamente, calculando o diferencial d(sen(¢;_n)¢;), temos pela férmula de [t

d(sen(¢i—n)pi) = cos(¢i—n)didoi_n + sen(p;—n)dp; +
+cos(pi—n)doi_ndop; — %Sen(¢iN>¢i(d¢z’N>2-
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Usando mais uma vez o calculo de It6, podemos ver que os dois tltimos termos do

lado direito da equacao acima sao nulos, pois d@;_ydd; = 0 = (dp;_n)?. Assim

sen(¢;_n)do; = d(sen(¢pi_n)¢;) — cos(ds_n)prdt,

onde usamos novamente (4.6) para ver que do;,_n = ¢;dt. Por fim, temos

Ju(s)[? = wi(s)ui(s) =
= 7 ' Jij0i ()T djr(s) + Nsen?(di_n(s)) + 2Asen(¢i—n () Ti.;05(s).

Substituindo os termos acima no fator Z(t) em (4.25), podemos reescrevé-lo

Cco1mo

Z(t) = exp{— — F\(0)] - — Fy(0)]} % (4.27)

o {- / W (o(s))ds — / Wa((s))ds /OtWM<¢<S>>dS},

onde F\(t) e F;(t) sao os “termos de fronteira”

Fit) = ~7'0i(t) T 05(t), (4.28)
Ex(t) = 7 "Asen(gi_n(t))¢i(t),

e 0s demais termos sao

Wi(o(s)) = = 0i(5)Tijdjn(s) + du(s)(Ag )riTi 05 (s) + (4.29)
50T Er Tots)

Wa(g(s)) = =77 Ai(s))? cos(din(s)) + 77 A sen(¢i-n(s)) (Ao)ixr(s) +
+%%—1)‘256n2<¢i—N(3))7

Wi (d(s)) =~ A sen(di—n(s)) T jb5(s) -

Estéd construido o nosso formalismo integral para o calculo das fungoes de cor-
relacao do modelo FK. Vamos calcular entao o fluxo de calor no estado estacionario,
que serd dado por (2.14). Observando a expressao do potencial V' (q) em (4.4),

e também que consideramos somente interacao entre primeiros vizinhos conforme
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estd claro na matriz J definida em (4.10), vemos que a somatdria presente em (2.14)

reduz-se a um unico termo, r = j + 1. Assim o fluxo de calor desse modelo é
2

Fro = Jm (o) o )ren(d) — gpaan() = (430)
=l T (1) — (D) (@pen(t) — Preren(D)

onde lembramos que ¢(t) é a solugao do problema completo. Dados dois indices
1 < v,u < N, precisamos calcular entao a fun¢ao de dois pontos (@, n(t)@,(t)),
que pode ser calculada usando (4.23). Entretanto, como podemos ver nas equagoes
(4.27) a (4.29), a forma do fator Z(t) é bem complicada, sendo que seu cdalculo
exato deve ser um problema tao dificil quanto resolver diretamente o processo es-
tocastico completo. Assim, faremos um calculo perturbativo da funcao de dois
pontos: assumiremos que a anarmonicidade do potencial local e a interacao entre
as particulas da cadeia sao fracas, ou seja, os parametros A e J sao considerados
pequenos. Expandiremos as exponenciais presentes em (4.27) em primeira ordem
nesses parametros, desprezando inclusive termos de ordem O(AJ). Sobre o trata-
mento perturbativo: caso tivéssemos A = 0, o processo completo seria puramente
harmonico, e assim a perturbacao seria rigorosamente valida para pequenos valores
da interacdo entre as particulas [64]. Como o potencial anarménico U (q) é limi-
tado, acreditamos que a perturbacao também seja valida para pequenos valores de
A
Expandindo a funcao de dois pontos em primeira ordem em A e .J, iremos

obter
lim J Gurn ()9 (1) Z(t)dpc,
=00 J Z()dpe,
= tlgglo (Pusn (D)Pu(t))g +

= I (s (D00(0: Fa(0(6))y ~ (dus(B)n(

); Fa

ol ;
= I [(Gusn (1)60(6): FA(B())y — (Gusn (1)60(6): FA(8(0)))o] +

-t (o0 [ a5 IVs(6060) = W66

0

(Putnpn) = = (4.31)

~
SN—
3
—~
©-
—
(@]
SN—
SN—
S~
=
+

onde denotamos por (-), a média com respeito a medida gaussiana (4.22) do processo
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simplificado. Temos ainda a notagdo de fungdo truncada (a;b) = (ab) — (a) (b).
Obviamente, por tratar-se de uma aproximagao em primeira ordem, o termo cruzado
Wis(o(s)) é descartado de inicio.

Iremos calcular a func¢ao de dois pontos (@, np,) definida acima separando

termo a termo. O primeiro termo em (4.31) é simples

TO = tlggo <¢u+N(t)¢v(t)>0 = (Co)usnp =0, (4.32)

conforme podemos ver em (4.19), que é o termo proveniente da covariancia do pro-
cesso simplificado sem a inclusao dos termos anarmonicos e da interagao. Mostrare-
mos agora os demais termos de (4.31), comecando pelos provenientes da interagao

linear entre os vizinhos da cadeia. Temos

T =~ Jim (G (600 P00, =
= Jim (w60 60 g 5, 1) )
t—o0 “ v 2Ci—N7—%—N ’ 0
As constantes J; ;/(2¢;_nT;—n) nao influem na média. Devemos calcular entdo uma

funcao truncada de quatro pontos

(Dusn()0u(t); 2i(t)05(1))g = (Purn ()Pi(1))g (Du(t)D;())g +
+ (Dus v (£)D;()g (Pul(t) D5 (1)) -

A igualdade acima segue do fato da média ser calculada com respeito a uma medida
gaussiana e da definigdo de fungao truncada. Da covariancia Cj calculada em (4.19),
podemos ver que as duas médias do ultimo termo sao iguais a zero, pois misturam

indices grandes (u e i) com indices pequenos (v e j), e Cy é diagonal. Temos entdo

T Tis T,
™ — ___YJii (o N i(Co)o = ———=2 T80 iy s =
Ju,vTv
= _2C—M . (4.33)

Olhando agora o termo da fronteira no tempo inicial ¢y = 0, temos

T4 = Jim (6u(t)00(1); F(6(0))), = Jim <¢u<t>¢v<t>; @(0)%05%0)% -
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Lembrando que escolhemos como condi¢ao inicial ¢(0) = 0 na se¢do 2.1.2, temos
'H‘Sll) = 0. Porém, podemos mostrar essa igualdade mesmo para uma condigao
inicial arbitraria. Para isso, devemos conhecer completamente a matriz Cy(t,t’),

mais especificamente nesse caso Cy(t,0). Assim temos, por (4.15) e (4.16)
Co(t,0) = e=Cy(0,0) = e~ lg?.

Podemos ver que Cy(t,0) o< e=%/2 e assim
T(Jl/) x e 2 - 0, quando t — .

Calcularemos agora um termo vindo de W;(¢(s)), para exemplificar como é

feito o cédlculo dos termos integrais em (4.27). Para isso, usaremos que
Co(t,s) = e 90 + O(e=¢tH9/2) set > s. (4.34)

A expansao acima nao é uma aproximagao no caso em que estamos interessados,
que ¢ no limite ¢ — oo. Tomando como exemplo o primeiro termo de W;(¢(s)) em
(4.29)

TSQ) = tlggo <¢u+N(t)¢v(t);/0 ds ¢z(3)2§i—17],N

Usando (4.34) e o fato da média acima ser calculada com respeito a medida gaussiana

¢j+N(3)> :

0

dpe,, obtemos

.. t
T® = lim Ty ds [(e ) N TionOusni(e ) s N T0, 5+
t—=00 2G;_NTi-n Jo 7 7 7 ,

(e—Ao(t—s)) —Ao(t—s))

uwtrN,j+NTj0u5(e vili-NOupNi] -

Substituindo os elementos de e~4°! dados por (4.20) na expressdo acima, temos

t
u v Ju UTfU u 1
T? = lim [ ds GC;CS{ ’ {cosh(pus) - QC—senh(puS)} —senh(p,s)+

t—oo 0 CU u v
Jv,uTu |:
G

O calculo da integral acima é trabalhoso, porém direto. Obtemos

cosh(pys) — ;—“senh(pus)] pisenh(pvs)} :

u v

T =0 (4.35)
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Olhando cuidadosamente para a expressao de Wy (¢(s)), vemos que o ultimo
termo deste é de ordem O(J?), logo nao entrard nas contas de primeira ordem que
estamos apresentando. No segundo termo temos o elemento de matriz (Ao);x, que
pode ser escrito como

(Ao)ik = M6 pyn + GionOj g
)

Assim, procedendo como feito no computo de Tf , temos
(3) f— 3 . ! ‘ZJ
T;" = —lm ( Qusn(t)0u(t); [ ds [pin(s)M + Gi(8)Gon]om———05(s) ) =
t=00 0 2G-NTi-n 0
v UTU u ’UT’U v u ’UT’U
_ v JueTiG Ju, (4.36)

M(Cu+¢)  2MG(C+G)  2M(Cu+G)

Somando ’]I‘(Jl), TSQ) e ’]I‘(J?’), dados respectivamente pelas equagoes (4.33), (4.35)

e (4.36), teremos a contribuigao da intera¢ao harmonica para a fungao de dois pontos

T(l) + ’]I‘(Q) + T(S) — vutu — Juvtu . 437)
o (Cu+ Gu)M (

Conforme comentaremos a seguir, a expressao acima estd intimamente ligada aos

resultados ja conhecidos para modelos harmonicos [21] e [16]. Isso é esperado, uma
vez que os termos apresentados acima vém da parte harmonica do fator de correcao
Z(t) presente na férmula de Girsanov, dado por (4.27).

Agora que ji computamos todos os termos de ordem O(J), calcuaremos os
termos devidos & anarmonicidade do potencial AU (¢). Olhando inicialmente para

o termo de fronteira F)(¢(t)) em (4.28), temos

1 =~ Jim { duen(06.0) sen(6w(D)(0))

’ 2Ci—NT’i—N 0

Detalharemos a seguir, de maneira breve, um procedimento que nos permitira efetuar

as contas dos termos a seguir. Primeiramente, escreveremos

1 . .
cos N = §(€+1¢¢7N + 6_1¢i7N)7
1 . .
Sen(ﬁi,N = £(€+1¢i_N — eild)i_N).



Capitulo 4. Modelo de Frenkel-Kontorova 7

Usamos a letra romana i para denotar o ntimero imagindrio, i> = —1, para que nao
haja nenhuma confusao com a letra ¢ usada para indices grandes, N +1 <1¢ < 2N.
Segue

by etidi-n(t) _ g—i¢i_n(?)

T(Al) == tlgglo 2% ~Tin <¢u+N(t)¢v(t); 9 ¢i<t)>0

Precisaremos também de um vetor arbitrario h € R?Y. Podemos ver que
Fioi (0 N @
u t v t 0imN % t i a1 a1 a1 ih - d )
(Gren 07 000), = (5 ) gy | [ ewotein- e
onde h-¢ denota o produto interno usual em R?V e hq é o vetor que tem todas as suas

cordenadas nulas, exceto por h;_nx = 1, que é o indice proveniente de sen(¢;_n(t))

N

na definicao de 'JI‘ Por outro lado, temos

/ exp(+ih - ¢)dpc, = exp [——h (Coh )} :

Juntando as duas ultimas equacoes, obtemos

60w (t) g, oy -
(bun (DS D5,0)), = () s o [ @n]}

T, 17,
TuM exp <_§M> OutN,i0v,i—N-

De modo completamente andlogo, teremos

T 1\’ 0 .
(a0 0060, = (1) g | [ explein: o)iue

Obtemos por fim

hi—n=-1

T, 17,
T(l) Ch . 4.
N = A o ( > M) Ouw (4.38)

O termo seguinte é

1 = Jim (a0 [ ds 3 (G0 costinn(9) )

0
Procederemos do mesmo modo feito para calcular o termo anteriro. Apds algumas

contas, obtemos

T? 17T,
T — v x S [ W 4.39
A 4M?3(, P 2M ’ ( )
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Por fim, dado o tltimo termo

t 1
T = i t t'/d - ——(Ap);
0= tim (0601 [ ds snfrv(9) g (Aohsdn)
temos
@ _ Lo 1T L 1T
T\ = AQMCU exp ( 5 M) Ouw A4MQCU exp 5 Oup- (4.40)

Podemos ver claramente das equagoes (4.38), (4.39) e (4.40) que vale
TV + T + TP = 0. (4.41)

Assim, podemos concluir que a anarmonicidade fraca nao influi na funcao de dois
pontos (Y, nPy), € consequentemente no fluxo de calor no estado estacionario, uma
vez que a expansao em O(\) é igual a zero. Podemos adiantar entao que esse modelo,
similar ao Frenkel-Kontorova, quando acoplado a banhos térmicos somente em suas
extremidades, nao obedecera a lei de Fourier no regime de fraca anarmonicidade,
resultado concordante com a figura 2.2, retirada de [57].

Portanto, a fungao de dois pontos (¢, n¥.), em primeira ordem na anarmoni-
cidade A e na interacao .J é
J’v,uTu - Ju,vTv

(Gu + )M

Com esse resultado, podemos obter o fluxo de calor no estado estacionério, especial-

(PutrNpy) = (4.42)

mente no caso de nao-equilibrio, dado por (4.30). Para o caso em equilibrio, temos
T; =T, para todo 1 < 7 < N. Como J ¢ uma matriz simétrica, vale J,, = Jyu,
e assim a condigao de equilibrio nos leva a (@, np,) = 0, e portanto nao ha fluxo
nesse caso, como esperado.

Podemos agora facilmente obter o fluxo de calor no estado estacionario para
esse modelo. Basta substituirmos (4.42) na expressao (4.30), que obtemos o fluxo
médio de energia do j-ésimo sitio da cadeia para seu préoximo vizinho, o sitio j + 1,
dado por

—(J3+1)? Ty =T (Jjj+1)? T — Tjn

Foo = _ , 4.43
S V A OSSR S (4.43)
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para j € {1,..., N — 1}. Podemos notar que o resultado acima é consistente com a
definicao dada para o fluxo em (2.14): F;_;41 > 0 se T} > Ty, ou seja, realmente o
calor flui do banho mais quente para o mais frio.

Vamos usar agora a condi¢do de auto-consisténcia (R;) = 0, juntamente com
o fato de que a energia H; de cada sitio ¢ constante no estado estaciondrio, i.e.
(dH;/dt) = 0. Dessa condigdes podemos concluir facilmente que, para qualquer

sitio no interior da cadeia, vale a relacao
Fj1—i = Fjmjt -
Consequentemente, temos
Firo=Fo3=...Fn1_-N=Fn, (4.44)

onde Fy é o fluxo de calor no estado estacionario para a cadeia de tamanho NV,
e ¢ dado por Fj_, ;1 para qualquer valor do indice j, tal que 1 < j < N — 1.
Todavia, quando olhamos a expressao de F;_ ;11 em (4.43), devemos nos lembrar
que a principio apenas as temperaturas das extremidades da cadeia sao conhecidas,
Ty, =T, e Ty = Txr. As “temperaturas”dos ruidos do interior da cadeia devem ser
determinadas pela condicao de auto-consisténcia.

De (4.44) e (4.43), podemos escrever

T1 — TQ - %(Cl + CQ)?N, (445)
M
=T = (Jy3)> (G2 + G)Fw,
Inoy—Tn = ﬁ(CNl + (v )Fn.

Somando todas equacoes acima, obtemos uma soma telescépica que nos leva a

-1

(T, — Ty) . (4.46)
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Comparando com a lei de Fourier (1.1), podemos dizer que a condutividade térmica

kn para a cadeia de tamanho N sera

-1

(4.47)

JH

N—-1
<j + Cj—&-l
|5

O problema em que estamos particularmente interessados admite mais uma simpli-
ficacao: a interacao é invariante por translacao. Isso significa que, para qualquer

que seja j € {1,..., N — 1}, vale
Jj,j—i-l = ‘]172‘

Podemos obter uma expressao mais simples para a condutividade xy

2 2 N -
et o] 4250 5-8] e

J=1
No regime perturbativo em primeira ordem nos parametros A e J, podemos

ver como a condutividade térmica estd relacionada com o tamanho N da cadeia.
Além do fator (N — 1) que divide o lado esquerdo da igualdade acima, temos a
dependéncia presente na soma dos acoplamentos ¢;. Para o caso em que (; = ¢ > 0,

para todo sitio j da cadeia, temos

(Z@) SS9 _(v-

Consequentemente, temos que a condutividade térmica da cadeia de tamanho N é

2

e portanto, independente do tamanho N. Assim sendo, podemos ver que no limite
termodinamico a condutividade térmica k é finita. Uma vez que a anarmonicidade
fraca nao influi no fluxo de energia, como visto em (4.41), dizemos que esse modelo é
semelhante ao estudado em [16]. Olhando para a matriz J (4.10), podemos reescrever

a condutividade

w4 w4
a2

T 2M 2]

(4.50)
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uma vez que M = w + 2w?. O resultado exato de [16] é

2 1 2
H:i ,ondeyz:w—g.
C 2412+ /12(4+1?) w

(4.51)

A aparente diferenca entre as expressoes deve-se ao fato que nosso resultado é pertur-
bativo na interacao .J, representada pela constante w?. Uma expansao em primeira
ordem em w? na equacao (4.51) nos leva ao mesmo resultado de (4.50).

Porém nosso principal interesse é o caso em que temos banhos ligados somente
as extremidades da cadeia, simulando um modelo anarmonico em contato com dois
reservatorios térmicos a temperaturas distintas. Como sabemos, para estudar esse
modelo devemos tomar (; = 0 se j € {2,...,N — 1}. Contudo, nao podemos
simplesmente fazer essa escolha: precisamos de (; > 0 para a validade do teorema
de Girsanov e para garantir a estabilidade da matriz Ay (4.12). Podemos inferir o que
acontece quando tomamos os acoplamentos (; do interior da cadeia muito pequenos.
Olhando para a expressao da condutividade (4.48), vemos que se os valores de (; se
aproximam de zero dentro da cadeia, entao a soma deles pode nao ser dependente de
N. Com isso, vemos que kx passa a ser proporcional a N, logo divergente no limite
termodinamico. Para exemplificar, tomemos os acoplamentos das extremidades da
cadeia fixos (1 = (y = ¢ > 0, e para o interior da cadeia tomemos (; = (/N > 0.
Para a cadeia finita de tamanho N, podemos garantir o teorema de Girsanov e a

estabilidade de Ay. Segue que

N
G v N-2 _2(N-1)
<Z<) S-S =t (=
e portanto a condutividade xy para esse caso é

Ky = N(jgl—f\j . (4.52)

Nesse caso a condutividade térmica é proporcional a N, e portanto divergente no
limite termodinamico. Este resultado concorda com a andlise numérica feita por
[57], mais especificamente com a figura 2.2. Para anarmonicidade fraca, temos

A < 1, o que significa na figura 2.2 que ¢ = A7! > 1. Podemos ver que nessa



Capitulo 4. Modelo de Frenkel-Kontorova 82

regiao o modelo FK nao obedece a lei de Fourier, qualquer que seja a temperatura
média T' = (T, + Tr)/2. Mais do que isso, a condutividade térmica xy em (4.52)
comporta-se como a do modelo puramente harmonico com banho somente em suas
extremidades [21], o que é esperado, pois em primeira ordem a anarmonicidade
nao influi na condutividade térmica, e o modelo comporta-se como o puramente
harmonico. Seria desejavel um estudo feito em ordens superiores do parametro A, a
fim de entender a condutividade térmica para anarmonicidades mais fortes. Nosso
resultado analitico, em concordancia com simulagoes numéricas [57], indica que nao
basta simplesmente a presenca de um potencial anarmonico no hamiltoniano para
que a valha a lei de Fourier, contrariando por exemplo o resultado obtido em [56].
Além da condutividade térmica, podemos determinar o perfil de temperatura
no estado estacionério de nao-equilibrio. Dado um indice j, 2 < 7 < N, a soma das

j — 1 primeiras equagoes em (4.45) nos dé

Mo [
I, -1 = (Tra)? (;CI +Cl+1> Fn.

)

Substituindo (4.46) na expressao acima, temos

SN+ G
Zfi}l G+ G+

Dados os acoplamentos (j, fica completamente determindo o perfil de temperatura

T, =T, + (Tg — Ty), (4.53)

auto-consistente no estado estacionario. Pode-se perceber claramente que, no caso
em que ¢; = ¢ > 0 para todo sitio j da cadeia, o perfil de temperatura serd linear

1
n:n+i—ﬂ%—n%

como ¢é o perfil do modelo puramente harmonico sob a agao de reservatérios térmicos
auto-consistentes [16].

Por fim, comparamos brevemente com o modelo do rotor, estudado pertur-
bativamente em [48]. Um modelo seria o oposto do outro, o modelo do rotor pos-
sui potencial local harménico e potencial de interagao limitado dado por V(q) =

A(1—cos ¢). Mesmo para anarmonicidade fraca, o modelo do rotor parece obedecer
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a lei de Fourier no regime de altas temperaturas, enquanto o modelo do tipo FK,

com fraca anarmonicidade, tem condutividade anomala para qualquer temperatura.



Capitulo 5

Modelo puramente harmonico
classico com particulas de
diferentes massas

Estudaremos agora um outro aspecto da conducao de calor em modelos mi-
croscopicos simples. Como vimos na secao 2.4.2, a cadeia puramente harmonica
com interacao entre primeiros vizinhos e ruidos estocésticos ligados a todos os sitios
da cadeia de maneira auto-consistente é um modelo que obedece a lei de Fourier
[16], e sua condutividade térmica ¢ independente da temperatura, conforme (2.65).
Comentamos anteriormente que os ruidos estocésticos ligados ao interior da cadeia
simulam, de certo modo, o papel de uma anarmonicidade no sistema, introduzindo
uma desordem no modelo capaz de levar a uma condutividade térmica finita, em
contraste com o que acontece na auséncia de tais ruidos [21].

Tomando esse modelo como ponto de partida, alteraremos a massa das parti-
culas e/ou a constante do potencial local harmoénico U(q) em cada sitio da rede.
Nosso objetivo agora é entender o comportamento, i.e. as alteragoes na condutivi-
dade térmica de um sistema, em funcao da variagao das massas de suas particulas
e/ou da intensidade dos potencias externos “on-site”. Usaremos a mesma abor-
dagem descrita no capitulo 4 para calcular a condutividade térmica k: resolveremos
inicialmente o problema mais simples em que as particulas da cadeia de tamanho

N nao interagem uma com as outras, cada uma delas estd ligada somente ao seu

84
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respectivo banho térmico. Em seguida, usamos novamente o teorema de Girsanov
para recuperar a agao da interacao entre as particulas da cadeia, e desenvolver o
formalismo integral que nos permitird obter a funcao de correlagao de dois pontos
(Pusrn@y), ligada ao fluxo de energia no estado estacionédrio. De posse do forma-
lismo integral, faremos uma andlise perturbativa considerando interagao fraca entre
as particulas. Como trata-se de um modelo puramente harmonico, a validade da
andlise perturbativa pode ser demonstrada rigorosamente [64].

Estamos entao discutindo uma maneira analitica de alterar o valor da con-
dutividade térmica £ do modelo [16], que é um “toy model”’representante de uma
classe de sistemas fisicos que obedecem a lei de Fourier. Podemos estudar entao
maneiras de alterar a conducgao térmica em cadeias de particulas. Isso deve dar-nos
suporte para estudar, por exemplo, os retificadores térmicos [34, 35, 37].

Lembramos que a alteragao das massas das particulas como meio de alterar a
condutividade térmica de um modelo é uma idéia recorrente: apds a demonstragao
da nao validade da lei de Fourier para uma cadeia harmonica sob a agao de banhos
térmicos distintos em suas extremidades [21], surgiram tentativas de obter uma
condutividade térmica normal através de mudangas nas massas das particulas, por
exemplo, com massas distribuidas periodicamente [22] ou de maneira aleatéria [23].
Recentemente, Dhar e Lebowitz revisitam a cadeia com distribuicao aleatéria nas
massas das particulas, estudando numericamente o caso em que os potenciais local
e de interacdo sao a soma de um termo harmoénico e um qudrtico [67]. Em [37],
os autores simulam numericamente uma cadeia que conserva o momento e com um
gradiente de massas, i.e. a massa das particulas decresce linearmente de m; = myrax
para my = myny. Os banhos térmicos atuam sé nas extremidades. As simulacoes
indicam que esse gradiente parece mudar o comportamento da conducao térmica:
quando a interagao é puramente harmonica, a lei de Fourier ainda nao ¢é vélida, mas
aprece um gradiente de temperatura no meio da cadeia, em contraste com o perfil
constante obtido em [21] e mostrado na figura 2.1. J& para uma interacao anar-
monica do tipo Fermi-Pasta-Ulam, a condutividade térmica também é anomala,

mas um efeito ainda mais interessante aparece: a conducao térmica é assimétrica,
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mesmo efeito obtido em outros artigos sobre retificagao térmica [34, 35].

Uma vez que os procedimentos usados para o calculo da condutividade térmica
sao totalmente analogos aos apresentados no capitulo 4, nao apresentaremos em de-
talhes algumas das passagens necessarias no desenvolvimento do formalismo integral

e da analise perturbativa.

5.1 O Modelo

O ponto de partida do modelo é o hamiltoniano H(q, p) (2.3), com interagao
somente entre primeiros vizinhos. Porém, uma modificacao sera feita: ao invés de
termos um potencial local U(q) que é o mesmo para todos os sitios da cadeia, teremos

um potencial U;(g) variando de sitio para sitio, dado por

w?

Tﬂqf.. (5.1)

Uj(g;) =
Note que os potenciais locais sao todos harmonicos, apenas a constante wy > 0,
que era Unica para todos os sitios da cadeia, foi substituida por w; > 0 variando
com 1 < j < N. Deixaremos também a massa m; arbitraria. A interagdo V(q) é

harmonica

w?

Vi(g) = 7612 : (5.2)

e é a mesma entre quaisquer duas particulas vizinhas.

Ser4 til reescrever o hamiltoniano desse modelo como

N pg M 1 N
Higp) =) (—] + 7](1?) +3 > g, (5.3)

- 2mj :
Jj=1 Jl=1

onde M; = %2 +2w? e J é a mesma matriz de tamanho N x N definida em (4.10).

Do hamiltoniano acima, temos que a dinamica do modelo é
do(t) = A¢(t)dt + odB(t), (5.4)

onde as matrizes A e o sdo dadas por (2.21). A matriz ®, que é um dos blocos
componentes de A, serd escrita como ® = M + J, sendo M a matriz diagonal de

tamanho N x N, cujos elementos sao M;; = M;.
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Como vimos na se¢ao 2.1.2; a dinamica (5.4) possui solugao exata. Entretanto,
procederemos como fizemos para estudar o modelo de Frenkel-Kontorova, apresen-
tado no capitulo 4. Primeiramente, desligaremos a interacao entre as particulas
vizinhas da cadeia dada pela matriz .J, e solucionaremos esse problema que con-
siste novamente de N particulas completamente isoladas uma das outras, cada uma
em contato apenas com seu respectivo ruido estocastico. Trata-se mais uma vez
de um sistema composto de N subsistemas independentes entre si, cada um deles
convergindo para um estado de equilibrio de Boltzmann a uma temperatura 7).
Lembrando que as temperaturas do interior da cadeia nao sao conehcidas a priori, e

serao determindas pela condicao de auto-consisténcia. Definindo A = Ag + J, com

w=( 0 T a=(90). (55

temos que inicialmente, devemos resolver a equacao diferencial estocastica
do(t) = —App(t)dt + odB(t). (5.6)

Para facilitar o entendimento do capitulo, reescreveremos os principais aspec-
tos da solugao de (5.6), sem preocuparmo-nos em detalhar as passagens, uma vez
que sao competamente andlogas aquelas apresentadas no capitulo 4. A solucao forte

da equagao diferencial estocastica (5.6) é

B(t) = e~ tp(0) + /0 t e =) 5dB(s). (5.7)

Conforme o apéndice A, podemos ver da equagao (A.13) que a matriz Ay tem os

seus 2N autovalores dados por

C C ? M v
aj =2 4 Pi,» Py [(5) B H]] ’ (58)
com j € {17 ey N} ASSim, tOdOS OS autovalores de AO possuen pal“te real estrita-

mente positiva se (; > 0 para todos os sitios da cadeia. Logo, a matriz A, ¢é estavel,
e portanto a covariancia Cy do modelo no estado estacionario pode ser encontrada

resolvendo-se a equacao matricial (4.17), cuja solucdo serd

MIT 0
o (M7 o) 69
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onde 7 ¢ a matriz diagonal das temperaturas 7;. Lembrando que as matrizes M,
M e 7 sao todas diagonais — assim como a matriz I' dos acoplamentos, presente na
expressao de o — e portanto comutam entre si.

Uma vez que Ay é estavel, podemos escolher arbitrariamente a condicao inicial

como ¢(0) = 0. Isso nos facilita a expressao da covariancia Cy(t,t'), que é

on(tft’)C 1ot /
N — T (4! . € O(t7t)7 Set2t7
Gult,t) = 05" O) = { G pericn wioy G10)
onde ,
Co(t,t) :/ ds e~ 055240, (5.11)
0

—Apt

De (A.20), podemos ver que a matriz e é dada pelas matrizes (e=4*)() de

tamanho 2 x 2, que sao neste caso

| S h(p;t S ot
(e—AOt)(]) — 6_775 [COSh(p]t)]IQ + w < +]é m]Cj )] . (512)
Pj —iMy Ty

O processo estocdstico simplificado (5.6) é completamente determinado pela co-

variancia Cy(t,t'), que esta associada a medida gaussiana

o [-4(6,6510)] do
“ " Toxp[-5(6,C;'0)] do

Para calcularmos o fluxo de calor no estado estacionario de nao-equilibrio

du (5.13)

(2.14), precisariamos da medida relacionada a solugdo da equagao diferencial es-
tocastica associada ao problema completo (5.4). Novamente buscamos auxilio no
teorema de Girsanov, que nos dara a medida p do processo completo em fungao da
medida pi¢, acima. Chamando de ¢ a solugao do processo completo e de ¢ a solugao

do processo simplificado, temos que a funcao de dois pontos que desejamos calcular

¢ dada por
. . f ¢u+N (t)(bv (t>Z(t)d/vLC0
U v) = 1 U t v t)dp =1 3 5.14
(urnpo) tggo/so N ()pu(t)dp = lim T Z()dpe, (5.14)
com os indices u,v € {1,..., N}. O fator Z(t) serd apresentado a seguir. Novamente

necessitamos da presenga de ruidos estocasticos atuando em todos os sitios da cadeia,
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a fim de cumprir uma das hipdteses necessarias para o uso do teorema de Girsanov
[29].
O fator Z(t) presente em (5.14) é dado novamente por

Z(t) = exp M(u(s), dB(s)) — %/Ot Hu(s)||2ds] . (5.15)

O vetor u € R?N nos d4 a diferenca entre o processo completo e o processo simpli-
ficado. Adotando novamente a notacao para os indices que foi usada no capitulo 4,
temos que u; =0 e

1 Puilt) = = T04(1). (5.16)
Lembrando que usaremos novamente a notacao de soma sobre os indices repetidos,
no caso o indice j na equagao acima. Comparando as expressoes de u para este caso
(5.16) e para o modelo FK (4.24), vemos que o tratamento do modelo harmoénico é

mais simples. Como

’Y;WdBj = 0,

WdB; = dgi(t) + (Ao)iwdn(t)dt,
temos entao

(u(s),dB(s)) = wi(s)dBi(s) =
= 7 ' Jij0i(5) [dei(s) + (Ao)indr(s)] - (5.17)
Novamente, usando a féormula de It0, teremos
Ji30id¢i = d(Ti jb50i) — Tijbiddy = d(Tijb;0i) — Tijoim; ' djindt.

Por fim, podemos reescrever o fator Z(t) na forma

Z(t)=exp{—FJ<¢<t>>+FJ<¢<o>>— [ s WJ<¢<s>>}, (5.18)
Fy(0() = 768 Ts00(0), ¢ (5.19)
WaG(1) = v 6u()Toym byn(s) + 7 on(5) (AT )adTsdy(s) + (5.20)

505 (8)T507 Tob5).
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Comparando as expressoes acima com as equagoes (4.28) e (4.29), vemos que
sao bastante semelhantes, com a diferenca de que nas equagoes (5.19) e (5.20) néo
ha a presenca de termos anarmonicos, logicamente. Esse fato torna a férmula de
Girsanov para o modelo puramente harmonico mais simples do que a do modelo FK,
mas mesmo assim nao é possivel trabalhar com a expressao completa de Z(t). Entao
devemos trabalhar novamente com uma abordagem perturbativa: consideraremos o
regime em que a interacao entre as particulas vizinhas da cadeia é fraca. A validade
do estudo perturbativo para J pequeno é rigorosamente demonstrada em [64].

Desse modo, expandiremos a férmula de Girsanov em O(.J), obtendo

(puines) 2= Jim (Guin(B)0u(0))g (5.21)
— lim (D (D00(0): Fo(6(0)) — Fx(9(0))),

i (o060 [ Wito(s)))

0

As médias () e (), sdo calculadas, respectivamente, com respeito as medidas p e
ticy- De (5.20), podemos descartar de cara o tltimo termo de W;(¢(s)) da expansao
que estamos considerando, pois 0 mesmo é claramente de ordem O(J?).

Para computar cada termo, usaremos a expansao
Co(t, 1) = e~ MOy 4+ O(e=SH)/2), (5.22)

Seguindo os procedimentos ja feitos no capitulo 4, iremos estudar separadamente

cada termo de (5.21). Primeiramente, temos

T(O) = tlirg <¢u+N(t)¢v(t)>0 = (CO)’LL+N,U = 0. (523)
O termo de fronteira no tempo ¢ sera

T

— Jim (Guen ()8u(0); F(6(1))), = (5.24)

= = lim (Gurn(D0u(0; i) 52— 5(1)) =
— 1— i— 0
Ju,vTv

2C M,
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De maneira analoga, o termo de fronteira no instante de tempo inicial ¢ty = 0 serd
proporcional a e~¢*/2 e portanto serd desprezado no limite de ¢ arbitrariamente
grande que esta sendo considerado.

Para o primeiro termo vindo de W;(¢(s)) , temos

t ..
T3 = lim <¢u+N<t>¢>v<t); / ds i(s) Jig

0 QCz‘_ijmi—NTi—N

n()

0

O procedimento é o mesmo usado para calcular os termos que envolviam integrais
em ds no capitulo 4. Temos

TP = 0. (5.25)

Finalmente, lembrando que
(Ao)ik = Mi—NOi—Nk + Gi-NOi g,

temos o terceiro e ultimo termo da expansao

Jij

- 2C-nm;—NTi_n

x lim <¢U+N(t)¢v(t);/0t ds [M;_ni-n(s) + Cz‘—N¢i(3)]¢j+N(3)> :

0

TS‘” =

Desenvolvendo a média acima, obtemos

1 JuTy M. Jou T M, M,
T® — L Ul I VN (P — - 5.26
J 2Du,v (guMU my, - CUmU ) [C (C +( ) - <mu mv):| ( )
1 Ju,vTv 1 Jv,uTu
- 2Du,v mv (Cu + CU) + 2Du’v mv (Cu + CU) 9

onde D, , ¢ dado por

2
Dy = <% — M”) + (Cu + &) <C% + cuM”) . (5.27)

My My My

Podemos ver claramente que D, , = D, ,,.

)

Portanto, juntando as equagoes (5.21) e (5.23)-(5.26), obtemos

1 Jv uTu - Ju,vTv
(PurNpy) = T + Tffl) + TSZ) + TETB) = D : m (Cu+Go) - (5.28)

)
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Computada a funcao de dois pontos acima, podemos obter o fluxo de calor no estado
estacionario para o modelo puramente harmonico, e consequentemente falar sobre
propriedades da condutividade térmica do sistema e a validade ou nao da lei de
Fourier.

O fluxo de calor no estado estacionario, dado por (2.14), para sistemas com
interacao harmonica é dado por

= lim 72 (o0 - ) (20 4 2280 )

t—o00 m; m
r>j J r

a dedugao da expressao acima pode ser vista com mais detalhes em (4.30). Usando
agora as particularidades do modelo estudado, podemos simplificar a expressao
acima. Primeiramente, sabemos que s6 existe interacao entre primeiros vizinhos
na cadeia, assim a soma em 7 ¢é reduzida a somente um termo: quando r = j + 1.
Além disso, podemos ver de (5.28) que os termos (@;@;+n) € (p;p;j+nN) sdo iguais a

zero. De fato, temos que a média serd
(pipisn) o< Jiy Ty — J;T; = 0.

Note que a expressao acima nao so é nula, como ¢é a diferenca de dois termos nulos,
pois os elementos da diagonal prinicipal de J sdo, nesse caso, iguais a zero (4.10).
Entretanto, mesmo se a matriz J tivesse diagonal nao-nula, ainda assim o termo
acima seria igual a zero.

Chamando de Fj_, ;41 o fluxo médio de energia do sitio j da cadeia para o sitio
7 + 1 no estado estacionario, temos entao que este é dado por

Fijmit1 = % lim {<g0j(t)w> - <<pj+1(t)(pj+—N(t)>1 . (5.30)

para j € {1,..., N — 1}. Mais uma simplificacdo pode ser feita nas médias dadas
pela equacao (5.28): podemos ver de (4.10) que a matriz J é simétrica, portanto
Jup = Juu. Assim, apds algumas contas diretas, temos que

(J5541)% G + G
mimjy1 Dy

Fjmirr = (T3 = Tj4a). (5.31)
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Iremos utilizar agora a condigdo de auto-consisténcia (R;) = 0, juntamente
com o fato de que a energia H; de cada sitio da cadeia ¢ constante no estado
estacionario, i.e. (dH;/dt) = 0. Dado um indice j arbitrario no interior da cadeia,

2 <7< N —1, temos entao
Fjm1—j = Fjmjr -
Segue diretamente que
Firo=Fr3=...=Fn 1. ~n=Fn, (5.32)

sendo Fy o fluxo de energia no estado estaciondrio para a cadeia de tamanho N.
Definindo a constante K; por

o= igt)* G+ G
Tomymyy Dijen

(5.33)

podemos escrever Fy = K,;(Tj41 — 1}), para qualquer valor de j entre 1 e N — 1.

Temos

Tn-T, = K{'Fy, (5.34)
T2 - T3 = KglfN 3

Tn1—Ty = Ky Fn.

Somando todas as igualdades acima, obtemos uma soma telescépica do lado es-

querdo, que nos leva a
Ty —Ty= (K" + K, '+ + Ky ) Fy

Comparando a expressdo acima com a lei de Fourier (1.1), podemos dizer que a

condutividade térmica xy da cadeia de tamanho N sera dada por

RN . 1
N—-1 K7'+K'+. . +Ky, '

(5.35)
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Das igualdades (5.34) podemos ainda tirar o perfil de temperatura que obedece
a condicao de auto-consisténcia: para 2 < j < N, somando as j — 1 primeiras
equacoes, temos
T —Ty= (K" + Ky + .+ K ) Fw,
e da expressao de Fy em (5.35) segue
Ki'+ Kb+ + K Py
T; =T + T (TN -T) . (5.36)
K+ Kyt 4 4+ Ky

Esse é portanto o perfil de temperatura auto-consistente para o modelo puramente

harménico no estado estacionério de nao-equilibrio. Como mostrado em [16], dadas
as temperaturas das extremidades T, e T, este perfil é tinico.

Voltemos ao cédlculo da condutividade térmica (5.35). Para tanto, devemos
computar quanto vale

NfK—l o NZ gy (o — B 4 (G G (Gt + G et
~ e (Vi) G+ G

-1

A expressao acima pode ser complicada de ser tratada. Uma propriedade que ajuda
a calcular o somatoério é que a interacao J é invariante por translagao. Isto quer
dizer, em termos praticos, que Jj 11 = Ji2. Além disso, se escolhermos ¢; = ¢ > 0
para todo indice j da cadeia, teremos que o denominador do termo entre colchetes
na expressao acima serd o mesmo em todas as parcelas do somatoério, facilitando
muito as contas. Justificando essa escolha, podemos dizer que estamos interessados
em meios analiticos de alterar a condutividade térmica do modelo estudado em [16],
onde o contato de todos os sitios da cadeia com banhos térmicos auto-consistentes

nos leva a validade da lei de Fourier. Temos

-1
KN M; M.\’ M; M,

= 2((J A 202 =L 4 I )
N _1 C(J1,2) {Zm]ij[(mj mj+1> +2¢ mj+mj+1

(5.37)

Particulas com mesma massa

Para verificar a confiabilidade de (5.37), vamos usa-la para ver se conseguimos

obter a mesma condutividade térmica de [16]. Este modelo é caracterizado por todas
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particulas terem a mesma massa m; = m, e o potencial local ser o mesmo em todos
os sitios da cadeia M; = M = wi + w?, como discutido na seg¢do 2.4.2. Sabemos

também que a interagao J é definida pelo potencial de interagao V' (¢), e portanto

Ji2 = —w? Segue
_ovg (N-1 2 -1
K IQC(W) MM 422 %+% _
N -1 m2 ‘= m m m m
B 1 wt
- N-—120mM’

portanto temos que o modelo tem condutividade finita com valor

w4

T omM

(5.38)

Se tomarmos m = 1, temos o mesmo valor obtido em [16] no regime de interacao
fraca entre as particulas, como mostrado em (4.51). Vale também, de acordo com
(5.36), que o perfil auto-consistente de temperaturas do modelo em questdo é o

linear, resultado concordante com o obtido em [16].

Massas alternadas

Consideraremos agora o caso em que as massas das particulas m; e/ou o
potencial local dado M; = w? + w? é alternado. Explicando melhor: temos dois
valores de massa m; e msy, e dois valores do potencial M; e Ms, tais que, se j é
impar, entao m; = my e M; = M,;. Caso contrario, se j é par, entao m; = mqy €
M; = M. Continuamos considerando o mesmo acoplamento (; = ¢ > 0 para todos
os sitios.

Nesse caso, podemos perceber que a condutividade dada em (5.37) também
serd facilmente calculada. Note que as constantes K;, presentes no calculo da con-
dutividade térmica e do perfil de temperatura, dependem somente dos valores da
massa m, do potencial M e do acoplamento { nos sitios j e em seu préximo vizinho,

J+1. Uma vez que as massas e os potenciais locais sao alternados e os acoplamentos
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sao constantes, K; = Kj/, quaisquer que sejam j e j' Portanto, temos

N-1

Y KN =(N-1K,

j=1
Assim, a condutividade sy serd independente do tamanho da cadeia, e no limite
termodinamico temos que a condutividade x ¢ finita e vale

o= L) [(%—%)2+2<2 (%+%>]1. (5.39)

mims my mo

O modelo com massas e/ou potenciais alternados com ruidos estocésticos auto-
consistentes obedece a lei de Fourier. Nao é surpreendente o fato da condutividade
(5.39) ser finita, devido a presenga dos banhos em todos os sitios da cadeia. O fato
interessante é que a condutividade passa a ser sensivel a diferenca entre as massas
(ou potenciais), podendo inclusive ser mais sensivel a esse termo do que a média das
mesmas.

A fim de enxergarmos esse fato melhor, vamos supor que todas as massas das
particulas sao m; = 1, somente os potenciais alternam entre os valores M; e M.

Chamando de M o valor médio, M = (M; + M;)/2, temos

B 2w
T (5.40)

Claramente, se M; = M, a condutividade acima reduz-se aquela dada em (5.38). Se
M, # My, e adiferenga | M;— M,| nao for pequena, o termo (M; —Ms)? pode comegar
a influir no denominador de (5.40), alterando consideravelmente a condutividade

térmica do modelo. Analogamente, se M; = My = M, temos

-1
R = 2Cw4 M (m1 - m2)2 + 2{2(m1 + mg) (541)

M 1Mo

De qualquer modo, podemos ver que, em primeira ordem na interacao J, o
perfil auto-consistente de temperatura para esse modelo é o linear. Com efeito, como
j& comentado, todas as contanstes K; possuem o mesmo valor para esse modelo.

Segue de (5.36), portanto

-1
T, =T + j—l(TN -T). (5.42)
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Esse resultado é importante, e serd utilizado por nés no estudo do modelo puramente
harmonico quantico, mostrado no capitulo 6.

Enfatizamos o resultado obtido: quando as massas das particulas m; e a in-
tensidade do potencial local M sao constantes na cadeia, a condutividade térmica
é inversamente proporcional a esses parametros, como pode ser visto em (5.38).
Quando um desses parametros alterna entre dois valores vemos surgir uma nova
dependéncia, como nas equagoes (5.40) e (5.41). Por exemplo, tomando o caso de
duas massas my e mo, vemos que ha uma dependéncia da média das massas e do
quadrado da diferenca das mesmas. Ou seja, caso consideremos um grande “gradi-
ente”de massas |m; — mgy|, vemos que a condutividade térmica pode tornar-se mais

sensivel a essa diferenca do que a média das massas.



Capitulo 6

Modelo harmonico quantico

Neste capitulo continuamos a estudar propriedades da condugao do calor em
modelos microscopicos simples, porém com uma importante diferenga em relagao
aos sistemas estudados nos dois capitulos precendentes: desta vez trabalhamos com
um modelo quantico. O estudo de um sistema quantico justifica-se por si s6: ha um
grande interesse no conhecimento do comportamento de cadeias quanticas em uma
situagao de nao-equilibrio térmico, como por exemplo [49, 68, 69].

Alguns trabalhos analiticos recentes em modelos classicos anarmoénicos em
uma rede A € Z¢ — nao necessariamente em uma cadeia, com d = 1 — investigam a
condutividade térmica no estado estacionario de nao-equilibrio na regiao de baixas
temperaturas. Em [60], os autores indicam a validade da lei de Fourier no modelo
com um potencial local quartico U(q) = Ag*/4 no limite de fraca anarmonicidade, i.e.
A pequeno. Segundo eles, é equivalente considerar a anarmonicidade fixa e estudar o
limite de baixas temperaturas. Os autores nao conseguem um valor explicito para a
condutividade, mas apresentam algumas estimativas. Em [17], o limite de pequenas
temperaturas nao é tomado explicitamente. Entretanto, a fim de calcular o fluxo
de calor no sistema, os autores fazem uma aproximacao: eles assumem que, para
pequenas anarmonicidades, a medida do estado estacionario de nao-equilibrio sera
aproximadademente gaussiana. Segundo as palavras dos mesmos, essa aproximagao
¢ “uncontrolled”. Sabemos, no entanto, que altas temperaturas tendem a fortalecer

o papel da anarmonicidade no sistema, e por isso acreditamos que o estudo [17]

98
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valha preferencialmente no regime de baixas temperaturas. De qualquer modo, os
autores encontram uma condutividade térmica finita e que depende da temperatura
com k o< T2, Além disso, o perfil do inverso da temperatura é linear.

Baixas temperaturas destacam o carater quantico de alguns sistemas fisicos.
Para exemplificar, citamos a supercondutividade elétrica, fenomeno puramente quan-
tico verificado experimentalmente em baixas temperaturas. Desse modo, vemos que
o entendimento de modelos quanticos para a conducao do calor nao é somente de-
sejavel, como de grande importancia, em especial no entendimento do transporte de

energia no regime de baixas temperaturas.

6.1 Cadeia quantica

Assim como o caso classico, o estudo do transporte de energia térmica em
cadeias quanticas tem atraido crescente atencao. Daremos especial atencao ao re-
sultado obtido em [49]. Primeiramente, mostraremos a abordagem que os autores
propuseram para estudar tais sistemas, seguindo o programa de Ford-Kac-Mazur
[70].

Posteriormente mostraremos um resultado obtido segundo essa abordagem,
também publicado em [49], que é o estudo da cadeia quantica puramente harmonica
com reservatorios térmicos auto-consistentes ligados a todas as particulas, sendo
que essas possuem todas a mesma massa. No regime de alta temperatura, o sistema
quantico comporta-se como o seu equivalente cldssico [16]: o sistema obedece a lei
de Fourier, a condutividade térmica é independente da temperatura, e seu valor
é exatamente igual a (2.65), encontrado em [16]. Constrastantemente, no regime
de baixas temperaturas, embora a lei de Fourier seja ainda valida devido ao papel
dos reservatorios auto-consistentes, a condudtividade térmica passa a depender da
temperatura, sendo que esta dependéncia muda com a presenca ou a auséncia do
potencial local harmonico. Vemos que o cardter quantico altera a conducao do
calor em baixas temperaturas, e portanto nao deve ser desprezado na analise desses

modelos.
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6.1.1 Abordagem

Consideraremos uma cadeia de particulas que sera denotada pela letra W,
vinda do termo wire. A principio, consideraremos dois reservatorios térmicos, chama-
dos de L e R, respectivamente left e right. As temperaturas dos dois banhos serao
respectivamente chamadas de T}, e Tg, sendo o caso de interesse quando 17, # Tg.
Ressaltamos que a generalizagao para o caso de mais reservatorios é direta, e sera
feita para estudarmos o modelo ligado a banhos auto-consistentes.

Uma diferenca importante aparece em relacao a abordagem que utilizamos
para estudar a condugao térmica em sistemas classicos, e que foi mostrada no
capitulo 2: os reservatérios térmicos serao modelados por sistemas hamiltonianos, e
nao mais por ruidos estocasticos. O hamiltoniano do sistema, composto pela cadeia
mais os reservatoérios, é

1 1

H = §XTMX+§XT<I>X (6.1)

= }CW+%L+}CR+VL+VR’

onde Hyy, Hy e Hp sao respectivamente os hamiltonianos da cadeia e dos dois
reservatorios; e Vi, e Vi nos darao o acoplamento da cadeia com os dois resrvatorios.

Eles sao dados por

1. . 1
1. . 1

H, = 5X’{MLXLJr§XL<I>LXL,
1. . 1

Hr = §X£MRXR+§XR(I)RXR7

Vi, = XEViXp, Ve= XL VeXg.

As matrizes diagonais reais M, My, My e Mg representam respectivamente as
massas do sistema todo, da cadeia, e dos reservatorios da esquerda e da direita. A
energia potencial quadratica é dada pelas matrizes reais e simétricas ¢, ®y,, P
e Pr; enquanto Vy, e Vi denotam a interacao da cadeia com os reservatorios. Os
vetores X, Xy, X e Xg tém como coordenadas os operadores de Heisenberg X,

cada um deles correspondente ao deslocamento de uma particula; e.g. se o sistema
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completo possui um ntimero N, de particulas, entao X = (X, X, ..., Xn,)?. Por
fim, temos X = M~!'P, sendo P, o operador momento da [-ésima particula do
sistema. As relagoes de comutagao sao as usuais, [X,, P = ihd,,.

Dado o hamiltoniano (6.1) do sistema, a dinamica serd dada pela equagao de
Heisenberg. Todavia, para que os sub-sistemas L e R facam a simulagao de banhos

térmicos, seguiremos o programa de Ford-Kac-Mazur, que tem os seguintes passos:

(i) dividir o sistema no pedaco de interesse, chamado de cadeia ou wire, e nos

reservatérios térmicos,
(ii) resolver as equagoes de movimento dos reservatérios,

(iii) eliminar os graus de liberdade ligados aos banhos térmicos, associando a cada

um deles uma distribuicao de equilibrio a uma temperatura determinada,
(iv) resolver, por fim, as equagoes de movimento da cadeia.

As equacoes de movimento de Heisenberg para o sistema sao :

My Xy = —OwXy — VX, — VX, (6.3)
M X, = -0, X, - VI Xy, (6.4)
MpXp = —OrXp—VEIXy . (6.5)

Faremos as contas a seguir para o reservatorio L, as contas para R serao
totalmente andlogas. Sendo Uy, e €2, respectivamente as matrizes dos autovetores e

dos autovalores ligados aos modos normais do banho L, temos
Ulre Uy =97, UMUL =1y,

onde Ny é o nimero de particulas do banho L. A solucao da equacgao diferencial

linear nao-homogénea para o banho L é

XL(t) = fz_(t—to)MLXL(to)+gz<t—t0)MLXL(t0)—/t dt/gz_(t—t/)ngw(t,), (66)

to
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onde ty é o tempo inicial e
ft) = Upcos(Qt)ULO(t), gf(t) = UL, sen(Qrt)ULO(t),

sendo 6(t) a fungao de Heaviside definida por 0(t) = 0,se t <0, e 0(t) = 1, se t > 0.
Uma expressao idéntica pode ser encontrada para o banho R. Assim, temos que a
equacao de movimento para a cadeia fica

t
MwXW = —(I)WXW + nL + / dt/Vng@ — t/>VEXw(t/) —+ (67)

to

t
+nr +/ dt' Vgt (t — Vi Xw(t),

to

com

m o= -V [ FE(t — )My X 1 (to) + g1 (t — tO)MLXL(tO)] , (6.8)

Nr = —VR |:f;%r(t — tO)MRXR(to) + gE(t — to)MRXR(tO)] .

A expressao (6.7) é uma equagao de Langevin quantica. Para determinar as pro-
priedades dos “ruidos”n; e nmg, assumiremos que no instante de tempo inicial g
cada reservatorio térmico é descrito por uma distribuicao de equilibrio para fonons

a temperaturas Ty, e Tg, e.g. fy(w, 1) = [¢™/F#T0 — 1]71. Temos

h hQ
(XL(to) X1 (to)) = UL—coth< = )ULT,

207 2kpTT,

hQ, Ky g
X (t) XT (¢ > = UpSLcoth [ ok
< £to) X (to) V=g~ co (Qk;BTL> Ui -

<XL to) X7 (t > - U (12h> vt
(XT(to)Xp(t0)) = UL( ;h) ur

Das equagoes acima, podemos determinar a correlagao do ruido n(t) associado ao

reservatorio L

(e(One(t)) = ViU x (6.9)

h hQy, , h .
X [cos[QL(t—t)]E coth (25L> —1sen[QL(t—t)] 200, Ulvy.
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Uma expressao completamente analoga é encontrada para o banho R.
A fim de resolver a equagao (6.7), tomaremos os limites termodinamicos para
os reservatérios e também tqg — —oo. Definimos a transformada de Fourier de Xy (%)
- 1 [t ,
Kwlw) = o- / Xy (6.10)

De maneira similar definimos a transformada de Fourier das demais varidveis en-

volvidas. De (6.7), obtemos
(—w* My + @) X (w) = B} (W) + Z{(W)| Xw (W) + (W) + Arw),  (6.11)

onde ¥z (w) = Vrg; V[, o mesmo valendo para Yg(w). A correlagio dos ruidos,

dada originalmente por (6.9), pode ser escrita no dominio das frequéncias como

(M) + ) = 0w+ Tal) g coth (52 ) L (612)

| —

com ' (w) = Im[%] (w)]. Novamente temos uma relagao similar para o banho R.

A solucao da equagao de movimento (6.7) é

+o0o ~ ]
X (1) = / do X (w)et,

Xw(w) = Gip(@)lic(w) + irw)], (6.13)
onde Gy (w) = [~w*My + O — £ (w) — Tp(w)] . (6.14)

O modo mais simples de computarmos o fluxo de energia no estado estacionario

¢ calculando o valor médio da corrente que vem do reservatério L para a cadeia, i.e.
. +(X) +w . /7 ~ ~
J0 = _ <XVTVVLXL> - / dw / d =it i, <XVTV(w)VLXL(w’)>.
—00 —0o0
Obviamente, existe uma expressao para o fluxo do reservatério R para a cadeia,
J) . No estado estaciondrio, teremos J) = —J@F)  Apds algumas manipulacoes
diretas, obtemos que a corrente média J é

J— /_+°° dw Tr [G (w)T1(w) Gy (w)T R (w)] % [folw, Tr) — folw, Tr)].  (6.15)

o0
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Ja a correlacao posicao-velocidade C' é

L <XWX$V>= (6.16)
— [T L eiraeG ) S o () +

Existem expressoes andlogas para as correlacoes velocidade-velocidade e posicao-
posicao, que sao respectivamente definidas por K = <XWX$V> e P = <XWX$V>.
Todavia, assim como no caso classico (2.14), o fluxo de energia na cadeia para o
modelo com interacao harmonica entre as particulas da cadeia esta relacionado com

a funcao de correlagao de dois pontos posigao-velocidade C'.

6.1.2 Modelo com massas constantes e reservatdorios térmicos
auto-consistentes

Usando a abordagem desenvolvida na segao 6.1.1, os autores de [49] calculam
a condutividade térmica para uma cadeia quantica harmoénica com interacao entre
primeiros vizinhos, com cada sitio ligado a um reservatorio térmico auto-consistente.

O hamiltoniano da cadeia com N particulas pode ser escrito como

N+1
mw

N
m
Hw = Z;xl%—woxl]%—z 5 € (z; — 11-1)* (6.17)

=1 =1

1
“XE Xy + 2XW<I>WXW .

1
2
As particulas da cadeia sao representadas pelo vetor X7 = (z1,...,zy), sendo cada
x; um operador de Heisenberg que descreve o deslocamento da [-ésima particula
da cadeia em relacao a sua posicao de equilibrio. As condig¢oes de contorno sao
de Dirichlet, xy = 0 = zy,;. Todas as particulas da cadeia possuem a mesma
massa m. As constantes de acoplamento entre um sitio da cadeia e seu respectivo
banho térmico serao todas iguais a v > 0, e as temperaturas dos banhos ligados as

extremidades da cadeia serao T} = T}, e Ty = Txr. As demais temperaturas serao
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escolhidas de modo a cumprir a condigao de auto-consisténcia. Dado 1 <[ < N, a
equacao de movimento para a particula [ da cadeia é
B =—2x — 21 — 2p41) — WgSCz — vy + 1, (6.18)

com a correlagao entre os ruidos no dominio das frequéncias dada por

L o)) + (Y (@)) = 22 coth (

2 2 2]{337—2

o ) d(w + W' )opm. (6.19)

Note que agora as equagoes de movimento foram ligeiramente modificadas,
para que tenhamos banhos térmicos acoplados a todos os sitios da cadeia. A I-
ésima particula da cadeia esta ligada entao a um unico banho térmico, e a este
estd associada a matriz de auto-energia ¥ (w), que possui apenas um elemento nao-
nulo: [X(w)];; = iyw. Generalizando a equagdao do fluxo (6.15) para o caso de

varios banhos, temos que o fluxo de energia do [-ésimo reservatério para a cadeia é

Jy = 21/—: dw Tr [G ()T (w) Gy ()T (w))] %[fb(w,:/}) — folw, Tp)),

onde )

Gl (w) = [—&MW + Oy - > T w)| .

com ['j(w) = Im[¥;]. Usando a forma de T, vamos resolver as (N — 2) equagoes
nao-lineares J; = 0, para l € {2,3,..., N —1}. Lembrando que as temperaturas das
extremidades da cadeia sao mantidas fixas em 177 = 17, e Ty = Tr. Consideraremos
também o regime de resposta linear, no qual temos AT = |1, — Tg| < T = (T +
Tr)/2. Expandindo as distribuigoes fy(w,T;) em torno da temperatura média T,

temos

T oT

o B3 9w, T) 2
n=vt [ D S (G ), [ G-, 620
-0 m=1
Podemos perceber que Gy, (w) = Z7!, onde Z = (—mw?Iy + @y + Y, ) é uma
matriz tridiagonal da forma (B.7). Falamos a respeito da inversdo de matrizes
tridiagonais no apéndice B. Da férmula (B.19), temos
senh(la) senh[(N —m + 1)a]
Gy (@)t = 7
senh[(N + 1)a] senh «
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onde

e =2/24 [(2/2)? — 1112, (6.21)

e 2 =2+ w?—w?—iyw é o elemento da diagonal de Z.
Se considerarmos pontos distantes das extremidades da cadeia, i.e. [,m = yN,
onde y = O(1) e 1 —y = O(1), encontramos

6—a\l—m|

(G (@)im (6.22)

" 2senha
onde escolhemos « em (6.21) tal que ar = Rela] > 0. Sabemos de [16] que o
perfil de temperatura auto-consistente para o equivalente classico deste modelo é o
linear. Mais do que isto, sabemos que o perfil auto-consistente é tinico. Nao pode-
mos afirmar sobre a unicidade do perfil auto-consistente para o modelo quantico.
Entretanto, usando a expressao dos elementos de Gy, para o “bulk”da cadeia (6.22),
vemos que o perfil linear
T =Ty + (T~ Ty),
N -1

nos leva a J; = 0, e portanto esse perfil satisfaz a condicao de auto-consisténcia.
Segundo os autores, no entanto, para pontos proximos a fronteira as temperaturas
se desviarao do perfil linear.

Para determinarmos o fluxo do calor na cadeia, poderiamos calcular J; = —Jy
em (6.20). Porém, para tanto deveriamos conhecer precisamente a temperatura
auto-consistente para pontos préximos as extremidades da cadeia. O outro modo

de proceder é calculando a troca de energia entre um sitio [ no “bulk”da cadeia e

seu vizinho [ + 1. De (6.16) e usando o regime de resposta linear, obtemos

Jl,lJ’,l = mwz (xljle) (623)

= _mwgy / +;low w fiw 2cosech2 i
B O 2kpT 2kpT

5" kT { (G ()] Gy (@)1 }

m=1

onde o asterisco denota o complexo conjugado de um nimero. Como esperamos que

no estado estacionario de nao-equilibrio a corrente de calor seja a mesma em todos
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os pontos da cadeia, a escolha de um ponto [ no “bulk”é completamente justificada.

Usando o perfil linear de temperatura e a forma de Gy}, dada em (6.22), temos

+oo 2
y w hw o hw
J = ——— d h 6.24
Smwgﬂi/_ “ |senh a? (ZkBT) cosee (2k3T> (6.24)

o0

N
% E kBTm [efa|lfm|€fo¢ [l+1-m| e @ |l7m|€fa|l+1fm|} .
m=1

Tomando a(w) tal que ag > 0, temos que a condutividade térmica, definida

por Kk = JN/AT, é

vkp / oo p w hw \? L2 hw 1 1
K= —— w cosec — .
16mw?mi J_ senh?ap \ 2kgT 2kgT ) \senha  senha*

(6.25)

Vale lembrar que a expressao acima para x ¢é valida no limite de N grande, pois

usamos a forma dos elementos de Gy, dada em (6.22), obtida nesse limite. Esse
modelo obedece a lei de Fourier, com condutividade térmica finita (6.25). Esse fato
nao ¢ uma surpresa, uma vez que o modelo esa sob o efeito de banhos térmicos
auto-consistentes.

Na regido de altas temperaturas, temos que (fw/2kpT)?cosech® (hw /2kpT) —
1. Esse limite, obtido tomando-se T — oo ou § — 0, é chamado de limite classico,
pois é equivalente a tomarmos i — 0. Sem efetuar as contas em (6.25), podemos
notar que a dependéncia da condutividade com a temperatura 7" estava totalmente
presente naquele termo, logo teremos que x sera indenpendente de T' nessa regiao

de altas temperaturas. Uma mudanga de varidveis de w para a; = Im(«a) nos leva a

= 2kpmw?(2 + v?) /”/2 do; ( sen?(ay) B
0

T 2+ 12)2 —4cos?(a)
1
= 6.26
Y@t 2RA T A (6.26)
com v = wy/w.. Vemos que esse é exatamente o mesmo resultado obtido em

[16]. Podemos concluir que, no regime de altas temperaturas, o modelo puramente
harmonico quantico ligado a banhos auto-consistentes comporta-se exatamente como

o seu equivalente classico.
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Por fim, os autores de [49] analisam a condutividade térmica (6.25) na regiao de
baixas temperaturas. Olhando a dependéncia de k com 7" em (6.25), eles encontram
que k < T% se v # 0, ou seja, caso haja um potencial local harmonico fazendo o
“pinning”nas particulas da cadeia. Caso contrério, se v = 0, temos & oc T2

Primeiramente devemos destacar o fato de x ser dependente de T no regime de
baixas temperaturas, pois esse comportamento nao é previsto no equivalente classico
desse modelo [16], onde a condutividade é constante para qualquer que seja o valor
da temperatura. O outro fato importante é a influéncia do potencial de “pinning” na
dependeéncia de k com T'. Vemos que, mesmo para um modelo ligado a banhos auto-
consistentes que, de certo modo, forgcam a condutividade térmica normal, a presenca
do potencial local, quebrando a conservacao do momento, leva a uma condutividade

menor.

6.2 Cadeia quantica de massas alternadas sob a
acao de banhos térmicos auto-consistentes

No capitulo 5, calculamos a condutividade térmica do modelo puramente
harménico cldssico com massas alternadas [32], e pudemos comparar com o modelo
da cadeia com massa constante [16]. Por (5.39), podemos ver que a condutividade
térmica passa a depender sensivelmente da diferenga entre as massas. Na secao
6.1.2, vimos os resultados do estudo para o equivalente quantico de [16], e pudemos
ver a apari¢ao de uma dependéncia da condutividade x com a temperatura T no
regime de baixas temperaturas, enquanto ha uma concordancia nos valores de
para o modelo classico e para o modelo quantico em altas temperaturas.

Iremos agora apresentar os resultados mostrados em [33], onde estudamos a
cadeia quantica de massas alternadas puramente harmonica, com interagao entre
primeiros vizinhos e sob a acao de reservatorios térmicos auto-consistentes: trata-se
do equivalente quantico de [32]. Aproveitaremos a apresentagao desse nosso resul-
tado para elucidar alguns pontos que podem nao ter ficado claros no decorrer da

secao 6.1.
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A idéia é utilizar também do programa de Ford-Kac-Mazur para estudar o
modelo desejado, e seguir a abordagem apresentada na secao 6.1.2. Como estu-
damos um modelo sob o efeito de banhos auto-consistentes, nao temos apenas dois

reservatorios agindo, como visto em (6.1). O hamiltoniano do sistema é
leor. o 1 1
H = §X MX + §X OX = (6.27)

N N
= j‘CW—FZ}CBi—FZvi ’
1=1 i=1

onde a letra W refere-se novamente a cadeia (wire), enquanto B; refere-se ao banho
térmico ligado ao i-ésimo sitio da cadeia. Cada um dos pedagos do hamiltoniano

pode ser escrito como

1. . 1
Hy = 5X;FVMWXW+5)($Vq1>WXW, (6.28)
1. : 1
Hp, = §X£i Mp, Xp, + EXngiXBi :

Vi - XI?VVBZXBl

Novamente as matrizes M, My e Mp, nos dao as massas das particulas do sistema
todo, da cadeia e de cada reservatério térmico. Analogamente, ® é a matriz do
potencial quadratico entre as particulas do sistema e V; nos da a interacao entre
o 1-ésimo sitio da cadeia e seu respectivo banho térmico. Sendo N, o ntimero de
particulas no sistema todo, temos que X = (X1, X», ..., Xy,)T, onde X; é o operador
posicao da i-ésima particula do sistema. Temos ainda X = M~'P, onde P, é o
momento da r-ésima particula do sistema. Valem as relagoes de comutagao canonicas

(X, P.] = ihd; . Podemos reescrever o hamiltoniano da cadeia

N+1

N
my g myo mo
How = > (GHKE + TOWBXE) + Y (X - Xi)® (6.29)

Diferentemente de (6.17), agora as particulas terao massas diferentes uma das outras.
Em particular, estamos interessados no caso de massas alternadas: m; = my se [
¢ impar, e m; = mg se | é par. Ja mg é uma constante com dimensionalidade de

massa. Assim como no caso estudado na se¢ao 6.1.1, iremos considerar condigoes de
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contorno de Dirichlet, Xqg = 0 = Xy,;. Também adotaremos a mesma constante de
acoplamento v > 0 entre todos os sitios da cadeia e seus respectivos banhos.

Nao é necessario desenvolvermos novamente as formulas para calcular o fluxo
de calor no estado estacionario de nao-equilibrio para este modelo, basta utilizarmos
as expressoes mostradas na secao 6.1.2. As diferencas entre os modelos de massas
constantes e alternadas se darao na expressao dos elementos da matriz Gi, (w).

Inicialmente, devemos determinar o perfil de temperaturas que satisfaca a
condicao de auto-consisténcia: novamente, um bom palpite é o perfil linear, pois,
como sabemos, o equivalente classico deste modelo obedece a lei de Fourier com
o perfil linear de temperatura [32]. Testemos entdo o caso quantico. Para isso,
devemos calcular o fluxo de energia entre o [-ésimo sitio da cadeia e seu banho
térmico. Sendo as temperaturas das extremidades 17 = T, e T = Tg, temos, no
regime de resposta linear onde AT = |T, — Tr| < T = (T, + Tr)/2, que o fluxo de
energia do [-ésimo banho para o seu respectivo sitio é

*  hw? o T) 2
levz/ dw=— ﬁ’w Z\G* i| (7= T, (6.30)

o0

onde fi(w,T) é a distribuicao de equilibrio de fonons a temepratura T
1

folw,T) = o —1 - (6.31)
A varidvel w aparece na transformada de Fourier, como definida em (6.10).
Para o caso de duas massas a matriz Gy}, (w) é
- -1
Gip(w) = |-w*My + Sy — ) zf(w)] : (6.32)
i !
ma
m
My = ’ ,
my
2402 -1
-1 2+ —1
by = mowz ,

-1 2412 —1
—1 2+ 12
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com 1? = w}/w?. Lembramos que as massas assumem valores alternados entre m;

e ma, € que a matriz de auto-energia do [-ésimo banho possui somente um tnico

elemento nao-nulo: (X});; = iyw.

Seja Z a matriz tridiagonal definida por

21 —1
—1 Z9 —1

—1 Z3 —1

com z; dado por

2 .
m; w iyw
z(w) = (2 + 17— —”—) —
Assim podemos ver caramente que

Z—l

+ p—
GW(W ) —

9
[

(6.33)

(6.34)

(6.35)

Para que possamos averiguar as proprideades da conducao do calor no estado

estacionario de nao-equilibrio desse modelo, devemos calcular a inversa da matriz Z

definida em (6.33). Mas, pela equagao (B.30), apresentada no apéndice B, podemos

relacionar os elementos de Z~! com os da matriz Z~!, conhecida para o caso de uma

massa. Defina z(w) = [21(w)22(w)]'/?, e a matriz Z por
z -1
-1 2z -1
z-
-1 2z -1
-1 =z

Usando (B.19), sabemos que

sinh[(N —m + 1)a] sinh(la)
sinh o sinh[(N + 1)a]

sinh[(N — [ + 1)a] sinh(ma)
sinh @ sinh[(N + 1)a]

,sem > 1,
(Z_l)l,m =

,sem <,

(6.36)

(6.37)
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com « dado por

et =

z 2\ 2 z
e
2 2 ¢ =37

112

%)2 1, (6.38)

i.,e. z = 2cosha. Qualquer uma das duas raizes serve a principio, posteriormente

serd escolhida aquela tal que ag = Re(a) > 0.

Calculada a inversa Z~!, sabemos pelo teorema B.13, apresentado no apéndice

(6.39)

B, que vale
-1 ~1
(Z7 hm = am(Z7 im,
(

Z2 ~ .
— ,sel e m sao impares,
21

com ¢y = 21 ~
— ,sel e m sao pares,
Z2

1 , caso contrario.

\

De posse dos elementos da inversa Z—!, podemos calcular o fluxo J; dado em

(6.30). Para [ no “bulk”da cadeia, vale

6—a|l—m|

[G+W<w)]l,m = Cim

onde escolhemos « tal que ar > 0. Defina

—+00

Sl(w) — Z ‘Cl,m‘z |efa\lfm|‘2 (l _

m=—00

2mow? senha ’

(6.40)

m) . (6.41)

Reescreveremos as constantes ¢, de modo que seja mais pratico manipula-las no

computo de S;. Sendo P : Z — {1,2} a fungao paridade, tal que P(l) = 1 se [ é

impar e P(l) = 2 se [ é par, temos

%)

o =1 ose P(l) = P(m), com ¢ = 21
o 1 , caso contrario, )
%)

Importante também sera a propriedade

| o ,seképar,
CLitk =\

, caso contrario.

, se [ é impar,
(6.42)

, se [ é par.

(6.43)
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Usando a forma de [Gi,(w)];.m no bulk e o perfil linear de temperatura, vemos
facilmente que J;  Sj(w). Note por (6.30) que a soma sobre o indice m em J; vai de
1 a N, enquanto a soma em S; é infinita. Ocorre que os termos excedentes em (6.41)
possuem uma contribuicao exponencialmente pequena. Faremos uma mudanca de

variaveis m = [ + k, obtendo

—+00

Suw) o ) flevelPle” ™ Pk — levaPle =P (=8)] -

k=1
Nao consideramos o termo m = [ na soma acima, que seria o termo de k = 0,
pois claramente ele ¢ nulo e ndo contribui no calculo de S;(w). Como podemos ver
da propriedade (6.43), temos que ¢;;— = ¢4k, para todo k € Z. Desse modo,
concluimos que S;(w) = 0, e portanto o fluxo entre sitio e banho é nulo, i.e. J; = 0.
Logo o perfil de temperatura linear é auto-consistente para a cadeia quantica com
massas alternadas.

Determinado o perfil auto-consistente, calcularemos o fluxo de energia do sitio

[ para o sitio [ + 1. No limite de resposta linear temos

2 +00 2
mows:y hw hw
= —— d h 44
JU—H ™ / v (2]{331 ) cosee (2]63] > (6 )

o0

X Z kBTmIm{[G%(W)]z,m[G%(w)]7+1,m} :

m=1
O procedimento para calcular o fluxo acima é o mesmo que foi utilizado para J:
substituiremos a expressao de [Gi(w)];m para [ no “bulk”da cadeia e o perfil linear
de temperatura para 7),. O somatorio presente sera calculado seguindo o método
utilizado para computar S;(w) em (6.41). Para isso, reescreveremos o perfil linear
de temperatura como

m—1

T, =T +——1r —T7).
l+N_1(R L)

Defina F(I,m) = f(l,m) — f*(I,m), com

FLm) = ClnCfag e emer i
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Sejam as somas Sp(w) e S3(w) definidas abaixo por

S(w) = i F(l,m) = i[m,z k) 4+ F(L(I+1)+k)],  (6.45)
Sy(w) = f (I—m)F(i,m) :i[(—k)F(l,l—k)+(k+1)F(l,(l+1)+k)]. (6.46)

Podemos ver de (6.44) que

Jiisr < ASa(w) Ty + /}353(@H :
N -1

onde A e B sao constantes cujas formas exatas nao interessam no momento. Espe-

ramos que no estado estaciondario de nao-equilibrio o fluxo de calor obedeca a lei de

Fourier e seja independente do sitio [ da cadeia. Para que isso realmente aconteca,

devemos mostrar que Sz(w) = 0.

Serd conveniente separarmos Se(w) nos termos de k par e impar. Se k for par,
temos que: ¢k = ¢, Cly1 1414k = Ci41 € Clit1+4k = 1 = C141,—k. Por outro lado, se k
¢ fmpar valem: c¢jjp141 = €, Cip10-k = Cq1 € Gk = 1 = Cy10414% APOs algumas
manipulacoes algébricas diretas, conseguimos ver que a soma sobre os indices k pares

nos da
ea-‘ra*

ar « * * e
5'2p (w) = [(Cz —ap)e™ = (¢ = ¢y)e’ } e2atar) _ 1"

Analogamente, para os k impares temos

Sl'mpar(w) _ [(C —c )6—a o (C* —c )e_a*:| ea-i-a*
2 1 1+1 1 1—1 62(a+a*) ] .
Juntando os termos acima, obtemos

€a+a*

Sg((x)) = [(C[ — Cl+1)<€+a -+ €_a) — C.C.} (647)

e2(ata*) _ 17

onde o c.c. denota o complexo conjugado. Aparentemente temos que Sp(w) # 0,
segundo a expressao acima. Veremos agora que isto nao ¢ verdade, e que temos

Sa(w) = 0 como desejado. Para investigar melhor a equagao (6.47), suporemos
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inicialmente [ impar. Temos que ¢; = ¢; = \/22/21, € ¢141 = ¢2 = \/21/22. Notemos
também que

et + e *=2cosha = 2= 212, .

(1 — i) (¥ + 70 = (\/5—\/71)@_22—21. (6.48)

Assim sendo, temos que o termo entre colchetes em (6.47) é igual a (z2 — 2z1) menos

Portanto

o seu complexo conjugado, ou seja
[(a— )€™ +e %) —ce] =20 Im(zp — 2) .

Entretanto, da equagao (6.34) podemos ver que

my — meo w>
29— = —

Y

my w2
e portanto z_z; é um numero real. Concluimos que

ea—l—a*

So(w) = 2i Im(2, =0. (6.49)

~ ) e 1

Se fosse [ par, terfamos ¢; = ¢ e ¢;41 = ¢1, 0 que mudaria o resultado de (6.48) para
(c—cp1)(et® +e7 %) = 21 — 2.

Portanto vale o resultado (6.49), e assim o perfil linear de temperatura, além de
ser auto-consistente, leva a validade da lei de Fourier. Resta-nos determinar as
propriedades da condutividade térmica.

Uma vez que Sy(w) = 0, entao temos

vkp o0 w hw 2 o [ hw Tp — 17

S S LN h “RTL
Tt { Smow2ri / L “Isinhal? (2kBT) cosech™ | 507 ) Sl

(6.50)

O célculo de S3(w) segue os mesmos passos de Sa(w), porém os termos envolvidos

sao um pouco mais complexos. Apds algumas contas, obtemos
eoc—‘roc*

[62(a+a*)]2 -1

*

Ssw) = =2[(a+as)(e™™ —e ) —cc] + (6.51)

ea—i-a

—-a +o o) B T ——
+ [2016 Cl+1<€ € ) C'C'] e2lata*) _ 1
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Como esperamos que a condutividade térmica seja independente do sitio [ escolhido
para fazermos os calculos, deve existir uma simetria entre [ e [ + 1 na expressao
(6.51). Esta simteria estd explicita no primeiro termo do lado direito da equagao
acima, mas aparentemente nao vale para o segundo termo. Reescreveremos este

ultimo entao como

27 — i (e™™ — ™) —cc] = [(a + ap)e® + e — apet?] —cc.

Para provar que Sp(w) = 0, usamos que (¢; — ¢41)(e™ + e7®) — c.c. = 0, provado

em (6.48). Dai segue
(et + e — et — cpe7®) —c.e. = 0,

portanto temos

(e —cy1e™) —ce. = (quie @ —cet®) —cc. =
1
(e —¢p1e™) —cc. = 5 [(cle_o‘ — e+ ogpe® — cle+°‘)} —c.c.

A expressao (6.51) agora exibe uma simetria entre [ e [ + 1, como era esperado.

Apoés algum exercicio de algebra, podemos reescrever

—senha e (@te®) e~ — senha } e (6.52)

Sg(w) = (Cl + Cl+1) { senhQ(Oé + a*) * 2senh(a + a*)

Consideremos o caso particular em que m; = msy. Olhando para (6.34), notamos
que nesse caso temos z; = zy, logo para todo indice 1 <[ < N, vale ¢; = 1 = ¢41.

Portanto
senha™ — senhao

Sg(bd) =

2
4senh“ap

Substituindo a expressao acima para S3(w) em (6.50), teremos o mesmo fluxo do caso
de uma massa (6.24). Como ja dissemos, a lei de Fourier é vélida para esse modelo,
com o valor da condutividade térmica sendo dada pela expressao entre chaves na

equacao (6.50).
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6.2.1 Efeitos da temperatura na condutividade térmica

Analisaremos a condutividade térmica x do modelo quantico no regime de
baixas e de altas temperaturas, a fim de entender a diferenca entre os modelos
classico e quantico. Para o modelo com massas iguais, como descrito anteriormente,
temos que ¢, = 1 = ¢41, para todo [ € {1,...,N}. Desse modo, temos o fator

presente em (6.52) serd ¢;+¢; 11 = 2. J& para o nosso modelo com massas alternadas,

z Z 21+ 2 z
c,+c,+1:,/z—:+,/z—f:172:2;, (6.53)

onde Z é a média dos valores z; e 2, dada por

temos

21+ 2o :2+V2_1m1+m2w_2_ 1yw
2 2 mo wq mow

z

Para pequenas temperaturas, a principal contribui¢ao para k na equagao (6.50) vem
de w pequeno. Basta notarmos que, quando temos w — 00, o termo cosech?(hfBw /2)

~hBlel - fazendo com que o inte-

comporta-se basicamente como uma exponencial e
grando todo tenda a zero para grandes valores de w. Expandindo z = /212, para

pequenos valores de w, encontramos

Portanto, temos que para a regido de baixas temperaturas, vale
a+cypr =2+ 0wW?).

Assim, em baixas temperaturas, os sistemas com massas alternadas comportam-se
como se fossem um sistema com todas as massas iguais a massa média, (m; +ms)/2.
Explicando esse resultado: as baixas frequéncias (pequenos valores de w) sdo as mais
importantes no regime de baixas temperaturas. Essas frequéncias possuem grande
comprimento de onda, e assim elas nao seriam capazes de distinguir a diferenca entre
as massas entre sitios vizinhos da cadeia.

Ainda na regiao de baixas temperaturas, vamos entender a dependéncia de k
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com T. Temos de (6.50) e (6.52)

2
kB > hw o [ hw
= — d h 6.54
T 16mewni / . ”<2kBT) cosee <2kBT x (6.54)
4mow?i sin? vy cosh ag

v sinh ag[cosh® ag — cos? ag]

Quando T — 0, temos cosech?(hw/kpT) ~ e "«I/ksT ¢ portanto

o0 2 .
ko= 01/ dw( fw ) ¢ /knT _ SlHQOZIQCOShaR
0 2kpT sinh ag[cosh” ap — cos? a;]

= C,h*p3? /OO dwe ™ f(w) | (6.55)
0

onde 8 = (kgT)™!, e C; é uma constante dependente de mg, w?, 7, etc., mas nao de
T ou w. Na sequéncia, usaremos a notagao C para diferentes constantes.
Estudaremos o comportamento assintotico da expressao acima quando 3 — oo

usando o método de Laplace [71]. Seja F(7) uma fungao dada por

F(r) = / g(H)e™0dt,
0

com h(t) > h(0), Vt # 0, K'(0) = 0 e A”(0) > 0, isto é, a funcdo h(t) possui um
minimo em ¢ = 0. Segundo o método de Laplace, o comportamento geral de F'(T)

quando 7 — 00 é

F(1) ~ (0) [#(0)] p— e ™00 G) . (6.56)

Caso tenhamos ¢(0) = 0, podemos obviamente estudar o préximo termo na expansao

acima, e assim por diante. De (6.55), escrevendo u* = w, temos

k=Cp3 /00 du e PP f(u?), (6.57)
0

onde a forma de f é

sen’a; cosh ap

flw) = fu?) =

senha R[cosh2 ar — cos? aj]

A fim de examinar a funcao f(u?) acima, iremos estudar dois casos separadamente,

que sao v # 0 e v = 0. Primeiro o caso com a presenca do potencial de “pinning”,
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v # 0. Da definicao de z;(w) em (6.34), e lembrando que /z122 = 2(w) = 2 cosh a,
temos que analisar o minimo da fungao h em (6.56), que neste caso é h = u?, com
minimo em 0. Segue

2

m w
2coshagcosa; ~ 2+ 1% — — R 2+1/2,
mo W

gl
2w’
moWw,

2sinhagsina; ~ —

onde m = (m; + my)/2 é a massa média. Assim, temos que f(w) ~ Csen’a; =~ u?.
Portanto

K~ 052/ du e M8y = cp? .
0

Ou seja, se v # 0, temos k ~ CT3.

Repetindo essa analise para o caso v = 0, temos

=2
m w
2coshapcosay ~2 — —— ~ 2,
moy W,
2sinh agsina; ~ — W,
mowy,

= sinhap ~ sina; ~ w'/?,

e consequentemente

sin? oy cosh ag cosh ag _1/2
~ ~w e

flw) =

sinh ag[cosh® ap — cos?a;]  sinhag
Logo

K~ C’B2/ du e~ 0 f (u?)
0

0o 5/2
CB3? / du e Myt = 032 (1) :
0

Q

s

Portanto, K ~ CT'? se v = 0. Observamos que a expressio de C, que foi de-
senvolvida do comportamento de f(w) préximo a w = 0, depende de v, mg e
m = (my + mg)/2, mas nao depende da diferenca |m; — my|, para ambos os ca-

sos, v # 0 e v = 0. Percebemos entao que:
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(i) k depende de T no regime de baixas temperaturas, e a dependéncia nesse
modelo de massas alternadas é a mesma do modelo de uma tnica massa:

k~T3sev#0ek~TY? sev=0.

(ii) ao contrario do que ocorre em seu equivalente cldssico [32], a condutividade
térmica desse modelo na regiao de baixas temperaturas nao depende da diferen-

¢a entre as massas, somente do valor médio.

Para a regiao de altas temperaturas, temos que

: hw \° o [ hw
A (kaBT) cosech (2l<;BT) =1

Analisando rapidamente a expressao (6.50) para o fluxo de calor no modelo, vemos

que esta é a unica dependéncia de J com a temperatura. Logo, para altas tem-
peraturas, temos que a condutividade térmica ¢é independente de T', concordando
com o resultado classico. Nao obtemos uma expressao exata para a condutividade
nessa regiao, mas uma analise rapida, no entanto, nos mostra que x dependera da

diferenca das massas, como sabemos acontecer no caso classico [32]. Temos que

mg—m1w2 mg—mlwz 1/2
R IR L B

2m0 w_g 2m0 w_g
1/2
o _9 mo — TNy w2
B 2my  w?
Segue que

z my —my w?\? 1 e

2 =2{1- (=22 ) 5 . 6.58
neesy < 2my w?) i (6.58)

Como estamos no regime de altas temperaturas, a expansao do termo acima en-
volvera ordens maiores de w do que aquelas que foram consideradas na regiao de
baixas temperaturas. Assim temos indicios de que, no regime de altas temperaturas,
o modelo aqui estudados comporta-se como seu equivalente cldssico [32]. A condu-
tividade térmica é independente da temperatura T e ird depender de (mg — my)?,

como pode ser visto em (6.58).
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Conclusao

Nesta tese, estudamos principalmente propriedades da condugao térmica em
sistemas fisicos fora do equilibrio através de modelos hamiltonianos microscopicos
simples. Para modelos classicos, partimos das equagoes diferenciais estocésticas
que simulam o contato do sistema com reservatorios térmicos, e entao construimos
um formalismo integral que nos permitiu calcular as fungoes de correlagao do mo-
delo, que estao ligadas aos objetos de nosso interesse, e.g. o fluxo de calor no sis-
tema. Mostramos que quando todos os ruidos estocéasticos atuantes no sistema téem
a mesma intensidade, simulando o contato com banhos térmicos a mesma tempera-
tura, essa abordagem nos leva a distribuicao de Boltzmann-Gibbs para o equilibrio,
como esperado.

Quando o hamiltoniano do modelo proposto possui uma anarmonicidade em
seus potenciais, vemos que essa abordagem ainda nao nos permite estudar dire-
tamente o problema, pois ainda nao é conhecido um método geral para obtermos
solucoes de uma equacao diferencial estocastica nao-linear. Assim sendo, resolve-
mos a parte harmonica simplificada do modelo em questao, e usamos o teorema de
Girsanov, importante ferramenta do calculo estocéstico, para recuperar a agao dos
termos inicialmente desprezados.

No capitulo 3 usamos essa abordagem para estudar a taxa de relaxacao tem-
poral da fun¢ao de dois pontos de modelos puramente harmonicos com dinamica dis-

sipativa ou conservativa. Em ambas dinamicas, vimos que no caso da convergéncia

121
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para o equilibrio a taxa de relaxacao é independente da temperatura para a qual
o sistema esta convergindo. Para a convergencia para o nao-equilibrio no entanto,
vimos que as diferentes temperaturas afetam a taxa de relaxagao temporal, contras-
tando com o resultado anterior.

No capitulo 4, objetivamos entender a seguinte questao: a presenca de qualquer
anarmonicidade é suficiente para termos a validade da lei de Fourier? Para tanto, es-
tudamos os efeitos da anarmonicidade em um modelo similar ao Frenkel-Kontorova,
que possui um potencial local anarmoénico limitado (U(g) = A(1 —cosq)) e pequeno.
Obtido o formalismo integral para esse modelo, uma expansao em primeira ordem em
A nos revela que uma anarmonicidade fraca nao altera a condutividade térmica desse
modelo. Desse modo, inferindo o comportamento da conducao de calor quando os
banhos térmicos atuam somente na extremidade da cadeia, vemos que nosso modelo
comporta-se como o puramente harmonico, possuindo uma condutividade térmica
infinita no limite termodinamico.

No capitulo 5 abandonamos momentaneamentea tentativa de obtencao da lei
de Fourier através de primeiros principios, e voltamo-nos para o estudo de pro-
priedades da condutividade térmica em um modelo que sabidamente conduz calor
normalmente. Tomamos como ponto de partida o modelo puramente harmonico
sob a agao de reservatérios térmicos auto-consistentes [16]. Estudamos o efeito da
alteracao de alguns parametros do sistema, que sao a massa das particulas da cadeia
e/ou a intensidade do potencial local em cada sitio, na condutividade térmica desse
modelo. Em particular, para o caso em que as massas alternam-se entre dois valo-
res distintos, vemos que a condutividade torna-se bem sensivel a diferenca entre as
massas. Assim sendo, talvez a maneira analitica mais eficaz de alterarmos a condu-
tividade térmica desse modelo nao seja mudando a massa das particulas, mas sim
alternando as mesmas.

Por fim, no capitulo 6, focalizando a questao da importancia de uma descri¢ao
quantica na analise em baixas temperaturas, estudamos a condugao do calor em uma
cadeia quantica puramente harmonica sob a acao de reservatérios auto-consistentes.

Dessa vez a abordagem é diferente: os banhos térmicos sao modelados também por
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sistemas hamiltonianos, conforme o programa de Ford-Kac-Mazur. Para o caso de
uma massa apenas [49], é sabido que no regime de altas temperaturas esse modelo
comporta-se como seu equivalente cldssico [16]. J& no regime de baixas tempera-
turas a condutividade térmica passa a depender da temperatura, mostrando assim
uma propriedade exclusiva do caso quantico. Seguindo a abordagem proposta em
[49], estudamos o modelo quantico com massas alternadas: para a regido de baixas
temperaturas, a condutividade térmica também depende da temperatura como o
modelo de uma massa apenas. Porém, x nao depende da diferenca das massas,
caracteristica marcante de seu equivalente classico [32]. Por outro lado, no regime
de altas temperaturas, a dependéncia da condutividade com a diferenga das massas
reaparece e some a dependéncia de k com T, indicando que o sistema quantico nessa

regiao comporta-se como seu equivalente classico.

Préximos projetos
Listamos abaixo alguns de nossos futuros projetos de pesquisa:

e Pretendemos investigar mais a fundo a influéncia da anarmonicidade na condu-
¢ao do calor em modelos microscopicos simples. Para tanto, podemos conti-
nuar utilizando a abordagem atual, que consiste na solucao da parte harmonica
do problema, e trabalhar perturbativamente com a anarmonicidade, porém

considerando expansoes em ordens mais altas desses termos.

e Como vimos no capitulo 3, a abordagem desenvolvida pelo grupo permitiu
que estudassemos a taxa de relaxacao temporal da funcao de dois pontos de
modelos hamiltonianos. Recentemente, a conducao de calor durante a con-
vergéncia de sistemas para o equilibrio tem sido pesquisada [12]. Podemos

usar o formalismo apresentado nessa tese para estudar essa questao.

e Reafirmando o que dissemos no texto, a alteragao analitica da condutividade

térmica pode nos dar suporte para o estudo de retificadores térmicos.
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e Seguindo a abordagem de [49] fomos capazes de estudar a cadeia quantica pu-
ramente harmonica com massas alternadas. Desejamos estender o formalismo
estocastico para modelos quanticos, para que possamos estudar sistemas sob

a acao de potenciais anarmonicos.



Apeéendice A

Célculo de e 4ot

Iremos apresentar nesse apéndice a obtencdo de uma expressao para e 0!,

necessdria para calcularmos a covariancia (2.26) de um modelo puramente harménico.

Seja entao Ap uma matriz real 2N x 2N, representada por

Ao = < N _f’?_l ) , (A1)

onde M, M e I' sao matrizes diagonais N x N, cujos elementos sao: IM; ; = m; > 0,
M;;i=M;>0el;; =¢ > 0. A idéia bésica ¢ separar a matriz Ay dada acima
em N partes de tamanho 2 x 2, definidas por
-1

Aé”:(z\% _ZJ' ) j=1,...,N. (A.2)
Veremos a seguir que a diagonalizagao de (A.1) é facilmente obtida se soubermos
diagonalizar a matriz (A.2), sendo que essa tltima é facilmente diagonalizével por
tratar-se de uma matriz 2 x 2. Intuitivamente, este é um resultado que nao sur-
preende, pois a matriz Ay dada em (A.1) aparece pela primeira vez nesse texto na
secao 4.2.1, onde estudamos o modelo de Frenkel-Kontorova resolvendo o problema
inicial em que os NNV sitios da cadeia estao isolados uns dos outros. Desse modo, pode-
mos tratar cada sitio ligado a seu respectivo banho térmico como um subsistema
completamente isolado dos demais, e sua dinamica teria uma evolucao temporal
dada por uma equagao como (2.20), com a matriz A(()j ) acima descrevendo a parte

deterministica da dinamica.
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Pretendemos encontrar os 2NN autovalores da matriz Ay e a matriz P que
diagonaliza essa mesma matriz. Para comecar, tomemos o caso mais simples em

que N = 1. Para encontrarmos os autovalores de A, basta resolvermos o polinémio

caracteristico
—a —m™! 5 M
O—det(Ao—aHZ)—det<M (—a)_a _COH_E' (A.3)
Trata-se de uma equagao de segundo grau em «, cujas raizes sao
) 1/2
M
at = g + p, com p = [(%) — E] : (A.4)

Podemos observar que, se ( > 0, entao a matriz Ay sera estavel. Com efeito,
se ¢ > 2(M/m)?, entdo temos que 0 < p < (/2, logo os autovalores a® sdo
nimeros reais estritamente positivos. Caso contrério, se ¢ < 2(M /m)l/ 2 entao p

+

¢ um nuamero imaginario puro, logo a™ sao numeros complexos, cuja parte real é

estritamente positiva e igual a (/2.

Outra conta simples nos revela os autovetores de Ay

v = ( _]\Of ) , (A.5)

que sdo tais que AgvT = atv*. Assim sendo, a matriz P formada pelos autovetores

vt de A,
—at —a-
r=( ) (A6)

_ 1 -M —a
P1:2p_M<M - ) (A7)

¢ a matriz que diagonaliza Ay. Isto é, temos que P~1AqP = Ay, onde Ay é a matriz

cuja inversa €

diagonal
o

-0
we () s
Passaremos agora para o caso em que N = 2. O polinomio caracteristico de

Ap nesse caso é
—a 0 —my! 0

0 —« 0 —my?
M, 0 (-« 0

0 M, 0 (—«

0= det(Ao - Oé]l4> = det (Ag)
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O polinomio caracteristico acima é uma equacao de quarto grau em «. Podemos
induzir que, para N € N qualquer, teremos uma equagao de grau 2N em «, o que
tornaria a solu¢ao impraticdvel, ndo fosse a forma especifica da matriz Ay em (A.1).
O desenvolvimento do polindémio caracteristico dado em (A.9) nos dard uma idéia
de como proceder para o caso geral. Desenvolvendo o determinante em cofatores

pela primeira linha, obtemos

—« 0 me 1 0 —a me
det(A() - 04]14) = —adet 0 Cl — 0 — —det M1 0 0
M2 0 Cl — m1 0 M2 CQ —

Desenvolvendo cada um dos determinantes acima na segunda linha, temos

B B o —My % - —M2 _
det(Ag — aly) = o« (1)det(M2 C—Oz)+m1det(M2 C—Oé)_

_ My —a —my ) _
= [a(a_<1)+ﬁl]det(M2 (—a>_
= det(AY — aly) det(AY — all,).

A equacao acima nos mostra que o polinomio caracteristico da matriz Ay de tamanho
4 x 4, é simplesmente o produto dos polinomios caracteristicos das matrizes Aél) e
Aé2), ambas de tamanho 2 x 2, como definidas em (A.2). Assim sendo, os quatro
autovalores de Ay sao

1/2

2
e Gy m]” w10

ay =5 05 Compa:[(? m,

para j € {1,2}. Vale a condigao de estabilidade da matriz Ay, como no comentario

feito logo apds a equacao (A.4).

Segue diretamente de (A.5), que os autovetores de Ay nesse caso sao

. Al
() (A1)
Assim como a matriz Ag, quando N = 2, pode ser separada nas matrizes A(()l) e

A(9), a matriz P que diagonaliza Ay também podera ser separada em matrizes PO



Apéndice A. Caélculo de e 4ot 128

e P definidas por (A.6). Para deixar bem claro, temos

—af 0 —a; 0
0 —af 0 -y
M,y 0 M, 0

0 M, 0 M

p= (A.12)

A sua inversa P~! também serd obtida de maneira andloga. Assim segue

a; 0 0 0
0 oy 0 0
0 0 of O
0 0 0 of

A(] = PilA()P =

Nao apresentaremos o passo de indugao aqui, mas podemos ver que o resultado
anterior vale para o caso com N arbitrério. Isto é, se Ay é dada por (A.1), entdo

seus 2N autovalores sao

N 1/2
+ ¢ ¢ M;
a; =2+ p;, com p; = (—) - —= , (A.13)
72T ! [ 2 m;
para j € {1,..., N}. Mais uma vez obtemos que, se (; > 0 para todo indice j, entao

a matriz Ag é estavel. As propriedades apresentadas a seguir serao usadas em breve

af +a; = G, (A.14)
aof —a; = 2p,
M.
- M 4
Oszzj = E, \V/‘]G{l,,N}

J

A fim de provar o argumento anterior para N arbitrario, vamos usar a seguinte
notagao para os indices: j € {1,...,. N}, i € {N+1,...,2N} ek € {1,...,2N}.
Assim, a matriz Ay definida por blocos n x N em (A.1) tém elementos dados por

(Ao) = 0 (A0> i = —m 6]1 _ (A15)
(Ao)ij = Mi_n0i—nj, (Ao)iir = Ci-NOiar

Seja a matriz P dada pelos elementos

Py = —a; 65, Piy=—a;0s n, (A.16)
sz’ - i—N(;i—N,j’a Pz i = i—N(;i,i’a
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cuja inversa P~! tém como elementos

(P™Y);, L 850 (P 1)jw=— % 0ji—N, (A17)
2p; 2pjM;
1 al
P Yiyp=c—0i Ny (P Njy=—0 G0
( )J,J 20N N,j ( )37 20iNMi_n "

Alguma contas simples nos mostram que P~' definida por (A.17) é realmente a
inversa de P definida em (A.16), ou seja, PP~! = PP = I,y. Afirmamos que
P diagonaliza Ay, ou seja, Ay = P~'AgP é uma mtriz diagonal. Checaremos essa

afirmagao calculando os elementos da matriz Ag. Temos

2N

(Ao)jjr = D (P7)u(A0)kp Py =

k=1

= QXN: —ifs‘k - a—;(S'k—N (Ao (=i + My_nOp_ny) =
20; 77 2p;M; ’ ! !

k=1

—_ + —
20;my;  2p;  2p; 7 )

1M o7 .
= — | —+a o G050 == (2aF — () 0550 = i 0,
2, (mj Ty Ay oy CJ) 7' 3, (20 = ) 8150 = 05 05,

Procedendo de maneira analoga, encontramos
00— _ ot
(Ao)jir = 0= (Ao)iy, (Ao)ii = a;_n0iir

Provamos portanto que a matriz P, definida em (A.16), diagonaliza a matriz A,
(A.1), obtendo a matriz A, dos autovalores (A.13). Mais do que isto, mostramos
que a forma simples de Ay nos permite trabalhar com as matrizes 2 X 2 que sao:
A(()j), PU) e sua inversa (P~")V), e a matriz diagonal A((]j), dada por
G _ (o 0
A ( 0 aj > . (A.18)
Uma vez que ja diagonalizamos a matriz Ay, vamos ao que realmente interessa:

Ao

o calculo de e, Iniciaremos pela matriz diagonal Ay = P~1AP, pois matrizes

diagonais possuem diversas propriedades que facilitam as contas. Para comecar,
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dadas duas matrizes Dy e Dy diagonais de mesmo tamanho n X n, o produto D;D-
¢ também matriz diagonal, com (D1Ds);y = (D1)1i(D2)ii6r. Consequentemente,
dado p niamero natural, a p-ésima poténcia DP de uma matriz diagonal D tem como
elementos (D?);y = (D;;)Pd;r. Definindo entdo a exponencial da matriz diagonal

D, eP, como sendo a matriz dada pela série de Taylor

o0 m
eD:Hn+Z%7

m=1

podemos rapidamente concluir que a matriz e” é diagonal, com

(P = ePHéy

Em palavras, a matriz e”

exponencial de uma matriz diagonal D, é também diago-
nal. Os elementos da diagonal de e” sdo as exponenciais dos respectivos elementos
da diagonal de D. Usando as propriedades rapidamente descritas, vemos que ¢é facil

obter uma expressao para e~ ot

, uma vez que esta é uma matriz diagonal. Como
foi comentado anteriormente, podemos simplificar mais ainda o problema, tratando
apenas da matriz quadrada de ordem 2, A(()j ). Denominando sua exponencial de

7). temos

—a t . +p,t
—Aot\ (4 o e J 0 . ,Cit e’ 0
S ( 0 e%”>_€ 2 ( 0 e‘pf’t>

¢
= e*%t[cosh(pjt)]b + Senh(pjt)(fz], (A'lg)

(10
UZ_O—l'

Logo, de (A.19), podemos obter diretamente a matriz e~*°! de ordem 2N. Mas que-

efAéj)t — (e—Aot)(

onde o, é a matriz de Pauli

remos uma expressao para e~ ', Por conveniéncia, calcularemos a matriz (e=40t)0),

de ordem 2. Inicialmente, sabemos que
A(()j) — (P*l)(j)Aéj)p(j) - A(()j) _ p(j)A(()j)(Pfl)(j).
Assim, temos

(A5")? = [PUAT (PHIPDAG (P~H)D] = PUAF (P,
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Indutivamente é facil provar que
(AGY = pD(ADY(P)D)| v e N.
Da definicao da exponencial pela série de Taylor segue
(G—Aot)(j) - p(j)(e—Aot)(j)(lD—l)(j)'

Notamos aqui que todas as expressoes obtidas acimas sao validas para as matrizes

de tamanho 2N x 2N. Usando as formas de PU) e (P71)W  de (A.19) obtemos

, , 8] -
(e 1)) = exp <—%t) [cosh(Pjt)Hz + %w ( _3\/[ ﬂ_ljg_]l )] - (A20)
j

J 2

Para deixar claro: dados os indices 7,1, tais que 1 < 5,1 < N, os elementos da matriz

et sdo:
(e, = 61 exp (—Qt) |:COSh(pjt) + isenh(pjt)] ,
2 2p;
Ay _ 5 _Gy) .
(€ )juen = 0 exp( 2t mjpjsenh(PJt)a
(") jing = 01 exp (-Qt> (—%> senh(p;t),
2 Pj
(e jiNnien = dj; exp (—%t) [cosh(pjt) - QC—;senh(pjt)] . (A.21)
j



Apeéendice B

Inversao de matrizes tridiagonais

Apresentaremos alguns topicos no que diz a respeito da inversao de matrizes
tridiagonais. A inversao de tais matrizes é um ponto importante no estudo da
conducao do calor no estado estacionédrio de nao-equilibrio para modelos quanticos

puramente harmonicos, como discutido no capitulo 6.

B.1 Caso geral

Como ponto de partida, apresentaremos o teorema demonstrado em [72], onde
é apresentada a inversao analitica de uma matriz tridiagonal geral. Uma matriz de
tamanho n x n é dita tridiagonal se possui a seguinte forma:

bi ¢
ay by ¢

Ap—1 bn—l Cn—1
an bn
onde aj, b; e ¢; sao ntimeros reais. Os espagos em branco na matriz acima sao todos
iguais a zero.
Suponha que det A # 0. Entao, como bem sabemos, a matriz A é invertivel.

A expressao da inversa A~! ¢ dado pelo teorema B.1, apresentado a seguir. Antes
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disso, porém, definiremos a relacao de recursao
2i = bjzi1 — a;¢i_12_0, comi=223,...n, (B.2)
e zo = 1, z; = by. Definiiremos também
Yj = bjyj11 — @j41Ci2j40, comj=n—1n—2...1, (B.3)
€ Yni1 = 1, Yp = by.

Teorema B.1 Seja a matriz A de tamanho nxn definida pela equagio (B.1) tal que

det A # 0. Entdo a matriz A € invertivel, e chamando seus elementos (A™Y);; = ¢,

temos .
Zj—2 Yj+2
Djj = (bj —ajCi1 T = A ) , (B.4)
Zj—1 Yj+1
para j=1,...,n,ea; =c,=0; e
Zi—1 . .
=G ; Giy1j , se1 <],
. (B.5)
" —ai£¢i—1,j , sei > j.
(]
Demonstracao: Prova do teorema 2.1 da referéncia [72]. [

Segue diretamente o corolario a seguir

Corolario B.2 Sob as mesmas condi¢oes do teorema B.1, os elementos da matriz

inversa (A1) ; = ¢;;, podem ser escritos por (B.5) e

j—i

i <i—1 . .

(—1) (H Cjk) T¢” , se i < j,
k=1 !

i
¢ij = i ) (B.6)
(—1)1_] (H aj+k> il¢j,j , se 1> 7.
i} Yj+1
Demonstracao: Basta aplicar (B.5) indutivamente. [ |

O corolério B.2 permite-nos encontrar uma expressao analitica para a inversa
de uma matriz tridiagonal geral (B.1). Entretanto, para uma matriz A muito geral,

as relagoes de recursao (B.2) e (B.3) devem ser calculadas uma a uma. Isto significa
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que o resultado apresentado no corolario B.2, embora de grande utilidade computa-
cional, pode nao ser muito pratico do ponto de vista analitico. Consideraremos
nas secoes seguintes dois casos particulares da matriz tridiagonal, que sao ligados a

alguns modelos estudados.

B.2 Mesma massa

Mostraremos uma expressao para a matriz inversa A~! considerando o caso

particular em que b; = b e a; = ¢; = —1. Ou seja, a matriz A pode ser escrita como
b -1
-1 b -1
A= _ (B.7)
-1 b -1
-1 b

O conhecimento de resultados ligados a matriz acima nos fornece propriedades da
condugao do calor em uma cadeia puramente harmonica, com particulas de mesma
massa, mesmo potencial local em cada sitio e interacao entre primeiros vizinhos
invariante por translacao. Citando exemplos ja explicados nesse texto: para a cadeia
classica com banhos térmicos auto-consistentes [16], os autores precisam diagonalizar
a matriz A acima para obter o fluxo de calor no estado estacionario. Por outro lado,
para estudar o modelo quantico, é necessario inverter essa mesma matriz.

Podemos perceber inicialmente que as relagoes de recursao (B.2) e (B.3) tomam

uma forma muito simplificada

—~
o8]
co

~—

zi = bzi1—2z_9, comi=2,3,...,n, e

—~
w0
=)

~—

yi = byj;1 —yYjpe, comj=n—1n—-2,..., 1
Mais uma vez usamos as defini¢oes zp = 1 = y,11 € 21 = b = y,.
Essa forma especial de A faz com que as expressoes para os elementos ¢; ; de
sua inversa, caso exista, fiquem bastante simplificados. Diretamente de (B.4), segue
que a diagonal de A~! é dada por
-1
Z . .
gbj,j_(b—ﬂ—g—@) Cparaj=1,2,...,n. (B.10)

Zj—1 Yj+1
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De (B.6), os demais elementos de A™! sdo

j—i
i—i Zi—1 Zi—1 . .
(—1) (H(—l)) bjj = :%j ,8e 4 < j,
i

k=1 Zi-1
DD ) e, = =gy, Lsei>
11 TP AR CE

Mas, na verdade, podemos reduzir as duas relagoes de recursao (B.8) e (B.9)
em apenas uma, simplificando ainda mais as expressoes de ¢; ; acima. Isso ¢ visto

no lema a seguir

Lema B.3 Dado j € {1,...,n+ 1}, temos que

Yi = Znt1-j, (B.12)
onde z; e y; sao dados por (B.8) e (B.9), respectivamente.

Demonstragao: A demonstracao ¢ direta: defina x,1,_; = y;, para 1l < j <n+ 1.
Assim, temos que 0 < n +1—j <n, logo os indices de z,,4+1_; e de 2; assumem os

mesmos valores. Ademais, temos as “condigoes inicias”

To = Tpyl-(n+l) = Yny1 = 1 =20, €

Ty = Tpyin=Yn=b= 2.
Por fim, para 2 < i < n, segue
T = Tpil—(n+1-i) = Yn+l—i = OY(nt1-i)+1 — Ymr1-i)+2 = bTio1 — Ti—a.
Portanto, a relagao de recursao para z; ¢ a mesma de z;, logo
2 = Ti = Ynt1—i, OU Yj = Zny1—j-
[ |

O lema acima nos ajuda a simplicar as férmulas para os elementos ¢;; da

matriz inversa A~!. Temos
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Teorema B.4 Sejam A a matriz definida em (B.7), e z; dado pela relagdo de

recursao (B.8). Se det A # 0, entao A € invertivel, e os elementos da inversa
(A_l)iyj = (bi,j $a0

-1
Zj=2 _ An—j)-1
G5 = <b i P ) 5 (B.13)
‘ Zi—12n—j . )
, se 1 <],
O A A v G L o (B.14)
, se > 7.

Zj=1%(n—j)+1 — Zj—-2%n—j
Demonstragao: A expressao do elemento da diagonal ¢; ; ¢ demonstada diretamente
do uso de (B.10) com o resultado (B.12), obtido no lema B.3. Para i < j, temos de
(B.11) e (B.13), que

-1 -1
Zi—1 Zji—2  Yj+2 Yi+2
Gij = (b - = zi—1 | bzj—1 — zj—2 — 2j1 =

Zj-1 Zji—1  Yi+1
Zi—1Yj41
)

ZiYj+1 — Zj—1Yj+2

Na segunda igualdade, usamos que bz;_1 — 2j_2 = 2;. Usando o resultado do lema
(B.3), obtemos a primeira igualdade em (B.14). A demonstracdo para i > j é

completamente analoga. |

Corolario B.5 Sob as condi¢oes do teorema B.J, podemos reduzir as equagoes

(B.13) e (B.14) para

Fiz1Eny sei < j
7 E— )
2iZp—i — Zi—1Z(n—)—
bii = JAn—j — Zj=17(n—j)-1 (B.15)
,J Zj—1”n— . .
j n—i >
, 81> 7.

Zj—1%(n—j)+1 — #j—2Zn—j
Demonstragao: Da expressao (B.13) para ¢, ;, temos

Zj—1%n—j
Gjj = =

sz—lzn—j — Zj—2&n—j — Zj—1”4n—j—1

Zj=1%n—j Zj=1%n—j

(b2j-1 — 2j-2)2n—j — 2j-12n—j-1  ZjZn—j — Zj—1Zn—j-1

)
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que é idéntica a primeira expressao em (B.14), logo podemos estender a validade
desta de 7 < j para ¢ < j. Analogamente, poderiamos ter escrito,
Zj—1%n—j Zj—1%n—j

bjj = = ;

ijl(bznfj - anjfl) — Zj—2”n—j Zj—1Zn—j+1 — Zj—2”n—j

e assim podemos estender a segunda expressao em (B.14) de i > j parai>j. W

Ainda assim, podemos deixar as expressoes para ¢; ; mais simples e melhores
de tratar analiticamente. Para isso, o lema a seguir relacionara o determinante de

A com 0s nimeros z;.

Lema B.6 Sejam ¢ um numero natural tal que 2 < i <mn, e AD g sub-matriz de A
de tamanho ixi com a mesma forma dada por (B.7). Chamando de D;(b) = det AW,

e definindo Do(b) =1 e D1(b) = b, entao vale a relagao de recursao
Concluimos entdo que D;(b) = z;, Vi € {0,...,n}.

Demonstracao: Para i = 2, temos

Da(b) = det ( _”1 ‘bl ) — b2 — 1 = bDy(b) — Dy(b),

logo a relagao (B.16) vale. Supondo ela valida para 2 < k < n — 1, demonstremos o

passo de inducao. Para ¢ = k + 1, temos por definicao
Dk+1(b) = det

Desenvolvendo o determinante acima por cofatores na primeira linha, podemos clara-
mente ver que
-1 -1

0 b -1

Dk+1(b) = ka(b) + det . . . s
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onde a matriz acima tem tamanho k X k. Desenvolvendo o determinante acima
novamente em cofatores, desta vez porém na primeira coluna, obtemos a equagao

(B.16). ]

De acordo com o lema B.6, podemos substituir entao z; por D;(b) nas ex-

pressoes obtidas para os elementos da matriz A1,

Teorema B.7 Sob as condigoes do lema B.6, vale

_ senh[(i + 1)/

D;(b
() senh o

, Vie{0,...,n}, (B.17)
onde o € dado por qualquer uma das duas solucoes de

e =b/2+[(b/2)* — 1]*/? (B.18)
sendo que qualquer um dos dois serve.

Demonstragao: A equagao (B.17) é uma equacao de diferengas, que nos lembra uma
equacao diferencial de segunda ordem com coeficientes constantes. Chutaremos duas

+a

solugoes: D;(b) = ¥, com « a ser determinado. Para D;(b) = ™, temos da relagao

de recursao (B.16)
eon' _ bea(ifl) _ ea(ifQ) = 6204 — be® +1=0

Resolvendo a equagao de segundo grau acima, obtemos (B.18). O procedimento é
completamente andlogo se comegassemos com a solucao D;(b) = e~ levando ao
mesmo resultado. Assim, D;(b) = cye™ 4+ c_e™® com os coeficientes ¢y e c_ a

determinar. Para i =1 e i = 2, temos

b= Di(b) =ce™™+ce
VP — 1= Dy(b) =cpe™ 4 c e

Temos entao um sistema de duas equagoes para c; e c_, cuja solugao é (B.17). W

Observagao: Obviamente, a equacao (B.17) poderia ter sido obtida direta-

mente para z;, sem a necessidade de termos falado na igualdade entre as relagoes
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de recursao de z; e D;(b). Todavia, o determinante é sempre uma grandeza carac-
teristica de matrizes quadradas, e iremos obter os elementos da inversa em funcao
dos determinantes das sub-matrizes derivadas de A.

Estamos prontos para demonstrar a forma final dos elementos de A~!.

Teorema B.8 Seja a matriz A de tamanho n x n definida em (B.7). Supondo que

A seja invertivel, entao vale

~1(0)D,,_;(b) _ senh(ica) senh[(n — j + 1)a]

= < 9
(A7) = D, (b senh[(n + 1)a] senh o pset=J (B.19)
b D;_1(b)Dy,,—i(b)  senh(ja) senh[(n —i+ 1)a] sei> i '
D, (b) ~ senh[(n + 1)a] senh «a ’ =7

Demonstracao: Se i < j, entao substituiremos z; por D;(b) na primeira equagao em

(B.14). Para os termos do numerador, temos simplesmente

senh (iar) senh[(n —j + 1)a]
i— :Di_ b:—, n_‘:Dn_'b: .
sint 1(0) senh « € Fn=j (0) senh «
Para o denominador, temos
Zjipn—j — Zj—1Rn—j—-1 =
1
- - (n+2)a +e —(n+2)a ene _ _pmnal —
4senh’o [ }
1
_ (n+l)a( 4o —« —(n+l)a/, —a _ _4a\] _
= —— |e e e +e e e =
4senh’o [ ( ) ( )}
= D,(b).
A prova para i > j é totalmente analoga. |

As equagoes (B.19) sdo as utilizadas para estudar a condugao do calor no
“bulk”de uma cadeia quantica harmonica, conforme podemos ver no capitulo 6 e

nas referéncias [49, 33].

B.3 Duas massas

No capitulo 6, apresentamos os resultados que obitvemos para a conducao do

calor em uma cadeia quantica puramente harmonica com as massas das particulas
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alternando entre dois valores, m; e my [33]. Para tanto, é necessario que saibamos

inverter a matriz tridiagonal da forma

b1 —1
—1 b -1
~1 b -1
A= -1 b -1 , (B.20)
—1 bP(n—l) —1
-1 bpm

onde b; e by sdo constantes. Escolhemos chamar a matriz acima de A para poder-
mos diferenciar da matriz A definida por (B.7), pois em breve iremos comparar os
elementos das duas inversas, A™' ¢ A~'. A matriz acima nada mais é do que um
caso particular de (B.1), para o qual temos a; = ¢; = —1 e b; = bp(;).

Usamos na definicdo de A a funcdo paridade P : Z — {1,2}, definida por
P(j) =1se j éimpar e P(j) =2 se j é par. A fungdo paridade P tem as seguintes

propriedades, que nos serao uteis no decorrer desta secao:

P(—=j) = P(), (B.21)
P(j+£1) = 3—P(j), istoé, se P(j)=1= P(j £1) =2, e vice-versd3.22)
P(j+2k) = P(j), VkelZ. (B.23)

A fim de comparar com o caso especial discutido na secao B.2, denotaremos

as relacoes de recursao para esse caso por z; e y;, para diferenciar de z; e y; definidos

em (B.8) e (B.9). Temos
Zi = bp(i)Zi—1 — Zi—2, Parai =2,3,...,n, (B.24)
com Zg = 1 e Z; = b;. De modo semelhante,
Uj = bp(j)Uj+1 — Yj42, PATA j =n—1,n—2,...,1, (B.25)

com Yn1 =1 e g, = bp).
Como o 1ltimo elemento da diagonal da matriz A depende da paridade de n,

iremos tratar a inversao de A em dois casos separados: n par e n impar.
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B.3.1 Se n é impar

Comecaremos tratando o caso em que a matriz A é de ordem impar, pois esse
caso sera muito semelhante ao tratado na secao B.2, como podemos notar pelo lema

a seguir.
Lema B.9 Dado j € {1,...,n+ 1}, temos que

Yj = Zn+1-j) (B.26)
onde Z; e §; sao dados por (B.24) e (B.25), respectivamente.

Demonstracao: Basta notarmos que, pelo fato de n ser impar, temos b, = b;.
Portanto, ¢,.1 =1 = Zy e y, = by = z1. O restante da demonstracao é idéntica a

prova do lema B.3. [ |
Segue entao

Teorema B.10 Sejam A a matriz definida em (B.20), e Z; dado pela relagio de
recursio (B.24). Se det A # 0, entao A ¢ invertivel, e os elementos da inversa

(/I_l)iyj = éi,j a0

Zi 1Zn—i . )
— k' , sei < 7,

G = CiFn—i T FilAn—j)-1 (B.27)
1,J Zj—1%Zn—i . .
, 8€1 2> 7.

Zj-1Z(n—j)+1 — Zj-2%n—j
Demonstragao: No caso descrito na secao B.2, o lema B.3 é tudo que precisamos para
obter as expressoes de ¢; ; em funcao de z; dadas pelo teorema B.4, e consequente-

mente, as expressoes simplificadas de seu corolario B.5. De maneira completamente

andloga, temos que o lema B.9 nos leva as expressoes dadas em (B.27). |

Dado i € {2,3,...,n}, chamemos de D;(by,by) o determinante da matriz de
tamanho 7 X i com a mesma forma de A. Obviamente vemos que det A= Dn(bl, b).

Definindo Dy (b1, bs) = 1 e Dy(by, by) = by, podemos provar que
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Lema B.11 Dado i um nimero natural tal que 2 <1 < n, vale a relagao de recursao
D;(b1,b9) = bp(iyDi_1(b1,b2) — Di_o(by,bs) . (B.28)

Concluimos entio que D;(by,by) = %, Vi € {0,...,n}.

Demonstragao: Vide a prova do lema B.6. |

Agora relacionaremos D;(b) e Di(bl,bg), que sao os determinantes das sub-

matrizes de ordem i derivadas de A e A respectivamente.
Teorema B.12 Dado i € {0,1,...,n}, vale

3 D;(+/b1b2) , se i € par,
D;(by,by) = by

B.29
b_Di<\/blb2) , se i ¢ impar. ( )
2

Demonstragdo: Seré por inducao simples. Temos Dy (b, by) = 1 = Dy(v/b1by). Para

1 =1, temos
N /by — /b .
D1<b1, bg) = b1 = b—l ble = b_lDl( blbg).
2 2

Logo (B.29) vale para i = 0 e i = 1. Vamos agora ao passo de indugao: supondo a
validade de (B.29) para 1 < i <n — 1, provaremos a validade para i + 1 separando
em dois casos. Se i é impar, entao ¢ £ 1 sao pares, e pela relacao de recursao B.28

obtemos

5 - - /b
Di+1<b17 bz) = bZDi(bly 52) - Di71<b17 bz) = by b_lDi(\/ b1bz) - Difl(\/ b1b2) =
2
= bleDi(\/ 5152) - Di—l(\/ b1b2) = i+1<\/ 5152),

onde a ultima igualdade foi obtida por (B.16). Do mesmo modo, se ¢ é impar, entao

1 + 1 sao impares, e novamente pela relacao de recursao B.28 obtemos

- - b
Di+1<b1, 52) - lei(bla b2) - Di—1<b17 b2) = bIDi(\/ blb2) - b_lDi—l(\/ b1b2) =

2

= % [ b1baD;(\/b1bs) — D;_1(r/ blbg)i| = Dip1(v/biby).

2
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Temos uma expressao para os elementos da inversa de A, juntando os resulta-
dos a seguir: teorema B.10, lema B.11, teorema B.12 e teorema B.8. Somos capazes,

no entanto, de apresentar uma relacao entre os elemntos (A‘l)i,j e (A_l)i,j.

Teorema B.13 Dados n impar, e by,bs # 0, seja a matriz A de tamanho n x n
dada por (B.28) tal que A seja invertivel. Defina a matriz A de tamanho n X n por

(B.7), com b = \/biby. Entio A é invertivel, os elementos de A™' sio dados por
(B.19), e os elementos de A~' sdo

b
b_i(A_l)i’j , se i e ] sdo impares,
(A™h),, = b S (B.30)
b—(A )ij , Sei ej sao pares,
(A_Ql)m- , caso contrdrio.

Demonstragio: Como A é invertivel, temos det A £ 0, e por (B.29) temos det A # 0,
logo A também é invertivel. Os elementos (A™');; sao dados pelo teorema B.8.
Como vimos, os resultados para a matriz A com n fmpar sdo totalmente andlogos
aos da matriz A, e assim os elementos (Afl)m possuem uma expressao semelhante a
(B.19), com D;(b1,b2) substituindo D;(b). Dito isto, provaremos agora as equacoes
(B.30) para o caso ¢ < j, como temos feito sempre. Se i e j sdo impares, podemos

ver que ¢ — 1 e n — j sao pares. Logo
A, - D;_1(b1,02)D,,_;(b1,b2) _ Dina(VOib2) Dy (Vib)
" D, (b1,b2) b1by ' D, (v/b1b3)

_ by
- bl(A )'57.7‘

Se i e j sao pares, entao ¢ — 1 e n — j sao impares, portanto

A, — Di_1(b1,02)Dy,_;(b1,b2)  /b1by ' D;_1(v/b1b2)\/biby ' Dy j(v/brba)
,] T ~ - -

D, (b1, 2) b1by ' D,y (v/b1b2)

b
- b2(A )7»7]'

Por fim, se um dos indices 7 e j é par e o outro é impar, teremos entao que 7 — 1

e n — j serdo um par e um fmpar também. Assim aparecera um fator \/b1b; " no
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numerador devido ao que for impar, que cancelara com o mesmo fator presente no

denominador, por ser n impar. Segue que

(A1) = (A iy

B.3.2 Se n é par

Vamos estudar agora o caso da matriz A definida por (B.20) com n par. O
fato é que agora nao teremos a validade de um lema como B.9, pois as relacoes de
recursao z; e y; sao diferentes. Com efeito, temos z; = b; # by = ¢,,. Obviamente,
caso by = by, voltamos para o caso estudado na secao B.2, o que nao é de nosso
interesse no momento. Logo, nao temos um equivalente do lema B.9 quando n é
par, e portanto nao podemos expressar os elementos da matriz inversa gzzl ;= (fl‘l)m-
em funcao somente de Z, como feito no teorema B.10.

Partiremos portanto das expressoes mais gerais dadas em (B.4) e (B.6). Usando

que a; = ¢; = —1, podemos por ora ao menos simplificar tais expressoes, obtendo
- 3. Giva\
b5 = <bj - ;—_2 - f—“) , e (B.31)
7—1 ?Jg+1

Zi1 ~ o

N —5,719%' ,se i < j,

i = Z]Jiﬂ ~ o (B.32)
——¢j; ,sei>].
Yj+1

Substituindo (B.31) em (B.32), podemos apés alguma &lgebra chegar ao re-

sultado .
Zi—1Y; . .
Sl e i<,
i = jy”gl.flg? 15+ (B.33)
9 i+1 . .
,se 1 > 7.

Zj-1Yj — Zj—2Yj+1
A fim de relacionarmos com os determinantes, outra definicao serd necessaria

nesse caso. Dados dois indices i e j tais que 1 < i < 5 < n, vamos definir a sub-

matriz A@7) de tamanho (j —i+1) x (j — i+ 1), que é obtida cortando-se as linhas
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e colunas “antes”de ¢ e “depois”’de j. Para elucidar
by —1
-1 by —1
A6 — (B.34)

Definimos ﬁm(bl, by) = det A9 Para manter a consisténcia da definicao, iremos
escolher D, ;(by, by) = bpg) e Dii1(by,by) = 1.

E ébvio vermos que Dy ;(by,by) = Di(bl, by) = Z;, para todo 0 < i < n. Todos
os valores Z; podem ser trocados por determinantes em (B.33). Para os g;, vamos

usar o lema a seguir

Lema B.14 Usando as defini¢oes anteriores, temos
Ejle(blu by) = D(n—j)+1(b27 b). (B.35)

Consequentemente,

Djn(b1,bs) = 5j- (B.36)
Demonstragio: Por defini¢do, temos D, i1,(b1,b) = 1 = Do(bg,bl) = Upy1 €
bn,n(bl,bg) = bpm) = by = Dl(bg,bl) = ¢,. Apenas para compreender melhor o

que ocorrera no passo de indugao, temos

— by —1 ~ -
Dy 1,(b1,b2) = det ( _11 by ) biby — 1 = Ds(by,b1) = 1,
e
B by 1 0 )
Dy on(bi,by) =det | =1 by —1 | = Ds(ba,b1) = G2
0 —1 by

Dado j tal que 2 < j < n, e supondo a validade de (B.35) para todo j < k < n,
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provaremos por inducao a validade da igualdade para j — 1.
bpi-1  —1
-1 bpy 1
Dj_15(b1,by) = det e =

-1 b -1
-1 by
= bP(j—l)ﬁj,n(bla by) — 5J'Jrl,n(bl, ba)

= bp(j—1)Dn—jr1(b2,b1) — Dy_j(ba, b1)

= bpi-1)¥j — Ujr1 = Yj-1-

Ja provamos que por indugao a igualdade (B.36), resta (B.35). Fazendo a mudancga

de varidvel j' = (n + 1) — j, obtemos
D 1,u(b1,b2) = by Djr(ba, br) — Dji_1(ba, br).

Entretanto, como n é par, P(n — j') = P(j'), e assim temos

Ej—l,n(bh ba) = Djry1(b2,b1) = Dn—j+2<b27 by).
|

Demonstrado o lema B.14, segue diretamente um analogo do teorema B.12.

Teorema B.15 Sob as condi¢oes definidas anteriores, vale

o Dyi1-i(1/b1b2) , se j € impar,
Dj,n<b17 b2> = b2

- (B.37)
b—Dn+1—j(\/ bib2) , sej € par.
1

Demonstracao: Basta notar que bm(bl, by) = Dml,j(bg, by) por (B.35). Como n é

par, n+ 1 —j é par se j for impar e n + 1 — j é impar se j for par. |

E como §; = D;,(b1,by) pela equacio (B.36), substituindo os valores em
(B.33) obteremos novamente a validade do teorema (B.13), desta vez também para

O Caso N par.
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