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Resumo

Neste trabalho, descrevemos a interação da eletrodinâmica escalar com a gra-

vitação via teoria de campos efetiva. Particularmente, vamos verificar se há alguma

contribuição gravitacional para o tensor de polarização da eletrodinâmica escalar a ordem

de 1 loop, bem como se esta contribuição é dependente de um gauge. Para implementar

os cálculos usaremos o método da Regularização Impĺıcita (RI), método este que inde-

pende de como as integrais divergentes são regularizadas. A principal motivação para

realizarmos este cálculo decorre do fato de que recentemente alguns trabalhos mostraram

que as contribuições gravitacionais para o acoplamento da teoria da gravitação com a

teoria de Yang-Mills são dependentes do gauge [1, 2, 3, 4]. Mostraremos a existência de

uma contribuição gravitacional para a eletrodinâmica escalar acoplada a gravitação que

é dependente do gauge. Particularmente essa dependência aparece em uma contribuição

efetiva do modelo.



abstract

This work, describe the interaction of scalar electrodynamics with gravitation

by way of effective field theory. Particularly, we check if there is any gravitational con-

tribution for polarization’s tensor for scalar electrodynamics the order of 1 loop, and if

this contribution is gauge dependent. To implement the calculations we use the Implicit

Regularization method (RI). This method is independent of how the divergent integrals

are regularized. The main motivation to realize this calculation stems from the fact that

recently some studies have shown that gravitational contributions for coupling of theory

of gravitation with Yang-Mills theory are gauge dependent [1, 2, 3, 4]. We show the exis-

tence of a gravitational contribution for scalar electrodynamics coupling the gravitation

wich is gauge dependent. Particularly this dependence appears in a effective contribution

of the model.
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Aos meus irmãos Kênia, Gleisson, Alisson e Juninho pela torcida e pelas horas

de alegria e descontração.
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trodinâmica escalar. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45



Sumário

Lista de Figuras 5

1 Introdução 7

2 Apresentação do modelo 9
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A Apêndice 59
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1 Introdução

A busca por uma teoria que incorpore a Mecânica Quântica (MQ) e a Teoria da

Relatividade Geral (TRG) vem sendo objeto de grande estudo nos últimos anos. Porém,

trabalhos como [5, 6] mostram que a Relatividade Geral é uma teoria não-renormalizável,

impedindo que a teoria quântica da gravitação seja constrúıda utilizando a mesma filosofia

empregada no desenvolvimento do modelo padrão (MP). Outro empecilho ao tratamento

da teoria, consiste na escala de energia na qual ela se manifesta. Ainda não existe aparato

capaz de detectar energias da ordem de 1019 Gev, nem mesmo o Large Hadrons Colider

(LHC) cuja energia é da ordem de 7 Tev.

Dessa maneira, outras formas para o tratamento da teoria tem sido buscadas [7,

8]. Particularmente, uma destas técnicas consiste num tratamento via Teoria de Campos

Efetiva [9, 10], onde consegue-se prever caracteŕısticas de baixas energias das teorias de

gravitação quântica. E esta é justamente uma das caracteŕısticas da teoria efetiva: não

é necessário se conhecer o regime de altas energias da teoria quântica da gravitação, seja

ela qual for. O método baseado em teorias efetivas consiste em definir a lagrangeana

da teoria com todos os termos posśıveis compat́ıveis com a simetria do modelo, inclusive

aqueles que são não-renormalizáveis por contagem de potências.

O estudo de teorias efetivas tem sido abordados em diversos trabalhos [11,

12, 13], sendo o trabalho [11] um dos primeiros a abordar o uso de teorias efetivas como

modelos f́ısicos. Na prática, essa análise é feita ordem a ordem em loops, ou seja, à medida

que se aumenta o número de loops, mais termos devem ser inclúıdos na lagrangeana efetiva.

Assim, mesmo não conhecendo o comportamento para regiões de energia muito altas,

através do ajuste das constantes de acoplamento podemos obter resultados na região de

baixas energias da teoria.

Um exemplo bastante impressionante da utilização de teorias efetivas e sua

aplicação no que se refere à reprodução de alguns fenômenos é a lagrangeana efetiva para

baixas energias da cromodinâmica quântica (QCD). t Hooft percebeu que na escala de

energia até 1 Gev, a simetria quiral é essencial. A partir da (QCD) então, construiu

uma teoria efetiva envolvendo apenas quarks auto-interagentes. A partir dessa teoria,
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que possui poucos parâmetros livres, a teoria para hadrons livres pode ser compreendida

tanto qualitativamente quanto quantitativamente [14]

Neste trabalho, vamos calcular contribuições gravitacionais para a eletrodinâmica

escalar no contexto de uma teoria efetiva, verificando se tal contribuição é dependente de

um gauge arbitrário. A motivação para este estudo advém de resultados recentes que

mostram que a contribuição gravitacional para função β da teoria de Yang-Mills é de-

pendente do gauge [1, 2, 3, 4]. Nestes trabalhos foram utilizados diferentes esquemas de

regularização como Regularização Dimensional [15] e Cutoff. Logo, para garantir que o

cálculo será feito em um esquema independente de regularização, vamos utilizar neste tra-

balho as prescrições da Regularização Impĺıcita (RI) [16, 17], esquema este que independe

de como as integrais divergentes são regularizadas.

A estrutura desta dissertação seguirá a seguinte sequência: no Caṕıtulo 2

será apresentado o modelo da eletrodinâmica escalar sem contribuições gravitacionais

e também como se dá seu tratamento via teoria de campos efetiva. No Caṕıtulo 3 será

apresentado o cálculo detalhado do propagador do gráviton e do propagador para o campo

de gauge. No Caṕıtulo 4 serão feitos os cálculos dos vértices da teoria, inclúındo posśıveis

contribuições gravitacionais. No Caṕıtulo 5 calcularemos as contribuições gravitacionais

para a eletrodinâmica escalar. No Caṕıtulo 6 apresentaremos as conclusões e perspectivas

para o trabalho e no Apêndice serão descritas algumas relações importantes da (RI), bem

como algumas integrais utilizadas no trabalho. Utilizamos ainda neste trabalho c = ~ = 1

e ηµν = (1,−1,−1,−1).
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2 Apresentação do modelo

Neste caṕıtulo apresentaremos o modelo estudado neste trabalho. Primeira-

mente será feita a descrição da eletrodinâmica escalar na ausência de um campo gravita-

cional. Posteriormente, mostraremos como se dá o acoplamento com a gravidade através

da ação de Einstein e como o modelo pode ser interpretado como uma teoria efetiva.

2.1 Eletrodinâmica Escalar

A lagrangeana da eletrodinâmica escalar pode ser escrita sem levar em conta

correções gravitacionais, da seguinte maneira:

Lee = −1

4
(FµνF

µν) + (Dµφ)∗(Dµφ)−m2φ∗φ, (2.1)

onde

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (2.2)

é o termo de Maxwell, com termo Aµ representando o campo de gauge, φ representando

o campo escalar e o termo

Dµ = ∂µ − ieAµ (2.3)

representando a derivada covariante com relação ao campo de gauge. Assim, substituindo-

se as expressões (2.2) e (2.3), a expressão (2.1), pode ser reescrita como:

Lee = −1

2

[
(∂µAν)(∂

µAν)− (∂µAν)(∂
νAµ)

]
+ (∂µφ

∗)(∂µφ)−m2φ∗φ

−
(
ieAµφ

∗(∂µφ)− ieAµφ(∂µφ
∗)
)

+ e2AµA
µφ∗φ. (2.4)

Dessa forma, a partir de (2.4), podemos obter as expressões para os vértices da ele-

trodinâmica escalar. Ainda nesta expressão, podemos perceber que existem dois tipos

de interação posśıveis: interação de um fóton com dois campos escalares e interação de

dois fótons com dois campos escalares. Aqui, serão apresentadas as formas anaĺıtica

e diagramática para esses vértices. Serão apresentadas também as formas anaĺıtica e

diagramática para o propagador do campo escalar e um cálculo mais detalhado será pos-

teriormente apresentado.
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Interação de 1 fóton com 2 campos escalares

Da lagrangeana dada em (2.4), vemos que o termo correspondente a tal interação é dado

por:

−
(
ieAµφ

∗(∂µφ)− ieAµφ(∂µφ
∗)
)
. (2.5)

Logo, partindo de (2.5), podemos construir a expressão anaĺıtica para a função de vértice

correspondente. Ela é descrita da seguinte maneira:

Θγ(p
′
, p) = (2π)4δ(q + p− p′)

[
− ie

(
pγ + p′γ

)]
. (2.6)

Graficamente, a expressão (2.6) pode ser vista como:

Figura 2.1: Forma diagramática da interação de 1 fóton com 2 campos escalares. Neste

diagrama, consideramos que as linhas externas estão amputadas.

Interação de 2 fótons com 2 campos escalares

Novamente, de (2.4) vê-se que o termo que descreve esta interação é dado por:

e2AµA
µ|φ|2. (2.7)

Assim, de (2.7), pode-se construir a expressão anaĺıtica para este vértice. Essa expressão

é dada por:

Θγδ(p′, p) = (2π)4δ(q − q′ + p− p′)
{

2ie2ηγδ
}
. (2.8)

A representação gráfica da expressão (2.8) pode ser vista na figura (2.2).
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Figura 2.2: Forma diagramática da interação de 2 fótons com 2 campos escalares. Neste

diagrama, consideramos que as linhas externas estão amputadas.

Propagador do campo escalar

O propagador do campo escalar é um resultado já bem estabelecido na literatura e pode

ser descrito pela seguinte expressão[18]:

∆(q) =
i

q2 −m2
. (2.9)

e graficamente pode ser visto através da figura (2.3).

Figura 2.3: Propagador de uma part́ıcula escalar com massa m e momento q.

Logo, a partir das expressões para os vértices (2.6) e (2.8) e também da ex-

pressão (2.9), podemos construir todos os gráficos de Feynman necessários para a teoria.

Como estamos interessados neste trabalho em interações da ordem de 1 loop, temos que

os gráficos de interesse para o tensor de polarização até primeira ordem em loops estão

representados pelas figuras (2.4) e (2.5) respectivamente.

Agora, obtidos todos gráficos até ordem de 1 loop, temos que traduzir os diagra-

mas representados pelas figuras (2.4) e (2.5) em expressões matemáticas, respeitando-se

claro, as Regras de Feynman. Esse cálculo será feito de maneira detalhada na próxima

seção.
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Figura 2.4: Contribuição da ordem de 1 loop para o tensor de polarização.

Figura 2.5: Contribuição da ordem de 1 loop para o tensor de polarização.

2.2 Cálculo dos diagramas

Como mencionado ao final da seção anterior, vamos calcular de maneira de-

talhada os diagramas mostrados nas figuras (2.4) e (2.5). Vamos começar pelo diagrama

(2.4). Utilizando as Regras de Feynman mostradas através das expressões (2.6) e (2.9), o

gŕafico (2.3) pode ser traduzido matematicamente através da expressão:

Iγβ(m2) = e2

∫
d4k

(2π)4

(p+ 2k)γ(p+ 2k)β

(k2 −m2)[(k + p)2 −m2]
. (2.10)

Mas temos que:

(p+ 2k)γ(p+ 2k)β = pγpβ + 2pγkβ + 2pβkγ + 4kγkβ. (2.11)

Logo, substituindo a expressão (2.11) em (2.10), obtemos:

Iγβ(m2) = Iγβ1 (m2) + Iγβ2 (m2) + Iγβ3 (m2) + Iγβ4 (m2), (2.12)

onde cada um dos termos de (2.12) são dados por:

Iγβ1 (m2) = e2pγpβ
∫

d4k

(2π)4

1

(k2 −m2)[(k + p)2 −m2]
, (2.13)
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Iγβ2 (m2) = 2e2pγ
∫

d4k

(2π)4

kβ

(k2 −m2)[(k + p)2 −m2]
, (2.14)

Iγβ3 (m2) = 2e2pβ
∫

d4k

(2π)4

kγ

(k2 −m2)[(k + p)2 −m2]
, (2.15)

e

Iγβ4 (m2) = 4e2

∫
d4k

(2π)4

kγkβ

(k2 −m2)[(k + p)2 −m2]
, (2.16)

respectivamente.

Analisando as expressões de (2.13) a (2.16), podemos observar através de uma

simples contagem de potência na váriavel de integração k, que todas as integrais apresen-

tam divergências ultravioletas. Dessa forma, a teoria precisa ser renormalizada [19].

Assim, o primeiro passo consiste na regularização das integrais. Neste trabalho,

serão utilizadas as prescrições da Regularização Impĺıcita(RI) [16, 17].1 O método da (RI)

será explicado com mais detalhes no apêndice (B) deste trabalho. Sendo assim, vamos

agora calcular as integrais que aparecem nas expressões de (2.13) a (2.16). A primeira

delas é dada por:

Iγβ1 (m2) = e2pγpβ
∫

d4k

(2π)4

1

(k2 −m2)[(k + p)2 −m2]
. (2.17)

Utilizando a identidade (A.1) com N = 0 na expressão (2.17), temos:

Iγβ1 (m2) = e2pγpβ
∫

d4k

(2π)4

1

(k2 −m2)

{
1

(k2 −m2)
− (2p · k + p2)

(k2 −m2)[(k + p)2 −m2]

}
= e2pγpβIlog(m

2) + F1, (2.18)

com o termo Ilog(m
2) definido como

Ilog(m
2) =

∫ Λ d4k

(2π)4

1

(k2 −m2)2
. (2.19)

Ainda na expressão (2.18), o termo F1 definido por

F1 = −e2pγpβ
∫

d4k

(2π)4

(2p · k + p2)

(k2 −m2)2[(k + p)2 −m2]
(2.20)

é finito com relação ao momento de integração k, o que pode ser visto realizando uma

contagem de potências. Como estamos interessados somente nas partes divergentes, as

partes finitas serão tratadas pela nomenclatura F (parte finita). Assim, a expressão (2.18)

pode ser reescrita como:

Iγβ1 (m2) = e2pγpβIlog(m
2) + F1. (2.21)

1Obivamente, existem outros esquemas de regularização como por exemplo dimensional, por cut-off,

Diferencial, etc.
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A próxima integral a ser calculada será:

Iγβ2 (m2) = 2e2pγ
∫

d4k

(2π)4

kβ

(k2 −m2)[(k + p)2 −m2]
. (2.22)

Novamente, aplicando a identidade (A.1) em (2.22) com N = 0 temos:

Iγβ2 (m2) = 2e2pγ
∫

d4k

(2π)4

kβ

(k2 −m2)

{
1

(k2 −m2)
− (2p · k + p2)

(k2 −m2)[(k + p)2 −m2]

}

= 2e2pγ
∫

d4k

(2π)4

kβ

(k2 −m2)2
− 2e2pγ

∫
d4k

(2π)4

kβ(2p · k + p2)

(k2 −m2)2[(k + p)2 −m2]

= 2e2pγ
∫

d4k

(2π)4

kβ

(k2 −m2)2

−4e2pγpµ

∫
d4k

(2π)4

kβkµ

(k2 −m2)2[(k + p)2 −m2]

−2e2pγ(pνp
ν)

∫
d4k

(2π)4

kβ

(k2 −m2)2[(k + p)2 −m2]
. (2.23)

Agora, analisando as três integrais de (2.23), vemos que a primeira delas se anula, pois

a integração é feita sob um intervalo simétrico para um integrando ı́mpar. Já a terceira

integral é finita com relação à variável de integração k. Dessa maneira, podemos reescrever

(2.23) como:

Iγβ2 (m2) = −4e2pγpµ

∫
d4k

(2π)4

kβkµ

(k2 −m2)2[(k + p)2 −m2]
+ F2. (2.24)

Aplicando (A.1) novamente em (2.24) temos:

Iγβ2 (m2) = −4e2pγpµ

∫
d4k

(2π)4

kβkµ

(k2 −m2)2

{
1

(k2 −m2)
−

(2p · k + p2)

(k2 −m2)[(k + p)2 −m2]

}
+ F2

= −4e2pγpµ

∫
d4k

(2π)4

kβkµ

(k2 −m2)3

+8e2pγpµpθ

∫
d4k

(2π)4

kβkµkθ

(k2 −m2)3[(k + p)2 −m2]

+4e2pγpµ(pθp
θ)

∫
d4k

(2π)4

kβkµ

(k2 −m2)3[(k + p)2 −m2]
+ F2.

= −4e2pγpµ

∫
d4k

(2π)4

kβkµ

(k2 −m2)3
+ F ′2. (2.25)

Usando o resultado de (A.7) em (2.25) obtemos o seguinte resultado:

Iγβ2 (m2) =− 4e2pγpµ

{1

4
gµβIlog(m

2)− αµβ
}

+ F ′2.

=− e2pγpµg
µβIlog(m

2) + 4e2pγpµα
µβ + F ′2.

=− e2pγpβIlog(m
2) + 4e2pγpµα

µβ + F ′2.

(2.26)
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onde F ′2 é dada por:

F ′2 = −2e2pγ(pνp
ν)

∫
d4k

(2π)4

kβ

(k2 −m2)2[(k + p)2 −m2]

+8e2pγpµpθ

∫
d4k

(2π)4

kβkµkθ

(k2 −m2)3[(k + p)2 −m2]

+4e2pγpµ(pθp
θ)

∫
d4k

(2π)4

kβkµ

(k2 −m2)3[(k + p)2 −m2]
. (2.27)

A próxima integral é dada por:

Iγβ3 (m2) = 2e2pβ
∫

d4k

(2π)4

kγ

(k2 −m2)[(k + p)2 −m2]
. (2.28)

Vemos que a integral (2.28) é análoga à integral (2.22) mudando apenas por uma troca

de ı́ndices do tipo β ↔ γ. Dessa forma, o resultado da expressão (2.28) também será o

mesmo de (2.22) que é dado por:

Iγβ3 (m2) =− 4e2pβpµ

{1

4
gµγIlog(m

2)− αµγ
}

+ F3

=− e2pβpµg
µγIlog(m

2) + 4e2pβpµα
µγ + F3

=− e2pβpγIlog(m
2) + 4e2pβpµα

µγ + F3,

(2.29)

onde F3 é dada por:

F3 = −2e2pβ(pνp
ν)

∫
d4k

(2π)4

kγ

(k2 −m2)2[(k + p)2 −m2]

+8e2pβpµpθ

∫
d4k

(2π)4

kγkµkθ

(k2 −m2)3[(k + p)2 −m2]

+4e2pβpµ(pθp
θ)

∫
d4k

(2π)4

kγkµ

(k2 −m2)3[(k + p)2 −m2]
. (2.30)

A última integral a ser calculada será:

Iγβ4 (m2) = 4e2

∫
d4k

(2π)4

kγkβ

(k2 −m2)[(k + p)2 −m2]
. (2.31)

Aplicando (A.1) em (2.31) temos:

Iγβ4 (m2) = 4e2

∫
d4k

(2π)4

kγkβ

(k2 −m2)

{
1

(k2 −m2)
− (2p · k + p2)

(k2 −m2)[(k + p)2 −m2]

}

= 4e2

∫
d4k

(2π)4

kγkβ

(k2 −m2)2
− 8e2pµ

∫
d4k

(2π)4

kγkβkµ

(k2 −m2)2[(k + p)2 −m2]

−4e2(pνp
ν)

∫
d4k

(2π)4

kβkγ

(k2 −m2)2[(k + p)2 −m2]
. (2.32)

Nota-se que as integrais em (2.32) ainda apresentam divergências. Dessa forma, temos

que aplicar (A.1) novamente em (2.32) e também o resultado dado em (A.8). Fazendo
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essas substituições, a expressão (2.32) fica escrita como:

Iγβ4 (m2) = 4e2

{
1

2
gγβIquad(m

2)− γγβ
}
− 8e2pµ

∫
d4k

(2π)4

kγkβkµ

(k2 −m2)3

+16e2pµpθ

∫
d4k

(2π)4

kγkβkµkθ

(k2 −m2)3[(k + p)2 −m2]

+8e2pµ(pδp
δ)

∫
d4k

(2π)4

kγkβkµ

(k2 −m2)3[(k + p)2 −m2]

−4e2(pνp
ν)

∫
d4k

(2π)4

kβkγ

(k2 −m2)3

+8e2(pνp
ν)pθ

∫
d4k

(2π)4

kγkβkθ

(k2 −m2)3[(k + p)2 −m2]

+4e2(pνp
ν)(pθp

θ)

∫
d4k

(2π)4

kβkγ

(k2 −m2)3[(k + p)2 −m2]
, (2.33)

onde o termo αγβ que aparece na expressão (2.33) é chamado termo de superf́ıcie(ver

apêndice). Definimos também o termo Iquad(m
2) que aparece na expressão (2.33) como

Iquad(m
2) =

∫ Λ d4k

(2π)4

1

(k2 −m2)
. (2.34)

Dessa forma, considerando as partes finitas e utilizando o resultado (A.7), a expressão

(2.33) pode ser escrita como:

Iγβ4 (m2) = 4e2

{
1

2
gγβIquad(m

2)− γγβ
}
− 8e2pµ

∫
d4k

(2π)4

kγkβkµ

(k2 −m2)3

+16e2pµpθ

∫
d4k

(2π)4

kγkβkµkθ

(k2 −m2)3[(k + p)2 −m2]

−4e2(pνp
ν)

{
1

4
gβγIlog(m

2)− αβγ
}

+F4. (2.35)

Analisando o resultado (2.35), vemos que segundo termo se anula, pois é realizada uma

integração em um intervalo simétrico com uma função ı́mpar no integrando e o terceiro

termo ainda apresenta uma divergência de ordem logaŕıtmica, implicando na necessidade
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de se aplicar a identidade (A.1) mais uma vez. Feita essa análise, (2.35) torna-se:

Iγβ4 (m2) = −e2(pνp
ν)gβγIlog(m

2) + 16e2pµpθ

∫
d4k

(2π)4

kγkβkµkθ

(k2 −m2)3

{
1

(k2 −m2)

− (2p · k + p2)

(k2 −m2)[(k + p)2 −m2]

}
− 4e2γγβ + 4e2(pνp

ν)αγβ

+2e2gβγIquad(m
2) + F4.

= −e2(pνp
ν)gβγIlog(m

2) + 16e2pµpθ

∫
d4k

(2π)4

kγkβkµkθ

(k2 −m2)4

−32e2pµpθpν

∫
d4k

(2π)4

kγkβkµkθkν

(k2 −m2)4[(k + p)2 −m2]
− 4e2γγβ + 4e2(pνp

ν)αγβ

−16e2pµpθ(pνp
ν)

∫
d4k

(2π)4

kγkβkµkθ

(k2 −m2)4[(k + p)2 −m2]

+2e2gγβIquad(m
2) + F4.

= −e2(pνp
ν)gβγIlog(m

2) + 16e2pµpθ

∫
d4k

(2π)4

kγkβkµkθ

(k2 −m2)4

−4e2γγβ + 4e2(pνp
ν)αγβ + 2e2gβγIquad(m

2) + F ′4. (2.36)

Agora, utilizando o resultado (A.8) em (2.36) chegamos ao seguinte resultado:

Iγβ4 (m2) = −e2(pνp
ν)gβγIlog(m

2) +
2

3
e2gγβ(pθp

θ)Ilog(m
2) +

2

3
e2pγpβIlog(m

2) +

2

3
e2pγpβIlog(m

2)− 4e2γγβ + 4e2(pνp
ν)αγβ − 2

3
e2pµpθα

γθµβ

+2e2gγβIquad(m
2) + F ′4, (2.37)

onde F ′4 é definida como:

F ′4 = 8e2pµ(pδp
δ)

∫
d4k

(2π)4

kγkβkµ

(k2 −m2)3[(k + p)2 −m2]

+8e2(pνp
ν)pθ

∫
d4k

(2π)4

kγkβkθ

(k2 −m2)3[(k + p)2 −m2]

+4e2(pνp
ν)(pθp

θ)

∫
d4k

(2π)4

kβkγ

(k2 −m2)3[(k + p)2 −m2]

−32e2pµpθpν

∫
d4k

(2π)4

kγkβkµkθkν

(k2 −m2)4[(k + p)2 −m2]

−16e2pµpθ(pνp
ν)

∫
d4k

(2π)4

kγkβkµkθ

(k2 −m2)4[(k + p)2 −m2]
. (2.38)

De posse do resultado das integrais (2.13), (2.14), (2.15) e (2.16), basta agora somá-los
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para obter o resultado final. Ele será dado por:

Iγβ(m2) = e2pγpβIlog(m
2)− e2pγpβIlog(m

2)− e2pγpβIlog(m
2)

−e2(pνp
ν)gβγIlog(m

2) +
2

3
e2gγβ(pθp

θ)Ilog(m
2) +

2

3
e2pγpβIlog(m

2)

+
2

3
e2pγpβIlog(m

2)− 4e2γγβ + 4e2(pνp
ν)αγβ − 2

3
e2pµpθα

γθµβ

+4e2pγpµα
µβ + 4e2pβpµα

µγ + 2e2gγβIquad(m
2) + F1 + F ′2 + F3 + F ′4.

= −1

3
e2(pνp

ν)gβγIlog(m
2) +

1

3
e2pγpβIlog(m

2)− 4e2γγβ + 4e2(pνp
ν)αγβ

−2

3
e2pµpθα

γθµβ + 4e2pγpµα
µβ + 4e2pβpµα

µγ + 2e2Iquad(m
2)

+F1 + F ′2 + F3 + F ′4. (2.39)

Agrupando os termos, a expressão (2.39) é reescrita como:

Iγβ(m2) = −1

3
e2Ilog(m

2)
{
gγβp2 − pγpβ

}
− 4e2γγβ + 4e2(pνp

ν)αγβ − 2

3
e2pµpθα

γθµβ

+4e2pγpµα
µβ + 4e2pβpµα

µγ + 2e2gγβIquad(m
2)

+F1 + F ′2 + F3 + F ′4. (2.40)

Do resultado de (2.40), nota-se que os termos de superf́ıcie são os posśıveis termos viola-

dores de simetria com relação à transversalidade. Assim, para eliminarmos esse problema,

vamos desprezar tais termos da expressão (2.40). Portanto, chegamos ao seguinte resul-

tado para esta expressão:

Iγβ(m2) = −1

3
e2Ilog(m

2)
{
gγβp2 − pγpβ

}
+ 2e2gγβIquad(m

2) + F1 + F ′2 + F3 + F ′4. (2.41)

onde, (2.41) expressa o resultado anaĺıtico para gráfico dado em (2.4). Os termos F1, F ′2,

F3 e F ′4 são dados pelas expressões (2.20), (2.27), (2.30) e (2.38) respectivamente.

Agora, temos que calcular o gráfico (2.5). Utilizando as Regras de Feynman

(2.7) e (2.9), O gráfico (2.5) pode ser traduzido matematicamente na seguinte expressão:

Iγβ(m2) = −2e2ηγβ
∫

d4k

(2π)4

1

(k2 −m2)
. (2.42)

Agora, substituindo o resultado de (A.3) na expressão (2.42), chegar-se-á ao seguinte

resultado anaĺıtico para o gráfico (2.5):

Iγβ(m2) = −2e2ηγβIquad(m
2). (2.43)

Sendo assim, basta agora somarmos as contribuições dos gráficos (2.4) e (2.5),

traduzidos nas expressões (2.41) e (2.43) respectivamente. Portanto, obtemos o seguinte
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resultado:

Iγβ(m2) = −1

3
e2Ilog(m

2)
{
ηγβp2 − pγpβ

}
+ 2e2ηγβIquad(m

2)− 2e2ηγβIquad(m
2)

+F1 + F ′2 + F3 + F ′4

= −1

3
e2Ilog(m

2)
{
ηγβp2 − pγpβ

}
+ F1 + F ′2 + F3 + F ′4. (2.44)

que representa a contribuição a ordem de 1 loop para a função de Green de dois pontos

da eletrodinâmica escalar. Os termos F1, F ′2, F3 e F ′4 representam as partes finitas da

expressão (2.10). Ainda na expressão (2.44), fizemos a seguinte troca de termos: gγβ →

ηγβ, troca esta que será explicada posteriormente. Na próxima seção, será apresentado

o modelo para o tratamento da eletrodinâmica escalar, agora acoplada a gravitação, via

uma teoria efetiva.

2.3 Eletrodinâmica escalar e Relatividade Geral tra-

tadas como um teoria efetiva

Como mencionado no fim da seção anterior, vamos apresentar a eletrodinâmica

escalar acoplada à gravitação. A razão para o modelo ser tratado como uma teoria efetiva

vem do fato de quando calculamos correções quânticas para a eletrodinâmica escalar,

aparecem termos nessas correções que, a pŕıncipio, não estão contidos na lagrangeana

original. Dessa maneira, para que se possa construir a lagrangeana da forma correta,

condizente com o caráter de teoria efetiva, deve-se incluir na lagrangeana todos os termos

posśıveis compat́ıveis com a simetria da teoria.

Para isso, vamos escrever como se dá o acoplamento da eletrodinâmica escalar

com a gravitação. Ele é dado através da seguinte expressão:

S = Sg + Se, (2.45)

com Sg representando a ação de Einstein descrita da seguinte maneira:

Sg =
2

κ2

∫
dx4
√
−gR, (2.46)

onde R é o tensor de curvatura escalar definido por:

R = gµνRµν , (2.47)
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com o tensor Rµν , conhecido como tensor de Ricci dado por:

Rµν = ∂νΓ
λ
µλ − ∂λΓ λ

µν + Γ σ
µλΓ

λ
νσ − Γ σ

µνΓ
λ
λσ (2.48)

e os coeficientes Γ λ
αβ conhecidos como śımbolos de Christoffel, definidos por:

Γ λ
αβ =

1

2
gλσ(∂αgβσ + ∂βgασ − ∂σgαβ). (2.49)

Ainda na expressão (2.46), o termo κ2 é definido por

κ2 = 32πG, (2.50)

onde G representa a constante da gravitação de Newton. Definimos também na expressão

(2.46), o termo

g = det(gµν) (2.51)

como sendo o determinante da métrica gµν .

Na expressão (2.45), o termo Se representa a ação advinda da lagrangeana da

eletrodinâmica escalar. Na sua formulação covariante, ela pode ser escrita como:

Se =

∫
d4x
√
−g
[
− 1

4
(gαµgβνFανFµβ) + (Dµφ+ ieAµ)∗(gµν)(Dνφ+ ieAν)

−m2φφ∗
]
. (2.52)

Mais adiante, a expressão (2.52) será usada para o cálculo dos vértices da eletrodinâmica

escalar acoplada à gravitação.

Olhando do ponto de vista de uma teoria efetiva, a expressão (2.52) apresenta

um acoplamento derivativo mı́nimo do campo gravitacional com os campos de gauge e

com os campos escalares [20].

Para a interação entre o campo gravitacional e o campo de fóton, termos de

acoplamento mı́nimo que são induzidos da teoria, a ordem de 1 loop, são do tipo:

√
−gTµν2,

√
−gRµνT

µν , (2.53)

onde Tµν é o tensor de Maxwell definido como:

Tµν = FµαF
α
ν −

1

4
gµνF

αβFαβ. (2.54)

Da mesma maneira, a ordem de 1 loop, termos de acoplamento mı́nimo indu-

zidos da lagrangeana para os campos escalares podem ser dados pelos seguintes termos:
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√
−gRµν(∂µφ

∗)(∂νφ),
√
−gR|∂µφ|2,

√
−gRm2|φ|2. (2.55)

Vale lembrar que esse processo deve se feito loop a loop, ou seja, necessitando-

se de uma teoria por exemplo a 2 loops, novos termos devem ser inclúıdos na lagrangeana

efetiva.

Assim, tratando a eletrodinâmica escalar como uma teoria de campos efetiva,

temos que a prinćıpio, a lagrangeana pode conter termos do tipo:

Lfóton =
√
−g
[
c1Tµν

2 + c2RµνT
µν + · · ·

]
(2.56)

e

Lφ =
√
−g
[
d1R

µν(∂µφ
∗)(∂νφ) + d2R|∂µφ|2 + d3Rm

2|φ|2 + · · ·
]
, (2.57)

onde nas expressões (2.56) e (2.57) escrevemos separadamente as lagrangeanas onde há

interação de fótons com o campo gravitacional e onde há interação dos campos escalares

com o campo gravitacional.

Neste trabalho, mostraremos que outro termo que poderia ser acrescentado na

lagrangeana efetiva (2.56) seria um termo do tipo

c3{(∂γFµν)(∂γF µν)} (2.58)

mas veremos mais adiante no caṕıtulo 5 que seu acréscimo não é necessário, uma vez que

este termo dependerá da escolha de um gauge arbitrário.

Os coeficientes (c1, c2, c3, d1, d2, d3, · · · ) que aparecem nas expressões (2.56),

(2.57) e (2.58) são, do ponto de vista de uma teoria efetiva, constantes que podem, em

pŕıncipio, ser determinadas através de experimentos. Desta maneira, a teoria efetiva da

eletrodinâmica escalar acoplada com a gravidade, se torna renormalizável, pelo menos

até ordem de 1 loop. Nessa aproximação, esta teoria é bem determinada através dos

acoplamentos mı́nimos de derivadas na lagrangeana, mas a medida em que se necessita de

uma análise da teoria em uma escala maior de energia, mais termos de derivadas devem

ser inclúıdos [21].

Visando calcular posśıveis contribuições gravitacionais para o tensor de po-

larização da eletrodinâmica escalar, precisaremos calcular o propagador do gráviton. O

cálculo detalhado será apresentado no próximo caṕıtulo.
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3 Propagador do gráviton

Como mencionado no fim do caṕıtulo 2, neste caṕıtulo será apresentado o

cálculo do propagador do gráviton. O propósito deste caṕıtulo consiste também em expor

de maneira bem didática este cálculo, o que não é encontrado na literatura com tanta

frequência. Este resultado é importante e necessário para obtermos os vértices para a

eletrodinâmica escalar acoplada à gravidade.

Para o cálculo do propagador, vamos partir da expressão (2.46), que mostra a

ação de Einstein da Relatividade Geral. Vamos escrever a métrica gµν como uma soma da

contribuição da métrica de Minkowski usual ηµν mais um termo do tipo κhµν , da seguine

maneira:

gµν = ηµν + κhµν . (3.1)

Da mesma forma, faremos também a expansão da matriz inversa da métrica gµν . Ela é

dada por:

gµν = ηµν − κhµν + κ2hµαh
να +O(h3). (3.2)

Logo, vamos expandir a ação dada em (2.46) em termos das expressões (3.1) e (3.2),

de maneira que ela possa ser reescrita de uma forma quadrática no campo h, para que

possamos calcular o propagador do gráviton na teoria quântica.

Primeiramente, note que o termo
√
−g que aparece na expressão (2.46) pode

ser escrito da seguinte maneira:

√
−g =

√
−detgµν

=
√
−1exp

(1

2
Tr lngµν),

(3.3)

onde foi usada em (3.3) a seguinte identidade:

detAµν = exp(TrlnAµν). (3.4)
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Substituindo a expressão (3.1) em (3.3), temos:

√
−g =

√
−1exp

(1

2
Trln[ηµν + κhµν ]

)
=
√
−1exp

(1

2
Trln[ηµα(δαν + κhαν )]

)
=
√
−1exp

(1

2
Trln(ηµα) +

1

2
Trln(δαν + κhαν )

)
=
√
−1exp(

1

2
Trln(ηµα))exp(

1

2
Trln(δαν + κhαν ))

=
√
−ηexp(1

2
Trln(δαν + κhαν )).

(3.5)

Agora, expandindo a expressão (3.5) como uma série de Taylor em torno do campo h,

obtemos que a expressão (3.3) pode ser escrita como1:

√
−g =

√
−η
{

1 +
1

2
κhαα +

1

8
κ2
[
(hαα)2 − 2hβαh

α
β

]}
. (3.6)

onde a equação (3.6) foi expandida até segunda ordem nos campos h. O próximo passo,

consiste em expandirmos também a expressão (2.47) em termos das expressões (3.1) e

(3.2). Novamente, para o cálculo do propagador, queremos uma expressão até segunda

ordem no campo h. Primeiramente, serão expandidos os coeficientes de Christoffel. Assim,

substituindo (3.1) e (3.2) em (2.49), temos(com os respectivos ı́ndices):

Γ λ
µλ =

1

2
(ηλα − κhλα + κ2hλµh

µα)(∂µ(ηλα + κhλα) + ∂λ(ηµα + κhµα)− ∂α(ηµλ + κhµλ))

=
1

2
κ{ηλα∂µhλα + ηλα∂λhµα + ηλα∂αhµλ}

−1

2
κ2{hλα∂µhλα + hλα∂λhµα − hλα∂αhµλ}. (3.7)

Assim, basta proceder de maneira análoga para os outros termos da expressão (2.49).

Dessa forma, tem-se para os outros termos:

Γ λ
µν =

1

2
κ{ηλβ∂µhνβ + ηλβ∂νhµβ + ηλβ∂βhµν}

−1

2
κ2{hλβ∂µhνβ + hλβ∂νhµβ − hλβ∂βhµν}, (3.8)

Γ σ
µλ =

1

2
κ{ησβ∂µhλβ + ησβ∂λhµβ + ησβ∂βhµλ}

−1

2
κ2{hσβ∂µhλβ + hσβ∂λhµβ − hσβ∂βhµλ}, (3.9)

Γ λ
νσ =

1

2
κ{ηλα∂νhσα + ηλα∂σhνα + ηλα∂αhνσ}

−1

2
κ2{hλα∂νhσα + hλα∂σhνα − hλα∂αhνσ}, (3.10)

1Na expressão (3.6) temos que η = detηµν .
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Γ σ
µν =

1

2
κ{ησβ∂µhνβ + ησβ∂νhµβ + ησβ∂βhµν}

−1

2
κ2{hσβ∂µhνβ + hσβ∂νhµβ − hσβ∂βhµν}, (3.11)

Γ λ
σλ =

1

2
κ{ηλα∂σhλα + ηλα∂λhσα + ηλα∂αhσλ}

−1

2
κ2{hλα∂σhλα + hλα∂λhσα − hλα∂αhσλ}. (3.12)

Substituindo as expressões de (3.7) a (3.12) e também a expressão (3.6) em (2.47), e após

uma série de simplificações algébricas, chegar-se-á a expressão, até segunda ordem em

h, do tensor de curvatura escalar mostrado em (2.47). Com esse resultado, a expressão

(2.46) pode ser reescrita como2:

Sg =
2

κ2

∫
dx4
√
−gR

=

∫
dx4
√
−η
{
− 1

2
(∂µh)(∂µh) +

1

2
(∂βhµλ)(∂

βhµλ) + (∂νh)(∂αh
να)−

(∂βhµν)(∂
µhνβ)

}
. (3.13)

Neste ponto, vamos adicionar a expressão (3.13) um termo de fixação de gauge. Neste

caso, usar-se-á o gauge harmônico [6], que em termos da ação, é descrito por3:

Sfg =

∫
d4x
√
−η
{
h;ν
µνh

µλ
;λ −

1

2
h;ν
µνh

;µ − 1

2
h;µh

µλ
;λ +

1

4
h;µh

;µ
}
. (3.14)

Agora, tomando os dois termos intermediários da equação (3.14), e fazendo uma mani-

pulação de ı́ndices, podemos escrevê-los como:

−1

2
h;ν
µνh

;µ − 1

2
h;µh

µλ
;λ = −h;ν

µνh
;µ. (3.15)

Assim, substiutindo (3.15) em (3.14) obtemos:

Sfg =

∫
d4x
√
−η
{
h;ν
µνh

µλ
;λ − h

;ν
µνh

;µ +
1

4
h;µh

;µ
}

(3.16)

onde, a expressão (3.16) está escrita em termos de derivadas covariantes, já apresentada

em (3.14). Explicitamente, os três termos da expressão (3.16) podem ser escritos da

seguinte maneira:

hµλ;λ = Dλh
µλ = ∂λh

µλ + Γ µ
λνh

νλ, (3.17)

h;µ = ∂µh, (3.18)

2Esse cálculo é bastante extenso e muito trabalhoso, por isso neste ponto, nos limitaremos apenas ao

seu resultado, levando em conta todas as simplificações necessárias.
3A notação utilizada na expressão (3.14) será explicada posteriormente.
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h;µ = ∂µh, (3.19)

h;ν
µν = Dνhµν = ∂νhµν − Γ νσ

µ hσν . (3.20)

Agora, substituindo as expressões de (3.17) a (3.20) em (3.16), obtém-se, preservando

apenas os termos de ordem quadrática em h, lembrando que para o cálculo do propagador

esta estrutura quadrática se faz necessária, a seguinte expressão:

Sfg =

∫
d4x
√
−η
{

(∂νhµν)(∂λh
µλ)− (∂νhµν)(∂

µh) +
1

4
(∂µh)(∂µh)

}
. (3.21)

Dessa forma, somando a expressão (3.13) à expressão (3.21), obtemos a ação quadrática

em h dada por4:

Sq = Sg + Sfg

=

∫
d4x
{
− 1

4
(∂µh)(∂µh) +

1

2
(∂βhµλ)(∂

βhµλ)− (∂βhµν)(∂
µhνβ) +

(∂νhµν)(∂λh
µλ)
}
. (3.22)

Reescrevendo os termos da expressão (3.22) como:

(∂µh)(∂µh) = ∂µ(h∂µh)− h∂µ∂µh, (3.23)

(∂βhµλ)(∂
βhµλ) = ∂β(hµλ∂

βhµλ)− hµλ∂β∂βhµλ, (3.24)

(∂βhµν)(∂
µhνβ) = ∂β(hµν∂

µhνβ)− hµν∂β∂µhνβ, (3.25)

(∂νhµν)(∂λh
µλ) = ∂ν(hµν∂λh

µλ)− hµν∂ν∂λhµλ, (3.26)

e substituindo-se as expressões de (3.23) a (3.26) em (3.22), levando em conta que os

termos de superf́ıcie desaparecem quando integramos sobre todo o espaço, chega-se ao

seguinte resultado:

Sq = −1

2

∫
d4x
(
hµλ∂µ∂

µhµλ − 1

2
h∂µ∂

µh
)
. (3.27)

Agora, vamos escrever os campos h do segundo termo de (3.27) como h = ηαλhαλ e

h = ηβσhβσ. Ainda na expressão (3.27), vamos reescrever o termo hµλ como

hµλ = ηβλησµhβσ. (3.28)

Dessa forma, o termo entre parênteses da expressão (3.28) pode ser reescrito como:

hµλ∂µ∂
µhµλ − 1

2
h∂µ∂

µh = hµλη
βλησµ∂µ∂

µhβσ −
1

2
hλαη

λαησβ∂µ∂
µhσβ. (3.29)

4Aqui, fez-se
√
−η = 1.
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Agora, no primeiro termo da expressão (3.29), será feita a seguinte troca de ı́ndices:

(µ→ α). Portanto, (3.29) pode ser reescrita novamente como:

hµλ∂µ∂
µhµλ − 1

2
h∂µ∂

µh = hαλη
βλησα∂µ∂

µhβσ −
1

2
hαλη

λαησβ∂µ∂
µhσβ. (3.30)

Assim, substituindo (3.30) em (3.27), temos que a ação será dada por:

Sq = −1

2

∫
d4x
(
hαλη

βλησα∂µ∂
µhβσ −

1

2
hαλη

λαησβ∂µ∂
µhσβ

)
, (3.31)

ou de uma maneira mais compacta

Sq = −1

2

∫
d4xhαλ

(
Dαλβσ∂µ∂

µ
)
hβσ, (3.32)

onde

Dαλβσ =
1

2

(
ηβλησα + ηβαηλσ − ηαλησβ

)
. (3.33)

Agora, para obtermos o propagador do gráviton, temos que encontrar um

operador inverso e simétrico para Dαλβσ dado em (3.33). Este operador é simétrico na

troca (α → λ), (β → σ) e também na troca (αλ → βσ). Isto equivale a encontrarmos

uma solução do tipo Pαλγδ para a equação

DαλβσPαλγδ = Iβσγδ (3.34)

e para

∂µ∂
µ (3.35)

onde, em (3.35), definimos

Iβσγδ = ηβµησνIµνγδ (3.36)

com a identidade no espaço dos tensores simétricos definida por:

Iµνγδ =
1

2

(
ηµγηνδ + ηµδηνγ

)
. (3.37)

Logo, pode-se observar que o operador inverso de Dαλβσ é dado por

Pαλγδ =
1

2

(
ηαγηλδ + ηαδηγδ − ηαληγδ

)
(3.38)

uma vez que

DαλβσPαλγδ = {1

2

(
ηβλησα + ηβαηλσ − ηαλησβ

)
} ×

{1

2
{
(
ηαγηλδ + ηαδηγδ − ηαληγδ

)
} (3.39)

=
1

2

[
δσγ δ

β
δ + δβγ δ

σ
δ

]
(3.40)
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onde, a expressão (3.39) obedece à expressão (3.34).

No espaço dos momentos, o inverso do operador diferencial dado em (3.35) é o

propagador de uma part́ıcula bosônica com massa m, onde sua forma anaĺıtica e gráfica

pode ser vista através da expressão (2.9) e da figura (2.3) respectivamente.

Sendo assim, podemos escrever a expressão para o propagador do gráviton no

gauge harmônico da maneira como se segue:

∆αλσβ(q) =
iPαλσβ

(q2 − µ2)
, (3.41)

onde

Pαλσβ =
1

2

(
ηβλησα + ηβαηλσ − ηαλησβ

)
. (3.42)

Graficamente, temos:

Figura 3.1: Propagador do gráviton.

Outra estrutura importante que será usada neste trabalho é o propagador do

campo de gauge. Seu resultado também já está bem estabelecido e é dado por [18]:

∆αδ(k) = −i gδα
(k2 − µ2)

− (1− λ)

λ
i

kαkδ
(k2 − µ2)2

. (3.43)

Graficamente, a expressão (3.43) é representada pela figura seguinte:

Figura 3.2: Propagador do campo de gauge.

O resultado obtido em (3.41) é importante no sentido de que sua estrutura

aparece também no cálculo dos vértices, facilitando sua escrita. Esse cálculo será apre-

sentado no próximo caṕıtulo, onde obteremos as funções de vértice para a eletrodinâmica

escalar, agora acoplada à gravitação, de maneira bem detalhada.
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4 Cálculo dos Vértices

Neste caṕıtulo será apresentada a lagrangeana da eletrodinâmica escalar já

apresentada no caṕıtulo 1, mas levando em conta agora contribuições gravitacionais. Serão

apresentados também os cálculos dos vértices originados de tal contribuição.

4.1 Eletrodinâmica escalar acoplada com a gravitação

Primeiramente, para que se possa calcular os vértices para a eletrodinâmica es-

calar acoplada a gravitação, temos que construir uma lagrangeana que tenha tal estrutura.

Para isso, procede-se da seguinte maneira: deve-se substituir as expressões (3.1), (3.2) e

(3.6) na lagrangeana utilizada pra escrever a expressão (2.52). Feitas essas substituições,

obtemos o seguinte resultado1:

Lsg = −1

4
κh
[
(∂µAν)(∂

µAν)− (∂νAµ)(∂µAν)
]

+
1

2
κhβν

[
(∂µAν)(∂µAβ)

+(∂βAµ)(∂νAµ)− (∂µAβ)(∂νA
µ)− (∂βAµ)(∂µAν)

]
+

1

2
κh(|∂µφ|2 −m2|φ|2)− κhµν(∂νφ)(∂µφ

∗) +
(
ieAµφ∗(∂µφ)

−ieAµφ(∂µφ
∗)
)

+ e2AµA
µ|φ|2 − 1

2
κh(∂µφ

∗)(ieAµ)φ

+
1

2
κh(ieAµ)φ∗(∂µφ) + κhµνφ(ieAν)∂µφ

∗ − κhµνφ∗(ieAµ)∂νφ, (4.1)

onde Lsg representa a lagrangeana da eletrodinâmica escalar, agora com correções quânticas

para a gravitação, representada em (4.1) pelos campos h. Dessa forma, a partir da equação

(4.1), podemos obter as expressões para os vértices da teoria. Tais vértices são:

1. Interação de 1 fóton com 2 campos escalares:

τ γ(p, p
′
, e) = −ie(p+ p

′
)γ;

2. Interação de 2 campos escalares com 1 fóton e 1 gráviton:

τ ραγ(p, p
′
, e) = iκe

(
P µργα(p+ p

′
)µ

)
;

3. Interação de 2 fótons com 2 campos escalares:

τ γδ(p, p
′
, e) = 2ieηγδ;

1Novamente, fez-se
√
−η = 1 neste resultado.
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4. Interação de 1 gráviton com 2 campos de gauge:

τλθγδ(p, p
′
) = iκ

{
P λθγδ(p · p′) + 1

2

[
ηλθ(pδ · p′γ)

+ ηγδ(pθ · p′λ + pλ · p′θ)−
[
ηλδ(pθ · p′γ) + ηλγ(pδ·p′θ) + ηθγ(pδ·p′λ) + ηθδ(pλ·p′γ)

]]}
;

5. Interação e 1 gráviton com 2 campos escalares:

τµν(p, p
′
, e) = −1

2
iκ
[
pν ·p′µ + pµ·p′ν − ηµν{(p·p′)−m2}

]
.

As expressões enumeradas acima, podem ser traduzidas através dos gráficos mostrados

na figura (4.1).

Figura 4.1: Regras de Feynman para a teoria. As equações 1, 2, 3, 4, e 5 correspondem

as figuras a), b), c), d) e e) respectivamente.

Portanto, a partir dos vértices mostrados na figura (4.1), podemos construir

todos os gráficos de Feynman necessários a cada ordem em loops, ou seja, 1 loop, 2 loops,

3 loops, etc. Como neste trabalho, estamos interessados em correções até ordem de 1 loop,

alguns vértices não se farão necessários. Na próxima seção faremos um cálculo detalhado

para os vértices mostrados na figura (4.1).
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4.2 Cálculo dos vértices

A expressão para os fatores de vértice no espaço dos momentos de maneira

mais geral é dada por [22]:

Θµ1ν1···µmνn = i

∫
d4xd4x1 · · · d4xnd

4y1 · · · d4yme
i[p1x1+...+pnxn+q1y1+...+qmym]

× δ

δφ1(x1)
× . . .× δ

δφn(xn)
× δ

δHµ1ν1
1 (y1)

× . . .× δ

δHµmνn
m (ym)

× δ

δAµ1

1 (y1)
× . . .× δ

δAµmm (ym)

×Lint(φ1, . . . , φn, H1, . . . , Hm, A1, . . . , Am)(x), (4.2)

onde Lint representa a lagrangeana de interação, φ1 . . . φn representam o campo escalar,

Hµ1ν1
1 (y1) . . . Hµmνn

m (ym) representam o campo gravitacional, Aµ1

1 (y1) . . . Aµmm (ym) repre-

sentam o campo de gauge e as grandezas p1, . . . , pn e q1, . . . , qm representam os momentos

externos dos campos escalar e dos campos de gauge e gravitacional, respectivamente.

Para tais cálculos, será usada a expressão (3.34) que mostra a lagrangeana com todas as

posśıveis interações entre os campos.

Vértice com interação de 1 fóton com 2 campos escalares

Da expressão (4.1), temos que o termo na lagrangeana que descreve tal interação é dado

por:

Lint = −(−ieAµφ∗(∂µφ) + ieAµφ(∂µφ∗)). (4.3)

Agora, substituindo a expressão (4.3) na expressão (4.2) temos:

Θγ(p
′
, p) = −i

∫
d4xd4x1d

4x2d
4x3e

i[px1−p′x2+qx3]

× δ

δφ(x1)

δ

δφ∗(x2)

δ

δAγ(x3)
(−ieAµφ∗(∂µφ) + ieAµφ(∂µφ∗)). (4.4)

Agora, vamos aplicar cada função à sua respectiva derivada. Aplicando primeiramente

ao campo de fóton Aγ, vemos que ela implicará numa seguinte troca de ı́ndices: µ → γ.

Dessa maneira, temos para o campo de fóton:

Θγ(p
′
, p) = −i

∫
d4xd4x1d

4x2d
4x3e

i[px1−p′x2+qx3]

× δ

δφ(x1)

δ

δφ∗(x2)
(−ieδ(x− x3)φ∗(∂γ)φ) + ieδ(x− x3)φ(∂γφ∗)). (4.5)
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Aplicando as derivadas aos campos escalares teremos:

Θγ(p
′
, p) = −i

∫
d4xd4x1d

4x2d
4x3e

i[px1−p′x2+qx3]

×
(
− ieδ(x− x3)δ(x− x2)(∂γδ(x− x1))

+ieδ(x− x3)δ(x− x1)(∂γδ(x− x2))
)
. (4.6)

Agora, temos que escrever as funções δ(x−x1) e δ(x−x2) no espaço dos momentos. Elas

são definidas da seguinte maneira:

δ(x− x1) =

∫
d4p1

(2π)4
eip1(x−x1) (4.7)

e

δ(x− x2) =

∫
d4p2

(2π)4
eip2(x−x2). (4.8)

Substituindo (4.7) e (4.8) em (4.6) temos:

Θγ(p
′
, p) = −i

∫
d4xd4x1d

4x2d
4x3e

i[px1−p′x2+qx3]

×
{
− ieδ(x− x3)

∫
d4p2

(2π)4
eip2(x−x2)∂γ

∫
d4p1

(2π)4
eip1(x−x1)

+ieδ(x− x3)

∫
d4p1

(2π)4
eip1(x−x1)∂γ

∫
d4p2

(2π)4
eip2(x−x2)

}
. (4.9)

Aplicando as derivadas em (4.9) obtemos:

Θγ(p
′
, p) = −i

∫
d4xd4x1d

4x2d
4x3e

i[px1−p′x2+qx3]

×
{
− ieδ(x− x3)

∫
d4p2

(2π)4
eip2(x−x2)(ip1γ)

∫
d4p1

(2π)4
eip1(x−x1)

+ieδ(x− x3)

∫
d4p1

(2π)4
eip1(x−x1)(ip2γ)

∫
d4p2

(2π)4
eip2(x−x2)

}
. (4.10)

Agora, agrupando os termos em (4.10) temos:

Θγ(p
′
, p) = −i

∫
d4xd4x1d

4x2
d4p1

(2π)4

d4p2

(2π)4
ei[(p−p1)x1−(p′+p2)x2+(p1+p2)x]

×
∫
d4x3e

iqx3δ(x− x3)×
{
ie(ip2γ)− ie(ip1γ)

}
. (4.11)

Agora, temos o seguinte resultado:∫
d4x3e

iqx3δ(x− x3) = eiqx. (4.12)

Substituindo (4.12) em (4.11) temos:

Θγ(p
′
, p) = −i

∫
d4xd4x1d

4x2
d4p1

(2π)4

d4p2

(2π)4
ei[(p−p1)x1−(p′+p2)x2+(p1+p2+q)x]

×
{
ie(ip2γ)− ie(ip1γ)

}
. (4.13)
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O próximo passo consiste em tratar as integrais em x1, x2 e x3 separadamente. Para isso

vamos reorganizar a expressão (4.13) da seguinte maneira:

Θγ(p
′
, p) = −i

∫
d4xei(p1+p2+q)x

∫
d4x1e

i(p−p1)x1

∫
d4x2e

−i(p′+p2)x2
d4p1

(2π)4

d4p2

(2π)4

×
{
ie(ip2γ)− ie(ip1γ)

}
. (4.14)

Temos também os seguintes resultados para integrais em (4.14):∫
d4x1e

i(p−p1)x1 = (2π)4δ(p1 − p) (4.15)

e ∫
d4x2e

−i(p′+p2)x2 = (2π)4δ(p′ + p2). (4.16)

Substituindo (4.15) e (4.16) em (4.14) temos:

Θγ(p
′
, p) = −i

∫
d4xei(p1+p2+q)x

∫
d4p1

(2π)4
(2π)4δ(p1 − p)

∫
d4p2

(2π)4
(2π)4(p′ + p2)

×
{
ie(ip2γ)− ie(ip1γ)

}
= −ie

∫
d4xei(p1+p2+q)x

×
{∫

d4p1δ(p1 − p)(ip1γ)

∫
d4p2δ(p

′ + p2)(ip2γ)
}
. (4.17)

Da expressão (4.17) temos os seguintes resultados para as integrais:∫
d4p1δ(p1 − p)(ip1γ) = ipγ (4.18)

e ∫
d4p2δ(p

′ + p2)(ip2γ) = −ip′γ. (4.19)

Agora, substituindo (4.18) e (4.19) em (4.17) obtemos o seguinte resultado:

Θγ(p
′
, p) = −ie

∫
d4xei(p1+p2+q)x

(
pγ + p′γ

)
(4.20)

Mas sabemos que: ∫
d4xei(p1+p2+q)x = (2π)4δ(p− p′ + q) (4.21)

Logo, substituindo (4.21) em (4.20) obtemos a expressão para o vértice. Ela é dada por:

Θγ(p
′
, p) = (2π)4δ(p− p′ + q)

[
− ie

(
pγ + p′γ

)]
. (4.22)

onde podemos notar explicitamente a conservação dos momentos no vértice através da

função delta de Dirac. Diagramaticamente ele pode ser representado da seguinte maneira:
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Figura 4.2: Forma diagramática da interação de 1 fóton com 2 campos escalares.

Vértice com interação de 2 fótons com 2 campos escalares

Da expressão (4.1), o termo que descreve tal interação é dado por:

Lint = e2AµA
µ|φ|2

= e2ηµνAµAνφ
∗φ.

(4.23)

Substituindo a expressão (4.23) na expressão (4.2), novamente, tomando o cuidado em

substituir os campos e os momentos da maneira adequada, temos a seguinte expressão

para o vértice:

Θγβ(p′, p) = i

∫
d4xd4x1d

4x2d
4x3d

4x4e
i[px1−p′x2+qx3−q′x4]

× δ

δφ(x1)

δ

δφ∗(x2)

δ

δAγ(x3)

δ

δAβ(x4)

(
e2ηµνAµAνφ

∗φ
)
. (4.24)

Agora, procedendo como na seção anterior, vamos aplicar cada derivada a seu respectivo

campo, lembrando que no caso dos fótons, faremos a troca do campo H pelo campo A.

Aplicando a primeira derivada temos:

Θγβ(p′, p) = ie2

∫
d4xd4x1d

4x2d
4x3d

4x4e
i[px1−p′x2+qx3−q′x4]

× δ

δφ(x1)

δ

δφ∗(x2)

δ

δAγ(x3)

(
ηµβAµδ(x− x4)φ∗φ

+ηβνAνδ(x− x4)φ∗φ
)
, (4.25)

onde no primeiro e no segundo termo entre parênteses da expressão (4.25) houve uma troca

de ı́ndices do tipo (ν → β) e (µ→ β) respectivamente. Pode-se perceber que ao aplicar a

outra derivada com relação ao campo do fóton, também haverá uma troca de ı́ndices do

tipo (µ → γ) e (ν → γ) respectivamente na expressão (4.25). Dessa maneira, aplicando
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esta derivada e também as respectivas derivadas dos campos escalares na expressão (4.25),

obtém-se o seguinte resultado:

Θγβ(p′, p) = 2ie2ηγβ
∫
d4xd4x1d

4x2d
4x3d

4x4e
i[px1−p′x2+qx3−q′x4]

×
(
δ(x− x1)δ(x− x2)δ(x− x3)δ(x− x4)

)
. (4.26)

Agora, reorganizando as integrais em (4.26) de modo a tratá-las separadamente temos:

Θγβ(p′, p) = 2ie2ηγβ
∫
d4x

∫
d4x1e

ipx1δ(x− x1)

∫
d4x2e

−ip′x2δ(x− x2)×

×
∫
d4x3e

iqx3δ(x− x3)

∫
d4x4e

−iq′x4δ(x− x4). (4.27)

Tomando os seguintes resultados para as integrais em (4.27):∫
d4x1e

ipx1δ(x− x1) = eipx,∫
d4x2e

ip′x2δ(x− x2) = e−ip
′x,∫

d4x3e
iqx3δ(x− x3) = eiqx,∫

d4x4e
iq′x4δ(x− x34) = e−iq

′x,

(4.28)

e substituindo os resultados de (4.28) na expressão (4.27) temos o seguinte resultado:

Θγβ(p′, p) = 2ie2ηγβ
∫
d4xei[p−p

′+q−q′]x. (4.29)

Tomando o seguinte resultado para a integral em (4.29):∫
d4xei(p−p

′+q−q′)x = (2π)4δ(p− p′ + q − q′), (4.30)

e substituindo o resultado de (4.30) em (4.29) chegamos ao resultado final para a expressão

do vértice que é dada por:

Θγβ(p′, p) = (2π)4δ(p− p′ + q − q′)
{

2ie2ηγβ
}
. (4.31)

onde a função delta representa a conservação dos momentos no vértice, o que pode ser

visto através da figura (4.3).

Vértice com interação de 2 campos escalares, 1 fóton e 1 gráviton

Da expressão (4.1), o termo que descreve tal interação é dado por:

Lint = −1

2
κh(∂µφ

∗)(ieAµ)φ+
1

2
κh(ieAµ)φ∗(∂µφ) + κhµνφ(ieAν)∂µφ

∗

−κhµνφ∗(ieAν)∂µφ. (4.32)
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Figura 4.3: Forma diagramática da interação de 2 fótons com 2 campos escalares.

Agora, escrevendo os campos da expressão (4.32) como:

h = ηρ̃γ̃hρ̃γ̃,

Aµ = ηµα̃Aα̃,

Aν = ηνα̃Aα̃,

(4.33)

e substituindo (4.33) em (4.32) temos:

Lint = −1

2
κηρ̃γ̃ηµα̃hρ̃γ̃(∂µφ

∗)(ieAα̃)φ+
1

2
κηρ̃γ̃ηµα̃hρ̃γ̃(ieAα̃)φ∗(∂µφ)

+κηµρ̃ηα̃γ̃hρ̃γ̃φ(ieAα̃)∂µφ
∗ − κηµρ̃ηα̃γ̃hρ̃γ̃φ∗(ieAα̃)∂µφ, (4.34)

onde, nos dois últimos termos de (4.34) foi feita a seguinte troca de ı́ndices: (ν → α̃).

Logo, a função de vértice dada em (4.2) pode ser escrita como:

Θργα(p, p′) = i

∫
d4xd4x1d

4x2d
4x3d

4x4e
i[px1−p′x2+qx3−q′x4]

× δ

δφ(x1)

δ

δφ∗(x2)

δ

δHργ(x3)

δ

δAα(x4)

{
− 1

2
κηρ̃γ̃ηµα̃hρ̃γ̃(∂µφ

∗)(ieAα̃)φ

+
1

2
κηρ̃γ̃ηµα̃hρ̃γ̃(ieAα̃)φ∗(∂µφ) + κηµρ̃ηα̃γ̃hρ̃γ̃φ(ieAα̃)∂µφ

∗

−κηµρ̃ηα̃γ̃hρ̃γ̃φ∗(ieAα̃)∂µφ
}
. (4.35)
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Agora, vamos aplicar as derivadas nos respectivos campos na seguinte ordem: campos de

fóton, gráviton e nos campos escalares. Temos então que:

Θργα(p, p′) = i

∫
d4xd4x1d

4x2d
4x3d

4x4e
i[px1−p′x2+qx3−q′x4]

× δ

δφ(x1)

δ

δφ∗(x2)

δ

δHργ(x3)

{
− 1

2
κηρ̃γ̃ηµαhρ̃γ̃(∂µφ

∗)(ieδ(x− x4))φ

+
1

2
κηρ̃γ̃ηµαhρ̃γ̃(ieδ(x− x4))φ∗(∂µφ) + κηµρ̃ηαγ̃hρ̃γ̃φ(ieδ(x− x4))∂µφ

∗

−κηµρ̃ηαγ̃hρ̃γ̃φ∗(ieδ(x− x4))∂µφ
}
.

= i

∫
d4xd4x1d

4x2d
4x3d

4x4e
i[px1−p′x2+qx3−q′x4]

× δ

δφ(x1)

δ

δφ∗(x2)

{
− 1

2
κηργηµαδ(x− x3)(∂µφ

∗)(ieδ(x− x4))φ

+
1

2
κηργηµαδ(x− x3)(ieδ(x− x4))φ∗(∂µφ)

+κηµρηαγδ(x− x3)φ(ieδ(x− x4))∂µφ
∗

−κηµρηαγδ(x− x3)φ∗(ieδ(x− x4))∂µφ
}
.

= i

∫
d4xd4x1d

4x2d
4x3d

4x4e
i[px1−p′x2+qx3−q′x4]

×
{
− 1

2
κηργηµαδ(x− x3)(∂µδ(x− x2))(ieδ(x− x4))δ(x− x1)

+
1

2
κηργηµαδ(x− x3)(ieδ(x− x4))δ(x− x2)(∂µδ(x− x1))

+κηµρηαγδ(x− x3)δ(x− x1)(ieδ(x− x4))∂µδ(x− x2)

−κηµρηαγδ(x− x3)δ(x− x2)(ieδ(x− x4))∂µδ(x− x1)
}
. (4.36)

Substituindo as expressões (4.7) e (4.8) e o resultado das duas últimas integrais de (4.28)

em (4.36) temos:

Θργα(p, p′) = i

∫
d4xd4x1d

4x2e
i[px1−p′x2+(q−q′)x]

×
{
− 1

2
ieκηργηµα∂µ

∫
d4p2

(2π)4
eip2(x−x2)

∫
d4p1

(2π)4
eip1(x−x1)

+
1

2
ieκηργηµα

∫
d4p2

(2π)4
eip2(x−x2)∂µ

∫
d4p1

(2π)4
eip1(x−x1)

+κieηµρηαγ
∫

d4p1

(2π)4
eip1(x−x1)∂µ

∫
d4p2

(2π)4
eip2(x−x2)

−κieηµρηαγ
∫

d4p2

(2π)4
eip2(x−x2)∂µ

∫
d4p1

(2π)4
eip1(x−x1)

}
. (4.37)
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Aplicando as derivadas em (4.37) e agrupando os termos temos:

Θργα(p, p′) = i

∫
d4xd4x1d

4x2e
i[px1−p′x2+(q−q′)x]

×
{
− 1

2
ieκηργηµα

∫
d4p2

(2π)4
eip2(x−x2)(ip2µ)

∫
d4p1

(2π)4
eip1(x−x1)

+
1

2
ieκηργηµα

∫
d4p2

(2π)4
eip2(x−x2)

∫
d4p1

(2π)4
eip1(x−x1)(ip1µ)

+κieηµρηαγ
∫

d4p1

(2π)4
eip1(x−x1)

∫
d4p2

(2π)4
eip2(x−x2)(ip2µ)

−κieηµρηαγ
∫

d4p2

(2π)4
eip2(x−x2)

∫
d4p1

(2π)4
eip1(x−x1)(ip1µ)

}
.

= i

∫
d4xei(p1+p2+q−q′)x

×
∫

d4p2

(2π)4

∫
d4p1

(2π)4

∫
d4x2e

−i(p′−p2)x2

∫
d4x1e

i(p−p1)x1

×
{
− 1

2
ieκηργηµα

[
ip2µ − ip1µ

]
+ κieηµρηαγ

[
ip2µ − ip1µ

]}
. (4.38)

Agora, substituindo as expressões (4.15) e (4.16) em (4.38) e realizando as integrações nos

momentos obtemos o seguinte resultado:

Θργα(p, p′) = i

∫
d4xei(p1+p2+q−q′)x

{
− 1

2
ieκηργηµα

[
p′+p

]
µ

+κieηµρηαγ
[
p′+p

]
µ

}
. (4.39)

Tomando o seguinte resultado para integral:∫
d4xei(p1+p2+q−q′)x = (2π)4δ(p− p′ + q − q′), (4.40)

e substituindo o resultado de (4.40) em (4.39) obtém-se o resultado:

Θργα(p, p′) = (2π)4δ(p− p′ + q − q′)iκe
[
p′ + p

]
µ

{
− 1

2
ηργηµα + ηµρηαγ

}
. (4.41)

Reescrevendo o termo entre chaves da expressão (4.41) de maneira análoga à expressão

(3.42) obtemos a expressão para o vértice

Θργα(p, p′) = (2π)4δ(p− p′ + q − q′)iκe
[
P ργαµ(p′ + p)µ

]
, (4.42)

onde a função delta expressa a conservação dos momentos no vértice, o que pode também

ser visto através da figura (4.4).

Vértice com interação de 1 gráviton com 2 fótons

Da expressão (4.1) obtemos o termo que descreve tal interação. Ele é do tipo:

Lint = −1

4
κηαβηνσhαβ

[
(∂µAν)(∂

µAσ)− (∂νAµ)(∂µAσ)
]

+
1

2
κhαβ

[
ηβσηαρ(∂µAσ)(∂µAρ)

+(∂αAµ)(∂βη
µσAσ)− (∂µηαρAρ)(∂

βAµ)− (∂αAµ)(∂µηβσAσ)
]
. (4.43)
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Figura 4.4: Forma diagramática da interação de 2 campos escalares, 1 fóton e 1 gráviton.

Substituindo a expressão (4.43) em (4.2) chega-se a seguinte expressão para o vértice:

Θλθ(γδ)(p, p′) = i

∫
d4xd4x1d

4x2d
4x3e

i[px1−p′x2+qx3] × δ

δAγ(x1)

δ

δAδ(x2)

δ

δHλθ(x3)

×
{
− 1

4
κηαβηνσhαβ

[
(∂µAν)(∂

µAσ)− (∂νAµ)(∂µAσ)
]

+
1

2
κhαβ

[
ηβσηαρ(∂µAσ)(∂µAρ) + (∂αAµ)(∂βη

µσAσ)

−(∂µηαρAρ)(∂
βAµ)− (∂αAµ)(∂µηβσAσ)

]}
. (4.44)

Na expressão (4.44) vamos aplicar as derivadas aos campos. Aplicando primeiramente ao

ao gráviton temos:

Θλθ(γδ)(p, p′) = i

∫
d4xd4x1d

4x2d
4x3e

i[px1−p′x2+qx3] × δ

δAγ(x1)

δ

δAδ(x2)

×
{
− 1

4
κηλθηνσδ(x− x3)

[
(∂µAν)(∂

µAσ)− (∂νAµ)(∂µAσ)
]

+
1

2
κδ(x− x3)

[
ηθσηλρ(∂µAσ)(∂µAρ) + (∂λAµ)(∂θη

µσAσ)

−(∂µηλρAρ)(∂
θAµ)− (∂λAµ)(∂µηθσAσ)

]}
. (4.45)
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Agora, aplicando as derivadas aos campos de gauge temos:

Θλθ(γδ)(p, p′) = i

∫
d4xd4x1d

4x2d
4x3e

i[px1−p′x2+qx3] × δ

δAγ(x1)

×
{
− 1

4
κηλθηδσδ(x− x3)∂µδ(x− x2)(∂µAσ)

−1

4
κηλθηνδδ(x− x3)(∂νAµ)∂µδ(x− x2)

+
1

4
κηλθηνσδ(x− x3)∂νδ(x− x2)(∂δAσ)

+
1

4
κηλθηνδδ(x− x3)(∂νAµ)∂µδ(x− x2)

+
1

2
κδ(x− x3)ηθδηλρ∂µδ(x− x2)(∂µAρ)

+
1

2
κδ(x− x3)ηθσηλδ(∂µAσ)∂µδ(x− x2)

+
1

2
κδ(x− x3)ησδ∂λδ(x− x2)(∂θAσ)

+
1

2
κδ(x− x3)ηµδ(∂λAµ)∂θδ(x− x2)

−1

2
κδ(x− x3)ηλδ∂µδ(x− x2)(∂θAµ)

−1

2
κδ(x− x3)ηλρ(∂δAρ)∂

θδ(x− x2)

−1

2
κδ(x− x3)ηθσ∂λδ(x− x2)(∂δAσ)

−1

2
κδ(x− x3)ηθδ∂µδ(x− x2)(∂λAµ)

}
.

= i

∫
d4xd4x1d

4x2d
4x3e

i[px1−p′x2+qx3]

×
{
− 1

4
κηλθηδγδ(x− x3)∂µδ(x− x2)∂µδ(x− x1)

−1

4
κηλθηγδδ(x− x3)∂νδ(x− x1)∂µδ(x− x2)

+
1

4
κηλθηνγδ(x− x3)∂νδ(x− x2)∂δδ(x− x1)

+
1

4
κηλθηνδδ(x− x3)∂νδ(x− x1)∂µδ(x− x2)

+
1

2
κδ(x− x3)ηθδηλγ∂µδ(x− x2)∂µδ(x− x1)

+
1

2
κδ(x− x3)ηθγηλδ∂µδ(x− x1)∂µδ(x− x2)

+
1

2
κδ(x− x3)ηγδ∂λδ(x− x2)∂θδ(x− x1)

+
1

2
κδ(x− x3)ηγδ∂λδ(x− x1)∂θδ(x− x2)

−1

2
κδ(x− x3)ηλδ∂γδ(x− x2)∂θδ(x− x1)

−1

2
κδ(x− x3)ηλγ∂δδ(x− x1)∂θδ(x− x2)

−1

2
κδ(x− x3)ηθγ∂λδ(x− x2)∂δδ(x− x1)

−1

2
κδ(x− x3)ηθδ∂λδ(x− x2)∂γδ(x− x1)

}
. (4.46)
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Os passos seguintes são os mesmos adotados para o cálculo dos vértices anteriores. Pri-

meiramente, substitúımos os resultados das expressões (4.7) e (4.8) na expressão (4.46),

agrupamos os termos de maneira a separar as integrais em suas variáveis correspondentes,

depois utilizamos o resultado da expressão (4.12) para a integral no momento q. Obtemos

então o seguinte resultado:

Θλθ(γδ)(p, p′) = i

∫
d4xd4x1d

4x2e
i[px1−p′x2+qx]

×
{
− 1

4
κηλθηδγ∂µ

∫
d4p2

(2π)4
eip2(x−x2)∂µ

∫
d4p1

(2π)4
eip1(x−x1)

−1

4
κηλθηγδ∂ν

∫
d4p1

(2π)4
eip1(x−x1)∂µ

∫
d4p2

(2π)4
eip2(x−x2)

+
1

4
κηλθηνγ∂ν

∫
d4p2

(2π)4
eip2(x−x2)∂δ

∫
d4p1

(2π)4
eip1(x−x1)

+
1

4
κηλθηνδ∂ν

∫
d4p1

(2π)4
eip1(x−x1)∂µ

∫
d4p2

(2π)4
eip2(x−x2)

+
1

2
κηθδηλγ∂µ

∫
d4p2

(2π)4
eip2(x−x2)∂µ

∫
d4p1

(2π)4
eip1(x−x1)

+
1

2
κηθγηλδ∂µ

∫
d4p1

(2π)4
eip1(x−x1)∂µ

∫
d4p2

(2π)4
eip2(x−x2)

+
1

2
κηγδ∂λ

∫
d4p2

(2π)4
eip2(x−x2)∂θ

∫
d4p1

(2π)4
eip1(x−x1)

+
1

2
κηγδ∂λ

∫
d4p1

(2π)4
eip1(x−x1)∂θ

∫
d4p2

(2π)4
eip2(x−x2)

−1

2
κηλδ∂γ

∫
d4p2

(2π)4
eip2(x−x2)∂θδ

∫
d4p1

(2π)4
eip1(x−x1)

−1

2
κηλγ∂δ

∫
d4p1

(2π)4
eip1(x−x1)∂θ

∫
d4p2

(2π)4
eip2(x−x2)

−1

2
κηθγ∂λ

∫
d4p2

(2π)4
eip2(x−x2)∂δ

∫
d4p1

(2π)4
eip1(x−x1)

−1

2
κηθδ∂λ

∫
d4p2

(2π)4
eip2(x−x2)∂γ

∫
d4p1

(2π)4
eip1(x−x1)

}
. (4.47)
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Aplicando as derivadas, utlizando o resultado de (4.12) para a integral no momento q e

agrupando os termos, a expressão (4.47) torna-se:

Θλθ(γδ)(p, p′) = i

∫
d4xei(p1−p2+q)x

∫
d4p1

(2π)4

∫
d4p2

(2π)4

∫
d4x1e

i(p−p1)x1

∫
d4x2e

−i(p2+p′)x2

×
{
− 1

2
κηλθηδγ(ip1µ)(ip2µ) +

1

4
κηλθηνγ(ip2ν)(ip

1δ)

+
1

4
κηλθηνδ(ip1ν)(ip

2γ) +
1

2
κηθδηλγ(ip2µ)(ip1µ)

+
1

2
κηθγηλδ(ip1µ)(ip2µ) +

1

2
κηγδ(ip2λ)(ip1θ) +

1

2
κηγδ(ip1λ)(ip2θ)

−1

2
κηλδ(ip2γ)(ip

1θ)− 1

2
κηλγ(ip1δ)(ip2θ)− 1

2
κηθγ(ip2λ)(ip1δ)

−1

2
κηθδ(ip1λ)(ip2γ)

}
. (4.48)

Utilizando o resultado das expressões (4.15) e (4.16) em (4.48) para realizar as integrações

em x1 e x2, e em seguida, reorganizando os termos e resolvendo as integrais nos momentos,

a expressão (4.48) pode ser reescrita como:

Θλθ(γδ)(p, p′) = iκ

∫
d4xei(p−p

′+q)x
{
− 1

2
ηλθηδγ(p · p′) +

1

4
ηλθηνγ(pδp′ν) +

1

4
ηλθηνδ(pνp

′γ)

+
1

2
ηθδηλγ(p · p′) +

1

2
ηθγηλδ(p · p′) +

1

2
ηγδ(p′λpθ) +

1

2
ηγδ(pλp′θ)

−1

2
ηλδ(p′γpθ)− 1

2
ηλγ(pδp′θ)− 1

2
ηθγ(p′λpδ)− 1

2
ηθδ(pλp′γ)

}
. (4.49)

Agora, contratindo alguns termos em (4.49) e utilizando o resultado da expressão (4.40),

obtemos o resultado:

Θλθ(γδ)(p, p′) = iκ(2π)4δ(p− p′ + q)
{(
− 1

2
ηλθηδγ +

1

2
ηθδηλγ +

1

2
ηθγηλδ

)
(p · p′)

+
1

4
ηλθ(pδp′γ) +

1

4
ηλθ(pδp′γ) +

1

2
ηγδ(p′λpθ) +

1

2
ηγδ(pλp′θ)

−1

2
ηλδ(p′γpθ)− 1

2
ηλγ(pδp′θ)− 1

2
ηθγ(p′λpδ)− 1

2
ηθδ(pλp′γ)

}
. (4.50)

Agora escrevendo

P λθ(γδ) =
1

2

(
ηθγηλδ + ηθδηλγ − ηλθηγδ

)
, (4.51)

obtém-se o seguinte resultado para o vértice:

Θλθ(γδ)(p, p′) = iκ(2π)4δ(p− p′ + q)

{
P λθ(γδ)(p · p′) +

1

2

[
ηλθ(pδp′γ)

+ηγδ
(
pθp′λ + pλp′θ

)
−
[
ηλδ(p′γpθ) + ηλγ(pδp′θ) + ηθγ(pδp′λ)

+ηθδ(pλp′γ)
]]}

, (4.52)
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onde a função delta em (4.52) mostra a conservação dos momentos no vértice e o termo

entre parênteses de Θλθ(γδ) indica os ı́ndices referentes aos fótons. Diagramaticamente

temos:

Figura 4.5: Forma diagramática da interação de 1 gráviton com 2 fótons.

Vértice com interação de 1 gráviton com 2 campos escalares

Da expressão (4.1), o termo que descreve tal interação é dado por:

Lint = +
1

2
κh(|∂αφ|2 −m2|φ|2)− 1

2
κhµν

{
(∂νφ)(∂µφ

∗) + (∂νφ)∗(∂µφ)
}
, (4.53)

onde, o segundo termo da expressão (4.53) foi escrito como uma soma de duas partes

simétricas. Assim, fazendo a seguinte troca de ı́ndices na expressão (4.53): (µ → α),

(ν → β) e (α → σ), e substituindo o resultado em (4.2), temos que o vértice pode ser

escrito como:

Θµν(p, p′) = i

∫
d4xd4x1d

4x2d
4x3e

i[px1−p′x2+qx3] δ

δφ(x1)

δ

δφ∗(x2)

δ

δHµν(x3)

×

{
+

1

2
κηαβhαβ

(
(∂σφ)(∂σφ∗)−m2φφ∗

)
−1

2
κhαβ

{
(∂αφ∗)(∂βφ) + (∂αφ)(∂βφ∗)

}}
. (4.54)
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Agora, aplicando as derivadas em (4.54) tem-se:

Θµν(p, p′) = i

∫
d4xd4x1d

4x2d
4x3e

i[px1−p′x2+qx3] δ

δφ(x1)

δ

δφ∗(x2)

×

{
+

1

2
κηµνδ(x− x3)

(
(∂σφ)(∂σφ∗)−m2φφ∗

)
−1

2
κδ(x− x3)

{
(∂µφ∗)(∂νφ) + (∂µφ)(∂νφ∗)

}}
.

= i

∫
d4xd4x1d

4x2d
4x3e

i[px1−p′x2+qx3] δ

δφ(x1)

×

{
+

1

2
κηµνδ(x− x3)

(
(∂σφ)(∂σδ(x− x2))−m2φδ(x− x2)

)
−1

2
κδ(x− x3)

{
(∂νφ)(∂µδ(x− x2)) + (∂νδ(x− x2))(∂µφ)

}}
.

= i

∫
d4xd4x1d

4x2d
4x3e

i[px1−p′x2+qx3]

×
{1

2
κηµνδ(x− x3)

(
(∂σδ(x− x1))(∂σδ(x− x2))

−m2δ(x− x1)δ(x− x2)
)
− 1

2
κδ(x− x3)

(
(∂µδ(x− x1))(∂νδ(x− x2))

+(∂νδ(x− x1))(∂µδ(x− x2))
)}
. (4.55)

Substituindo as expressões (4.7) e (4.8), bem como o resultado de (4.12) para realizar a

integração no momento q, a expressão (4.55) pode ser escrita como:

Θµν(p, p′) = −iκ
2

∫
d4xd4x1d

4x2e
i[px1−p′x2+qx]

×
{
− ηµν

(
∂σ

∫
d4p1

(2π)4
eip1(x−x1)∂σ

∫
d4p2

(2π)4
eip2(x−x2)

−m2

∫
d4p1

(2π)4
eip1(x−x1)

∫
d4p2

(2π)4
eip2(x−x2)

)
+
(
∂µ
∫

d4p1

(2π)4
eip1(x−x1)∂ν

∫
d4p2

(2π)4
eip2(x−x2)

+∂ν
∫

d4p1

(2π)4
eip1(x−x1)∂µ

∫
d4p1

(2π)4
eip2(x−x2)

)}
. (4.56)

Aplicando as derivadas e agrupando os termos em (4.56), obtemos:

Θµν(p, p′) = −iκ
2

∫
d4xei(p−p

′+q)x

∫
d4p1

(2π)4

∫
d4p2

(2π)4

∫
d4x1e

ip1(x−x1)

∫
d4x2e

ip2(x−x2)

×
{
− ηµν

(
(ip1σ)(ip2σ)−m2

)
+
(

(ip1µ)(ip2ν) + (ip1ν)(ip2µ)
)}

= −iκ
2

∫
d4xei(p−p

′+q)x

∫
d4p1

(2π)4

∫
d4p2

(2π)4

∫
d4x1e

ip1(x−x1)

∫
d4x2e

ip2(x−x2)

×
{
− ηµν

(
− (p1σp

2σ)−m2
)
−
(

(p1µ)(p2ν) + (p1ν)(p2µ)
)}
. (4.57)
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Agora, utilizando os resultados de (4.15) e (4.16) para resolver as integrais em x1 e x2 e

também os resultados de (4.18) e (4.19) para resolver as integrais nos momentos, obtemos

o seguinte resultado:

Θµν(p, p′) = −iκ
2

∫
d4xei(p−p

′+q)x
{
− ηµν

(
(p · p′)−m2

)
+ p′µpν + p′νpµ

}
. (4.58)

Dessa forma, lembrando que∫
d4xei(p−p

′+q)x = (2π)4δ(p− p′ + q), (4.59)

obtem-se, substituindo (4.59) em (4.58), o seguinte resultado:

Θµν(p, p′) = −iκ
2

(2π)4δ(p− p′ + q)
{
− ηµν

(
(p · p′)−m2

)
+ p′µpν + p′νpµ

}
, (4.60)

com a função delta em (4.60) mostrando a conservação do momento no vértice, o que

também pode ser visto através da figura:

Figura 4.6: Forma diagramática da interação de 1 gráviton com 2 campos escalares.

Após o cálculo de todos os vértices, podemos notar que até ordem de 1 loop, há

uma contribuição quântica para o tensor de polarização, advindo do vértice que descreve

a interação de 1 gráviton com 2 fótons. Esta contribuição é mostrada através da figura

(4.7).

No próximo caṕıtulo, vamos mostrar o cálculo do gráfico (4.7) e verificar se

existe ou não esta contribuição gravitacional para o tensor de polarização e em caso

positivo, se tal contribuição depende de um gauge arbitrário.
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Figura 4.7: Correção quântica a ordem de 1 loop para o tensor de polarização da eletro-

dinâmica escalar.
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5 Contribuição gravitacional para o tensor

de polarização

Como mencionado no fim do caṕıtulo anterior, vamos calcular neste caṕıtulo

a contribuição oriunda das correções quânticas para o tensor de polarização da eletro-

dinâmica escalar. Tal contribuição pode ser vista da figura (4.7). Utilizando as expressões

(3.43) e (4.52), obtemos a seguinte expressão para o gráfico de Feynman mostrado em

(4.7):

Iµν(µ2) = −κ2ηδαPγλβσ

∫
d4k

(2π)4

τ γλµδτβσνα

(k2 − µ2)[(k − p)2 − µ2]
−

−κ2 (1− λ)

λ
Pγλβσ

∫
d4k

(2π)4

τ γλµδτβσναkδkα
(k2 − µ2)[(k − p)2 − µ2]2

, (5.1)

com Pγλβσ definido em (3.42). Deve-se notar também que estamos usando um gauge λ

arbitrário na expressão (5.1). O próximo passo consiste em aplicar a identidade (A.1) na

expressão (5.1), mas para isso vamos fazer a seguinte mudança de variáveis na segunda

integral da expressão (5.1): k → k + p.

Em analogia ao cálculo do diagrama (2.4), a expressão (5.1) será divida em

duas partes: Iµν1 (µ2) e Iµν2 (µ2) respectivamente. A primeira a ser calculada será:

Iµν1 (µ2) = −κ2ηδαPγλβσ

∫
d4k

(2π)4

τ γλµδτβσνα

(k2 − µ2)[(k − p)2 − µ2]
. (5.2)

Primeiramente, vamos escrever os vértices τ γλµδ e τβσνα, levando em conta os momentos

que circulam no loop do gráfico que aparece na figura (4.7). Usando a expressão descrita
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em (4.52), o vértice τ γλµδ fica escrito como:

τ γλµδ(p, p′) =

{
P γλ(µδ)pθ · (p− k)θ +

1

2

[
ηγλpδ(p− k)µ

+ηµδ
(
pγ(p− k)λ + pλ(p− k)γ

)
−
[
ηγδ(pλ(p− k)µ) + ηλδ(pγ(p− k)µ)

+ηλµ(pδ(p− k)γ) + ηγµ(pδ(p− k)λ)
]]}

=

{
P γλ(µδ)(pθp

θ)− P γλ(µδ)(pθk
θ) +

1

2
ηγλ(pδpµ)− 1

2
ηγλ(pδkµ)

+
1

2
ηµδ(pγpλ)− 1

2
ηµδ(pγkλ) +

1

2
ηµδ(pλpγ)− 1

2
ηµδ(pλkγ)

−1

2
ηγδ(pλpµ) +

1

2
ηγδ(pλkµ)− 1

2
ηλδ(pγpµ) +

1

2
ηλδ(pγkµ)

−1

2
ηλµ(pδpγ) +

1

2
ηλµ(pδkγ)− 1

2
ηγµ(pδpλ) +

1

2
ηγµ(pδkλ)

}
. (5.3)

De maneira análoga, o vértice τβσνα pode ser escrito como:

τβσνα(p, p′) =

{
P βσ(να)(p− k)θ · pθ +

1

2

[
ηβσpν(p− k)α

+ηαν
(
pσ(p− k)β + pβ(p− k)σ

)
−
[
ηβα(pν(p− k)σ) + ησα(pν(p− k)β)

+ησν(pβ(p− k)α) + ηβν(pσ(p− k)α)
]]}

=

{
P βσ(αν)(pθp

θ)− P βσ(αν)(pθk
θ) +

1

2
ηβσ(pαpν)− 1

2
ηβσ(pνkα)

+
1

2
ηαν(pσpβ)− 1

2
ηαν(pσkβ) +

1

2
ηαν(pσpβ)− 1

2
ηαν(pβkσ)

−1

2
ηβα(pνpσ) +

1

2
ηβα(pνkσ)− 1

2
ησα(pνpβ) +

1

2
ησα(pνkβ)

−1

2
ησν(pβpα) +

1

2
ησν(pβkα)− 1

2
ηβν(pσpα) +

1

2
ηβν(pσkα)

}
. (5.4)

O próximo passo consite em realizar o produto τ γλµδPγλβστ
βσναηδα utilizando para isso os

resultados de (5.3) e (5.4). O resultado deste produto é então substitúıdo em (5.2). Feito
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todos os produtos e simplificações, obtemos o seguinte resultado1:

τ γλµδPγλβστ
βσναηδα = 2ηµν(pθp

θ)(pβp
β)− 2pµpν(pθp

θ) + 2pνkµ(pβp
β)

−4ηµν(pθp
θ)(pβk

β) +
3

2
ηµν(pθk

θ)(pβk
β) + 2pµpν(pβk

β)

+
1

2
pµkν((pθk

θ)− 3

2
pνkµ(pθk

θ)− 1

2
pµpν(kθk

θ)

+
1

2
ηµν(pθp

θ)(kβk
β)− 1

2
kµkν(pθp

θ). (5.5)

Agora, substituindo o resultado da expressão (5.5) na expressão (5.2) obtemos:

Iµν1 (µ2) = −κ2

{
2ηµν(pθp

θ)(pβp
β)

∫
d4k

(2π)4

1

(k2 − µ2)[(k − p)2 − µ2]

−2pµpν(pθp
θ)

∫
d4k

(2π)4

1

(k2 − µ2)[(k − p)2 − µ2]

+2pν(pβp
β)

∫
d4k

(2π)4

kµ

(k2 − µ2)[(k − p)2 − µ2]

−4ηµν(pθp
θ)pβ

∫
d4k

(2π)4

kβ

(k2 − µ2)[(k − p)2 − µ2]

+
3

2
ηµνpθpβ

∫
d4k

(2π)4

kθkβ

(k2 − µ2)[(k − p)2 − µ2]

+2pµpνpβ

∫
d4k

(2π)4

kβ

(k2 − µ2)[(k − p)2 − µ2]

+
1

2
pµpβ

∫
d4k

(2π)4

kνkβ

(k2 − µ2)[(k − p)2 − µ2]

−3

2
pνpβ

∫
d4k

(2π)4

kµkβ

(k2 − µ2)[(k − p)2 − µ2]

−1

2
pµpν

∫
d4k

(2π)4

kθk
θ

(k2 − µ2)[(k − p)2 − µ2]

+
1

2
ηµν(pθp

θ)

∫
d4k

(2π)4

kβk
β

(k2 − µ2)[(k − p)2 − µ2]

−1

2
(pθp

θ)

∫
d4k

(2π)4

kµkν

(k2 − µ2)[(k − p)2 − µ2]

}
. (5.6)

O próximo passo é aplicar (A.1) em todos os termos de (5.6), o que torna a conta bas-

tante extensa. Como o cálculo destas integrais é análogo ao cálculo das integrais feitas

no caṕıtulo 1(seção 2.1), usaremos aqui apenas os resultados destas integrais que serão

1Como este cálculo foi bastante extenso, foi utilizada neste ponto uma rotina computacional imple-

mentada através do software MAPLE 11.
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apresentados no apêndice (A) deste trabalho. Assim, a expressão (5.6) fica escrita como:

Iµν1 (µ2) = −κ2

{
2ηµν(pθp

θ)(pβp
β)

[
Ilog(µ

2)

]
− 2pµpν(pθp

θ)

[
Ilog(µ

2)

]

+2pν(pβp
β)

[
1

2
pµIlog(µ

2)

]
− 4ηµν(pθp

θ)pβ

[
1

2
pβIlog(µ

2)

]

+
3

2
ηµνpθpβ

[
1

2
ηθβIquad(µ

2)− 1

12
ηθβp2Ilog(µ

2) +
1

3
pθpβIlog(µ

2)

]

+2pµpνpβ

[
1

2
pβIlog(µ

2)

]

+
1

2
pµpθ

[
1

2
ηνθIquad(µ

2)− 1

12
ηνθp2Ilog(µ

2) +
1

3
pνpθIlog(µ

2)

]

−3

2
pνpβ

[
1

2
ηµβIquad(µ

2)− 1

12
ηµβp2Ilog(µ

2) +
1

3
pµpβIlog(µ

2)

]

−1

2
pµpν

[
Iquad(µ

2) +m2Ilog(µ
2)

]
+

1

2
ηµν(pθp

θ)

[
Iquad(µ

2) +m2Ilog(µ
2)

]

−1

2
(pθp

θ)

[
1

2
ηµνIquad(µ

2)− 1

12
ηµνp2Ilog(µ

2) +
1

3
pµpνIlog(µ

2)

]}
+F ′′ + S ′′. (5.7)

Agrupando os termos de (5.7) obtemos o seguinte resultado:

Iµν1 (µ2) =
5

12
κ2Ilog(µ

2)

{
ηµνp2 − pµpν

}
p2 + Iquad(µ

2)κ2

{
ηµνp2 − pµpν

}

+
1

2
µ2κ2Ilog(µ

2)

{
ηµνp2 − pµpν

}
+ F ′′ + S ′′, (5.8)

onde F ′′ representa a soma das partes finitas da expressão (5.8). Elas são dadas por:

F ′′1 = −κ2

{
2ηµν(pθp

θ)(pβp
β)

∫
d4k

(2π)4

(2p · k − p2)

(k2 − µ2)2[(k − p)2 − µ2]

}
, (5.9)

F ′′2 = −κ2

{
− 2pµpν(pθp

θ)

∫
d4k

(2π)4

(2p · k − p2)

(k2 − µ2)2[(k − p)2 − µ2]

}
, (5.10)

F ′′3 = −κ2

{
4pν(pβp

β)pαpλ

∫
d4k

(2π)4

kµkαkλ

(k2 − µ2)3[(k − p)2 − µ2]

−4pν(pβp
β)(pαp

α)pβ

∫
d4k

(2π)4

kµkβ

(k2 − µ2)3[(k − p)2 − µ2]

−2pν(pβp
β)(pαp

α)

∫
d4k

(2π)4

kµ

(k2 − µ2)2[(k − p)2 − µ2]

}
, (5.11)
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F ′′4 = −κ2

{
− 8ηµν(pθp

θ)pαpλpβ

∫
d4k

(2π)4

kβkλkα

(k2 − µ2)3[(k − p)2 − µ2]

+8ηµν(pθp
θ)(pαp

α)pβpλ

∫
d4k

(2π)4

kβkλ

(k2 − µ2)3[(k − p)2 − µ2]

+4ηµν(pθp
θ)(pαp

α)pβ

∫
d4k

(2π)4

kβ

(k2 − µ2)2[(k − p)2 − µ2]

}
, (5.12)

F ′′5 = −κ2

{
+ 12ηµνpθpβpγpαpσ

∫
d4k

(2π)4

kθkβkγkαkσ

(k2 − µ2)4[(k − p)2 − µ2]

−6ηµν(pγp
γ)pθpβpαpσ

∫
d4k

(2π)4

kθkβkαkσ

(k2 − µ2)4[(k − p)2 − µ2]

−3ηµν(pαp
α)pθpβpσ

∫
d4k

(2π)4

kθkβkσ

(k2 − µ2)3[(k − p)2 − µ2]

−3ηµν(pαp
α)pθpβpσ

∫
d4k

(2π)4

kθkβkσ

(k2 − µ2)3[(k − p)2 − µ2]

+
3

2
ηµν(pαp

α)(pγp
γ)pθpβ

∫
d4k

(2π)4

kθkβ

(k2 − µ2)3[(k − p)2 − µ2]

}
, (5.13)

F ′′6 = −κ2

{
4pµpνpβpαpλ

∫
d4k

(2π)4

kβkαkλ

(k2 − µ2)3[(k − p)2 − µ2]

−4pµpν(pαp
α)pβpλ

∫
d4k

(2π)4

kβkλ

(k2 − µ2)3[(k − p)2 − µ2]

−2pµpν(pαp
α)pβ

∫
d4k

(2π)4

kβ

(k2 − µ2)2[(k − p)2 − µ2]
, (5.14)

F ′′7 = −κ2

{
4pµpθpγpαpσ

∫
d4k

(2π)4

kνkθkγkαkσ

(k2 − µ2)4[(k − p)2 − µ2]

−2pµ(pγp
γ)pθpαpσ

∫
d4k

(2π)4

kνkθkαkσ

(k2 − µ2)4[(k − p)2 − µ2]

−pµ(pαp
α)pθpσ

∫
d4k

(2π)4

kνkθkσ

(k2 − µ2)3[(k − p)2 − µ2]

−pµ(pαp
α)pθpσ

∫
d4k

(2π)4

kνkθkσ

(k2 − µ2)3[(k − p)2 − µ2]

+
1

2
pµ(pαp

α)(pγp
γ)pθ

∫
d4k

(2π)4

kνkθ

(k2 − µ2)3[(k − p)2 − µ2]

}
, (5.15)
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F ′′8 = −κ2

{
− 12pνpθpγpαpσ

∫
d4k

(2π)4

kµkθkγkαkσ

(k2 − µ2)4[(k − p)2 − µ2]

+6pν(pγp
γ)pβpαpσ

∫
d4k

(2π)4

kµkβkαkσ

(k2 − µ2)4[(k − p)2 − µ2]

+3pν(pαp
α)pβpσ

∫
d4k

(2π)4

kµkβkσ

(k2 − µ2)3[(k − p)2 − µ2]

+3pν(pαp
α)pβpσ

∫
d4k

(2π)4

kµkβkσ

(k2 − µ2)3[(k − p)2 − µ2]

−3

2
pν(pαp

α)(pγp
γ)pβ

∫
d4k

(2π)4

kµkβ

(k2 − µ2)3[(k − p)2 − µ2]

}
, (5.16)

F ′′9 = −κ2

{
− 4pµpνpθpβpα

∫
d4k

(2π)4

kθkβkα

(k2 − µ2)3[(k − p)2 − µ2]

+2pµpν(pγp
γ)pαpβ

∫
d4k

(2π)4

kαkβ

(k2 − µ2)3[(k − p)2 − µ2]

+pµpν(pθp
θ)pα

∫
d4k

(2π)4

kα

(k2 − µ2)2[(k − p)2 − µ2]

+
1

2
pµpν(pαp

α)

∫
d4k

(2π)4

(2p · k − p2)

(k2 − µ2)2[(k − p)2 − µ2]

−m2pµpνpα

∫
d4k

(2π)4

kα

(k2 − µ2)2[(k − p)2 − µ2]

+
1

2
m2pµpν(pθp

θ)

∫
d4k

(2π)4

1

(k2 − µ2)2[(k − p)2 − µ2]

}
, (5.17)

F ′′10 = −κ2

{
4ηµν(pγp

γ)pθpβpα

∫
d4k

(2π)4

kθkβkα

(k2 − µ2)3[(k − p)2 − µ2]

−2ηµν(pγp
γ)(pαp

α)pαpβ

∫
d4k

(2π)4

kαkβ

(k2 − µ2)3[(k − p)2 − µ2]

−ηµν(pγpγ)(pθpθ)pα
∫

d4k

(2π)4

kα

(k2 − µ2)2[(k − p)2 − µ2]

−1

2
ηµν(pαp

α)(pγp
γ)

∫
d4k

(2π)4

(2p · k − p2)

(k2 − µ2)2[(k − p)2 − µ2]

+ηµνm2(pθp
θ)pα

∫
d4k

(2π)4

kα

(k2 − µ2)2[(k − p)2 − µ2]

−1

2
ηµνm2(pβp

β)(pθp
θ)

∫
d4k

(2π)4

1

(k2 − µ2)2[(k − p)2 − µ2]

}
, (5.18)
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F ′′11 = −κ2

{
− 4pαpβpσ

∫
d4k

(2π)4

kµkνkαkβkσ

(k2 − µ2)4[(k − p)2 − µ2]

+2(pγp
γ)(pαp

α)pαpσ

∫
d4k

(2π)4

kµkνkαkσ

(k2 − µ2)4[(k − p)2 − µ2]

+(pαp
α)(pβp

β)pσ

∫
d4k

(2π)4

kµkνkσ

(k2 − µ2)3[(k − p)2 − µ2]

+(pαp
α)(pγp

γ)pσ

∫
d4k

(2π)4

kµkνkσ

(k2 − µ2)3[(k − p)2 − µ2]

−1

2
(pαp

α)(pγp
γ)

∫
d4k

(2π)4

kµkν

(k2 − µ2)3[(k − p)2 − µ2]

}
, (5.19)

e o termo S ′′ representa a soma de todos os termos de superf́ıcie da expressão (5.8). Eles

são dados por:

S ′′3 = −κ2

{
− pν(pβpβ)pγγ

µγ

}
, (5.20)

S ′′4 = −κ2

{
2ηµν(pλp

λ)pγpβγ
βγ

}
, (5.21)

S ′′5 = −κ2

{
− 3

4
ηµνpβpθα

θβ − 3

8
ηµν(pθp

θ)pσpγγ
σγ − ηµνpθpβpαpσγθβσγ

}
, (5.22)

S ′′6 = −κ2

{
− pµpνpβpγγβγ

}
, (5.23)

S ′′7 = −κ2

{
− 1

4
pµpθα

νθ − 1

4
pµpνpσpγγ

σγ − 1

8
pµpθ(pγp

γ)γνθ

−1

3
pµpθpσpγγ

νθσγ

}
, (5.24)

S ′′8 = −κ2

{
3

4
pνpβα

µβ +
3

4
pµpνpσpγγ

σγ − 3

8
pνpθ(pγp

γ)γµθ

+pνpβpσpγγ
µβσγ

}
, (5.25)

S ′′9 = −κ2

{
1

2
pµpνpαpβγ

αβ

}
, (5.26)

S ′′10 = −κ2

{
− 1

2
ηµν(pθp

θ)pαpβγ
αβ

}
, (5.27)
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S ′′11 = −κ2

{
1

4
(pβp

β)αµν +
1

12
ηµν(pθp

θ)pσpγγ
σγ − 1

6
pµpθ(pγp

γ)γνθ

−1

8
(pβp

β)(pγp
γ)γµν +

1

3
(pβpβ)pσpγγ

µνσγ

}
. (5.28)

A próxima integral a ser calculada é:

Iµν2 (µ2) = −κ2 (1− λ)

λ
Pγλβσ

∫
d4k

(2π)4

τ γλµδτβσναkδkα
(k2 − µ2)[(k − p)2 − µ2]2

. (5.29)

Para isso, vamos proceder como fizemos no cálculo de Iµν1 (m2). Faremos o produto do

termo τ γλµδPγλβστ
βσναkαkδ, lembrando que neste termo deve ser feita a seguinte subs-

tituição: k → k + p. Realizando este produto e fazendo as simplificações necessárias,

obtemos o seguinte resultado 2:

τ γλµδPγλβστ
βσναkαkδ = −1

2
pνkµ(pθk

θ)(pβk
β)− 1

2
kµkν(pβp

β)(pθk
θ)

+
1

2
pµkν(pαk

α)(pλk
λ)− 1

2
pµpν(pθk

θ)(kβk
β). (5.30)

Agora, substituindo o resultado de (5.30) em (5.29) temos:

Iµν2 (µ2) = −κ2 (1− λ)

λ

{
− 1

2
pνpθpβ

∫
d4k

(2π)4

kµkθkβ

(k2 − µ2)2[(k + p)2 − µ2]

−1

2
(pβp

β)pθ

∫
d4k

(2π)4

kµkνkθ

(k2 − µ2)2[(k + p)2 − µ2]

+
1

2
pµpαpλ

∫
d4k

(2π)4

kνkαkλ

(k2 − µ2)2[(k + p)2 − µ2]

−1

2
ηβδp

µpνpθ

∫
d4k

(2π)4

kθkδkβ

(k2 − µ2)2[(k + p)2 − µ2]

}
. (5.31)

Prosseguindo com os cálculos, temos que aplicar (A.1) em (5.31) duas vezes, uma vez que

as integrais de (5.31) são linearmente divergentes. Vamos nos limitar a usar somente os

resultados das integrais que se encontram no apêndice deste trabalho. Assim, substituindo

2Como neste ponto o cálculo foi bastante extenso e trabalhoso, utilizamos como aux́ılio uma rotina

computacional implementada pelo programa MAPLE 11.
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o resultados das integrais, a expressão (5.31) pode ser escrita como:

Iµν2 (µ2) = −κ2 (1− λ)

λ

{
− 1

2
pνpθpβ

[
− 1

12
ηµθpβIlog(µ

2)− 1

12
ηµβpθIlog(µ

2)

− 1

12
ηθβpµIlog(µ

2)

]
− 1

2
(pβp

β)pθ

[
− 1

12
ηµνpθIlog(µ

2)− 1

12
ηµθpνIlog(µ

2)

− 1

12
ηνθpµIlog(µ

2)

]
+

1

2
pµpαpλ

[
− 1

12
ηναpλIlog(µ

2)− 1

12
ηνλpαIlog(µ

2)

− 1

12
ηαλpνIlog(µ

2)

]
− 1

2
ηβδp

µpνpθ

[
− 1

12
ηθδpβIlog(µ

2)− 1

12
ηθβpδIlog(µ

2)

− 1

12
ηδβpθIlog(µ

2)

]}
+ F ′′′ + S ′′′. (5.32)

Por fim, agrupando os termos de (5.32) chegamos ao seguinte resultado:

Iµν2 (µ2) = −κ
2

24

(1− λ)

λ
Ilog(µ

2)

{
ηµνp2 − pµpν

}
p2 + F ′′′ + S ′′′, (5.33)

onde F ′′′ representa a parte finita da expressão (5.33), que pode ser escrita como:

F ′′′1 = −κ2 (1− λ)

λ

{
− pνpαpγpθpβ

∫
d4k

(2π)4

kµkθkβkαkγ

(k2 − µ2)4[(k − p)2 − µ2]

−pνpθpβpα(pγp
γ)

∫
d4k

(2π)4

kµkθkβkα

(k2 − µ2)4[(k − p)2 − µ2]

+
1

2
pνpθpβ(pαp

α)

∫
d4k

(2π)4

kµkθkβ

(k2 − µ2)3[(k − p)2 − µ2]

}
, (5.34)

F ′′′2 = −κ2 (1− λ)

λ

{
− (pθp

θ)pαpγpβ

∫
d4k

(2π)4

kµkνkβkαkγ

(k2 − µ2)4[(k − p)2 − µ2]

−pθpα(pγp
γ)(pσp

σ)

∫
d4k

(2π)4

kµkνkθkα

(k2 − µ2)4[(k − p)2 − µ2]

+
1

2
pθ(pβp

β)(pαp
α)

∫
d4k

(2π)4

kµkνkθ

(k2 − µ2)3[(k − p)2 − µ2]

}
, (5.35)

F ′′′3 = −κ2 (1− λ)

λ

{
pµpθpαpγpλ

∫
d4k

(2π)4

kνkαkλkθkγ

(k2 − µ2)4[(k − p)2 − µ2]

+pµpλpαpβ(pγp
γ)

∫
d4k

(2π)4

kνkαkλkβ

(k2 − µ2)4[(k − p)2 − µ2]

+
1

2
pµpαpλ(pβp

β)

∫
d4k

(2π)4

kνkαkλ

(k2 − µ2)3[(k − p)2 − µ2]

}
, (5.36)
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F ′′′4 = −κ2 (1− λ)

λ

{
− ηδβpµpνpθpαpγ

∫
d4k

(2π)4

kδkθkβkαkγ

(k2 − µ2)4[(k − p)2 − µ2]

−ηδβpµpνpθpα(pγp
γ)

∫
d4k

(2π)4

kθkδkβkα

(k2 − µ2)4[(k − p)2 − µ2]

+
1

2
ηδβp

µpνpθ(pβp
β)

∫
d4k

(2π)4

kδkθkβ

(k2 − µ2)3[(k − p)2 − µ2]

}
. (5.37)

Ainda na expressão (5.33), o termo S ′′′ representa os termos de superf́ıcie que podem ser

escritos da seguinte maneira:

S ′′′1 = −κ2 (1− λ)

λ

{
− 1

8
pµpνpγpβγ

γβ − 1

6
pνpθpβpγγ

µθβγ

}
, (5.38)

S ′′′2 = −κ2 (1− λ)

λ

{
− 1

24
ηµν(pαp

α)pγpβγ
γβ − 1

12
(pαp

α)pµpθγ
νθ

−1

6
pθpγα

µνθγ

}
, (5.39)

S ′′′3 = −κ2 (1− λ)

λ

{
1

8
pµpνpγpβγ

γβ +
1

6
pµpαpλpγγ

ναλγ

}
, (5.40)

S ′′′4 = −κ2 (1− λ)

λ

{
− 1

12
pµpνpγpβγ

γβ − 1

24
ηδβp

µpν(pθp
θ)γβδ

−1

6
pµpνηδβpλpγγ

δβλγ

}
. (5.41)

Agora, somando os resultados de (5.8) e (5.33) obtemos:

Iµν(µ2) = Iµν1 (µ2) + Iµν2 (µ2)

=
5

12
κ2Ilog(µ

2)

{
ηµνp2 − pµpν

}
p2 + Iquad(µ

2)κ2

{
ηµνp2 − pµpν

}

+
1

2
µ2κ2Ilog(µ

2)

{
ηµνp2 − pµpν

}
− κ2

24

(1− λ)

λ
p2Ilog(µ

2)

{
ηµνp2 − pµpν

}
+F ′′ + S ′′ + F ′′′ + S ′′′, (5.42)

onde a expressão (5.42) representa a forma anaĺıtica para o gráfico (4.7).

O resultado final é obtido somando-se todas as contribuições posśıveis para a

teoria até ordem de 1 loop, que neste caso são os gráficos mostrados em (2.4), (2.5) e (4.7)
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respectivamente. Dessa forma, somando-se as contribuições anaĺıticas dadas pelas ex-

pressões (2.44) e (5.42) que expressam matematicamente as contribuições desses gráficos,

chegamos ao seguinte resultado:

Iµν(m2, µ2) = −1

3
e2Ilog(m

2)
{
ηµνp2 − pµpν

}
+ Iquad(µ

2)κ2

{
ηµνp2 − pµpν

}

+
1

2
µ2κ2Ilog(µ

2)

{
ηµνp2 − pµpν

}

+
κ2

12
Ilog(µ

2)

{
ηµνp2 − pµpν

}
p2

(
5− 1

2

(1− λ)

λ

)
.

(5.43)

onde, em (5.43) suprimimos os termos finitos, uma vez que para este resultado eles não

são relevantes e desprezamos também os termos de superf́ıcie, uma vez que tais termos

violam a simetria com relação a transversalidade. Fizemos uma troca de ı́ndices do tipo

γ → µ e β → ν e também gµν → ηµν neste mesmo termo.

A partir do resultado obtido na expressão (5.43) podemos notar que no li-

mite µ → 0, o campo gravitacional não gera contribuições divergentes para o termo de

Maxwell. Outro ponto importante da expressão (5.43) decorre do fato da contribuição de

um termo do tipo Fµν2F
µν presente na lagrangeana efetiva do modelo depender de um

gauge arbitrário, o que faz com que uma contribuição deste tipo não tenha um significado

f́ısico relevante. Outra caracteŕıstica deste resultado decorre do fato de que os cálculos

foram feitos num esquema independente de regularização.
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6 Conclusões

Neste trabalho estudamos o acoplamento da eletrodinâmica escalar com a ação

de Einstein-Hilbert. Neste cálculo, a contribuição da constante cosmológica foi omitida.

Particularmente calculamos contribuições gravitacionais para o tensor de polarização do

campo eletromagnético até ordem de 1 loop. A seguir, resumimos algumas conclusões

extráıdas do resultado obtido no caṕıtulo 5 deste trabalho.

Primeiramente, o cálculo direto do tensor de polarização mostra que o campo

gravitacional não introduz uma contribiução divergente ao termo de Maxwell, e portanto,

não altera o comportamento assintótico da eletrodinâmica escalar1. Esse resultado foi

obtido através do cálculo expĺıcito da ação efetiva pelo método de Vilkovisky-De Witt em

[6]. Em nosso cálculo, utilizamos os métodos gráficos convencionais da teoria de campos,

e o resultado segue diretamente do limite µ→ 0.

Um segundo aspecto interessante obtido em nosso trabalho consiste na de-

pendência da contribuição efetiva Fµν2F
µν com a escolha de um gauge arbitrário. Uma

contribuição deste tipo poderia introduzir uma modificação na parte quadrática da ação

do campo eletromagnético, alterando assim as equações de movimento. Realmente, o

termo é invariante de gauge e portanto deve constar na lagrangeana efetiva que descreve

a teoria. Contudo, a depedência de um gauge arbitrário garante que tal contribuição não

possui significado f́ısico, sendo nula quando atribúımos a este gauge o valor de

λ =
1

11
(6.1)

na expressão (5.43).

Um outro ponto que distingue o cálculo apresentado nesta dissertação daqueles

desenvolvidos nos trabalho [1, 2, 3, 4] é que as conclusões acima foram obtidas sem o uso

de um esquema de regularização espećıfico. De fato, as prescrições da Regularização

Impĺıcita foram utilizadas para separar a parte divergente e isolar os termos de superf́ıcies

1De fato as identidades de Ward entre as constantes de renormalização garantem que tais contribuições

divergentes são suficientes para calcular a função beta da constante de acoplamento entre a matéria e a

constante de acoplamento [18].
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[16, 17]. Como pode ser observado no caṕıtulo 5, os termos de superf́ıcie também são os

violadores da simetria de gauge da teoria efetiva que envolve o acoplamento do campo

eletromagnético com o campo gravitacional.

Finalizando, é interessante notar que o resultado encontrado no limite µ → 0

sugere uma continuação interessante do trabalho. De fato, através do mecanismo de Higgs

é posśıvel substituir o parâmetro µ pela massa do campo de gauge. Assim, utilizando o

propagador correspondente, pode-se avaliar a ocorrência de contribuições gravitacionais

para o tensor de polarização da eletrodinâmica escalar quando a simetria de gauge é

espontaneamente quebrada.
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A Apêndice

Aqui será apresentado uma breve discussão sobre a Regularização Impĺıcita

(RI), esquema de regularização utilizado neste trabalho.

A.1 Regularização Impĺıcita

A principal caracteŕıstica da (RI) consiste em isolar termos divergentes que

não dependem do momento externo e que não precisam, a pŕıncipio, ser calculados expli-

citamente. Outra caracteŕıstica relevante da (RI) frente aos outros esquemas conhecidos,

é a não modificação da dimensão do espaço-tempo e também o fato de nenhum parâmetro

regulador expĺıcito ser introduzido nas várias etapas de cálculos.

A (RI) é realizada fazendo uso da seguinte identidade:

1

[(pi ± k)2 −m2]
=

N∑
j=0

(−1)j(p2
i ± 2pi · k)j

(k2 −m2)j+1
+

(−1)N+1(p2
i ± 2pi · k)N+1

(k2 −m2)N+1[(p± k)2 −m2]
, (A.1)

com a finalidade de descartar os momentos externos pi e permanecer somente com as

integrais divergentes além dos termos finitos. Em (A.1), o parâmetro N é tal que o último

termo é finito sob integração em k. As integrais básicas divergentes até ordem de 1 loop

são dadas pelas seguintes expressões:

Ilog(m
2) =

∫ Λ d4k

(2π)4

1

(k2 −m2)2
(A.2)

e

Iquad(m
2) =

∫ Λ d4k

(2π)4

1

(k2 −m2)
. (A.3)

Outro ponto importante consiste da relação de escala. Em (RI) temos:

Ilog(m
2) = Ilog(µ

2)− bln
(m2

µ2

)
, (A.4)

onde b = i
(4π)2

sendo uma constante e µ o parâmetro que representa a escala do grupo

de renormalização. O uso desta escala torna-se importante por exemplo, para uma teoria

sem massa, uma vez que a implementação do limite m→ 0 só pode ser tomado após seu

uso.
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Outro ingrediente útil para identificar os termos que violam simetrias são as

relações de consistência descritas como diferenças entre integrais divergentes. Será feito

a demonstração de uma destas relações e as outras serão apenas listadas. Tomemos por

exemplo, a derivada da expressão kµ
(k2−m2)2

com relação à variável kν . Temos:

∂

∂kν

kµ
(k2 −m2)2

=
gµν

(k2 −m2)2
− 4kµkν

(k2 −m2)3
. (A.5)

Agora, realizando a integração em ambos os lados de (A.5) temos:∫ Λ d4k

(2π)4

{ ∂

∂kν

kµ
(k2 −m2)2

}
= gµν

∫ Λ d4k

(2π)4

1

(k2 −m2)2
− 4

∫ Λ d4k

(2π)4

kµkν
(k2 −m2)3

. (A.6)

O termo do lado esquerdo da igualdade de (A.6) é chamado termo de superf́ıcie e podemos

denominá-lo de αµν . Agora, passando o segundo termo do lado direito da igualdade em

(A.6) para o lado esquerdo, teremos a seguinte expressão:∫ Λ d4k

(2π)4

kµkν
(k2 −m2)3

=
1

4
gµνIlog(m

2)− αµν , (A.7)

onde absorvemos a constante 1
4

que aparece no termo de superf́ıcie αµν nele mesmo, uma

vez que trata-se apenas de uma constante. Além da relação mostrada em (A.7), outras

identidades foram utilizadas neste trabalho. São elas:∫ Λ d4k

(2π)4

kµkν
(k2 −m2)2

=
1

2
gµνIquad(m

2)− γµν ,∫ Λ d4k

(2π)4

kµkνkαkβ
(k2 −m2)3

=
1

8

[
gµνgαβ + gµαgνβ + gµβgνα

]
Iquad(m

2)− γµναβ,∫ Λ d4k

(2π)4

kµkνkαkβ
(k2 −m2)4

=
1

24

[
gµνgαβ + gµαgνβ + gµβgνα

]
Ilog(m

2)− αµναβ.

(A.8)

Geralmente, os termos de superf́ıcies que aparecem nos cálculos são desprezados, uma vez

que eles são os posśıveis violadores de simetria com relação à transversalidade. Outros

resultados importantes serão listados na próxima seção.
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A.2 Algumas integrais utilizadas no trabalho

Abaixo, serão listados os resultados das integrais que aparecem no trabalho. Lembrando

que todas foram calculadas com base na expressão (A.1).∫
d4k

(2π)4

1

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
= Ilog(m

2) + F,∫
d4k

(2π)4

kµ

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
=

1

2
pµIlog(m

2) + F + S,∫
d4k

(2π)4

kµkν

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
=
ηµν

2
Iquad(m

2)− ηµν

24
(pβp

β)Ilog(m
2) +

pµpν

3
Ilog(m

2)

+F + S,∫
d4k

(2π)4

kθk
θ

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
= Iquad(m

2) +m2Ilog(m
2) + F + S,∫

d4k

(2π)4

kµk
νkλ

(k2 −m2)[(k − p)2 −m2]
= −η

µν

12
pλIlog(m

2)− ηµλ

12
pνIlog(m

2)− ηνλ

12
pµIlog(m

2)

+F + S,

(A.9)

onde os termos F e S representam as partes finitas e os termos de superf́ıcie das expressões

em (A.9). Tais termos estão escritos de maneira explicita ao longo do trabalho.
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