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UNIVERSIDADE FEDERAL DE MINAS GERAIS,
como requisito parcial para a obtenção do grau de

DOUTOR EM FÍSICA.
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3.1 Sistema de coordenadas ciĺındricas (z, s, φ). . . . . . . . . . . . . . . . 34
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Resumo

Nesta tese estudamos alguns aspectos fundamentais relacionados à interação

da radiação eletromagnética com meios cont́ınuos. Na primeira parte da tese, pro-

pomos uma divisão da densidade de energia, da densidade de momento e do fluxo

de energia de ondas eletromagnéticas clássicas em meios lineares não-absorvedores

em partes material e eletromagnética. A parte eletromagnética que propomos para

essas grandezas tem a mesma forma independentemente do meio quando escrita

em termos dos campos elétrico e magnético médios da onda, sem uma dependência

expĺıcita com as propriedades do meio. A parte material é calculada diretamente em

modelos adotados para os meios materiais e a consistência da divisão é verificada

em uma série de exemplos. Acreditamos que as formas que propomos para essas

grandezas, embora façam as mesmas previsões experimentais que outras propostas,

são as mais naturais e intuitivas, se encaixando de maneira elegante nos conceitos

fundamentais do eletromagnetismo clássico.

Na segunda parte da tese, apresentamos uma extensão do formalismo de

Bialynicki-Birula e Sipe para funções de onda de fótons que inclui a interação com

meios cont́ınuos, o que resulta em uma maneira alternativa para se descrever quan-

ticamente as interações entre a luz e a matéria. Como exemplo de aplicação do

formalismo, o estado dos fótons gêmeos gerados pelo processo de conversão pa-

ramétrica descendente é obtido em concordância com trabalhos anteriores, mas com

uma interpretação mais intuitiva.
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Abstract

In this thesis we study some fundamental aspects related to the interaction

of electromagnetic radiation with continuous media. In the first part of the thesis,

we propose a division of the energy density, of the momentum density and of the

energy flux of classical electromagnetic waves in linear non-absorptive media into

electromagnetic and material parts. The electromagnetic part has the same form

independently of the medium when written as a function of the averaged electric

and magnetic fields, without an explicit dependence with the properties of the me-

dium. The material part is calculated directly from models adopted for the material

media and the consistency of the division is verified through a series of examples.

We believe that the forms that we propose for these physical quantities, although

make the same experimental predictions than other proposals, are the most natu-

ral and intuitive forms, elegantly inserted in the fundamental concepts of classical

electromagnetism.

In the second part of the thesis, we present an extension of the photon wave

function formalism introduced by Bialynicki-Birula and Sipe that includes the in-

teraction with continuous media, which results in an alternative way for describing

the quantum interaction between light and matter. As an example of application

of the formalism, we calculate the quantum state of the twin photons generated

by parametric down-conversion in agreement with previous treatments, but with a

more intuitive interpretation.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Esta tese tem como objetivo o estudo de algumas propriedades fundamentais da

interação de ondas eletromagnéticas com meios materiais. A compreensão cada

vez mais profunda deste tema permitiu o alcance de grandes evoluções tecnológicas

ao longo do último século, como a transmissão de dados via atmosfera através de

ondas de rádio, a construção de microscópios e telescópios cada vez mais eficientes, o

advento do laser, do forno de microondas, da holografia, de radares, de aparelhos de

raios X, de aparelhos de ressonância magnética, de fibras ópticas para transmissão

de dados, do armazenamento de dados em CDs e DVDs, de lâmpadas fluorescentes,

de LEDs, de telas fluorescentes, de telas de cristal ĺıquido, de telas de plasma, de

sensores ópticos diversos, de câmeras CCD, de protetores solares para a pele, de

células que convertem energia solar em energia elétrica, dentre muitos outros.

Contudo, os trabalhos contidos nesta tese não visam nenhum tipo de avanço

tecnológico em particular, apenas uma compreensão mais profunda de alguns as-

pectos fundamentais relacionados à interação de ondas eletromagnéticas com meios

materiais. Na primeira parte da tese, que compreende os caṕıtulos 2, 3 e 4, es-

tudaremos o comportamento da energia e do momento de ondas eletromagnéticas

clássicas em meios lineares, que são aqueles em que as respostas do meio aos campos

aplicados são diretamente proporcionais aos valores dos campos. Na segunda parte,

que compreende o caṕıtulo 5, apresentaremos uma formulação alternativa para a

interação quântica da luz com meios materiais baseada no conceito de função de

onda de fótons.

Cargas elétricas em movimento alteram os campos elétrico e magnético ao

1



Caṕıtulo 1. Introdução 2

seu redor, o que faz com que surjam ondas eletromagnéticas no espaço. Quando as

cargas se movimentam de maneira aproximadamente periódica, ondas de frequência

e comprimento de onda aproximadamente bem definidos são emitidas na forma de

radiação eletromagnética. Essa radiação, quando no espaço vazio, possui campos

elétrico e magnético ortogonais entre si. Como a variação do campo elétrico gera

um campo magnético e a variação do campo magnético gera um campo elétrico,

os campos oscilantes se alimentam mutuamente, fazendo com que a onda possa se

propagar por grandes distâncias transportando energia, momento linear e momento

angular.

Quando uma onda eletromagnética penetra em um meio material transpa-

rente, como um pedaço de vidro, por exemplo, seus campos elétrico e magnético

interagem com as cargas elétricas do meio, o que faz com que tanto a dinâmica da

propagação da onda quanto o estado das cargas que compõem o meio se alterem.

As cargas em um meio como esse se distribuem em átomos e, se estes átomos não se

modificam muito com a presença da onda eletromagnética, cada átomo interage com

a onda de maneira aproximadamente independente dos demais. Nesta tese tratare-

mos a interação de ondas eletromagnéticas com meios materiais no limite em que

as separações entre os átomos que compõem os meios sejam muito menores que o

comprimento de onda da radiação. Dessa forma, podemos considerar a resposta do

meio devido à presença da onda como uma resposta cont́ınua, desprezando o caráter

discreto dos componentes do material. Isso significa que, ao invés de considerarmos

que o campo induz uma corrente elétrica em cada átomo separadamente, conside-

raremos uma densidade de corrente elétrica média J em um volume que contém

muitos átomos, mas que tem dimensões muito menores que o comprimento de onda

da radiação incidente. Se essa condição for satisfeita, o caráter discreto das cor-

rentes induzidas leva ao mesmo comportamento para a onda eletromagnética que

nossa consideração de uma corrente cont́ınua. Como esse último caso é muito mais

fácil de se tratar, essa consideração será feita ao longo da tese, que é suposição de

meios cont́ınuos. Da mesma maneira, os campos elétrico e magnético ao longo do

material têm grandes variações em dimensões atômicas devido aos campos gerados

pelas cargas do meio. Mais uma vez, consideraremos campos elétrico E e magnético

B médios, que são os campos médios em volumes que contém um grande número

de átomos, mas com dimensões muito menores que o comprimento de onda da ra-
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diação. Vale dizer que, embora a motivação para os trabalhos compreendidos por

esta tese seja o estudo do comportamento de ondas eletromagnéticas com compri-

mentos de onda próximos aos da luz viśıvel, os tratamentos a serem apresentados

também são válidos para quaisquer comprimentos de onda maiores que o da luz, já

que a consideração de meios cont́ınuos também poderá ser feita nesses casos.

A descrição de ondas eletromagnéticas dos parágrafos anteriores, embora possa

reproduzir corretamente uma grande variedade de fenômenos, entra em contradição

com diversos experimentos realizados desde o prinćıpio do século passado. A des-

crição utilizada até aqui se baseia na teoria da eletrodinâmica clássica [1, 2], que

não é a teoria mais fundamental da qual dispomos para tratar os fenômenos eletro-

magnéticos. Para se explicar uma grande variedade de fenômenos, especialmente

aqueles que ocorrem com uma intensidade muito pequena de radiação, devemos nos

valer da teoria denominada eletrodinâmica quântica [3, 4]. E essa teoria entra em

conflito com várias das premissas adotadas nos parágrafos anteriores. Essa teo-

ria simplesmente próıbe que exista um estado para o campo eletromagnético com

campos elétrico e magnético bem definidos no espaço, de forma que não podemos

atribuir uma realidade objetiva a estes campos. Outro comportamento inusitado

da teoria é que, mesmo quando temos o conhecimento máximo do estado do campo

eletromagnético, as previsões experimentais têm caráter probabiĺıstico. Ela também

nos diz que uma onda eletromagnética de frequência angular ω não pode conter

qualquer quantidade de energia, apenas múltiplos de uma quantidade fundamental

~ω, em que ~ é a constante de Planck dividida por 2π. Além disso, a teoria prevê

que para certos estados do campo eletromagnético, quando há a presença de uma

propriedade denominada emaranhamento, o estado do campo eletromagnético em

uma determinada região do espaço pode estar correlacionado com o estado do campo

em outra região do espaço de uma maneira que não permite uma descrição baseada

apenas em correlações clássicas, atribuindo uma realidade ao campo em uma região

independente do estado do campo na outra região, mesmo quando as regiões em

questão estão arbitrariamente longe uma da outra1. Mas apesar de ser altamente

não-intuitiva e estranha, quando confrontada com os experimentos a teoria quântica

prevalece.

1Mas é importante ressaltar que essas estranhas correlações não violam a teoria da relatividade
especial, pois elas não permitem a transmissão de informação a uma velocidade maior que a da
luz.
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Isso significa que temos de abrir mão de nossa descrição clássica de ondas ele-

tromagnéticas, que atribui uma realidade objetiva aos campos elétrico e magnético,

se quisermos estar totalmente de acordo com os experimentos, passando para uma

descrição bem mais abstrata que é a da eletrodinâmica quântica. Contudo, quando a

energia total da onda eletromagnética que queremos estudar é muito grande quando

comparada com a quantidade fundamental ~ω, normalmente podemos desprezar

o caráter discreto da energia, bem como as incertezas intŕınsecas que os campos

elétrico e magnético devem ter em suas propriedades, já que as incertezas experi-

mentais normalmente se sobrepõem às incertezas fundamentais, e descrever o campo

de maneira totalmente clássica2. Os casos tratados nos caṕıtulos 2, 3 e 4 desta tese

estão neste limite, portanto utilizaremos a teoria clássica do eletromagnetismo para

descrever as ondas eletromagnéticas nesses caṕıtulos.

Ondas eletromagnéticas clássicas que se propagam no espaço livre possuem

densidade de energia, densidade de momento e fluxo de energia associados [1, 2]. Es-

sas grandezas são funções de seus campos elétrico e magnético e não há controvérsia

quanto à forma dessas expressões. Mas, e quando a onda se propaga em um meio

transparente, quais se tornam as expressões para essas grandezas? A interação com

o meio material complica o problema e possibilita a utilização de diversas aborda-

gens diferentes. Esse tema é objeto de um debate que já dura mais de um século [7]

e que até hoje causa polêmica. Várias formas para essas expressões foram propostas

no século passado, as mais conhecidas sendo as formulações de Minkowski [8, 9, 10]

e Abraham [11, 12, 10]. As diversas formulações muitas vezes parecem predizer

comportamentos distintos para situações experimentais, e diversos experimentos no

tema foram realizados nos últimos 60 anos [13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22].

Contudo, embora vários desses experimentos tenham sido utilizados como argumen-

tos para se favorecer uma ou outra formulação, no fim dos anos 1960 foi demonstrado

que diversas formulações existentes, dentre elas as de Minkowski e Abraham, são na

realidade equivalentes quando as propriedades do meio material são consideradas de

forma cuidadosa, levando às mesmas previsões experimentais [23, 7]. As diferentes

formulações são, na verdade, o resultado de diferentes divisões do tensor energia mo-

2Contudo, é válido ressaltar que é posśıvel se construir estados que possuem correlações
quânticas com feixes intensos de radiação eletromagnética, sendo necessária uma descrição quântica
para experimentos realizados com esses campos [5, 6]. Mas esses casos não serão tratados nesta
tese.
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mento total do sistema, que é um objeto matemático que possui termos associados

a densidades e fluxos de energia e momento, em partes material e eletromagnética.

Uma discussão deste debate e de sua conclusão eventual será apresentada no caṕıtulo

2 desta tese.

Embora haja várias maneiras equivalentes de se dividir a densidade de energia,

a densidade de momento e o fluxo de energia de uma onda eletromagnética em um

meio material em partes eletromagnética e material, acreditamos que uma delas é

mais natural, se encaixando de forma mais elegante nos conceitos fundamentais do

eletromagnetismo clássico. Nos caṕıtulos 3 e 4 desta tese defendemos essa particu-

lar divisão, em que as partes eletromagnéticas dessas grandezas possuem a mesma

forma independentemente do meio quando escritas como funções dos campos médios

E e B. No caṕıtulo 3, diferentes modelos para meios lineares dielétricos (com res-

posta ao campo elétrico) e magnéticos (com resposta ao campo magnético) serão

apresentados, em que a densidade de energia material pode ser calculada como a

soma das densidades de energia cinética e potencial das cargas do meio. Também

apresentaremos um modelo que mostra que um dipolo magnético sob a ação de

um campo elétrico possui fluxo de energia associado, justificando a existência de

um fluxo de energia material. No caṕıtulo 4, calcularemos o momento transferido

para meios lineares diretamente através da força de Lorentz exercida pelos campos

eletromagnéticos sobre as cargas dos meios em diversas circunstâncias. Em todos

os exemplos tratados, obtemos conservação de energia e de momento utilizando as

formas supostas para as partes eletromagnéticas da densidade de energia, da densi-

dade de momento e do fluxo de energia. Portanto, os diversos modelos utilizados dão

suporte à divisão da densidade de energia, da densidade de momento e do fluxo de

energia totais de uma onda eletromagnética em um meio linear em partes material

e eletromagnética conforme o proposto nesta tese.

No caṕıtulo 5, passaremos a uma descrição da interação da radiação eletro-

magnética com meios cont́ınuos no ńıvel quântico, utilizando o conceito de função de

onda de fótons [24, 25, 26, 27, 28, 29]. Esse é um conceito controverso, uma vez que

Newton e Wigner mostraram que não é posśıvel se construir um operador posição

para um fóton [30]. Portanto uma função de onda de um fóton não pode ter todas

as caracteŕısticas que uma função de onda de Schrödinger de uma part́ıcula massiva

possui. Esse fato levou muitos autores à opinião extrema de negar a possibilidade
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de se considerar funções de onda para fótons. Contudo, nos experimentos de óptica

quântica realizados hoje em dia, é muito comum se utilizar um número pequeno

de fótons, que são gerados e detectados em posições relativamente bem definidas

do espaço. E, embora o operador posição não exista para um fóton, é posśıvel se

associar uma localização ao fóton em dimensões maiores que seu comprimento de

onda [31]. Portanto um formalismo que permita tratar poucos fótons em experi-

mentos desse tipo, com um conceito de localização menos rigoroso, certamente é

muito útil. E a localização de part́ıculas massivas relativ́ısticas também perde uma

interpretação simples e direta quando essas se propagam em velocidades próximas

à da luz. Nesse sentido, fótons não são tão diferentes assim de part́ıculas massivas,

a questão é que eles são sempre relativ́ısticos.

Bialynicki-Birula [24, 25] e, independentemente, Sipe [26], introduziram a

forma para a função de onda de fótons que utilizaremos nesta tese. Essa formulação

permite a descrição completa do estado quântico de um fóton como função das

grandezas espaciais e temporal, podendo ser obtida de maneira análoga ao método

utilizado por Dirac para encontrar a equação de onda de um elétron relativ́ıstico.

A equação de onda para um fóton livre obtida por eles é equivalente às equações

de Maxwell no vácuo. No caṕıtulo 5, com argumentos baseados em conservação de

energia, incluiremos um termo a mais na equação de onda proposta por Bialynicki-

Birula e Sipe que é resultado da interação do fóton com meios cont́ınuos, chegando

a uma equação de onda equivalente às equações de Maxwell na matéria. Aplicando

o processo de segunda quantização à equação de onda por nós proposta, obtemos

uma forma alternativa de se tratar quanticamente a interação da luz com a matéria.

Como exemplo de aplicação do formalismo, calculamos o estado dos fótons gêmeos

gerados pelo processo de conversão paramétrica descendente, com resultados equi-

valentes a tratamentos anteriores, mas com uma interpretação mais intuitiva.

A divisão proposta nos caṕıtulos 3 e 4 para a densidade de energia, fluxo

de energia e densidade de momento de uma onda eletromagnética clássica em um

meio material é utilizada para dar suporte à maneira como tratamos a interação

da função de onda de um fóton com meios materiais. A densidade de energia, o

fluxo de energia e a densidade de momento associados à função de onda do fóton

em meios materiais proposta nesta tese podem ser decompostas em partes material

e eletromagnética da mesma maneira. Contudo, a leitura desses caṕıtulos não é
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essencial para a compreensão do caṕıtulo 5. Portanto o leitor interessado apenas na

interação de fótons com meios cont́ınuos pode saltar diretamente para o caṕıtulo 5.



Caṕıtulo 2

Energia e momento de ondas
eletromagnéticas em meios
materiais: O debate
Abraham-Minkowski

2.1 Energia e momento de ondas eletromagnéticas

no vácuo

O eletromagnetismo clássico é a teoria que descreve como cargas elétricas e os campos

elétrico e magnético interagem entre si. As leis que governam o comportamento

dessas entidades podem ser resumidas num conjunto de 5 equações [1, 2]:

∇ · E =
ρ

ε0

, (2.1)

∇ ·B = 0 , (2.2)

∇× E = −∂B

∂t
, (2.3)

∇×B = µ0J + µ0ε0
∂E

∂t
, (2.4)

f = Eρ+ J×B . (2.5)

Nas equações acima, E e B representam os campos elétrico e magnético, respecti-

vamente, ε0 e µ0 a permissividade elétrica e a permeabilidade magnética do vácuo,

respectivamente, ρ e J as densidades de carga e corrente elétrica, respectivamente,

8
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e f a densidade de força que atua nessas cargas e correntes. As quatro primeiras

equações são denominadas equações de Maxwell e descrevem como campos elétricos

e magnéticos são gerados por cargas e correntes elétricas, bem como por variações

temporais de campos elétricos e magnéticos. A quinta equação é a equação de

força de Lorentz e descreve como campos elétricos e magnéticos realizam força sobre

cargas e correntes elétricas.

As equações de Maxwell prevêem a existência de ondas eletromagnéticas que

se propagam no vácuo. De acordo com as equações (2.3) e (2.4), um campo elétrico

oscilante gera um campo magnético e um campo magnético oscilante gera um campo

elétrico. Essa combinação faz com que a onda se propague, com um campo gerando o

outro. Se tomarmos o rotacional das equações (2.3) e (2.4), utilizarmos a identidade

vetorial

∇× (∇× E) = ∇(∇ · E)−∇2E (2.6)

e as equações (2.1) e (2.2) com ρ = 0 e J = 0, chegamos às seguintes equações para

os campos E e B:

∇2E = µ0ε0
∂2E

∂t2
, ∇2B = µ0ε0

∂2B

∂t2
. (2.7)

As equações acima para os campos elétrico e magnético no vácuo são equações de

ondas que se propagam com velocidade c = 1/
√
µ0ε0. A igualdade desse valor para

a velocidade de propagação de uma onda eletromagnética com o valor medido para a

velocidade da luz fez Maxwell supor que a luz consistia em ondas eletromagnéticas,

suposição que se mostrou verdadeira em todos os experimentos realizados desde

então. Ondas eletromagnéticas no vácuo têm os campos elétrico e magnético per-

pendiculares entre si e à direção de propagação das frentes de onda em cada ponto do

espaço. O módulo do campo magnético vale |B| = |E|/c e a direção de propagação

das frentes de onda é a mesma do vetor E×B.

A partir das equações (2.1-2.5) podemos deduzir uma equação que governe a

conservação de energia em um sistema de cargas e campos eletromagnéticos respei-

tando o prinćıpio de localidade [1, 32]. Consideraremos aqui que todas as cargas

estão localizadas no interior de um volume V . De acordo com a força de Lorentz

(2.5), o trabalho realizado pelos campos eletromagnéticos sobre uma carga q que se

movimenta com velocidade v em um intervalo de tempo dt é

dW = q(E + v ×B) · vdt = qE · vdt . (2.8)
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Tomando o limite de meios cont́ınuos, temos q = ρd3r e J = ρv. Como o traba-

lho realizado representa a variação da energia mecânica Umec das cargas, podemos

escrever
∂

∂t
Umec =

∫
V
d3rE · J . (2.9)

Tomando o produto escalar da equação (2.4) com E temos

E · J =
1

µ0

E · (∇×B)− ε0E ·
∂E

∂t
. (2.10)

Utilizando a identidade vetorial

∇ · (E×B) = B · (∇× E)− E · (∇×B) (2.11)

e a equação (2.3), podemos escrever

E · J = − 1

µ0

∇ · (E×B)− ε0E ·
∂E

∂t
− 1

µ0

B · ∂B

∂t
. (2.12)

Como

E · ∂E

∂t
=

1

2

∂

∂t
(E2) e B · ∂B

∂t
=

1

2

∂

∂t
(B2) , (2.13)

podemos escrever a equação (2.9) como

∂

∂t
Umec +

∂

∂t

[∫
V
d3rue.m.

]
= −

∫
V
d3r(∇ · Se.m.) = −

∫
S
da · Se.m. , (2.14)

em que S representa a superf́ıcie do volume V , a densidade de energia eletro-

magnética ue.m. foi definida como

ue.m. ≡
ε0

2
|E|2 +

1

2µ0

|B|2 (2.15)

e foi definido o vetor de Poynting

Se.m. ≡
1

µ0

E×B , (2.16)

que representa o fluxo de energia eletromagnética no vácuo. Com essas definições,

vemos que a conservação de energia ocorre de maneira local, uma vez que para

haver mudança na energia interior ao volume V , que possui uma parte material

Umec e uma parte eletromagnética que corresponde à integral de ue.m. no volume,

deve necessariamente haver um fluxo de energia através de sua superf́ıcie.
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Vale dizer que as definições utilizadas para a densidade de energia e para

o fluxo de energia nas equações (2.15) e (2.16) não são as únicas posśıveis [32].

Contudo, essas formas são certamente as mais simples, tendo sido utilizadas com

sucesso pela comunidade cient́ıfica como as expressões corretas para a densidade e

para o fluxo de energia eletromagnética no vácuo. E há alguns argumentos a seu

favor. Um ponto favorável é que a densidade de energia (2.15) concorda com a

obtida em eletrostática e magnetostática. Outro ponto é que para uma onda plana

que se propaga na direção ẑ no vácuo, o fluxo de energia em um plano z constante é

o produto da densidade de energia ue.m. pela velocidade da luz c, o que concorda com

a visão intuitiva de que a onda carrega uma densidade de energia com velocidade

c. Ao longo desta tese, faremos como todos e também adotaremos as formas das

equações (2.15) e (2.16) como as formas corretas para a densidade de energia e para

o fluxo de energia eletromagnéticos no vácuo.

Uma vez definida a forma (2.16) para o fluxo de energia eletromagnética no

vácuo, de acordo com a teoria da relatividade especial a forma para a densidade

de momento fica automaticamente definida, sendo o fluxo de energia dividido por

c2, em que c = 1/
√
µ0ε0 é a velocidade da luz no vácuo. O argumento a seguir

que demonstra essa relação foi retirado da referência [32]. Considere o ilustrado na

figura 2.1. Temos uma caixa de massa M e comprimento L inicialmente parada e que

pode deslizar sem atrito por uma superf́ıcie. Inicialmente temos uma concentração

de energia U na extremidade esquerda, como representado na figura 2.1-(a). Esta

energia é liberada na forma de uma onda eletromagnética, que se propaga na direção

da extremidade oposta, como representado na figura 2.1-(b). Assumamos que esta

onda propagante tenha momento P, e que portanto transfira um momento −P

para a caixa, que se move para a esquerda com velocidade P/M , em que P ≡ |P|.
Por fim, a energia é absorvida na extremidade direita da caixa e um momento P

é transferido para ela, cessando seu movimento, como representado na figura 2.1-

(c). Considerando que o deslocamento z da caixa seja muito pequeno, de forma

que o tempo que a onda demora para atravessar a caixa possa ser considerado

L/c, a caixa tem um deslocamento total z = L/c × P/M . Para que o centro de

massa-energia não se desloque no processo, uma vez que não há agentes externos,

devemos ter Mc2z = UL. Combinando essas duas equações, conclúımos que P =

U/c e a razão entre a densidade de momento e a densidade de energia deve ser
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L

z=0z
M

U

z=0z

U

V

c

z=0z

U

z

(a) (b) (c)

Figura 2.1: Demonstração de que energia U movendo-se à velocidade da luz c deve
transportar momento P = U/c.

1/c. Como a razão entre o fluxo de energia e a densidade de energia de uma onda

eletromagnética no vácuo também vale 1/c, a razão entre a densidade de momento

e o fluxo de energia deve valer 1/c2. Como é discutido na referência [32], essa

relação deve ser válida para quaisquer fluxos de energia e densidades de momento,

seja de ondas eletromagnéticas, part́ıculas massivas ou qualquer outra entidade que

transporte energia. Portanto, ao assumirmos a forma (2.16) para o fluxo de energia

eletromagnética, a densidade de momento eletromagnético no vácuo fica estabelecida

como

pe.m. = ε0E×B . (2.17)

2.2 O debate Abraham-Minkowski

2.2.1 A aparente controvérsia Abraham-Minkowski

Como foi discutido na seção anterior, ondas eletromagnéticas transportam energia

e momento. As expressões para as densidades de energia ue.m. e de momento pe.m.

de uma onda eletromagnética no vácuo dadas pelas equações (2.15) e (2.17), em-

bora possuam alguma ambiguidade em suas definições, são amplamente aceitas pela

comunidade cient́ıfica, não havendo controvérsia. Mas e quando uma onda eletro-

magnética entra em um meio transparente, como vidro ou água, quais se tornam as

expressões para as densidades de energia e de momento da onda? Nessa situação,

os campos elétrico e magnético da onda interagem com as cargas do meio, podendo

transferir energia e momento para elas, ao mesmo tempo em que as cargas do meio
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em movimento alteram os campos elétrico e magnético da onda. O problema se

torna mais complexo, havendo diversos tipos de abordagens e conclusões.

Como foi dito anteriormente, uma aproximação que será utilizada ao longo da

tese e que também está presente nos trabalhos citados a seguir é a consideração de

meios cont́ınuos. A matéria é composta de átomos e moléculas, que por sua vez são

compostos de elétrons, nêutrons e prótons, esses dois últimos compostos de quarks.

Mas os comprimentos de onda de ondas eletromagnéticas com frequências próximas

às da luz viśıvel são da ordem de centenas de nanômetros, muito maiores que a se-

paração usual entre átomos ou moléculas, que é da ordem de décimos de nanômetros

em ĺıquidos ou sólidos e de nanômetros em gases à temperatura ambiente e pressão

atmosférica. Portanto é uma aproximação razoável considerarmos o movimento glo-

bal das cargas do meio associando grandezas cont́ınuas ao material que representem

as respostas médias do meio aos campos incidentes. Na seção 6.6 do livro de Jackson

[2], é demonstrado como as equações macroscópicas do eletromagnetismo podem ser

obtidas através de uma descrição microscópica para o problema tomando-se a média

espacial das propriedades do meio e dos campos em dimensões muito maiores que a

separação entre os átomos que compõem o meio1. Numa formulação macroscópica

para a propagação de ondas eletromagnéticas em meios materiais, os campos ma-

croscópicos (ou médios) da onda correspondem a médias espaciais em volumes que

contém um grande número de átomos, mas cujas dimensões são bem menores que o

comprimento de onda da radiação. Esta abordagem será utilizada ao longo da tese.

Usualmente há quatro grandezas cont́ınuas que são introduzidas para conside-

rar tanto as respostas do meio aos campos elétrico e magnético quanto um compor-

tamento global dos campos e das cargas do meio em um tratamento macroscópico.

Essas grandezas são a polarização P, a magnetização M, o vetor deslocamento

elétrico D e o vetor H, que são utilizadas conjuntamente com os campos elétrico E

e magnético B médios [1, 2]. É posśıvel se associar a polarização P com a densidade

de momentos de dipolo elétrico do meio e a magnetização M com a densidade de mo-

mentos de dipolo magnético. Adotaremos esta interpretação ao longo da tese. Essas

4 grandezas são introduzidas para facilitar o tratamento de problemas que envolvem

campos eletromagnéticos na matéria, pois elas permitem que consideremos apenas

1O termo macroscópico empregado nesta tese não tem o mesmo sentido que o termo cotidiano.
Nesta tese, um volume com dimensões da ordem de alguns nanômetros em um sólido pode ser
considerado macroscópico, já que possuirá milhares de átomos em seu interior.
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a influência de cargas e correntes elétricas livres no cálculo dos campos, já que o

comportamento de cargas presas a átomos ou moléculas fica contido nessas grande-

zas. Em uma formulação do eletromagnetismo, normalmente são utilizadas apenas

4 das 6 grandezas cont́ınuas citadas, pois temos D ≡ ε0E + P e H ≡ B/µ0 −M.

Como foi dito anteriormente, há diversos tipos de abordagens posśıveis para

o tratamento do momento e da energia de ondas eletromagnéticas na matéria. Os

tratamentos mais famosos para este problema são os de Minkowski [8, 9, 10] e

Abraham [11, 12, 10], datados do ińıcio do século XX. Em meios não-dispersivos,

ou seja, quando as dependências das respostas do meio com a frequência do campo

eletromagnético incidente são desprezadas, ambos os tratamentos prevêem uma den-

sidade de energia E · D/2 + B · H/2 para a onda e um fluxo de energia E × H.

Porém, as previsões para as densidades de momento são distintas. A formulação de

Abraham prevê E×H/c2 e a de Minkowski D×B. Essas previsões são não apenas

quantitativa mas também qualitativamente distintas. Em um meio dielétrico linear

isotrópico não-magnético, temos uma polarização proporcional ao campo elétrico,

P = χeε0E, uma magnetização nula, M = 0, e um campo magnético com módulo

|B| = |E|n/c, em que χe é a susceptibilidade elétrica do meio e n =
√

1 + χe é

o ı́ndice de refração do meio. Note que a razão entre o módulo da densidade de

momento e a densidade de energia vale 1/(nc) na formulação de Abraham e n/c

na de Minkowski. Em termos do momento de um fóton num modo de onda plana,

que no vácuo tem módulo ~ω/c, em que ω é a frequência de oscilação dos campos

multiplicada por 2π e ~ é a constante de Planck dividida por 2π, a formulação de

Abraham prevê que o momento diminui para ~ω/(nc) quando o fóton entra no meio,

enquanto que a de Minkowski prevê que ele aumenta para n~ω/c com a entrada do

fóton no meio.

A diferença entre as previsões de Abraham e Minkowski para o momento de

ondas eletromagnéticas na matéria gerou um debate de décadas de duração sobre

qual seria a formulação correta. Ao longo desse tempo, resultados experimentais e

considerações teóricas alimentaram o debate, ora aparentemente favorecendo uma

formulação, ora a outra. Um argumento teórico a favor da formulação de Abraham é

que nessa formulação a razão entre a densidade de momento e o fluxo de energia vale

1/c2, como o esperado pelos argumentos apresentados na seção anterior. A seguir

descrevemos brevemente alguns dos experimentos relacionados ao tema realizados
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ao longo dos últimos 60 anos.

2.2.2 Experimentos

A partir dos anos 1950, começaram a surgir experimentos envolvendo o momento

de ondas eletromagnéticas em meios materiais. Muitos desses experimentos foram

realizados com o intuito de se resolver a controvérsia Abraham-Minkowski. Os expe-

rimentos de Jones e colaboradores [13, 14, 15], realizados a partir de 1951, mediram

diretamente a pressão de radiação de ondas eletromagnéticas em espelhos imersos

em ĺıquidos dielétricos. Os trabalhos posteriores ao primeiro correspondem a uma

melhor precisão nos resultados. A montagem correspondente ao experimento da

referência [13] está esquematizada na figura 2.2. Um ĺıquido dielétrico preenche par-

cialmente um tubo até o ńıvel indicado na figura. Uma fibra de torção sustenta um

espelho fora do ĺıquido e um espelho imerso no ĺıquido que é iluminado de forma

assimétrica, com feixes ao longo das linhas A e A’ ou B e B’ na figura. A fibra

de torção gira até que o torque gerado pela fibra cancele o gerado pela pressão de

radiação da luz. A leitura da posição angular da fibra é feita utilizando-se o espelho

fora do ĺıquido. Os experimentos mostram que a pressão de radiação é proporci-

onal ao ı́ndice de refração do ĺıquido, aparentemente favorecendo a formulação de

Minkowski.

Um outro experimento interessante foi realizado por Ashkin e Dziedzic [16]

em 1973 e está esquematizado na figura 2.3. Um laser é focalizado na interface entre

ar e água. Um argumento utilizado por Burt e Peierls [33] é que se a formulação

de Minkowski está correta e o momento da luz aumenta com a entrada no ĺıquido,

por conservação de momento uma força deve atuar em sua superf́ıcie levantando-a,

como indicado em A. Se, por outro lado, a formulação de Abraham está correta e

o momento da luz diminui ao entrar no ĺıquido, uma força deve atuar na superf́ıcie

abaixando-a, como indicado em B. As configurações A ou B para a superf́ıcie da

água geram efeitos de lente diferentes no feixe, que podem ser analisados por um de-

tector. Os experimentos confirmam que a superf́ıcie da água levanta, como indicado

em A, aparentemente favorecendo a formulação de Minkowski. Na configuração C

na figura, o feixe se propaga na direção contrária, saindo da água para o ar. Nesta si-

tuação, também mediu-se uma protuberância na superf́ıcie da água, aparentemente

favorecendo a formulação de Minkowski.
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Figura 2.2: Montagem experimental de Jones, retirada da referência [13]

Figura 2.3: Montagem experimental de Ashkin e Dziedzic, retirada da referência
[16].
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Figura 2.4: Montagem experimental de Walker, Lahoz e Walker, retirada da re-
ferência [18].

Uma diferença entre as formulações de Abraham e de Minkowski é que a

formulação de Abraham prevê uma densidade de força χeε0∂/∂t(E×H), denominada

força de Abraham, em um meio dielétrico não-magnético, o que não ocorre com a

formulação de Minkowski [10]. Em 1975, Walker, Lahoz e Walker [17, 18] fizeram a

verificação experimental da existência dessa força. A montagem experimental está

representada na figura 2.4. Um disco de titanato de bário, material que possui

uma susceptibilidade elétrica elevada, é suspenso por uma fibra de torção, formando

um pêndulo de torção. Um campo magnético vertical produzido por eletróımãs

percorre o material. Um campo elétrico oscilante radial é produzido aplicando-se

uma diferença de potencial ente a parte interior e a exterior do disco. Igualando a

frequência de oscilação do campo elétrico com a frequência natural de oscilação do

sistema, pode-se amplificar ou reduzir a amplitude de oscilação do sistema se a força

de Abraham existir. Os experimentos confirmam isto, aparentemente favorecendo

a formulação de Abraham. Experimentos posteriores realizados com um campo

elétrico fixo e um campo magnético oscilante também confirmam a existência dessa

força [19].
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Em 1980, Gibson e colaboradores [20] realizaram experimentos em que o mo-

mento de fótons é transferido para portadores de cargas em semicondutores, no

chamado “photon drag effect”, no limite em que a estrutura de bandas do semicon-

dutor não interfere nos resultados. A transferência de momento dos fótons para os

portadores de carga gera correntes ou campos elétricos no semicondutor, que po-

dem ser medidos. Os resultados obtidos são compat́ıveis com uma transferência de

momento n~ω/c por fóton, aparentemente favorecendo a formulação de Minkowski.

Mais recentemente, em 2005, Campbell e colaboradores [21] mediram o mo-

mento transferido de fótons para átomos em um condensado de Bose-Einstein. O

experimento está esquematizado na figura 2.5. Um condensado de Bose-Einstein vi-

aja para a direita na figura. Um primeiro pulso de luz forma uma onda estacionária

que interage com o condensado. Alguns dos átomos do condensado podem espalhar

um fóton incidente de um dos modos contrapropagantes para o outro, recebendo

2 vezes o momento do fóton espalhado. O sistema evolui por um tempo variável

τ até que outro pulso de luz, idêntico ao primeiro, é aplicado, podendo fazer com

que os átomos espalhados pelo primeiro pulso voltem a um estado com momento

nulo na direção vertical da figura. A amplitude de probabilidade de um determi-

nado átomo absorver momento no primeiro pulso e o momento contrário no segundo

interfere com a amplitude de probabilidade de ele não absorver momento em ne-

nhum dos pulsos. Após se esperar um tempo suficiente para que as nuvens atômicas

com diferentes momentos verticais se separem, pode-se observar que o número de

átomos no estado de momento nulo na vertical varia com τ devido à interferência

entre essas amplitudes de probabilidade. Medindo-se a frequência de oscilação da

população nesse estado, pode-se inferir qual o momento transferido para os átomos

pelos fótons, que é n~ω/c, aparentemente favorecendo a formulação de Minkowski.

Em 2008, She, Yu e Feng [22] realizaram um outro experimento nesse tema.

Eles constrúıram um filamento de śılica em com 450nm de diâmetro e o colocaram

em posição vertical, prendendo a parte superior e deixando a parte inferior livre.

Passando um pulso laser pelo filamento, que sai pela parte inferior, eles filmaram

o comportamento do filamento após a sáıda do pulso. A idéia é a mesma do ex-

perimento de Ashkin e Dziedzic [16]. Se o momento da luz for maior dentro do

filamento, quando o pulso sai uma força com direção para baixo deve atuar neste.

Se o momento da luz for menor dentro do filamento, uma força para cima deve
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Figura 2.5: Esboço do experimento de Campbell e colaboradores, retirado da re-
ferência [21].

atuar neste. Analisando as imagens, os autores concluem que uma força para cima

atua no filamento com a sáıda do pulso, aparentemente favorecendo a formulação

de Abraham.

2.2.3 A solução eventual do debate

Apesar de ainda surgirem na literatura trabalhos defendendo a formulação de Abraham

ou a de Minkowski como a correta para descrever o momento de ondas eletro-

magnéticas em meios materiais, Penfield e Haus mostraram no fim dos anos 60

que nenhuma das formulações é completamente correta, nem completamente errada

[23]. O momento eletromagnético de ondas eletromagnéticas dentro de um meio

é sempre acompanhado de um momento material. Quando a parte material, que

tem formas diferentes para diferentes formulações, é levada em consideração, ambas

as formulações, de Abraham e Minkowski, bem como outras, prevêem os mesmos

resultados experimentais.

Essas formulações utilizam o formalismo de tensores energia-momento para

tratar o tema. Esses tensores possuem termos que podem ser associados com den-

sidades de energia e momento, bem como termos associados com fluxos de energia

e momento. Eles facilitam muito a notação, permitindo que as leis de conservação

sejam escritas de forma muito simples. O que Penfield e Haus mostraram é que

essas diferentes formulações do eletromagnetismo em meios cont́ınuos correspon-

dem a diferentes divisões do tensor energia-momento total em partes material e
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eletromagnética [23]. Embora esta conclusão pareça óbvia quando dita dessa forma,

ela é dif́ıcil de se provar no formalismo de tensores energia-momento utilizado por

Abraham e Minkowski, tanto pelas dificuldades que surgem ao se considerar a in-

teração dos campos com a matéria quanto pela natureza não intuitiva dos termos

correspondentes aos fluxos de momento. Por isso o debate durou tanto tempo, cerca

de 60 anos, até ser resolvido. Uma revisão desse debate está na referência [7].

De fato, os resultados experimentais de Jones e colaboradores [13, 14, 15] fo-

ram reproduzidos por Gordon [34] e Loudon [35] utilizando a forma de Abraham

para a densidade de momento da onda eletromagnética e calculando a parte material

do momento no meio diretamente pela força de Lorentz. Os resultados de Ashkin

e Dziedzic [16] também foram reproduzidos por Gordon utilizando a densidade de

momento de Abraham, mas com uma explicação diferente e interessante [34]. O

fato de o feixe estar muito focalizado no experimento faz com que surjam forças

transversais consideráveis, que puxam as moléculas de água para a região de maior

intensidade do feixe. Sendo assim, a pressão aumenta nessa região, fazendo com que

uma protuberância surja na superf́ıcie. Israel [36] derivou os resultados experimen-

tais de Walker e colaboradores [17, 18, 19] utilizando o tensor energia-momento de

Minkowski e um tensor energia-momento material apropriado. Loudon, Barnett e

Baxter [37] mostraram que os experimentos de Gibson e colaboradores [20] também

podem ser explicados com ambas as formulações. Leonhardt [38] mostrou que os

experimentos de Campbell e colaboradores [21] também podem ser explicados com a

formulação de Abraham e uma redefinição do momento material. Já a interpretação

dos resultados experimentais de She, Yu e Feng [22] tem sido questionada [39, 40, 41].

O que acontece é que em cada situação experimental uma formulação pode pre-

dizer os resultados de forma mais simples e direta, mas as formulações de Abraham,

Minkowski e outras são sempre equivalentes. Em um artigo recente, Pfeifer e co-

laboradores [42] discutem as condições em que a contraparte material do tensor

energia-momento eletromagnético de Minkowski pode ser desprezada, justificando o

porquê de ser posśıvel tratar os experimentos de Jones e colaboradores [13, 14, 15]

e o comportamento de pinças ópticas [43] apenas com o tensor energia-momento

eletromagnético de Minkowski.

Resumindo: não há uma forma única para as densidades e fluxos de momento

e energia eletromagnéticos de uma onda eletromagnética em um meio material.
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Há sempre densidades e fluxos de energia e momento materiais complementares

associados à onda. Como diversas divisões diferentes das densidade e fluxos de

energia e momento totais em partes eletromagnética e material levam às mesmas

previsões experimentais, estas divisões são, em prinćıpio, arbitrárias.



Caṕıtulo 3

Divisão da energia de ondas
eletromagnéticas em meios
lineares em partes material e
eletromagnética

Como foi dito no caṕıtulo anterior, há inúmeras maneiras distintas de se dividir a

energia e o momento de ondas eletromagnéticas na matéria em partes material e ele-

tromagnética. Essas divisões são equivalentes, no sentido em que levam às mesmas

previsões experimentais. Contudo, podemos nos perguntar se há uma maneira mais

natural de se realizar essa divisão. Nesta tese defendemos uma particular divisão

como sendo mais natural e mais intuitiva, tendo uma aplicabilidade simples e direta

no tratamento de problemas que envolvem a energia e o momento de ondas eletro-

magnéticas em meios materiais. Mas é importante dizer que ela não é mais correta

que as demais, se considerarmos a visão moderna de que a f́ısica teórica tem como

objetivo a correta previsão de resultados experimentais. Mas acreditamos que a di-

visão proposta se encaixa de maneira bem mais natural nos conceitos fundamentais

do eletromagnetismo e que por isso pode ter uma vantagem em relação às demais

na descrição de problemas fundamentais. Por exemplo, no caṕıtulo 5 desta tese esta

divisão será utilizada em nosso tratamento de funções de onda de fótons na matéria.

E e B são os campos que aparecem na expressão da força de Lorentz (2.5)

e que efetivamente interagem com as cargas elétricas. Logo estes são os campos

que podem transferir energia e momento para a matéria. Portanto, sob nosso ponto

22
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de vista, numa formulação macroscópica para o eletromagnetismo é natural que

os campos médios E e B sejam utilizados para se descrever os transportes médios

de energia e momento eletromagnéticos em um meio material. D e H devem ser

vistos como médias de propriedades materiais e eletromagnéticas, utilizadas para

simplificar os cálculos. Sendo assim, as formas mais naturais para as partes eletro-

magnéticas da densidade de energia, do fluxo de energia e da densidade de momento

de uma onda eletromagnética em qualquer meio são as das equações (2.15), (2.17)

e (2.16), idênticas às expressões no vácuo quando escritas em termos dos campos

médios E e B, não possuindo uma dependência expĺıcita com as propriedades do

meio. As partes materiais das densidades de energia e momento devem ser calcula-

das como o resultado da ação da força de Lorentz nas cargas do meio. Um tensor

energia-momento eletromagnético com estas propriedades foi previamente proposto

por Obukhov e Hehl [44]. Aqui mostraremos a validade desta divisão não no for-

malismo de tensores energia-momento, mas calculando diretamente a densidade de

energia material e o fluxo de energia material utilizando modelos razoáveis para os

meios e, no próximo caṕıtulo, calculando o comportamento de pulsos de luz que

penetram na matéria e verificando o momento transferido para os meios via força

de Lorentz.

3.1 Densidade de energia material de ondas ele-

tromagnéticas em meios lineares

Nesta seção será mostrada de forma geral a expressão para a densidade de energia

material de um meio linear, dispersivo e não-absorvedor devido à presença de uma

onda eletromagnética aproximadamente monocromática, calculada através do tra-

balho realizado pelos campos eletromagnéticos nas cargas do meio. A consideração

de um meio não-absorvedor corresponde a uma aproximação, uma vez que dispersão

implica em absorção de radiação pelo meio. Contudo, essa absorção pode ser muito

pequena e consideramos aqui o limite em que pode ser desprezada. Os cálculos dessa

seção são baseados na seção 6.8 do livro de Jackson [2].

A densidade de corrente elétrica em um meio dielétrico e magnético se deve
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às cargas ligadas e pode ser escrita como [1, 2]

J =
∂P

∂t
+∇×M , (3.1)

em que P e M representam a polarização e a magnetização do meio, respectivamente.

Sendo assim, utilizando as equações (2.11) e (2.3) a densidade de trabalho realizado

sobre as cargas por unidade de tempo pode ser escrita como

E ·J = E · ∂P

∂t
+M · (∇×E)−∇· (E×M) = E · ∂P

∂t
−M · ∂B

∂t
−∇· (E×M) . (3.2)

Para meios lineares dispersivos, em que as susceptibilidades elétrica e magnética

dependem da frequência de oscilação dos campos, é necessário fazer uma decom-

posição de Fourier dos campos. Trataremos primeiro a resposta do meio devido à

susceptibilidade elétrica χe(ω):

E(r, t) =

∫ ∞
−∞

dωẼ(r, ω)e−iωt , (3.3)

P(r, t) =

∫ ∞
−∞

dωχe(ω)Ẽ(r, ω)e−iωt . (3.4)

O fato de E(r, t) ser real implica que Ẽ(r,−ω) = Ẽ∗(r, ω). O fato de estarmos consi-

derando meios não-absorvedores implica que χe(ω) é real. Dessa maneira, podemos

escrever, omitindo a dependência espacial dos campos e os limites de integração para

simplificar a notação,

E · ∂P

∂t
=

∫
dω

∫
dω′Ẽ∗(ω′)[−iωχe(ω)] · Ẽ(ω)e−i(ω−ω

′)t . (3.5)

Separando o integrando em duas partes iguais, realizando em uma delas as substi-

tuições ω → −ω′ , ω′ → −ω, e usando a relação Ẽ(−ω) = Ẽ∗(ω), temos

E · ∂P

∂t
=

∫
dω

∫
dω′Ẽ∗(ω′)[−iωχe(ω) + iω′χe(ω

′)] · Ẽ(ω)e−i(ω−ω
′)t . (3.6)

Agora supomos que a onda eletromagnética incidente tem espectro de frequências

estreito em torno de uma frequência central ωc, de forma que a susceptibilidade

elétrica tenha variação pequena nesse intervalo. Podemos então expandir o fator

iω′χe(ω
′) em torno de ω. Com a expansão até primeira ordem, temos

E · ∂P

∂t
=

1

2

∫
dω

∫
dω′i(ω′ − ω)

d

dω
[ωχe(ω)]Ẽ∗(ω′) · Ẽ(ω)e−i(ω−ω

′)t

=
∂

∂t

1

2

∫
dω

∫
dω′

d

dω
[ωχe(ω)]Ẽ∗(ω′) · Ẽ(ω)e−i(ω−ω

′)t . (3.7)
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Considerando, de maneira análoga, a resposta do meio devido à susceptibili-

dade magnética real χm(ω)

B(r, t) =

∫ ∞
−∞

dωB̃(r, ω)e−iωt , (3.8)

M(r, t) =

∫ ∞
−∞

dω
αm(ω)

µ0

B̃(r, ω)e−iωt , (3.9)

definindo αm(ω) = χm(ω)/[1+χm(ω)], uma vez que M(ω) = χm(ω)H(ω) = χm(ω)B/{µ0[1+

χm(ω)]}, obtemos

M · ∂B

∂t
=

∂

∂t

1

2µ0

∫
dω

∫
dω′
[
−αm +

dαm

dω

]
B̃∗(ω′) · B̃(ω)e−i(ω−ω

′)t . (3.10)

As expressões (3.7) e (3.10) podem ser escritas de maneira mais simples, con-

sistentes com a aproximação de que a onda eletromagnética incidente tem espectro

de frequências estreito centrado em ωc. Podemos escrever os campos incidentes como

E = E0(t) cos(ωct + δ1), B = B0(t) cos(ωct + δ2), em que E0(t) e B0(t) são funções

que variam muito lentamente tanto num intervalo temporal 1/ωc quanto num in-

tervalo temporal igual ao inverso de uma largura espectral em que χe(ω) ou χm(ω)

variem apreciavelmente. Substituindo essas funções no lugar das transformadas de

Fourier nas equações (3.7) e (3.10), após tomarmos uma média temporal em um

peŕıodo de oscilação, obtemos〈
E · ∂P

∂t
−M · ∂B

∂t

〉
=

∂

∂t
〈umat〉 , (3.11)

em que definimos a densidade média de energia material

〈umat〉 =

[
χe + ω

dχe

dω

]
ω=ωc

ε0〈|E|2〉
2

+

[
−αm + ω

dαm

dω

]
ω=ωc

〈|B|2〉
2µ0

, (3.12)

com αm(ω) = χm(ω)/[1+χm(ω)] e 〈A〉 representando a média temporal da grandeza

A.

Dessa maneira, a equação (2.14), que descreve a conservação local da energia,

em meios lineares dispersivos não-absorvedores pode ser escrita como

∂

∂t
〈ue.m. + umat〉 = −∇ · 〈Se.m. + Smat〉 , (3.13)
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em que ue.m. e Se.m. são dados pelas equações (2.15) e (2.16), respectivamente, 〈umat〉
é dado pela equação (3.12) e foi definido o fluxo de energia material

Smat = M× E. (3.14)

Posteriormente no caṕıtulo, apresentaremos modelos para a densidade de

energia material e para o fluxo de energia material em meios lineares dispersivos

não-absorvedores que concordam com as equações (3.12) e (3.14). Esses modelos

justificam a divisão da densidade de energia e do fluxo de energia de ondas ele-

tromagnéticas em meios lineares em partes material e eletromagnética conforme a

equação (3.13).

3.2 Hamiltoniano de um sistema composto por

cargas elétricas e o campo eletromagnético

Antes de introduzirmos os modelos para os meios lineares, vamos discutir nesta

seção alguns aspectos das formulações lagrangeana e hamiltoniana para um sistema

composto por cargas elétricas e o campo eletromagnético no regime não-relativ́ıstico.

O lagrangeano de uma part́ıcula não-relativ́ıstica com massa m e carga q interagindo

com um campo eletromagnético aplicado é [45]

L =
1

2
mv2 − qΦ + qA · v , (3.15)

em que v ≡ ṙ é a velocidade da part́ıcula, Φ o potencial escalar e A o potencial vetor

do campo eletromagnético. Os campos elétrico e magnético são obtidos a partir dos

potenciais da seguinte forma [1, 2]

E = −∇Φ− ∂A

∂t
, B = ∇×A . (3.16)

Ao utilizarmos as equações de Lagrange

d

dt

(
∂L
∂Q̇i

)
− ∂L
∂Qi

= 0 (3.17)

com Qi = {x, y, z}, obtemos a equação de força de Lorentz [45]

mr̈ = q[E + v ×B] . (3.18)
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O fato de o lagrangeano (3.15) levar à equação de movimento correta justifica sua

forma. A partir do lagrangeano, obtemos os momentos conjugados:

px =
∂L
∂ẋ

= mẋ+ qAx , py =
∂L
∂ẏ

= mẏ + qAy , pz =
∂L
∂ż

= mż + qAz. (3.19)

O hamiltoniano da part́ıcula é

H =
∑
i

Q̇ipi − L =
1

2
mṙ2 + qΦ , ou

H =
1

2m
[p− qA]2 + qΦ , (3.20)

correspondendo à energia total da part́ıcula no campo, que é a soma de sua ener-

gia cinética mv2/2 com sua energia potencial qΦ. As equações de Hamilton ṗi =

−∂H/∂Qi nos levam novamente à equação de movimento (3.18), enquanto que as

equações Q̇i = ∂H/∂pi resultam em (3.19).

Passemos agora ao hamiltoniano não de uma, mas de N part́ıculas com massas

mi e cargas qi interagindo com um campo eletromagnético que é dinâmico, ou seja,

que é modificado com o movimento das cargas elétricas. O hamiltoniano deve conter

agora não apenas a energia das part́ıculas como em (3.20), mas também a energia

do campo eletromagnético. Este hamiltoniano é [46]

H =
∑
i

1

2mi

[pi − qiA]2 +

∫
d3r

[
ε0|E|2

2
+
|B|2

2µ0

]
. (3.21)

Pode parecer que o termo de energia potencial de qΦ da equação (3.20) está faltando

na equação (3.21). Contudo, como é discutido no caṕıtulo 4 do livro de Milonni [46],

este não é o caso, pois esta energia potencial está contida no termo correspondente

à energia eletromagnética. Isto pode ser visto decompondo o vetor campo elétrico

em suas componentes transversal e longitudinal: E = E⊥ + E‖, com ∇ · E⊥ = 0 e

∇×E‖ = 0. Um teorema de Helmhotz, derivado no apêndice F do livro de Milonni

[46], mostra que qualquer campo vetorial que tende a zero mais rápido que 1/r com

r →∞ pode ser decomposto dessa maneira. Utilizando o calibre de Coulomb para

os potenciais, podemos escrever E⊥ = −∂A/∂t e E‖ = −∇Φ, pois ∇ ·A = 0 nesse

calibre. Portanto temos∫
d3r|E|2 =

∫
d3r|E⊥|2 +

∫
d3r(∇Φ)2 , (3.22)
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já que E⊥ · E‖ = 0. Podemos escrever∫
d3r(∇Φ)2 =

∫
d3r∇ · (Φ∇Φ)−

∫
d3rΦ∇2Φ =

∫
d3rΦ

ρ

ε0

, (3.23)

em que foi utilizado o teorema da divergência e o fato de que ∇2Φ = −ρ/ε0 no

calibre de Coulomb, em que ρ é a densidade de carga elétrica. Também temos

Φ(r, t) =

∫
d3r′

ρ(r′, t)

4πε0|r− r′|
, (3.24)

de forma que podemos escrever

1

2

∫
d3rΦ(r, t)ρ(r, t) =

1

2

∫
d3r

∫
d3r′

ρ(r, t)ρ(r′, t)

4πε0|r− r′|
(3.25)

=
∑
i

∑
j>i

qiqj
4πε0|ri − rj|

≡ V ({ri}) . (3.26)

Portanto o hamiltoniano da equação (3.21) pode ser escrito como

H =
∑
i

1

2mi

[pi − qiA]2 + V ({ri}) +

∫
d3r

[
ε0|E⊥|2

2
+
|B|2

2µ0

]
. (3.27)

Escrevendo [pi − qiA] = mivi, vemos que os dois primeiros termos do hamil-

toniano acima correspondem às energias cinética e potencial do conjunto de cargas,

respectivamente, enquanto que o último termo corresponde à energia do campo

magnético e da parte transversal do campo elétrico. De acordo com nossa proposta

para a divisão da energia de ondas eletromagnéticas em meios lineares em partes

material e eletromagnética, os dois primeiros termos do hamiltoniano acima geram a

parte material da energia, enquanto que o último termo gera a parte eletromagnética,

já que uma onda eletromagnética é composta de campos transversais. Portanto a

divisão proposta se encaixa naturalmente no formalismo hamiltoniano.

No modelo quântico para um meio linear dielétrico que será apresentado na

seção 3.4, faremos uma aproximação para escrever o hamiltoniano (3.27) de outra

maneira. Essa aproximação consiste em considerar que o potencial vetor A(r, t) tem

variação espacial despreźıvel em dimensões da ordem das dimensões de uma molécula

que possui apenas cargas ligadas. Sendo assim, no hamiltoniano de interação das

cargas da molécula com o campo consideraremos o potencial vetor no centro de

massa da molécula A(t), desprezando suas variações espaciais. É fácil verificar que
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podemos acrescentar um termo d/dt(S(Q, t)) ao lagrangeano sem alterar as equações

de movimento que são geradas por ele. Consideremos S = −
∑

i qiri · A. Para o

lagrangeano do sistema de cargas com campos eletromagnéticos aplicados, que pode

ser obtido com uma generalização da equação (3.15) para sistemas com mais de uma

carga, temos

L′ =
∑
i

1

2
mv2

i − V ({ri}) +
∑
i

qivi ·A +
d

dt

[
−
∑
i

qiri ·A

]
=

∑
i

1

2
mv2

i − V ({ri}) +
∑
i

qiri · E⊥ , (3.28)

pois E⊥ = −∂A/∂t. Para este novo lagrangeano, os momentos conjugados são iguais

aos momentos cinéticos: p′i = mvi. Portanto quando levamos em conta a energia

do campo eletromagnético, o hamiltoniano total se torna:

H ′ =
∑
i

p′2i
2mi

+ V ({ri})−
∑
i

qiri · E⊥ +

∫
d3r

[
ε0|E⊥|2

2
+
|B|2

2µ0

]
, (3.29)

com p′i = mvi sendo o momento conjugado da grandeza ri.

3.3 Modelo clássico para a densidade de energia

material em um meio linear dielétrico

Em nosso primeiro modelo para um meio linear dielétrico, um modelo clássico conhe-

cido como modelo de Drude-Lorentz, consideremos um meio composto por moléculas

com núcleos fixos e com nuvens eletrônicas ao seu redor1. O potencial gerado pelos

núcleos e pelo restante dos elétrons atuando na coordenada x do centro de massa da

nuvem eletrônica de um dos elétrons será aproximado por um potencial harmônico

Ui(xi) = 1
2
mω2

i x
2
i , em que m representa a massa e xi a posição do centro de massa

na direção x̂ deste particular elétron. A posição de equiĺıbrio foi definida em xi = 0.

Se tivermos uma onda eletromagnética com campo elétrico E0 cos(ωt)x̂ interagindo

com este elétron, o centro de massa de sua nuvem eletrônica pode sofrer um des-

locamento xi nesta direção. Essa componente do centro de massa estará sujeita à

1A consideração de núcleos fixos é uma aproximação razoável, uma vez que a massa dos núcleos
atômicos é muito maior que a massa dos elétrons, o que faz com que a aceleração sofrida por eles
devido à ação dos campos seja muito menor.
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seguinte equação de movimento:

m
d2xi
dt2

= qE0 cos(ωt) +
dUi
dx

, (3.30)

em que q representa a carga do elétron.

As soluções dessa equação diferencial podem ser escritas como

xi(t) =
q

m(ω2
i − ω2)

E0 cos(ωt) . (3.31)

Podemos ver que essa função explode quando ω = ωi. Isso acontece porque não

estamos considerando a absorção de radiação pelo meio. Quando ω ≈ ωi, a absorção

é muito alta. Portanto nosso tratamento é válido apenas quando ω é muito distinto

de ωi e a aproximação de meio não-absorvedor pode ser utilizada.

Se chamarmos Ni a densidade de cada nuvem eletrônica com massa m e carga

q cujo centro de massa está sujeito a um potencial Ui(xi) na direção x̂, a suscepti-

bilidade elétrica do meio pode ser escrita como

χe(ω) =
|P|
ε0|E|

=

∑
iNiqxi

ε0E0 cos(ωt)
=
∑
i

Niq
2

ε0m(ω2
i − ω2)

. (3.32)

A densidade de energia material do meio corresponde à soma das energias

potencial e cinética dos elétrons multiplicada por suas densidades. Usando a equação

(3.31), obtemos

umat =
∑
i

Ni

(
1

2
mω2

i x
2
i +

1

2
mẋ2

i

)
=
∑
i

Niq
2(ω2

i + ω2)

m(ω2
i − ω2)2

|E|2

2
(3.33)

Usando a equação (3.32), é fácil mostrar que a densidade de energia material

da equação (3.33) pode ser escrita como o primeiro termo da equação (3.12):

umat =

[
χe + ω

dχe

dω

]
ε0|E|2

2
. (3.34)

Logo este modelo dá suporte à divisão da densidade de energia de uma onda eletro-

magnética em um meio linear em partes material e eletromagnética proposta nesta

tese.



Caṕıtulo 3. Energia de ondas eletromagnéticas em meios lineares 31

3.4 Modelo quântico para a densidade de energia

material em um meio linear dielétrico

Em nosso segundo modelo para um meio linear dielétrico, um modelo quântico,

considere um meio composto por moléculas com núcleos fixos e Z elétrons com

carga q e massa m ao redor. O hamiltoniano Ĥ0 que agrupa esses núcleos e elétrons

pode ser muito complicado, mas os resultados desta seção não dependerão de sua

forma espećıfica. Os autoestados deste hamiltoniano serão denotados |Φn〉, e os

respectivos autovalores ~ωn. Um estado puro arbitrário do sistema molecular pode

ser escrito como

|Φ(t)〉 =
∑
n

cn(t)|Φn〉e−iωnt , (3.35)

com
∑

n |cn(t)|2 = 1.

Um campo elétrico E0 cos(ωt)x̂ incidente atuará como uma perturbação no

sistema. Este tratamento é baseado no livro de Loudon [47]. Desprezaremos aqui

a variação espacial do potencial vetor A, e consequentemente do campo elétrico

E, ao longo da molécula. De acordo com a equação (3.29), o hamiltoniano total

da molécula, desconsiderando-se a parte do campo eletromagnético livre, pode ser

escrito como

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′(t) , com Ĥ0|Φn〉 = ~ωn|Φn〉 , (3.36)

Ĥ ′(t) = −E0 cos(ωt)
∑
i

qx̂i = −E0 cos(ωt)Zqx̂cm , (3.37)

em que x̂i é o operador posição de cada elétron na direção x̂, x̂cm =
∑

i x̂i/Z o

operador posição do centro de massa dos elétrons na direção x̂ e Zq a carga total

dos elétrons.

Aplicando o operador hamiltoniano (3.36) no estado |Φ(t)〉 da equação (3.35)

e utilizando a equação de Schrödinger

Ĥ|Φ(t)〉 = i~
∂

∂t
|Φ(t)〉 , (3.38)

temos ∑
n

cnĤ0|Φn〉e−iωnt +
∑
n

cnĤ
′|Φn〉e−iωnt =

= i~
∑
n

cn (−iωn) |Φn〉e−iωnt + i~
∑
n

ċn|Φn〉e−iωnt . (3.39)
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De acordo com a equação (3.36), o primeiro termo à direita cancela o primeiro à

esquerda na equação acima. Tomando-se o produto escalar dos termos restantes

com eiωmt〈Φm|, temos

ċm(t) = − i
~
∑
n

cn(t)〈Φm|Ĥ ′|Φn〉ei(ωm−ωn)t . (3.40)

Consideremos que a molécula esteja em seu estado fundamental |Φ0〉 antes de

se iniciar a interação com o campo elétrico incidente e que este cause uma pequena

perturbação, de forma que c0 ≈ 1 sempre. Portanto apenas o termo n = 0 do so-

matório do lado direito da equação acima contribuirá significativamente com ċm(t).

Como a susceptibilidade elétrica se refere à condição em que os átomos estão intera-

gindo há muito tempo com o campo, tendo atingido uma condição de equiĺıbrio com

a radiação, é apropriado se tomar uma integral indefinida como solução da equação

(3.40):

cm(t) ' E0ZqXm0

2~

[
ei(ωm+ω)t

ωm + ω
+

ei(ωm−ω)t

ωm − ω

]
, (3.41)

com Xm0 ≡ 〈Φm|x̂cm|Φ0〉, ω0 ≡ 0, c0 ≈ 1. Também utilizaremos a definição X00 ≡ 0

para definir a origem do sistema de coordenadas.

O momento de dipolo oscilante da molécula pode ser escrito como

dx(t) = 〈Φ(t)|Zqx̂cm|Φ(t)〉 '
∑
m

cm(t)ZqX∗m0e
−iωmt + c.c. , (3.42)

em que a equação (3.35) foi utilizada, termos com cmcn com m e n ambos diferentes

de zero foram desconsiderados, c0 foi considerado 1 e c.c. representa o complexo

conjugado.

Utilizando a equação para a polarização do meio Px = Ndx = χeε0Ex, N

sendo a densidade de moléculas do meio, e as equações (3.41) e (3.42), chegamos à

seguinte forma para a susceptibilidade elétrica devido a essas moléculas:

χe(ω) =
NZ2q2

ε0~
∑
m

|Xm0|2
[

1

ωm + ω
+

1

ωm − ω

]
. (3.43)

Devido ao fato de estarmos desprezando a absorção de radiação pelo meio, χe(ω)

é real. Mais uma vez, essa aproximação só é válida quando ω é muito diferente de

todos os ωm para os quais Xm0 é não-nulo.
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Em analogia com o modelo clássico, a densidade de energia material dessas

moléculas é o valor esperado do hamiltoniano não-perturbado Ĥ0 multiplicado pela

densidade dessas moléculas, já que, de acordo com a equação (3.29), Ĥ0 contém os

termos relacionados à energia cinética dos elétrons e à energia potencial da interação

entre os elétrons e os núcleos:

umat = N〈Φ|Ĥ0|Φ〉 = N
∑
m

|cm|2~ωm . (3.44)

Usando a equação 3.41, temos

|cm(t)|2 ' Z2q2E2
0 |Xm0|2

4~2(ω2
m − ω2)2

|(ωm − ω)eiωt + (ωm + ω)e−iωt|2

' Z2q2E2
0 |Xm0|2

~2(ω2
m − ω2)2

[
ω2
m cos2(ωt) + ω2sen2(ωt)

]
. (3.45)

Tomando-se a média temporal em um peŕıodo de oscilação da onda, temos

〈|cm(t)|2〉 ' Z2q2E2
0 |Xm0|2(ω2

m + ω2)

2~2(ω2
m − ω2)2

. (3.46)

Substituindo-se essa média temporal na equação (3.44) e usando o fato de que

〈|E|2〉 = E2
0/2, chegamos em:

〈umat〉 '
NZ2q2

~
∑
m

ωm|Xm0|2(ω2
m + ω2)

(ω2
m − ω2)2

〈|E|2〉 . (3.47)

Usando a equação (3.43), é simples mostrar que a densidade de energia acima

também pode ser escrita como o primeiro termo à direita da equação (3.12):

〈umat〉 =

[
χe + ω

dχe

dω

]
ε0〈|E|2〉

2
. (3.48)

Se tivermos diferentes tipos de moléculas no meio, cada tipo identificado por

um śımbolo (j), as susceptibilidade elétrica e densidade de energia material resul-

tantes serão

χTote =
∑

χ(j)
e , 〈uTotmat〉 =

∑
〈u(j)

mat〉 , (3.49)

e a equação (3.48) continuará descrevendo bem a densidade de energia material deste

meio devido à presença da onda eletromagnética. Portanto este modelo quântico

também dá suporte à divisão da densidade de energia de uma onda eletromagnética

em um meio linear em partes material e eletromagnética proposta nesta tese.
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Figura 3.1: Sistema de coordenadas ciĺındricas (z, s, φ).

3.5 Modelo quântico para a densidade de energia

material em um meio linear magnético

Passemos agora para a descrição de um modelo quântico para um meio linear

magnético baseado no livro de Van Vleck [48]. Analisaremos a resposta dos átomos

a um campo magnético aplicado na direção ẑ utilizando o sistema de coordenadas

ciĺındricas representado na figura 3.1, que faz uso das coordenadas z, s e φ. Para

simplificar o problema, ao invés de considerar o campo magnético gerado por um

potencial vetor próprio de uma onda eletromagnética, consideraremos um potencial

vetor A = Bsφ̂/2, de forma que B = ∇ × A = Bẑ. Com essas considerações, de

acordo com a equação (3.15) o lagrangeano de um elétron de carga q e massa m

sujeito a um potencial central Φ(z, s) do núcleo atômico pode ser escrito como

L =
mż2

2
+
mṡ2

2
+
ms2φ̇2

2
+
qs2Bφ̇

2
− qΦ(z, s) . (3.50)

Podemos verificar que o momento conjugado da variável φ é uma constante

de movimento:

pφ =
∂L
∂φ̇

= ms2φ̇+
qs2B

2
= constante, (3.51)

pois a equação de Lagrange (3.17) nos diz que

dpφ
dt

=
∂L
∂φ

= 0 . (3.52)

Portanto o momento angular do elétron na direção ẑ, lz = ms2φ̇, será uma função
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do campo magnético aplicado:

lz(B) = lz(0)− qs2B

2
, (3.53)

em que lz(0) representa o momento angular original do elétron, antes de interagir

com o campo magnético.

A razão entre o momento de dipolo magnético e o momento angular orbital

de um elétron vale q/(2m) [2], portanto o momento de dipolo magnético na direção

ẑ de um elétron no estado quântico |Ψ〉 vale

µz(B) =
q

2m
〈Ψ|l̂z(B)|Ψ〉 . (3.54)

Logo a variação ∆µz = µz(B)− µz(0) vale

∆µz = − q2

4m
〈s2〉B , (3.55)

com 〈s2〉 ≡ 〈Ψ|ŝ2|Ψ〉. Considerando-se um gás em que temos átomos com orientações

aleatórias, ao tomarmos a média para as diversas orientações podemos considerar

para cada estado quântico de cada elétron
∑

i〈lz(0)〉i = 0 e
∑

i〈s2〉i =
∑

i 2/3〈r2〉i,
já que

∑
i〈s2〉i =

∑
i〈x2 + y2〉i = 2

∑
i〈x2〉i e

∑
i〈r2〉i =

∑
i〈x2 + y2 + z2〉i =

3
∑

i〈x2〉i. Considerando-se densidades Ni para a ocupação de cada estado quântico,

a magnetização do meio pode ser escrita como

M =
∑
i

−Niq
2〈r2〉i

6m
B , (3.56)

de forma que o coeficiente αm = µ0M/B vale

αm =
∑
i

−µ0Niq
2〈r2〉i

6m
. (3.57)

Notando-se que o termo de energia cinética ms2φ̇2/2 na equação (3.50) pode

ser escrito como l2z/(2ms
2), a variação da densidade de energia material do meio

pode ser calculada como:

umat =
∑
i

Ni

〈
lz(B)2 − lz(0)2

2ms2

〉
i

=
∑
i

Ni

〈
−qBs2lz(0) + q2s4B2/4

2ms2

〉
i

=
∑
i

Ni

〈
q2s2B2

8m

〉
i

, (3.58)
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já que
∑

i〈lz(0)〉i = 0. Utilizando (3.56), podemos ver que essa densidade de energia

material pode ser escrita como o segundo termo à direita da equação (3.12),

umat = −αm
B2

2µ0

, (3.59)

uma vez que em nosso modelo αm não depende da frequência de oscilação do campo

ω. Portanto este modelo também dá suporte à divisão da densidade de energia de

uma onda eletromagética em um meio linear em partes material e eletromagnética

proposta nesta tese.

O modelo apresentado para um meio magnético linear prevê apenas um com-

portamento diamagnético, em que a magnetização é induzida num sentido contrário

ao campo magnético aplicado. O diamagnetismo é resultado da lei de Lenz [1, 2],

que faz com que surja nas órbitas dos elétrons uma força eletromotriz que tende a

gerar uma corrente elétrica que se oponha à variação do fluxo magnético em seu in-

terior. Isso acelera os elétrons em estados com momento magnético oposto ao campo

aplicado e freia os em estados com momento magnético paralelo ao campo aplicado.

Já elétrons em estados sem momento magnético são acelerados para produzir um

momento contrário ao campo. Na média, há um aumento da energia cinética dos

elétrons como um todo, conforme o calculado.

Materiais paramagnéticos, por outro lado, são aqueles em que a magnetização

induzida ocorre no mesmo sentido do campo magnético aplicado. O paramagne-

tismo ocorre quando há momentos de dipolo prévios nos átomos, que se alinham

com o campo aplicado por isso ser energeticamente favorável [49]. Mas lembre-se

que um dipolo magnético livre em um campo magnético sofre um torque que faz

com que o dipolo precesse sem alterar sua componente na direção do campo aplicado

[50]. Portanto, em um meio paramagnético esta orientação se deve a uma relaxação

do sistema. Isso ocorre quando um átomo troca energia com outro modo do sis-

tema, como em uma colisão com outro átomo, por exemplo. Mas note que nesse

caso haverá conversão de energia em outros modos de maneira irreverśıvel, o que

não é considerado na seção 3.1. Além do mais, para campos eletromagnéticos que

oscilam em frequências próximas às da luz viśıvel, o tempo de relaxação é muito

maior que o peŕıodo de oscilação da onda, portanto apenas o comportamento dia-

magnético, presente em todas as substâncias, irá aparecer. A influência dos spins

eletrônicos para a magnetização também ocorre por processos de relaxação, por isso
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Figura 3.2: Objeto com momento magnético Iabŷ sob a ação de um campo elétrico
E possui momento e fluxo de energia associados.

foi desconsiderada em nosso modelo.

3.6 Modelo clássico para o fluxo de energia ma-

terial e “momento escondido”

Um dipolo magnético parado em um campo elétrico uniforme possui momento e

fluxo de energia associados [23, 51, 52]. Utilizaremos aqui uma combinação dos

modelos presentes na seção 7.4 do livro de Penfield e Haus [23] e no exemplo 12.12

do livro de Griffiths [1] para ilustrar como isso ocorre. Considere um retângulo de

lados a e b que conduz uma corrente elétrica I em uma região do espaço sob a ação de

um campo elétrico uniforme E, como ilustrado na figura 3.2. O momento de dipolo

magnético desse objeto vale m = abIŷ. O campo elétrico realiza trabalho negativo

sobre as cargas positivas que descem à esquerda na figura e trabalho positivo sobre

as cargas positivas que sobem à direita2. Portanto a energia de uma carga q que

se movimenta para a esquerda é maior em qEb do que a de uma carga idêntica

que se movimenta para a direita. Isso gera um fluxo de energia para a esquerda na

figura. Se tivermos uma densidade N desses dipolos, o fluxo de energia total Smat

pode ser encontrado multiplicando-se a energia por unidade de tempo IEb que flui

2Se considerarmos que as cargas que se movimentam são negativas, as conclusões finais ficarão
inalteradas.
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Figura 3.3: Um circuito de corrente de formato arbitrário pode ser decomposto em
circuitos retangulares no limite em que a área dos retângulos tende a zero.

para a esquerda em cada dipolo pelo comprimento a em que essa energia flui e pela

densidade de dipolos N . Portanto temos

Smat = −IEbaN ẑ = Nm× E = M× E , (3.60)

em que M é a magnetização do meio. Este valor está de acordo com a equação (3.14)

para o fluxo de energia material. Pode-se perceber que se o campo elétrico tiver

uma componente na direção de m, esta componente não realizará trabalho sobre

as cargas e não contribuirá para o fluxo de energia material. Por isso o produto

vetorial foi inclúıdo na equação acima. Como esse fluxo de energia é o resultado

da energia cinética diferenciada das cargas que se movimentam para a esquerda em

relação às que se movimentam para a direita no dipolo magnético da figura 3.2,

é natural considerar este termo um termo de fluxo de energia material, como o

suposto. Portanto este modelo dá suporte à divisão do fluxo de energia total de

uma onda eletromagnética em um meio linear em partes eletromagnética e material

proposta nesta tese. Vale observar que um circuito de corrente fechada arbitrário

pode ser decomposto em dipolos magnéticos retangulares no limite em que a área

dos circuitos dos dipolos vai a zero, como ilustrado na figura 3.3. As correntes de

dipolos adjacentes que fluem em sentidos opostos se cancelam na figura.

Analisemos agora o que ocorre com o momento das cargas que se movimentam

no circuito da figura 3.2. O momento das cargas que se movimentam para a esquerda

é maior que o das cargas que se movimentam para a direita por elas terem maior
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energia. A razão entre o momento e a energia de uma part́ıcula relativ́ıstica vale

v/c2, em que v é a velocidade da part́ıcula. Como a corrente I é considerada

uniforme ao longo do circuito, se temos ne part́ıculas que se movimentam para a

esquerda com velocidade com módulo ve e nd part́ıculas que se movimentam para a

direita com velocidade com módulo vd, devemos ter

I = ndq
vd
a

= neq
ve
a
→ ndvd = neve =

Ia

q
. (3.61)

Denominando U a energia das cargas que se movimentam para a direita na figura

3.2, o momento total do circuito vale

P =

[
nd
Uvd
c2
− ne

[U + qEb]ve
c2

]
ẑ =

IabE

c2
(−ẑ) =

1

c2
m× E . (3.62)

Portanto, se temos uma magnetização M em um meio sob a ação de um campo

elétrico E, haverá uma densidade de “momento material escondido”

pesc. =
1

c2
M× E . (3.63)

Vale ressaltar que o momento linear de um dipolo magnético em um campo

elétrico é um efeito relativ́ıstico. Se tivéssemos utilizado a fórmula clássica mv para

o momento de uma part́ıcula, nosso cálculo resultaria em um momento total nulo

para as cargas do dipolo magnético.

É bastante interessante e inesperado o fato de que um dipolo magnético pa-

rado em um campo elétrico uniforme estático possa ter momento linear e um fluxo

de energia associados. O que ocorre é que esse momento e fluxo de energia são

contrabalanceados pelo momento e fluxo de energia do campo eletromagnético. Se

calcularmos o vetor de Poynting resultante do produto vetorial do campo elétrico

aplicado com o campo magnético produzido pelo dipolo, veremos que, ao integrar-

mos em todo o espaço, tanto o momento total (eletromagnético mais material), como

o fluxo de energia total são nulos. Esse é um fato essencial para a consistência da

teoria, uma vez que uma distribuição estacionária de cargas e campos não pode ter

fluxo de energia e momento totais associados. Portanto, apesar de termos utilizado

um modelo bastante simples para um dipolo magnético nesta seção, que tem pouco a

ver com a natureza dos momentos de dipolo gerados em átomos e moléculas, o fluxo

de energia dado pela equação (3.60) e a densidade de momento material da equação
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(3.63) devem existir independentemente do modelo de dipolo utilizado, como é dis-

cutido na referência [53]. Os efeitos aqui apresentados estão presentes inclusive em

momentos magnéticos de spin [54].

3.7 Conclusões

Neste caṕıtulo, propomos uma particular divisão da densidade de energia e do fluxo

de energia de ondas eletromagnéticas em meios lineares em partes material e eletro-

magnética como sendo a mais natural. As partes eletromagnéticas dessas grandezas

são iguais em forma às de ondas eletromagnéticas no vácuo quando escritas em ter-

mos dos campos médios E e B, dadas pelas equações (2.15) e (2.16). Já a parte

material da densidade de energia, dada pela equação (3.12), é resultado do trabalho

realizado pelo campo eletromagnético da onda incidente nas cargas do meio. Os mo-

delos para meios dielétricos apresentados nas seções 3.3 e 3.4, bem como o modelo

para um meio magnético da seção 3.5, são compat́ıveis com a densidade de ener-

gia material da equação (3.12), que corresponde à soma das densidades de energia

potencial e cinética das part́ıculas do meio, obtidas diretamente dos modelos utili-

zados. O cálculo das densidades de energia material nesses modelos e a verificação

da concordância com a equação (3.12) é uma contribuição original do trabalho desta

tese. Já o fluxo de energia material dado pela equação (3.14), bem como o momento

material escondido dado pela equação (3.63), resultam de um efeito relativ́ıstico que

ocorre quando temos um dipolo magnético sob a ação de um campo elétrico. Na

seção 3.6 foi apresentado um modelo que confirma a existência desse fluxo de ener-

gia material. Um artigo cient́ıfico com os resultados deste caṕıtulo está em fase de

preparação [55].



Caṕıtulo 4

Divisão do momento de ondas
eletromagnéticas em meios
lineares em partes material e
eletromagnética

Nesta tese, defendemos uma particular divisão das densidades de energia e momento

de uma onda eletromagnética em um meio linear, bem como do fluxo de energia,

em partes material e eletromagnética. No caṕıtulo anterior apresentamos modelos

que mostram que a parte eletromagnética da densidade de energia pode ser escrita

como a densidade de energia eletromagnética no vácuo quando escrita em termos

dos campos médios E e B, de acordo com a equação (2.15), e que a parte material

da densidade de energia corresponde à variação da densidade de energia cinética e

potencial das cargas do meio devido à presença da onda eletromagnética, de acordo

com a equação (3.12). Também mostramos que a parte eletromagnética do fluxo de

energia pode ser escrita como o fluxo no vácuo quando escrita em termos de E e

B, de acordo com a equação (2.16), com a parte material dada pela equação (3.14).

Neste caṕıtulo pretendemos mostrar que a densidade de momento eletromagnético

em meios lineares também pode ser considerada igual à densidade de momento ele-

tromagnético no vácuo quando escrita em termos dos campos médios E e B, de

acordo com a equação (2.17), e que o momento material pode ser calculado pela

ação da força de Lorentz dos campos eletromagnéticos nas cargas do meio. Isto será

feito calculando-se o comportamento de pulsos de ondas eletromagnéticas intera-

41
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gindo com meios lineares não-dispersivos e não-absorvedores e o momento transfe-

rido para os meios via força de Lorentz, mostrando que a nossa divisão é compat́ıvel

com conservação de momento em uma série de exemplos. Também mostraremos

que a divisão é compat́ıvel com a teoria da relatividade especial através de um ar-

gumento baseado em um experimento imaginário. Vale dizer que a forma (2.17)

para a densidade de momento eletromagnético é idêntica à forma de Abraham em

meios não-magnéticos, onde M = 0. Como em todos os experimentos previamente

citados na subseção 2.2.2 as propriedades magnéticas dos meios em questão eram

despreźıveis, não há diferença entre os tratamentos com a densidade de momento

eletromagnético por nós proposta e com a proposta por Abraham. Apenas em meios

magnéticos as diferenças irão aparecer.

Essa idéia de se utilizar diretamente a força de Lorentz para se calcular o

momento transferido para a matéria não é de forma alguma nova. Gordon [34],

Loudon [35, 56] e Mansuripur [57] calcularam a densidade de momento material de

ondas eletromagnéticas em meios dielétricos lineares não-dispersivos desta maneira.

Scalora e colaboradores [58] usaram simulações numéricas para calcular o momento

transferido para meios dispersivos. Recentemente, Hinds e Barnett [59] usaram

a força de Lorentz para calcular o momento transferido para um único átomo. O

que realizamos de novo neste caṕıtulo em relação a trabalhos anteriores presentes na

literatura é a consideração da força de Lorentz atuando em meios com magnetização

não-nula, a defesa da forma (2.17) como a densidade de momento eletromagnético em

qualquer meio e a consideração de diversos exemplos em que ondas eletromagnéticas

pulsadas interagem com meios lineares não-dispersivos e não-absorventes, testando

a divisão proposta para o momento de ondas eletromagnéticas em meios materiais.

4.1 Momento material de ondas eletromagnéticas

em meios lineares

O momento adquirido por um meio linear dielétrico não-dispersivo e não-absorsivo

devido à presença de uma onda eletromagnética pode ser calculado diretamente

usando-se a força de Lorentz [34, 35, 56, 57, 58]. A força que age em um dipolo
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elétrico pode ser escrita como [1, 2]

Fdip. = (p · ∇)E +
dp

dt
×B , (4.1)

em que p representa o momento de dipolo. Em um meio linear, isotrópico e não-

dispersivo, a densidade de dipolos elétricos do meio pode ser escrita como P = χeε0E,

em que χe é a susceptibilidade elétrica do meio. É importante ressaltar que a

consideração de um meio não-dispersivo consiste em uma aproximação, uma vez

que a susceptibilidade elétrica de todo meio material possui inevitavelmente uma

dependência da frequência do campo incidente. Contudo, se a onda eletromagnética

incidente tiver um espectro de frequências suficientemente estreito, de forma que

a susceptibilidade tenha uma variação despreźıvel nessa região de frequências, a

aproximação se torna bastante razoável. Utilizando a identidade vetorial

∇
(

1

2
E2

)
= E× (∇× E) + (E · ∇)E (4.2)

e a equação de Maxwell (2.3), podemos reescrever a densidade de força resultante

do primeiro termo de (4.1) como [34]

χeε0(E · ∇)E = χeε0

[
∇
(

1

2
E2

)
− E× (∇× E)

]
=

= χeε0

[
∇
(

1

2
E2

)
+ E× ∂B

∂t

]
. (4.3)

Sendo assim, a densidade de força de Lorentz nesse meio pode ser escrita como

fdiel. = χeε0

[
∇
(

1

2
E2

)
+
∂

∂t
(E×B)

]
. (4.4)

Em meios magnéticos, haverá também uma densidade de corrente ∇×M que

será afetada pela força de Lorentz. Portanto a densidade de força em um meio linear,

isotrópico, não-dispersivo, dielétrico e magnético pode ser escrita como

f = χeε0∇
(

1

2
E2

)
︸ ︷︷ ︸

f1

+χeε0
∂

∂t
(E×B)︸ ︷︷ ︸
f2

+ (∇×M)×B︸ ︷︷ ︸
f3

. (4.5)

Vale ressaltar que a densidade de força acima só é válida em meios não-dispersivos.

As parcelas do momento material devidas à ação das forças f1, f2 e f3 serão calculadas
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separadamente ao longo deste caṕıtulo. No tipo de meio considerado, temos M =

χmH = χm/[(1 + χm)µ0]B, em que χm representa a susceptibilidade magnética do

meio.

Na verdade, Mansuripur tratou o problema do momento de ondas eletro-

magnéticas em meios magnéticos anteriormente [60]. Nesse trabalho, ele utiliza um

modelo espećıfico para o meio magnético, obtendo uma equação diferente de ∇×M

para a corrente de magnetização no meio, além de tomar o produto vetorial da cor-

rente de magnetização com µ0H ao invés de B para encontrar a densidade de força.

Não acreditamos que essa seja a alternativa mais natural, por isso apresentamos

aqui um tratamento alternativo.

Em nossos exemplos para o tratamento de ondas eletromagnéticas em meios

lineares, usaremos pulsos de ondas planas que se propagam na direção ẑ descritos

por campos elétricos do tipo

Ei(z, t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
dωẼ(ω)exp

[
i
(nω
c
z − ωt

)]
x̂ , (4.6)

com Ẽ(−ω) = Ẽ∗(ω) e Bi = (n/c)|Ei|ŷ, n =
√

(1 + χe)(1 + χm) sendo o ı́ndice de

refração do meio. A consideração de ondas planas também deve ser vista como uma

aproximação. Podemos considerar pulsos com uma pequena divergência angular, de

forma que os vetores de onda que os compõem sejam muito próximos do eixo ẑ e

que ao considerarmos que as componentes ẑ desses vetores de onda sejam iguais à

sua norma estejamos fazendo uma boa aproximação.

Para ondas do tipo da equação (4.6) em meios não-dispersivos, podemos rea-

lizar trocas de diferenciais temporais por espaciais e vice-versa em (4.6) ao fazer as

substituições ∂/∂z ↔ −n/c ∂/∂t. Sendo assim, as densidades de força f1 e f3 da

equação (4.5) podem ser escritas como

f1 = −χeε0

2

∂

∂t
(E×B) , f3 =

χm(1 + χe)ε0

2

∂

∂t
(E×B) . (4.7)

Substituindo essas expressões para f1 e f3, a densidade de momento material para

uma onda eletromagnética em um meio homogêneo, linear, não-dispersivo e não-

absorsivo pode ser escrita como

pmat(t) =

∫ t

−∞
dt′f(t′) =

(χe + χm + χeχm)

2
ε0E(t)×B(t). (4.8)
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χe1,χm1 n2χe2,χm2
(a) (b)

Pi Pr Pt

z zz=0 z=0

χe1,χm1 χe2,χm2

Figura 4.1: (a) Um pulso eletromagnético com momento total Pi se propaga no
meio 1, com susceptibilidades elétrica e magnética χe1 and χm1, em direção a um
meio 2, com susceptibilidades χe2 and χm2. (b) Os pulsos refletido e transmitido
resultantes, com momentos totais Pr e Pt.

É importante ressaltar que essa densidade de momento material se propaga junto

com o pulso eletromagnético e desaparece após a passagem do pulso pelo meio. Em

cada dipolo oscilante do meio, a força média exercida pelo campo eletromagnético

da onda atua em um sentido enquanto a amplitude da onda cresce, mas no sentido

oposto enquanto a amplitude decresce, de forma que a integral da força total com

a passagem do pulso é nula. Portanto cada elemento de dipolo do meio possui

momento material apenas enquanto a onda está presente na região.

No restante do caṕıtulo, será considerado que a densidade de momento total de

uma onda eletromagnética em um meio homogêneo linear será a soma da densidade

de momento material (4.8) com a densidade de momento eletromagnético (2.17).

Calculando também transferências permanentes de momento para os meios pela

ação da força de Lorentz em algumas situações, a conservação do momento total

nesses processos e a consistência da divisão proposta para a densidade de momento

total em partes eletromagnética e material serão demonstradas.

4.2 Reflexão e transmissão de um pulso eletro-

magnético pela interface entre dois meios li-

neares

Como primeiro exemplo, considere a situação ilustrada na figura 4.1. Inicialmente,

temos um pulso de radiação eletromagnética no meio 1, com susceptibilidade elétrica
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χe1, susceptibilidade magnética χm1 e ı́ndice de refração n1 =
√

(1 + χe1)(1 + χm1),

se propagando na direção ẑ em direção à interface com o meio 2, com suscep-

tibilidade elétrica χe2, susceptibilidade magnética χm2 e ı́ndice de refração n2 =√
(1 + χe2)(1 + χm2). A interface se localiza no plano z = 0 e a incidência é nor-

mal. Após algum tempo, teremos um pulso transmitido no meio 2 e um refletido

no meio 1. Será mostrado que a divisão proposta para a densidade de momento de

um pulso de radiação eletromagnética leva à conservação de momento no processo.

Representando o campo elétrico do pulso incidente como na equação (4.6), a parte

eletromagnética de seu momento pode ser escrita como

P0 =

∫
d3rε0Ei ×Bi =

ε0

2π

∫
d3r

∫ +∞

−∞
dω

∫ +∞

−∞
dω′Ẽ(ω)

n

c
Ẽ(ω′)ei

n
c
(ω+ω′)z−i(ω+ω′)tẑ

=
ε0

2π

∫
dx

∫
dy

∫ +∞

−∞
dω

∫ +∞

−∞
dω′Ẽ(ω)

n

c
Ẽ(ω′)e−i(ω+ω′)t2πδ(ω + ω′)

c

n
ẑ

= ε0

∫
dx

∫
dy

∫ +∞

−∞
dω|Ẽ(ω)|2ẑ , (4.9)

em que da primeira para a segunda linha foi utilizado o fato de que∫ ∞
−∞

dze−iaz = 2πδ(a) . (4.10)

As integrais em x e y na equação (4.9) são, em prinćıpio, infinitas. Mas uma onda

plana é sempre uma aproximação, portanto a amplitude Ẽ(ω) deve decair para x

e y grandes. Não nos preocuparemos com a forma deste decaimento aqui, apenas

assumiremos que a integral acima é finita. Integrando também as densidades de

momento material conforme a equação (4.8), encontramos que o momento total da

onda incidente (Pi), da refletida (Pr) e da transmitida (Pt) são

Pi =

(
1 +

χe1 + χm1 + χe1χm1

2

)
P0 , Pr = −|r|2Pi , (4.11)

Pt = |t|2
(

1 +
χe2 + χm2 + χe2χm2

2

)
P0 , (4.12)

em que r e t são os coeficientes de reflexão e transmissão, respectivamente.

Há também uma transferência permanente de momento para o meio 1 durante

o processo de reflexão que não se propaga com os pulsos eletromagnéticos. Podemos

observar na equação (4.5) que é o campo elétrico total (incidente mais refletido) que
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gera o termo de densidade de força f1. Como E2 = E2
i + E2

r + 2Ei · Er no meio 1,

devemos considerar o termo f ′1 = χe1ε0∇ (Ei · Er). O momento transferido devido a

esse termo é

P′1 =

∫ +∞

−∞
dt

∫
dx

∫
dy

∫ 0

−∞
dzχe1ε0

∂

∂z
(Ei · Er) ẑ

=

∫ +∞

−∞
dt

∫
dx

∫
dyχe1ε0Ei(0, t) · Er(0, t)ẑ = rχe1P0 , (4.13)

com P0 dado pela equação (4.9).

Como Ei × Br + Er × Bi = 0, a densidade de força f2 na equação (4.5) não

contribui para uma transferência permanente de momento para o meio 1. A trans-

ferência permanente de momento da equação (4.13) não foi levada em consideração

nos trabalhos anteriores que utilizam a força de Lorentz para tratar a reflexão de

ondas eletromagnéticas por interfaces entre dois dielétricos [35, 56, 57], portanto es-

ses trabalhos são compat́ıveis com conservação de momento apenas quando o meio

de incidência é o vácuo e P′1 = 0. O cálculo dessa transferência permanente de

momento nessa situação é uma contribuição do trabalho desta tese.

A densidade de força f3 na equação (4.5) também contribui para uma trans-

ferência permanente de momento para o meio 1. Podemos observar que para pulsos

eletromagnéticos como os da equação (4.6), utilizando as substituições ∂/∂z ↔
−n/c ∂/∂t e escrevendo M = χm/[(1 + χm)µ0]B, essa densidade de força pode ser

escrita como

f3 = − χm

µ0(1 + χm)
∇
(
B2

2

)
. (4.14)

Com um cálculo análogo ao que nos levou à equação (4.13), notando que Br = −rBi,

podemos ver que essa densidade de força transfere um momento P′3 para o meio 1

dado por

P′3 = rχm1(1 + χe1)P0 . (4.15)

Há ainda uma outra contribuição para o momento transferido para a interface

devido à descontinuidade de M na interface. Considere uma extensão δz muito

menor que o comprimento de onda da luz em torno de z = 0. Nessa região, o termo

f3 da equação (4.5) pode ser escrito como

f3|z=0 =
1

δz

[
χm2

1 + χm2

B2 −
χm1

1 + χm1

B1

]
(−x̂)

µ0

×B , (4.16)
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em que B1 = Bi(1 − r) é o campo magnético logo antes da interface, no meio 1,

B2 = [(1 + χm2)/(1 + χm1)]B1 é o campo magnético logo após a interface, no meio

2, de acordo com a exigência da continuidade de H, e B = (B1 + B2)/2 é o campo

médio na região. Integrando em z nessa extensão δz e em x, y e t, após alguma

álgebra obtemos a seguinte transferência de momento para a interface:

P′4 =

∫ +∞

−∞
dt

∫
dx

∫
dy

∫ +δz/2

−δz/2
dz f3

=
(χm1 − χm2)(1 + χe1)(1− r)2

2

[
1 +

1 + χm2

1 + χm1

]
P0. (4.17)

Usando as equações (4.11), (4.12), (4.13), (4.15) e (4.17) e substituindo os

valores de r e t [1, 2],

r =

√
(1 + χe1)(1 + χm2)−

√
(1 + χe2)(1 + χm1)√

(1 + χe1)(1 + χm2) +
√

(1 + χe2)(1 + χm1)
, (4.18)

t =
2
√

(1 + χe1)(1 + χm2)√
(1 + χe1)(1 + χm2) +

√
(1 + χe2)(1 + χm1)

, (4.19)

após bastante álgebra pode ser mostrado que

Pr + Pt + P′1 + P′3 + P′4 = Pi . (4.20)

A obtenção de um balanço de momento correto neste problema mostra a con-

sistência da divisão proposta do momento de ondas eletromagnéticas em meios li-

neares em partes material e eletromagnética.

4.3 Pressão de radiação em espelhos submersos

em meios lineares

Como segundo exemplo, considere que o meio 2 na figura 4.1 seja um bom con-

dutor, que reflete completamente o pulso incidente descrito pela equação (4.6). A

transferência de momento para o espelho pode ser calculada por meio da força de

Lorentz que age na corrente induzida no espelho. O campo magnético dentro do

espelho (z > 0) pode ser escrito como [2]

Besp =
1√
2π

∫ +∞

−∞
dω

2n1

(1 + χm1)c
Ẽ(ω)exp [(−κ+ ik)z − iωt] ŷ , (4.21)
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em que k e κ são funções reais de ω, com κ(−ω) = κ(ω) e k(−ω) = −k(ω). Essa

forma para o campo magnético garante a continuidade de H na interface e decresce

exponencialmente com z. Desprezando-se a presença de um pequeno campo elétrico

dentro do espelho que leva à absorção de radiação pelo meio, a densidade de corrente

no espelho pode ser escrita como Jesp = (1/µ0)∇ × Besp. Portanto a transferência

de momento para o espelho devido à reflexão do pulso eletromagnético é

Pesp =

∫
dx

∫
dy

∫ +∞

0

dz

∫ +∞

−∞
dtJesp ×Besp

=

∫
dx

∫
dy

∫ +∞

−∞
dω

2ε0(1 + χe1)

(1 + χm1)
|Ẽ(ω)|2 (κ− ik)

κ
ẑ . (4.22)

Temos |Ẽ(−ω)| = |Ẽ(ω)|, κ(−ω) = κ(ω) e k(−ω) = −k(ω), de forma que quando

integrarmos o termo que multiplica (−ik/κ) em ω obteremos zero. Portanto o

momento transferido para o espelho após a reflexão do pulso é

Pesp = 2

(
1 + χe1

1 + χm1

)
P0 , (4.23)

com P0 dado pela equação (4.9).

A mesma transferência de momento é obtida com a condição Pesp = Pi−Pr−
P′1 −P′3 −P′4 usando as equações (4.11), (4.12), (4.13), (4.15) e (4.17) com r = −1

e χm2 = 0. Dessa forma, chegamos à mesma expressão (4.23) para Pesp, mostrando

mais uma vez a consistência do tratamento.

De acordo com as equações (2.15) e (3.12) e com o fato de que |B| = n|E|/c,
em meios não-dispersivos a densidade de energia total da onda pode ser escrita como

utot = (1 + χe1)ε0|E|2. Portanto a energia do pulso incidente (4.6) é

Ui =

∫
d3r(1 + χe1)ε0E

2
i =

(1 + χe1)c

n1

|P0|. (4.24)

A razão entre o módulo do momento transferido para o espelho (4.23) e a

energia incidente (4.24) é 2n1/[(1 + χm1)c], em acordo com os resultados experimen-

tais de Jones e colaboradores [13, 14, 15]. Nesses experimentos, as susceptibilidades

magnéticas dos meios utilizados eram muito pequenas para afetarem os resultados,

logo essa razão usualmente é descrita como 2n1/c. Esses experimentos são frequen-

temente utilizados para dar suporte à formulação de Minkowski, mas vemos que o

tratamento aqui proposto também prevê os resultados experimentais corretamente.
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Como este tratamento vale para meios sem dispersão, ele não é capaz de dizer se

razão entre o módulo do momento transferido para o espelho e a energia do pulso

incidente depende da velocidade de grupo ou de fase da onda. Os experimentos

mostram que a razão depende da velocidade de fase [15].

Em um trabalho recente [61], Mansuripur trata o problema da pressão de

radiação em um espelho imerso em um meio linear dielétrico e não-magnético uti-

lizando um modelo de um meio com ı́ndice de refração imaginário para descrever

o espelho. Ele considera casos em que o coeficiente de reflexão complexo vale eiφ e

calcula a força de Lorentz que atua na corrente induzida no espelho. No tratamento

aqui proposto para a reflexão de um pulso de radiação por um espelho não-magnético

imerso em um meio linear dielétrico e magnético, o momento transferido para o espe-

lho pode ser calculado utilizando-se as equações (4.11), (4.13), (4.15) e (4.17) como

Pesp = Pi −Pr −P′1 −P′3 −P′4 com r = eiφ e χm2 = 0. Considerando termos até a

primeira ordem em χm1, obtemos

Pesp ' 2

[
1 + (χe1 − χm1 − χe1χm1)sen2

(
φ

2

)]
P0 , (4.25)

que é compat́ıvel com o resultado obtido por Mansuripur quando χm1 = 0 e pode ser

experimentalmente testado. Como em nosso tratamento nenhum modelo espećıfico

para o espelho é adotado, sendo consideradas apenas as propriedades do meio li-

near, nosso tratamento é mais geral que o de Mansuripur. Além disso, inclúımos

propriedades magnéticas ao meio linear, que não são consideradas no trabalho de

Mansuripur. Vemos que, para meios não-magnéticos, a pressão de radiação pode

variar desde o esperado considerando-se que o momento dos fótons refletidos tenha o

valor de Minkowski n~ω/c para φ = π, que é o caso de espelhos metálicos, utilizados

por Jones e colaboradores [13, 14, 15], até o valor de Abraham ~ω/(nc) para φ = 0.

Este exemplo mostra bem a vantagem de se utilizar nosso formalismo no tratamento

do problema.

4.4 Transferência de momento para uma peĺıcula

anti-refletora

Em nosso próximo exemplo, considere que tenhamos uma peĺıcula anti-refletora

entre os meios 1 e 2 que consiste em um material com susceptibilidade elétrica χ′e
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n2
(a)

Pi

zz=0 z=λ’/4

(b)
P2

χe2,χm2χe1,χm1

χ’e,χ’m

zz=0 z=λ’/4

χe2,χm2χe1,χm1

χ’e,χ’m

Figura 4.2: (a) Um pulso eletromagnético com momento total Pi se propaga no meio
1, com susceptibilidades elétrica e magnética χe1 e χm1, em direção ao meio 2, com
susceptibilidades elétrica e magnética χe2 e χm2. Há uma peĺıcula anti-refletora entre
esses meios que consiste em um material com susceptibilidades elétrica e magnética
χ′e e χ′m tais que (1 +χ′e) =

√
(1 + χe1)(1 + χe2) e (1 +χ′m) =

√
(1 + χm1)(1 + χm2).

A espessura da peĺıcula é λ′/4, λ′ sendo o comprimento de onda da frequência central
do pulso neste meio. Apesar da ilustração, é assumindo que o pulso é muito mais
comprido que a espessura da peĺıcula. (b) O pulso foi completamente transmitido
para o meio 2 e tem momento total P2.

obedecendo (1+χ′e) =
√

(1 + χe1)(1 + χe2), com susceptibilidade magnética χ′m obe-

decendo (1 +χ′m) =
√

(1 + χm1)(1 + χm2) e espessura λ′/4, λ′ sendo o comprimento

de onda da frequência central do pulso eletromagnético nesse meio. Se tivermos

um pulso incidente aproximadamente monocromático no meio 1 se propagando em

direção à peĺıcula ele será totalmente transmitido para o meio 2. As situações inicial

e final estão ilustradas na figura 4.2. Se o campo elétrico do pulso incidente Ei for

descrito pela equação (4.6), o campo elétrico do pulso transmitido será [62]

E2(z, t) =

[
(1 + χe1)(1 + χm2)

(1 + χe2)(1 + χm1)

]1/4
1√
2π

∫ +∞

−∞
dωẼ(ω)exp

[
i
(n2ω

c
z − ωt

)]
x̂ .

(4.26)

Os momentos totais dos pulsos incidente Pi e transmitido P2 podem ser es-

critos como

Pi =

(
1 +

χe1 + χm1 + χe1χm1

2

)
P0 , (4.27)

P2 =

[
(1 + χe1)(1 + χm2)

(1 + χe2)(1 + χm1)

]1/2(
1 +

χe2 + χm2 + χe2χm2

2

)
P0 , (4.28)

com P0 dado pela equação (4.9). Como os momentos dos pulsos incidente e trans-

mitido são diferentes, deve haver uma transferência de momento para a peĺıcula
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anti-refletora para que tenhamos conservação de momento no processo. Mostrare-

mos que a utilização da densidade de força da equação (4.5) atuando na peĺıcula

anti-refletora garante a conservação de momento no processo. Chamemos E′ e B′

os campos elétrico e magnético na região da peĺıcula. As condições de contorno

impõem [1, 2]

E′|z=0 = E1|z=0 , E′|z=λ′/4 = E2|z=λ′/4 ,
B′|z=0

1 + χ′m
=

B1|z=0

1 + χm1

,
B′|z=λ′/4

1 + χ′m
=

B2|z=λ′/4

1 + χm2

.

(4.29)

Escrevendo f3 da equação (4.5) como na equação (4.14) e integrando a densidade de

força f no tempo e no volume da peĺıcula, obtemos o momento transferido para ela:

P′′a =

∫
dx

∫
dy

∫ λ′/4

0

dz

∫ +∞

−∞
dt f =

χ′e + χ′m + χ′eχ
′
m

2

[√
(1 + χe1)(1 + χm2)

(1 + χe2)(1 + χm1)
− 1

]
P0.

(4.30)

Também devemos considerar as transferências de momento para as interfaces

da peĺıcula com os meios 1 e 2 devido às descontinuidades da magnetização M.

Denominando P′′b o momento transferido em z = 0 e P′′c o momento transferido em

z = λ′/4 e repetindo o tratamento da seção 4.2, obtemos

P′′b =
(χm1 − χ′m)(2 + χm1 + χ′m)(1 + χe1)

2(1 + χm1)
P0 , (4.31)

P′′c =
(χ′m − χm2)(2 + χ′m + χm2)(1 + χe2)

2(1 + χm2)

√
(1 + χe1)(1 + χm2)

(1 + χe2)(1 + χm1)
P0 . (4.32)

A transferência total de momento para a peĺıcula anti-refletora devido à pas-

sagem do pulso é P′′ = P′′a + P′′b + P′′c . Usando as equações (4.27), (4.28), (4.30),

(4.31) e (4.32), pode-se mostrar que

P2 + P′′ = Pi (4.33)

e o momento linear total é conservado no processo. Mais uma vez, vemos a con-

sistência da divisão proposta para o momento da onda.

4.5 Compatibilidade com a teoria da relatividade

especial

Como último exemplo, podemos verificar se o nosso tratamento concorda com a

teoria da relatividade especial em um exemplo similar ao que foi utilizado na seção
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z=0 z

(a) (b) (c)

Fóton

L

c

z=0 z

c/n

v

z=0 z

c

∆z

Figura 4.3: (a) Um fóton se propaga em direção a um bloco de massa M , compri-
mento L, susceptibilidades elétrica e magnética χe2 e χm2 e peĺıculas anti-refletoras
em ambos os lados. (b) Ao penetrar no bloco, o fóton diminui sua velocidade de
propagação e o bloco passa a se movimentar. (c) Com a sáıda do fóton do bloco,
este volta a ter velocidade nula, tendo se deslocado uma distância ∆z.

2.1 para mostrar que a razão entre a densidade de momento e o fluxo de energia

de ondas eletromagnéticas no vácuo deve ser 1/c2. Imagine que tenhamos um fóton

de energia ~ω e momento P0 = (~ω/c)ẑ inicialmente no vácuo que é transmitido

por um bloco transparente com susceptibilidades elétrica e magnética χe2 e χm2,

ı́ndice de refração n2 =
√

(1 + χe2)(1 + χm2), comprimento L, massa M e peĺıculas

anti-refletoras em ambas as interfaces, como ilustrado na figura 4.3. O fóton sofre

um atraso espacial (n2 − 1)L em relação à propagação no vácuo. De acordo com a

teoria da relatividade, a velocidade do centro de massa-energia do sistema não pode

ser alterada pela passagem do fóton pelo bloco, já que não há agentes externos.

Portanto o bloco deve sofrer um deslocamento ∆z tal que [63, 64, 65]

Mc2∆z = ~ω(n2 − 1)L . (4.34)

Mostraremos que nosso formalismo prevê esse deslocamento de forma direta. O

momento material do bloco Pb durante a passagem do fóton tem basicamente duas

contribuições. A primeira é o momento transferido para a peĺıcula anti-refletora da

entrada. A segunda é a parte material do momento do pulso eletromagnético dentro

do bloco. Usando as equações (4.8), (4.28), (4.30),(4.31) e (4.32) com χm1 = χe1 = 0,

encontramos que o momento total do bloco enquanto o fóton está em seu interior é

Pb =
n2 − 1− χm2

n2

~ω
c

ẑ . (4.35)
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Depois da passagem do fóton, o momento do bloco se anula. Parte deste momento

está na forma de “momento escondido” [23, 51, 52], como foi discutido na seção

3.6. O “momento escondido” é um efeito relativ́ıstico que não está associado ao

movimento do bloco. De acordo com a equação (3.63), a densidade de “momento

escondido” vale M×E. Integrando esta densidade no volume do pulso, o momento

total “escondido” no bloco vale Pesc. = −χm2~ω/(n2c)ẑ. Para encontrar a velocidade

do bloco, devemos subtrair esse “momento escondido” do momento total do bloco

e dividir por sua massa. Como o fóton demora um tempo n2L/c para atravessar o

bloco, o deslocamento deste vale

∆z =
|Pb −Pesc.|

M

n2L

c
=

~ω(n2 − 1)L

Mc2
, (4.36)

em concordância com a equação (4.34). Mais uma vez vemos a consistência da

divisão proposta para o momento de ondas eletromagnéticas em meios lineares em

partes material e eletromagnética.

4.6 Conclusões

Neste caṕıtulo, defendemos uma particular divisão do momento de ondas eletro-

magnéticas em meios lineares em partes material e eletromagnética como sendo a

mais natural. Nessa divisão, a densidade de momento eletromagnético tem a forma

ε0E×B em qualquer meio e a parte material do momento é calculada diretamente

através da força de Lorentz que os campos eletromagnéticos exercem sobre as cargas

do meio. Essa divisão se mostrou coerente em uma série de exemplos que consideram

a propagação de pulsos eletromagnéticos em meios lineares dielétricos e magnéticos

não-dispersivos, pois obtemos um balanço correto para o momento linear total em

todos os problemas tratados. A divisão também se mostrou compat́ıvel com a teoria

da relatividade especial, como discutido na seção 4.5.

Além disso, calculamos transferências permanente de momento para interfaces

entre meios devido à passagem de um pulso eletromagnético que não haviam sido

consideradas em tratamentos anteriores [35, 56, 57], mostramos a compatibilidade

da divisão proposta com os experimentos de Jones e colaboradores [13, 14, 15] e

generalizamos o tratamento de pressão de radiação em espelhos imersos em ĺıquidos

dielétricos [61], que pode ser submetido a testes experimentais. Os resultados deste

caṕıtulo foram publicados na referência [66].



Caṕıtulo 5

A função de onda do fóton e sua
interação com a matéria

Newton e Wigner mostraram que não existe um operador posição para uma part́ıcula

sem massa e com spin maior que 1/2 [30]. Isso levou muitos autores à conclusão

de que não é posśıvel se definir uma função de onda para o fóton, que tem massa

zero e spin (ou helicidade) 1. Contudo, é posśıvel se construir uma função das

coordenadas espaciais que represente completamente o estado de um fóton [24, 25,

26]. A nossa opinião, que coincide com a dos autores citados, é que uma função

com esta caracteŕıstica pode ser chamada de função de onda do fóton. Acontece que

o módulo ao quadrado dessa função de onda tem unidade de densidade de energia

e sua integral em um volume tem a interpretação de ser a energia média do fóton

naquele volume. Não há a associação direta com a probabilidade de se detectar o

fóton naquele volume, a não ser que as dimensões do volume sejam muito maiores

que o seu comprimento de onda [31]. Mas vale lembrar que em mecânica quântica

relativ́ıstica a localização de part́ıculas massivas também não tem uma interpretação

tão simples e direta. E a densidade de energia de um fóton pode ter um decaimento

exponencial com a distância [67], assim como a localização de part́ıculas massivas

relativ́ısticas.

Bialynicki-Birula [24, 25] e, independentemente, Sipe [26] constrúıram uma

equação de onda para a fótons no vácuo que se mostra equivalente às equações de

Maxwell no vácuo. Posteriormente, Smith e Raymer mostraram que ao aplicarmos

o processo de segunda quantização à função de onda introduzida por Bialynicki-

55
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Birula e Sipe obtemos a teoria quântica de campos para o eletromagnetismo [29].

A partir desses trabalhos, o nosso objetivo era construir uma equação de onda

para fótons que inclúısse a interação com a matéria. Nas seções que se seguem,

após apresentarmos alguns aspectos desses trabalhos anteriores, mostraremos como é

posśıvel se incluir a interação de fótons com meios cont́ınuos através de considerações

sobre a conservação da energia, o que acaba por acrescentar um termo associado

à densidade de corrente elétrica induzida no meio à equação de onda do fóton.

Aplicando o processo de segunda quantização à função de onda do fóton, nosso

formalismo permite a descrição de fenômenos puramente quânticos. Como exemplo

de aplicação do formalismo, o estado dos fótons gêmeos gerados pela conversão

paramétrica descendente será calculado.

5.1 Equação de onda para fótons no vácuo

Apresentamos aqui uma dedução da equação de onda de um fóton no vácuo baseada

nas referências [27, 29]. Essa dedução segue os mesmos passos que a dedução de

Dirac para a equação de onda relativ́ıstica de um elétron [68, 69, 70]. Comecemos

com a equação de energia de Einstein para uma part́ıcula livre relativ́ıstica:

E = ±
√
c2|p|2 +m2c4 , (5.1)

em que m é a massa de repouso da part́ıcula, E sua energia, p seu momento e

c = 1/
√
µ0ε0 a velocidade da luz no vácuo. Para part́ıculas de massa nula, temos:

E = ±c
√
|p|2. O fóton é uma part́ıcula sem massa e com spin (ou helicidade) 1. Os

graus de liberdade internos de uma part́ıcula de spin 1 podem ser escritos como um

vetor Ψ no espaço tridimensional. Consideremos que esse vetor que representa seu

spin seja ortogonal ao seu momento: p ·Ψ = 0. Dessa forma, podemos encontrar um

operador Â tal que Â2Ψ = (p · p)Ψ e possamos escrever EΨ = ±cÂΨ. Podemos

verificar o operador Â = ±ip× satisfaz essa condição. Utilizando uma identidade

vetorial, temos

ÂÂΨ = −p× (p×Ψ) = (p · p)Ψ− p(p ·Ψ) = (p · p)Ψ , (5.2)

já que estamos considerando p ·Ψ = 0.
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Substituindo E e p pelos operadores correspondentes i~∂/∂t e −i~∇ e intro-

duzindo o operador helicidade σ̂ cujos autoestados têm autovalores ±1, correspon-

dendo a helicidades positiva e negativa para o fóton, chegamos a :

i~
∂Ψ

∂t
= ~cσ̂∇×Ψ . (5.3)

Já a condição p ·Ψ = 0 impõe

∇ ·Ψ = 0 . (5.4)

A equação de onda (5.3) para o fóton pode ser escrita de outra maneira, mais

semelhante com a forma de Dirac para a equação de onda relativ́ıstica de um elétron,

se fizermos uso das matrizes de spin 1 Ŝx, Ŝy e Ŝz:

Ŝx =

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , Ŝy =

 0 0 i
0 0 0
−i 0 0

 , Ŝz =

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 . (5.5)

É simples verificar que o produto vetorial de dois vetores pode ser escrito como

a× b = −i(a · Ŝ)b . (5.6)

Dessa forma, a equação (5.3) pode ser escrita como

i~
∂Ψ

∂t
= cσ̂

(
Ŝ · ~

i
∇
)

Ψ . (5.7)

A helicidade é uma propriedade intŕınseca do fóton, como o spin de um elétron.

Ela representa a projeção do momento angular intŕınseco na direção do momento

linear da part́ıcula. O fóton é uma part́ıcula de spin 1 sem massa. Part́ıculas sem

massa com spin S só podem ter projeções ±~S de seu momento angular intŕınseco

na direção de seu momento linear, diferentemente de part́ıculas massivas, que podem

ter projeções −S,−S + 1,−S + 2, ..., S − 1, S vezes ~ [71]. Por isso, apesar de o

fóton ter spin 1, o que permitiria 3 estados ortogonais internos para uma part́ıcula

massiva (projeções de spin ±~ e 0 na direção ẑ), apenas dois ocorrem, com projeções

±~ na direção de propagação do fóton. Devido a esse fato, o spin de uma part́ıcula

sem massa recebe outro nome: helicidade, que pode ser positiva ou negativa.

Uma outra diferença do spin de part́ıculas sem massa para o de part́ıculas

massivas é que o valor dessa projeção na direção de propagação não se altera com
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transformações de Lorentz. Se temos um elétron com momento pẑ e projeção de

spin 1/2~ nessa direção, podemos realizar uma transformação de Lorentz que mude

o momento do elétron para −pẑ, de forma que a projeção de seu spin na direção de

seu momento se inverta. Isso não é posśıvel para um fóton, já que ele se propaga

na velocidade da luz. Não existe transformação de Lorentz que faça com que um

fóton com helicidade positiva em um referencial apareça com helicidade negativa

em outro. Portanto um fóton com helicidade negativa pode ser considerado uma

part́ıcula distinta de um fóton com helicidade positiva [28]. Logo podeŕıamos ter

considerado no ińıcio de nosso cálculo que quando colocamos um sinal positivo à

direita da equação (5.2) obtemos a equação de onda de uma part́ıcula e quando

colocamos o sinal negativo obtemos a equação de onda de outra part́ıcula. Contudo,

é posśıvel se construir estados de superposição de helicidade para fótons, por isso é

conveniente considerarmos as diferentes helicidades como diferentes estados de uma

mesma part́ıcula.

A helicidade do fóton está associada à sua polarização. Fótons com helicidade

positiva têm polarização circular esquerda e fótons com helicidade negativa têm

polarização circular direita. Estados arbitrários de polarização podem ser obtidos

com combinações das duas helicidades.

Decompondo a função de onda do fóton Ψ nos autoestados de helicidade Ψ+

e Ψ−, explicitando as componentes real e imaginária e incluindo constantes por

conveniência, temos:

Ψ = Ψ+ + Ψ− , com Ψ± =

√
ε0

2
E± ± i

√
1

2µ0

B± e σ̂Ψ± = ±Ψ± . (5.8)

Substituindo na equação (5.3), a parte imaginária nos fornece:

1

µ0

∇×B = ε0
∂E

∂t
, com (5.9)

E ≡ E+ + E− e B ≡ B+ + B− . (5.10)

Aplicando o operador σ̂ na equação (5.3) e utilizando o fato de que σ̂2 = 1, a parte

real nos fornece:

∇× E = −∂B

∂t
. (5.11)

Já a parte real da equação (5.4) e sua parte imaginária após a aplicação do operador

σ̂ nos fornecem

∇ · E = 0 , ∇ ·B = 0 . (5.12)



Caṕıtulo 5. A função de onda do fóton e sua interação com a matéria 59

Logo, se associarmos E com o campo elétrico e B com o campo magnético

do fóton, µ0 com a permeabilidade magnética e ε0 com a permissividade elétrica do

vácuo, as equações (5.3) e (5.4) se tornam equivalentes às equações de Maxwell no

vácuo. Portanto conclúımos que a equação que rege a dinâmica de uma part́ıcula

sem massa, de helicidade 1 e sujeita à condição p ·Ψ = 0 é equivalente às equações

de Maxwell no vácuo. A essa part́ıcula damos o nome fóton.

Vemos que a condição p ·Ψ = 0 implica na transversalidade dos campos do

fóton. Como foi discutido na seção 3.2, campos vetoriais podem ser decompostos em

partes transversal e longitudinal. Ondas eletromagnéticas clássicas possuem apenas

campos transversais, o que torna natural que a função de onda do fóton seja um

campo transversal.

Utilizando a equação (5.8), podemos obter os campos elétrico e magnético do

fóton a partir de sua função de onda Ψ da seguinte maneira:

E =
1√
2ε0

(Ψ + Ψ∗) , B = −i
√
µ0

2
[(σ̂Ψ)− (σ̂Ψ)∗] . (5.13)

Mas há uma peculiaridade na forma da função de onda (5.8) para o fóton. Seu

módulo ao quadrado vale

|Ψ(r, t)|2 =
ε0|E(r, t)|2

2
+
|B(r, t)|2

2µ0

, (5.14)

tendo unidade de densidade de energia e concordando com a densidade de energia

eletromagnética clássica da equação (2.15). O módulo ao quadrado da função de

onda de uma part́ıcula massiva ψ tem unidade de densidade, e podemos interpretar

|ψ(r, t)|2d3r como a probabilidade de se encontrar a part́ıcula no volume d3r em

torno de r no tempo t. Mas, na realidade, faz sentido que o módulo ao quadrado

da função de onda do fóton tenha unidade de densidade de energia, diferentemente

de part́ıculas massivas, como é discutido na referência [26]. Considere a frase dita

anteriormente sobre o significado do módulo ao quadrado da função de onda de

uma part́ıcula massiva. O que significa “encontrar a part́ıcula no volume d3r em

torno de r”? Quando detectamos um elétron em um determinado volume, o que

na realidade medimos é a influência de sua carga q, de sua massa m, ou de alguma

outra propriedade sua no aparato de medida. Portanto, na realidade o que podemos

fazer é associar q|ψ(r, t)|2d3r, que tem unidade de densidade de carga, com o valor
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esperado da carga a ser detectada no volume, ou m|ψ(r, t)|2d3r, que tem unidade

de densidade de massa, com o valor esperado da massa a ser detectada. Passemos

agora ao caso de um fóton, que não possui carga ou massa. Sua única propriedade

escalar mensurável é sua energia, por isso é razoável que o módulo ao quadrado

de sua função de onda tenha unidade de densidade de energia. Afinal de contas,

quando medimos um fóton medimos a sua energia.

Há uma diferença fundamental entre a energia de um fóton e a massa ou a

carga de um elétron. A carga e a massa de repouso de um elétron não dependem

de seu estado quântico, enquanto que a energia de um fóton sim. Portanto, ao

escrevermos a função de onda do fóton em termos de seus autoestados de energia,

devemos incluir esta dependência na decomposição, como será mostrado a seguir,

num argumento retirado da referência [29]. Seja

Ψ̃(p) =
∑
σ

Ψ̃σ(p)êpσ , com
∑
σ

∫
d3p|Ψ̃σ(p)|2 = 1 , (5.15)

uma função de onda no espaço de momentos p para um fóton, em que êpσ representa

o vetor de polarização para um fóton com momento p e helicidade σ. Para que o

valor esperado da energia de um fóton seja local, ou seja, uma integral de uma

densidade de energia no espaço, sua decomposição em termos dos autoestados de

momento deve ser

Ψσ(r, t) =

∫
d3p

(2π~)3/2
e[i(p·r−c|p|t)]/~

√
c|p|Ψ̃σ(p) , (5.16)

como será mostrado a seguir. A diferença em relação a part́ıculas massivas é a pre-

sença do fator
√
c|p| no integrando. Esta relação pode ser invertida para obtermos

Ψ̃σ(p) em função de Ψσ(r, t):

Ψ̃σ(p) =
1√
c|p|

∫
d3r

(2π~)3/2
e[−i(p·r−c|p|t)]/~Ψσ(r, t) . (5.17)

O hamiltoniano Ĥ = c σ̂∇× atuando em um autoestado de momento e heli-

cidade resulta em ~ω = c|p|. Portanto o valor esperado do hamiltoniano para um

fóton neste estado vale

〈Ĥ〉 =
∑
σ

∫
d3pΨ∗σ(p)ĤΨσ(p) =

∑
σ

∫
d3pc|p||Ψ̃σ(p)|2

=
∑
σ

∫
d3r

∫
d3r′Ψ∗σ(r′, t)Ψσ(r, t)

∫
d3p

(2π~)3

c|p|
c|p|

e−ip·(r−r′)/~ . (5.18)
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Vemos que o fato de termos inclúıdo o termo
√
c|p| no integrando da equação

(5.16) faz com este termo surja ao quadrado no denominador do integrando à direita

da equação (5.18), cancelando o termo que vem da aplicação do hamiltoniano no

estado. Com isso, a integral em d3p resulta em δ3(r − r′), de forma que podemos

escrever

〈Ĥ〉 =
∑
σ

∫
d3r|Ψσ(r, t)|2 . (5.19)

Caso não tivéssemos inclúıdo o termo
√
c|p| no integrando da equação (5.16), não

podeŕıamos associar uma densidade de energia para o fóton como na equação acima

e o valor esperado da energia do fóton seria uma função não-local. No passado,

alguns autores escreveram a função de onda do fóton no espaço de posição como

sendo a transformada de Fourier da função de onda no espaço de momentos, assim

como ocorre para part́ıculas massivas [72, 73, 74, 75]. Contudo, devido a esse caráter

não-local para a energia do fóton que surge com essa alternativa, acreditamos que o

formalismo de Bialynicki-Birula e Sipe apresentado aqui seja mais adequado.

Como foi dito anteriormente, fótons com helicidade positiva têm polarização

circular esquerda e fótons com helicidade negativa têm polarização circular direita.

Ilustraremos agora como isso ocorre. Imagine uma função de onda no espaço de

momentos em que todos os vetores de momento da distribuição estejam próximos

do eixo ẑ de forma que possamos aproximar p · r ' kz, com k = |p|/~. No espaço

de posições, essa função de onda será escrita como

Ψ(r, t) =

∫
d3p

(2π~)3/2
[a ê+ + b ê−] ei(kz−ωt)

√
~ωΨ̃(p) , (5.20)

com ω = ck e |a|2 + |b|2 = 1, a e b definindo o estado de polarização do fóton.

Podemos verificar que os vetores de polarização adequados são

ê+ =
x̂ + iŷ√

2
, ê− =

x̂− iŷ√
2

, (5.21)

de forma que

~c∇×Ψ = ~ωΨ quando a = 1 e b = 0 , (5.22)

~c∇×Ψ = −~ωΨ quando a = 0 e b = 1 . (5.23)

Portanto vemos que estes vetores correspondem aos vetores de helicidade adequados.

Quando temos a = 1 e b = 0, a polarização é circular direita. Com a = 0 e b = 1
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temos polarização circular esquerda. Quando |a| = |b| temos polarização linear. No

caso geral, temos polarização eĺıptica.

A partir da equação de onda (5.3) e de sua conjugada, podemos deduzir uma

equação de continuidade para a função de onda do fóton:

∂

∂t
|Ψ|2 = Ψ∗ · ∂Ψ

∂t
+
∂Ψ∗

∂t
·Ψ =

c

i
[Ψ∗ · (σ̂∇×Ψ)− (σ̂∇×Ψ)∗ ·Ψ] . (5.24)

Usando a relação ∇ · (A×B) = B · (∇×A)−A · (∇×B) à direita e verifi-

cando que (σ̂∇×Ψ)∗ ·Ψ = (∇×Ψ∗) · (σ̂Ψ), chegamos a:

∂

∂t
|Ψ|2 = −∇ · S , com S ≡ c

i
Ψ∗ × (σ̂Ψ) . (5.25)

Como |Ψ|2 representa a densidade de energia do fóton, S representa o seu

fluxo de energia. Utilizando a equação (5.8), temos:

〈S〉 =

〈
c

i

[(√
ε0

2
(E+ + E−) + i

√
1

2µ0

(−B+ + B−)

)
×

×
(√

ε0

2
(E+ − E−) + i

√
1

2µ0

(B+ + B−)

)]〉
(5.26)

=
1

µ0

〈
E+ ×B+ + E− ×B−

〉
=

1

µ0

〈
E×B

〉
,

em que 〈S〉 representa a média temporal em um peŕıodo de oscilação da grandeza

S. Vemos que o fluxo de energia da função de onda do fóton corresponde ao vetor

de Poynting do eletromagnetismo clássico da equação (2.16).

É importante ressaltar que, para que este formalismo de função de onda de

fótons seja válido, deve ser posśıvel aplicar o processo de segunda quantização e

chegar em uma teoria de campos correta para o campo eletromagnético. Isso foi

demonstrado por Smith e Raymer [29].

5.2 Interação de fótons com meios materiais

Na seção anterior, encontramos uma equação de onda para o fóton equivalente às

equações de Maxwell no vácuo. Isso significa que todo o tratamento da dinâmica

de um fóton no vácuo será equivalente ao tratamento clássico da radiação eletro-

magnética, o que também é previsto no formalismo de segunda quantização e é
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observado experimentalmente. Agora passaremos à proposta de uma equação de

onda para o fóton em meios materiais. É observado experimentalmente que fótons

se propagam em meios cont́ınuos não-absorvedores da mesma maneira que campos

eletromagnéticos clássicos [76]. Portanto seria interessante obter uma equação de

onda para o fóton equivalente às equações de Maxwell na matéria.

Descrever a dinâmica de fótons em meios materiais utilizando o formalismo de

segunda quantização é uma tarefa bastante árdua [77, 78]. Como será mostrado a se-

guir, o formalismo de função de onda de fótons é capaz de descrever esses fenômenos

de maneira muito mais simples. Assim como a equação de Schrödinger é eficaz em

descrever a dinâmica de part́ıculas massivas sob a ação de um potencial clássico,

acreditamos que o formalismo de função de onda de fótons seja a alternativa para

se descrever a dinâmica de fótons em meios cont́ınuos.

Para encontrarmos a equação de onda do fóton em meios cont́ınuos, imporemos

2 coisas: conservação local de energia e interação entre fótons e cargas elétricas dada

pela densidade de força de Lorentz da equação (2.5):

f = Eρ+ J×B , (5.27)

em que ρ representa a densidade de cargas do meio, J a densidade de corrente

elétrica e E e B os campos elétrico e magnético do fóton, respectivamente. Como

a força magnética é ortogonal à velocidade das cargas, ela não realiza trabalho. A

densidade de trabalho realizado pelo campo eletromagnético nas cargas pode ser

escrito como w =
∫

f · dl =
∫

E · Jdt. Logo a densidade de trabalho realizado por

unidade de tempo vale dw/dt = E · J. De acordo com a equação (5.13), para o

campo de 1 fóton podemos escrever:

dw

dt
=

1√
2ε0

(Ψ + Ψ∗) · J . (5.28)

Como o campo elétrico do fóton exerce trabalho sobre as cargas elétricas, sua

equação de continuidade deve ser modificada se impusermos conservação de energia.

A nova equação de continuidade é:

∂

∂t
|Ψ|2 = −∇ · S− 1√

2ε0

(Ψ + Ψ∗) · J , (5.29)

com S dado pela equação (5.25). Observe que mantivemos aqui a forma (5.8) para

a função de onda do fóton, com seus campos elétrico e magnético. Esta aborda-

gem é diferente do tratamento utilizado por Bialynicki-Birula para a propagação de
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fótons em meios materiais [25], que modifica a forma da função de onda do fóton

incluindo coeficientes que dependem do meio. Nossa escolha é embasada na divisão

da energia e do momento de ondas eletromagnéticas em meios materiais proposta

nos caṕıtulos anteriores desta tese. |Ψ|2 continua sendo equivalente à densidade

de energia eletromagnética clássica no vácuo, estando associada, portanto, à parte

eletromagnética da densidade de energia no meio, de acordo com o discutido no

caṕıtulo 3. Da mesma maneira, o fluxo de energia S e a densidade de momento S/c2

são equivalentes às partes eletromagnéticas do fluxo de energia e da densidade de

momento de uma onda eletromagnética em um meio discutidas nos caṕıtulos 3 e 4.

Portanto mantemos nossa divisão para a densidade de energia, fluxo de energia e

densidade de momento de ondas eletromagnéticas em meios materiais no ńıvel de

um fóton.

Seguindo os passos que nos levaram da equação (5.24) à (5.25) na ordem

inversa, podemos ver que a equação (5.29) pode ser escrita como:[
∂Ψ

∂t
− c

i
σ̂∇×Ψ +

J√
2ε0

]
·Ψ∗ + c.c. = 0 , (5.30)

em que c.c. representa o complexo conjugado. Uma maneira de garantir que a

energia se conserve para qualquer estado é exigir que a expressão entre colchetes se

anule sempre. Com esta exigência, encontramos a seguinte equação de onda para o

fóton em meios cont́ınuos:

i
∂Ψ

∂t
= cσ̂∇×Ψ− i J√

2ε0

. (5.31)

J, por sua vez, usualmente é escrito como:

J = Jf + Jb + JP , com Jb = ∇×M e JP =
∂P

∂t
. (5.32)

Jf representa a corrente devido às cargas livres. P e M representam a polarização

e a magnetização do meio, respectivamente, e JP e Jb são as correntes ligadas de

polarização e magnetização.

Substituindo as equações (5.8) e (5.32) na equação (5.31), vemos que esta

equação é equivalente às equações de Maxwell na matéria. A parte imaginária e a

parte real após aplicarmos o operador σ̂ nos fornecem:

∇× B

µ0

= ε0
∂E

∂t
+ J , ou ∇×H = Jf +

∂D

∂t
, (5.33)
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∇× E = −∂B

∂t
, (5.34)

com H ≡ B/µ0 −M e D ≡ ε0E + P.

Tomando o divergente das equações acima, temos

∂

∂t
(∇ ·B) = 0 (5.35)

∂

∂t
(∇ ·D) = −∇ · Jf =

∂

∂t
ρf , ou

∂

∂t
(∇ ·D− ρf ) = 0 , (5.36)

em que ρf é a densidade de carga livre. Portanto, se ∇ · B = 0 e ∇ · D = ρf

em algum instante, o que é verdade antes de o fóton interagir com as cargas, estas

relações devem ser válidas sempre. Logo, ao tomarmos o divergente da equação

(5.31), encontramos as equações de Maxwell restantes:

∇ ·B = 0 , ∇ ·D = ρf . (5.37)

Vemos que nossa equação de onda para o fóton em meios materiais é equi-

valente às equações de Maxwell na matéria. Portanto este tratamento prevê que

a propagação de um fóton por um meio que não cria ou destrói fótons é idêntica

à propagação de um pulso eletromagnético clássico. Isso está de acordo com os

experimentos de Steinberg, Kwiat e Chiao [76], bem como com todos os experi-

mentos interferométricos realizados no regime fóton a fóton, que têm os mesmos

resultados experimentais que quando realizados com feixes eletromagnéticos inten-

sos, a não ser pela quantização da energia em cada evento. A reflexão e refração de

fótons em superf́ıcies, coeficiente de reflexão e transmissão em espelhos, velocidade

de propagação em um meio, etc., sempre seguem o comportamento de feixes eletro-

magnéticos clássicos. Logo nosso tratamento prevê corretamente esses resultados.

É importante ressaltar que, enquanto estivermos tratando a equação (5.31)

como a equação de onda de um fóton interagindo com a matéria, a corrente J

não deve ser vista como um termo de fonte e sim como uma corrente de res-

posta ao campo aplicado. Por exemplo, em meios lineares a polarização P e a

magnetização M, responsáveis por JP e JM na equação (5.32), podem ser escri-

tos como P = χe
√

2ε0Re[Ψ], em que χe é a susceptibilidade elétrica do meio, e

M = χm/(1 + χm)
√

2/µ0Im[σ̂Ψ], em que χm é a susceptibilidade magnética do

meio. Em meios não-lineares, um formalismo de segunda quantização se faz ne-

cessário. Este caso será tratado mais tarde, quando calcularemos o estado dos

fótons gêmeos gerados pela conversão paramétrica descendente.
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5.3 Segunda quantização da função de onda do

fóton em um meio linear não-dispersivo

Nosso tratamento até agora para a função de onda de fótons é completamente equiva-

lente ao eletromagnetismo clássico. Antes de tratar fenômenos puramente quânticos,

precisamos aplicar o processo de segunda quantização à função de onda do fóton para

poder descrever a interação entre fótons e matéria de forma mais geral. Conside-

raremos que o espaço é todo permeado por um meio linear com susceptibilidades

elétrica e magnética χe e χm independentes da frequência de oscilação dos campos.

Como foi discutido no caṕıtulo 3, quando uma onda eletromagnética se propaga em

um meio como esse, além da densidade de energia eletromagnética há uma densi-

dade de energia material. A densidade de energia eletromagnética do fóton é dada

pela equação (5.14), em acordo com a densidade de energia eletromagnética clássica

da equação (2.15). Assumiremos que a densidade de energia material é dada pela

equação (3.12), assim como para ondas eletromagnéticas clássicas. Como considera-

mos aqui um meio não-dispersivo, a densidade de energia total do “fóton vestido”,

que corresponde à densidade de energia eletromagnética mais material da excitação

eletromagnética em um meio, pode ser escrita como |Ψ′|2, com

Ψ′ = Ψ+′
+ Ψ−

′
, Ψ±

′
=

√
ε

2
E± ± i

√
1

2µ
B± e σ̂Ψ±

′
= ±Ψ±

′
, (5.38)

em que temos ε ≡ (1 + χe)ε0 e µ ≡ (1 + χm)µ0. Invertendo as relações, temos

E ≡ E++E− =
1√
2ε

(Ψ′+Ψ∗
′
) , B ≡ B++B− = −i

√
µ

2
[(σ̂Ψ′)−(σ̂Ψ′)∗] . (5.39)

Dessa maneira, |Ψ′|2 concorda com a soma da densidade de energia eletro-

magnética da equação (2.15) com a densidade de energia material da equação (3.12).

Essa forma para Ψ′ é equivalente à utilizada por Bialynicki-Birula para descrever a

propagação de fótons em meios cont́ınuos [25]. Portanto a energia total do “fóton

vestido” pode ser escrita como

H =

∫
d3r|Ψ′(r, t)|2 . (5.40)

Podemos reescrever essa energia em termos dos autoestados de energia do

“fóton vestido”, que são estados de onda plana. A decomposição pode ser feita em
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completa analogia com a equação (5.16):

Ψ′(r, t) =
∑
σ

∫
d3k

(2π)3/2
ei(k·r−ωt)

√
~ω akσêkσ , (5.41)

mas agora estamos escrevendo a decomposição em termos dos vetores de onda k ao

invés dos momentos p e temos k ≡ |k| = nω/c, em que n =
√

(1 + χe)(1 + χm) é o

ı́ndice de refração do meio. A condição de normalização é∑
σ

∫
d3k |akσ|2 = 1 . (5.42)

Dessa forma, a equação (5.40) pode ser escrita como

H =
∑
σ

∫
d3k ~ω|akσ|2 . (5.43)

Podemos definir as variáveis canonicamente conjugadas

qkσ(t) =

√
~

2ω
[akσ(t) + a∗kσ(t)] e pkσ(t) = −i

√
~ω
2

[akσ(t)− a∗kσ(t)] , (5.44)

com akσ(t) ≡ akσe−iωt. Essas relações podem ser invertidas para escrevermos akσ(t)

e a∗kσ(t) em função de qkσ(t) e pkσ(t):

akσ(t)
1√
2~ω

[ωqkσ(t) + ipkσ(t)] , a∗kσ(t)
1√
2~ω

[ωqkσ(t)− ipkσ(t)] . (5.45)

Portanto podemos escrever

H =
∑
σ

∫
d3kHkσ(t) , com Hkσ(t) =

1

2
[pkσ(t)2 + ω2qkσ(t)] . (5.46)

H é o hamiltoniano do sistema composto pelo fóton e pelo meio linear não-

dispersivo e não-absorvedor, que é equivalente ao hamiltoniano de um conjunto de

osciladores harmônicos independentes continuamente enumerados. Podemos verifi-

car que qkσ(t) e pkσ(t) são de fato variáveis canonicamente conjugadas, pois temos

∂qkσ
∂t

=
∂Hkσ

∂pkσ
e
∂pkσ
∂t

= −∂Hkσ

∂qkσ
. (5.47)

O processo de segunda quantização consiste em transformar as variáveis ca-

nonicamente conjugadas qkσ(t) e pkσ(t) em operadores q̂kσ(t) e p̂kσ(t) que obedecem

às relações de comutação [3]

[q̂kσ(t), p̂k′σ′(t)] = i~δ3(k− k′)δσσ′ , [q̂kσ(t), q̂k′σ′(t)] = 0 , [p̂kσ(t), p̂k′σ′(t)] = 0 .

(5.48)
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De acordo com as equações (5.45) e as relações de comutação acima, com o

processo de segunda quantização as variáveis akσ(t) e a∗kσ(t) se tornam operadores

âkσ(t) e â†kσ(t) que obedecem às relações de comutação:

[âkσ(t), â†k′σ′(t)] = δ3(k− k′)δσσ′ , [âkσ(t), âk′σ′(t)] = [â†kσ(t), â†k′σ′(t)] = 0 . (5.49)

Já o operador hamiltoniano se torna

Ĥ =
∑
σ

∫
d3k ~ω

1

2

[
â†kσâkσ + âkσâ

†
kσ

]
=

∑
σ

∫
d3k ~ω

[
â†kσâkσ +

1

2

]
, (5.50)

em que na última igualdade foram utilizadas as relações de comutação da equação

(5.49).

Os operadores Ψ̂
′
, campo elétrico Ê e campo magnético B̂, de acordo com as

equações (5.41) e (5.39), se tornam

Ψ̂
′
(r, t) =

∑
s

∫
d3k

[
~ω

(2π)3

]1/2

ei(k·r−ωt) âksêks , (5.51)

Ê(r, t) =
∑
s

∫
d3k

[
~ω

2ε(2π)3

]1/2

ei(k·r−ωt) âks êks + h.c., (5.52)

B̂(r, t) = −i
∑
σ

∫
d3k

[
~ωµ

2(2π)3

]1/2

ei(k·r−ωt) âkσ σ̂ êkσ + h.c., (5.53)

em que h.c. denota o hermitiano conjugado. Note que nas equações (5.51) e (5.52)

utilizamos um śımbolo s para denotar a polarização do modo, o conjunto s repre-

sentando qualquer base ortonormal, enquanto que na equação (5.53) mantivemos o

śımbolo σ para representar a base de polarização circular. Isso acontece porque em

(5.53) temos o operador σ̂ atuando no vetor de polarização, o que nos obriga a utilizar

a base de polarização circular. Contudo, podemos notar que σ̂êkσ = i(k/k) × êkσ.

Isto pode ser verificado diretamente escolhendo k/k = ẑ, êk+ = (x̂ + iŷ)/
√

2 e

êk− = (x̂− iŷ)/
√

2. Dessa forma, podemos escrever

B̂(r, t) =
∑
s

∫
d3k

[
~ωµ

2(2π)3

]1/2

ei(k·r−ωt) âk,s

[
k

k
× êks

]
+ h.c.. (5.54)
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As equações para os operadores campo elétrico, campo magnético e hamil-

toniano das equações (5.52), (5.54) e (5.50) são idênticas às obtidas pelo processo

tradicional de segunda quantização no vácuo [3] se substituirmos ε por ε0 e µ por

µ0. Portanto os tratamentos são equivalentes. No tratamento de Smith e Raymer

para a quantização da função de onda do fóton no vácuo [29], que seria equivalente

ao nosso tratamento quando χe = χm = 0, o operador Ψ̂ que eles encontram é a

soma de nosso operador Ψ̂
′

da equação (5.51) com o conjugado hermitiano quando

χe = χm = 0. Acreditamos que a nossa forma, em que Ψ̂
′

só possui operadores de

aniquilação de fótons, é mais adequada, uma vez que ela concorda com a condição

Ψ̂
′
=
√
ε/2Ê + iσ̂

√
1/(2µ)B̂ , (5.55)

que decorre da equação (5.38).

Como o hamiltoniano (5.50) é equivalente ao hamiltoniano de um conjunto

cont́ınuo de osciladores harmônicos, um para cada modo (k, s) do campo, seus auto-

estados podem ser encontrados da mesma maneira que encontramos os autoestados

de um oscilador harmônico quântico [70]. Esses autoestados correspondem a um

número inteiro de excitações em cada modo do campo. Quando aplicados em um

estado com um número exato m de excitações no seu particular modo, os operadores

âks e â†ks resultam em

âks|m〉k,s =
√
m|m− 1〉k,s , â†ks|m〉k,s =

√
m+ 1|m+ 1〉k,s . (5.56)

Devido a este fato o operador âks é chamado de operador de destruição de fótons e

o operador â†ks é denominado operador de criação de fótons.

Utilizando este formalismo de segunda quantização, o estado de um fóton

agora é descrito em termos dos modos do campo da seguinte maneira:

|Ψ′(1)〉 =
∑
s

∫
d3kΨ̃

′(1)
s (k)|1〉k,s =

∑
s

∫
d3kΨ̃

′(1)
s (k)â†ks|vac〉 , (5.57)

com
∑
s

∫
d3k|Ψ̃′(1)

s (k)|2 = 1 , (5.58)

|vac〉 representando o estado fundamental do hamiltoniano, o estado de vácuo para

o campo eletromagnético, que corresponde à ausência de fótons.

Se quisermos voltar ao formalismo de função de onda para esse fóton, a receita

é a seguinte: aplicar o operador Ψ̂
′
(r, t) da equação (5.51) no estado e realizar o
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produto escalar do vetor resultante com o estado de vácuo [29]:

Ψ
′(1)(r, t) = 〈vac|Ψ̂

′
(r, t)|Ψ′(1)〉 . (5.59)

Utilizando as relações de comutação da equação (5.49), podemos ver que a função

de onda do “fóton vestido” no estado quântico da equação (5.57) é

Ψ
′(1)(r, t) =

∑
s

∫
d3k

(2π)3/2

√
~ωΨ̃

′(1)
s (k)ei(k·r−ωt)êks , (5.60)

em concordância com a equação (5.16).

Já um estado de dois fótons pode ser escrito como [79, 29]

|Ψ′(2)〉 =
∑
s,s′

∫
d3k

∫
d3k′ Ψ̃

′(2)
s,s′ (k,k

′)â†ksâ
†
k′s′ |vac〉 , (5.61)

com
∑
s,s′

∫
d3k

∫
d3k′ |Ψ̃

′(2)
s,s′ (k,k

′)|2 = 1 . (5.62)

A função de onda dos “fótons vestidos” nesse estado será

Ψ
′(2)(r1, r2, t) = 〈vac|Ψ̂

′
(r1, t)Ψ̂

′
(r2, t)|Ψ(2)〉

=
∑
s,s′

∫
d3k

(2π)3/2

∫
d3k′

(2π)3/2

[
Ψ̃

′(2)
s,s′ (k,k

′) + Ψ̃
′(2)
s′,s(k

′,k)
]
×

×
√

~ωei(k·r1−ωt)êks ⊗
√

~ω′ei(k′·r2−ω′t)êk′s′ . (5.63)

Observe que a função de onda já fica automaticamente simetrizada neste formalismo.

A generalização para estados com um número arbitrário de fótons é direta.

5.4 Espalhamento de fótons

Nesta seção, pretendemos encontrar o comportamento dos operadores Ê e B̂ das

equações (5.52) e (5.54) quando, além do meio com susceptibilidades elétrica e

magnética χe e χm permeando todo o espaço, temos um outro meio em uma de-

terminada região finita com propriedades diferentes. Ao aplicarmos o processo de

segunda quantização à função de onda do fóton incluindo a interação com meios ma-

teriais, os operadores Ψ̂ obedecerão à mesma equação de movimento (5.31) que as
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funções de onda Ψ. Portanto os operadores Ê e B̂ também obedecerão às equações

(5.34) e (5.33). A equação (5.33) pode ser reescrita da seguinte forma

∇× B̂

µ
= ε

∂Ê

∂t
+ Ĵ′ , (5.64)

em que Ĵ′ contém apenas os termos devidos à diferença de resposta do meio espalha-

dor em relação ao meio em que foi feita a quantização do campo. Como a densidade

de corrente J′ é uma função dos campos elétrico e magnético, quando os campos se

tornam operadores Ĵ′ também se torna um operador.

Diferenciando a equação (5.64) em relação ao tempo, utilizando a equação

(5.34) e a relação ∇ × (∇ × E) = ∇(∇ · E) − ∇2E, encontramos uma equação de

onda para o operador Ê:

∇2Ê− n2

c2
∂2Ê

∂t2
= −4πf̂ e , com f̂ e = −µ0

∂Ĵ′

∂t
−∇(∇ · Ê) . (5.65)

A equação acima é a equação de uma onda em que f̂ e faz o papel de fonte. Uma

equação análoga pode ser obtida para o operador B̂ ao diferenciarmos a equação

(5.34) em relação ao tempo, utilizarmos a equação (5.64) e a mesma identidade

vetorial:

∇2B̂− n2

c2
∂2B̂

∂t2
= −4πf̂b , com f̂b =

1

µ0

∇× Ĵ′ . (5.66)

Soluções da equação (5.65) podem ser obtidas por meio das funções de Green,

como discutido na seção 6.4 do livro de Jackson [2]. Se a situação que queremos

estudar for o espalhamento de um fóton em um estado conhecido no regime paraxial,

em que a dependência dos vetores de polarização com k podem ser desprezadas, de

forma que uma teoria escalar possa ser utilizada, as soluções relevantes da equação

(5.65) para os operadores Ê(r, t) serão da forma

Êsaida(r, t) = Êent.(r, t) +

∫
d3r′

∫
dt′G(+)(r, t; r′, t′)f̂ e(r′, t′) , (5.67)

com G(±)(r, t; r′, t′) =
c

8π2

∫ +∞

−∞
dk

e±ik|r−r′|

|r− r′|
e−iω(t−t′) , (5.68)

em que k = nω/c. A interpretação das equações acima é a seguinte: o campo

incidente gera o termo f̂ e(r′, t′), que emite uma onda esférica a partir do ponto
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r′ que se superpõe com o campo incidente e com os campos gerados em todas as

posições r′ e tempos t′ em que f̂ e(r′, t′) existe, resultando no campo total de sáıda1.

As soluções com G(−) são de interesse quando queremos calcular qual o estado

do campo de entrada em função do campo de sáıda:

Êent.(r, t) = Êsaida(r, t) +

∫
d3r′

∫
dt′G(−)(r, t; r′, t′)f̂ e(r′, t′) , (5.69)

Ao realizarmos a integral em k nas funções de Green da equação (5.68), vemos

que elas também podem ser escritas como

G(±)(r, t; r′, t′) =
c

4π|r− r′|
δ(|r− r′| ∓ (t− t′)c/n) . (5.70)

No livro de Jackson [2], os campos são decompostos em seus espectros de

frequências para se encontrar a função de Green apropriada. Aqui, os campos são

decompostos em seus vetores de onda (veja as equações (5.52) e (5.54)). Por esta

razão nossa função de Green contém uma integral no número de onda k, enquanto

que na referência [2] ela possui uma integral na frequência ω. Também podemos

escrever as funções de Green de outra maneira. Por um processo de integração

direta nas variáveis θ e φ em coordenadas esféricas, com k = ksen(θ) cos(φ)x̂ +

ksen(θ)sen(φ)ŷ + k cos(θ)ẑ, é simples mostrar que [3]

2ic

(2π)3

∫
d3k

k
ei[k·(r−r′)−ω(t−t′)] = G(+)(r, t; r′, t′)−G(−)(r, t; r′, t′). (5.71)

Mas se queremos analisar o espalhamento de um fóton, o tempo de observação t

será sempre maior que o tempo t′ em que o fóton interagiu com o meio. Portanto,

de acordo com a equação (5.70), G(−)(r, t; r′, t′) = 0 e podemos escrever

G(+)(r, t; r′, t′) =
2ic

(2π)3

∫
d3k

k
ei[k·(r−r′)−ω(t−t′)]. (5.72)

A utilização desse método de funções de Green para predizer o comportamento

do operador campo elétrico, de acordo com a equação (5.67), é muito útil para se

1É válido ressaltar que este tratamento só é válido para espalhamentos a pequenos ângulos.
Afinal de contas, se a corrente J′ for resultado de um dipolo oscilante, por exemplo, a onda
emitida claramente não será esférica. O dipolo não emite radiação na direção de oscilação. Mas
a ângulos aproximadamente ortogonais com a direção de oscilação do dipolo a onda emitida pode
ser considerada esférica.
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calcular o estado de sáıda de fótons espalhados por um meio material localizado

no espaço. Para meios lineares, podemos utilizar a mesma equação substituindo o

operador pelo próprio campo elétrico do fóton, tendo resultados equivalentes ao es-

palhamento de uma onda eletromagnética pelo meio, já que a equação (5.67) é obtida

a partir das equações de Maxwell. Mas os resultados interessantes vêm com o tra-

tamento de problemas que não podem ser calculados utilizando o eletromagnetismo

clássico. Na próxima seção, para exemplificarmos a utilidade deste tratamento, cal-

cularemos o espalhamento de um fóton por um meio não-linear, que pode gerar um

par de fótons em um estado emaranhado. O estado quântico do par de fótons ge-

rados no processo será calculado e demonstraremos que ele é equivalente ao obtido

em tratamentos anteriores que não utilizam o conceito de função de onda de fótons,

mas com uma interpretação mais intuitiva.

5.5 Exemplo de aplicação do formalismo: trata-

mento da conversão paramétrica descendente

O fenômeno da conversão paramétrica descendente consiste na conversão de um

fóton em dois através da interação com um cristal não-linear. Os fótons gerados no

processo são emaranhados em vários graus de liberdade, como energia [80], momento

linear [81], momento angular [82] e, dependendo do tipo de conversão, polarização

[83, 84]. Isso faz com que este método seja amplamente utilizado para a construção

de estados emaranhados, tendo sido utilizado em diversos testes fundamentais da

mecânica quântica [3, 4], bem como em aplicações nos campos de informação e

computação quântica [85, 86]. Como aplicação do formalismo de espalhamento da

seção anterior, pretendemos calcular o estado dos fótons gerados no processo de

conversão paramétrica descendente do tipo I, em que os fótons gerados têm ambos

polarização ortogonal à do fóton que os gerou.

Para simplificar nosso tratamento, vamos considerar que o meio que envolve o

cristal não-linear tenha as mesmas respostas lineares que o cristal. Esta consideração

facilitará muito o tratamento. Se o espaço contiver materiais com diferentes respos-

tas lineares, os modos do campo serão complicados, já que estes modos terão que

considerar, por exemplo, as reflexões e refrações nas interfaces entre os meios. In-

cluindo este meio que envolve o espaço em torno do cristal evitamos este problema,
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já que os modos de onda plana continuarão sendo modos adequados para se descrever

o problema.

Os cristais não-lineares utilizados para se realizar a conversão paramétrica

também são birrefringentes, com um ı́ndice de refração que depende da polarização e

da direção de propagação da onda incidente [87]. Mas desprezaremos aqui a variação

do ı́ndice de refração do cristal com a direção de propagação. Isso é uma aproximação

razoável, pois na conversão paramétrica do tipo I, o fóton incidente tem polarização

extraordinária e os fótons gêmeos gerados têm polarização ordinária. Usualmente,

o fóton incidente está no modo de um feixe com uma direção de propagação bem

definida, portanto todos os vetores de onda que o compõem estão muito próximos a

um vetor central. Já o ı́ndice de refração para polarização ordinária não depende da

direção de propagação. A susceptibilidade magnética desses cristais é muito pequena

e pode ser desprezada, de forma que o ı́ndice de refração vale n =
√

1 + χe.

Também desprezaremos aqui os efeitos de dispersão no cristal. Essa apro-

ximação é razoável se considerarmos que cada fóton possui um espectro relativa-

mente estreito de frequências. Isso pode ser obtido se utilizarmos filtros de in-

terferências nos detectores que analisarão o estado dos fótons gêmeos, pós selecio-

nando o estado. Mas consideraremos que os fótons gerados no processo podem ter

frequências centrais bem diferentes e, portanto, ı́ndices de refração distintos. Com

todas essas considerações, poderemos utilizar o formalismo da seção 5.3.

Já a não-linearidade do meio será considerada pequena, de forma que possamos

considerar o fenômeno de conversão paramétrica descendente como um espalhamento

em primeira ordem de um fóton incidente no cristal. Se, em um meio não-linear,

dividirmos o termo de densidade de corrente da equação de onda do fóton (5.31)

em uma parte linear e uma não-linear, juntando a resposta linear à equação de

movimento e tratando a parte não-linear como um termo espalhador, as funções

de Green para o espalhamento serão como as da equação (5.68), se no termo f̂ e da

equação (5.67) considerarmos apenas os termos não-lineares. Consideraremos aqui

espalhamentos a pequenos ângulos em relação à direção de propagação do fóton

incidente.

Com essas considerações, as componentes não-lineares da polarização do cristal
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podem ser escritas como

P̂NL
i (r, t) =

∑
j,k

χ
(2)
ijkÊj(r, t)Êk(r, t) , (5.73)

em que os termos acima de segunda ordem foram desprezados. Como vamos estudar

a conversão paramétrica do tipo I, os fótons gerados têm polarização ordinária e o

fóton incidente tem polarização extraordinária. Lembrando que a densidade de

corrente não-linear associada à polarização ordinária vale Ĵ
′NL
o = ∂P̂NL

o /∂t e que o

termo espalhador, de acordo com a equação (5.65), vale f̂ e
o = −µ0∂J

′NL
o /∂t, o termo

de fonte relevante para o espalhamento na equação (5.67) é

f̂ e
o (r′, t′) = −µ0

∂2

∂t′2

[
χ(2)′

ooe (r′)Êo(r
′, t′)Êe(r

′, t′)
]
, (5.74)

em que o subscrito e (o) denota polarização extraordinária (ordinária) e temos χ
(2)′
ooe ≡

χ
(2)
ooe + χ

(2)
oeo, já que Êo(r

′, t′) e Êe(r
′, t′) são operadores que atuam em estados de

polarizações ortogonais e comutam entre si. De acordo com o discutido na seção

5.3, com o estado do fóton incidente denotado por |ψ(i)〉, a componente de dois

fótons com polarização ordinária do estado de sáıda será

Ψ
′(2)
oo (r1, r2, t) = 〈vac|Ψ̂′saida o(r1, t)Ψ̂

′
saida o(r2, t)|ψ(i)〉 . (5.75)

Contudo, de acordo com as equações (5.55), (5.67) e (5.74), podemos escrever

Ψ̂′saida o(r2, t) =
√
ε/2Êsaida o(r2, t) + iσ̂

√
1/(2µ0)B̂o(r2, t) , com (5.76)

Êsaida o(r2, t) = Êent. o(r2, t)−
∫
d3r′

∫
dt′G(+)(r2, t; r

′, t′)µ0
∂2

∂t′2

[
χ(2)′

ooe (r′)Êo(r
′, t′)Êe(r

′, t′)
]
.

(5.77)

Dessa forma, considerando espalhamentos apenas em primeira ordem, podemos es-

crever

Ψ
′(2)
oo (r1, r2, t) = 〈vac|Ψ̂′o(r1, t)n

√
ε0

2
Êsaida o(r2, t)|ψ(i)〉 (5.78)

mais um termo com a permutação r1 ↔ r2, que simetriza corretamente a função

de onda. Daqui por diante omitiremos este termo de permutação, lembrando que

devemos considerá-lo para escrever corretamente o estado dos fótons gêmeos.

O estado |ψ(i)〉 não possui fótons com polarização ordinária e na equação (5.78)

são aplicados 2 operadores de campo que atuam sobre polarizações ordinárias sobre
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este estado, para depois se tomar o produto escalar com o estado de vácuo. Podemos

substituir esses dois operadores pelo comutador entre eles mais termos que resultam

em zero quando substitúıdos na equação (5.78). Utilizando as equações (5.51), (5.52)

e (5.49), o comutador relevante para o problema no limite em que desprezamos a

dependência da direção da polarização com a direção de propagação do modo é [3][
Ψ̂′o(r1, t1),

√
ε0

2
Êo(r

′, t′)

]
=

∫
d3k

~ω
2n(2π)3

ei[k·(r−r′)−ω(t−t′)]

=
−i~
4c2

∂2

∂t∂t′
G(+)(r1, t; r

′, t′) , (5.79)

em que na última igualdade foi utilizada a equação (5.72), que só é válida para

t > t′, o que é o caso em nosso exemplo.

Ao inserirmos o valor para Êsaida o(r2, t) da equação (5.77) na equação (5.78) e

utilizarmos a equação (5.79) para substituirmos o produto dos operadores Ψ̂′o(r1, t1)

e
√
ε0/2Êo(r

′, t′) pelo comutador entre eles mais termos com resultado nulo quando

aplicados em (5.78), obtemos

Ψ(2)′

oo (r1, r2, t) =
i~µ0

4c2

∫
d3r′

∫
dt′χ(2)′

ooe (r′)G(+)(r2, t; r
′, t′)×

× ∂2

∂t′2

{[
∂2

∂t∂t′
G(+)(r1, t; r

′, t′)

]
E ′3(r

′, t′)

}
, (5.80)

com E ′3(r
′, t′) ≡ 〈vac|nÊe(r′, t′)|ψ(i)〉. Substituindo a equação (5.72) e definindo

E ′3(r
′, t′) ≡

∫
d3k3Ẽ3(k3) exp(ik3 · r′ − iω3t), temos

Ψ(2)′

oo (r1, r2, t) =
i~µ0

(2π)6

∫
d3r′

∫
dt′
∫
d3k1

∫
d3k2

∫
d3k3

ω2
1

k1

(ω3 − ω1)
2

k2

× (5.81)

×χ(2)′

ooe (r′)Ẽ3(k3)e
i(k3−k1−k2)·r′−i(ω3−ω1−ω2)t′ei[k1·r1−ω1t]ei[k2·r1−ω2t] .

Podemos ver que quando observamos os fótons gerados no processo a uma distância

suficiente do cristal tal que o tempo que a luz demora para chegar aos pontos de

observação é maior que o tempo de duração do pulso incidente, a integral em t′

pode ser estendida até t′ = ∞, resultando em um termo proporcional a δ(ω3 −
ω1 − ω2). Portanto o termo (ω3 − ω1)

2 na equação acima pode ser substitúıdo por

ω2
2. A forma acima para a função de onda dos fótons gêmeos gerados pela conversão

paramétrica descendente é equivalente à obtida em tratamentos anteriores que usam

o formalismo tradicional da segunda quantização do campo eletromagnético com
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teoria de perturbação para a evolução do estado em uma formulação hamiltoniana

[88, 3].

Se utilizarmos a forma da equação (5.68) para a função de Green, chegamos

em uma forma mais intuitiva para o estado dos fótons gêmeos:

Ψ(2)′

oo (r1, r2, t) = − i~µ0

4(8π2)2

∫
d3r′

∫
dt′
∫
dk1

∫
dk2χ

(2)′

ooe (r′)E ′3(r
′, t′)×

×ω2
1

ei[k1|r1−r′|−ω1(t−t′)]

|r1 − r′|
ω2

2

ei[k2|r2−r′|−ω2(t−t′)]

|r2 − r′|
. (5.82)

Podemos interpretar a função de onda acima como sendo o resultado do espalha-

mento coerente de um fóton em dois por todos os espalhadores não-lineares presentes

no cristal. Em cada um desses processos, o fóton incidente gera um par de fótons em

modos de ondas esféricas emitidas a partir do ponto espalhador. As conservações de

energia e de momento no processo podem ser vistas como o resultado da indistingui-

bilidade fundamental sobre a posição e o tempo em que o par de fótons foi gerado,

o que nos força a somar coerentemente todas as amplitudes de probabilidade. Es-

sas amplitudes de probabilidade interferem destrutivamente quando a energia não é

conservada. Mas embora a soma das energias dos fótons gêmeos seja a energia do

fóton incidente, a energia de cada fóton pode assumir uma vasta gama de valores.

Portanto o par de fótons é emitido em um estado emaranhado em energia. Essas

amplitudes de probabilidade também interferem de modo a fazer com que a soma

dos momentos dos fótons gêmeos esteja associada ao momento do fóton incidente,

em uma maneira que depende da geometria do cristal, já que este pode adquirir

parte do momento do fóton incidente no processo. Mas o momento de cada fóton

também pode assumir uma vasta gama de valores, o que faz com que os fótons

gerados no processo também sejam emaranhados em momento linear.

Comparando as equações (5.81) e (5.63), a função de onda pós-selecionada dos

fótons gêmeos no espaço de vetores de onda k é proporcional a

Ψ̃(2)
oo (k1,k2) ∝

√
ω1ω2

n1n2

∫
dt′
∫
d3r′

∫
d3k3 χ

(2)′

ooe (r′)Ẽ3(k3)e
i(k3−k1−k2)·r′−i(ω3−ω1−ω2)t′ .

(5.83)

Consideremos que o fóton incidente esteja no modo de um feixe que se propaga na

direção ẑ e que cristal não-linear seja um paraleleṕıpedo com dimensões nas direções

x e y muito maiores que o diâmetro desse feixe. Sendo assim, as integrais em x′
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e y′ podem se estender ao infinito. O comprimento na direção z será considerado

muito pequeno, de forma que o termo (k3z − k1z − k2z)z
′ na exponencial possa ser

considerado zero na condição de casamento de fase ao longo do cristal e a integral

em z′ forneça uma constante. Para ilustrar o emaranhamento em energia e momento

desse estado, é conveniente fazer uma mudança de representação. Representaremos

vetores k como k = q + kzẑ e Ẽ3(k3) como Ẽ3(ω3,q3), uma vez que ω3 e q3 de-

terminam k3. A integral em k3z será aproximada por uma integral em ω3, já que

estamos considerando |q| � |k|. Com essas aproximações, a integral em t′ nos for-

nece δ(ω3 − ω1 − ω2) e as integrais em x′ e y′ nos fornecem δ2(q3 − q1 − q2). Dessa

forma, a função de onda no espaço de vetores de onda do estado pós-selecionado dos

fótons gêmeos pode ser escrita como [81]

Ψ̃(2)
oo (ω1,q1, ω2,q2) ∝ χ(2)′

ooe

√
ω1ω2 Ẽ3(ω1 + ω2,q1 + q2) . (5.84)

Vemos que não podemos escrever essa função de onda como o produto de uma função

de onda para o fóton 1 com uma função de onda para o fóton 2, o que caracteriza

o emaranhamento do sistema, tanto em energia quanto em momento.

5.6 Conclusões

Neste caṕıtulo, apresentamos uma extensão do formalismo de Bialynicki-Birula e

Sipe para funções de onda de fótons que inclui a interação de fótons com meios

cont́ınuos. A partir de considerações sobre conservação de energia, conclúımos que a

equação de onda do fóton deve ter o acréscimo de um termo relacionado às correntes

elétricas induzidas no meio devido à presença desse fóton. Dessa maneira, a equação

de onda que rege o comportamento de fótons em meios cont́ınuos se torna equivalente

às equações de Maxwell na matéria, o que está de acordo com os experimentos. Essas

correntes induzidas são o resultado da interação dos campos elétrico e magnético do

fóton com as cargas do meio. O fóton pode transferir energia e momento para o meio,

e a divisão da energia total e do momento total da excitação em partes material e

eletromagnética segue a divisão proposta nos caṕıtulos anteriores desta tese.

Ao aplicarmos o processo de segunda quantização ao formalismo de função de

onda de fótons, elevando as funções de onda ao status de operadores, nosso trata-

mento representa uma maneira alternativa de se tratar quanticamente a interação
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do campo eletromagnético com meios materiais. Como exemplo de aplicação de

nosso formalismo, o utilizamos para calcular o estado dos fótons gêmeos gerados

pelo processo de conversão paramétrica descendente, com resultados equivalentes

aos tratamentos que utilizam a segunda quantização do campo desde o prinćıpio,

mas com uma interpretação mais intuitiva. Um artigo cient́ıfico com os resultados

deste caṕıtulo está em fase de preparação [89].



Caṕıtulo 6

Conclusões

Nesta tese consideramos alguns aspectos fundamentais da interação de ondas eletro-

magnéticas com meios cont́ınuos, tanto em um tratamento clássico quanto em um

tratamento quântico baseado no conceito de funções de onda de fótons.

Na primeira parte da tese, mostramos que a energia e o momento de ondas

eletromagnéticas clássicas em meios lineares não-absorvedores podem ser divididos

em partes material e eletromagnética, em que as partes eletromagnéticas da den-

sidade de energia ue.m., da densidade de momento pe.m. e do fluxo de energia Se.m.

podem ser consideradas iguais às expressões no vácuo quando escritas em termos

dos campos elétrico e magnético médios:

ue.m. =
ε0

2
|E|2 +

1

2µ0

|B|2 , pe.m. = ε0E×B , Se.m. =
1

µ0

E×B . (6.1)

No caṕıtulo 3, apresentamos diferentes modelos para meios lineares em que a

parte material da densidade de energia pode ser obtida diretamente dos modelos,

sendo a soma das densidades de energia potencial e cinética das cargas dos meios. Já

o fluxo de energia material é o resultado de um efeito relativ́ıstico que ocorre quando

um dipolo magnético está sob a ação de um campo elétrico. Essas formas adotadas

para as densidades e fluxos de energia eletromagnética e material são compat́ıveis

com a conservação local da energia.

No caṕıtulo 4, calculamos o momento transferido para meios lineares não-

absorvedores e não-dispersivos devido à presença de uma onda eletromagnética plana

pulsada diretamente pelo uso da força de Lorentz em um série de exemplos, todos

compat́ıveis com conservação de momento quando a parte eletromagnética da densi-
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dade de momento é considerada igual à que propomos na tese. Também verificamos

a validade da divisão proposta para o momento de ondas eletromagnéticas em meios

lineares em um experimento imaginário, mostrando a concordância do tratamento

com a teoria da relatividade especial.

Os resultados desta tese sobre a energia e o momento de ondas eletromagnéticas

clássicas em meios lineares enriquecem um debate secular, conhecido como debate

Abraham-Minkowski, sobre qual a forma correta para o tensor energia-momento

eletromagnético em um meio linear [7]. Embora a conclusão eventual deste de-

bate seja a de que existem inúmeras maneiras compat́ıveis de se dividir o tensor

energia-momento total em partes material e eletromagnética, todas levando às mes-

mas previsões experimentais, acreditamos que a maneira que propomos seja a mais

natural e intuitiva, como demonstrado nos diversos modelos apresentados, se en-

caixando de forma mais elegante nos conceitos fundamentais do eletromagnetismo

clássico.

Na segunda parte da tese, que compreende o caṕıtulo 5, propomos uma ex-

tensão do formalismo de Bialynicki-Birula e Sipe para funções de onda de fótons que

inclui a interação com meios cont́ınuos. Partindo de considerações sobre conservação

de energia, acrescentamos um termo à equação de onda do fóton que é resultado da

interação do fóton com o meio, fazendo com que ela se torne equivalente às equações

de Maxwell na matéria. Em seguida aplicamos o processo de segunda quantização

à função de onda do fóton em um meio linear não-dispersivo, elevando as funções

de onda ao status de operadores, o que permite a descrição de fenômenos pura-

mente quânticos. Como exemplo de aplicação do formalismo, o estado dos fótons

gêmeos gerados pelo processo de conversão paramétrica descendente foi obtido em

concordância com trabalhos anteriores. O trabalho desse caṕıtulo resulta em uma

maneira alternativa para se descrever quanticamente as interações entre a luz e a

matéria.
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