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Resumo

Nos estudamos numericamente a selecao do padrao na equacao de Swift-Hohenberg
com condi¢ao de contorno periédica. Duas abordagens foram utilizadas para a anélise
da evolucao do padrao: a contagem de defeitos em funcao do tempo e a determinagao
do modo dominante no espago de Fourier escolhido pelo sistema, a partir de diferentes
condicoes iniciais. Pudemos comprovar que o intervalo de estabilidade do padrao é limi-
tado por uma instabilidade secundéria e que o decaimento do nimero de defeitos segue
uma dependéncia temporal em lei de poténcia, nao sendo causado por aniquilacao de
pares. Buscamos, ainda, o controle do padrao através de um esquema de realimentacao

de um modo diferente do mais instavel.

Palavras-chave: convecgao, padroes, instabilidade hidrodinamica



Abstract

We study numerically the pattern selection process in the Swift-Hohenberg equation
with periodic boundary conditions. Two approaches were used for analyzing the emer-
gence of the pattern: counting defects as a function of time and the determination of
the dominant mode in Fourier space selected by the system, starting from diverse initial
conditions. We find that the region of stability for patterns is limited by a secondary
instability (the Eckhaus instability). The number of defects decays as a power-law with
time. Although pairwise annihilation of defects should in principal generate power-law
decay, this mechanism does not appear to apply in the present case. We seek, as well, to
control the pattern through a feedback scheme, to selectively stabilize a mode different

from the one with the highest growth rate.

Keywords: convection, patterns, hydrodynamic instability
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1 Introducao

Instabilidades surgem quando um parametro de controle passa por um valor critico
tal que o estado, até entao estavel, passa a ser instavel, e o sistema deve encontrar
um novo regime estacionario. Esse tipo de processo é bastante comum no campo de
hidrodinamica, sendo o principal exemplo a instabilidade de Rayleigh-Bénard. Nesse
caso, o regime estaciondrio é o conhecido fenémeno de conveccao'. Para as condicoes
especiais dessa instabilidade, o regime é caracterizado pela formacao de rolos de convecgao,
onde o fluido apresenta um movimento circular entre placas horizontais que mantém uma
diferenca de temperatura entre si. Tal gradiente de temperatura deve ser suficientemente
grande para provocar a mudanca de estabilidade do estado em repouso, sendo entao
um dos principais fatores na definicao de nosso, ja mencionado, parametro de controle.
Porém, para definir um gradiente “grande o suficiente” precisamos compara-lo aos demais
processos, dissipagoes que tendem a estabilizar o sistema. E nesse regime de rolos que
podemos falar da dinamica de um padrao, onde dois rolos consecutivos (com circulagao
contraria) definirao uma célula da estrutura do padrao. A busca por um estado com células
de tamanhos iguais equivale, entao, a busca de um padrao ideal. Mas temos ainda que
esse estado estacionario encontrado pelo sistema pode nao ser estavel a flutuagoes. Assim

podemos ter instabilidades secundarias que deverao delimitar a regiao de estabilidade

para o estado estacionario decorrente da instabilidade primaria.

Neste trabalho apresentaremos a analise tedrica do surgimento e dinamica do processo
de instabilidade de Rayleigh-Bénard (capitulo 2) e de uma equagao que modela seu com-
portamento, no que concerne a formagao do padrao (capitulo 3). Tal equagdo modelo é a
equacao de Swift-Hohenberg que serd estudada numericamente ao final deste texto, nos
capitulos 4 e 5, onde estudamos os métodos utilizados e apresentamos os resultados das

simulagoes, respectivamente. Os resultados e conclusoes sao discutidos no capitulo final.

1Usaremos neste texto instabilidade e conveccio de Rayleigh-Bénard como sinénimos.



11

2 Conveccao e Instabilidade

A convecgao é uma das instabilidades mais presentes na natureza e de maior interesse
didatico, dado seu intuitivo processo fisico. E na base de sua representacao mais tradi-
cional, a convecgao de Rayleigh-Bénard (ver referéncias em [2, 3]), que trataremos aqui
do surgimento da instabilidade e apresentaremos as condigoes para estabilidade do fluxo

estacionario na forma de rolos de conveccao.

2.1 Surgimento da Instabilidade de Rayleigh-Bénard
Discussao Qualitativa: A Fisica do Processo

Na montagem de Rayleigh-Bérnard temos o fluido confinado entre uma superficie
plana horizontal inferior submetida a uma temperatura 7j, e uma superficie superior pa-
ralela a primeira que encontra-se a temperatura T}, tal que AT = T, — T, > 0. As
superficies sao separadas por uma distancia h, como mostra a figura 1. Dada uma di-
ferenca de temperatura AT nao muito grande, de forma que o fluido ainda estard em
repouso, temos a estratificacdo da temperatura no fluido e, consequentemente, da densi-
dade do mesmo. Assim, o fluido mais denso encontra-se acima do menos denso devido
a temperatura maior na placa inferior, e respeitando a Lei de Fourier para conducao de
calor, em um sistema com comprimento horizontal infinito o perfil de temperatura sera
T(z) =T, — Bz, onde z é a coordenada vertical de posigdo e f = AT/h é o gradiente de
temperatura. Parece-nos bastante intuitivo que tal sistema esta num estado instavel, uma
vez que a energia potencial pode ser diminuida com a troca de posicao do fluido denso
com o fluido menos denso, abaixo. Partindo disso, desenvolveremos durante esta secao
uma analise das condigoes para que a instabilidade comece, e sua evolugao ¢, basicamente,

o assunto de todo este trabalho.

Tomemos um elemento de fluido menos denso que comegou um movimento vertical

devido a alguma flutuacao. Ele sentira uma diferenca de densidade do fluido ao seu redor
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Figura 1: Problema de Rayleigh-Bénard (repouso): FEstratificagcao da temperatura e den-
sidade para bairos divergentes de temperatura.

e, portanto, um empuxo. Ou seja, a perturbacao sera amplificada. Entretanto, existem
fatores dissipativos envolvidos que tendem a estabilizar o processo: a viscosidade do
fluido se opondo ao empuxo e a condugao térmica diminuido a diferenca de temperatura,
e portanto de densidade, entre a flutuacao e a da regiao que a cerca. Sendo assim, somente
para um gradiente de temperatura suficientemente grande, o sistema se tornara instavel.
Uma vez que a instabilidade comega, a dissipacao leva o fluido a um fluxo estacionario na
forma de rolos. Para um sistema com largura infinita, os rolos sao paralelos e uniformes.
Uma célula unitaria sera definida como dois rolos, ja que rolos consecutivos tem circulacoes
contrarias. O comprimento da célula é o comprimento de onda A. = 27 /k., como mostra

a figura 2.

<] @@{@@;@X@i :

X
A

Figura 2: Problema de Rayleigh-Bénard (convecg¢ao): Rolos estaciondrios sao formados
pela instabilidade.

Discussao Semi-quantitativa: Analise Dimensional

Apesar dos argumentos mencionados anteriormente, precisamos de uma afirmagao

mais concreta que “um gradiente suficientemente grande”. Nesse sentido, uma discussao
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dimensional é suficente para fornecer-nos um parametro que possa medir quao grande é
o gradiente de temperatura em relacao aos outros processos relevantes: a viscosidade e a
difusdo de calor. Esse parametro é o nimero de Rayleigh (Ra ou, simplesmente, r), que

sera nosso parametro de controle.

O gradiente de temperatura, por meio da estratificacao da densidade, gera um empuxo
sobre um elemento de fluido préximo a placa inferior. Esse empuxo nos leva ao tempo
caracteristico gasto para que este elemento de fluido chegue até a placa superior, pelas

relagoes que se seguem:

<I=
I
—
I
S]

Apg ~ p= (2.1)

onde usamos a for¢a por volume resultante f = Apg, dada pela diferenca entre o empuxo

e a forga peso.

Tomemos, ainda, o coeficiente de expansao térmica, «, dado por:

~ldp

- pdl
= Ap=p(h) = p(0) = apAT
Substituindo isso na equacao 2.1, temos:
h
gapAT ~ p—

B
h

gaAT

TS~ (2.2)
Os fenomenos dissipativos, condugao de calor e a viscosidade, sao dados por equagoes
de difusao, da forma:
oT = kV*T

0,0 = vV3Q

onde k ¢é a difusividade térmica e v a viscosidade cinética. Por analise dimensional similar

a feita acima, podemos escrever:

To "~ h2/k’
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7, ~ h* /v

Temos, entdo, que se T4 > 74T, a instabilidade ndo terd tempo de crescer, antes que
a viscosidade e a conducao de calor uniformizem a velocidade e a temperatura, respecti-
vamente. Definimos, entdo, o parametro de Rayleigh (r ou Ra):

ToTy agATh?
% kv

Ra=r (2.3)

A instabilidade surgird para um numero de Rayleigh superior a Ra., independente-
mente do fluido em questao. A partir de Ra. os processos dissipativos nao tém tempo
de “frear”uma flutuacao antes que ela seja amplificada. A dissipacao leva o fluxo a uma

saturacao, sendo o estado final do fluido um fluxo estacionario.

Outro parametro de interesse no processo é o nimero de Prandtl, Pr. Ele é dado
pela razao entre a viscosidade e a difusividade térmica, definindo qual desses processos

dissipativos domina. Podemos, entao, escrever:

To

Pr

v
T, k
Analise de Instabilidade: Modelo Simplificado

Inspirados pela discussao anterior, buscamos, nesta andlise, caracterizar a instabili-
dade analisando uma flutuacao na temperatura numa parcela do fluido e o consequente
movimento vertical desta. Outras simplificacoes serao usadas durante a discussao e resul-

tados mais precisos serao alcancados na proxima secao, entretanto esta andlise é interes-

sante por apresentar o processo de maneira intuitiva.

Tomemos o fluido em repouso com variagao linear da temperatura, como citado no
inicio deste capitulo:
T(z)=To=T,— Bz

onde f = AT/d. A densidade varia da forma:
po(z) = p[To(2)] = (1 + aBz)ps
O indice b ¢ relativo a placa inferior (“bottom”), e o indice 0 indica o fluido em repouso.

Consideremos que uma flutuagao na temperatura tenha surgido no fluido, tal que:

T(z) =To(z) + 0(x)
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Aqui incluimos a principal simplificacao: 6 independente de z. Apesar de evitar contas
mais complicadas isso representa uma situacgao irreal, sendo as conclusoes desta analise
inicial bastante limitadas. Além disso, isso nos leva a um sistema unidimensional, no
sentido de que os campos de interesse (a velocidade @ e a flutuagdo da temperatura 6
dependem apenas de z. A justificativa fisica para tal simplificacao é que apenas a diferenca
de densidade entre elementos de fluido na mesma altura influenciam no empuxo, assim

um modelo com dependéncias espaciais no plano horizontal deveria ser suficiente.

Uma parcela do fluido sente a forca peso e a pressao do fluido ao redor. Em equilibrio

temos a forca resultante igual a zero:

=f=0=-Vp—pgi

<| ™

entao, na coordenada vertical:
—0.p = po(2)g
Na presencga de uma perturbacao na temperatura 6, a densidade passa a seguir uma nova

funcdo em z, p(z). Dessa forma a forga por volume ja nao estd mais em equilibrio:

—0.p — pg = [po(2) — p(2)lg = glps(1 +apz) — pp(1 + Bz — ab)]
= pyagl

assim, a equacao de evolugao para a componente vertical da velocidade é dada por:

o, = vo*u, + agh (2.4)

O segundo termo do lado direito da igualdade advém da viscosidade, dependendo da se-
gunda derivada no espago como citado anteriormente. Desprezamos a dependécia vertical

da flutuacao no outro termo que representa o empuxo.

Temos ainda a equacao de calor para temperatura:

AT + (i - V)T = kd>T

mas podemos facilmente comprovar que: 9;T = 9;0; (d - V)T = u,0,Ty = —Pu,; O*T =
926. Portanto,
o — Pu, = ﬁ@ﬁ@
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reescrevendo,

0,0 = k0?0 + Bu, (2.5)

E interessante notar aqui, que teremos a amplificacdao da flutuacao para S # 0, uma
vez que as equacgoes 2.4 e 2.5 serao acopladas. Entretanto, como veremos posteriormente,
o divergente devera ser positivo e maior que um certo valor para que a instabilidade surja.

Esse erro é fruto da simplificacao que utilizamos.

Podemos analisar estas equagoes por perturbagdes da forma de modos de Fourier [4]

se supomos um sistema horizontalmente ilimitado. Ou seja:

u, = U(t) coskx , 0 = O(t) cos kx

Se supomos crescimento exponencial de U(t) e O(t), ou seja, U(t) = U e e O(t) =

O e, onde U e O sao constantes. Assim as equacoes 2.4 e 2.5 ficam:

(s + vk*)U — agO = 0
(s +KE*)O —BU =0

ou, reescrevendo esse sistema algébrico em forma matricial:
s+vk? -« U 0
g — (2.6)
—B s+ kk? S} 0
logo, para que exista uma solucao nao-trivial, o determinante deve ser nulo:

s+vk® —ag
B s+ kk?

ou equivalentemente:

s°+ (v + Kk)k*s + kvk® — agB =0

assim, a taxa de crescimento s esta relacionada ao vetor de onda da perturbacao e contém
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o parametro de controle 5. As raizes da equacao serao:

s=5y = —%(V+li)k)2:|:\/z
A = (v—k)*k' +4agB
sp+s =% = —(v+r)K
sps. =1 = wrvk? —agpB

Nao existem solugdes instaveis oscilatérias, ou seja, com raizes complexas (A < 0 =
f < 0), pois uma vez que a parte real 3 continuara negativo, a perturbagao sera amorte-

cida.

Os autovalores serao reais para S > 0 e, necessariamente, s_ < 0. Portanto, a
instabilidade ocorre para sy > 0, ou seja, II < 0, e estabilidade neutra para s, = 0, ou

seja

agf = kvk?

Nesta analise simplificada, os modos com

1/4
k< (_gﬁ)
KV

sao sempre instaveis. Este resultado (errado, em geral) é modificado uma vez que levamos
em conta o amortecimento devido a viscosidade na presenca de cisalhamento horizontal
(0,u,). Entretanto, este modelo representa bem a situagao real para k > w/h. Isto
porque, para um pequeno comprimento de onda, a célula de convecgao serd estreita, de
forma que as dissipagoes associadas ao cisalhamento vertical e ao gradiente de temperatura

horizontal dominarao.

2.2 Equacoes de Movimento e Regiao de Estabilidade

Nesta secao apresentaremos as equacoes que regem a conveccao de Rayleigh-Bénard.
Obviamente, o ponto de partida sdo as equagoes de Navier-Stokes para o campo @ (a

velocidade do fluido) e de calor. Essas sao dadas, respectivamente, por:

p0,it + pii-Vii = pX — Vp+nV3i (2.8)
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sendo, ¢y o calor especifico a volume constante, k a condutividade calorifica, X a forca

externa por massa sobre o fluido e ® a taxa de dissipacao por volume, que é da forma:

1
b = 2770ij0ij onde Oij = 5(811,6] + 3Juz)

Trataremos um fluido incompressivel, tal que:
V= ajU]‘ =0

onde usamos que indices repetidos sao somados. Assim, o ultimo termo na equacao 2.9

serd nulo.

Quando ainda em repouso a densidade é dada pela equagcao:
p=po[l — (T —Tp)]

aqui, o indice em pg e Ty refere-se a posicao z = 0.

Neste ponto, é conveniente introduzirmos a aproximagao de Boussinesq [3]. Para flui-
dos geralmente utilizados em laboratério, ou mesmo para aqueles comumente presentes
na natureza, é valido afirmar que para uma pequena variacao de temperatura, as conse-
quentes variagoes de 1, ¢,, k, a e da densidade sao ordens de grandeza menores, podendo
ser desprezadas. Entretanto, a variacao da densidade é mantida, apenas, no termo do

empuxo: pX; = po(1l — aAT)g.

Portanto, a equacao de Navier-Stokes pode ser escrita, na aproximacao de Boussinesq,
como:

1 J
Ou; + u0ju; = ——0;p — (1 + _p> g 0i3 + vV (2.10)
Po Po

com i—’o’ =—a(T —Ty)

Trataremos a equagao de calor com ¢, e k constantes. Podemos, ainda, desprezar o
termo ® em comparacao ao termo de condugao de calor. Isso vale porque a velocidade
é da ordem [agATd]Y? | entdo ® ~ n(u/d)* ~ nagAT/d enquanto o termo de conducao
de calor é de ordem KAT/d?. A razdo entre a fonte ® e o termo de condugao de calor
é, entao, de ordem nagd/k ~ 1077 ou 1075 para d ~ 1 cm, em fluidos tipicos (4gua,

mercurio).

A equacao de calor seré:

0T + u;0;T = kV*T (2.11)
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onde k = k/poc, é a difusividade térmica.

Existe uma solugao estaciondaria simples para as equacoes 2.10 e 2.14:
uj=0eT =Ty— P20 =AT/d (2.12)
Nesta situacao a pressao segue:

d.p = —pg

com o perfil linear de temperatura:
p = poll +apfz] = po[l +a(Ty — T)))
e, portanto:
p=po— gpo(z +1/2082°)
este é o estado inicial estacionario do fluido.

Como mencionado anteriormente, para numeros de Rayleigh maiores que r. essa
solugao sera instavel. Isso pode ser verificado por uma analise perturbativa linear, cujos

passos principais sao apresentados resumidamente abaixo.
Podemos escrever as equacoes de movimento linearizadas da forma:

1
Oy = —p—@i(ép) —0g ;3 + vV, (2.13)
0

20 = uiB+ KV (2.14)

onde u; é agora uma perturbacao a solucao trivial, e 6 é a perturbagao da temperatura,
sendo esta dada por T" = Ty, — fz + 6. Apds alguma &dlgebra é possivel encontrar as

equacoes de movimento para a componente z das perturbagoes, da forma:

¢ = VV?C
OViw = ga(d2+82)0 +vViw

onde w =u, e ( =Q, = (V x ). Assim, a equacao de calor é escrita como:
0,0 = pw + KV
Para fronteiras rigidas e temperaturas fixas nas placas, temos as condicoes de 6 =

w=wu; =0 para z =0,d e i = x,y,2z. Além disso, por consequéncia temos que V - 4 =

0 = 0,w = 0 nas fronteiras.
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Mas,
¢ =Q, = 0yuy + Oyu,

portanto ¢ = 0 nas fronteiras.

A anélise de estabilidade se d4 através da suposicao de perturbacgoes da forma:

{w,0,(} = {W(2),0,Z(2)}expli(kyx + kyy) + st] (2.15)

Nao iremos adiante nesta andlise, nos limitando a apresentar as consequéncias mais
importantes. Entretanto, podemos notar que uma perturbagao desta forma crescera no
tempo para valores positivos de s. Ou definindo um parametro adimensional, o = sh?/v,
que deve ser igualmente positivo para que surja a instabilidade!. E esta condicao que nos

leva ao valor de r,.

Temos que para r < r., ¢ ¢ negativo para qualquer k£, mas em 7. existe um tnico
valor |k| = \/kZ + k% = k. tal que o(k.) = 0. Esse vetor de onda critico ¢ da ordem do
inverso da distancia das placas, ou seja, k. ~ 1/h. De fato, em r = r. temos estabilidade

neutra?.

Para valores de r > r., perturbacoes com k # k. podem se tornar instaveis. Duas
situagoes sao possiveis, k < k. e k > k.. No primeiro caso, os rolos terao uma forma
mais achatada, sendo a altura limitada pelas placas e o comprimento de onda maior que
no caso ideal (k.). O nimero de Rayleigh critico em fungao de k, r.(k), nesse caso, serd
proporcional a k~2. J4 no segundo caso, os rolos sao finos, com excesso de movimento
vertical. Isso causa um aumento na contribui¢ao do cisalhamento vertical e no gradiente
de temperatura horizontal, provocando uma dependéncia r.(k) o< k*. Assim, a regiao de
instabilidade ¢ definida pela linha pontilhada na figura 3 e, nas proximidades da transicao,
s é dado por:

ToS = € — 5§(k — kc)2

Sabemos, entao, que, para sistemas na regiao instavel (r > r.(k)), uma flutuagao
pode crescer exponencialmente, esse é o estagio linear. Porém, o sistema pode alcancar
um movimento estaciondrio sendo o crescimento inicial saturado por dissipacoes. Uma

solugao estacionaria é, entao, alcancada na forma de rolos de conveccao. Entretanto,

! o é comumente chamado de taxa de crescimento da perturbacao

2Nao confundir k£, médulo do vetor de onda que serd usado a partir deste ponto, com k, a condutividade
calorifica usado anteriormente
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a estabilidade destas solugoes nao é garantida, sendo necessario avaliar a evolucao de
perturbacoes infinitesimais, podendo surgir instabilidades secundarias. A regiao para a

qual os rolos sdo estdveis é definida como “balao de Busse” ([5], [6]), em homenagem

a F. Busse que indentificou muitas dessas instabilidades secundarias.

Esse regiao de
instabilidade é representado na figura 3 para um sistema horizontalmente infinito.

R instabilidade
secundaria

conveccdo de
rolos instavel
/

i1 conveccgdo de 4
\ rolos estavel /!
\ /
| ff
-2
/ 4
\
K™ /K
\ I's
1 f/
\\ y
\ /
A} o~
N condugao
R | .
S
kc

Figura 3: FEstabilidade dos Rolos de Convecgao: Diagrama esquemdtico para convecgao
de Rayleigh-Bénard mostrando nimero de Rayleigh r por vetor de onda q. A linha sdlida
delimita a regido de solugoes nao-lineares periddicas estdveis. Figura retirada de [5].

Esta discussao da estabilidade do “padrao”de rolos sera extendida e aprofundada no

capitulo seguinte. Apresentaremos uma equacao que servira de modelo para este estudo,

e é a partir dela que todo nosso trabalho numérico foi desenvolvido como veremos no
capitulo 5.
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3 Padroes

No estudo de padroes, muitas vezes lidamos com sistemas cuja estrutura espacial nao
é fixa no tempo. Nesse caso, a abordagem de sistemas dinamicos dissipativos nao é mais
util, sendo a andlise mais sutil. Este é o caso de sistemas “fracamente confinados”, que
trataremos, onde o nimero de modos interagindo é regido por efeitos de confinamento
pela “razao de aspecto”, ao invés do nimero de processos fisicos independentes, em con-

traposicao aos sistemas dinamicos dissipativos.

Primeiramente, discutiremos o comportamento

3.1 Tratamento Linear e Razao de Aspecto

Em sistemas que apresentam padroes espaciais nao podemos desprezar o papel da
fronteira fazendo-a tender a infinito. Isso porque as dimensoes do padrao, ou seja, o com-
primento de onda da modulacao, nao pode ser infinitesimalmente menor que o tamanho
do sistema. Caso contrario, o proprio padrao seria imperceptivel. O tamanho do sistema,
entao, deve ser considerado relativo ao comprimento de onda mais instével (A. = 27/k.).
A relagao L/A. é que define um sistema “fracamente confinado” como o que estamos in-
teressados. Para tanto, o sistema deve ter L > A., de forma que as fronteiras sao pouco
importantes e outras explicacoes sao esperadas para o surgimento e a forma do padrao.
Podemos classificar o tamanho do sistema mais quantitativamente com base na discussao

que se segue.

Assumimos um sistema com fator de crescimento o(k,7) € R, ou seja, a instabilidade é
nao oscilatoria. Lembramos que 7. é definido como o minimo da condicao de estabilidade
neutra, o(k,7) = 0 em funcdo de k. A instabilidade é chamada celular se k. # 0. A

condicao de estabilidade neutra para uma perturbacao com vetor de onda k, é dada por:

e =&k — k.)? (3.1)
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onde, € = =< ¢ § ¢ o comprimento de coeréncia. Como pode ser verificado para con-

vecgao, em geral, & ~ 1/k,.

O ntumero de graus de liberdade do sistema pode ser estimado de maneira ingénua
calculando-se como o niimero de células elementares, supondo-as independentes. Para um
sistema de tamanho L e com células de largura \./2 = 7/k. (ou seja, um comprimento

de onda corresponde a duas células), o nimero de células seré:

(3.2)

Aqui, I' é a razao de aspecto intrinseca do sistema, uma vez que vale, apenas, para a

instabilidade em questao, em k.. Podemos, ainda, definir:

= (3.3)

L
h
sendo que h é o tamanho do sistema na direcao do processo de instabilidade, por exemplo,
na conveccao de Rayleigh-Bénard serd a distancia vertical entre as placas. Além disso,
podemos relacionar h com k. como sendo h ~ 1/k., ja4 que h é da ordem do tamanho de
uma célula elementar, e portanto, da ordem de A., como mostrado na figura 2. Equacao

3.3 pode entao ser derivada da Equacao 3.2 e define a razao de aspecto extrinseca que

leva esse nome por depender apenas da geometria do sistema.

Esta forma simples, entretanto, superestima o numero real de graus de liberdade
quando préximo a transicao. Isso se deve a correlacao imposta pela coeréncia ma-
croscopica. Para que isso seja entendido, tome a taxa de crescimento linear o do modo k,

dada por:

700 = € — & (k — k,)? (3.4)

onde 7y é o tempo caracteristico de relaxacao de um modo instavel tipico. Tome o caso
“unidimensional” (uma varidvel horizontal) com condigoes de contorno periédicas a uma
distancia L. Serao permitidos apenas vetores de onda multiplos de dk = 27/L. Pela

Equacao 3.4, a largura do intervalo de vetores de onda instéveis [k. — A, k. + A] pode ser
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encontrada, dado que o deve ser positivo para que o modo seja instavel.

o

g >
e— &k —Fk)? >
&k —k)?* <

o

[

€ _ e
k—k| < — =
ks g T
A = LE (3.5)
€o
E o ntiimero de modos excitaveis An, sera:
(2A) L
An =2——"=2—-/e =2 :
=2 S g Ve AV (3.6)

onde o primeiro fator 2 leva em conta os dois modos, com k positivo e negativo, e usamos
& ~ 1/k. ~ h. Assim no estdgio linear, isso ¢, préximo a transi¢do os graus de liberdade

sao reduzidos por um fator de /€ em relagao a estimativa puramente geométrica.

Podemos interpretar uma solucao de pacote de onda, com varios estados excitados,
como uma modulacao da solucao periddica de vetor de onda k.. Voltando para o espaco

fisico, vemos que a escala de comprimento tipica da modulacao é O(1/4/€).

A escala de comprimento diverge na transicao, tornando o modo mais instavel coerente
sobre todo o sistema. Isso é analogo ao resultado de campo médio para fendomenos criticos,
€ ~ |T — T.|7"2, onde ¢ é o comprimento de correlacdo e T' a temperatura. Apds a

transicao, mais modos sao excitados, e o comprimento de coeréncia é reduzido a:

_ %o
Ve

A relacao entre os comprimentos &, L, e )., define o regime de nao-linearidade do

13 (3.7)

sistema:

e Se ¢ > L, o problema deve ser resolvido com o tamanho finito do sistema levado em
conta. Sendo, entao, € pequeno teremos um regime de poucos graus de liberdade.

o LL> &> )\, oregime é fracamente nao-linear

o L > ¢ > )\, oregime é fortemente nao-linear

Para os casos em que L > ¢ (dois ultimos), a ideia de padroes periédicos modulados
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por um “envelope” passa a fazer sentido. Esta ideia sera discutida analiticamente mais

adiante neste capitulo.

3.2 A Equacao de Swift-Hohenberg

A analise nao linear das equacoes completas que descrevem a convecgao é muito com-
plicada. Para que seja feito algum avanco no entendimento dos processos que acontecem
longe do equilibrio, ¢ comum utilizar-se de equacoes modelos. Em especial na modelagem
de sistemas fracamente confinados, as dependéncias mais relevantes sao as horizontais.
Assim, podemos considerar modelos com uma ou duas dessas dimensoes com as propri-
edades mais importantes do sistema sendo levadas em conta. Esse tipo de modelagem
(com dimensoes espaciais reduzidas) traz ainda vantagens computacionais (menos tempo

gasto e dados armazenados), mas principalmente, torna a visualizagdo muito mais facil.

A forma desses modelos advém das equagoes completas, seja por algum tipo de
deducao matematica, ou mesmo por argumentos qualitativos a respeito da correspondéncia
entre suas propriedades. Assim motivados, apresentaremos, aqui, a equacao de Swift-
Hohenberg, que pode ser, de fato, deduzida das equagoes de movimento com aproximagao
de Boussinesq para convecgao. Entretanto, nos limitaremos a introduzi-la e comprovar
a sua compatibilidade com as equagoes originais no contexto da formacao do padrao de

rolos. Organizamos tais propriedades a seguir:

1. em r = r. surge uma instabilidade nao oscilatéria, com vetor de onda k. finito;

2. para € = ”;—T > 0, a amplitude global da conveccao é proporcional a e'/? (nao

linearidade ciibica) e,

2

3. a faixa de modos instaveis é da forma (k. — &k, k. + 6k), com 0k o €'/2; a taxa de

crescimento tem a forma:

o(k) = Ae — B(k — k.)* ;
4. o sistema tem simetria translacional e rotacional no plano z — y.

Essas condigoes juntas nos levam a equacao de Swift-Hohenberg:

100 = (e — &NV + k2)?) u — gu® (3.8)
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ou de forma adimensionalizada:
Ou(T,t) = eu — (V2 + k2)%u — u?

onde 7 = (z,y). A adimensionalizagao se d4 tal que as unidades de tempo e velocidades
sao escolhidas para eliminar os coeficientes que sao, por sua vez, dependentes de p, k, «,

etc. Da forma, t' — t/7,2" — T/ e v — g/?u.

Assim, a segunda propriedade é verificada diretamente, pois para uma solugao esta-
ciondria com k ~ k. podemos escrever 0 = €|u| — |ul3, com solugdes |u| = 0 e |u| = /.
Mas, como esperamos uma solu¢ao nao trivial para € > 0, entao somente a segunda

solucao é de interesse, que atesta exatamente o que queriamos demonstrar.

Podemos comprovar facilmente as propriedades restantes, supondo u(Z,t) = e%ei*% e

linearizando a equacao. Obteremos:
o=c— (k* - k?)?

entao, o > 0 é possivel apenas para € > 0, e, para que € > 0, 6k = k — k. deve estar no
intervalo (—+/€/2,+/€/2) . O fato da taxa de crescimento depender apenas do médulo de

k ja é suficiente para provar sua simetria rotacional.

A equacao de Swift-Hohenberg traz uma grande simplificagao ao problema de formacao
de padroes na conveccao. FEntretanto, ela nao é suficiente para que o estudo fora de
equilibrio seja feito analiticamente, dada sua nao linearidade. Sendo assim, serd ne-
cessario ainda um estudo numérico, que faremos na base dos métodos apresentados no
capitulo que se segue. Nossos resultados para esse estudo podem ser vistos no capitulo
resultados. Ao longo do restante do presente capitulo, buscaremos solucoes estacionarias

e as condicoes de sua estabilidade.

3.3 Solucoes Estacionarias

Nesta secao, buscaremos solucoes estacionarias para equacgao de Swift-Hohenberg,
apresentada na secao anterior. Esta solucao sera a base da deducao da equacao de envelope

e da analise perturbativa que fecham este capitulo.

Em geral, uma equacao de evolugao nao linear pode ser escrita da forma:

du
= Folu) = £,(u) + N(w) (3.9)
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onde N(u) é o termo nao linear. Buscaremos nesta segdo a solugao para algum ponto
no espago de parametros acima daquele no qual o primeiro modo instavel muda sua
estabilidade (taxa de crescimento nula). Para tal ponto r., o problema linearizado £,u = 0

tem uma solucao nao trivial, L.u. = 0.

Isso caracteriza um problema de perturbacdo singular [7]. A perturbagao singular
diferencia-se da regular por suas solugoes diferenciarem-se fortemente daquelas nao per-
turbadas. Ou seja, tomando o parametro ¢, que representa a intensidade da perturbacao,
e fazendo-o cada vez menor na solucao singular nao tenderemos a solugao obtida sem a

perturbacao desde o inicio, se é que a ultima solucao existe para o caso.

Nosso problema pode ser entendido como uma busca termo a termo da expansao de
Taylor de uma funcao implicita relacionando a amplitude do estado bifurcado, u, com
o parametro de controle, r. Introduzindo um parametro “formal” ¢, podemos fazer esta

expansao explicital:

u = cuy(z) + 2ug(x) + . ..

(3.10)
e=cr;+ ¥y + ...
Trataremos o caso da equagao de Swift-Hohenberg:
100 = (e — &NV + k2)*) u — gu® (3.11)

onde procuramos a solugao ao redor do ponto critico, k = k. e €(k.) = 0.

Definimos, por uma questao de organizacao, os operadores:

L, = (e—=&(V*+k)?

N@w) = —gu*
L. = —4(V*+E)?
L, = e+ L,

=Fe ' parametro que

r

le é o parametro formal inserido na andlise perturbativa. Nao confudir com e =
mede a distancia a transicao
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Buscamos solugoes para dyu = 0, ou seja:

Liu+N(uw) = 0
= L.|euy(x) + uy(x) +...]
+lery + e%rg + .. Jeur (x) + up(x) + ... ]
—gleuy (x) + 2ug(x) +...°
= e[Lou]
+e[Leug + riuy]
+&3[Lous + rous + riuy — gud]

+...

Os termos de cada ordem em ¢ devem se anular independentemente, assim até terceira

ordem:

Ecul = 0

ECUQ = —I"Mu

Lous = —roup — riug + gud (3.12)
ou, de forma geral:

A equacao em primeira ordem em € é homogénea. Sendo assim, existe uma solugao

nao trivial u; o< u,.

Lo = 0
(4 K22 — 0
Obuy + 2k202uy + kruy = 0
w = U™ +Ue ™" 4 g [Ver + Ve ko] (3.14)
podemos fazer V =V = 0, para condicdo de contorno periédicas.

Podemos escolher fase e normalizacao tais que:

uy = sen(k.x) (3.15)

Para os casos da equacao 3.13 com n > 2 temos equagoes nao homogéneas e seu calculo

depende dos termos de ordens inferiores. Uma vez que existe uma solucao nao trivial para
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o problema homogéneo, nao existe o operador inverso de L.. A chamada condicao de
compatibilidade garante que existirda uma solucao para o problema nao homogéneo se, e
somente se, a nao homogeneidade for ortogonal ao conjunto de solucoes homogéneas?. As
quantidades r,, introduzidas pela expansao do parametro de controle sao definidas pela

condicao de que os termos u,, sejam linearmente independentes.

Tomando o produto escalar (A|B) = /\i J; ¢ A*Bdx, podemos definir o operador L]

adjunto a L, por:

(W|Leu) = <u|£IW>*
Assim, a condicao de compatibilidade pode ser escrita como:

(alfn) =0

com 4 definido por L@ = 0. Isso pode ser verificado:

(alfn) =

Em segunda ordem, nao existem corregoes nao lineares, portanto a solucao sera pro-

porcional a u;. Podemos tomar, entao:

us =0 e 1 =0 (3.16)
Em ordem &3, temos:
Lous = fs = —ryug + guf (3.17)
e, usando a solucao para u;:
Los = —rysen(k.z) + gsen®(kex)

- % [(3 - %) sen(k.z) — sen(3kex)

3

onde usamos a identidade sen®z = {(—sen3z + 3senz).

2Este é o Teorema de Fredholm, ver apéndice A2 em [2]



Podemos encontrar ry pela condicao de compatibilidade:

(alfs) = 0
1 [
= )\—/ uy fzdx
cJO
I g Ary
= )\_c/o sen(k.x) - 1 {(3 - 7) sen(k.x) — sen(3krcx)]
0= ) [ e [0 |
= —=|([3—— sen”(k.x)dr — sen(k.x)sen(3k.x
21 (3 22) [ sentheatas - [ senthiosen(aha)
1y 5 Ary\ [z sen(2k.w)) sen®(k.z) cos(k.r)
o )\04 g 2 4]{3@ kc
Ly A (A
A4 g 2

assim,

Temos, entao:

(=" (V2 +ED?) ug = —%sen(f—ikcx)

supondo uz = Us sen(3k.x):

— &NV + k2)? Ussen(3k.x) = —%sen(?)k:cac)
—&Y((—3k)* + k2)? Ussen(3k.x) = —%sen(?)kcx)
-8R Us = §
I g
Us = 56k

A solucao até terceira ordem pode ser escrita como:

1
u = esen(k.x) +&° (ﬁ) (#) sen(3k.x)

mas sabemos que

™
I
ol
SHES
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(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)
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e podemos reescrever a solugao:

4 1
u = g . 5 (SGH(kcl') + @ : f%k‘él Sen<3k6x)) (324)

Para e suficientemente pequeno, podemos escrever:
U X VEUe

e a bifurcacao é supercritica para € > 0.

3.4 Formalismo de Envelope

Estados simples, caracterizados por apenas um unico modo no espaco de Fourier,
como as solucoes estaciondrias que encontramos na se¢ao anterior, nao sao observados
normalmente na natureza, sendo sua importancia bastante restrita. Estados naturais sao
melhor representados por uma superposicao de vetores de onda, ou seja, um pacote de
onda3. Esses vetores de onda estao no intervalo dos chamados modos instéveis, e esse é
centrado no vetor de onda mais instavel k.. A selecao desses modos se da ja no estagio
inicial, ainda linear. A solucgao sera, entao, modulada, como um batimento no contexto de
ondas sonoras, uma vez que, dentro da faixa instavel, o comprimento de onda dos modos
sao muito proximos. Assim, essas “estruturas moduladas” serao aqui descritas na base
de enwvelopes, funcoes que variam lentamente no espago e tempo, e modulam a solucao

estaciondria para o modo mais instével (k = k., maximo do fator de crescimento linear).

Deducao da Equacao de Envelope

Faremos uma expansao semelhante a da secao anterior, mas desta vez para encontrar
a equacao de envelope. Aqui introduziremos diferentes escalas para a evolugao do espaco

e tempo para modulacao. Essa é a base do método de muiltiplas escalas [8].

Partimos de uma solugdo com vetor de onda k na diregdo x, da forma wu(z) =

1 (A(z,t) exp(ikex) + c.c.) . A funcdo A(z,t), obviamente, representa a modulacdo. Para

levar em conta que sua variagao é lenta no espacgo e tempo, introduzimos novas variaveis:
1

u(z) = 3 (A(X,T)exp(ik.x) + c.c.) (3.25)

3Lembramos que principio de superposicao nio é valido neste problema, dada sua nao linearidade
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tal que,
O —0r e 0, — 0,+Ox

Procuramos, como antes, solugoes pela expansao:
_ 2
U=EU| +E U+ ...,
seguindo a andlise usual [2], tomamos € como na soluc¢ao estaciondria:

6262

Sera necessario expandir os operadores diferenciais de maneira consistente, ou seja, de
forma que a ordem de grandeza das derivadas de diferentes escalas atuando na amplitude

sejam compativeis. Assim, tomemos novamente a equacao de Swift-Hohenberg:
700 = eu — 4% + k2)*u — gu®

e, assumindo k = k., + 0k e uma dependéncia da forma e** no tempo, em primeira ordem

de 0k, temos:

705 = €= & (= (ke + k) + k2)?
€ — E50K? (3.26)

12

com &2 = 44k

Usamos as relacoes 0x — 10k e Op — s, para deduzirmos a condicao de consisténcia

entre as derivadas que atuam no envelope:

OrA ~ eA~ 02A

E tradicional usar um parametro formal comum, ¢, e fazer a mudanca de varidveis
explicita, da forma:
T=eT e X=¢X

e, assim,

Oy — 528T e 0, — 0, +58X
Mais uma vez, a equagao sera escrita como:

Ou = Lu+ N (u)
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onde, agora:

L, = c— 4D+ K>
= 2 (9, +205)? + k)
= 2 (82 4 kD) + 200,05 + £20%)°

= Lo+ely+*Ly+3Ls+ Ly

com
Lo = =YD+ K2
Ly = —AgN07 + k2)0,0%
Ly = 1-48'020% + 26402 + k2)0%
L; = —4¢0,0%
Ly = —¢'0%

Assim, inserindo todas as expansoes:

Lru+N(u)—0ou = 0
= ¢e[Leus]
+e[Loug + L]
+&®[Louz + Loug + Liug — gui — 1o07u4]
+ ...

Como anteriormente, em primeira ordem, obtemos que u; é a solucao do problema

homogeéneo, e podemos escrever:
1 .
ur(z) = up(z) = 5 (A1 expike.r + c.c.)

O termo Aj; é a contribui¢ao de menor ordem a A(X,T). O segundo indice refere-se a
ordem do harmonico ao qual a amplitude se relaciona, e o primeiro, como antes, a ordem

da expansao.

Em segunda ordem, temos:

£CUQ = —ﬁlul

mas podemos comprovar facilmente que o lado direito é identicamente nulo, dado que
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(02 + k2)etiher = etiker (2 _ k2) = (.

Entao, temos a mesma solucao de u:

(Agleikcm + C.C.)

N —

us () = ugy () =

Para ordem &3, temos:
3
Ecu;g = —£2u1 + guq + Toaful

onde ja usamos Lius = 0. Pela condicao de compatilidade, introduzida anteriormente,

podemos escrever:

(alfs) = 0
= —(u|Lowr) + g (a|uf) + (a|rodzuq)

O primeiro termo:

Louy = [1—454(3’2&2~ + 26402 + K2)0% | wy
AX, T)e e — 4 (=R [OR AKX, T)]e™ ™ +
+2¢ ( ke = kDOTAX, D)™™ + c.c.

= A(X.T)e ““Cx+4£4k2[

(i Louq) A(X,T)

OLA(X, T)le ™ + c.c.
+ A R20ZA(X, T))

O segundo é:
W= 5 (e 4 ec)’
1 o .
= g’All‘z (141163“%3j + Alle_lkcx -+ C.C.)
(au?y = [Anl|* ((@)(A11€*™* + c.c.)) + (T|(Arre™ ™" + c.c.)))

= |A11|2 (0 + AH)
= ‘A11|2A11

O terceiro termo ¢ trivial, uma vez que o operador atua somente na amplitude. Jun-

tando todos eles, temos:

<&]f3> = O - —A(X, T)] 4€4I€2[ A(X T)] + g’A11’2A11 —|— 708TA11 (327)
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reescrevemeos,

T005An = A + £0% An — glAn[?An (3.28)

Esta é a equagao de envelope que rege a evolugao de uma modulacao do estado
estacionario com vetor de onda critico. Sua aplicacao mais importante é a analise de uma

instabilidade secundaria, como veremos mais adiante.

Solucao Estacionaria Modulada

Retomando as varidveis originais pelas relacoes T = &*T — €%, X = X — ex e

€ = 2, reescrevemos a equacao de envelope da forma:
T00 A = €A+ E2A — gepr| AP A (3.29)

A soluga@o nao linear pode ter dois tipos de modulagdo: variagoes na intensidade (médulo)
e de fase. De fato, essas modulagoes estao acopladas na equacao 3.29, mas a distin¢ao
¢ bastante tutil. Podemos explicitar a evolucao de cada tipo de modulagao inserindo

A = |Ale' na equacao. Para tanto, avaliamos as derivadas:

Our (|A[€) = (Dhs |A]) € + |Al(iD, 0 0)
O2(|AI) = 0, [0,(|A[e*)] = (EIA]) € +2(B,] A]) (i0,0) + |Ale™ [i026 — (2,0)’]

Substituindo na equacao e apds separar as partes real e imagindria, teremos:

n00|Al = [e = &(0:0)*] Al + &7 IAl = geps|AI° (3.30)
& (1 0:|A|
O o 0.0+ 2 ] [980) (3.31)

E interessante ressaltar que na equacao 3.30 as principais contribuigoes para evolugao
do moédulo de uma perturbacao de longo comprimento de onda serao independentes da
modulacao espacial, ou seja, existem mesmo para 9, = 0. O termo €|A|, para pequenas
amplitudes, sera mais relevante para a escala de tempo do que as variagoes espaciais
do médulo. Ja a evolucao da fase é majoritariamente difusiva. Sua taxa de evolugao é
muito lenta para longos comprimentos de onda e a difusividade é dada por % Podemos
tratar tal situacao, modulagao com longo comprimento de onda, a partir do formalismo

de envelope, apresentado anteriormente nesta secao.
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Assumindo moédulo constante e ¢ = dkx + ¢, temos uma solucao estacionéria para

3.31. Além disso, equacao 3.30 dara:

0= (e — £50k*)|A| — gess|Al®

€ — E20k2
A] = | S50
Jeff

ja que a solucao trivial nao nos interessa. Assim, para que exista uma solucao real,

assim,

€ — 20k? deve ser positivo, ou seja:

|0k| < Ve (3.32)
€o

Essa condicao define o intervalo de vetores de onda dos modos instaveis. Temos, entao,
uma solugao periddica com k = k. + dk, como é possivel comprovar inserindo A(z,t) =

| Ale?Okz+¢0) na solucdo completa, dada pela equacio 3.25:

u(zr) = (|A|ei(‘sx+¢°)eim +c.c.)

(JA|eiPeiCrthelr 4 ¢ )

N~ N =

Podemos usar a mudanca de varidveis 2’ = x/§,, t =t/mpe A = /g5 A, para

adimensionalizar a equacao, que fica:
A = A + OPA — |APA

Mais ainda, para um dk fixo, fazemos: A’ = A(z,t)e*, assim podemos reescrever a

equagao novamente:
A = (e — 5k A + 2i0k0, A + 9?A — |A]PA (3.33)

e solucgoes estacionarias sao dadas por Ag = Ve — 0k?, exceto por uma escolha de fase ¢q.

Instabilidade de Eckhaus: Uma Instabilidade Secundaria

Analisaremos, aqui, a estabilidade da solucao para equacao 3.33, dada por A, como
vimos acima. Isso serd feito por uma andlise linear da evolucao de uma perturbacao

a = v+ 1w a ser adicionada a solugao estaciondria. Primeiramente, avaliaremos o termo
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nao linear inserindo A = Ay + a:

[APA = [(Ve =0k +0)* + w?|(Ve — k2 + v + iw)
= [(e — 0k*) + 2vVe — 6k2 +v* + w?] (Ve — 6k + v + iw)
= Ve — k(e — 5k*) + 3v(e — 0k?) + iw(e — 6k?) + Ola?]

Substituindo a solucdo perturbada, A, na equacdo, tomando primeira ordem em a, e

separando as partes real e imagindria, teremos:
o = [-2(e — 6k*) + v — 20k, w
ow = 20kOv + 02w
Para tal andlise introduzimos os modos normais:
v = Vexp(st)cos(qr)
w = Wexp(st)sen(qx)
De forma que as equagoes acima nos levarao ao sistema algébrico:
[s +2(e — 6K + )V —20k¢W =0

—20kqV  +(s+ AW =0

Pela condicao de uma solugao nao trivial, ou seja, determinante nulo, obtemos a

relacao de dispersao:
0 = s%+2[(e — 0k?) + ¢?s + [2(e — 36k?) + ¢*|¢°

Tal polindmio tem raizes:

Sy = —lle—0k*) +¢*] £ /(e — 6k%)2 + 46k>¢?2

Obviamente, solugoes s_ sao negativas, portanto decaem exponencialmente e sao
estaveis. Dessa forma, uma instabilidade secundaria surgird, apenas se s, for positivo,

ou seja, o produto das raizes deve ser negativo:

sis— = [(e — 0k*) + ¢°]* — [(e — 6Kk*)* + 46k*¢]
2(e — k) + ¢t — 40k*¢* < 0

IA
o
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O que leva a condigao:
> < 2(36k* —¢€)

16| > \/g (3.34)

que define o dominio da instabilidade de Eckhaus [9, 10, 11, 12]. No contexto de padroes

assim, devemos ter:

em listras, essa instabilidade secundaria pode ser entendida como a tendéncia do sistema
de levar o sistema ao modo mais instavel através da juncao de duas listras em uma (ou
pela divisdo de um a listra em duas), como pode ser visto na figura 4. Veremos que nossos

resultados nimericos sao compativeis com a condig¢ao obtida.

AN HTIERITELTT

amplificacao da
modulagdo incial

colapso de

padrao inicial
pares de rolos

padrao final

Figura 4: Instabilidade de Eckhaus: Dinamica de uma modulacao do comprimento de
onda para rolos no dominio da instabilidade de Eckhaus. Figura adaptada de [2]
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4 Métodos Numéricos

Apresentamos neste capitulo os métodos utilizados para simulacao da evolugao do sis-
tema, a partir da equacao diferencial parcial nao-linear de Swift-Hohenberg. No sentido de
diminuir o custo computacional com suficiente precisao numérica utilizamos a integracao
espectral que resume nosso problema a um sistema de equagoes diferenciais ordinarias,
que serd o assunto da secao 4.1. Outra grande vantagem ¢é a disponibilidade imediata
do espectro de Fourier que sera utilizado para avaliar inimeras propriedades do sistema.
Durante nossas pesquisas utilizamos dois diferentes métodos numéricos de integracao de
equagoes diferenciais ordinarias, o método de Euler e o de Runge-Kutta, a serem discu-
tidos em detalhes nas secoes 4.2 e 4.3, respectivamente. Além disso, apresentamos ao
fim deste capitulo, na secao 4.4, uma breve discussao da adicao de um ruido branco ao

sistema e como isso é incluido na integragao espectral por método de Euler.

4.1 Integracao Espectral

Na integragao da equagao de Swift-Hohenberg [ESH], além da nao-linearidade, temos
o desafio de computar derivadas espaciais numa equacao de evolucao temporal. Em um
sistema com condigoes de contorno periédicas, este problema pode ser mais facilmente

resolvido através de uma integracao no espaco de Fourier, a chamada integracao espectral.

Tomemos a ESH bésica:

du 2 242 3
az[e—(k‘c—V)]u—u (4.1)

A transformada de Fourier do campo u é definida por:

ik, ) = Flu] = /0 do (e, 1) (4.2)

No caso, temos condigdo de contorno periédica u(z + L,t) = u(x,t). Assim, na
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transformada de Fourier:

(z+L) _ ikx
= et = 1
2
k=k, = Tn  n=0,41,+2,
L
L L -
: 2
/ dx eFn—ku)e / dx exp {ﬂ(n — n/)m}
0 0 L
omi 27 ’
_ 20t d i(n—n')y
L, ¢
= Loy (4.3)
de forma que a transformada inversa é:
Fla] =ulw,t) =AY e *ik,,1) (4.4)

onde A é o fator de normalizacao, que pode ser encontrado a partir das defini¢oes da

transformada direta e inversa, e da equacao 4.3:
L .
u(kn,t) = / dx u(x,t)e” *n®

0

— / dx A Z —zk & n’at)] —ik, 1
0 —0o0

L
:AZ n,,t/da:ek"k/)z

= A Z (ks t) [LOpmr]

—  ALu(ky,t)
= A = L7} (4.5)

Assim:

=7 > e ik, t) (4.6)

n=—oo

A evolugao temporal da transformada de Fourier para nosso sistema serd entao:

ou(k,t) 0 o (" ik B /L ke Ou(z,t)
T —at]-"[u]— Y /0 de e " u(z,t) = i dx e 5
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inserindo a equacao 4.1:

aﬂg{ft, t) — /0 dx e_ik;v{ [6 — (k;? + V2)2} U({L’,t) . [u(x,t)]3} (47)

O termo nao-linear ¢ mais facilmente avaliado por transformadas sucessivas durante o
calculo da evolugao, como ficard mais claro a frente para a discussao do método numérico.
Entretanto, o termo linear pode ser desenvolvido, o que é na verdade nosso maior interesse

nesta andlise:

L L oo
/ dz e ™ [e — (k2 + V*)? u(z,t) = / dr e ™ [e — (k2 + V*)?] % Z ek (k1)
0 0

n=—oo

= % Z /dm e " Wk, t) [e — (K2 4 V?)?] en®

LS [ i) e 12 e

oo

= % Z [e — (k‘? — k/Q)Q] ik, t) (f dx efz'(kfk’)g;)
1 _OO 2 12\2 | ~
=7 = (B2 = k)2 o, ) Ly

Assim, podemos reescrever a equacao 4.7:

aa(knvt) ~ L —iknpx

Pl e (82— K2 il 1) — /0 dz = u(z, 1)) (4.9)
O grande trunfo do método espectral estd na equacao 4.9, pois o operador diferen-

cial V é um simples escalar, ik,, no espaco de Fourier, o que nos traz grande eficiéncia

computacional.

Além disso, temos a discretizacao da varidvel espacial z, tal que z; = jAz com 0 <
j < L, vale lembrar que estamos trabalhando com variaveis adimensionais e escolhemos
Ax = 1. E conveniente, ainda, separar as partes real e imaginaria © = v + tw. Assim,

com tudo isso em mente, temos que:

0alt) = 3 57y (1) cos (232)

2 o n=1,...,L (4.10)
w(t) = 7 3050, u;(t) sen (F2)
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e a dinamica para amplitude v,, sera dada por:

0v,(t)
ot

com, N, = > uj cos(2mjn/L). Serd necessirio avaliar a transformada inversa para a

= le — (K = k2)?|v,, — Ny, (kn, =2mn/L) (4.11)

obtencao de u;. A evolugao da amplitude w, é completamente andloga, apenas com a

diferenga do termo nao-linear ser da forma N;, = 3~ u? sen (2mjn/L).

4.2 Método de Euler

Entre os métodos numéricos de integracao de equagoes diferenciais ordinarias o método
de Euler é o mais simples. Entretanto, nao é muito confidvel, uma vez que o passo de
integracao deve ser muito pequeno para que se mantenha uma boa precisao. E, em geral,
utilizado como uma primeira sondagem de um sistema, com um refinamento dos dados

sendo feito posteriormente por outro método mais sofisticado.

Sua férmula pode ser obtida por uma expansao em série de Taylor ao redor do passo
de tempo anterior, truncada em primeira ordem de At, o passo de tempo. Seja t = to+ At,
onde t é o tempo para o qual queremos avaliar a fungao, e ty é o tempo inicial para o qual

temos o valor da fun¢ao. Entao, usando a equagao 4.11 teremos:

Va(t) = vt — At) + 0, (t — At)At + O(AL?)
Ou(t) = vu(te) + Dulto) At + O(A?)
Ua(t) = wnlto) + {le = (k2 — k7)Jua(to) — Na(to) }AL + O(AL?)

Oun ()
ot -

Aqui usamos v, (t) =

em At:

Reescrevendo, e desprezando os termos de segunda ordem

Vnomi1 = G (kn)Unm — A Npm (4.12)

onde, ¢'(k,) = 1+ At[(e — (k* — k2)?)], e o segundo subindice indica o tempo pela relagao:

t = mAt.

O método pode, ainda, ser entendido geometricamente pela figura 4.2. Onde, o valor
seguinte da funcao é dado pela altura da reta tracada a partir do ponto dado, com

inclinacao dada pela derivada neste ponto, apds um passo de tempo.
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y(x) &) ---"

Figura 5: Método de Euler: Argumentos geométricos. Figura retirada de [13]

O algoritmo utilizado para integracao espectral por método de Euler é, entao, resu-
midamente: partindo das condigoes iniciais u(m = 0) as amplitudes de Fourier v,, e w,
sao obtidas pela transformada dada pela equacao 4.10. A equacao 4.12 deve ser, entao,
calculada para todo n, assim como a equacao andloga para w,. Tendo isso em maos pode-
mos calcular u(m = 1), usando a transformada inversa. Esse processo pode ser repetido

para se obter u(m) para qualquer m subsequente.

O truncamento na expansao dd a ordem da corregao do método, O(At?). Esse erro
estd a apenas uma ordem de grandeza do passo de tempo, o que caracteriza um método
de primeira ordem. Como veremos, apesar de nao muito eficiente em casos gerais, este
método teve resultados equivalentes aos obtidos pelo outro método a ser introduzido na
secao a seguir. Por isso, utilizamos o método de Euler em algumas implementacoes desta

pesquisa.

4.3 Método Runge-Kutta

O método mais utilizado para integracao numeérica de equagoes diferenciais ordinarias
é o chamado método Runge-Kutta de quarta ordem. O fator mais importante advindo
do método Runge-Kutta, independente da ordem, é a avaliacao da derivada em pontos
intermediarios, e nao somente no ponto inicial como no método de Euler, como ficard mais
evidente adiante. Isso implica num ganho consideravel de precisao sem grande aumento

de custo computacional.

Assim, serd necessario avaliar pontos intermediarios para obtencao do valor da funcao

no préximo passo de tempo, além do ponto inicial. Esses sao dados pelas férmulas:
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ki = At Ot Unm)

kg = At Dy (b + AL/2, 0 + k1 /2)
ks = At O (b + A2, Vo + k2 /2)
by = At D (t + A, Vg + k3)

(4.13)

e o novo valor da func¢ao é obtido por:

ki | ke ks ka 5
b1 = U+ 2 2 T O(AL 4.14
Un,m+1 U’+6+3+3+6+O( ) ( )

A comprovagao da ordem da correcao pode ser feita comparando a férmula a uma
expansao de Taylor, da mesma forma que fizemos para o método de Euler. Porém utiliza-
se relagoes que para evitar a necessidade computar as derivadas de maior ordem, o que
leva as avaliacoes intermediarias da primeira derivada. Omitiremos tal desenvolvimento

aqui por ser um assunto ja bastante discutido na literatura.

Mais uma vez, uma representagao geométrica pode ser apresentada. No caso de
Runge-Kutta, o valor da funcao no passo seguinte depende da avaliagao da derivada nao

somente no ponto inicial, mas, também, em pontos intermediarios:

.J "ﬂ

2
\‘;\\\_“ )
"‘~.H}"n+1

4
Figura 6: Método Runge-Kutta

A implementacao para a integracao espectral é bastante similar a do método de Euler,
entretanto o termo nao linear merece certa atencao. Isso porque, serd necessario computar
a transformada de Fourier inversa a cada passo de Runge-Kutta, ou seja, quatro vezes
por passo de tempo, para cada amplitude de Fourier (v, e w,). Assim como no caso do
método de Euler, as amplitudes devem ser avaliadas para todo n para cada passo de tempo
para que seja calculada a configuragao no espaco fisico mediante outra transformada de

Fourier.

O método Runge-Kutta aparentemente traz apenas complica¢oes em relacao ao de
Euler, o que intuitivamente traria um maior custo computacional e perda de eficiéncia.

Entretanto, a sofisticacao do método propicia uma grande diminui¢ao do erro por passo,
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permitindo um passo de tempo muito maior e consequentemente tornando sua perfor-
mance muito mais eficiente que o método de Euler para uma determinada precisao que
se escolha. Esse método é utilizado na maior parte das simulacoes a serem apresentadas

neste trabalho.

4.4 Ruido Branco Aditivo

O sistema como descrito até agora apresenta uma simplificacao relevante, a auséncia
de influéncias externas. Para que isso seja contabilizado em simulacoes numéricas de
sistemas sujeitos a flutuagdes térmicas, é bastante usual [14] a adigdo de um ruido branco

gaussiano £(t) definido por média e covariancia dadas por:

{€(t)) =0

(4.15)
(§(1)&(s)) = cov(§(t),&(s)) = To(t — s)
Tal ruido segue, ainda, a distribuicao gaussiana de probabilidade:
P(E(L) = Lo (‘52) (4.16)
~ Vaar AT '

ou seja, para cada t teremos probabilidade P(§) de encontrar um & para nossa varidvel

aleatoria.

Serd interessante explorarmos propriedades de um ruido dado pela integral:

t+At
I /1t £(s)ds (4.17)
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Esse, também, é um ruido gaussiano. Assim j& que (I) = 0:

var(I) = (I?)

t+At t—i—At
= [ e[ e
t+At t+AL
= / / ds' T 6(s — &)
' t+AL
= T / ds
t

= TAt
= TAt var(X)
var(I) = var(VTAt X)
I = VAt X (4.18)

onde X ¢é uma variavel aleatéria gaussiana de variancia unitéria, ou seja, (X (¢)X(s)) =
d(t—s). Temos na equacao 4.18 uma igualdade de distribuigoes, pois tratamos de varidveis

aleatorias.

Voltamos a equagao de Swift-Hohenberg e adicionamos o ruido &(z, t):

ou

o =le— (k = V*)Hu — v’ + &(z, 1) (4.19)

com covariancia da forma;:

< &(z,)¢(y,s) >=T(t — s)d(x — y) (4.20)

Aplicando a transformada de Fourier:

811((9/;, t) :/0 dz e—ikx{ [E — (K2 +V2)2] u(x,t)—[u(a:,t)]3}+/0 dr e ¢ (z, ) (4.21)

Entao, podemos definir uma nova variavel aleatéria:
L . ~
| do et t) = 0t) =ik o)+ ik
0

e como discutido anteriormente &(k, t) é gaussiana. Também o é, n(k, t) e C(k,t). Podemos

calcular a variancia:
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L L
k(i) = 3 { [ o coska o) [ ay cost'y €.0))
0 0
1 L L
= Z(S(t —t’)/ dx/ dy coskz cosk'y (£(x,t)E(y,t'))
T OL OL
= —0(t— t’)/ d:x/ dy coskx cosk'y o(x —y)
L 0 0
T L L
= —o(t— t')/ dx/ dy coskz cosk'x
L 0 0
r '
= 55@ — )0k (4.22)

Assim,

var(n) = %F = %var (&(x, 1))

Evolugao de v(k,t):

0
v _ [termo linear| + [termo nao-linear| + n(k,t)

ot

n(k,t) definido para os k permitidos para condi¢ao de contorno periddica, é gaussiano

com var(n) =T".

No método de Euler fica:

v(k,t+ At) = v(k,t) + At ( [termo linear| + [termo nao-linear| ) + I, (k) (4.23)

onde [, (k) é uma varidvel gaussiana com variancia IVAt:

I(k) = VI'At X = /TAt/2 X

Portanto utilizamos um gerador de variaveis aleatérias gaussianos unitarias como
apresentado em [13], multiplicamos por /T"’At/2 e inserimos como na equagao 4.23, além,

obviamente, da forma andloga aplicada a amplitude w,,.
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5 Resultados

Apresentaremos neste capitulo resultados de simulacoes ntimericas' da equacao de
Swift-Hohenberg unidimensional com variaveis adimensionalizadas, dada pela equagao 4.1.
Utilizamos a integracao espectral por método Runge-Kutta de quarta ordem e método de
Euler, como vistos no capitulo anterior, para avaliar a evolugao do sistema com condigoes
de contorno periddicas. Partimos de um dentre os tipos de condigoes iniciais: configuracao

espacial aleatéria 2 ou um tinico modo no espaco de Fourier * .

Na primeira secao, apresentamos uma caracterizacao da evolugao do padrao por uma
contagem de defeitos de médulo, onde obtivemos uma dependéncia temporal para o decai-
mento por lei de poténcia. A condicao inicial de modo unico foi estudada, como veremos
na segunda secao, através da andlise de seu espectro de poténcias. Em particular, a
selegdo (ou nao) do modo de crescimento mais rapido apds longo tempo é investigada
nessas simulagoes. Foi possivel determinar as regioes de estabilidade do padrao no espaco

dos vetores de onda a partir de um valor do parametro de controle, e.

Para uma primeira caracterizacao da formacao do padrao de um sistema, parece-nos
interessante verificar a evolucao de sua configuracdo no tempo “visualmente”. Assim,
podemos ver na figura 7 como o sistema evoluiu de uma condigao inicial aleatéria até um

padrao com moédulo e comprimento de onda razoavelmente bem definidos.

Neste modelo um rolo compreende a distancia de um méaximo e o minimo seguinte (ou,
com rotagao contraria, do minimo ao maximo seguinte), como podemos ver esquematica-
mente na figura 8. Nessa figura podemos ver também, a existéncia de uma “quebra’no
padrao. Buscaremos neste capitulo estudar como acontecem os fendmenos neste processo

de cura de defeitos e no estabelescimento do padrao final.

! Para maior fluidez na leitura do texto organizamos algumas referénicas aqui, [15, 16, 17, 18]

2A configuracdo aleatéria foi obtida tomando u dado por ntimeros aleatérios uniformes no intervalo
(—v,v), onde v =0, 1, a cada ponto o espago.

3A configuragio com modo tnico no espaco de Fourier foi dada por u(z) = 0,1cos(222z), onde m é

o modo escolhido. Tal que, k., = %Tm é o vetor de onda associado a esse modo.
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Figura 7: Evolugao da configuracao. Condicao inicial aleatoria, k. = 0,5;¢ = 0,1; L =
500. Tempos: t =50 (esquerda); t = 500 (centro); t = 750 (direita).
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Figura 8: Esquema de Rolos: Utilizamos a parte central do perfil em tempo t = 500 da
figura 7 para mostrar a forma dos rolos. Setas verticais indicam a velocidade vertical do
fluido, e setas curvas indicam o sentido de rotagao dos rolos.

5.1 Decaimento dos Defeitos

Neste ponto, é interessante introduzir um quatificador para a evolugao do sistema até
o padrao com mddulo aproximadamente constante. Isso foi feito definindo defeitos numa
base visual. Assim, definimos que um mdaximo local em u? abaixo de um certo fator (90%
na maioria dos casos) da média dos 20% maiores picos serd contado como um defeito. A
configuracao é elevada ao quadrado, simplesmente, para contabilizar, também, os picos
negativos. Mostramos abaixo uma situacao tipica, figura 9, para a mesma amostra da

figura 7.

Pudemos, entao, utilizando tal definicao de defeitos, estudar a dinamica do sistema de
maneira quantitativa. Para tanto, simulamos nosso sistema para 50 ensaios com condigoes
iniciais aleatorias diferentes, sendo os parametros fixos em k. = 0,5, ¢ = 0,1 e L = 500 .
Obtivemos que a média do nimero de defeitos, Ny, tende a zero por uma lei de poténcias,

Ny ~ t77, como visto na figura 10.

O fato de a altura do limiar acompanhar o médulo do proprio padrao ao utilizarmos
a média naquele instante foi comprovado ser irrelevante, nao alterando o comportamento,

como vemos na figura 11.
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Defeitos

0,14 -

Limiar 0,125 AR

0,10

0,06

0,04

0 100 200 300 400 500

Figura 9: Limiar de defeitos: u? em t = 500; picos abaizo do limiar sdo contados como

defeitos, como indicado pelas setas.

® Simulacao
Fegressao Linear

100 1000

Figura 10: (left) Decaimento de defeitos: Lei de poténcias para o nimero médio de defeitos
com o tempo. Média sobre 50 realizagoes. Parametros: k. = 0,5, e = 0,1, L = 500. A
inclinagao da linha de regressao é f = —y = —1,10(+£0, 05).

Nos estudamos, ainda, a evolugao do nimero de defeitos do padrao para dois tamanhos
do sistema e alguns valores para o vetor de onda critico. Para grandes valores do vetor
de onda critico k., o nimero de defeitos decai a zero, porém modulagoes sao mais fortes
e utilizamos um limiar de 80% dos 20% maiores méximos, figura 12. Enquanto que, para

valores menores, para k. < 0,4 nos casos estudados, o nimero de defeitos parece ter um
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m Simulagao
Regressao linear

100 4

10 100 1000

Figura 11: Decaimento de defeitos com limiar fizo no valor w;, = 0,1216 = 0,128 x 0, 95,
ou seja, 95% da altura média dos picos no tempo final. k. = 0,5, e = 0,1, L = 500. A
inclina¢ao da linha de regressio é f = —y = —0,86(%0,05).

valor limite nao nulo, mesmo para tempos muito longos.

0,4 -

0,3

= 0,2

0,1

0,0

200 400

Figura 12: Modulagoes no Perfil: k.= 0,8, L = 1000 e t = 3000

Sendo N, o mencionado valor limite para o nimero de defeitos (valores organizados
na tabela ?7?), nés usamos AN = N, — N, para obter, pela realacio AN o« t77, o
expoente 7y para diferentes valores de k. e dois valores para o tamanho do sistema, L.
Notamos que vy parece ser linearmente proporcional ao vetor de onda critico, isso pode

ser visto na figura 13.

Computamos entao o expoente v em fungao de k. para os sistemas estudados, (L =

500; 1000). Obtivemos uma depedéncia linear com 6tima concordancia, como visto na
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Tabela 1:

Noo
L=500 | L =1000
03] 19(£1) |32(x£2)
04]98(£06) |18 (£1)

ke

Nimero de defeitos limite, Ny, (valores aproximados). € = 0,1. Simulagoes até t =

figura 13.

2,54

L=
| = 500
* 1000 °
2,0 Regressao Linear “m
15
a
4 p
= o 7 °
1,0 P
,::"“ -
054 ®
010 T T T T T T T T T T

0,3 0,4 05 0,6 0,7 0,8

Figura 13: FExpoente ~v: Regressao linear da dependéncia com k.. Inclinacao das linhas
5G40 Bs00 = 2,94(£0,02); Brooo = 3,2(£0,5) para L = 500 e L = 1000, respectivamente.

Testamos, ainda, o método aplicado a diferentes valores do parametro €, sendo obtido
um comportamento equivalente, como mostra a figura 14. Sendo que para o valor e = 0, 2

um nuimero de defeitos finito era mantido mesmo apds longo tempo.

Esses resultados sao contrarios ao esperado num processo de aniquilacao de pares,

onde terfamos um decaimento em lei de poténcia com um fator v4 = 1/2 [19, 20].

De fato, podemos comprovar que os defeitos nao sao curados por um processo de

aniquilagao, analisando sua dinamica no espaco como pode ser visto na figura 15.
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100 o

AN

T T
10 100 1000

Figura 14: Contagem de Defeitos para Diferentes €: As linhas sao apenas guias para os
olhos. Para ¢ = 0,2 o sistema apresenta No, nao nulo.
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Figura 15: Dinamica da Posi¢ao de Defeitos: k. = 0.5;e = 0.1; L = 500.
5.2 Selecao dos Modos

Pela integracao espectral, temos a disponibilidade imediata do espectro de poténcias®.

Um exemplo da evolug¢ao dos modos de um sistema com condigoes iniciais aleatérias pode
ser visto na figura 16. Podemos notar que existe a sele¢cao de poucos modos (um pico
bastante fino) de forma que o padrao no espaco fisico tem uma periodicidade razoavel-
mente bem definida. Analisaremos, ao decorrer da simulagao, ou apés um longo periodo

de observacao, qual é o modo dominante do sistema, ou seja, o de maior amplitude no

40 espectro de potencias é dado pelo médulo das amplitudes do cosseno e seno do espectro de Fourier.
Ou seja, P, = \/v2, + w2,, onde vy, e w,, seguem a notagao do capitulo 4, definidos pela equagao 4.10
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espectro de potéencias. Denotaremos este modo por seu vetor de onda, k4.

-20 4
-30

-40 - o

In(P)

-50

604
70l ]
1A U

-80 4

-90

0,0 0,5 1,0 15 20 25 30

Figura 16: FEspectro de Poténcias Tipico: configuracao inicial aleatoria, k. = 0,8;¢€ =
0,1; L = 1000.

Pela discussao da secao 3.3, sabemos que o sistema tem solugoes estacionarias que,
em primeira ordem, sao representadas por um tunico modo no espectro de poténcias.
Para uma solucao destas, é esperado que a dinamica da equacao de Swift-Hohenberg
nao modifique seu espectro de poténcias. Assim, tomando uma condicao inicial de um
modo tnico, dada por u,, = (0,1)cos (k, - m) com k, = 2 sendo o0 modo escolhido,
simulamos tal dinamica e obtemos tipicamente um grafico com o da figura 17. Notamos
que, de fato, este modo é estavel, entretanto o espectro ao final nao é tao puro quanto
no infcio do processo. Isso se deve a erros numéricos (truncamento de nimero reais,
discretizagao do espago e tempo, entre outros), que causam o surgimento de novos modos,
e equivalentemente, de modulacoes no padrao inicial. Temos, ainda, o crescimento de
modos que sao harmonicos impares do modo inicial. A presenca desses modos é prevista
pela analise perturbativa da secao 3.3. E possivel perceber ainda, o surgimento de bandas

ao redor dos picos (inclusive harmoénicos). Porém sua importancia é minima, uma vez que

sua amplitude é, aproximadamente, dez vezes menor que a dos picos.

Pela analise da secao 3.3, esperamos que exista, em um sistema sem flutuacoes,
um intervalo de vetores de onda de solucoes estacionarias. Esse intervalo é composto
por modos com uma taxa de evolucao, s, positiva. Partindo da equagao 3.3, tomando
k; = k. + 6k, o vetor de onda inicial, entao, para varidaveis adimensionalizadas, temos a
condicao: 0k_y > 0k < 0k, r, onde dkiy = ++/e. Entretanto, alguns modos estacionérios

sao instaveis a modulacoes, o que impede que sejam mantidos pelos sistema. Isso é cau-
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In(P)

Figura 17: Espectro de Poténcias para Modo FEstavel: configuragao inicial de um modo
com k; =0,540. k. =0,8;¢ =0,1; L = 1000.

sado pela instabilidade de Eckhaus, e, como discutido no fim da segao 3.4, a regiao de

estabilidade tera fronteiras dadas por:

€ 5kiL
ok =4,/=- =
|0k+5| 375

(5.1)

Foi comprovado por nossas simulagoes que mesmo para a equagao de Swift-Hohenberg
sem adicao de ruido, a instabilidade de Eckhaus participa do processo de selecao do modo
final. Isso pode ser visto na figura 18, onde a partir de flutuacoes numéricas, modos da
regiao instavel surgem e tém sua amplitude amplificada. Teremos, entao, um processo
de colapso (ou criagao) de rolos até o sistema se estabilize com um novo comprimento de

onda dominante. Isso pode ser visto nas figuras 19 e 20.
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Figura 18: Espectro de Poténcias para Modo FEstdavel: configuracdo inicial de um modo
com k; =0,540. k. =0,8;¢ =0,1; L = 1000.

W ki

Figura 19: Selecao do Padrao: perfil em diferentes tempos para condicdo inicial de modo
unico no espectro de Fourier, mostrando a mudanca do modo dominante. k; = 0,628; k. =
0,8;¢=0,1; L = 1000.

Pudemos, entao, testar o dominio da instabilidade de Eckhaus plotando o modo final

com o modo inicial, como visto na figura 21.
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Figura 20: Sele¢ao do Padrao (detalhe): mesmas condigoes da figura 19. Note que em
tempo 1000 a parte esquerda do perfil coincide com o “novo”comprimento de onda e a
parte direita com o “antigo”.
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Figura 21: Regiao de FEstabilidade: k,,ax versus k; para k. = 0.8 ; ¢ = 0.1; L = 1000.
k_p =0,4837, k_p = 0,6174, k. p = 0,9825 e kyp = 1,1162
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6 C(Consideracoes finais

Neste trabalho, estudamos a dinamica da formagao de padroes em rolos na equacgao
de Swift-Hohenberg. A partir de uma revisao da literatura e analises tedricas pude-
mos tracar parte do comportamento do sistema, sendo este confirmado por simulagoes
numeéricas. Isso, no contexto de selecao do padrao ficou evidente na figura 21, onde
confirmamos a delimitacao da regiao de modos estaveis pela instabilidade secundaria de
Eckhaus com perfeita concordancia. E importante ressaltar, entretanto, que essa instabili-
dade secundaria surge na simulacoes mesmo na auséncia de estocasticidade, de forma que
podemos concluir que as flutuagoes advindas de erros numéricos sao suficientes para que
tais modos sejam abandonados durante a dinamica. Temos, ainda, um estudo bastante
interessante baseado na contagem de defeitos, a parte da definicao destes defeitos baseada
em variagoes de modulo ao longo do sistema. Obtivemos que a taxa de decaimento, 7, nos
casos estudados, é maior que o que se espera para um processo de aniquilacao de pares.
Mais ainda, esta taxa v tem uma dependéncia linear com o vetor de onda mais instavel,

como pudemos ver na figura 13.

Com este estudo, langcamos as bases para um entendimento da dinamica do padrao, a
partir de uma equacao modelo motivada pela instabilidade hidrodinamica da convecgao.
Nosso intuito maior é, ainda, estudar a possibilidade do controle do sistema, utilizando de
um esquema de realimentacao dos modos de Fourier quando certa condicao é verificadal.
Isso é de fato feito em [21], tanto experimentalmente quanto em simula¢oes para um
sistema de reacoes quimicas. Queremos, com isso, motivar tentativas experimentais de
controlar a dinamica da convecgao, com inimeras aplicacoes possiveis, em especial, em

experimentos onde esta instabilidade é o pano de fundo para o processo de interesse.

1 Este estudo j4 foi iniciado, tendo sido atrasado por dificuldades técnicas. Portanto néo foi possivel
apresentar aqui qualquer resultado.
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