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Resumo

Este trabalho tem como objetivo principal investigar os conceitos de Valor
Fraco e Variaveis Modulares na mecanica quantica. Para compreender melhor o conceito
de valor fraco, introduzimos o formalismo de dois estados da mecanica quantica e o modelo
ideal de medida de von Neumann, dos quais é derivado o valor fraco. Apresentamos resul-
tados previamente obtidos, onde aplicamos o método de estados coerentes para descrever
o espaco de fase, com o intuito de analisar melhor os efeitos no sistema medidor quando
ha uma interagao entre o mesmo e o sistema a ser medido. Apresentamos também uma
analise critica das idéias introduzidas por Tamate na investigacao do valor fraco, onde sao

levados em conta aspectos geométricos do espaco de estados quanticos.

Com respeito as variaveis modulares, que foram introduzidas por Aharonov,
Pendleton e Petersen, em 1969, com o intuito de descrever aspectos nao-locais que surgem
em alguns fenomenos quanticos, como por exemplo o efeito Aharonov-Bohm, propomos
uma maneira natural de defini-las. Para tal, utilizamos a descri¢ao dos espagos de estados
quanticos de dimensao finita feita por Schwinger, bem como seu limite para o continuo, e
o resultado obtido por Lobo e Nemes, que diz que um sistema fisico quantico representado
pelo produto tensorial de dois espacos de estados quanticos de dimensoes finitas e primas
entre si, nao pode ser considerado como um sistema que possui dois graus de liberdade,

mas sim, efetivamente, somente um grau de liberdade.



Abstract

This work intends to investigate the concepts of weak value and modular
variables in quantum mechanics. To better understand the concept of weak value, we
introduce the two state formalism of quantum mechanics and the von Neumann model for
an ideal measurement, both of which derive the weak value. We present previous results in
which we applied the coherent state method to describe the phase space in order to better
analyze the effects in the measurement system when there is an interaction between it and
the system being measured. We also present a critical analysis of the ideas introduced
by Tamate in the investigation of the weak value, in which the geometrical aspects of the

quantum state space were considered.

We also propose a natural way to define the modular variables, that were
introduced by Aharonov, Pendleton and Peterson in 1969, to describe non-local aspects
that arise in some quantum phenomena, such as the Aharonov-Bohm effect. To do so,
we use the description of the quantum state space of finite dimension constructed by
Schwinger, as well as its limit to the continuous, and the results obtained by Lobo e Nemes,
that says that a quantum physical system represented by a tensor product between two
quantum spaces of states of finite and coprime dimensions, can not be considered as a

system composed by two degrees of freedom, but in fact, only one degree of freedom.
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1 Introducao

O conceito de valor fraco de um sistema fisico quantico foi introduzido em
1988 por Aharonov, Albert e Vaidman [I], 2]. Essa idéia, por sua vez, se baseou em
um modelo temporalmente simétrico da Mecanica Quantica, previamente proposto em
1964 por Aharonov, Bergmann e Lebowitz [3]. Neste modelo, é necessario considerar
condicoes de contorno temporais nao locais, ja que a descricao do estado fisico de um
sistema quantico entre duas medidas consecutivas é realizada através da pré-selecao e pos-
selecao dos estados obtidos nas respectivas medidas. Os autores desenvolveram assim, a
chamada Regra ABL para o calculo de probabilidades de transi¢oes nesse modelo que, por
isso mesmo, também é conhecido como o Formalismo de Dois Estados para a Mecanica

Quéntica [4]. O valor fraco de um observével qualquer O

0, = WOk (1)

(Bla)
onde |a) e |3) sdo, respectivamente, os estados pré e pds-selecionados, pode ser conside-
rado como uma generalizacao do conceito de valor esperado de um observavel na Fisica
Quantica usual, mas diferentemente deste, pode assumir valores arbitrarios no plano com-
plexo. A grande maioria dos trabalhos que tratam sobre o assunto, consideram casos
onde o valor fraco é um nimero real, ou seja, sua parte imaginaria é identicamente nula
[T, B, 6]. Nesses casos, o efeito observado no sistema medidor (aparato de medida) é uma
“translacao” da funcao de onda do aparato de medida, escrita na base das posigoes, de

uma quantidade proporcional a O,,.

Mais recentemente, Jozsa procurou estabelecer uma melhor compreensao do
significado fisico das partes real e imagindria do valor fraco [7]. Em [§], apresentamos uma
revisao critica sobre as idéias de Josza e sugerimos caminhos para progressos adicionais
no esclarecimento do significado fisico do valor fraco através de uma analise mais geral
dos efeitos da medida fraca no espaco de fase do sistema medidor. Toda medida, seja
ela fraca ou nao, pode ser compreendida como uma interacao do sistema a ser medido
com um sistema medidor através do modelo de von Neumann [9] 6]. No limite em que o
acoplamento do sistema medidor for infinitesimalmente pequeno, havera uma perturbacao

infinitesimal do sistema medidor, mas que podera ser revelado através de uma média das
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medidas obtidas em um ensemble de sistemas identicamente preparados com um mesmo
par de estados pré e pos-selecionados. Através do método dos estados coerentes para
descrever o espaco de fase quantico do sistema medidor, propomos uma analise mais geral
do que a encontrada até o momento na literatura, sobre o significado fisico do valor fraco.

Os principais resultados obtidos em [8] sao apresentados no capitulo 2 dessa dissertacao.

Em um trabalho publicado em 2009, Tamate e colaboradores apresentam uma
nova maneira de interpretar o valor fraco [I0]. Eles demonstram, utilizando a descrigao
de apagadores quanticos, que ha uma forte relacao entre o processo de pds-selecao e
a fase geométrica. Noés apresentamos uma analise critica das idéias introduzidas por
Tamate, bem como alguns esclarecimentos extras que nao estao presentes no seu trabalho.
Mostramos que o resultado obtido por Tamate nao é geral e que s6 vale para os casos

onde o valor fraco é real.

Além de todas as implicacoes tedricas que o conceito de valor fraco pode
trazer, que é o que esse trabalho trata, esse novo conceito tem se tornado muito tutil
em questoes experimentais. Analisando a equacao [I.1] notamos que quando os estados
pré e pds-selecionados, |a) e |3), sdo aproximadamente ortogonais, O,, assume valores
muito maiores que qualquer autovalor de O. Essa observagao torna o conceito de valor
fraco uma poderosa ferramenta experimental em questoes de amplificacao e deteccao de
efeitos fracos. De fato, recentemente numerosos experimentos vem sendo feitos utilizando
essa propriedade, como por exemplo o experimento feito por Dixon, Starling, Jordan e
Howell, onde este método de amplificacao foi usado com sucesso para medir angulos de
deflexao da ordem de algumas centenas de fentoradianos e deslocamentos da ordem de
20 fentometros [11]. Outro exemplo notavel da aplicagao desse resultado é o apresentado
por Hosten e Kwiat, onde esta técnica foi usada para amplificar o deslocamento de um
feixe de laser em quatro ordens de grandeza, o que lhes permitiu medir deslocamentos de

1 A e, assim, confirmar a existéncia do efeito Hall para a luz [12].

No capitulo seguinte, apresentamos o formalismo de dois estados para a mecanica
quantica, revemos o conceito de medida ideal de von-Neumann e introduzimos a idéia de
valor fraco, bem como apresentamos alguns resultados obtidos em [§]. No capitulo 3, apre-
sentamos uma analise critica das idéias introduzidas por Tamate na investigacao do valor
fraco, onde sao levados em conta aspectos geométricos do espago de estados quanticos. No
capitulo 4 apresentamos uma maneira natural de definir as variaveis modulares, que nao

sao tratadas nessa introducao, pois, no proprio capitulo 4, faremos uma introducgao sobre
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o assunto. No capitulo 5 expomos nossas conclusoes e sugestoes para trabalhos futuros.
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2 Valores Fracos na Mecanica Quantica

Neste capitulo introduzimos o conceito de valor fraco desenvolvido por Aharonov
e colaboradores. Para tanto, comecamos revendo dois assuntos que sao de suma im-
portancia para o entendimento da idéia do valor fraco. Na secao abaixo introduzimos o
formalismo de dois estados da mecanica quantica proposto por Aharonov e colaboradores.
Logo depois apresentamos uma revisao sobre a medida ideal de von Neumann. Com essas

duas idéias expostas passamos, finalmente, a apresentar o conceito do valor fraco.

2.1 O Formalismo de Dois Estados da Mecanica Quantica

O Formalismo de Dois Estados da Mecanica Quantica (TSVF - Two-state
vector formalism), foi proposto por Aharonov, Bergmann e Lebowitz em 1964 [3], com o
intuito de remover, de acordo com os autores, a aparente assimetria temporal existente no
formalismo usual da mecanica quantica. Na fisica classica, o estado de um sistema fisico,
(como por exemplo, uma particula pontual em uma dimensao, em um dado instante)
é caracterizado por um ponto no plano de fase, ou seja, por um par (z(t),p(t)), onde
x é a posicao da particula e p = mv seu momento linear. Se, em um dado momento,
o estado da particula for conhecido assim como as forcas atuantes sobre ela, entao, as
leis de Newton equivalem a uma equagao diferencial de segunda ordem em z(t), onde
as duas condigoes iniciais dadas pelo par (x(t),p(t)) garantem uma solugao unica que
pode ser estendida tanto para o futuro, como para o passado. Assim, para se conhecer
todo o movimento do sistema, basta que se faca uma medida de posicao e momento em
um dado instante, ou seja, é necessério estabelecer uma tinica condicao inicial (“condigao
de contorno temporal”). Existe claramente uma simetria temporal na fisica cldssica, o
que nao parece acontecer no formalismo usual da mecanica quantica. De fato, na fisica
quantica o estado de um sistema em um dado instante ¢ é descrito por um “vetor de

estado” [1).

Tentativas de interpretacgoes fisicas do status ontologico do vetor de estado,

também conhecido como funcao de onda, vem acontecendo desde os primérdios da mecanica
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quantica e nao temos como objetivo deste trabalho, nos debrucarmos sobre essa questao.
Existem diferentes interpretacoes para o vetor de estado, mas a maioria concorda em um
ponto: o vetor de estado fornece a maxima informagao possivel de um sistema puro em
um determinado estado fisico. O vetor de estado evolui no tempo através de um operador

unitario U de evolugao temporal:

A~

() = Ultn, Hy(t)), 0 <t (2.1)

onde o préprio operador U (t) obedece a equagao: (equivalente a equacao de Schrodinger)
ih—U = HU. (2.2)

A equagao acima pode ser resolvida através de uma série de Dyson [13], mas se a familia
de Hamiltonianos parametrizados pelo tempo H (t) comutar entre si, a série pode ser

somada facilmente da seguinte forma:
A i [t Froe /
Ulty, 1) = e i HE® (2.3)

Dizemos que o operador U implementa a evolucao temporal entre os instantes t; e to =,
governada pelo hamiltoniano H (t). A equagao mostra que a evolucao unitaria de um
vetor de estado quantico é tao deterministica quanto a evolucao de um sistema cléssico
newtoniano. Somente a partir do momento que for observado um estado quantico através
da medi¢ao de um conjunto completo de observdveis sua evolucao é deterministica, e
obedece a equacao de Schrodinger até o momento de ocorrer uma nova medida. Se o estado
do sistema nao for um autoestado do observavel a ser medido, ocorrera inevitavelmente o
fenomeno do “colapso da func¢ao de onda”, onde o vetor de estado é projetado de maneira
intrinsecamente aleatéria (com uma distribui¢ao de probabilidades que depende do vetor
de estado no momento da medida) em um dos autoestados do observavel em questao.
Tanto na fisica classica quanto na fisica quantica, a medicao do estado de um sistema
é realizada através da interacao com um sistema medidor. No caso da fisica classica,
podemos, em principio, fazer com que essa interacao seja tao pequena quanto se queira,
o que nao é verdadeiro para processos de medida na mecanica quantica. Por esse motivo,
um estado quantico definido por uma medida feita em um instante to > t é, em geral,
diferente de um estado quantico definido por uma medida feita em ¢; < ¢, mesmo que
nao haja nenhuma evolucao unitaria entre esses dois instantes. Isto é, existe uma certa
assimetria temporal na evolucao de estados quanticos quando se leva em conta a questao

da medida. De fato, ao medirmos o estado em 1, nao temos como saber com certeza qual
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serd o resultado da medida em t,, diferentemente da fisica cldssica. Em 1964, Aharonov,
Bergmann e Lebowitz sugeriram que essa assimetria nao refletia uma assimetria intrinseca
da fisica quantica, mas uma assimetria na escolha de “condi¢oes de contorno temporais”
[3]. Sendo assim, eles propuseram um formalismo temporalmente simétrico, batizado de
formalismo de dois estados da mecanica quantica, por motivos que se tornarao claros a
seguir. No TSVF, um sistema em um dado instante de tempo ¢ é completamente descrito

por um vetor de dois estados [

(ol ® [¥), (2.4)

que é constituido de um estado quantico |¢)) que pertence a um certo espaco de estados
W e é definido pelo resultado de uma medida feita em um instante ¢; < ¢, e do estado (¢
que pertence ao espaco dual de W, denotado por W, e é definido pelo resultado de uma
medida feita em um instante ¢t > ¢t. Por motivos 6bvios, 1) e (¢| também sdo chamados
de estados pré e pds-selecionados, respectivamente. Matematicamente, [¢) e (| podem

ser representados por:

~

() = Ult, )v(t)), 0 <t (2.5)

(p(t)] = (p(t)|U'(t,12),  t2>1t, (2.6)

onde U é dado pela . Utilizando o TSVF, os autores desenvolveram a Regra ABL para

o calculo de probabilidades de transicao, dada por:

PTOb(C ) — |<<p|pC:cn|¢>|2
"l Poce, )2

(2.7)

onde P é o operador projetor. A expressao acima nos da a probabilidade condicional
de obtermos ¢, para uma medida do observavel C' quando o sistema é pré-selecionado
no estado |¢) e pds-selecionado no estado (ap\ﬂ Na pratica uma pré e pds-selecdo sao
feitas de maneira sequencial no tempo. Por exemplo, suponhamos que queiramos medir
a componente de spin de uma particula de spin % em uma dada dire¢ao, (experimento
de Stern-Gerlach). Suponhamos ainda que a condigao inicial (pré-selecao) seja o estado
de spin +1/2 na diregdo & e que a condigao final (pds-sele¢ao) seja o estado de spin

+1/2 na diregdo y. Entdo, medimos o spin de um ensemble de particulas na diregao

! A notacao usual encontrada na literatura é (¢||+)), onde é suprimido o sfmbolo de produto tensorial.
Essa notagao pode causar confusdo com o produto interno entre |¢) e |p). Por esse motivo usaremos a

notagao completa, ou seja, (p| @ [1).
2Exemplos de aplicagio dessa regra podem ser encontrados em [4]
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Z e selecionamos aqueles que resultam em S, = g, descartando os demais resultados.
Apéds o experimento, realizamos outra medida de spin na direcao y e selecionamos um

subensemble onde S, = %L , descartando os demais.

O TSVF é equivalente a mecanica quantica, ou seja, ele descreve a mesma
teoria, mas agora de maneira simétrica no tempo. Talvez, por isso mesmo, essa idéia
passou desapercebida na literatura até Aharonov e colaboradores introduzirem, em 1988,
os conceitos de Medida Fraca e valor fraco [1l, 2], inspirados no mesmo. Desde entao,
o formalismo de dois estados vem sendo usado para modelar a questao cada vez mais
importante de medidas fracas e valores fracos na mecanica quantica, conforme veremos

mais a frente.

2.2 A Medida Ideal de von Neumann

No modelo de medida de von Neumann, o processo de medida é tratado como
sendo uma interagao entre o sistema fisico e o aparato medidor. Denotaremos por Wg o
espaco de estados do sistema fisico e por Wy, o espago de estados do sistema medidor. O
espaco de estados produto W = Wg® W), representa a combinagao dos dois subsistemas.
Antes de se iniciar a interagao entre os dois subsistemas, o estado do sistema conjunto é

nao-emaranhado, isto é, pode ser expresso como um produto:

[¥) = la) ® |g), (2.8)

onde |a) é um elemento de Wg e |¢) é um elemento de W),. Suponhamos que queiramos
medir uma varidvel quantica discreta de Wy descrita por um observével O = |0;)0;(0']
(subentendemos aqui a convencao da somaﬂ onde o indice ¢ varia sobre a dimensao de
Wys). Suponhamos ainda, que o sistema medidor seja formado pelo movimento de uma
particula em uma dimensao (desprezamos qualquer estrutura interna da particula como
spin, por exemplo). Assim podemos tomar como duas escolhas de bases de estado de
W, os usuais estados de posigao e momento: {|g(z))} e {|p(x))}. Adotamos aqui, uma
notacao um pouco diferente da usual, por motivos a serem esclarecidos mais a frente, no

sentido que distinguimos o “tipo” de vetor (¢ ou p) do autovalor x associado, isto é:

Qla(x)) =zlg(x)) e  Plp(x)) = zlp(x)) (2.9)

30mitimos o simbolo de somatério, colocando indices repetidos para representar a soma.
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onde Q e P sdo os operadores de posi¢ao e momento que obedecem a bem conhecida
relacao de comutacao de Heisenberg: [Q,p} =il (onde adotamos, a partir de agora,
unidades tais que h = 1). As relag¢oes de completeza e o produto interno dos elementos

de uma base com elementos da outra podem, com essas notagoes, serem escritas como:

: /
ixx
€

V271

/ la(@)){g(e)|dz = / @)@z =1 e (ga)p(a)) = (2.10)

Modelamos a medida de von Neumann através de um hamiltoniano de in-

teracao dependente do tempo da seguinte forma
Hi = Ag(H)O @ P, (2.11)

onde )\ estd associado a intensidade da interacdo. A medida é considerada ideal quando
g(t) tem a forma de um pulso instantaneo, ou seja, g(t) = d(t — o), onde 6(t — o) é a

“fungao” (distribuigao) delta de Dirac, que possui as seguintes propriedades:

+00 +o0
/5(t—t0)dt =1 (normalizagao) e / f(t)o(t—to)dt = f(to), (filtragem)

(2.12)
para uma dada fungao teste apropriada f(t). Logo, uma medida ideal de von Neumann
¢ modelada via o hamiltoniano de interagao na forma de um pulso instantaneo em um

instante tg:

Hipy = Mot —19)0O @ P. (2.13)

O hamiltoniano total do sistema é composto pelo hamiltoniano do subsistema
fisico, o hamiltoniano do aparato de medida e o hamiltoniano de interagao [2.13] Como
a interagao entre o subsistema fisico e o aparato de medida acontece em um intervalo de
tempo muito pequeno (um pulso instantaneo para o nosso modelo), consideremos aqui, no
instante da medida, somente o hamiltoniano de interacao, desprezando os outros termos.

Seja o estado inicial do sistema total dado pelo seguinte estado nao-emaranhado:

[¥i) = la) @ ). (2.14)

Assim, utilizando a equacao 2.1}, podemos calcular o estado final do sistema, ou seja,

N

[Ws) = Ulta,tp)libi),  ta<to<tg, (2.15)

co1m

Ulta, tp) = e Jid Him) (2.16)
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Utilizando o hamiltoniano de interacao [2.13| e a primeira propriedade da “funcao” delta

de Dirac na expressao acima, obtemos:

~

Ulta, tp) = e A09P, (2.17)
Assim, o estado final do sistema é dado por
[0y) = e7?%Fa|oj) @ |), (2.18)

onde |a) = |oj){0’|a) = |o;)a?. Para resolver o lado direito da expressao acima, usamos

a seguinte propriedade:

Se um operador A pode ser escrito de forma diagonal em alguma base ortonor-
mal, ou seja, A = |a;)a;{a’|, entdo, uma fungdao analitica de A pode ser ex-

pressa da sequinte forma [I4): f(A) = f(a;)|a;){d’].

Logo, utilizando o fato de que |o;) é autoestado de O com autovalor 0j, O

estado final do sistema serd
[¥5) = ol e F]oj) @ |¢p). (2.19)
Multiplicando ambos os lados por (I ® (g(z)|), temos:

(I @ {a(@)Dley) = log) ® (a(@)|VA,, |0, (2.20)

J

P

onde identificamos V; = ¢** como a familia de operadores unitérios que implementam a

representacao do grupo abeliano aditivo de translacoes em R:

Vela(z)) = lg(z = &)). (2.21)
Dizemos que Péo gerador de translagoes na base das posigées.

Dessa forma, o estado final do sistema produto é emaranhado ou entrelacado,
correlacionando a varidvel a ser medida o; com a varidvel posicao da particula que repre-

senta o sistema medidor:

(1@ {a@))ly) = lop)ad ol — Aoy, (2.22)

onde p(x) = (g(x)|p) é a funcdo de onda escrita na base das posigdes do sistema medidor.

Este estado emaranhado é resultado da chamada pré-medida. Note que, neste estagio, o

4Maiores detalhes podem ser encontrados em [13], paginas 44-50.
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estado final do subsistema fisico é uma combinacgao linear de autoestados de O. Somente
depois de observarmos a posicao do subsistema medidor é que ocorrera o colapso da funcao
de onda com uma probabilidade P, = |ak‘2. Na chamada interpretacao convencional
de Copenhagen, a observagao do subsistema medidor pode ser realizado sem maiores
problemas, por tratar-se de um sistema classico. A moderna visao critica dessa divisao
arbitraria entre sistemas quanticos e classicos e o papel da descoeréncia na compreensao

destes importantes problemas fundamentais nao serao abordados neste trabalho.

2.3 Medida Fraca e Valor Fraco

O conceito de Medida Fraca foi proposto originalmente por Aharonov, Albert
e Vaidman em 1988 [I]. Entende-se por Medida Fraca, uma medida feita em um sistema
fisico onde o acoplamento entre o sistema fisico e o aparato de medida ¢ infinitesimalmente
pequeno, permitindo assim, que o sistema a ser medido nao altere de forma substancial
o seu estado. O resultado de uma Medida Fraca foi batizado pelos autores de wvalor
fraco, que pode ser entendido como uma generalizacao da idéia de valor esperado de um
observéavel. O hamiltoniano de interagao da medida fraca (weak measurement) é escrito
como:

HY () =ed(t —tg)O® P com (e —0). (2.23)

wnt

Seja o estado inicial do espaco produto W = Wg ® W)y dado por |vy)) =
lo) ® |p@)). Utilizando as idéias desenvolvidas nas secoes anteriores, o estado final do

sistema medidor é descrito como segue:

i) = (Bl @ DU (ki t7)(Ja) @ |0, (2.24)

onde |a) e |3) sdo os estados pré e pés-selecionados do sistema a ser medido e U™ (t;,t7) =
e~i09P & ¢ operador de evolucao temporal para a interacao fraca. Tomando e suficiente-

mente pequeno, podemos aproximar U (ti,ty), em primeira ordem em e, por:
U™ (1) ~ 1 —ieO @ P. (2.25)
Dessa forma, podemos escrever o estado final do sistema medidor como:
i) = (Bl @ D)(I = ic0 @ P)(|la) @ o)

= (Bla)((1 = ic0w P) (i) (2.26)
(810]a)

~ (Bla)e O Plog)  com O, =St

(Bla) -
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Verifica-se pela expressdo acima que, embora o estado inicial |p@;) seja normalizado,
o estado final |p(s)) ndo é, em geral, normalizado. O termo O, ¢é identificado como
o valor fraco do observavel O e, como pode ser visto, pode assumir qualquer valor no
plano complexo, diferentemente do valor esperado usual do observavel O que assume
somente valores reais. Por esse motivo, o valor fraco também é entendido como sendo
uma generalizacao do valor esperado usual da mecanica quantica. Para o caso especial
em que |3) = |a) o valor fraco é o préprio valor esperado usual. A verificagao experimental

do valor fraco foi feita por meio de experimentos em Gtica quantica [15].

O fato do valor fraco ser, em geral, um nimero complexo arbitrario torna a
sua interpretacao fisica bem mais sutil do que a interpretacao usual de um valor esperado
na MQ. Na literatura é mais comum encontrarmos interpretacoes somente para o caso em
que O,, é um numero real [1, 6]. Neste caso, podemos identificar Veow = ¢~€0uwP como
o operador unitario de translagoes na base das posi¢oes que mencionamos anteriormente.
Portanto, para os casos especiais onde o valor fraco é um numero real, a diferenga entre

o valor esperado do observavel posi¢ao da particula do sistema medidor entre os estados

final e inicial é dado por:

AQ = <Q>\50(f)) - <Q>|80(i)> = €Oy, (2.27)

onde .
(e |@le)

(Do = (p0lQlew) e Qe = (eeple))

(2.28)

Em um trabalho publicado recentemente, Jozsa faz uma andlise para o caso
mais geral, onde o valor fraco é um nimero complexo arbitrario [7]. Neste trabalho, Jozsa
propoe que a variavel a ser medida no sistema medidor seja um observavel arbitrario M
no lugar de Q Sendo assim, utilizando o resultado , escrevemos a diferenca entre o

valor esperado de M no estado final e o no estado inicial como:

~

AM = e[(Im(0w)) (i {M, PYew) — 20w | Plew) (em | Mlea))—

o (2.29)
—i(Re(Ow)){pm|[M, Pllpa)]-

Substituindo M por () na equacao acima, e usando a “representacdo de Heisenberg” para
a evolugao temporal no sistema medidor Wy, onde, diferentemente da “representacao de
Schréodinger”, as grandezas que evoluem no tempo sao os observaveis e nao os estados,

obtemos:

~

AO = e[(Re(On)) + m(Im(Ou) 2

(6, QL (2.30)
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onde 6|2¢<i)>/1 = (go(i)|A2|go(i)> — <g0(i)|/l|<p(i)>2 é a usual dispersao quadrdtica (ou incerteza
quadratica) de um observavel arbitrdrio A em um estado |p(;). Para a escolha M = P

vemos, pela [2.29] que o termo que multiplica a parte real de O,, é nulo, e portanto:

AP = 2¢(Im(0y))6,, 1 P (2.31)

Essa assimetria aparente mostrada nos dois ultimos resultados, se da pela escolha as-
simétrica do gerador de translacoes P 1o hamiltoniano que modela o sistema de medida
na equagao . Segundo Jozsa, o resultado para AP nao ¢ interessante devido ao fato de
que o observavel a ser medido comuta com o hamiltoniano de interagao. O autor comenta
ainda que o resultado de AP reflete apenas a escolha dos estados pré e pos-selecionados
e nao um efeito quantico dinamico da interacao. Em nossa opiniao, essa idéia nao pro-
cede porque, pela equacao [2.26] vemos que o valor fraco O,, depende, além é claro, do
observavel a ser medido O, mas, também, refletindo o formalismo de dois estados, ine-
rentemente dos estados pré e pds-selecionados |a) e |3), da mesma maneira que o valor
esperado usual <O>|¢> = (1)|OJ) reflete as escolhas de O e |¢). Além do mais, notemos
que, pelas equacoes e [2.31] podemos inferir que nao é possivel extrair as partes real
e imaginaria de O, com a medida de AQ somente, pois estes estao absorvidos dentro
de um mesmo nimero real. E preciso medir necessariamente AP, além de conhecermos
d

%(5\%0(1))@) e 5‘2¢(i)>1ﬁ, para podermos calcular ambos a parte real e imaginaria de O,,,.

Em um trabalho publicado recentemente [§], propomos uma abordagem mais
geral do problema, onde utilizamos o método dos estados coerentes para descrever o espaco
de fase do sistema medidor. Os estados coerentes do oscilador harmoénico foram introduzi-
dos por Schrodinger em 1926, mas foi Glauber quem melhor desenvolveu esse conceito,
aplicando essa estrutura matematica ao estudo da quantizagao do campo eletromagnético
e a teoria dos lasers, ja que o primeiro pode ser descrito como uma soma de infinitos os-
ciladores harmonicos [16], criando assim, todo um ferramental novo para a 6tica quantica.

Seja o seguinte operador unitario:
Dip, q] = ¢'®@—aP), (2.32)

Entao, o estado coerente |p, q), que representa um ponto no espago de fase com coorde-

nadas de posicao e momento q e p, é definido como:

p,q) = Dlp, q]|0), (2.33)

onde o estado fundamental |0) = |0,0) é chamado de estado de referéncia. O operador

A

D|p, q] é denominado de operador de deslocamento. Podemos implementar a seguinte
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associacao do plano de fase com o plano complexo:

z= L(p—{—iq). (2.34)

V2
Entéo, utilizando as equacoes Q = \%(&T +a)e P = %(fﬂ —a), onde a e a' sao os ope-
radores de criacao e aniquilacao, podemos escrever o operador deslocamento da seguinte
maneira:
Dlp,q] = D[z] = ™) = ="' ~50. (2.35)
onde 7(2) = za' — za pode ser considerado como gerador de translagées no plano de fase.

Pelo lema abaixo de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) [17]:

ABe = B+ [A,B)+ S[A[AB]+ .. (2.36)

podemos mostrar que no caso especial em que [A, [A, B]] = [B, [4, B]], segue que:
eleB = eAtBeslA B, (2.37)
Fazendo A = zat, B = —za e utilizando a relacdo de comutacao [a,al] = f, que pode ser

facilmente calculada utilizando as equacoes que relacionam @ e ' com @) e P, vemos que,

a partir de [2.37], o operador deslocamento pode ser escrito como:

~ _ 2z

Dlz] = e 7 e e 0, (2.38)

Dessa maneira, podemos definir o estado coerente |p,q) em termos dos operadores de
criacao e aniquilagao:

pq) = |2) = e 7 e |0), (2.39)
A definigao acima para o estado coerente é equivalente a definir |z) como autoestado do

operador de aniquilacao com autovalor complexo z:

alz) = z|z) (2.40)

Tomemos o seguinte hamiltoniano de interacao entre o sistema a ser medido e

o sistema medidor:

A () =eb(t —t)0®G,  com (e~ 0), (2.41)

int
onde g é um observavel qualquer que representa o gerador infinitesimal de algum grupo

de transformagcoes do sistema medidor. Dessa maneira, podemos estabelecer um paralelo

com os resultados de Josza. Obtemos explicitamente:
AM = e[(Im(0w)) (e {M, G} ew) — 2(pwdlewm) (vo] Mlea) -

A (2.42)
— i(Re(Ow)){p@) [M, gllee)]-
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Se adotarmos M = §, encontramos o andlogo da equacdo m

AG = 2e(Im(0,,))3%, ). (2.43)

Para o segundo observavel, devemos escolher um operador hermitiano que nao comute
com g. A idéia é escolher um observavel que seja “conjugado” a g em algum sentido,
da mesma forma que as variaveis canonicamente conjugadas Q e P. Reparem que cada
um desse tltimo par de observaveis é o gerador de translagoes dos autoestados do outro.
De forma semelhante, sugerimos o uso do operador ntimero N = ata como g que, como
veremos, é o gerador de rotagoes euclidianas no plano de fase. Por rotagao euclidiana no
espaco de fase, queremos dizer uma transformacao linear que preserva a métrica usual do
R2, ou seja, uma transformacao que preserva a circunferéncia z?+y* = 1. A transformacao
linear que presta esse servigo é conhecida como Transformada Fraciondria de Fourier, que
foi desenvolvida por Namias em 1980 , e desde entao, vem sendo largamente utilizada em
processamento de sinais, 6tica e mecanica quantica [I8, [19]. O operador Transformada

Fracionaria de Fourier de Namias é definido da seguinte forma:
Fy =, (2.44)

onde N é o operador nimero mencionado anteriormente.

Podemos entao estudar como o operador Fy age sobre um estado coerente |z).

Para tal, consideremos a relagao:
62‘0N(d1)ke—i91§r _ (62‘0&T)k’ (2'45)

que pode ser verificada por meio da férmula e das relagoes de comutacao []\7 ,al] = al
e [V,a] = —a. De posse de [2.45 podemos calcular a seguinte relagao:
. . > ATk .
. N . . za )
ez@NezafeszN iON Z ( ) 6719N

—¢ il

P (2.46)

onde 1 = €. Assim, dado um estado coerente |z), a forma como Fj age sobre o mesmo
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é:

Fylz) = eieN|z> = eieNe_%zez&WO)

_ 6—%5€i9N6z&T€—i0N|O>
_ (2.47)
)

= [nz) = |e”z).
O resultado acima nos mostra claramente que o operador Transformada Fracionaria de

Fourier de Namias implementa uma rotacao no espaco de fase de um angulo 6, que de

fato, preserva a area.

Escolhemos o operador a para fazer par com N, embora ele nao seja um
observavel por nao ser hermitiano. Isso, porque podemos sempre decompor um operador
B arbitrario na forma

B=C+iD, (2.48)

com C e D hermitianos [6]. Assim, podemos definir o valor esperado de B em um estado
arbitrario |¢)) como:

~

(B)yy = (C)gy + (D) (2.49)

Note também que, pela linearidade de M na equacao m, temos que:
AB = AC +iAD. (2.50)

Dessa maneira, podemos adotar @ como o segundo operador “conjugado” a N, ji que
Fy = €Y promove rotacoes no plano de fase parametrizado por |z), enquanto que esse
mesmo vetor é autoestado de @ consistindo em uma analogia com o que ocorre com () e

P. Com essa escolha de M =@, nao ¢ dificil chegar ao seguinte resultado para Aa:

AG = e[—iO0u{palew) + 2Im(0w) (e | Nalew) — (ew|Nlem) (eo ). (2.51)

Infelizmente, na equagao acima, o segundo termo do lado direito nao pode ser identificado
com a dispersao quadratica de @ da maneira que Josza faz com Q na equagao m Por
outro lado, em um contexto de Gtica quantica, a escolha de um estado coerente ;) = |2)
como estado inicial parece-nos ser uma opcao apropriada. Nesse caso, hd uma grande
simplificacao da equacao acima, onde obtemos:

Aa = —iez0,,

(2.52)
— ¢ |Z| |Ow| 6i(92+ew—n/2)7
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onde z = |z]e? e O, = |O,] €. Ao fazermos a escolha conveniente de fase 0, = /2

e lembrando das equacoes a = \%(Q + 115) e [2.50, obtemos um par de equagoes bem

simétricas e elegantes para A@ e AP:

AQ = eV2|z| Re(0,) (2.53)

AP = V22| Im(O,). (2.54)

Essas equacgoes, diferentemente das encontradas por Jozsa, sdao independentes das dis-
persoes quadraticas e suas derivadas temporais. Um atrativo adicional para esse resultado
em comparacao as equacoes de Josza é que, podemos, em principio, ajustar arbitraria-
mente o “tamanho” de € |z|, independentemente de quao pequeno seja €, a0 prepararmos
um estado coerente inicial |p;)) = |2) com um mddulo suficientemente “grande”. Isso
pode ser de importancia pratica para a implementacao optica do valor fraco, uma vez que
|z| para um modo quantizado do campo eletromagnético nada mais é do que o nimero
médio de fétons neste modo [20]. Aumentando entdo o nimero médio de fétons (equi-
valente a aumentar |z|) poderfamos, em principio, reduzir drasticamente o tamanho do

ensemble, talvez até mesmo medir o valor fraco com um 1nico experimento.
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3 A Geometria de Valores Fracos

Neste capitulo, procuramos compreender melhor o conceito relativamente novo
de valor fraco. Para tanto, examinamos criticamente as idéias de Tamate e colabo-
radores [10] na investigacao de alguns aspectos geométricos no que diz respeito ao valor
fraco. Neste artigo, Tamate et al introduzem uma relagao entre determinadas estruturas
geométricas do CP(n) (espago de raios), o processo de medida ideal de von Neumann e o
processo de medida fraca via pds-selecao, proveniente do formalismo de dois estados da

mecanica quantica.

3.1 Sistema medidor com base bidimensional

Comecamos tratando o caso especial onde o sistema medidor, representado
pelo espaco de estados Wﬁ), possui dimensao dois (1 qubit). Mais a frente, trataremos o
caso onde o sistema medidor possui base com poténcias do continuo. No proximo tépico
faremos uma revisao sobre representacoes de sistemas de dois niveis na mecanica quantica,

em particular, a representagao via esfera de Bloch.

3.1.1 Representagao de sistemas de dois niveis (esfera de Bloch)

Seja W™ um espaco vetorial hermitiano complexo (espago de Hilbert) de
dimensao n + 1, e {Ju,)} (6 = 0,1,...,n) uma base ortonormal desse espago. O produto
interno hermitiano, denotado por ( , ), entre dois estados [1)) e |¢), pertencentes a
esse espaco, ¢ definido como sendo anti-linear no primeiro fator e linear no segundo, ou
seja, (JU),|¢)) = |[¥)T|p) = (¥|¢), onde a operagdo t mapeia vetores do espagco W1
em vetores do espaco dual W' Um importante subconjunto de W™t ¢ o conjunto

formado pelos vetores normalizados, os quais sao usados para representar estados fisicos.
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Um estado normalizado de W™+ é descrito, utilizando a base citada acima, por

wO
1/)1

|||

—
et
—_
N~—

) = |uo) (W [Y) = uq)y”

wn
Logo, um estado qualquer W™*! é descrito por n+1 amplitudes complexas 1)° e, portanto,
o espaco de estados quanticos W"*! é isomorfo ao espaco vetorial complexo C**!. Um
estado normalizado de W™*+! estd sujeito a seguinte condicdo 1,17 = 1. Verifica-se por

essa tiltima expressao que o conjunto de estados normalizados de W™ pode ser mapeado

em uma esfera de raio unitario S?"*+1 c Cn*l.

E sabido que dois estados normalizados (ndo nulos) (|¢) e |¢)) que diferem
somente por uma fase, representam o mesmo estado fisico. De fato, dizemos que [¢)) ~
o) E| se [1)) = €®|p) para algum o € R. A existéncia dessa relagao de equivaléncia
naturalmente particiona o espago de estados em subconjuntos denominados classes de
equivaléncia. O conjunto dessas classes de equivaléncia é denominado espaco de raios ou
ainda espaco projetivo de W™ e, portanto, é isomorfo ao espaco projetivo complexo
CP(n). Um ponto no espago de raios ou no CP(n) é, entdo, um conjunto de estados
equivalentes, ou seja, representa todos os estados €'|y) tal que 0 < a < 27, para algum
|v) € S?"t1. Designamos por II a operacao responsdvel por mapear estados pertencentes
ao subespago S?"*! em pontos no subespago CP(n), ou seja, IT : S?"*! — CP(n). As
coordenadas utilizadas em (¢%¢1..4)™) nao sdao boas coordenadas para CP(n), pois
representam de forma ambigua a classe de equivaléncia, porque sao n + 1 coordenadas
complexas para um espago complexo n-dimensional. Convém definir entao as coordenadas

projetivas de CP(n) da seguinte forma &' = (2 =1,...,n), com a condigao ¥° # 0.

1/,0

Feita essa breve introdugao sobre a geometria do espaco de estados quanticos,
analizemos o caso onde n = 1, ou seja, o espaco de estados é bi-dimensional. Nesse
caso, o espago projetivo é o CP(1), que é topologicamente equivalente a uma esferaﬂ S2.
De fato, se tomarmos a projegao estereogrifica padrao £ = tan(6/2)e’, mapeamos de

forma continua e diferencidvel, pontos de CP(1) em S?. Logo, dado o estado normalizado

Lap) é equivalente a o)
2Nao confundir com o subespaco dos estados normalizados $27+1!
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|“0>

‘”1>

Figura 3.1: Esfera de Bloch

|0) = |uo)t® + |uy )t ~ \/;Wﬂu()) + |u1)€), podemos representd-lo em uma esfera por:

0 = 16,) = cos (5) o)+ sin (5 ) ), 52)

onde #(colatitude) e p(azimute) sdo as coordenadas esféricas usuais e, portanto 0 < 6 < 7

e < <27

Analisando a expressao |3.2, concluimos que o pdlo norte representa a projecao
do estado |ug) e o pdlo sul do estado |u;). Pontos antipodas na esfera representam a

projecao de estados ortogonais entre si.

3.1.2 Interacao entre o sistema medidor e o sistema a ser medido

Seja um sistema fisico composto por dois subsistemas e representado por W =
Ws® WE). O espaco de estados Wy representa o sistema a ser medido e possui dimensao
arbitraria. Ja o espaco de estados WJS) representa o sistema medidor e, em primeira
analise, iremos supor um sistema de dois niveis. Nota-se que utilizamos aqui o modelo
de medida proposto por von Neumann [9, [6], onde o aparato de medida é tratado como

sendo um sistema quantico.

Consideremos o estado inicial (ndo-emaranhado) do sistema composto como
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sendo 1)) = |a) ® |¢a)) e {|vk)} (K = 0,1) a base de momentos finitos que expande
Wﬁ). Assim, o observavel momento P do segundo subsistema pode ser escrito da forma
P = |vg)pr(vx], onde usamos aqui a convencéo da soma de Einstein para indices repetidos.
Para modelarmos a interacao entre os dois subsistemas, utilizaremos o hamiltoniano de
interacio instantanea H = \d (t— to)é ® P. Logo, o estado do sistema em um instante

ty > to > t; € descrito por:

W) = Ulti,tr) W) = e 9% |a) @ |pa)

— e—iAO®P|a> ® |"Uk><Pk

=P 0l) ® [u)et,
k

onde nota-se que da primeira para a segunda linha foi feita uma expansao de |¢@)) €
Wﬁ) na base de momentos finitos {|v;)}. Fazendo a seguinte defini¢io |Ay) = e*2+0|a),

podemos reescrever o estado do sistema composto no instante ¢y como:
[Pi) =D 1Ak) ® ) (3.3)
k

Esse estado é, em geral, um estado emaranhado ou entrelagado, e os estados |Ay) € W
sao estados indexados pelos vetores da base de WJS) . Podemos associar ao estado |t (s))
uma matriz densidade de Wg em WJS) por meio da operacao conhecida como trago parcial,

ou seja, o estado do sistema Wﬁ) pode ser representado pela seguinte matriz densidade:

Plogy = ““1{ > (AR ® [og) ") ((A] @ @(WD}
C . (3.4)
= 3 )R A Ao,

onde a notacao utilizada aqui, apesar de parecer carregada, tem o intuito de deixar as

expressoes mais compreensiveis. O sobrescrito (2) em p significa que essa matriz densidade
. 2 . . " . .

representa o estado do sistema WZ&) e o subscrito |¢(y)) nos diz que p é a matriz densidade

associada ao estado [1)(s)).

De posse da matriz densidade [3.4] podemos, seguindo Tamate, calcular a pro-
babilidade p de encontrarmos o segundo subsistema no estado de referéncia |0 = 7/2, p =
0):

= tr{ Aoy /2,00 (/2. 0)
p r P|w(f>> ™ ) ™ )

1
= 5{1 + (A°| AL @o + <A1|Ao>900951}
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Escrevendo |¢(;)) = cos(0/2)|ve) + sin(0/2)e™|v1) e (A% A;) = [(A°|A1)|e™, a expressao

acima toma a forma

p(8) = 5 {1+ 1{A%] A1) sin(6/2) cos(6/2) cos(p — 1) .
= % + }l\(AOIAlﬂ sin 6 cos(¢ — )

Para um dado 6 fixo, essa probabilidade é maximizada quando ¢ = (3. Isso indica uma
maneira de medirmos a chamada fase geométrica 8 = arg((A!|Ay)) entre os dois estados
indexados |Ag) e |A;) € Ws. Essa definigdo de fase geométrica entre esses dois estados
foi proposta originalmente por Pancharatnam, em 1956 [2I], em um contexto de éptica,
e redescoberto por Berry em 1984 [22] ao estudar a evolugdo ciclica e adiabética de
sistemas quanticos. Mais tarde, precisamente em 1987, a estrutura geométrica dessa fase

foi plenamente esclarecida por Anandan e Aharonov [23].

3.1.3 Mudanca de fase devido a pds-selecao

Dado o estado |¢()) calculado logo apds a interagdo dos dois subsistemas,
realizamos uma pds-selecdo de um estado |) no subsistema Ws. Esse procedimento
induz uma mudanca de fase conforme veremos mais a frente. O processo de pds-selecao é

descrito da forma:

42) = 37 CU8) (B © D(|A) ® lu)¢b)

= CIB) @ Y {BlAr)¢"|ve),

k

onde C' é a constante de normalizacao, ja que o estado final |1/1€’ f)> devido a pos-selegao é,
geralmente, nao normalizado. Como podemos verificar pela expressao acima, o estado do
sistema apos a pos-selecao é um estado nao-emaranhado, de maneira que se tomarmos o
traco parcial do operador ﬁ‘¢(pf)> = Wﬂ(g f)>(w](p f)| sobre o primeiro subsistema, obtemos um
estado puro que representa o segundo subsistema (aparado de medida). Efetuando esse

procedimento, obtemos o seguinte estado puro:
1
k k

Calculando novamente a probabilidade de encontrarmos o segundo subsistema no estado

|7/2,0), dado que o mesmo se encontra no estado descrito por , obtemos:
p = [(/2,01¢())|?

— %2{\<5|A0>‘2 cos?(0/2) + [{B] A1) |*sin(6/2) + sin 0]{B3] Ao) (8] A1)| cos(p, — Bo — ﬁl)},
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onde usamos as seguintes definigoes

(5140) = (Bl A)|e™ e (BlAr) = |(5lA)]e™™.

Analisando a expressao acima para a probabilidade, verifica-se que a mesma é maxima,
para um dado 6 fixo, quando ¢, = By + 41 = arg({3]Ag)(A'|3)). Isso implica que devido
a pos-selegdo hd uma mudanca de fase dada pela diferenga entre ¢, e ¢ (calculado na

secao anterior).
O = ¢, — ¢ = arg((A']3)(B]A0) (A"| A1) (3.7)

A quantidade dada por|3.7/é um invariante geométrico, no sentido que o mesmo independe
do fator de fase de cada um dos estados |Ag), |A1) e |3). De fato, essa quantidade
representa a fase geométrica intrinseca adquirida por um estado que percorre uma curva

geodésica fechada definida pela projecao desses trés estados no espaco de raios.

Analisando o caso especial onde o sistema representado por Wy tem dimensao
dois, concluimos que a quantidade dada por ¢ proporcional a area do triangulo
geodésico formado pelos trés kets (|Ag), |A1) e |)) no espago de raios ou espago pro-
jetivo de Wg. Para Wy bidimensional, é sabido que o espaco de raios é uma esfera (S?)
denominada esfera de Bloch. De modo geral, em um sistema de dois niveis, o operador

densidade pode ser parametrizado como

1 -
1 1 0 +x1 0 1 +x2 0 —2 +£L‘3 1 0
2\ 0 1 2\ 10 2\ 0 2\ o0 -1 (3.8)
1 1423 2! —iz?
-2 ,

ol iz 1 —2a3

onde o vetor 7 estd contido na esfera de Bloch e, portanto, |] < 1 (j4 que a esfera de
Bloch possui raio 1). Os estados puros sdo pontos sobre a superficie da esfera (|7] = 1),
ja os estados mistos (impuros) sdo pontos internos (|r] < 1). Um estado maximamente
misto é representado pelo ponto no centro da esfera (|7] = 0). Consideremos entao trés
estados puros (|¢1), |¥2) e |¥3)) pertencentes a um espago de dimensao dois. O produto
interno entre esses trés estados como apresentado em [3.7], facilmente pode ser reescrito da

seguinte forma:

((Wrth2) (i) (Ws]hn)) = tr(p1paps), (3.9)
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onde p1, ps e ps sao os operadores densidade associados aos estados [1)1), [19) e |1)3),
respectivamente. Escrevendo esses operadores na forma parametrizada [3.8, a expressao
B.9 fica

tr(pupafis) = 3{1 LTy T T 6L (T x 7)), (3.10)
Logo, o invariante geométrico ©" = arg((¥1|ya) (Wo|ths) (¥s]1h1)) pode ser descrito através

dos parametros 7, 7 € 73, ou seja:

Fl.(FQ X Fg)
1+ 7.7 + 7973 + 737
(3.11)

O = arg (Y1 [v2) (Valvn) (Wultn)) = arg{tr(ppein)} = arctan{

O termo a direita da expressao acima é bem conhecido e representa metade do angulo
sélido (€2) do triangulo geodésico formado pelos vértices dos vetores 7, 7 e 7’3 na esfera
de Bloch. Como a esfera de Bloch tem raio unitario, identificamos o invariante © em
.7 quando Wg tem dimensao dois, como sendo metade da drea “orientada” do triangulo
geodésico formado pela projegao dos estados |Ag), |A1) e |3) no espago de raios (esfera
de Bloch).

Q

© = arg((A%8) (5| A1)(A"|Ao)) = —3 (3.12)

Figura 3.2: Area do triangulo geodésico formado pelos vértices de 77, 7 e 73
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3.2 Sistema medidor com base continua

Depois da anélise feita acima quando o sistema medidor possui base bidimen-
sional, faremos agora o estudo do caso quando a base do sistema medidor possui poténcia

do continuo.

3.2.1 Interacao entre o sistema medidor e o sistema a ser medido

Tomemos um sistema fisico composto por dois subsistemas e representado por
W =Ws® WJE;O), onde, como anteriormente, Wy representa o sistema a ser medido e
Wjﬁ/loo) representa o sistema medidor. Porém, o sistema medidor possui, agora, dimensao
infinita e é gerado pelas bases de posigao {|¢(x))} e momentos {|p(y))}, com —oo < z,y, <
+00. Conforme mencionado no capitulo anterior, essas bases satisfazem as condicoes de

completeza e ortonormalizagao [2.10]

Consideremos o estado inicial do sistema composto como sendo [¢;)) = |o) ®
@) e o Hamiltoniano de interacio instantanea modelado por H = A3(t — t5)O @ P,
com P = fj;o ylp(y)) (p(y)|dy. Logo, o estado do sistema em um instante t; > to > t; é
descrito por:
Vi) = Ults, tp)lw) = e |a) @ o)

“+o00

:ewwm®/ dylp () o () o)

—0o0

= / h dye_iAyO\OO ® [p(y))ep(y),

onde ¢, (y) = (p(y)|¢n)) ¢ a fungao de onda associada ao estado |p;)) descrita na base dos
momentos. Fazendo a seguinte definicdo |A(y)) = e~*O|a), podemos reescrever [Ur))

COo1mo:

mm:/w@ww®mm%@, (3.13)

o0

onde os estados |A(y)) sao estados indexados pela variavel continua y € R.

De forma similar ao procedimento adotado na secao anterior para estados

discretos, podemos calcular a diferenca de fase entre dois estados infinitamente proximos
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|A(y)) e |A(y + dy)). Essa diferenca de fase é dada por

arg((A(y)| Ay + dy))) = arg({a|eMOe~Au+dO| o))
= arg({« e‘“dyé a
— arg((a/ A | >>A 510
~ arg((a|(I — i\dyO)|a))

~ =Ady(0) o),
onde <O)|a> = (a|Ola) é o valor esperado do observavel a ser medido O no estado |a).

Por outro lado, podemos calcular a diferenga entre o valor esperado do ob-
servavel posicao Q da particula do sistema medidor entre os estados final e inicial. Veremos
que essa diferenca também é proporcional ao valor esperado do observavel O e, portanto,
podemos relacionar a diferenca de fase entre dois estados infinitamente proximos com a
diferenca entre o valor esperado do observavel posicao Q Conforme ja mencionado, o
estado do sistema composto logo apds a interacdo é [iy)) = e~ P0BP o) @ lo@)). Seja
{]0;)} (j = 0..N —1) os auto estados do operador O € Wy, ou seja, Olo,) = o/|0;). Sendo
assim, {|o;)} forma uma base completa de Wg. Logo, podemos descrever o estado do

sistema composto no instante ¢; pelo seguinte operador densidade

o = W) Winl = {e729%l0;)(e/la) @ ) f{ (alon) (0F] @ (|27 }
- {|Oj> ® aje—z‘,\ojﬁ|(p(i)>}{<0k| 2 <¢(i)|€i>\okﬁdk}
= [o;) (0| @ ae™ i) iy [ i
= lo) (" @ &V, @) Vaoy
onde onj ¢ o mesmo descrito no capitulo anterior. Tomando o trago parcial no sistema

Ws do operador densidade descrito acima, temos o operador densidade que representa o

estado do sistema medidor no instante ¢

A(2 127 >
A2 = S0PV, o) oo Tae (3.15)

J

Logo, a média do observavel posicao Q do sistema medidor no estado final é dado por:
. (2) A A N
Qe =trG2,,Q) = o] 17 P, o) el Vo, Q)
J
= Z ’aj|2<90(i)|‘7xoj@‘7;0j lp)) (3.16)
J

= Qg + MO
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onde da segunda para a terceira linha usamos o lema de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH)
[17]. O resultado obtido acima, é similar ao encontrado por Tamate, no entanto o pro-
cedimento adotado pelo mesmo nao é conceitualmente correto. No final desse capitulo
faremos uma revisao critica do procedimento tomado por Tamate. Como mencionado logo
no inicio dessa secao, a diferenca entre o valor esperado do observavel posicao do sistema
medidor, entre os estados final e inicial, é proporcional ao valor esperado do observavel
O do sistema a ser medido. Portanto, existe uma relagio entre a diferenca de fase e
a diferenga entre os valores esperados [3.16] A questao que se coloca agora é se também
existe uma relacao parecida com esta para o caso do valor fraco, ja que o mesmo pode ser
interpretado como uma generalizacao do valor esperado. Mais adiante trataremos deste
caso. Porém, antes faremos uma interpretacao geométrica da pré-medida, ou seja, da

interacao entre o sistema fisico Wg e o sistema medidor.

3.2.2 Interpretagao geométrica da pré-medida

Seja W™ um espaco de estados quanticos expandido pela base {|u,)} (o =
0,1,2,...,n). Um estado nao normalizado desse espago é descrito entao por |1)) = |u,)1°.
Como dito anteriormente, podemos mapear este estado numa esfera S?"*! utilizando a
seguinte condigao

WO + [+ [P+ ) = (3.17)
onde usamos r = (¢|1)) pois, diferentemente do tratamento feito nas segbes anteriores, es-

tamos tomando estados nao normalizados de W1, Utilizando as coordenadas projetivas

no CP(n), & = ¥

a expressao [3.17| leva & seguinte férmula para °

wO’

re'¥
(1+ &€

onde ¢ é um fator de fase arbitrario e i = 1,2, 3, ...,n. Logo, em termos de 7, ¢, £ e &, a

Y0 = (3.18)

métrica euclidiana em W™+ ¢ descrita por [24]
ds* (W) = dy7dip, = dr? + r?ds?(S*"*1)

§Zd§z — &dg')  (£1dg; + &idg')” i dg'dg;
1+ &¢ 4(1+ €2 14 &¢

{ A2 4 (1+ &0 — && dg’“dg_} (3.19)

= dr* 4+ 1?

= dr? +r?

(1+&¢&7)?

=dr® + 1 (dp — A)* +ds (CP(n))},
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onde a 1-forma A = %{%} é a conexao abeliana nas coordenadas projetivas para a
fase geométrica, ou seja, é a diferenca da fase geométrica entre dois pontos infinitesimal-
mente proximos projetados no CP(n) [24], 25]. E fécil ver que o quadrado da “distancia”
entre dois estados normalizados infinitamente préoximos é dada pelo termo entre chaves

em lo. 19

Apresentamos agora uma maneira mais intuitiva e natural de definir a métrica
em W™t Para tanto, tomemos a representacao pictdrica do espaco de estados Wnt!
dada pela figura . Os estados ao longo da linha vertical que contém |¢)) sdo projetados
no mesmo ponto P;. Portanto, estes diferem somente por uma fase. O mesmo acontece
com a linha vertical que contém |1+ dv). Por simplicidade tomemos |¢)) normalizado. Os

|V +d¥)

W (n+1)

Figura 3.3: Representacao pictérica do espago de estados quanticos

pontos Py e P, € CP(n) sao as projegoes dos estados |¢) e |1+ di)), respectivamente. Ou
seja, P = II|¢p) e Py = I1|¢p + dap), onde I é o mesmo definido na segao m E natural
entdo definir o quadrado da “distancia” (infinitesimal) entre esses dois pontos (P e P)
como o médulo quadrado da projegao do ket |di) na diregao ortogonal a do ket |¢), ou
seja, a projecao dada pelo operado ﬁ\JfM =] |1) (|, conforme é mostrado na figura.

Dessa forma, chegamos a seguinte relagao para a métrica no CP(n):

ds*(CP(n)) = (du|dup) — {dup|i)) (| da)) (3.20)

A expressao acima é uma forma elegante de escrever a métrica [3.19] Inspecionando as

3Niao confundir essa projecdo com a projecio II : S — CP(n)
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duas férmulas, vemos que (dp — A)? = (dip|) (¥|dv)).

Seja |¢(t)) uma curva no espago de estados W"™! onde o parametro ¢ é o
tempo. Depois de um deslocamento infinitesimal dt, o estado normalizado [¢)(t)) evolui
para o estado também normalizado (evolugao unitéria) [¢p(t+dt)), governado pela equagao
de Schrodinger H|y(t)) = 41y (t)), onde usamos h = 1. Utilizando a equagdo de

Schrédinger, podemos escrever a seguinte expressao para |di)

() = [t + dt)) — [ (t)) = —iH|3(t))dt. (3.21)

Logo, levando a expressao acima em [3.20] obtemos a seguinte férmula para o elemento de
distancia ds entre os dois pontos obtidos pela projecao (IT) dos estados [1)(t)) e |1 (¢t +dt))
no CP(n):

ds*(CP(n)) = {(W(O) H2|(t)) — (O H[Y(0))*}dE* = 870y B, (3.22)

Analisando novamente a figura , vemos que o termo (¢ (¢)| H|p(t))dt na expressio acima
é o “tamanho” do cateto vertical do triangulo retangulo formado em W™, Na verdade,
conforme veremos mais adiante, esse termo representa a diferenca de fase entre os estados

infinitamente préximos |¢(t)) e |¢(t + dt)).

Uma maneira de interpretar o resultado |3.22] é dizer que a velocidade escalar
de um estado no CPP(n) sobre a agao de uma evolugao unitaria, é dada pela incerteza
instantanea da energia, isto é,

ds

- = 0B(1). (3.23)

Para o caso em que o hamiltoniano ¢ independente do tempo, a solucao da equacao de

Schrédinger ¢ da forma [1h(t)) = e=214(0)). Levando esse resultado em [3.22, vemos que

a velocidade do estado no CP(n) é constante para esse caso, pois e *#! comuta tanto com
H, quanto com H?. Isso implica que a incerteza na energia é uma constante e, portanto,

a velocidade % é constante.

De posse dessas ferramentas geométricas, voltemos a discussao da interacao
entre dois sistemas Wy e WJE;O). Vimos que, apds a interagao, o estado final do sistema
conjunto é dado por onde definimos |A(y)) = e~*9|a). Nota-se que essa dltima
equagdo ¢ formalmente idéntica a |1h(t)) = e [1h(0)), que ¢ a solugao da equagdo de
Schrodinger quando o Hamiltoniano Hé independente do tempo. Assim, podemos fazer

um paralelo entre |1)(t)) e |[A(y)). Com efeito, tomemos a seguinte associagao:
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t =y
H — \O.
Olhando somente para o subsistema Wy e tratando y como um parametro externo, exata-

mente como ¢ feito com o tempo no tratamento acima, escrevemos uma relagao equivalente

a para a métrica em CP(n) C Wi:

ds® = {{A(y)|0*|A(y)) — ((A(y)|OIA(y)))* I N\dy?

) ) (3.24)
= {(a|0%|a) = ({a]O]a))*}N*dy?

Comparando o resultado acima com a diferenca de fase entre os dois estados infinitamente
proximos |A(y)) e |A(y +dy)) (eq. [3.14)), concluimos que, de fato, o “tamanho” do cateto
vertical do triangulo retangulo formado em Wy representa a diferenca de fase entre esses
estados, provendo uma interpretacao geométrica para a diferenca de fase [3.14] ilustrada

de forma pictoérica na figura [3.4]

| A(y+dy))

" 4,

40

Figura 3.4: Representagao pictérica da diferenca de fase entre |A(y)) e |[A(y + dy)).

3.2.3 Pobs-selecao e valor fraco

Para o caso de uma medida fraca, o hamiltoniano de interagao instantanea

¢ modelado por H®) = ed(t — to)O ® P, com ¢ — 0. Portanto, dado o estado inicial
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[Va)) = |a) ® @), o estado do sistema no instante ¢y >ty > t; é descrito por:

W) = Ut t1) ) = €702 la) @ o)
—+00 (3.25)
= [ ) © b)),

[e.9]

com |A(y)) = e7¥O|a). A fase geométrica global relacionada com o triangulo geodésico
formado pelas projegoes dos estados [A(y)), |A(y + dy)) e |8) no CP(n) (figura[3.5)), onde

|3) é o estado pds-selecionado de Wy, conduz a:

W (n+1) |A(y+dy)>

40);

Figura 3.5: Representacao da fase geométrica global.

O = arg { (A(y)|)(BIA(y + dy))(A(y + dy) | A(y))}

: (3.26)
~ —e{Re(Oy) — (O) |y }dy

Tomando a seguinte expansio |A(y)) = e=C|a) ~ (I — ieyO)|a), finalmente obtemos

OW ~ —e{Re(0y) — (O)ay }dy, (3.27)

onde O,, = % é o valor fraco do observével O, e (O>|a> ¢ o valor esperado do observavel

O no estado la). Nota-se, portanto, que a fase O, quando tomamos expansdes até

primeira ordem em ¢, esta relacionada com a parte real do valor fraco de O.

Seguindo o mesmo raciocinio da se¢ao podemos calcular a diferenca entre

o valor esperado do observavel posicao Q do sistema medidor Wjy entre os estados final
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e inicial. O estado final do sistema apds a pds-selecao de um estado |3) do sitema Wy é

dado por:
W) = CUBYBI @ I)(e7 9% |a) @ |p)) (3.28)
C(|8) (Bl @ DI - ic0 @ P)|a) ® |p(),
1+6 >|a>1m(0w) , . ~ .,
onde C =~ — TG €@ constante de normalizacao, ja que, em geral, o estado do

sistema apés a pos-selecao é nao normalizado. Assim, o operador densidade que representa

o estado do sistema medidor no instante t; é dado pelo seguinte trago parcial:

ol w) = tri([¢n) (W)
= {1 —ie(P >|90<z))( )}|§0 ><90(i)| - Z.E(pr|90(i)><90(i)| - Ow|('0(i)><(p(i)|p)’
(3.29)

onde <15>‘%) y € o valor esperado do observavel momento P do sistema medidor no estado

l0a)), e O, é o complexo conjugado do valor fraco O,,. De posse desse operador, a média
~(2)

do observével posicao @ do sistema medidor no estado final ¢ [Q]ﬁ@) = tr(p‘ ¢(f)>Q), ea
195y
diferenca AQ = (@l — Q] &
p\wm) W’(l))
AQ = e[(Im(0.)) (i) [ {Q: PYew) = 2(P)ip) (@ig) + Be(Ow)]. (3.30)

3.3 Criticas aos procedimentos adotados por Tamate

et al

No artigo [10], os autores introduziram uma interessante interpretacao geométrica
para o conceito de medida ideal de von Neumann e valor fraco. No entanto, nessa secao
gostarfamos de fazer alguns reparos a certos conceitos utilizados por eles. Comparando a

equacao que desenvolvemos

arg((A(y)|A(y + dy))) ~ —Ady(O)|a), (3.31)

com a equagao similar desenvolvida no artigo original de Tamate (equacao 16 de [10])

O(y) = arg({A(0)|A()) = —Ay(O)ya), (3.32)

observamos uma falha conceitual nessa ultima. Os autores expressam a variagdo in-
finitesimal da fase como se fosse uma fungao ©(y), porém, como vimos nas segoes anteri-

ores, essa diferenca de fase intrinseca é de natureza geométrica e é medida pela conexao
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A= %{%} A derivada exterior ' = dA mede a curvatura intrinseca da conexao,
isto é, a nao-holonomia local do processo de comparacao de fases entre dois estados
arbitrarios normalizados. Isso significa que a 1-forma A nao é derivada exterior de ne-
nhuma funcao escalar (0-forma). Assim, nao faz sentido a introducdo da fun¢ao O(y)
pelos autores em [I0]. Os autores contornaram esse problema calculando a diferenga de
fase intrinseca entre |A(0)) e |A(y)), e “derivaram” essa expressdao em algum sentido,
“obtendo” a seguinte equacao para a diferenca do valor esperado da variavel posicao do

sistema medidor:

AQ = XO). (3.33)

O resultado acima é exatamente o mesmo que obtivemos na equacao |3.16| entretanto fica
evidente pela discussao acima que o procedimento adotado pelos autores nao é matemati-
camente consistente. A maneira correta de se chegar a esse resultado é pela abordagem
geométrica que descrevemos anteriormente. A mesma critica se estende de forma andloga
ao procedimento em relacao a interpretacao do valor fraco, onde os autores encontram
a seguinte expressao para a diferenca do valor esperado o observavel posicao de sistema
medidor (equagao 21 de [10]):

AQ = eRe(0,), (3.34)

que difere do resultado encontrado neste trabalho

AQ = e[(Im(0u)) (e {Q: PHew) = 2P (@igr) + Re(Ow)]. (3.35)

Comparando as duas expressoes, concluimos que o procedimento adotado por Tamate, ao

contrario do realizado neste trabalho, nao vislumbra a parte imaginaria do valor fraco.
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4 Variaveis Modulares na Mecanica

Quantica

4.1 Introducao

O conceito de varidaveis modulares foi proposto por Aharonov, Pendleton e
Petersen em 1969, como uma nova ferramenta, ou novas variaveis dinamicas, para inves-
tigar aspectos nao-locais das interagdes entre sistemas quanticos [26]. Tais apectos sdo de
natureza puramente quantica, ou seja, nao possuem analogos classicos. Como exemplos
de processos onde aspectos nao-locais dessa natureza sao observados, podemos citar o
famoso experimento de dupla fenda, que discutiremos mais a frente, e processos onde sao
considerados certas interagoes entre particulas carregadas e potenciais eletromagnéticos,
processos esses que levaram Aharonov e Bohm a descoberta de um novo efeito, que foi
nomeado mais tarde de efeito Aharonov-Bohm (EAB) [27], onde a fungdo de onda que
descreve uma particula carregada, como por exemplo um elétron, sofre uma mudanca de
fase, proporcional ao fluxo do campo, quando atravessa uma regiao préxima a uma regiao
onde hd um campo eletromagnético confinado, mesmo que nao haja qualquer “contato”
direto entre o campo e a particula. Esse fato levou Aharonov e Bohm a proporem que o
potencial vetor A assume um novo status no contexto da mecanica quantica, que trans-
cende o papel cldssico de mero artificio matematico para o calculo do campo, como aceito
até entao. Sabemos que o potencial vetor A 6 definido a menos de uma transformacao
de calibre, o que o torna uma quantidade nao fisica. Mais tarde, o préprio Aharonov
propos uma nova descricao do problema, onde levava-se em conta interagoes “nao locais”
entre o campo magnético e a particula carregada. A variavel sensivel a essa interagao foi

nomeada por Aharonov como variavel modular, por motivos que ficarao claros a seguir.

Com o intuito de introduzirmos as variaveis modulares, consideremos o expe-
rimento de dupla-fenda, onde uma “fonte” de particulas, como por exemplo elétrons, é
colocada a frente de um anteparo que contém dois pequenos orificios, que estao separados
por uma distancia L, por onde os elétrons passam. Logo apds esse anteparo é colocado

um segundo anteparo que contém detectores de elétrons. A figura ilustra tal experi-
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mento. Os elétrons sao enviados, um a um, a uma taxa constante, em direcao ao primeiro

i}

Figura 4.1: Experimento de dupla-fenda com elétrons. Fonte: http://www.helmholtz-
berlin.de/

anteparo e sao detectados no segundo anteparo. Em um primeiro experimento, mantemos
somento uma das fendas abertas (digamos fenda 1) e fechamos a outra. Denotamos por
ny(x) o numero de elétrons detectados no segundo anteparo na posi¢do x. Repetimos o
experimento com a fenda 1 fechada e a outra (fenda 2) aberta. Chamaremos de ny(x)
o numero de elétrons detectados na posicao x. Em um experimento com as duas fendas
abertas, onde denotamos por njz(x) o nimero de elétrons detectados, espera-se, classica-
mente, que nya(x) = ny(z) + na(x). Contrariando tal espectativa, o que se observa é que
niz(z) tem a forma de uma figura de interferéncia, exibindo méximos e minimos, como

ilustrado na figura [4.1]

Para descrever esse experimento, associamos ao elétron uma funcao de onda
que propaga da fonte até o segundo anteparo, passando pelas duas fendas, e quando
atinge o segundo anteparo, que possui um detector de elétrons, “colapsa” para uma regiao
localizada. A probabilidade do elétron ser encontrado na posicao = é dada pelo médulo
quadrado da funcao de onda que descreve o mesmo. Realizando o experimento com um
numero suficientemente grande de elétrons, obtemos o padrao de interferéncia ilustrado
na figura 4.1 Seja a fungdo de onda que descreve o elétron logo apés as fendas dada pela
superposicao de dois termos, cada um representando a fungao de onda que propaga por

uma das fendas:

V(7 ) = Y1 (Frt) + o (Fr 1) = o (7, 1)1 T8 o (7, 1) 20 (4.1)
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onde as fungoes n; (7, t), (7, t), 1(7,t) e o7, t) sao fungoes reais de 7 e t. Entao, a
densidade de probabilidade de encontrar o elétron no ponto x no instante de tempo t é
dada por:

p(F,t) = (7, )2 = [ (7, 1) e T 4y (7, 1) e?#2 (70 2 (4.2)

=11t + 13 + 2m1pcos (1 (7, t) — @a(F, 1))
O ultimo termo da expressao acima € o termo de interferéncia que, como podemos verificar,
é dado pela diferenca de fase, ou fase relativa, entre as duas funcoes de onda 1 e 5.
Essa expressao é matematicamente idéntica a que obtemos quando estudamos problemas
que envolvem ondas classicas, como por exemplo interferéncia entre duas ondas na agua.
Porém, existe uma diferenca sutil entre esses dois fendmenos fisicos no que diz respeito as
fases. As fases de ondas classicas sempre podem ser medidas localmente, enquanto que na
mecanica quantica a unica informagcao que podemos obter sobre as fases é a sua diferenca
01(7, 1) — (T, 1), ou seja, p1(7, 1) e o7, t) ndo podem ser observadas separadamente. Na
verdade, isso decorre do fato que apresentamos na se¢ao de que dois estados, ou duas
funcoes de onda, que diferem somente por uma fase global representam o mesmo estado
fisico, ou seja, a fase global nao pode ser medida quanticamente. Mais precisamente, a
fungdo de onda dada por [£.1] é indistiguivel de uma fungao de onda ' que difere de ¥ por

uma fase \(7,t)

(7 t) = XTIY(T )
= (7, t)ei()‘(F’t)Jr‘Pl(th)) + (7, t)ei(k(ﬁt)wz(ﬁt))_

Logo, a fase relativa é tudo que podemos medir quanticamente.

Com o intuito de compreender melhor esse fendmeno de interferéncia, pode-
mos nos perguntar qual, ou quais observaveis sao sensiveis a fase relativa entre 1, e s.
Por simplicidade, consideremos o caso unidimensional. Suponhamos que logo apds pas-
sar pelas fendas, que trataremos como o instante inicial, a funcao de onda normalizada
que representa o elétron seja dada pela superposicao de duas funcoes de onda ideénticas

deslocadas uma da outra de uma distancia L e “concentradas” ao redor das fendas

Y(z,t =0) (z,0) 4 e“1y(z,0), (4.4)

1
- \/§{¢I
onde ¢ é a fase relativa, que tomamos independente de x. Suponhamos ainda que as
funcoes de onda 1, e 1, nao possuam suporte comum em ¢t = 0, ou seja, elas nao se

sobrepoe, como mostrado na figura Entao, o valor esperado do observavel posicao ()
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71[)]():) (ﬁbg(ﬂ

Figura 4.2: Fungoes de onda que representam o elétron logo apds a dupla-fenda

neste estado é dado por:
(@ = wlQ) = [ d@evia)ds
= %/_Z Uy ()2 (z)dx + % /_Z Vo) w1y () da (4.5)

+ % /_Z U1 (2)we" o ()da + % /_Z e o () iy () d

Conforme podemos ver acima, os Unicos termos que dependem de ¢ sao os dois ultimos.
Porém, como tomamos fungoes de onda sem suporte comum, os integrandos das duas
ultimas integrais sao nulos, pois quando 1, for nao nulo, 1y serd e vice-versa. Logo, o
observavel posicao Q nao é uma variavel apropriada para descrever a interferéncia, pois

independe da fase relativa .
Da mesma forma, podemos calcular o valor esperado do observavel momento

P, que atua em uma funcio de onda como —i% (h=1).

(o= [ o)) g-vta)ds
| L d 1 [ - L d
~5 [ B+ g [ )i (4.6
1 [ - N L[ - L d
+ 5/_00 wl(a:)(—z)%e o(z)dr + 5/_006 wg(x)(—z)%wl(:v)dx
Novamente as integrais que dependem de ¢ possuem integrandos nulos pelo fato das

fungoes de onda nao terem suporte comum. Logo, o observavel momento P também nao

¢ uma variavel apropriada para descrever a interferéncia.

Por 1ultimo, podemos tentar o produto de poténcias dos observavies posicao e
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momento

@ = [ S0@ P (47)
onde j e k sao poténcias inteiras. Novamente os termos cruzados sao os Unicos que
dependem de ¢, como por exemplo (1h;|Q7 P¥|e™1hy). Mas operadores do tipo Q7 P* nao
mudam o fato que 1; e 1 nao se sobrepoe. Logo, Qj P* também independe da fase

relativa.

Em [28], Tollaksem, Aharonov e colaboradores sugerem que os operadores re-

levantes para a descricao do fenomeno da interferéncia sao os operadores de translacao

iLP , C oA . . ~
et %, onde L ¢é a distancia entre as fendas mencionada anteriormente. De fato, a acao

desse operador sobre uma funcao de onda descrita na base das posicoes, causa uma
translacao da mesma de uma quantidade L, ou seja:

iLP

e ip(z) = ¢(x+ L), (4.8)

e, portanto, seu valor esperado no estado ¢ (x) é dado por:

«ﬁiwz/mwéfmum«wwwx

—00

— [ Wlate - L) ata)lv)ds

= [ - D) (49)
- % /oo e y(x — L)y ()dz

_1 —ip

= 5@ ,

ja que, observando a figura[t.2] vemos que 12 (z— L) = t1(z) e, portanto, a dltima integral

~ . . . ~ iLP
da expressao acima é identicamente um. Claramente o operador de translagao e » nao

iLP

¢ hermitiano, porém o operador gerado pela combinagao e # 4+ e~ &  ¢é hermitiano e seu
valor esperado também depende de ¢. Mais precisamente

iLP —iLP

(en 4+e h )y =cosp. (4.10)

. A S . . iLP . .
Se fizermos a transformacao P — P+ ”fh[ , com n inteiro, o operador e » fica invariante,

. iLP iLnhj iLP iLP . iLP A .
poisen en 'zl =en 2 =¢e % . Assim, e n ndo depende de todos valores de P e sim

de P mod %] . E nesse sentido que Aharonov nomeou essa variavel de momento modular

~

Poqa = P mod %I , que assume valores no intervalo [0, %)

, iLP
Além do operador e

depender da fase relativa entre 1; e 15 através do seu

valor esperado, uma outra razao que o torna pertinente para a descricao do fenomeno de
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interferéncia tratado aqui é o fato do mesmo obedecer a uma equacao de movimento nao
local. De fato, se tomarmos o hamiltoniano H= f—:l + V(Q) e utilizarmos a representacao
de Heisenberg da mecanica quantica, a equacao de movimento do operador e¥ é descrita
por:

d ip 1.~ iLP ) A iLP 7 A A ~ iLP
7€ Hyen] =2 [V(Q) e ]=2{V(Q) - V(@ + L)}er, (4.11)

que é uma equacao claramente nao-local e mostra que pode haver alteracao na variavel

modular, mesmo que a modificacao do potencial seja instantanea e aconteca apenas nas

imediagoes de uma das fendas, ou seja, a variavel modular se altera de maneira nao local

quando uma das fendas é fechada/aberta. Esse fendmeno é de cardter puramente quantico,
- . L . ~ o iLp

nao tendo um andalogo classico, pois a evolucao temporal da funcao classica e , onde p

¢ uma variavel real, diferentemente da mecanica quantica onde o mesmo é um operador,

é dada por:
d iLp d iLp dp iL iLp d
d — e _ = Vv 4.12
T A A T (412)
onde usamos o resultado % = —%V(l‘), que pode ser facilmente verificado utilizando

os colchetes de Poisson. Os resultados apresentados nas duas tltimas equagoes mostram
que, apesar de utilizarmos toda nossa intuicao classica para tratarmos de fenomenos de
interferéncia quantica, trata-se de fenomenos completamente diferentes. Como vimos, isso

fica evidente quando utilizamos a representacao de Heisenberg para a mecancia quantica.

Da mesma forma que definimos a variavel momento modular Pmod, podemos
definir também a variavel posicao modular Qmod. Suponhamos que ao invés de termos
somente duas fendas no primeiro aparato, o mesmo é composto de N fendas, com N
muito grande (tendendo a infinito). O elétron passa por esse aparato por meio de uma
das fendas, mas nao sabemos exatamente por qual delas. O que conhecemos é a posicao
do elétron médulo L. Definimos entao a posicao modular Qmod = Q mod L, onde L é a
separacao entre as fendas. Os operadores de translagao que sao fungao de pmod e Qmod

obedecem a seguinte relacdo de comutagao [0, 28]

e Pmod | &L Qmod] = 0, (4.13)

A expressao acima mostra que ao contrario de Q) e P, Qoqd € Pnog comutam, ou seja,

podemos medi-los simultaneamente. Podemos representar nosso conhecimento sobre () e

2L

P dividindo o espago de fase em células de area h. Por exemplo, para o estado gumod = 5
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€ Pmod = % temos o espacgo de fase mostrado na figura , onde, apesar de conhecermos

simultaneamente ¢noq € Pmod, @ célula em que os mesmos se encontram é completamente

desconhecida.
qA
6L
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
5L
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
4L
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
3L
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
2L
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
L
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
h 2h 3h 4h 5h >
0 m T T T + P

Figura 4.3: Representacao do estado ¢ueq = % € Pmod = % no espaco de fase.

Feita essa breve introducao sobre variaveis modulares, nés propomos abaixo
uma definicdo mais precisa das mesmas em termos da estrutura matematica da cinematica
finita de Schwinger [29]. Para tanto, revemos na préxima sec¢ao a estrutura do espago de

fase finito de Schwinger, bem como seu limite para o continuo.

4.2 Cinematica de Schwinger

Seja W um espaco de estados quanticos de dimensao N, e {|u;)} (j =
0,1,...,N — 1) uma base ortonormal completa desse espaco, ou seja, esses estados obede-

cem as seguintes relagoes:

(uf |ug,) = & (Ortogonalidade)
ot (4.14)
lu;)(w!| =1 (Completeza)

Os estados |u;) sao os estados finitos de posigao.

Definimos um operador unitario de translacao V que age nos estados dessa

base da seguinte maneira:

Vlug) = Juj_1),
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onde
|ujen) = ug). (4.15)
Aplicando V' N vezes em um estado dessa base obtemos 0 mesmo estado, pois o operador

de translacao age de forma ciclica, ou seja:
VVuj) = Jujen) = lu) = V¥ =1 (4.16)

Logo, utilizando a equacao de autovalores para o operador V', concluimos facilmente que

seu espectro é formado pelas N-ésimas raizes da unidade.

vj=enN’ com j=0,1,....,N — 1. (4.17)
Pelo teorema espectral para operadores unitarios, se um operador unitario possui N au-
tovalores distintos, como € o caso de V', seus autoestados sao necessariamente ortogonais
entre si, formando uma base ortonormal de W¥. Designaremos por {|v;)} os autoestados
de V', que sao os estados finitos de momento. De forma similar, definimos um operador

de translagiio unitério U que atua nos estados |v;) da seguinte maneira:
U’Uj) = |'Uj+1>, (418)

onde
[vjrn) = |vj). (4.19)

Pelas mesmas razoes apresentadas acima, nao ¢ dificil se convencer que o espectro de U

também é formado pelas N-ésimas raizes da unidade:

27

u; =v; =en’ com j=0,1,...N —1. (4.20)

Podemos provar que, com uma escolha apropriada de fase, os estados |u;)
mencionados anteriormente sao autoestados do operador U. Para tanto, antes demons-

traremos alguns lemas relevantes para tal fim.

Lema 4.2.1.
1 . 1 s -
—v* ! = — e F (=R = gk (4.21)

onde N € a dimensdo do espago e 6F é o delta de Kronecker.

~ . . , . 27
Demonstragao. Primeiramente, note que os indices da fase complexa v; = e~/ e suas

2mi

poténcias (v;)* = (e N I)k = ek = v}“, podem ser interpretados tanto como indices de
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uma matriz, como poteéncias inteiras da fase v;. Para o caso em que [ = k, a somatoria
da expressao é igual a N e, portanto, %vf jvf = 1. Tomando [ # k e definindo

27i
7 =en (- k) vem:
N—-1 N-1

1 i 1 11— 2Y)
S Yoo L0=2Y9
N 2 TN&ZT TN(-2)
pois ZN = e2™l=F) — 1 4 que [ e k sdo inteiros. O

Lema 4.2.2. Dado o operador #*) = %vk Vi, onde o indice j pode ser interpretado
tanto como o indice da matriz v* ., quanto como a poténcia de V entao 7 ¢ o projetor

na diregao de |vg), ou seja:

7@y = 6F|v,), (4.22)
ou ainda

7 = Jo) (0@, (4.23)

onde os parénteses colocados em k sdao para identificar que, neste caso, nao hd soma em

k.

Demonstracao. O resultado pode ser facilmente comprovado com a ajuda de e
lembrando que |v;) é autoestado de V:
. Loy v
78y = Nvﬁjw\m —oF U o) = 6F|up).
O

Lema 4.2.3. O produto interno entre os estados de posi¢cao e momento finitos é dado

por:
1

\/_ J

Demonstragio. Calculamos o valor esperado (u’|7)|ug) de duas maneiras distintas. A

(u"v;) = (4.24)

primeira utilizando #0) = £ V¥
N 1 . ~ 1 . 1 . 1
<u0|7r(j)|u0> = Nvik<u0|vk|u0> = NUJ,MUICWO) = N”ik(;g =N

e a segunda utilizando [£.23}
(|79 |ug) = (uugp) (0" |uo) = |{u’[uj)]*.

Comparando as duas expressoes e fazendo uma escolha apropriada de fase, finalmente

obtemos:
1 .
(u’|v;) = TN (WP|(V)*o) = oF j(u¥]v;).
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O termo \/Lﬁvf na expressao 4.24] nada mais é que o elemento de matriz do

operador Transformada Finita de Fourier (TFF). De fato, definimos a TFF da seguinte
maneira

F = v (], (4.25)

que age nas bases de posicao e momento finitas como

Fluy=lo) e Floy) = u_,). (4.26)

Logo, nao ¢ dificil verificar que o seu elemento de matriz Ff ¢é dado por \}—Nvf, tanto na

base das posicoes finitas, quanto na base de momentos finitos:
k k| k| L
Fy = (u*|Fluj) = (0" Flv;) = TN (4.27)
Utilizando o lema repetidamente e o lema [4.2.1] podemos provar que os
estados de posicao finita {|u;)} sdo autoestados do operador de translacao U.
L - k 1 ! k
\/—NUWWLJ‘ = \/—N|Ul><u |vk41)VE;

k

Ulu;)y = Ulog) (vF]u;) =

1 1 _
= —lu)vp 0t = So'lw)vio;

N N = v'lu)8; = vjluy).

Teorema 4.2.1.

VIUk = oIk UkyI (4.28)
Demonstragao. Aplicando o estado |u;) em ambos os lados da equagao obtemos:

VIU*|w) = vf |wi)

Ukvj|ul> = vlkvﬁj]ul_ﬁ.

Comparando os dois resultados, obtemos a equacao |4.28]| O

A equacao ¢ o andlogo finito da forma exponencial da relacao de co-
mutacao canonica entre os observaveis posicao e momento, conhecida como relacao de
Heisenberg-Weyl. Como veremos na proxima secao, uma equacao semelhante vale para o

caso continuo.
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4.3 O limite para o continuo

Nesta se¢ao, apresentamos o limite heuristico para o continuo de duas maneiras

distintas. Uma simétrica e outra nao simétrica entre os estados de posicao e momento.

4.3.1 O limite simétrico

Consideremos, sem perda de generalidade, que dim W®) = N seja um ntimero
inteiro impar. Dessa forma, a variacao do indice dos estados de posicao e momento é
N-1 N-1

simétrica em relagao a origem: j = —~>,...,0,...,+~5=. Introduzimos as seguintes

) 1/2 ) 1/2
T : T
xj = (W) J e Yp = (W) k, (4.29)

cujas variagoes sao dadas por:

variaveis escalonadas:

) 1/2
Az; = Ay, = (WW) , (4.30)

pois Aj = Ak = 1. Dadas essas variaveis, introduzimos os autoestados escalonados de

posicao e momento como:

1/4 1/4
|q<xj>>:(%) ) e |p<yk>>:(%> o) (4.31)

Logo, as relagoes de completeza podem ser descritas da seguinte maneira:

I =) =lo) "= Y lalz))ae)ldz; =Y [p(ye)) Plyrl Ay

Podemos tomar um limite “heuristico”, onde queremos dizer com isso que para N sufi-
cientemente grande, temos que Az; — 0 e Ay, — 0. Assim, interpretamos a resolugao
da identidade acima de uma forma heuristica como:

R too e

P= [ lenta@ls = [ oty (432

O produto interno entre os estados |¢(x;)) e [p(yx)) pode ser escrito como

1/2
<Q($j)!p(yk)>:<%> (o) = Zwvi:\/lz_wemyk' (4.33)
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No limite N — oo a equagao acima toma a forma:

1 Y
{q(z)p(y)) = = (4.34)

Se inserirmos explicitamente a constante de Planck h na equacao acima, obtemos a bem
conhecida equacao de onda plana para o produto interno entre os autoestados de posicao

e momento:

(a(@)lp(y)) = ﬁ/ (4.35)

As normas dos estados |¢(x)) e [p(y)) sdo claramente “infinitas”, de maneira que a ortonor-

malizacao deve ser tratada com cuidado, de forma nao usual:

()l = le)ple)) = {0 or J7E
(%)1/2 for 7=k

B { 0 for xz; # x4

N—o00 _
(N—o0) oo for z; =y,

que ¢é usualmente escrita de uma maneira mais simplificada

(a(@)lq(")) = (p(2)Ip(a")) = 0(x — ). (4.36)

Podemos considerar entao esse procedimento como uma defini¢ao heuristica da “func¢ao”
delta de Dirac. A operacao que relaciona as duas bases é a Transformada de Fourier e

pode ser escrita da seguinte forma:

Flq(z)) = |p(x)). (4.37)

Percebe-se que, com essa notagao, podemos escrever o operador Transformada de Fourier

CcOomo
—+00

F= / delp()){a(2). (4.38)

—0o0
A maneira com que F' age em um elemento da base dos momentos é a seguinte

—+00

Flp(a)) = [ o) a(elp(a)

—00

—+00

B / da'|p(x")) (p(a')g(— 1))

— 00

(4.39)

= lg(=2)),

onde usamos a relagao [4.34) da qual podemos ver que {(q(z')|p(z)) = (p(2')|q(—x)).
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As funcoes de onda nas bases de posi¢ao e momento para um estado arbitrario

) € W) sao dadas respectivamente pelas amplitudes

(4.40)
Up(y) = (p(Y)[¥)
A acdo de um operador arbitrdrio O sobre uma funcio de onda ¢ definida como:
Otyy() = (g(2)|O) (4.41)
(§]
Oty(y) = (p(y)|Ol) (4.42)

Os operadores de translagao Ve, e U, agem nas bases de posigao e momento da seguinte

Ve, Ip(yn)) = €% p(y)) (4.43)
Uy, la(zr)) = Mo |q ().
Ve la(ee)) = la(or = &) (4.44)
U [p(yk)) = |p(yx +n5))
No limite do continuo temos: R -
}/% = ezﬂf (4.45)
Un — einQ’
Velp(y)) = e<Ip(y)) (4.46)
Uylg(2)) = e™q(x))
‘2s|Q(33)> = |q(z = §)) (4.47)

Uylp(y)) = Ip(y +n)).

Entao, os geradores infinitesimais de translagao sao identificados como os observaveis

posicao e momento Q e 13, tal que:

Qla(x)) = zlq(2))

. (4.48)
Plp(y)) = ylp(y)),
obedecendo a usual relacao canonica de comutacao de Heisenberg
Q. Pl=il com h=1, (4.49)
juntamente com sua forma exponencial:
Ve, = "0, V. (4.50)

que é o analogo continuo da relacao ({4.28]).
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4.3.2 O limite nao simétrico

Definimos uma escala diferente para posicao e momento como

L .
€T, = =
AR (4.51)
yr = Lk,
cujas variacoes sao dadas, respectivamente, por:
Az; =L
TN (4.52)
Ay, = 2,

pois Aj = Ak = 1. Vemos pela equagao acima que, no limite N — oo, Az; — 0, mas o
mesmo nao acontece com Ay;. Introduzimos também os estados escalonados de posicao
e momento
N\ 12
la(z)) = (¥) " lu)
L\12
pl)) = (&) o),

de maneira que a identidade é descrita da seguinte maneira:

(4.53)

5(1-%)
o= Jup(= Y o)) {al;)|Az;

j==50-%)

N-1

2

= Jo) (0l = > Ip(u)) Pyl Ay

_ N-1
k= 2

No limite heuristico do continuo, a expressao acima toma a forma:

—+00

. +L/2 -
= [ @) a@)lds =53 o) ol (4.54)

—L/2 k=—o00

e a relacao de ortonormalizacao das bases de posi¢ao e momento sao dadas por:

(¢(x)[q(2")) = 6(z — 2)

. (4.55)
(p(y;)p(ye)) = £67,

onde I é o operador identidade sobre o espaco de estados que representa as fungoes
periddicas com periodo L e o produto interno entre autoestados de posicao e momento é

dado pela mesma expressao obtida no caso do limite simétrico (equagao 4.34)):

1 1TYk
(qg(z)|p(yk)) = Nz (4.56)

Neste caso, a base da posicao é um conjunto com poténcia do continuo e os estados tém
norma infinita, embora com o espectro de autovalores delimitado entre —% e +§, en-

quanto os estados de momento formam um conjunto infinito, porém enumeravel, com
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norma finita. Note que poderiamos ter feito esse procedimento de maneira que a base de
posicao formasse um conjunto infinito, porém enumeravel, e a base de momento formasse
um conjunto com poténcia do continuo. E importante notar também que nao ha neces-
sidade da periodicidade de tamanho L estar centrada na origem. Por exemplo, podemos
transladar os valores de posi¢ao de um tamanho %, de modo a particionar o eixo das

posicoes em 0, +L, +2L, .... De fato, essa é a escolha que faremos na segao [£.5]

4.4 A questao dos graus de liberdade

Um sistema quantico que possui dois graus de liberdade, como por exem-
plo uma particula confinada em um plano, é representado pelo produto tensorial W =
Wi ® Ws, onde os espagos de estados W e W5 representam cada grau de liberdade se-
paradamente. Os autoestados de posicao e momento desse sistema sao dados, respectiva-
mente, por |¢()) = [q(z")) ® |g(z?)) e |[p(¥)) = Ip(y")) ® [p(y?)). Os operadores unitdrios
de translacao Vg =Va @ Ve = ¢i<P o Uy = Up U,z = 9 agem sobre esses estados da

seguinte maneira:

(4.57)

' — 22, podemos facilmente visualizar a translagao do ket |q(Z))

No plano
quando atuamos repetidamente sobre ele o operador de translacao ‘A/ﬂ, conforme mostrado
na figura 4.4 O conjunto de pontos obtidos sdo representados em uma linha reta que

contém o ponto ¥, mas com inclinacao dada pela direcao £. Para atingirmos um ponto

v

Figura 4.4: Translacao em um sistema de dois graus de liberdade
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arbitrario no plano, partindo de um dado ket |¢(Z)), obviamente, é preciso de no minimo
duas diregoes linearmente independentes, ou seja, é impossivel, para o caso de espacos
de dimensao infinita, encontrar um operador f/g que aplicado repetidamente no ket |¢(Z))

atinja todos os pontos do plano z! — 22.

Porém, para o caso de espacos de estados de
dimensao finita, as coisas sao radicalmente diferentes. Tomemos, por exemplo, um sistema
fisico com dois graus de liberdade representado por dois espacos de estados de dimensao
dois W® = Wl(2) ®W2(2), como por exemplo dois qubits, onde os espacos de estados Wl(z) e
Wi? podem ser gerados pelas respectivas bases de posicio finita {|uo), [u1)}. Assim, a base
computacional do sistema produto é dada por {|ug)®|uo), [ue)®|ur), |ur)®|ug), |u1)®@|uq) }.

Podemos representar esse espaco como o conjunto discreto formado por quatro pontos,

como ilustrado na figura . A agao do operador unitario de translagao V @ V sobre os

G A
2
11! L ]
>
(0} 1 2 J

Figura 4.5: Espaco finito para 2 qubits

estados da base computacional |u;) ® |u,) (4,0 =0, 1), gera duas linhas retas distintas no
espago discreto onde esses estados sao representados, conforme mostra a figura 4.6, Como
no caso de espacos de dimensao infinita, nao é possivel, partindo de um dos estados da
base, “varrer” todo o espaco utilizando repetidamente o operador de translacao VeVv.
Consideremos agora um espaco de estados quanticos de dimensao seis W) = Wl(Q) ®W2(3),
como por exemplo um sistema fisico composto de um qubit e um qutrit, com as bases de
posicao finita dadas, respectivamente, por {|ug), |ui)} e {|ug), |u1), |uz)}. Neste caso, o
fato das dimensoes de W; e W5 serem primas entre si, significa que a acao do operador
V ® V sobre os estados da base do sistema produto {|u;) ® |us)} (j =0,1e 0 =0,1,2),
pode ser identificado com a acao do operador V(® =V ® V na mesma base reindexada
da seguinte maneira {|ug), |u1), |u2), |us), |ua), |us)}, ou seja, partindo de um dado estado

da base do sistema produto, podemos “varrer” todo o espago com a atuagao repetida do
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o A
2
1% ~
\\ //
\\ //
\\ //
N
// \\
// \\
7 ~
// \\
= >
0 1 2 j

Figura 4.6: Acdo do operador de translacio sobre os estados da base do espaco W® =

W @ Wy

operador de translacao V©. Definindo, por exemplo, o estado |ug) = |ug) @ |ug) e agindo

repetidamente sobre ele o operador VO =V ‘7, obtemos todos os estados da base

[uf”) = (VO)ug) = V@ Vug) @ [ug) = [ur) @ Juur);
1Py = (VO uy) = VI @ Vi) @ |ug) = |ue) @ |us);
[uf”) = (VO uz) = VI @ Vlug) @ |uz) = |ur) @ |uo); (4.58)
) = (VO fug) = VI @ Vijug) @ Jug) = |uo) ® Jus);
) = (VO |ug) = V@ Vug) @ [u) = |ur) @ us),

que podem ser representados no espago discreto conforme mostrado na figurafd.7] Concluimos

CA
3
2 NS o ,/’/
N \\ //
SN o e
\«/&\\//
// AN e \\
P N 7 e
¢
1« N —»?
TN
- ~
PPt ~ N
e \\\\* >
0 1 2 J

Figura 4.7: Acdo do operador de translacio sobre os estados da base do espaco W) =

W & wy?

entao que para esse caso, onde a dimensao dos subsistemas sao primas entre si, hd uma
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reducao de dois graus de liberdade para somente um tnico grau de liberdade efetivo. Na
verdade, isso vale para qualquer espaco de estados finito formado por dois subespacos com
dimensoes primas entre si. Esse resultado foi primeiramente proposto por Lobo e Nemes

na forma do seguinte teorema [30]:

Teorema 4.4.1. Seja WWN) = W) @ WN2) o produto tensorial de dois subespagos
com MDC(Ny,Ny) = 1, onde cada subespago contém seu prorpio par de operadores
de translacdo (U(N“),V(N‘*)), Juntamente com um par de bases de posicao e momento
{]u >} {]v(NU‘ ' (Jaska =0,..Nqy—1) com (o = 1,2), que obedecem as relagoes dadas
porm e. Se definirmos os estados de posi¢cdo finita |u;) € W@ por

[uj) = (V) |uo), (4.59)
com
V=V gy (4.60)
e
[uo) = Jug™) @ [uf*?). (4.61)

Entao, existe um unico par r1 € Zn, ey € Zn, tal que o operador

A

U = [rih) g [yr2(N2) (4.62)
define os estados de momento finito da maneira usual
o) = U*|wo), (4.63)

com
lvg) = [vi™)) @ (™), (4.64)

tal que V e U obedecem a Telagdo e as bases de posi¢ao e momento finitos {|ug) }H{|ve) }
obedecem a relagao [{.2])

Demonstragao. Seja

og) = U¥ug) = UmFND @ T72RN) (o™ @ [u™))) = (jol) @ [uR))

r1k TQk

para algum, nao especificado, par (r1,72). Entdo, devemos impor que

(') = = (W] ® (@) (ol ) ® o))

1 k

/_N j 'r‘Qk;
L gy o) L v

N]_N2 rik rok /N (7"1N2+T‘2N1)j7
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que é valida somente se

7’1N2+T2N1:1 (mod N)

E bem conhecido da teoria dos nimeros que para N; e Ny primos entre si, a equacao

diofantina acima assume somente um par de solucoes r; € Zy, e r2 € Zy,, dado por

r= Nj(Nl)_l (mod Ny)
Ty = Nf’(Nz)fl (mod Ns),

onde ¢ : N — N é a fun¢ao totiente de Euler [31]. Para um dado inteiro n, ¢(n) é
definida como sendo o nimero de inteiros entre 1 e n que sao relativamente primos a n.
Por exemplo, ¢(1) =1, ¢(4) = 2, $(9) = 6. Nao é dificil se convencer que para um dado
nimero primo p, ¢(p) =p — 1. ]

De posse desse teorema, podemos voltar ao exemplo onde Ny = 2 e Ny = 3
tratado acima, e construir a base dos momentos finitos. Definindo |vg) = |vg) ®|vg) e calcu-
lando 7 = 3*@~(mod 2) = 3" (mod 2) = 1 e ry = 2" (mod 3) = 227 (mod 3) = 2,
a atuacao repetida de U=Uw®U? gera toda a base de W)

[07) = Tlvo) = U © U?Jv) ® |v) = [v1) ® |ua);
0f) = Ulor) = U @ U2|v1) @ |vr) = [vo) ® [vn);
o) = Olus) = 0 ® 2o} © [os) = [1n) © [vo): (465)
05) = Ulvs) = U U?|v1) ® |vg) = o) ® Jva);
0) = Ulvy) = U @ U?|vg) ® |v1) = |v1) @ |vy)

Com a intencao de deixar essas idéias mais claras, apresentamos mais um exemplo que
contém a estrutura do teorema acima. Consideremos N = 15 com N; = 3, Ny = 5 e,
portanto, M DC(Ny, No) = 1. Definindo |ug) = |ug) ® |ug) e |vo) = |vo) @ |vg), podemos

gerar todos os vetores das bases de posi¢ao e momento finitos atuando repetidamente com
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os operadores unitarios de translagao:

[uf"™) = (V0 ug) = VT @ Vo) @ [uo) = Jur) @ [un);
™) = (VO ) = V@ Vi) @ [un) = |us) @ |us);
]u§15)> = (VO uy) = V@ Viug) @ |us) = |ug) @ |us);
) = (VO ug) = V@ Vo) @ fus) = [ur) @ Jua);
WPy = (VO ) = V@ VHug) @ |ug) = [us) @ |uo)
W™y = (VO |ug) = V@ Vi) @ |uo) = |uo) ® |us):
W) = (VO Hug) = V@ V) @ Jur) = [ur) @ Jus);
) = (VO uz) = V1 @ V) @ fu) = Juz) © [us);
g™y = (VD) fus) = V1 © Vi) @ fus) = [uo) @ [uus);
[ue”) = (VO ug) = VI ® Viluo) @ [ua) = [ur) @ [uo);
[ufy”) = (VD) |urg) = VI @ Vi) @ Jug) = [uz) @ [un);
[uty”) = (VO luns) = V1 @ Vlus) @ ur) = fu) @ Juo);
[ug”) = (VO o) = V1@ V1o © fua) = [ur) @ [us);
uly”) = (VO i) = Vi@ Viur) @ Jus) = Jus) © |ua)
(§]
0%y = Ulvo) = U2 ® U?|o) @ |vo) = |va) ® |va);
05y = Ulo) = U2 @ U)oy

Ny = Ulvs) = U2 @ U2J0y) @ |v1) = |ug) @ |vs);
lv %)5) :ﬁh)g :U2®U2|vo ® |vg) = |v2) @ |vg);
0,7) = Ulvio) = U? @ U2|vs) @ [vo) = [v1) ® [n);
057) = Ulonr) = U2 @ U2[v1) @ [va) = |} @ [va);
085”) = Uloa) = U2 @ U2[vg) @ [va) = [v) @ [v1);
07) = Ulvis) = U2 @ U2|uy) @ 1) = 1) @ [us),

pois 71 = 523" (mod 3) = 2 e 7y = 3°®) " (mod 5) =

Concluimos que quando o M DC(Ny, Ny) = 1, podemos interpretar os dois

graus de liberdade como pseudo-graus de liberdade, pois podemos associar somente um
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unico grau de liberdade ao sistema. Apresentamos na préxima secao uma aplicacgao fisica

para esse fato, definindo as varidaveis modulares de maneira natural.

4.5 Variaveis modulares e pseudo-graus de liberdade

Voltemos ao problema da interferéncia descrito na introducgao deste capitulo,
onde um aparato contendo n fendas é colocado a frente de um feixe de particulas, como
por exemplo elétrons, e sao detectadas em um segundo aparato, conforme ilustra a figura

[4.8l O estado inicial da particula incidente é, utilizando a notacao das se¢oes anteriores,

Figura 4.8: Experimento de difragao com n fendas.

Ip(%)) = |p(0)) ® |p(y?)). Imediatamente apés a interagio com o aparato que contém as
fendas, o estado da particula é descrito por |)®@|p(y?)), onde |)) é uma combinagao linear
de diferentes autoestados de momento na direcao x. Isso acontece porque a particula
troca momento modular com o aparato que contém as fendas na diregao x (difragao),
enquanto que o grau de liberdade y? = y nao sofre qualquer perturbacao. Assim, o grau
de liberdade pertinente para a descri¢gao do problema é o ligado a diregao x. Como dito na
introdugao desse capitulo, o estado |¢)) é autoestado simultaneo dos operadores unitarios
de translagao Vi, = eilP ¢ UQﬂ/L = 70 (h = 1), ou seja, esse estado ¢ simultaneamente
autoestado de posicao e momento modulares, conforme mostramos no exemplo ilustrado
na figura onde o estado com ¢poq = % € Pmod = % é representado no espago de fase.

Dessa maneira, os operadores de translagao Vi e Usr/ obedecem a seguinte relagao de
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comutacao:

[V, Use/z] = 0. (4.66)

Propomos uma descricao matematica desse fendomeno em termos dos pseudo-graus de
liberdade descritos na secao anterior, onde ndés decompomos o espaco de estados que
representa o grau de liberdade pertinente a descricao desse problema em dois subespacgos

que possuem dimensoes primas entre si.

Seja W) = W) @ W (N2) ym espaco de estados para o sistema quantico com
dim W®W) = N = Ny - Ny e MDC(Ny, Ny) = 1, onde cada subespaco é gerado pelas suas
respectivas bases de posigdo e momento {\ugivo‘))}, {\v,ﬁa“)ﬂ, (Jaska = 0,...N, — 1) com
(a = 1,2). Seguindo as idéias da secdo anterior, definimos os estados da base de W)
como [uf”) = (V'Y |ug™) com [ug") = Juo) @ ug), VOV =V @ V e o)) = U¥ug™),
|U(()N)> = |vg) ® |vo), U=0U"® (7"2, onde 7; e 19 sao dados pelo teorema . Podemos
entdo interpretar o grau de liberdade efetivo de W) como um grau de liberdade composto
de “Ny periodos de tamanho N;” (ou vice-versa). De fato, podemos definir o seguinte

estado de W®V):
s k2 ™) = [vj,) ® Jug,). (4.67)

Este estado é simultanecamente um autoestado de momento finito de W &) ¢ posicao finita
de W®2) | Como podemos ver, este estado é um andlogo finito do estado representado na

figura [1.3] Definimos os seguintes operadores:

oM =TgUrM (4.68)

que obviamente comutam

(UM, V2] = 0. (4.69)

A relacao acima é o analogo finito da equacao Podemos facilmente calcular os seus

autovalores:
V051, k™) = ol 15, k™) (4.70)
UM |J1, k2(N)> = Ul(an)QNl |71, k’z(N)>

[lustremos essas idéias através de alguns exemplos, comegando com o caso onde N = 6:

Exemplo 4.5.1. N =6, N; = 2 and N, = 3. Podemos representar o estado |1,2)) =
[v1) @ |us) o espago de fase finito como mostrado na figura [4.9] Analisando a figura[4.9]
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posicaoA
finita
6
5 ° ° °
4
3
2 ° ° °
1
0 1 2 3 4 5 & momento
finito

Figura 4.9: Estado |1,2©)) € W(©)

nota-se que o grau de liberdade de posicao finita é composto de 2 periodos de tamanho 3,

enquanto o grau de liberdade de momento finito é composto de 3 periodos de tamanho 2.

Exemplo 4.5.2. Consideremos agora o caso com N = 15, Ny = 3, Ny = 5 e o estado
11,20%)) = |u;) ® |ug), representado no espaco de fase discreto como mostrado na figura

[4.10] Neste caso, o grau de liberdade de momento finito é composto de 5 perfodos de

posicdo4
finita
15

10

0 3 6 9 12 15 momento
finito

Figura 4.10: Estado |1,2(%)) € W15

tamanho 3 e o grau de liberdade de posi¢ao finita é composto de 3 periodos de tamanho

d.

Para obtermos o estado proposto por Aharonov e colaboradores representado

na figura [£.3] basta fazermos o limite do continuo nao simétrico apropriado do estado
ey vaTiAY - : . .

k™)) com a varidvel momento do primeiro subsistema assumindo valores dentro de

um conjunto infinito com poténcia do continuo e a variavel posicao assumindo valores
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dentro de um conjunto infinito enumeravel. Enquanto que no segundo subsistema, o
procedimento é inverso: a variavel momento assume valores em um conjunto infinito

enumeravel e a varidvel posicao assume valores em um conjunto com poténcia do continuo.
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5 Conclusoes e perspectivas futuras

Neste trabalho, nos debrucamos sobre duas questoes de cunho fundamental
na mecanica quantica desenvolvidas por Aharonov e colaboradores nos tltimos quarenta
anos: o conceito de valor fraco e de varidveis modulares. O primeiro deriva de uma abor-
dagem temporalmente simétrica da dinamica quantica e tem ja apresentado uma série de
desdobramentos importantes em fisica tedrica e experimental, e até de matematica. No
capitulo 2 procuramos estudar e compreender melhor este conceito de valor fraco, obser-
vando o efeito que o mesmo gera no espaco de fase do sistema medidor. Mostramos que
quando escolhemos o operador niimero N como gerador de transformacgoes do sistema
medidor, juntamente com a preparacao do vetor de estado inicial do sistema medidor
como um estado coerente, as equacoes que descrevem as diferencas dos valores espera-
dos dos observaveis posicao e momento do sistema medidor sao escritas de uma forma
simétrica e bem mais simplificada do que as encontradas na literatura até entao, tor-
nando, possivelmente, mais facil a implementacao experimental de medidas fracas via
Otica quantica. Como uma perspectiva futura, pretendemos ampliar nossa compreensao
do significado fisico do valor fraco, analisando todas as transformacoes possiveis no espaco
de fase do sistema medidor, como por exemplo a rotagao hiperbdlica e a transformacao de
escala, discutidas em [8]. J& no capitulo 3, exibimos uma anélise critica mais rigorosa da
interpretacao apresentada recentemente por Tamate et al para o valor fraco em termos
da geometria simplética do espaco projetivo do sistema a ser medido quando de sua in-
teracao com o sistema medidor durante o procedimento de medida ideal de von Neumann
e sua subsequente pds-selecao. Mostramos algumas falhas conceituais e deficiéncias da

abordagem dos autores e apresentamos uma forma de contornar esses problemas.

O conceito de variavel modular tem sido defendido desde a década de 60 por
Aharonov como a unica forma de representar corretamente certos fenéomenos quanticos
dinamicos nao-locais, como o célebre efeito Bohm-Aharonov entre outros. No capitulo
4, propomos que a maneira mais clara de definir a estrutura por tras desse fenomeno é
através de uma descri¢ao via a cineméatica de Schwinger para o espago de fase discreto
e seu respectivo “limite do continuo” apropriado. O conceito de variavel modular tem

comecado a receber uma maior atengao recentemente [32]. Uma das razdes para essa
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recente atencao da comunidade de informacao quantica, é que Aharonov tem proposto
a possibilidade de confirmar varias dessas idéias sobre variaveis modulares justamente
através de experimentos de medicao de valores fracos [33, 28]. Acreditamos que nossa

abordagem via cinematica finita de Schwinger podera ser importante nessa empreitada.
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