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Resumo

Nesta tese, estudamos aspectos tedricos e experimentais da fase de Gouy
em ondas de matéria. Mostramos que esta fase estd relacionada com a co-
variancia entre posicao e momento podendo ser indiretamente extraida de
experimentos interferométricos. Em seguida, analisamos um experimento
de difragdo de macro-moléculas realizado pelo grupo de A. Zeilinger [1] e
mostramos que a existéncia de uma fase de Gouy é compativel com aqueles
dados experimentais. Semelhante a fase de Gouy para ondas eletromag-
néticas classicas, mostramos que um feixe de ondas de matéria sofre uma
anomalia de fase em torno do foco de uma lente quantica. Uma proposta ex-
perimental para medir esta fase é apresentada com parametros experimentais
viaveis a tecnologia atual. Esperamos que este trabalho motive pesquisas
do problema tedrico, hé alguns anos em aberto, e de experimentos relativos
que nos levem a uma compreensao mais profunda e realista da fase de Gouy
em estados mistos de ondas de matéria e de luz. Por ultimo, apresentamos
nossas conclusoes.



Abstract

In this thesis, we study theoretical and experimental aspects of the Gouy
phase in matter waves. We show that this phase is related to the covariance
between position and momentum and can be indirectly extracted from in-
terferometric experiments. Next, we analyze a diffraction experiment with
macro-molecules realized by Zeilinger’s group [1] and we show that the exis-
tence of a Gouy phase is compatible with those experimental data. Similar
to the Gouy phase for classical electromagnetic waves, it is shown that a
beam of matter waves suffers a phase anomaly around the focus of a quan-
tum lens. An experimental proposal to measure this phase is presented with
experimental parameters viable to current technology. We hope this work
motivates studies of the theoretical problem, open a few years ago, and for
experiments that lead us to an understanding deeper and more realistic of
the Gouy phase for mixed states of matter waves and light. At the end, we
present our conclusions.
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CapiTULO 1

Introducao

O principio de complementaridade, em sua completa generalidade, re-
flete a capacidade de entidades quanticas comportarem-se como particulas ou
como ondas sobre diferentes condigoes experimentais [2, 3]. Logo apds o inicio
da mecanica quantica, as nocoes de complementaridade e incerteza foram in-
troduzidas para destacar estas caracteristicas [4, 5, 6, 7, 8], desconhecidas em
fisica classica. Complementaridade e incerteza continuam atraindo a atengao
de pesquisadores, inspirando novos testes e demonstracoes experimentais
[9, 10]. Quando Schrédinger construiu a equagao, a qual estd no coragao da
mecanica quantica, ele a fez de tal maneira que o carater dual onda-particula
fosse automaticamente incluido. Como é bem conhecido [11, 12, 13, 14], a
equagao paraxial para as ondas eletromagnéticas é formalmente equivalente
a equagao de Schrodinger bidimensional para uma particula livre [15]. Isso
implica que a fase de Gouy, presente nas solugoes da equacao paraxial, que
corrige a éptica geométrica em relagao a éptica ondulatéria [16], também esta
presente nas solugoes da equacao de Schrodinger para uma particula livre.
Esta fase em ondas de matéria confirma o carater ondulatério da entidade
quantica descrita pela equagao de Schrodinger. Nesta tese, estudamos este
termo de fase ainda nao explorado em mecanica quantica e esperamos que
novos efeitos quanticos possam ser explicados a partir dele.

O deslocamento de fase que uma onda de luz convergente sofre ao ser
focalizada, também conhecido como deslocamento de fase de Gouy, é um
fenomeno bastante conhecido em 6ptica [17, 18, 19, 20, 21, 22, 23]|. Este
deslocamento de fase (as vezes chamado de anomalia de fase) foi primeira-
mente observado por Gouy em 1890 [17, 18]. Apds sua observagao, sua origem
fisica e consequéncias tém sido objetos de estudo, especialmente nas iltimas



décadas [16, 24, 25, 26, 27, 28]. Embora este fenomeno seja frequentemente
apresentado como uma propriedade de feixes de luz gaussianos [20], o desloca-
mento de fase de Gouy aparece em qualquer classe de onda que seja submetida
a algum confinamento espacial transverso, seja por focalizacao ou difracao
através de pequenas aberturas. Como discutido em [28], quando uma onda
é focalizada, o deslocamento de fase de Gouy é associado a propagacao de
z = —00 a z = +00 e é igual a m/2 para ondas cilindricas (focalizagao ao
longo de uma dimensao), e 7 para ondas esféricas (focalizacao ao longo de
duas dimensoes). No caso de ondas difratadas, a fase de Gouy é associada a
propagacao a partir da abertura de difragao até o infinito, correspondendo a
um deslocamento de 7/4(w/2) para uma dimensao (duas dimensoes). Como
mostrado nas Refs. [25, 29], podemos dar a fase de Gouy uma interpretagao
geométrica.

Experimentos em éptica classica mostrando a existéncia do deslocamento
de fase de Gouy foram realizados com laser continuo [30] e laser pulsado
[31, 32]. Experimentos recentes na area de Gptica quantica também exibiram
este efeito [33, 34]. A fase de Gouy também tem sido observada em ondas de
agua [35], actstica [36], superficie plasmon-polariton [37], e em pulsos fénon-
polariton [38]. Nesta tese, mostramos que uma anomalia de fase de Gouy
para ondas de matéria também pode ser observada [39, 40, 41, 42, 43] e que
a mesma esta relacionada com a covariancia entre posi¢ao e momento que se
desenvolve ao longo da dindmica quantica [39]. Alguns efeitos relacionados
com a fase de Gouy em ondas eletromagnéticas, tais como modelagem de
pulso [44] e aceleragao [45], comportamento espectral andémalo [46], conver-
sores de modos [47, 48], entre outros, aparecem como questoes interessantes
a respeito dos efeitos da fase de Gouy em ondas de matéria. Por exemplo,
a fase de Gouy em ondas de matéria pode ser usada como conversores de
modos de funcoes de onda do centro de massa, com possiveis aplicagoes em
informagao quantica [41]. Uma outra aplicacao seria estudar a transferéncia
de momento angular orbital entre feixes Laguerre-Gauss e Hermite-Gauss de
ondas de matéria e vice-versa, uma vez a tecnologia atual permite a pro-
ducao de feixes de onda de matéria com momento angular orbital bem de-
ifinido [49, 50]. Em uma publica¢ao recente é reportada uma proposta para
melhorar o poder de resolucao de um microscopio eletronico onde um feixe
Laguere-Gauss de ondas de elétrons contendo um termo de fase de Gouy é o
ingrendiente essencial dessa proposta [51].



A busca da fase de Gouy para ondas de matéria envolve o problema da
incoeréncia do feixe inicial, evitado em ondas de luz pelo feixe laser. Neste
sentido, as ondas de matéria se assemelham mais a um laser oscilando em
diferentes modos transversos, onde a coeréncia espacial é apenas parcialmente
obtida. A fase de Gouy para ondas de matéria foi indiretamente obtida de
um experimento de difracao de moléculas de fulereno realizado pelo grupo
de A. Zeilinger [1]. O feixe de fulerenos é produzido termicamente depois
colimado para que correlagoes sejam criadas. Como a colimagao nao ¢ ideal,
o feixe produzido é parcialmente coerente e deve ser descrito pelo formalismo
de matriz densidade. Mostramos que a matriz densidade representando o
estado gaussiano quantico de ondas de matéria produzidas termicamente é
completamente andloga a densidade espectral cruzada representando um es-
tado gaussiano de luz do tipo Schell, onde definimos um fator de qualidade
M para o feixe de ondas de matéria. Uma expressao para a fase de Gouy
de um estado misto nao foi obtida nesta tese. A necessidade de uma ex-
pressao para a fase de Gouy de um estado misto de ondas de matéria tornou-
se necessdria, onde tivemos que partir para uma conjectura [39], uma vez
que este problema tedrico, apesar dos esforcos recentes, nao encontrou uma
formulacao adequada.

Como mencionado anteriormente, a anomalia de fase de Gouy em dptica
¢ um fenomeno que surge devido a um confinamento espacial transverso de
um feixe de luz, portanto, para obter o andlogo para ondas de matéria neste
sentido é necessario focalizar um feixe de ondas de matéria para vermos se
tal anomalia de fase também ocorre para as mesmas. Para tal, propomos e
discutimos as caracteristicas de uma lente quantica a partir da interagao dis-
persiva entre um atomo de dois niveis e um modo do campo eletromagnético.
Entao, evoluimos um estado gaussiano de ondas de matéria através de uma
regiao de campo estacionario. Vimos que, para haver focalizacao, o estado
atomico inicial deveria conter alguma compressao em momento. Obtivemos
as expresoes para a distancia focal e cintura do feixe e definimos a magnifican-
cia M para a focalizacao de um feixe gaussiano de ondas de matéria. Uma
anomalia de fase semelhante a fase de Gouy 6ptica também foi teoricamente
obtida.

Uma proposta experimental para uma observacao desse termo de fase em
ondas de matéria com atomos de césio mostrou-se inviavel a tecnologia atual.
Hoje em dia, uma manipulagao coerente de atomos de Rydberg ultrafrios



¢é experimentalmente possivel. Devido a isso, propomos um experimento
de interferometria Ramsey para medir a fase usando feixes de atomos de
Rydberg focalizados. Para isso, usamos duas zonas de Ramsey (que fardo o
papel de divisores de feixe), duas cavidades de microondas (que farao o papel
de lentes para os atomos) e um detetor de ionizagao fixo. Um deslocamento
nas franjas de interferéncia deve ser observado quando o experimento for
realizado com as cavidades que fazem o papel de lentes estiverem ligadas ou
desligadas.

A tese estd dividida da seguinte forma: No capitulo 2, fizemos uma breve
revisao de alguns tépicos conhecidos da literatura. No capitulo 3, mostramos
uma evidéncia indireta de fase de Gouy em ondas de matéria. No capitulo
4, mostramos que existe uma anomalia de fase de Gouy em torno da regiao
focal de uma lente quantica para ondas de matéria. No capitulo 5, propomos
um experimento para medir a fase de Gouy em atomos de Rydberg usando
interferometria Ramsey. No capitulo 6, apresentamos nossas conclusoes e
deixamos uma perspectiva de trabalho futuro, onde pretendemos obter a
expressao para a fase de Gouy de estados gaussianos mistos em termos de
propriedades geométricas.



CAPITULO 2

Topicos Basicos

Neste capitulo, vamos discutir sucintamente alguns tépicos conhecidos
na literatura que sao bastante importantes para fazermos uma conexao com
o restante desta tese. De fato, vamos explorar a analogia existente entre on-
das de matéria e ondas eletromagnéticas na aproximacao paraxial. Algumas
dessas analogias foram bastante exploradas durante o meu mestrado [15].
Aqui, daremos atencao especial a um termo especifico do campo, conhecido
como anomalia de fase de Gouy.

Na secao 2.1, mostramos as condigoes necessarias para que a equacao
paraxial de Helmholtz para ondas eletromagnéticas e a equagao de Schrodinger
para a particula livre sejam tratadas como analogas. Na secao 2.2, fizemos
uma revisao sobre a anomalia de fase de Gouy de estados puros de luz. Na
secao 2.3, mostramos que a fase de Gouy de um estado gaussiano puro esté
relacionada com a covariancia entre posicao e momento podendo, assim, ser
indiretamente extraida de um experimento para medir largura de feixe. Na
secao 2.4, estudamos os feixes de luz parcialmente coerentes, basicamente os
feixes do tipo Schell, pois estes apresentam uma completa analogia com os
feixes de ondas de fulerenos estudados no capitulo 3.

2.1 Analogia entre Onda de Matéria e Onda
de Luz Classica
Nesta secao, mostramos a analogia existente entre a equacao paraxial

de Helmholtz para ondas eletromagnéticas e a equagao de Schrodinger bidi-
mensional para particulas livres. Essa analogia é muito interessante, pois
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nos permite estudar a propagacao de um feixe de laser de ondas de matéria
usando ferramentas andlogas as usadas na propagacao de um laser de fétons.
Um exemplo de tais ferramentas é o formalismo de matrizes ABCD tratado
na Ref. [52] para ondas de matéria.

Considere um campo elétrico estacionario no vécuo, i.e.,
E(7) = A(F) exp(ikz), (2.1)

onde k£ é o nimero de onda no vacuo. Na aproximacao paraxial, assumimos
que o vetor de propagacao da onda faz um pequeno angulo com a direcao
z, i.e, k = k,, o que implica k, > k;, k, [19, 23]. Isso é equivalente a
assumir que a func@o envelope complexa que modula o campo, fungao A(7),
varia lentamente dentro de um comprimento de onda A, = 27 /k. Sob essa
condigao, a equagao para A(r) pode ser imediatamente aproximada por [19]

— + =+ i47r—2> A(x,y,2) =0, (2.2)
Y

onde o indice L significa luz.

Considere agora a equacao de Schrodinger bidimensional para uma particula
livre de massa m

2 2
(% + (%2 + 2@%%) Wz, y,t) = 0. (2.3)
Aqui, ¢(x,y,t) representa a fungdo de onda da particula no tempo t. Vamos
assumir agora que o movimento da particula na direcdo z seja classico e
que sua velocidade ao longo dessa direcao permaneca constante. Nesse caso,
podemos interpretar a variacao no tempo como sendo a variacao ao longo
dessa dire¢ao de acordo com a relacdo t = z/v,. Agora, usando o fato de que
Ap = h/p ~ h/p. (pois p ~ p, na aproximacao paraxial de ondas de matéria)
e substituindo na equagao (2.3) obtemos

0 9 10
(@ Tapt “”E&) plmt =) =0 .

onde o indice P significa particula. A condicao de movimento cldssico com
velocidade constante ao longo da direcao de propagacao tem sido usada na
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andalise de recentes experimentos de difracao de moléculas de fulereno [1, 53].
Um modelo teérico usando essa suposicao reproduziu os dados experimentais
qualitativamente bem [54].

Supor que a velocidade ao longo da direcao z é constante e que o movi-
mento ao longo daquela diregao é classico, implica a seguinte condigao: o
momento p, é bem definido, i.e, Ap, < p,, de maneira que a funcao de onda
inicial é associada a um comprimento de onda de de Broglie bem definido
54]

h
Ap ~ — L Az, (2.5)
Y22

onde Az é a dispersao em posicao na direcao longitudinal z

Ainda podemos reforcar a condigao (2.5) assumindo que a distancia L
da fenda de difracao ao detetor seja muito maior que a dispersao em posicao
na direcao z, i.e.,

L>Az> \,. (2.6)

A condigao (2.5), que nos permite assumir a propagagao na diregdo z como
classica, é valida apenas se a fonte de ondas de matéria fosse ideal e a propa-
gacao livre, onde o comprimento de coeréncia ao longo desta direcao ¢, é
infinito (¢, > Az). Entretanto, quando temos perdas de coeréncia, causadas
pela incoeréncia da fonte ou pelo acoplamento com o ambiente (decoerén-
cia), o comprimento de coeréncia diminui. Assim, podemos ter ¢, < Az e
(. ~ \,, onde efeitos quanticos tornam-se visiveis e a nova condi¢ao crucial
para garantirmos uma propagacao classica torna-se A, < ¢,. No entanto,
a condi¢ao (2.6) nos permite tomar a dire¢do z como cldssica mesmo para

Ay~ L,

A analogia entre ondas de luz cléssicas e de matéria (ondas quanticas)
fica mais palpavel se introduzirmos o formalismo de operadores em &ptica
classica introduzido por Stoler [55]. Neste formalismo, a fungdo A(z,y, 2)
é representada pelo ket vetor |A(z)). Se tomarmos o produto interno com
os vetores da base |z,y), obtemos A(z,y,2) = (z,y|A(z)). Os operadores
diferenciais —i(0/0x) e —i(0/dy) atuando no espaco de fungdes contendo
A(x y, z) sao representados no espago de ket abstrato pelos operadores k e
ky. A estrutura algébrica dos operadores ko, k:y, T e g é especificada pelas
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seguintes relacoes de comutagao

(2, k| = dky — kot =0, [9,k)) =4, [2,9] = [&, k)] = [0, k] = 0. (2.7)

2.2 Definicao da Fase de Gouy para Estados
Puros

De forma geral, podemos definir a fase de Gouy como sendo a fase
relativa entre um estado que sofreu um confinamento espacial transverso,
por focalizagao ou por difracao através de pequenas aberturas, e um dado
estado de referéncia ambos se propagando na mesma dire¢ao. Se o estado que
sofreu o confinamento espacial for o estado gaussiano e o estado de referéncia
uma onda plana ou uma onda esférica se propagando na mesma direcao do
estado gaussiano (ver Fig. 2.1), temos a definigao usualmente conhecida para
a fase de Gouy [24, 28]. Na Ref. [21], a fase de Gouy ¢ definida como sendo a
fase de um estado que sofreu uma focalizagao comparada com a fase de uma
onda esférica covergindo para um foco.

Por exemplo, partindo para uma generalizagao da definicao, podemos
dizer que a fase de Gouy de um estado qualquer E(q, z) relativa ao estado
Ey(q) é a fase global entre esses dois estados e é dada por

o(x) = arglTr(U.Eo)(Eo)
— arg / dgdq B3 (0) (a0 1¢) Bo(d)

— arg / dadd E3(9)G(a, ' . 0) Eo(d), (2.8)

onde U, é o operador evolucio e G(q,q;2,0) = <q\Uz\q’> é o propagador (ou
fun¢ao de Green) do estado inicial Ey(q’) [15, 22, 56].

Na Fig. 2.1, mostramos uma interpretacao para o deslocameto de fase
de Gouy que é fisicamente transparente. Temos a representacao das frentes
de onda, a) uma onda plana; b) uma onda esférica; ¢) um feixe gaussiano.
As linhas tracejadas mostram um adiantamento de fase do feixe gaussiano
em comparagdo com uma onda plana ou uma onda esférica (Fig. 3.1.8 de
[19]). Este adiantamento de fase ao longo da dire¢ao de propagagao ¢ a fase
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de Gouy, que uma das frentes de onda (estado gaussiano) ganha em relagao
a frente de onda plana.

{a)

{b)

fc)

Figura 2.1: Frentes de onda, a) uma onda plana; b) uma onda esférica; ¢) um feixe
gaussiano. Figura retirada da Ref. [19].

2.3 Medida Indireta da Fase de Gouy

Nesta se¢ao, mostramos que a fase de Gouy de um feixe gaussiano de luz
esta relacionada com a covariancia entre posi¢ao e momento o, . Esse resul-
tado, juntamente com a saturacao do determinante da matriz de covariancia
para evolugoes quadraticas e unitarias, neste caso dada por

Ozz  Ogxk,
Cp = , (2.9)
Ozk, Okk

nos permite extrair a fase de Gouy a partir de um experimento realizado para
medir a largura do feixe o,,. Devemos salientar que a abordagem tratada
aqui nao é a usual em Optica para se estudar a fase de Gouy. De fato,
trataremos aqui de estados gaussianos, por simplicidade, mas a fase de Gouy
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é uma propriedade geral das ondas transversalmente confinadas, conforme
discutido na secao 2.2.

A propagagao, a partir da equagao paraxial de Helmholtz, equagao (2.2),
de um feixe gaussiano puro gerado pela seguinte distribuicao de campo no
plano z =0, i.e.,

E(z,y,0) = N e~ @ +v)/vg (2.10)

onde N é uma constante de normalizacao, nos permite obter no plano z > 0
a seguinte distribuicao de campo

Bla,y,2) — I]Z(@Z‘; exp [—%} exp(ik>)
<o (M) g @.11)
- wle) = wo |1+ (2 )] (2.12)
R == 1+ (2] (213)
£(2) :—arctan( ) (2.14)
e 20 = 7;‘20 (2.15)

Aqui, wq representa a cintura inicial do feixe e A;, o comprimento de onda
do laser [22]. w(z) e R(z) representam, respectivamente, a largura do feixe
e o raio de curvatura das frentes de onda na posicao z. A fase £(z), equagao
(2.14), é conhecida como fase de Gouy.

A fase de Gouy, equacao (2.14), aparece diretamente nos calculos para
a evolucao do estado inicial, equagao (2.10), ao se trabalhar o termo de fase
que seria jogado fora pela normalizagao. Entretando, a mesma expressao
deverd ser obtida se usarmos a definigao, equagao (2.8). De fato, supondo
que o estado inicial é o estado de onda plana, i.e., Fy = exp(ikz), e que o
estado final é o estado gaussiano dado pela equacdo (2.11), sem o termo de
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fase de Gouy, obtemos para uma dimensao

A 1
arg[Tr(U.|Ey)(Ep|)] = 5 arctan (i) , (2.16)
20
onde o fator 1/2 aparece pelo fato de termos trabalhado em uma dimensao
apenas [28]. Assim, a fase de Gouy, equacao (2.14), é a fase global que o
estado gaussiano ganha relativa ao estado de onda plana.

Os elementos da matriz de covariancia, equagao (2.9), ao longo da di-
mensao = (para a dimensdo y obtemos resultados andlogos) para o estado
gaussiano, equagao (2.11), sdo [15]

Opp = (37) — (3)? = 2 4(Z), (2.17)
Ok, = (k2) — (ky)? = Qizo’ (2.18)

)= 5. (2.19)

Uma relacao equivalente a relacao de incerteza de Schrodinger para ondas de
luz é dada por [15]

9 1
OweOkoky — Ogp, = 7 (2.20)
uma desigualdade que, para estados gaussianos puros de luz, satura para o seu
valor minimo 1/4. A saturagao da relagao de incerteza generalizada, equagao
(2.20), nos permite determinar a covariancia o, para estados gaussianos

puros de luz. De fato, partindo da equagao (2.20) e usando as equagoes
(2.17) e (2.18), obtemos

o (2) = i% (M>2 Y (2.21)

Wo

Note que a expressao acima depende de w(z), a largura do feixe na posigao
z. A seguir, descreveremos o experimento realizado para medir a largura do
feixe.
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2.3.1 Experimento para Medir a Largura de um Feixe Gaussiano
de Luz

Para obtermos experimentalmente a largura do feixe em funcgao da dis-
tancia de propagagao, usamos o seguinte arranjo experimental mostrado na
Fig. 2.2 (laboratério de Optica Quantica da UFMG), onde L; representa
uma lente divergente, Lo uma lente convergente e D é um detetor de luz.
Com esse arranjo podemos medir a largura do feixe em funcao de z. Na Fig.
2.3, mostramos a curva de intensidade em funcao da posicao x do detetor
para uma dada distancia de propagacao z. A largura do feixe nessa posicao
z ¢ a largura da curva de intensidade, ajustada por uma gaussiana. Na Fig.
2.4, mostramos a largura do feixe para diferentes distancias z, junto com o
correspondente resultado para o,,. O comprimento de Rayleigh do feixe
focalizado pela lente Lo vale zg = 50 mm.

L1

L2 D

Figura 2.2: Esboco do arranjo experimental utilizado na realizacao do experi-
mento.

Note que o,k pode ser positivo ou negativo de acordo com a equacao
(2.21). Porém, a equagdo (2.21) foi deduzida assumindo que o foco do feixe
estd em z = 0. Se desviarmos o foco para uma posicao qualquer z., como no
experimento realizado, devemos levar isso em conta. O sinal mais e menos na
equagao (2.21) pode ser melhor entendido se olharmos para a equagao (2.19)

z Z— Z

Ua:kx - 22’0 - O-xkx - 220

: (2.22)

que concorda com os dados experimentais. Aqui, podemos observar que para
ondas de luz se propagando na direcao do foco (z < z.) a covariancia é
negativa, por outro lado, para ondas de luz se propagando depois do foco
(z > z.) a covariancia é positiva.
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Figura 2.3: Intensidade em funcao da posi¢ao x do detetor para uma dada distancia
de propagacao z.
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Figura 2.4: A esquerda, largura do feixe de luz gaussiano w(z) em fungao da di-
recao de propagacao z. Curva sélida corresponde a equagao (2.12) e
os pontos foram obtidos no experimento. A direita, covariancia o,
em fungao de z — z.. Curva sélida corresponde a equacao (2.18) e os
pontos foram obtidos do experimento através da equagao (2.21).
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A fase de Gouy, equagao (2.14), nao foi medida em nosso laboratério.
Porém, é possivel mostrar a consisténcia do modelo com a existéncia dessa
fase. Substituindo-se a equagao (2.18) na equacao (2.14), mostramos que a
fase de Gouy esta relacionada com a covariancia o, i.€.,

£(z) = —% arctan (20, ), (2.23)

aqui, o fator % aparece pelo fato de estarmos tratando de uma dimensao
apenas [28]. O fato de o equivalente do determinante de Schrodinger ser igual
a 1/4 para estados gaussianos puros, equagao (2.20), nos permite trocar o,
na equagao (2.23) pela equagao (2.21) e obter a fase em fungao da largura do
feixe, i.e.,

£(2) = j:% arctan [%ﬂ ) (2.24)

Assim, a determinagao de o, ou de w(z) nos permite determinar £(z) (ver
Fig 2.5). Esse experimento foi realizado durante meu mestrado [15], o que

nao foi observado na época é que a fase de Gouy poderia ser indiretamente
extraida desses dados experimentais.

fase de Gouy (rad)

-0,9 u T T
-400 -200 0 200 400

distancia z (mm)

Figura 2.5: Fase de Gouy do feixe de luz gaussiano em funcao da direcao de propa-
gagao z — z.. Curva sélida corresponde a equagao (2.14) e os pontos
foram obtidos do experimento através da equagao (2.24).

A obtencao desses resultados nos motivou a fazer algo semelhante para
ondas de matéria e obter uma evidéncia indireta para a fase de Gouy em ondas
de matéria. O resultado obtido esta detalhado no capitulo 3 e publicado na
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Ref. [39].
2.4 Feixes de Luz Parcialmente Coerentes

Nas secoes anteriores, tratamos de estados de luz produzidos por fontes
completamente coerentes, i.e., fontes do tipo laser [20, 23]. Entretanto, nem
sempre nossa fonte de luz é um laser, e a coeréncia pode ser apenas parcial.
Feixes de luz produzidos por fontes parcialmente coerentes talvez apresen-
tem uma comparacao mais realista com os feixes de ondas de matéria uma
vez que estes ultimos sao geralmente produzidos por fontes térmicas. Um
exemplo de fonte de luz parcialmente coerente sera discutido a seguir, onde
os resultados obtidos sao analogos aos produzidos por fontes de ondas de
fulerenos (discutidos no cap. 3).

2.4.1 Fontes do Tipo Schell

Por volta de 1956, Schell e colaboradores produziram um tipo de fonte de
luz onde a coeréncia entre os campos gerados ¢ apenas parcialmente obtida.
Este tipo de fonte ficou conhecido por fontes do tipo Schell [57]. Os campos
gerados por estas fontes embora nao sejam totalmente coerentes possuem
grandes aplicagoes, pois os correspondentes feixes sao altamente direcionais
[22, 57, 58]. Podemos associar os feixes do tipo Schell com um laser oscilando
em diferentes modos transversos, onde a coeréncia espacial é apenas parcial-
mente obtida [23, 59]. As fontes do tipo Schell foram produzidas poucos anos
antes da produgao do primeiro laser (1960). Assim, podemos nos perguntar
qual a finalidade pratica dessas fontes apds a producao da fonte laser. Talvez
a principal finalidade pratica dos feixes do tipo Schell esteja na capacidade
de redugao do efeito de mancha (efeito speckle), presente nos feixes comple-
tamente coerentes [22, 60]. Por exemplo, se fizermos uma imagem fotogréfica
usando luz completamente coerente a imagem fica borrada devido ao efeito
speckle, por outro lado, se a mesma imagem for feita usando luz parcialmente
coerente teremos uma melhor resolu¢ao da mesma, ver Fig. 5.16 da Ref. [22].

A coeréncia entre os campos no dominio espaco-frequéncia, na teoria de
coeréncia de segunda ordem, é caracterizada pela fungao grau de coeréncia
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espectral definida por [22]

W(71, 72, v)
[S(71, )] 2[S (7, v)] 2

n(F17 F27 V) = y (225)

onde W(ry, 73, v) é a funcdo densidade espectral cruzada, fungao que ex-
pressa a correlacao entre campos em pontos diferentes 77 e 75 na frequéncia
v. S(m,v) e S(ry,v) sdo as densidades espectrais em cada ponto ou inten-
sidades épticas, i.e., S(75,v) = W(7, i, v). Vemos, pela equacao (2.25), que
0 < n(r,7,v) < 1, onde os dois extremos caracterizam, respectivamente,
campos completamente descorrelacionados e completamente correlacionados.
Quando a dependéncia nas posicoes 71 e 73 é dada em termos da diferenca
entre as posigoes, i.e., (7,7, v) = n(ry — r,v) = g(ry — 71, v), a fonte é
dita ser do tipo Schell.

Area de Coeréncia

()

Fonte Laser

Figura 2.6: Fonte de luz do tipo Schell. A mancha escura representa a area de
coeréncia e a parte transparente é o tamanho efetivo da fonte. No
caso de um laser a area de coeréncia é do tamanho da fonte.

Na Fig. 2.6, mostramos uma fonte de luz do tipo Schell quasi-homogénea
em um dado plano transverso z, onde a dimensao linear efetiva da fonte
representada por o4 ¢ muito maior que a largura efetiva de coeréncia espectral
da fonte (ou comprimento de coeréncia transverso) representada por oy, i.e.,
05 > 0y € comparamos com uma fonte do tipo laser onde a largura efetiva
de coeréncia espectral é do tamanho da fonte.

A densidade espectral cruzada gerada por uma fonte secundaria gaus-
siana do tipo Schell unidimensional ¢ dada por [22]

WO (a1, 2, v) = [SO (a1, 1)]2[SO (@), 1)] 78 (21 — af, v), (2.26)
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onde SO (21, 1) = A1) exp {_ 02;5)} , (2.27)
e g (2 — 2, v) = exp [_(glaé—(f;)z} , (2.28)

A(v) é uma constante que pode depender da frequéncia e o indice zero
representa o plano da fonte z = 0. A fonte primaria estd localizada atrés
do plano de abertura, plano z < 0, e irradia no semi-espaco z > 0.

Substituindo (2.27) e (2.28) em (2.26), obtemos

2 2 )2
WO (2,2, v) = A% exp [—M] exp [—M] . (2.29)

2 2
(o 20,

Para que a fonte gaussiana Schell produza um feixe, a escolha de o, e o, deve
gerar um campo cuja intensidade radiante tenha valores apreciaveis dentro
de um cone de estreito angulo sélido, o que implica a relagao

1 1 272

2t <o (2.30)
onde A é o comprimento de onda da radiacdo produzida. A equagao (2.30)
remete a dois casos extremos: a) quando o, > o0, (fonte espacialmente co-
erente), a dimensao linear da fonte deve ser muito maior que o comprimento
de onda da radiacao, i.e., o, > #5 e b) quando 0, < o, (fonte globalmente
espacialmente incoerente), a largura efetiva de coeréncia espectral da fonte
deve ser muito maior que o comprimento de onda da radiacao, i.e., og > ﬁi
Nesse tltimo caso, vemos que a fonte deve ser pelo menos localmente coerente
para que um feixe seja produzido.

A densidade espectral cruzada no plano entre planos z1,2]; > 0 é dada
por [22]

Wz, 2132, 21;v) = eik(‘zlZi)//W(O)(xl,x’l,V)G*(x,21;xl,O)G(m’,zi;x’l,O)d:cld:c'l,

(2.31)
onde

k 1k
G(z,21521,0) = 2 [2—21(1’ - $1)2] : (2.32)
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¢ a funcao de Green para a propagagao livre [15, 22].

Substituindo (2.29) e (2.32) em (2.31) e assumindo z; = 2] = z, obtemos

e e
onde *

w(z) = oy |1+ (Zioﬂ %, (2.34)

R(z) = » {1 + (%ﬂ , (2.35)

Zo = M2, (2.36)

1+ (Z—g)zl % . (2.37)

A barra estd sendo usada para diferenciar os parametros do estado gaussiano

do tipo Schell dos parametros de um estado gaussiano completamente co-
erente. A quantidade M? depende do comprimento de coeréncia transverso
no plano da fonte, o,. Ela ¢ denominada fator de qualidade do feixe, pois
mede a qualidade do feixe em termos de sua divergéncia. Tal quantidade
¢ sempre maior que um, assumindo o valor minimo M? = 1 para um feixe
gaussiano completamente coerente [61, 62, 63, 64, 65, 66]. Na realidade, o
fator M? poderia ser chamado de inverso do fator de qualidade uma vez que
quanto maior o valor de M? mais divergente é o feixe [23, 59]. Na Ref. [67],
os autores obtém uma expressao generalizada para o fator M? e concluem
que o resultado M? > 1 se mantém apenas para feixes cuja propagacao é
paraxial, caso contrario pode-se obter M? < 1. A quantidade Z; é a gen-
eralizacao do conceito de comprimento de Rayleigh para feixes parcialmente
coerentes [68, 69]. Vemos pela equagdo (2.36) que essa quantidade é sempre
menor que o comprimento de Rayleigh do feixe gaussiano puramente coer-
ente. Assim, os estados gaussianos do tipo Schell se alargarao mais rapido
que os estados gaussiano puros, pois a escala de comprimento (comprimento
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de Rayleigh) é menor.

Na Fig. 2.7, a esquerda, mostramos curvas tedricas para a largura do
feixe em funcao da distancia de propagacao z para uma largura da fonte fixa
em o, = 0,1 cm e diferentes valores de o,. Observamos que quanto menor
o comprimento de coeréncia o, mais o feixe se alarga, i.e., torna-se menos
direcional. A direita, mostramos um resultado experimental para a largura
de um feixe gaussiano do tipo Schell, estes resultados foram retirados da Ref.
[22].

0 i i : . A2 ()
2 4 6 8 10 12

Figura 2.7: A esquerda, largura teérica do feixe do tipo Schell em funcio de z para
diferentes valores do comprimento de coeréncia. A direita, mostramos
um resultado experimental. Figuras retiradas da Ref. [22].

O angulo de divergéncia do feixe é dado por [22, 23]

0, = lim o) _ M? (i> : (2.38)

z—00  Z TO,

Nos limites de fontes globalmente coerentes (o, > 0,) e globalmente inco-
erentes oy < 0, obtemos, respectivamente

~ AN 1
.~ — | — 2.
5 (W) . (2.39)

- 1
0, ~ (é) —. (2.40)
T) Og

No limite coerente, o, — oo (M? = 1), temos

200 =20 (241)
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e as equagoes (2.34) e (2.35) tornam-se

1+ (i)T e Ru(z) ==z {1 + (%)1 , (2.42)

onde o indice c¢ significa coerente. Trocando a notacao o, por wy, essas

We(2) = 05

expressoes ficam iguais as equagoes (2.12) e (2.13) para os parametros do feixe
gaussiano puro. A expressao para a densidade espectral cruzada, equacao
(2.33), se reduz para

Welz, o', z;v) =

72 +x’2] ) [M] . (243)

;GX |:—— ex
Vrnz) P w(2)? 2R.(2)

Notamos que essa equacao pode ser expressa na seguinte forma fatorada

We(z, 2!, z;v) = EX(x, z;v)E(2, 2, v), (2.44)
onde
1 x? ika? -
E.(z,z;v) = \/77—11_)0(2) exp {—m] exp [m] expli&.(2)], (2.45)

com &.(2) sendo alguma funcio de z. Essa funcao pode ser determinada con-
siderando o limite coerente da densidade espectral cruzada W(z, z1; 2/, 21; v)
em diferentes segbes transversas z; # zi, pois quando z; = z] = z 0 termo
exp[i€.(2)] se cancela no produto E*(x,zy;v)E.(2',2;v) [22]. Esta funcio
deve estar relacionada com a fase de Gouy do estado Schell.

Como mencionado acima, para que um feixe gaussiano do tipo Schell
reproduza o estado gaussiano puro no limite coerente precisamos definir uma
fase de Gouy para um estado do tipo Schell. Uma definicdo generalizada
para a fase de Gouy, que inclui campos multi-modais foi obtida na Ref. [16],
cuja expressao ¢ dada por

O 2.1

onde M? é o fator de qualidade do feixe, W (z) é a largura do feixe cujo campo
¢ multi-modal e k£ é o nimero de onda do campo. Como os estados do tipo
Schell podem ser associados a um campo multi-modal com um determinado
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fator de qualidade M? [23] podemos usar a expressao (2.46) para calcular a
fase de Gouy de um estado do tipo Schell. Assim, substituindo a largura do
feixe equagao (2.34) na equagao (2.46), obtemos

£(2) = —MTQ arctan (_3) , (2.47)

20
que reproduz a expressao conhecida para a fase de Gouy no limite coerente
(M?=1), ie.,
- 1 z
&(2) = ) arctan | — | . (2.48)

20



CApPiTULO 3

Evidéncia Indireta de Fase de
Gouy em Ondas de Matéria -
Moléculas de Fulereno

Motivados pelos resultados obtidos no capitulo 2, onde fizemos uma me-
dida indireta da fase de Gouy para um feixe gaussiano de luz, mostramos
neste capitulo que a fase de Gouy de um feixe gaussiano de particulas evoluindo
livcemente pode ser extraida de um experimento de difracao de ondas de
matéria [39]. Aqui, ndo estamos medindo a fase, apenas mostrando que o
modelo de difracao de ondas de matéria é compativel com a existéncia de
uma fase de Gouy andloga a de ondas de luz. Como veremos, o que nos
permitiu extrair a fase dos dados experimentais foi o fato de a mesma estar
relacionada com a covariancia entre posicao e momento que se desenvolve
através da dinamica quantica. A partir do determinante de Schrodinger para
estados gaussianos [15, 56, 70] e da dependéncia da fase com a covariancia,
foi possivel expressa-la em funcao da largura do feixe, uma quantidade mais
facil de ser medida no laboratério do que a covariancia e a prépria fase.

Tomamos, como ponto de partida, uma comparacao direta entre as solucoes
gaussianas da equacao paraxial de Helmholtz para a luz e da equacao de
Schrodinger bidimensional para a particula livre, discutidas no capitulo 2.
Embora as analogias encontradas sejam matematicamente esperadas, pois as
equagoes sao as mesmas a menos de algumas constantes, fisicamente estamos
comparando luz cléssica com ondas quanticas. Em seguida, propomos um
modelo tedrico para a evolugao de um pacote gaussiano de ondas de matéria
gerado por uma fonte parcialmente coerente e estudamos a difragao de macro-
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moléculas através de uma fenda unidimensional. Nesse modelo, a direcao de
propagagao é considerada clédssica e os efeitos quanticos sao observados ao
longo de uma dimensao transversa a direcao de propagacao. Comparamos
o modelo com um experimento de difracao de moléculas de fulereno realizado
recentemente pelo grupo de A. Zeilinger [1, 53] e mostramos que a co-
variancia entre posicao e momento e a fase de Gouy podem ser extraidas
desse experimento.

3.1 Evolucao de um Estado Gaussiano Puro
de Ondas de Matéria

Para obtermos as analogias entre as equacoes de onda mencionadas no
paragrafo acima, comecamos com a evolugao temporal de um pacote gaus-
siano coerente de ondas de matéria, representado pela seguinte funcao de
ondaem ¢t =0

0(@0) = (z e |- 1)

onde by € a largura do pacote. A evolugao no tempo do estado inicial, equagao
(3.1), via equagdo (2.4), nos permite obter apds um tempo arbitrario ¢ [15]

o L

onde m é a massa da particula que forma o pacote. A fungao do tempo pu(t)
é andloga a fase de Gouy de um estado gaussiano puro de luz. A comparacao
com a equacao de onda na aproximacao paraxial com a mesma condicao em

1t <1>T — (3.3)

70

z = 0 produz

B(t) = by

R(t) =t {1 + (%)2} L R(2), (3.4)

t

4 (t) = — arctan (—) L £(2), (3.5)

To
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b2
70 = % — 2. (3.6)

O parametro B(t) (w(z)) é a largura do feixe de particulas coerente (largura
do feixe de luz), o parametro R(t) (R(z)) é o raio de curvatura das frentes de
onda de matéria (raio de curvatura das frentes de onda de luz), u(t) (£(2))
¢ a fase de Gouy das ondas de matéria (fase de Gouy das ondas de luz). O
parametro 7y esta relacionado apenas com a condigao inicial e é responsavel
por dois regimes de crescimento da largura do feixe B(t) [15, 56], em completa
analogia com o comprimento de Rayleigh que separa o crescimento da largura
do feixe w(z) em dois regimes diferentes, como é bem conhecido em 6ptica
[19].

A seguir, mostramos que p(t) estd diretamente relacionada com a
covariancia entre posicao e momento que se desenvolve através da dinamica
quantica. Para ondas de luz a abordagem tedrica ¢é outra e em geral nao en-
volve diretamente o conceito de covariancia. Para ondas de matéria, mostramos
que a matriz de covariancia desempenha um papel essencial (obviamente as
mesmas consideragoes valem para feixes paraxiais classicos, conforme discu-
tido no capitulo 2). Para evolugoes quadraticas e unitdrias (como a evolugao
livre no caso presente) o determinante da matriz de covariancia é indepen-
dente do tempo e, para estados puros, satura em seu valor minimo

Ozz Ogxp h2
Oxp Opp
onde B )2
R R t
0 = (%) — (32 = 25 (39
2 Lo P
o = (07) — )" = 5 (3.9)
0
e
o o h [t
orp = F{EP+PT) —(B)(P) = 3 <T—O)

= —gtan 2u(t). (3.10)
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Através da equagao (3.10), notamos que u(t) estd relacionada com a covar-
iancia 0,,. Assim, se medirmos o,,, da equacao (3.10) podemos inferir a fase
de Gouy para ondas de matéria representadas por um pacote de ondas gaus-
siano coerente evoluindo livremente. De fato, a equagao (3.10) sugere
que, medindo-se 0, obtemos p(t), mas, como medir o,, no laboratério? Uma
maneira conveniente de obte-la, embora indireta, seria a utilizada no capi-
tulo 2 para medir o, para ondas de luz através da saturacao do andlogo
do determinante de Schrédinger para um feixe gaussiano e dos dados exper-
imentais da largura deste feixe. Para ondas de matéria, precisariamos de
um experimento que medisse a largura de um feixe gaussiano de ondas de
matéria. Felizmente, o resultado que precisamos foi realizado pelo grupo de
A. Zeilinger em 2002 com difra¢do de moléculas de fulereno [1].

A seguir, discutiremos um pouco os experimentos realizados pelo grupo
de A. Zeilinger com macromoléculas onde sao observados efeitos quanticos
[9, 71]. Para entendermos o experimento de difragao de moléculas de fulereno
reportado pelo grupo de A. Zeilinger na Ref. [1], faremos um modelo tedrico
de difracao de estados gaussianos produzidos por uma fonte de ondas de
matéria parcialmente coerente. Mostraremos que a fase de Gouy desses esta-
dos gaussianos mistos também estd relacionada com a covariancia o,,, 0 que
nos possibilitou extrai-la dos dados experimentais da Ref. [1].

3.2 Observacao de Efeitos Quanticos com Macro-
moléculas (fulerenos)

Louis de Broglie (1923) sugeriu que as particulas da matéria podem se
propagar como ondas, com um comprimento de onda dado por [72]

A D (3.11)
onde h é a constante de Plank e p o momento da particula. Essa ideia
notavel motivou a equacao de Schrédinger, que descreve a propagacgao dessas
ondas. Apds a proposta de de Broglie para o comportamento ondulatério da
matéria, fendomenos ondulatérios foram observados experimentalmente com
elétrons, néutrons, atomos, etc [73, 74, 75]. Experimentos de fenda dupla
de Young com ondas de matéria foram realizados por Jonsson para elétrons
[76], por Zeilinger e colaboradores para néutrons [77], por Carnal e Mlynek
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para atomos [78]. A interferéncia com particulas no limite microscépico é
uma das propriedades mais intrigantes da teoria quantica [79]. Os efeitos
de perda de coeréncia para um objeto macroscépico certamente serao os
responsaveis pela nao observabilidade de efeitos de interferéncia no mundo
classico. Entao, surge uma pergunta crucial: existe um limite na natureza
para a observagao destes efeitos? [53].

Em busca de uma resposta para a pergunta do paragrafo anterior, nos
ultimos anos, o grupo de A. Zeilinger e colaboradores [1, 9, 53, 71, 74, 77| tem
realizado diversos experimentos que exibem efeitos quanticos com particulas
“grandes”, massivas e complexas, chamadas de fulerenos. FEssas particulas
contém cerca de 60 (fulerenos Cgp) a 70 (fulerenos Cry) dtomos de carbono
[ver esbogo de sua estrutura na Fig. (3.1)] possuem massa da ordem de
1,2 x 102* kg, didmetro da ordem de 7A [80], e varios graus de liberdade
internos excitados [9] sendo, assim, mais parecidas com o mundo classico
do que os fotons, elétrons, prétons, néutrons, etc. Experimentos deste tipo
sao bastante importantes do ponto de vista de fundamentos da mecanica
quantica, pois nos projetam em busca de uma resposta para um problema
em aberto em mecanica quantica que é a transicao do mundo quantico para
o mundo cldssico [81].

Figura 3.1: Molécula de fulereno Cyy, formada por 60 atomos de carbono arran-
jados numa estrutura icosaédrica. Ela se assemelha a uma bola de
futebol [53].

Na Fig. 3.2, a esquerda mostramos um experimento idealizado do com-
portamento quantico da bola de fulereno e a direita mostramos o resultado
experimental para difracao de moléculas de fulereno obtido pelo grupo de A.
Zeilinger em 1999 [9]. Na parte (a) do gréfico a direita da Fig. 3.2, temos o re-
sultado para o padrao de difracao com grade e na parte (b) o correspondente
padrao quando retiramos a grade de difragao do caminho de propagagao dos
fulerenos. Esses resultados mostram que os fulerenos se comportam como
ondas nestes experimentos.
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Figura 3.2: Difracdo de moléculas de fulereno. Experimento realizado por A.
Zeilinger et al [9]. A parte (a) do gréfico a direita corresponde ao
padrao de difragdo com grade e a parte (b) é o caso sem a grade de
difragao.

Na Ref. [1] é apresentada uma investigagao experimental da relagao de
incerteza na difracao de moléculas de fulereno. Em tal experimento, um feixe
molecular colimado atravessa uma fenda de abertura variavel e sua largura
¢ medida em fungao da largura da fenda (ver Fig. 3 da Ref. [1]). A seguir,
descreveremos um modelo de ondas de matéria parcialmente coerente que
seja compativel com os dados experimentais da Ref. [1].

3.3 Coeréncia Parcial do Feixe de Fulerenos

O feixe de fulerenos é produzido num forno a uma temperatura aproxi-
madamente igual a 900 K e sao ejetados um por um através de uma pequena
fenda colocada no forno. A essa temperatura, as moléculas deixam o forno
com uma velocidade mais provéavel v,,, da ordem de 200 m/s com uma dis-
persao de Av = 0,6v [1, 53]. Na Fig. 3.3, apresentamos um esbo¢o de como
as moléculas de fulereno sao ejetadas do forno, i.e., com diferentes momentos,
o que implica diferentes comprimentos de onda.

Certamente, se tentassemos realizar um experimento de fenda dupla com
as moléculas de fulereno que deixam o forno da Fig. 3.3 nao veriamos padrao
de interferéncia algum ou, no maximo, veriamos um padrao de interferéncia
com visibilidade muito baixa. De fato, para se obter um determinado grau de
coeréncia e melhorar a visibilidade nas franjas de interferéncia com moléculas



3.3 Coeréncia Parcial do Feixe de Fulerenos 33

e
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Figura 3.3: Moléculas de fulereno deixam o forno com diferentes velocidades o que
implica diferentes comprimentos de onda.

de fulereno, o feixe é colimado por fendas da ordem de 10 pm antes de antingir
a grade de difragao [9].

No experimento da Ref. [1], cujos dados serdo utilizados para medir o,
um feixe de fulerenos C'7g é produzido num forno a uma temperatura de 900K
depois é colimado pela fenda S; cuja largura é fixada em o9 = 10 um. A
fenda S; funciona como uma fonte secundaria. Apds a colimacao, o feixe de
fulerenos evolui livremente até uma fenda de difracao by cuja largura varia
de 70 nm a 20 um. O feixe difratado em by evolui livremente até um detetor

localizado a uma distancia zy = 1,33 m conforme arranjo experimental da
Fig. 3.4.

S$1 bo
Fonte de C.m A fﬂ %
( P Al
@ V " 72113 m w Z,=1.33m (%!Z
i

/ x 7/
detector

Figura 3.4: Arranjo experimental utilizado pelo grupo de A. Zeilinger [1]. Um
feixe de fulerenos C7y é produzido no forno a uma temperatura de
900 K depois é colimado pela fenda S; cuja largura é fixada em 10 pm
e difratado pela fenda de largura variavel by.

Infelizmente, nao é fisicamente razoavel assumir que um pacote de on-
das coerente deixe a fenda de difracao devido a maneira como as moléculas
de fulereno sao produzidas, conforme discutido acima. Portanto, a fim de
introduzir certa incoeréncia espacial ao longo da direcao transversa, direcao
onde ocorrem os efeitos quanticos, vamos recorrer ao formalismo de matrizes
densidade [65, 82, 83, 84]. Os resultados obtidos sdo completamente analogos
aos obtidos na secao 2.4 para os estados de luz do tipo Schell, com a matriz
densidade fazendo o papel da densidade espectral cruzada definida na teoria
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de coeréncia Optica. De fato, os estados de luz do tipo Schell também podem
ser tratados através do formalismo de matriz densidade, conforme foi feito
na Ref. [65].

A funcao de onda das moléculas de fulereno que deixam a fenda de largura
by na direcao transversa ¢ dada por

1 T
(z,0) = exp(——5 + ik, T), 3.12
e lF,0) = iz explgpy ik (3.12)
onde k, é o niumero de onda transverso. A funcao de onda no anteparo é
dada por
n.(o.0) = [ daGla. 5,00, (2,0), (313)
onde ) .
_ m 2 m _\2
t; = — (z — 14
G(z,t:7,0) <2m'ht> P [2711& (z-2) } ’ (3.14)

et = z/v, é o tempo de propagacao da fenda ao detetor, sendo v, a veloci-
dade mais provavel na direcao z, e z9 a distancia da fenda ao detetor.

Apods algumas manipulacoes algébricas obtemos para a funcao de onda
normalizada no detetor, o resultado
1
U, (7,1) = ——===exp

J=B0) _%2@) (x - b%kﬂ

ipu(t) im 2> qap2 , 2mb
- — 1
X exp[ 5 + 0 (az boks + = zk, ||, (3.15)

onde B(t), R(t) e u(t) sao dados pelas equagoes (3.3), (3.4) e (3.5), respecti-
vamente.

Devido a producao térmica o feixe conterd diferentes componentes k,,
embora ele tenha sido colimado [54]. O feixe é uma mistura incoerente de
fungoes de onda com ntimero de onda k, distribuido aleatoriamente de acordo
com a distribuicao de probabilidade E(O)(kx). Essa distribuicao depende da
geometria do objeto colimador, fonte secundaria, o qual reduz a largura pro-
duzida termicamente na direcao x. O indice 0 representa o plano da fonte
secundéria (plano do colimador), o que significa que a perda de coeréncia
produzida no feixe é devida a fonte, apenas. A matriz densidade do feixe no
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tempo t é dada por

oz, 1) = / ka8 (k)b (2, )0 (2 ). (3.16)

Para simplificar, vamos tomar uma distribuicao de probabilidade do vetor de
onda k, que seja dada por uma funcao gaussiana centrada em k, = 0 e de

largura Ak, = 0, /V/2, ie.,

- 1 k2
g(o)(k:w) = exp <——‘”> , (3.17)

0 que nos permite obter, para a matriz densidade da equacao (3.16), o
seguinte resultado

/ (v +a') plz —a') imoo,
onde A |
B(t) =bo |1+ (%)1 N (3.19)
R(t)=t [1 + (%)2] : (3.20)
To = Mp*7, (3.21)

MG =1+ b362% . (3.22)

A barra foi usada para diferenciar os parametros do estado gaussiano nao
puro de ondas de matéria dos respectivos parametros de um estado gaus-
siano puro. Observamos que a matriz densidade da equagao (3.18) é um
estado nao-puro devido & incoeréncia da fonte. A quantidade M2 é o fator
de qualidade do feixe de particulas, onde usamos o indice P para diferen-
ciar do fator M usado anteriormente para feixes de luz. A quantidade 7
¢ a generalizacao da definicdo de tempo de envelhecimento [56] (escala de
tempo) para estados gaussianos de ondas de matéria parcialmente coerentes.
Vemos que esta quantidade é sempre menor que o tempo de envelhecimento
de estados gaussianos puros 7y, € neste caso os estados gaussianos nao puros
se alargarao mais rapido com o tempo que os estados gaussianos puros. No
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limite coerente d;, — 0 (colimagao ideal), obtemos os parametros do estado
gaussiano puro da segao 3.1.

No limite t — 0 (o plano da fonte), temos

S G0 P B 7

0 / 1
pO(w,2') = NG
onde £y, = (6,/v/2)"' é o comprimento de coeréncia transverso no plano
da fonte. O 1ltimo termo desta equacao faz o papel do grau de coeréncia
espectral se compararmos a equagao (3.23) com a equagao (2.29). Vemos
que a dependéncia deste termo com a posicao transversa aparece como a
diferenca entre as posicoes e, neste caso, a fonte de fulerenos é uma fonte do
tipo Schell. Novamente, a fonte de fulerenos a qual nos referimos aqui é a
fenda de colimacao e nao o forno.

De posse da matriz densidade, obtemos a intensidade no detetor fazendo
r=1a"et=2z/v,ie.,

1 2

e T el PR CE)

A seguir, calculamos os novos elementos da matriz de covariancia e obtivemos

I(x,t) = p(z,z,t) =

os seguintes resultados

Opy = (.722>:/dx:v2p(x,x,t)

o= 1) = [|[ami o) g0k

: Mp
> R
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(S
Ip + pi v L0 ~
m= (T~ | { [ s @ Da-in o (wn)| B0k,
_ e (t
= TM} () (3.27)

Com esses novos elementos, obtemos o seguinte resultado para o deter-
minante da matriz de covariancia

Ozz Ogp
det =M

Oxp  Opp

h2
4. 3.28
P (3.28)

Esse resultado mostra que o determinante da matriz de covariancia continua

. . . 2 .
independente do tempo, mas possui um valor diferente de %, pois temos

agora um estado incoerente.

3.3.1 Efeito da Convolugao com o Detetor

Aqui, analisamos a influéncia do tamanho do detetor na largura do feixe
atomico medido. Esse efeito é obtido através da convolucao com o detetor.
Ele aparece quando conhecemos a solugao para um detetor puntual (dete-
tor ideal) e queremos saber a solugdo para um detetor que tenha um certo
tamanho finito. O efeito do detetor torna-se mais visivel & medida que o
tamanho do objeto que queremos medir, neste caso a largura de um feixe de
fulerenos, torna-se menor que o tamanho do detetor.

Devido ao efeito do detetor, a intensidade realmente medida ou inten-
sidade efetiva I.;(z,t) serd uma convolugao da funcéo resolugao do detetor
D(z) com a intensidade I(z,t) calculada através da integral de convolucao
[85], i.e.,

o0

Lp(@.t) = I(z,t) ® D(x) / (2, 4)D(x — 2')da’. (3.29)

—00

Para simplificar os calculos, supomos que o detetor é representado por uma
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funcao gaussiana, i.e.,

]_ 2 2
D(z) = ——— e % /%D, (3.30)

2mop
onde op representa a largura do detetor.

Substituindo a equagao (3.30) na equagao (3.29) obtemos para a inten-
sidade efetiva o resultado

1 1 x?
Lizt) = — ] —— SR — 3.31
1@t = = 20%+BQ€XP< 2gg+32> (3:31)

A variancia o,, efetiva vale

ol = <:%2>—/dxx2[ef(x,t)

BQ
= o} + - (3.32)

Na Fig. 3.5, comparamos os graficos para as intensidades no detetor
I.¢(z,t) e I(z,t) em fungao de = para dois diferentes valores da largura da
fenda de difracao. No grafico a esquerda, observamos que o efeito da con-
volugao quase nao existe quando o feixe é difratado por uma fenda muito
pequena, para o grafico a direita, onde aumentamos a largura da fenda, esse
efeito torna-se bastante visivel devendo, portanto, ser levado em conta no ex-
perimento. O mesmo efeito de incoeréncia da fonte, representado por ¢y, , foi
levado em conta na obtencao de ambas as curvas de intensidade. A justifica-
tiva para termos um menor efeito da convolugao com o detetor para o caso do
feixe difratado com uma fenda bastante pequena em comparagao com o caso
do feixe difratado com uma fenda maior é que a largura do feixe difratado
com uma fenda pequena é bem maior que a largura do detetor, como veremos
a seguir, quando ajustarmos o modelo com os dados experimentais da Ref.

1].

A seguir, estudamos os efeitos das interagoes de van der Waals entre as
moléculas de fulereno e as paredes da fenda de difracao. Esses efeitos também
podem alterar os resultados para a difracao de moléculas de fulereno uma vez
que essas interagoes podem causar uma alteracao no momento da particula.



3.3 Coeréncia Parcial do Feixe de Fulerenos 39

Intensidade Normalizada
Intensidade Normalizada

0 20 ) 20 40 40 20 0 20 40

posigdo x (um) posigio x (um)

Figura 3.5: Curva a esquerda mostra as intensidades medidas no detetor apds a
onda de matéria passar por uma fenda de largura by = 70 nm e curva a
direita mostra as intensidades para uma fenda de largura by = 1,4 um.
Linha pontilhada representa a intensidade nao-convoluida e linha cheia
a intensidade convoluida. As curvas mostram que o efeito da con-
volugao com o detetor deve ser levado em conta no experimento. O
mesmo efeito de incoeréncia, representado por dy, , foi levado em conta
em ambas as curvas.

3.3.2 Efeito da Interacao de van der Waals

Aqui, discutimos um pouco os efeitos das interagoes de van der Waals
(vdW) na difragao de moléculas de fulereno por fendas de nitrato de silicio
(SiNz). Tais interagoes podem ocorrer entre dois atomos, entre duas molécu-
las, entre um atomo e uma superficie e entre uma molécula e uma superficie
[86]. No caso presente, as interagoes ocorrem entre as moléculas de fulereno e
a superficie da fenda de SilNz, sao atrativas e de longo alcance com potencial

da forma [86, 87]
Cs

r3’

V= (3.33)

onde r ¢é a distancia do centro da molécula a parede da fenda e C'5 um fator
que depende da molécula de fulereno, seus estados eletronicos e dos estados
eletronicos do material da fenda [86].

O coeficiente C5 para forgas de vdW entre atomo (ou molécula) e super-
ficie é dado pela expressao de Lifshitz [88]

h oo

Cs dwa(iw)oe(iw), (3.34)

onde a(iw) é a polarizabilidade dindmica do dtomo e p(iw) a correspondente
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resposta dos elétrons do material da superficie. Uma expressao correspon-
dente a (3.34) e mais simples é obtida na Ref. [86] para for¢as de vdW entre
atomos e uma superficie de SiNz, onde o atomo e a superficie sao considera-
dos osciladores individuais de frequéncias F,/h para o dtomo e E/h para a

superficie, i.e.,
E.Es

8(F,+ Es)
Aqui, ag é a polarizabilidade elétrica estética do atomo, gy = p(iw — 0) =
0,588 é o limite estatico para os elétrons do SilN,, E, = 13 eV e E, é dada
pela expressao

(3% = oo (3.35)

i
30’

onde Cg € o coeficiente de interacao de vdW entre dois atomos.

E, (3.36)

Usando os valores aproximados Cs ~ 39,6 meV nm® [89] e ajy &~ 0,103 nm?
[90], obtemos Cgs iN==C10 (0,03 eV nm?® para o coeficiente de interacdo de
vdW entre moléculas de fulereno Cry e uma superficie de SiN,. Na Ref.

)

[91], os autores obtiveram C’éAu_Cm ~ 0,09 eV nm?® para o coeficiente de

interacao de vdW entre moléculas de fulereno C7 e uma superficie de ouro.

A seguir, fizemos algumas estimativas que nos permitiram identificar qual
a largura limite da fenda para que as interagoes de vdW entre as moléculas
de fulereno e a fenda de SiN, sejam relevantes. A forca de vdW é dada
por F = —9V/Or = —3C3/r*. Para uma fenda de largura by = 70 nm,
considerando que a molécula de fulereno passa mais ou menos no meio da
fenda, temos r = by/2 = 35 nm e F = —9,6 x 107 N. A espessura da
fenda vale Az = 200 nm [53], o que implica um tempo de interagdo de
At = Az/v, = 1 ns. A variacao de momento sofrida pela molécula ao passar
pela fenda serd igual a Ap = FAt ~ 9,6 x 10727 kg m/s. O momento inicial
da molécula ao penetrar na fenda vale p, = mv, = 3,4 x 10722 kg m/s,
assim, obtemos Ap/p. = 3,4 x 107°. Se fizermos os mesmos cdlculos para
uma fenda com largura da ordem de by = 1 um, obtemos Ap/p. ~ 107°.
Esses dados indicam que as interacoes de vdW entre as moléculas de fulereno
e uma fenda de SilN, devem ser relevantes apenas para valores de fenda
menores que aqueles utilizados no experimento. Neste caso, o fator 1/3 que
utilizamos na Ref. [39] para corrigir possiveis efeitos de vdW para pequenos
valores de largura de fenda deve ser substituido por um erro de £30 nm na
medida da largura da fenda [1].
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O resultado experimental para a largura Wey gy (largura completa em
meio maximo) no detetor, realizado pelo grupo de A. Zeilinger em Ref. [1]
¢ mostrado na Fig. 3.6 e comparado com nosso calculo tedrico, equacao
(3.32) (onde Wy = 2v/21In2054). Os pontos sdo os dados experimentais
extraidos da Ref. [1], a curva tracejada é a largura do feixe com efeito de
incoeréncia e sem a convolugao com o detetor e a curva soélida leva em conta
ambos os efeitos. Essas curvas mostram que, para ajustarmos os pontos
experimentais com o modelo tedrico, devemos levar em conta a convolucao
com o detetor e a coeréncia parcial da fonte de fulerenos. Para levarmos em
conta a convolugao com o detetor, usamos um detetor de largura FW HM
da ordem de 12 pm, onde tomamos como base o valor citado em [1]. O
parametro que mede a coeréncia parcial na direcao transversa do feixe que
melhor ajusta os dados experimentais é dado por &, = 9.0 x 105 m~1.
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Figura 3.6: Largura do feixe de moléculas de fulereno Crp em funcao da largura
da fenda. Curvas sélida e tracejada correspondem ao nosso célculo
equagao (3.32) e os pontos sao os resultados experimentais obtidos
na Ref. [1]. Curva tracejada corresponde ao caso incoerente sem con-
volucao com o detetor e curva sélida corresonde ao caso onde ambos os
efeitos foram levados em conta. Para o ajuste do cédlculo teérico com os
dados experimentais usamos 6k, = 9,0x10m~! et = 25 /v, = 6,65ms.
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Com esse valor de dy, calculamos o comprimento de coeréncia transverso
inicial, i.e., o, = £.(t = 0) e obtivemos fo, = (0r,/v2)™' ~ 1,3 x 1077 m.
Como nao levamos em consideracao o acoplamento com o ambiente em nosso
modelo, o comprimento de coeréncia inicial permanece constante, i.e., £,(t) =
lo.. Para compararmos o valor do comprimento de coeréncia com o valor do
comprimento de onda, calculamos Ap através da equagdo A\p = A\, = h/muv,
(onde v, &~ 200 m/s é a velocidade mais provavel) e obtivemos Ap ~ 2,5 pm.
Assim, temos (o, > Ap, e a condigao de feixe de fulerenos é garantida (fonte
localmente coerente) conforme discutido na segao 2.4 para os estados de luz
do tipo Schell, onde estamos usando {y, no lugar de o, para representar
o comprimento de coeréncia transverso. O angulo de divergéncia do feixe
de fulerenos produzido na fonte secundéria (fenda de colimagao) pode ser
calculado através da expressao (2.40), pois a dimensao da fonte é muito
maior que o comprimento de coeréncia transverso, i.e., oy > fy,. Fazendo
isso, obtemos

l

O ~ ( Ap ) = 6,1 prad, (3.37)
7T€0x

um valor compativel com o valor experimental citado na Ref. [71] (2 <6 <
10 prad).

A faixa de comprimentos de onda ao longo da direcao x é dada por

B 2T
Ak,

AN, = 986 nm, (3.38)

onde Ak, = 6, /vV2 = 6,4 x 106 m~'. O valor obtido para a faixa de
comprimentos de onda transversos ¢ da mesma ordem de grandeza do com-
primento de coeréncia fy,, o que justifica a existéncia de efeitos quanticos
ao longo desta diregao. O comprimento de coeréncia na direcao longitudinal
vale ¢y, = (v/Av)Ap = 5 pm, que também é da mesma ordem de grandeza
do comprimento de onda nesta direcao e, assim, a justificativa para tratar-
mos a direcao z como cléassica é devido ao fato de que a distancia do detetor
é muito maior que A,, i.e., 23 > A,. A componente do vetor de onda na
diregao z vale k, = mv,/h = 2,24 x 10" m~!. Os valores encontrados para
k. e Ak, mostram que k, > Ak, e assim, a aproximagao paraxial discutida
no capitulo 2 é garantida para o feixe parcialmente coerente.
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3.4 Covariancia o,, e Fase de Gouy

Nesta secao, calculamos a covariancia entre posicao e momento e a fase de
Gouy dos fulerenos a partir dos dados experimentais da Ref. [1]. Para obter-
mos a fase de Gouy de um estado gaussiano misto usamos uma definicao de
fase de Gouy que ¢é valida para estados puros. Calculamos a fase e mostramos
que ela também estd relacionada com a covariancia o, assim como acontece
no caso de estados gaussianos puros.

Partindo do determinante da matriz de covariancia para um estado gaus-
siano misto, equacao (3.28), podemos expressar o,, em termos da largura do

2 2 %
Oup = MG [(WFWHM) - 1] : (3.39)

feixe, i.e.,

2 2 V In 2b0

onde Wrwmay ¢ medido no laboratério. A curva para o,, obtida com os
dados experimentais da Ref. [1], equacdo (3.39), é mostrada na Fig. 3.7 e
comparada com o valor tedrico, equagao (3.27). Na obtencao de o,,, a par-
tir de Wew g, aproximamos o fator 2v/In2 por 2 na equacio (3.39) para
obtermos um melhor ajuste com os valores tedricos. No ajuste, também mul-
tiplicamos a curva tedrica por um fator constante uma vez que os pontos
foram obtidos a partir de uma largura de feixe convoluida e a covarian-
cia tedrica nao leva em consideracao esse efeito. A diferenca em relagao a
curva retilinea para a covariancia mostrada na Fig. 2.4 para ondas de luz
ocorre porque no caso das ondas de luz estamos tratando da covariancia em
funcao da direcao de propagacao e para o caso das ondas de matéria estamos
tratando da covariancia em funcao da largura da fenda de difragao.

3.4.1 Fase de Gouy de um Estado Misto

Na Ref. [25], Simon e Mukunda deram uma interpretacdo geométrica
para a fase de Gouy. De fato, para obter tal interpretacao, os autores par-
tiram da analogia existente entre a equacao paraxial de Helmholtz para a
luz classica e a equacao de Schrodinger para uma particula livre e usaram a
definicao quantica de fase geométrica em termos dos invariantes de Bargmann
[92, 93]. Uma defini¢cao mais recente justifica a origem fisica da fase de Gouy
em termos do alargamento espacial, governado pela relagao de incerteza, de
um feixe cuja distribui¢do transversa do campo é uma func¢ao gaussiana (ou
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Figura 3.7: Covariancia x — p em funcao da largura da fenda. Curva sdlida cor-
responde ao nosso calculo, equagao (3.27), e os pontos foram obtidos
do experimento realizado na Ref. [1] através da equacao (3.39). Os
parametros sao os mesmos da Fig. 3.6.

arbitrdria) [28]. De acordo com a equacao (11) da Ref. [28] a fase p(t) e a
largura do feixe B (t) para um estado gaussiano puro de ondas de matéria
estao relacionadas pela expressao

M- [ (3.40)

1 - 5 (t)2' )

Aqui, conjecturamos, com base nos resultados obtidos, que essa defini¢ao
se mantém para estados gaussianos parcialmente coerentes uma vez que o
alargamento desses estados também é governado pela relacao de incerteza.
Assim, para o estado dado na equacao (3.18), a fase de Gouy é

1 t
wu(t) = —M arctan (T_o) , (3.41)

onde o fator i aparece pelo fato de estarmos trabalhando em uma tnica

2
dimensao. Note que, novamente p(t) esta relacionada ao oy, e é afetada pela

coeréncia parcial do pacote de onda inicial, i.e.,

1 20,
p(t) = TG, arctan (hM%) . (3.42)

Na Fig. 3.8, mostramos a fase extraida da equagao (3.42). Como esper-
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ado, a variacao da fase é de 7/4, pois estamos tratando de um problema de
difragdo unidimensional e a propagacao do feixe vai de t = 0 até t = 25 /v,[28].
Este resultado mostra que a existéncia de uma fase de Gouy é compativel
com os dados experimentais envolvendo a difracao de moléculas de fulereno.
Ele é uma evidéncia indireta de fase de Gouy para as ondas de matéria.
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Figura 3.8: Fase de Gouy em fungao da largura da fenda. Curva sdlida corre-
sponde ao nosso calculo, equagao (3.41), e os pontos foram obtidos do

experimento reportado na Ref. [1]. Os parametros sdo os mesmos da
Fig. 3.6.

Os resultados deste capitulo estdo publicados na Ref.: Phys. Lett. A 374,
1660 (2010), cuja coépia apresentamos em anexo.
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Talvez a expressao certa para o calculo da fase seja a equagao (2.47) e
nao a equacao (3.41), uma vez que os estados quanticos dos fulerenos sao
andlogos aos estados de luz do tipo Schell. O ajuste dos pontos usando a
equagao (2.47) é mostrado na Fig. 3.9. Embora este novo ajuste parega estar

-5
104
154

-20 4

fase de Gouy (rad)

254

largura da fenda (pm)

Figura 3.9: Fase de Gouy em funcao da largura da fenda ajustada através da
defini¢ao (2.47). Curva sélida corresponde a equacao (2.47), e os pon-
tos foram obtidos do experimento reportado na Ref. [1]. Os parame-
tros sao os mesmos da Fig. 3.6.

correto, uma definicao mais rigorosa para a fase de Gouy de um estado misto
de ondas de matéria que corrobore com os dados experimentais ficara para
um trabalho futuro.



CAPiTULO 4

Lentes Quanticas e Fase de
Gouy em Ondas de Matéria

Este capitulo é dedicado a analise teérica de uma lente quantica para
focalizar atomos. Nosso objetivo principal aqui é analisar as propriedades da
fase de Gouy para ondas de matéria em torno do foco dessa lente. Ou seja,
queremos saber se a mesma anomalia de fase que ocorre com os feixes de luz
ao serem focalizados, ocorre para ondas de matéria. Na secao 4.1, tratamos
a interacao entre um atomo e um campo eletromagnético pois esta interacao
vai produzir o efeito de lente para a matéria. Na secao 4.2 descrevemos a
lente quantica. Na secao 4.3, propomos um experimento com atomos de
césio e calculamos alguns parametros experimentais, onde obtivemos valores
invidveis a tecnologia experimental atual [40].

4.1 Interacao Atomo e Campo

Consideramos, nesta secao, um modelo simples de interacao entre a&tomo
e campo no qual um tunico modo do campo eletromagnético quantico é
acoplado a um atomo de dois niveis. Este tipo de interacao é conhecido como
modelo de Jaynes-Cummings [94, 95, 96]. Por muito tempo, este esquema
foi apenas um modelo tedrico mas, devido aos modernos desenvolvimentos
em Optica quantica, em particular a construcao de cavidades de microondas
de altos fatores de qualidade, tornou-se possivel sua realizacao experimental
[112, 113, 124]. Para entendermos melhor, vamos para a Fig. 4.1, o 4tomo
de dois niveis, na realidade, é um atomo no qual apenas uma determinada
transicao entre dois niveis de energia acopla bem com um determinado modo
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da cavidade, qualquer outra faixa de transicao é totalmente dessintonizada
deste modo. Vamos supor que a faixa de transicao que acopla com o modo
do campo é representada pelos estados atomicos internos definidos por

0
l9) = (4.1)

1

e 1
le) = , (4.2)

0

denominados, respectivamente, estado fundamental e excitado com energias
dadas por E, e E,, onde B, < E.. A frequéncia de transicao entre esses
niveis é dada por wge = (E. — E,)/h.

Figura 4.1: Atomo de dois niveis interagindo com um modo do campo na cavidade.

Quantizando o campo na cavidade, Fig. 4.1 a direita, obtemos para o
operador energia o resultado [22, 83, 96, 97

Heampo = Y _ wjila;, (4.3)
j=0

onde desconsideramos o termo de energia de ponto zero. Daqui para a frente,
consideraremos que o modo que acopla com a transi¢ao g < e tem frequéncia

Wy = We.
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Aproximacao de Dipolo

Para obtemos o hamiltoniano de interacao, que representaremos aqui por
Ifll-m, consideramos que o atomo é formado por um tnico elétron de valéncia
e que o campo altera apenas o estado deste elétron, uma vez que os elétrons
restantes estao fortemente ligados ao nicleo. Neste caso, a contribuicao im-
portante para o momento de dipolo atomico é a correspondente ao momento
de dipolo do elétron de valéncia dada por ¢ = eZ., onde e é a carga do
elétron e T, a posicao do elétron de valéncia relativa ao nucleo. Além
disso, consideramos que o comprimento de onda do campo é muito maior
que o tamanho do atomo, de maneira que o campo nao muda considerav-
elmente ao longo do atomo. As consideragoes acima constituem a chamada
aproximacao de dipolo e, nesse caso, o hamiltoniano de interacao é dado por
[83, 96, 97]

ﬁint = _pi" E_’)(%a t)a (44)

onde gj? éo operador momento de dipolo elétrico, Zéo operador posicao do
centro de massa ¢ E (fc’, t) o operador de campo elétrico. Os auto-estados
de energia do dtomo na representacao de posigao ¥;(Z) (i = g,e) possuem
paridade bem definida e, nesse caso

it - [ " el (7) 7 = 0, (4.5)

o0

uma vez que [1;(T)|> tem paridade par e Z tem paridade fmpar. Assim,

obtemos para operador momento de dipolo
¢ =o' + p'o, (4.6)

onde @ = (e|g]g), & = |g)(e| faz a transicio do estado excitado para o estado
fundamental e 67 = |e)(g| faz a transicio do estado fundamental para o
estado excitado. O operador de campo elétrico é dado por [22, 82, 83, 96]

E(Z,t) = &a(@)i [a(t) — a'(t)] (4.7)
onde & é a amplitude do campo elétrico no vacuo, E(:%) ¢ a funcao modo
espacial da cavidade dependente da posicao do centro de massa do atomo
Z. Assim, o hamiltoniano que representa a interacao entre atomo e campo,
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equagao (4.4), vale
Hip = WQR(%)(67 — 6)(a — a"), (4.8)

onde Qg (%) = |@- u(Z)|E/h é a frequéncia de Rabi no vacuo dependente da
posicao.

No momento, vamos desprezar o movimento do centro de massa dos
atomos na dire¢do transversa (x,y) e considerar a dependéncia do campo
com a dire¢ao z do movimento do centro de massa dos atomos constante.
Neste caso, a frequéncia de Rabi pode ser considerada uma constante, i.e.,
Qr(¥) = Qp, onde Qy = P&y /h é o seu valor de pico. Os efeitos do movimento
do centro de massa na dire¢ao transversa serao considerados a seguir quando
descrevermos a lente quantica para atomos. Nesse caso, o hamiltoniano que
representa a energia total do sistema na aproximacao de dipolo ¢ dado por

H = Hy + Hiu, (4.9)

onde 1
Hy = hw.a'a + > e, (4.10)
representa o hamiltoniano livre do sitema global, com d, = |e){e| — |g)(g|

sendo uma pseudo-matriz de Pauli.

Aproximagao de Onda Girante

O hamiltoniano dado pela equagdo (4.9) possui alguns termos que nao
conservam o numero de excitagoes, assim, para que possamos justificar a
eliminacao de tais termos vamos escrever este hamiltoniano na representacao
de interacao. Nesta representacao, o hamiltoniano do sistema global é dado

por
H;=H,+ HL,, (4.11)
onde ) )
[:[i[nt = e“LIOt/h}A[int e_iHOt/h (412)

¢ o hamiltoniano de interacao na representacao de interacao e Hj,; € o
hamiltoniano de interacao na representacao de Schrodinger. Substituindo
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as equagoes (4.10) e (4.8) na equagao (4.12), obtemos

HL, = 09 [af6 e 7 1 aot '8 — algT ellwsetwelt _ g5 emilwoetwt] - (4.13)

wnt

onde A = wy — w, € dessintonia entre atomo e campo.

A aproximacao de onda girante consiste em desprezarmos o terceiro e o
quarto termos do hamiltoniano (4.13), pois estes oscilam rapidamente uma
vez que a frequéncia de oscilacao envolve a soma das frequéncias da cavidade
e da transicao atomica, enquanto que os dois primeiros termos oscilam com
a diferenca dessas frequéncias. Fazendo isso, obtemos

wm

oL, =1 (a'6 e + 46T eA) (4.14)
4.1.1 Limite Ressonante

Para termos uma ideia do efeito do acoplamento do atomo com o campo
vamos fazer a evolucao temporal de um dado estado inicial para o caso resso-
nante, i.e., quando A = 0. Na se¢ao seguinte analisaremos o caso nao resso-
nante. Vamos supor que o estado inicial do sistema atomo campo é dado
por

[Vac(0)) = [e) @ [n) = le,n), (4.15)

e para o estado final podemos supor a seguinte combinacao linear

[Yac(t)) = Conia(t)]g,n +1) + Cen(t)]e, n), (4.16)

onde |Cy ,41(t)|? e |Ce(t)|? sdo as probabilidades de encontrarmos o sistema
nos estados |g,n + 1) e |e,n), respectivamente. Agora, fazendo a evolugao
temporal na representacao de interagao

L0 -
iha[Yac(t)) = Hylac(t)), (4.17)
obtemos para as probabilidades os resultados

|Cen(t)]? = cos®(Qov/n + 1t), (4.18)

|Cy i1 (D)) = sin®(Qov/n + 1¢). (4.19)
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O fato de termos probabilidades diferentes de zero, para determinados
instantes de tempo, mostra que o atomo pode sofrer transicao para o caso de
interacao ressonante. Como veremos a seguir, para o caso de forte dessintonia
A, a probabilidade de haver transicao é nula em qualquer instante de tempo.

4.1.2 Limite Dispersivo

Neste limite de interacao, para o caso de forte dessintonia, a transicao
atomica acopla com o modo do campo na cavidade mas nao ocorre troca de
fétons entre o a&tomo e o campo. Uma maneira pratica de tal interacao ser pro-
duzida consiste em aplicarmos um campo elétrico para aumentar ou diminuir
a separacao entre os niveis atomicos tirando-os da condicao de ressonancia
(efeito Stark). Como veremos a seguir, embora nao ocorra troca de fétons
nesse tipo de interagao, os niveis atomicos internos ganham um termo de fase
que depende do nimero de fétons do modo do campo na cavidade.

No limite de forte dessintonia, o hamiltoniano que governa a evolucao
dispersiva é dado por [96, 98]

t
Hyy = EHZ-[M / H] (tdt, (4.20)

onde a integral é avaliada no tempo sem a constante de integracao. Assim,
substituindo a equagao (4.14), na equacao (4.20), obtemos para o hamiltoni-
ano efetivo que representa a interacao dispersiva

. hQ2

Hep = =7 [(@a+1)le) (el —alalg){gl] (4.21)

Para calcularmos a probabilidade de transicao para o caso fortemente
dispersivo, vamos fazer a evolucao temporal do estado inicial do sistema
atomo e campo dado pela equagdo (4.15). O operador de evolugdo para o
sistema, na representacao de interacdo, é dado por [94]

00 = exp{ =i [@a+ Dl el - lalo) o]}

2
Q5 At A
%8 iTtata

=) gt F) g w)
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Assim, a evolugao temporal do estado inicial dado pela equagao (4.15) fornece

o ] 02
act) = U0} @) = exp =it + DZ] 9 0 ), (023)
i.e., o estado final é igual ao estado inicial acrescido de uma fase que depende
do nimero de fotons na cavidade. A probabilidade de encontrar o sistema
no estado |g,n 4+ 1) uma vez que ele foi preparado no estado |e,n) vale

[{g,n + Lhac(t))* =0, (4.24)

mostrando que em nenhum instante de tempo ocorre transicao.
4.2 Lentes Quanticas

Nesta secao, mostramos uma maneira possivel de construir uma
lente quantica para focalizar atomos e que um feixe gaussiano de ondas
de matéria sofre uma anomalia de fase na regiao em torno do foco dessa
lente, semelhante ao que acontece com um feixe gaussiano de luz ao ser
focalizado [40]. Nas subsegoes seguintes, descreveremos o modelo utilizado e
mostraremos os resultados obtidos.

4.2.1 Introducgao

Atomos sob influéncia de campos eletromagnéticos (CEM) podem sofrer
efeitos mecanicos, como desvios no movimento do seu centro de massa e de-
flexdao [99]. Esta propriedade é bastante 1til em Gptica atomica, pois permite
a construcao de dispositivos capazes de focalizar feixes de atomos, de maneira
andloga a focalizacao de um feixe luminoso por uma lente ordindaria. De fato,
a presenca do campo acopla o movimento do centro de massa com os estados
eletronicos internos [100, 101] o que torna possivel a producao de uma lente.
Por este motivo, tais dispositivos sao conhecidos como lentes quanticas.

4.2.2 O Modelo

Atomos movendo-se ao longo da direcao Oz penetram em uma regiao
onde é mantido um campo eletromagnético estacionario com densidade de
energia variando na diregao transversal x, ver Fig. 4.2. Esta regiao se es-
tende desde z = —L. até z = 0. O momento atomico na direcao Oz ¢é tal
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que o comprimento de onda de de Broglie associado é muito menor que o
comprimento de onda do campo eletromagnético. O movimento atomico ao
longo desta coordenada pode ser considerado, para todos os efeitos, classico.
Os efeitos quanticos serao considerados apenas ao longo da coordenada x, e
a lente obtida representa uma lente cilindrica.

Figura 4.2: Efeito de uma lente quantica para atomos. Diferentes estados de Fock
defletem o feixe atomico em diferentes angulos e focaliza o feixe em
diferentes pontos. Campo eletromagnético estacionario com densidade
de energia variando na direcao transversal x e constante na direcao
longitudinal z. Figura retirada da Ref. [96].

Atomo e CEM interagem dispersivamente e esta interacao é governada
pelo hamiltoniano equagao (4.21), acrescido do movimento do centro de
massa 5 Y

[:[ef = L + —hQR(w)
2m A

onde m é a massa do atomo, p, e T sao os operadores momento linear e

[(@'a + 1)le) (el — a'alg)(g]] , (4.25)

posicdo atomica ao longo da direcio Oz, af e @ sdo os operadores de criacao
e de destruigao de um féton do modo do CEM [22, 82, 83]. Para simplificar,
consideramos a dependéncia da frequéncia de Rabi com a direcao z como
sendo uma constante, por exemplo uma barreira retangular representada por
uma funcao degrau [96]. A frequéncia de Rabi Qg(x) varia transversalmente
com o movimento dos atomos segundo a distribui¢ao do campo. Esta variacao
cria gradientes nao nulos para a energia e consequentemente forcas na direcao
x sobre o centro de massa dos atomos. Como os dois subsistemas interagem
dispersivamente, o atomo nao muda de estado interno ao interagir com a
cavidade, permanecendo em seu estado interno inicial. Por exemplo, supondo
que o atomo entra na cavidade no estado |g), o hamiltoniano é simplificado
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para

. ]52

Hap ==+ (2)a'a. (4.26)
O acoplamento entre dtomo e campo ¢ dado pela funcio g (z) = —20%(z).

O vetor de onda do modo do CEM Fk é paralelo ao eixo Ox e o tempo efetivo
de interacao é ty, = L./v,.

A evolugao do sistema atomo e campo ¢ dada pela equacao de Schrédinger
L d|)
Z —

dt

Em t = 0, o estado do sistema é produto direto do estado [¢cpr) do movi-

= Hap |U).

mento transversal atomico com o estado do campo |¢g), |V (0)) = |[Yon) ®
[Yp). O estado |1p) pode ser expandido em uma superposicao coerente de
autoestados do operador nimero de fétons 7 = afa, i.e.,

Wr) = waln), > |w|* = 1.

Quando atomo e campo interagem, os estados atomicos e do campo
tornam-se entrelacados. Pode-se, entao, escrever

+o0
0 (1) :an/ dz v (. 1) |) ® [n), (4.27)

onde a funcao 1, (z,t) satisfaz

zhawna—f’t) = {—h—VQ + g (2) n} U (x,t) . (4.28)

2m

Escrevendo |1, (t)) = fjoc;o dz i, (z,t) |x), a equacdo acima toma a forma

MW - [§—m +g(2) n] [, (1)) (4.29)

4.2.2.1 Aproximacao Harmonica

Segundo Schleich [96], se a largura transversal by do pacote de ondas ini-
cial ¢, (z) satisfizer a condigao by < A (ver Fig. 4.3), onde A é o comprimento
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de onda do CEM, a fungao g () pode ser expandida em torno de = 0 em
uma série de Taylor

E (x)

Figura 4.3: Aproximagao harmonica.

1 21 ?
g(x) = go+91:c+—gzx2+~~%go—g—lJr—gz(x+&)
2

2 20 2 92
9% 1 2
~ a-L 4 ln@oap, (4:30)
g2 2

2
onde 7y = —g1/g2, g0 = 9(0), ;1 = §¢|,_» 92 = TH|

harmonica, a interagao entre atomo e campo efetivamente se manifesta como

. Na aproximacao

um movimento harmonico ao longo da coordenada transversal sob a acao do

potencial

U, () = %mﬂi (x —2p)?, (4.31)

onde €, é a frequéncia do oscilador harmonico deslocado, 2, = /ngs/m.
Note a dependéncia de €2,, com n. Deste modo, a equacao (4.29) fica

d [y, 22 ; :
mw = [ Do S (5~ 2| W () = Bl (), (432)

onde

S TN P 2
H, = 3 + ian (T —xy)”, (4.33)

¢ o hamiltoniano efetivo que governa a evolugao do estado atomico dado que
o campo esta no estado de niimero n.
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4.2.2.2  Evolugao Temporal

Em t = 0, a parte transversal da funcao de onda espacial do feixe atomico
¢ um estado gaussiano dado por

1 1/2 22
n(z,0) = I 4.34
@0 = (rz) e (434
onde b, = \/h/(mf,) é o “parametro do oscilador” [56]. O centréide do

pacote de ondas ocupa a posicao z = 0, p = 0 no espaco de fase.

Facamos
G (£)) = exp (iDas /1) [ (1) (4.35)
e
H, = exp (ipa;/h) H, exp (—ipyas/h) . (4.36)
Entao,
dlda ) B A
th = exp (ipyxs/h) Hy |1y (1))
= exp (ipuay /) Hy oxp (=ipuag /) [ (1))
= | (1)),
Mas
exp (—ip,xs/h) T exp (ip,xs/h) = & — xy,
daf -
o= Pe 20242
H, = . + Zan:r : (4.37)

Como ¢, («) = (z|tn) = (wle®=*1/" [y} = (& + a7|¢n) = Yu (¢ +5), 0
estado inicial (4.34) pode ser reescrito como

. 1 1/2
Uy (2,0) = (b \/7_T) exp

(x + :L'f)2
202

Sujeito a interagao com o CEM durante um intervalo de tempo %, o
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estado atomico evoluird para [56]

~ 1 1/2 Q.t  zxx 2
Un (2, t <tp,) = (m) exp[—i(Tﬂ—b—Qfstt—b—zngQ t)}

1
X exp [ T (x + x5 cosQ,t) } (4.38)

Portanto,

1\ Qn - 5
\/_> exp [ ( t (93 ) sin Q,t — — ! §in 20 t)]
T

< =
¢n (CC? < th) (bn 92 b% b?

1
X exp {—@ (x —xy + xycos Qnt)Q] : (4.39)

O movimento ao longo da coordenada longitudinal é tratado classica-
mente, dai z = v,t—L.. O feixe atomico deixara a regiao da onda estacionaria
no instante t;, = L./v,. Vamos definir ¢,, = Q,t;_. Entao,

Uy (x,t,) = ( ) exp{ [¢n + b_2 sin ¢, (1 — 2 cos ¢,,) — $bx2f sin qﬁn} }

1

%2 (x —xy + x5 cosoy) ] : (4.40)

X exp{

Note que em t = t;,, a parte transversal da funcao de onda espacial
do atomo ¢ um pacote de ondas gaussiano cujo centrdide estd localizado em
T=ua;(1—cosey,), p=hasb,?sing,.

Para t > t;_, o 4tomo evoluird como uma particula livre. Esta evolucao
é governada pela equagao de Schrodinger

d [, ()

~2
Py
dt m ‘¢n (t» y t>1tr,. (4.41)
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Resolvendo esta equagao para o estado dado em (4.40), obtemos [56]

1 2 [z — g — B (¢t — )]
(x>t —¥o — m <
U (2,1 > 11,) {Bn (t—t1.) ﬁ] ‘ eXp{ 2B} (t — 1r,)
t—t k202t —t
X (1 - LC) g0z e +z’k0x}, (4.42)
T 2 Tn
onde definimos ky = b2 sin ¢, Yo = ¢" +2 bQ sm b (1 —2cos ¢p), T = mb2 /h

2 t2
buy[ 1+ ot b4 by |1+ =t (4.43)

Anélogo ao caso da luz, na propagacao livre, deveria aparecer um termo
de fase de Gouy na equacao (4.42). No entanto, vamos supor que nds
nao conhecemos esse fato, tal fase serd obtida naturalmente a partir de
uma analise das equagoes de movimento para os parametros de um estado
gaussiano de ondas de matéria.

Note que a largura do pacote gaussiano B,,, quando o feixe deixa a regiao
de CEM, aumenta monotonicamente com o tempo. FKEste comportamento
da largura do pacote de ondas quando o feixe atomico evolui livremente
nos leva a concluir que, pelo menos para o estado inicial (4.34) nao ocorre
focalizagao, ou seja, nao existe uma regiao onde se espera que B,, seja minimo.
No entanto, um célculo efetuado nas Refs. [96, 102] levando-se em conta o
mesmo estado inicial (4.34) para o feixe atomico ao penetrar a regidao de
CEM produz um resultado bastante diferente. Outra andlise mais completa
do mesmo problema reportada na Ref. [103] confirma estes resultados. Neste
trabalho, os autores obtém a seguinte expressao para a largura do pacote de
ondas

5 2
B, (t) = b [(bng ) (Qnt cos (Q,tr,) + sin (QntLC))2

+(cos (Qutr,) — Qutsin (Qutr)?]"? . (4.44)

Note que cada diferente estado de nimero do modo do CEM produz, neste
caso, uma largura diferente para o pacote de ondas. O estado inicial con-
siderado é um pouco diferente de (4.34) por possuir momento lateral inicial,
além de conter alguma compressao. Acreditamos que tal compressao inicial
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é essencial para se obter focalizacao. Este argumento é melhor entendido
pelas Figs. 4.4 e 4.5. Nelas ilustramos, no espaco de fase, a dinamica do
pacote de ondas que representa o estado de movimento atomico ao longo da
coordenada transversal. Parece que a focalizacao do feixe atomico se reduz a
uma transferéncia da compressao inicial em momento para posi¢ao, quando
o feixe atinge a regiao focal.

Na Ref. [102], os autores negligenciam o termo de energia cinética %
no hamiltoniano H,, que rege a dinamica da parte transversal da funcao de
onda espacial atomica [cf. equagdo. (4.33)]. Tal aproximacao é radical, pois a
dinamica deixa de ser regida por um movimento harmonico no estagio inicial.
Entretanto, nesta aproximacao, a regiao de CEM atua sobre o feixe atomico
da mesma forma que uma lente delgada atua sobre um feixe luminoso. No
espago de fase, a consequéncia disso é a seguinte: o pacote de ondas, além de
sofrer rotacao em torno do minimo de potencial x ¢, serd comprimido também.
Talvez seja esta a razao pela qual os resultados obtidos na Ref. [102] indiquem

que, mesmo para o estado inicial (4.34), pode ocorrer focalizagao.

Falta determinar se a fase da funcao de onda apresenta alguma anomalia
para t >t .

4.2.3 Evolugao de um Estado Inicial Comprimido

Nesta secao, faremos a evolugao temporal de um estado atomico gaus-
siano inicialmente comprimido em momento.

4.2.3.1 Propriedades do Operador de Compressao

Considere o operador [104]
N € (34 2 €
S(e) =exp | < (b ) - S (4.45)
2 2
onde € = |e| e é um parametro complexo (o parametro de compressio) e
R S G 0
b=—|(—+i—|.
5 ()

S (€) bS' (¢€) = beosh |¢| — e b sinh || = B. (4.46)

Temos
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Figura 4.4: Representacao pictérica da dinamica do pacote de ondas associado a
parte transversal da funcao de onda espacial atomica. x¢ representa
a posicao de minimo do potencial harmonico. O pacote de ondas estéd
inicialmente centrado na origem do espago de fase (I). Na regiao de
CEM, o atomo estard sob a agao do potencial harmonico; deste modo,
cada ponto do pacote de ondas sofrerd uma rotagao em torno de xy com
velocidade angular constante. Note que o pacote nao exibe qualquer
tipo de compressao inicial. Em (II), o feixe atomico deixa a regiao de
CEM e passa a se mover livremente. Neste caso, cada ponto do pacote
de ondas irda se mover na direcao positiva do eixo-z com velocidade
constante. Para cada ponto, no entanto, este valor dependera do valor
de sua coordenada-p. Quanto maior o valor absoluto desta coordenada,
maior é a velocidade com que o ponto se movimenta. Isto provoca um
estiramento do pacote de ondas, como se observa em (III). Em virtude
disso, a incerteza em posigdo aumenta (e a tendéncia é que continue
aumentando sem limites).
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1

Figura 4.5: Representacao pictérica da dinamica do pacote de ondas associado a
parte transversal da funcao de onda espacial atomica. Como na Fig.
4.4, xy representa a posi¢ao de minimo do potencial harmonico e o pa-
cote de ondas estd inicialmente centrado na origem do espaco de fase
(I). Todavia, neste caso, o pacote de ondas exibe alguma compressao
inicial em momento. Durante o movimento na regiao de CEM, repre-
sentado pela transi¢ao (I)-(II), o pacote matém sua forma. O movi-
mento livre é representado pela transicao (II)-(III). Neste estagio da
dindmica, a incerteza em posicao diminui gradativamente, até atin-
gir um minimo (na figura, este minimo ocorre no instante em que o
pacote estd centrado em x¢). A partir dai, o pacote é estirado, e a
incerteza em posi¢ao passa a aumentar sem limite. Portanto, focaliza-
¢ao parece implicar transferéncia de compressao: a compressao inicial
em momento transforma-se em compressao em posi¢ado quando o feixe
atomico atinge a regiao focal.
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Note que

Considere o caso em que € é real e positivo. Temos, entdo, S (¢) £ST (¢) =
et, e S (€) p.ST (€) = e Py, 0 que leva a

25T (e) |x) = e“xST (e) |a) |

P25 (€) Ip) = e ST (€) p)

ie., Sf (€) |z) é autoestado do operador posi¢do com autovalor ez, enquanto
ST (€) |p) é autoestado do operador momento com autovalor e~“p. Dai, ST (€) |z) =
e/? |e‘x) e ST (€) [p) = e~/? |ep). Portanto, a representacio em posicio do
estado S (€) [¢)) é

(@] S (e) [) = v (x) = ¢ ().

Analogamente, a representacao do mesmo estado em momento é

(p| S (€) [) = e (p) = e~/ (e ™) .

A variancia em posicio do estado [0.) = S (€) [¢0) é dada por

Ax? = (0] 32 |ve) — (U] £ ]0e)” A A
|A<> ()|¢>—<¢|S*(>i5<)|¢>2
| S (—€) @2 < )|¢> W] S (—e) 25" (=€) [v)?
| (e

(¥
(v
(v
(¢ ) @ |1h)? = e 2 Aa?, (4.47)

onde Az? é a variancia em posicao do estado [¢)). Para a incerteza em
momento, temos

AP? = <¢e|ﬁi |¢6> - <w6‘ﬁx |¢6>2
= (W] (Do)’ [¥) — (] Py [1)* = > Ap?. (4.48)

Portanto, a a¢ao do operador S (€) sobre um estado [¢), com € real e positivo,
produz um estado [i.) comprimido em posigao ao custo de um alargamento
em momento. No caso em que € < 0, teremos um estado comprimido em
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momento e alargado em posicao. No caso mais geral, o parametro de com-
pressao é complexo e pode ser escrito na forma e = |e|e ™. A compressio
ocorrerd ao longo da quadratura que faz um angulo /2 em relagao ao eixo

das posigoes x.
4.2.3.2  Estado Coerente Comprimido

O estado coerente comprimido (algumas vezes chamado estado com-
primido generalizado) é definido por [96]

;) = D (a) () |0), (4.49)
onde |0) é o estado de vdcuo do oscilador harménico. D () é o operador
de deslocamento, definido como D (o) = exp <041;T —a*b). Sua acao So-
bre o estado de vdcuo produz o estado coerente |a) = D (a)|0). Para

o estado coerente, as incertezas em posicao e momento das quadraturas
X, = 2712 (ei95+e_i93T) e Py = i271/2 (e_wl;T — ewl;) sdo iguais e mini-
mizam a relacao de incerteza. Nas representacoes de posicao e momento, o
estado coerente é uma funcao gaussiana. A acao do operador de compressao
sobre o estado coerente produz um estado também de incerteza minima que
mantém a forma gaussiana, mas com larguras diferentes nas quadraturas Xy

[§ P@.

Segundo Bialynicki-Birula [105], a forma geral de um estado gaussiano,
na representacao de posicao, é dada pela expressao

() = (%) o exp (—zi—i) exp [— G x)22(u * i) + Zp—; ,  (4.50)

onde T e p sao as coordenadas do “centro de massa” da distribuicao no espaco
de fase e u e v dao a forma desta distribuigao.

4.2.3.3  FEvolugao Temporal

Uma dinamica regida por um hamiltoniano quadratico em posicao e mo-
mento mantém a forma gaussiana de um estado inicial gaussiano. Este é
o caso do problema tratado aqui. O movimento atomico pode ser dividido
em dois estagios: no primeiro, o atomo sofre a acao de um potencial har-
monico quando atravessa a regiao de CEM enquanto que, na segunda parte,
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o atomo evolui livremente. Nos dois estdgios, os hamiltonianos que gover-
nam a evolugao atomica sao quadraticos em posigdo e momento [cf. equagao
(4.33)]. Uma vez que o estado inicial atomico é estado gaussiano [cf. equacao
(4.34)], podemos considerar que, durante toda evolugao, tal estado apresen-
tard a forma dada pela equagao (4.50). Neste caso, os parametros T, p, u e v
sao funcoes do tempo, e suas respectivas equacoes de movimento podem ser
deduzidas a partir da equacao de Schrodinger.

Considere uma particula de massa m movendo-se sob a acao de um poten-
cial harmonico. A frequéncia natural deste movimento é €2,,. O hamiltoniano
que governa esta dinamica ¢ dado por

-2
7 b L 2.2
H ="+ -—mQ:z°. 4.51
5 T 5™ (4.51)
Na representacao posicao, a evolucao do estado v da particula é regida pela
equagao de Schrodinger
0 h? 0? 1
zhaw (z,t) = | —=——=— + -mQ22?| ¥ (z,1). (4.52)
Suponha que o estado inicial da particula seja gaussiano. Podemos obter
as equagoes de movimento para os parametros I, p, u e v substituindo a
forma geral (4.50) na equagao acima, agrupando os termos de mesma potén-
cila em (x — ) e, em seguida, separando as partes real e imagindria. Este
procedimento leva a seis equacoes para os quatro parametros mencionados.
O sistema é, portanto, “supercompleto”. Eliminando tal redundancia, as
equacoes de movimento sao as seguintes

- P

_ 2 4.53
i= (4.53a)
p=-mQ7T, (4.53b)
. m§2 h
K=i—2" —ji—K? 4.53

onde definimos K = u + iv. Aqui, os pontos indicam derivacao temporal.
Note que as equagoes de movimento para as coordenadas do centréide da dis-
tribuigao sao equivalentes as equacgoes classicas de movimento para a posicao
e o momento de uma particula se movendo em um potencial harmonico.
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Uma importante observacao deve ser feita aqui. Uma das duas equagoes
eliminadas nao é consistente com as demais em (4.53). Esta equagao é a

seguinte
=2 2

pi — Pt =+ mQ2z + W (4.54)
m m

Para ver isto, basta substituir as expressoes (4.53a, 4.53b) na equagao acima.
Obteremos u = 0, que nao faz nenhum sentido, uma vez que u representa
o inverso do quadrado da largura do pacote gaussiano. A tUnica maneira de

“driblar” tal incoveniente é redefinir o estado geral como

v (2) = (%)1/4 exp <‘Z@ i Zg) exp [_ o) P as)

2h 2 2 h

onde ® é uma fungao real do tempo. Esta fase global, em geral negligenciada
(ver, p. ex., [56, 105]), garante a consisténcia das equagoes de movimento,
pois em adicao as equagoes (4.53), devemos ter

h

b= ——qu. 4.56
U (4.56)

®/2 é conhecida como fase de Gouy.

4.2.4 Focalizagcao de um Feixe de Atomos

Retornemos ao problema da focalizagdo de um feixe atomico. Como
vimos, o dispositivo usado como “lente” - um campo eletromagnético esta-
cionario interagindo dispersivamente com o atomo - nao produz compressao
sobre o estado atomico. Portanto, o estado inicial ja deve conter alguma
compressao em momento que, devido a agao do potencial harmonico, serd
transferida para a posicao quando o atomo estiver evoluindo livremente.

Vamos supor que o estado inicial atomico é o estado de vacuo comprimido
1 /2,2
el O) =, 00 = () ¢, (457

onde by ¢é a largura inicial do pacote de ondas, com by > b,. Deste modo,
podemos escrever

[0 (0)) = S () [0),
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com e = b, /by. Na regiao de CEM, o estado evoluird segundo a dinamica
gerada pelo hamiltoniano (4.33), durante o intervalo de tempo 0 < t < tr_.
Como vimos, H, descreve o movimento ao longo de um potencial harmonico
cujo minimo é deslocado para a posigdo = = zy. Usando as definigoes (4.35,
4.36), deslocamos o minimo do potencial harmonico para a origem = = 0.
Nesta situacao, escrevemos o estado inicial como

B 0))=D (-2 ) S,

cuja representacao em posigao ¢ [96]

~ 1Y (x + xf)2
n(2,0) = | — —_— 4.58
B @0 = || e [0 (458
Resolvemos as equacoes (4.53) para as condi¢bes iniciais Zo = —x, py = 0,
u=0by? e v =0, e obtemos
T(t<tp)=—xpcosQ,t, (4.59a)
p(t<tr)=mQ,zssinQyt, (4.59Db)
B e 1
K(t<tr,)= cosQnt—l—zb—2 sin Q,,¢ b—zcosQnt—i-zb—2 sin Q,t ] .
0 0 n
(4.59¢)
Da equagao (4.59¢), encontramos
b -
u(t<tp)= {bg (COS2 Q,t + b—g sin? Qnt)] . (4.60)

Relembrando, v~ é o quadrado da largura do pacote gaussiano. Se fizermos
bo = by, i.e., se o estado inicial ndo possuir qualquer compressao, u~' = b2.

Integrando a equagao (4.60) obtemos a seguinte expressao para a fase ®
dentro da cavidade

2
O(t < tr,) = —arctan {Z—g tan(Qnt)} . (4.61)

Quando o feixe atomico deixa a regiao de CEM, o estado atomico passa
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a evoluir livremente. As equacoes de movimento para os parametros T, p, u e
v podem ser obtidas fazendo €2,, = 0 em (4.53). Assim, para t > tr,, teremos

T(t>ty,)=—xrcos, +Q,(t—1tr.)xrsing,, (4.62a)
p(t>tr,)=mQ,xssine,, (4.62b)
Z—z‘ coS ¢, + 1sin ¢,
K(t>tr,)= 0 .
b2 [cos On + z% sin ¢,, + it_:nLc (% cos ¢, + isin gbn)]
(4.62c¢)
Note que
2 4 27!

bou(t >tr,) = [(cos On — bt sin gbn) + z—z (Sin On + ot Ccos gbn> ]
' : ' (4.63)

O foco ocorrera na regiao do feixe em que a largura do pacote de ondas
for minima. Em outras palavras, quando u (t > t;) for maximo, teremos um
foco. Isto acontece quando a funcao

t—t 2o t—t ?
D (t) = (cos On — Le sin %) + -7 (sin On + Le cos (bn) (4.64)

4
n bo n

atingir seu valor minimo. Tomando a derivada no tempo desta funcao,
igualando-a a zero, obtemos

b\
z¢ + L. (1 — b—4> sin ¢,, cos ¢y,
tf = =t + 7 A - - . (465)
Uy o cos? ¢, + sin? ¢,
0

Portanto, o foco do feixe atomico estara localizado na regiao em torno de

1— )¢
—% an¢n

- (4.66)
Z—g + tan? ¢,

2f = V,Ty

A largura do feixe gaussiano que passou pela lente, B'(t) = 1/4/u(t),
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pode ser escrita como

B(t) = b [1 n (t ‘ffﬂ % (4.67)

onde definimos

by, = Mby, (4.68)
75 = M?7, (4.69)

¢ 1
M = (4.70)

\/ cos? ¢, + % sin? ¢,
A linha foi usada aqui para diferenciar os parametros do feixe apds a
focalizacao dos respectivos parametros antes da focalizacao. Vemos que a
cintura do feixe é aumentada pelo fator M e o tempo de envelhecimento
do pacote é aumentado por M? (nao confundir com o fator de qualidade
M). Em éptica, a quantidade M é conhecida por fator de magnificacao [19].
Se o estado nao for inicialmente comprimido, i.e., se b, = by, nao haverd

focalizagao e neste caso b = by e 7, = 7o como pode ser visto pelas equagoes
(4.68), (4.69) e (4.70).

4.2.4.1 Regime de Lente Fina

Se considerarmos um tempo de interacao dos dtomos com o campo na
cavidade t;, muito pequeno, temos o chamado regime de lente fina. Porque,
quando o tempo de interacao é muito pequeno, o movimento dos atomos
ao longo da direcao transversa também ¢é muito pequeno, ou seja, a energia
cinética média transversa dos atomos é muito menor que a energia potencial
média (U(z)) produzida pelo campo, <2;3_7§;> < (U(x)) [102]. O angulo de
rotacao do estado atomico provocado pela interagao com o campo na cavidade
¢n = Qutr,. é diretamente proporcional ao tempo de interagao, assim, se ¢y,
for muito pequeno, ¢, também sera muito pequeno. Se considerarmos ¢, < 1
e um estado atomico inicial bem comprimido em momento com b, /by < 1, a

expressao para a distancia focal, equagao (4.66), toma a forma simples [96]

mu?

- = 4.71
= gl (4.71)
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4.2.5 Anomalia de Fase nas Proximidades do Foco

Se integrarmos a equagao de movimento (4.56) para ¢ considerando a
expressao para B’(t) dada pela equagao (4.67), obtemos

(1) Rt dt
t)y=—% = ——— -
Ht) == om /tf B2(t)
1 t—1
= -3 arctan ( " f) : (4.72)

A integral foi feita de ¢; a t, pois a fase de Gouy ¢ a fase do estado gaussiano
relativa a onda plana no foco, i.e., no foco o estado gaussiano estd em fase com
a onda plana [19, 24, 28]. No foco, u = 0, como esperado. Portanto, a fase da
funcao de onda atomica sofre uma variagao de /2 nas proximidades de ty. O
fato deste deslocamento de fase ser m/2 e nao 7 é explicado por termos levado
em conta a dinamica atomica ao longo de uma tinica coordenada transversal
[28]. A inclusao da coordenada y pode fazer com que esta variacao seja igual
a .

4.3 Possivel Experimento com Atomos de Cé-
sio

Nesta secao, calculamos alguns parametros experimentais para termos

uma ideia das dimensoes a serem usadas no arranjo experimental para medir a

fase de Gouy em ondas de matéria. Os calculos foram feitos para a focalizacao
de um feixe de atomos de césio frios.

Consideramos que dentro da cavidade existe um campo estacionario
senoidal e o acoplamento entre dtomo e campo é dado pela funcao

hQ2 2
g(x) = TO sin? (%x) . (4.73)

Nesse caso, a frequéncia de oscilagao do atomo sera

o, - 2r, /G (4.74)

A m
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onde G = % é a constante de acoplamento efetiva. Assumimos os seguintes
valores para a dessintonia |A] ~ 27 x 10" Hz, constante de acoplamento
efetiva G ~ 2r x 107 Hz, estado de Fock do campo dentro da cavidade
com n ~ 100, e consideramos a linha D, de transicao atomica do césio
(que corresponde a um comprimento de onda de transicao de A ~ 852 nm)
[106]. Nosso atomo de dois niveis corresponde a essa linha de transicao cuja
frequéncia w,. € a frequéncia de transicao dessa linha. A massa dos dtomos
2?&? = 1073 (acoplamento
dispersivo [96, 102, 103]), LA‘ ~ 0,3 x 1073, b, ~ 5,16 x 1078 m, Q, =

1,80 x 10° rad/s. Para garantirmos a aproximagao harmonica byo <1, a

de césio vale m = 2,2 x 10725 kg. Neste caso,

largura transversa by do pacote de ondas inicial deverd ser da ordem de
80 nm. Ainda restam dois parametros a serem calculados: L. (cintura do
campo estaciondrio) e v, (velocidade atomica longitudinal). Tomando ¢y, ~
1 ps, a velocidade atomica longitudinal pode ser calculada impondo que
zj(c") ~ 107* m. Assim, obtemos v, ~ 30 m/s, o que implica que a cintura do
campo estacionario deve ser aproximadamente L. ~ 30 pm.

Um problema experimental que percebemos no célculo desses parametros
é a necessidade de uma colimacao do pacote de ondas inicial da ordem de by ~
80 nm. No capitulo seguinte, tentaremos resolver esta dificuldade propondo
o experimento com atomos excitados para um numero quantico bastante
elevado - os atomos de Rydberg.

Os resultados deste capitulo estdo publicados na Ref.: J. Phys.: Conference
Series 84, 012016 (2007), cuja cépia apresentamos em anexo.



CAPITULO b

Proposta Experimental para
Medir a Fase de Gouy Usando
Interferometria Ramsey

Uma das analogias existentes entre a evolucao livre de ondas de matéria
através da equacgao de Schrodinger e a propagacao no vacuo de ondas de
luz classicas na aproximacao paraxial, é a existéncia de uma fase de Gouy
para ondas de matéria [15, 39, 40]. Na literatura, existem véarios resultados
experimentais para a fase de Gouy em ondas de luz cldssicas [30, 31, 32] e
quanticas [33, 34]. Nosso objetivo, neste capitulo, é propor um experimento,
semelhante aos realizados com luz, para medir a fase de Gouy em ondas de
matéria [41].

Na Ref. [40], calculamos os valores de alguns parametros experimentais,
caso o experimento fosse realizado com atomos de césio e encontramos valores
de parametros invidveis a tecnologia experimental atual. A fim de contornar-
mos essas dificuldades experimentais, propomos a realizagao do experimento
com atomos de Rydberg, pois o conhecimento de diversas propriedades tedri-
cas e experimentais destas espécies atomicas [107, 108, 109, 110, 111, 112, 113]
nos permitiu adotar valores de parametros experimentais mais realistas [41].

Nas secoes seguintes, discutimos um pouco da literatura existente para
interferometria Ramsey e atomos de Rydberg, obtemos as expressoes para
uma lente fina para dtomos a partir da analogia existente entre a equacgao
paraxial de Helmholtz e a equacao de Schrodinger e descrevemos um possivel
arranjo experimental a ser utilizado para medir a fase.
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5.1 Atomos de Rydberg

Sao atomos de metais alcalinos ou de hidrogénio cujo elétron mais externo
é excitado para um nimero quantico principal n bastante elevado. Quao
elevado deve ser n para que o atomo seja considerado de Rydberg nao é algo
estabelecido, mas sabe-se que para fins praticos n > 15 é bastante satisfatorio
[107]. Estes dtomos sao produzidos pela excitagao de um feixe atomico no
estado fundamental por um feixe de laser [107, 108, 109]. Propriedades im-
portantes dos atomos de Rydberg, tais como: enormes raio atomico médio e
momento de dipolo de transicao entre dois estados de Rydbergn — n—1, sao
facilmente obtidas a partir das férmulas para o atomo de hidrogénio, pois o
atomo altamente excitado pode ser visto aproximadamente como um atomo
de hidrogénio [107].

Apoés a producao dessas espécies atomicas tornou-se possivel a realizacao
de diversos experimentos de fundamentos da mecanica quantica e de éptica
quantica [114, 115, 116, 117, 118, 119, 120, 121]. Nos udltimos anos, atengao
especial tem sido dada a realizacao de experimentos com atomos de Rydberg
ultrafrios, onde a velocidade atomica longitudinal é bastante baixa [122].

5.2 Interferometria Ramsey

A interferometria Ramsey é um tipo de interferometria atomica onde os
caminhos do interferometro sao representados por estados atomicos internos.
O interferometro é constituido por duas zonas de Ramsey, que sao cavidades
de microondas de baixo fator de qualidade constantemente realimentadas
por campos classicos. O comportamento quantico do campo dentro dessas
cavidades pode ser desprezado devido a forte dissipagao das mesmas [123].
Assim, nao hé emaranhamento entre &tomo e campo e o efeito da interacao
é apenas colocar uma fase no estado atomico interno.

Para entendermos o efeito das zonas de Ramsey sobre o atomo vamos
voltar ao hamiltoniano de interacao equagao (4.14). Agora, considerando
que o dtomo interage ressonantemente (A = 0) com um campo classico do
tipo E(Z) = Eo(Z) e %, e que os dtomos de Rydberg tém longo tempo de
vida para emissao espontanea, obtemos para o hamiltoniano de interacao o
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resultado
Hi = Mg (6 €7 + 61 ), (5.1)

onde Qr é a frequéncia de Rabi e § é a fase do campo cldssico. Assim, o
sistema pode ser tratado como conservativo e o operador evolucao através da
zona de Ramsey é dado por

Uyr(t) = cos(Qgt)I — isin(Qgt) (6 €’ +6te ). (5.2)

Se ajustarmos a intensidade do campo aplicado nas zonas de Ramsey e o
tempo que os atomos interagem com estas cavidades, de maneira que, 2rt =
7/4, obtemos

A —je Ple

Gzn(0lg) = 2=, 53
ot . e) —ie'

Un(]e) = 19 =100 (5.4)

V2o
caso o atomo esteja inicialmente no estado |g) ou |e), respectivamente. A
transformagao acima é conhecida como aplicar um pulso 7/2 no dtomo [94,
95, 124].

A interferéncia Ramsey acontece basicamente da seguinte forma: o atomo
de dois niveis, com uma certa preparacao inicial, ao passar pela primeira
zona de Ramsey ¢ levado para um estado de superposicao de |g) com |e). A
propagacgao da primeira para a segunda zona de Ramsey acumula uma fase
devido a diferenca de energia desses niveis . Na segunda zona de Ramsey os
estados sao “misturados”, fazendo com que a probabilidade de deteccao em
|g) ou |e) dependa da fase acumulada. A variacao desta fase fornece o padrao
de interferéncia Ramsey [94, 95, 124].

5.3 Lente Fina para Atomos e Analogia entre
Ondas de Matéria e Luz Classica

Nesta se¢ao, obteremos as expressoes para uma lente fina para dtomos
partindo dos resultados obtidos na Ref. [19] para uma lente fina para ondas de
luz e da analogia existente entre a equacao paraxial de Helmholtz e a equacao
de Schrodinger bidimensional [11, 12, 13, 14, 15]. As expressoes obtidas nesta
secao sao fisicamente mais simples de entender do que as correspondentes
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expressoes obtidas no capitulo anterior, pois partem de resultados bastante
conhecidos em 6ptica cléassica.

Na Fig. 5.1, temos o esbogo de uma lente fina para ondas de luz. Um
feixe gaussiano, solugao da equagao paraxial de Helmholtz, centrado em z = 0
com cintura wy, comprimento de Rayleigh z5 e angulo de divergéncia 6, é
transmitido através de uma lente fina localizada na distancia z. Vamos tratar
o caso no qual a lente fina focaliza ao longo da dimensao x apenas, fazendo
o papel de uma lente cilindrica. A lente fina tem um formato e um indice
de refragao tais que o caminho 6ptico para a luz é uma funcao quadratica
de = e, consequentemente, a fase que o campo adquire ao passar pela lente é
quadratica em x, i.e., exp(—ikz?/2f), onde f é a distancia focal da lente. w
(w') é a largura do feixe antes (depois) da lente, R (R’) é o raio de curvatura
das frentes de onda antes (depois) da lente. O feixe transmitido é focalizado

Figura 5.1: Esboco de uma lente fina para ondas de luz. Fig. retirada de Ref. [19]

para uma cintura w em uma distancia 2’ dados, respectivamente, por [19]

Wo

wy = W (5.5)
) ,_
¢=17 (T (5.6)

Como a equacao paraxial de Helmholtz é andloga a equagao de Schrédinger
[11, 12, 13, 14, 15], podemos obter uma expressao equivalente a equagao (5.6)
para a evolucao de um estado gaussiano de ondas de matéria. A analogia
entre as duas equacoes foi tratada no capitulo 2 para o caso de propagagcoes
livres. Pela analogia éptico-mecénica [125], colocar um potencial na equagao
de Schrodinger é semelhante a passarmos a luz por um meio cujo efeito sobre
o caminho 6ptico dos raios de luz seja 0 mesmo do potencial mecanico sobre
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os atomos. Este meio pode ser uma lente para a luz, por exemplo, um
vidro caracterizado pelo seu indice de refracao constante n = k’/k, onde £’
¢ o numero de onda no meio. Levando em conta este potencial nas duas
equagoes temos, em uma dimensao

8_2_2]<;U +id 19 Al )=0 (5.7)
81’2 L ! ﬂ-ALaZ BH2 =5 .
© 92 2 1 0
m .
(_(9x2 ~ g Ur MW&) ot = el =0 o

onde Uy, é o potencial para a luz e Up o potencial para os dtomos (ou particu-
las). O potencial Up que atua nos dtomos pode ser produzido por um campo
estacionario gerado pela interferéncia de feixes de luz contrapropagantes.

A fase colocada pela lente fina para ondas de luz vale [19]

k
Or(x) = ——a° 5.9
) =5 (59)
Fazendo uma analogia com as ondas de matéria, obtemos para a fase colocada
por uma lente fina para atomos o seguinte resultado

kp
Op(z) = ———a?, 5.10
r(e) =~ (5.10)
onde kp = muv,/h é o vetor de onda atdmico e fp é a distancia focal da lente
atomica.

Na aproximacao de lente atomica fina, o movimento dos d4tomos ao longo
da direcao transversa deve ser muito pequeno, ou seja, a energia cinética
média transversa dos atomos é muito menor que a energia potencial média
<Up(x)> produzida pelo campo, (2;3_3 < <Up(x)> Assim, a evoh&géo dos
atomos através da regidao de campo é dada pelo operador exp(—iUpty,/h)
que, comparado com a fase equacao (5.10), nos permite obter para o potencial

Up o resultado
hkp
x°, 5.11
2fptr. (5:11)

onde t;, = L./v, é o tempo de interagao dos dtomos com o campo na cavi-

dade.

Up(x) =




5.3 Lente Fina para Atomos e Analogia entre Ondas de Matéria e Luz
Classica 77

No capitulo anterior, discutimos o modelo de interagao entre atomo e
campo, i.e., consideramos que um atomo de dois niveis acopla via momento
de dipolo com um modo do campo produzido numa cavidade. Consideramos
que a largura inicial by do pacote de ondas atomico é muito menor que o
comprimento de onda A do campo na cavidade, i.e., by < A\, e, nesse caso,
a regiao de né de campo elétrico produz um potencial harmonico para os
atomos. Este potencial é dado pela equacao (4.31) que, comparado com a
equagao (5.11), nos permite obter para a distancia focal de uma lente fina

atomica o resultado

mu?

= z_ 5.12
Ip _— (5.12)

Esta expressao é igual a obtida na equacao (4.71) a partir de uma aproxi-
macao da equagao (4.66). A cintura do feixe atomico e distancia focal sao
dadas, respectivamente, pelas equacoes (5.5) e (5.6) com f sendo substituido
por fp e wy sendo substituido pela largura inicial by do feixe atomico.

Para obtermos valores para a distancia focal fp e cintura do feixe wy
precisamos do fator ¢, a derivada segunda da funcao acoplamento. As-
sim, considerando um campo estacionario senoidal dentro da cavidade, a
fungao acoplamento é dada pela equacao (4.73), o que nos permite obter
g2 = 8m*QZh/AN?. Para termos acesso a valores numéricos, vamos ado-
tar parametros correspondentes aos atomos de Rydberg, produzidos a partir
da excitacao de atomos de rubidio, e as cavidades de microondas, i.e., massa
atomicam = 1,44x107%° kg, frequéncia de Rabi Qy/(27) = 47 kHz, dessinto-
nia A/(27) = —30 MHz, comprimento da cavidade L. = 1 cm e comprimento
de onda do campo dentro da cavidade A = 5,8 mm [110, 111, 112]. Assim,
assumindo que um feixe de atomos de Rydberg com velocidade longitudinal
v, = 50 m/s e largura de colimagao by = 10 pum, penetra numa cavidade de
microondas contendo um campo efetivamente classico com niimero médio de
fétons n = 3 x 10°, obtemos para a distancia focal da lente e cintura do feixe
atomico os resultados fp = 105 mm (usando a equagao (5.6) para calcular
a distancia focal dos atomos obtemos 2z’ ~ fp) e w = 300 nm. De posse
desses resultados, calculamos o comprimento de Rayleigh do feixe atomico
na regidao focal e obtemos 2} = kpw(?/2 = 3 mm.

A expressao (5.12) foi deduzida para um dado estado de Fock com
nimero n de fétons e o calculo da distancia focal foi feito para um estado
coerente contendo um numero médio de fétons n. De fato, para os dados que
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estamos usando o niimero de estados de Fock que podem ser resolvidos vale
bo/Ap ~ 10° que é uma ordem de grandeza menor que o ntmero de fétons
que estamos usando no calculo da distancia focal. Isso significa que para
a quantidade de fétons que estamos supondo, os diferentes estados de Fock
nao podem ser resolvidos, o que é equivalente a tratarmos o campo como
estado coerente contendo este nimero médio de fétons . Também fizemos
um calculo para a distancia focal usando um campo completamente classico
e obtivemos uma expressao analoga a (5.12) sem a dependéncia explicita com
o nimero de f6tons do campo, conforme pode ser visto na Ref. [43].

Para que nossas aproximacoes sejam validas, precisamos testar as condicoes
de potencial harmonico e de lente fina para esses dados. A condigao de po-
tencial harmonico é garantida, pois by/\ &~ 1073. Para que a condicao de
lente fina possa ser usada, precisamos saber os valores médios da energia
cinética transversa e potencial dos atomos. Ao entrarem na cavidade, o
valor esperado da energia cinética dos atomos ao longo da direcao = vale
(E.) = (p2)/2m = h%/8m(@2) ~ 10~ J, o corresponde valor esperado da
energia potencial, equacdo (5.11), vale (Up) = 222’;6 (#?) =~ 1072 J, onde
(2?) = b3. Estes valores mostram que usar a aproximagao de lente fina para

focalizar o feixe atémico é razodvel, pois (Up) &~ 10°(E,). De fato, se usarmos
as expressoes (4.66) e (4.68) para o cdlculo exato da distancia focal e cintura
do feixe obtemos, respectivamente, fp = 101 mm e wj) = /26, = 307 nm.
Os respectivos erros quando os calculos sao feitos na aproximacao de lente
fina sao de 4% e 2%.

5.4 Proposta Experimental

O arranjo experimental necessario para medir a fase é descrito na Fig.
5.2. Atomos de Rydberg [107, 108, 109] sao enviados um por um com veloci-
dade ao longo do eixo z bem definida. Uma fenda é usada para colimar o
feixe atomico na dire¢do x. As zonas de Ramsey [123, 124] R; e Ry sao duas
cavidades de microondas alimentadas por uma fonte comum .S, enquanto C
e (5 sao duas cavidades de alto fator de qualidade () preparadas para fun-
cionar como lente fina para o feixe atomico. O campo dentro dessas cavidades
é suprido pela fonte comum S’. O estado de cada d&tomo é medido no detetor

D.

Na preparacao dos dtomos de Rydberg, seleciona-se trés niveis atomicos
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atomos de
Rydberg

Figura 5.2: Esboco do arranjo experimental usado para medir a fase de Gouy para
ondas de matéria. Atomos de Rydberg sao enviados um por um com
velocidade ao longo do eixo z bem definida. Uma fenda é usada para
colimar o feixe atdmico na direcao z. As zonas de Ramsey R; e Ra
sao duas cavidades de microondas alimentadas por uma fonte comum
S, enquanto C7 e Cy sdo duas cavidades de alto () preparadas para
funcionar como lentes finas para o centro de massa do feixe atémico
composto de estados internos especificos. O campo dentro dessas cavi-
dades é suprido pela fonte comum S’. O estado de cada &tomo &
medido pelo detetor D.

com numeros quanticos principais 49, 50 e 51, chamados i, g e e, respectiva-
mente. As transicoes g < e et < g sao 51,1 e 54,3 GHz, respectivamente
[124]. Na Fig. 5.3, mostramos o diagrama dos niveis de energia atomicos,
onde comparamos as frequéncias de transicao desses niveis com a frequéncia
do campo dentro das cavidades C; e Cy. wy = wy, — w; € a frequéncia de
transicao do nivel ¢ para o nivel g, we;, = we — w, € a frequéncia de transigao
do nivel g para o nivel e, onde w;, w, e w. sao as frequéncias dos niveis i, g
e e, respectivamente. w, é a frequéncia do campo dentro das cavidades C] e
Oy, Ay = Weg — we € A; = wy; — w, 530 as respectivas dessintonias.

A zona de Ramsey R; prepara um estado atomico do tipo

[¥) =) (1)) +19)), (5.13)

onde v (z) representa a parte espacial da fungao de onda atoémica, preparada
num estado gaussiano, |i) e |g) representam os niveis atoémicos internos com
frequéncias dadas, respectivamente, por w; e w,. O arranjo experimental é
preparado de tal forma que apenas os dtomos que passarem no nivel |g) pela
primeira cavidade sentirao o efeito de lente, pois o a&tomo estando nesse nivel
ou no nivel |e) acopla fortemente com o campo, uma vez que a frequéncia de
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Figura 5.3: Frequéncias de transicao entre os niveis de energia atomicos compara-
das com a frequéncia do campo dentro das cavidades C7 e Ca. wy; ¢ a
frequéncia de transicao do nivel ¢ para o nivel g, wey € a frequéncia de
transicao do nivel g para o nivel e, w, é a frequéncia do campo dentro
das cavidades C1 e Ca, Ay e A; sao as respectivas dessintonias.

transicao entre esses dois niveis é proxima da frequéncia do campo, embora
nao ressonante. Os dtomos que passarem no nivel |i) ndo sentirdo o efeito
de lente, pois o atomo estando nesse nivel acopla fracamente com o campo,
uma vez que a frequéncia de transigdo desse nivel para o nivel |g) ou |e) esta
muito distante da frequéncia do campo. Devemos salientar que mesmo no
caso de niveis fortemente acoplados, o acoplamento deve ser dispersivo para
que o efeito de lente seja produzido [13, 102, 103].

O processo de focalizagao do feixe atomico composto de atomos no nivel
|g) acontece da seguinte forma (ver Fig. 5.4): o estado gaussiano inicial
Yg(x) = () ao interagir durante o tempo ¢, com a cavidade C; ganha uma

2

fase quadratica negativa e 'ohir (onde tr é 0 tempo que os atomos levam para
atingir o foco F'), pois a dessintonia entre atomo e campo, A, = wye — we,
é negativa, conforme ilustrado na Fig. 5.3. Da cavidade C para a cavidade
Csy, o estado ¢y(x) evolui livremente durante um tempo 2tp e ganha uma

s M

ss o 24 2L — .
fase quadrética positiva e”'2'r e um termo de fase de Gouy e *®). Assim,

no intervalo de tempo t;, <t < tp, a fase quadratica total do estado ¢,(x) é
positiva e esta diminuindo para o valor zero em t = tp, o estado converge para
o foco, conforme representado pelas linhas sélidas. No intervalo tp < t < 2tp,
a fase quadratica total é positiva, o estado se expande a partir do foco. Ao
passar pela cavidade Cy o estado 9,(x) ganha novamente uma fase quadratica
negativa e volta a ter a forma gaussiana inicial, mas possui um termo de fase
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de Gouy, i.e.,
o) = w(a)e ™, (5.14)

onde pu(t) é a fase de Gouy do estado focalizado relativa ao estado néo
focalizado. Assim, o estado total apds passar pela segunda lente pode ser
escrito como

) = (x) (|g)e ™ ote™ D 4+ iye~iT) . (5.15)

Figura 5.4: Ilustragao da operacao das cavidades C7 e Cy como lentes finas para
o feixe atomico. As linhas tracejadas representam a cintura do feixe
atomico se as cavidades estiverem vazias. Se um campo estiver pre-
sente, a linha sélida representa a cintura de um feixe composto por
atomos no estado |g). F' representa a regiao focal. Por outro lado,
se o feixe é composto por dtomos no estado |i), a cintura nao muda
significativamente.

Se fizermos uma medida interferométrica em |g) ou |i) do estado (5.15)
vemos que a fase de Gouy p(t) desaparece. Para que este termo de fase possa
ser extraido no experimento, precisamos fazer uma “mistura” dos estados |7)
e |g) em (5.15) antes de fazermos a medida. Tal mistura é feita na segunda
zona de Ramsey Ry e o estado obtido ¢ dado por

V) = ¥(x) {W@‘“ﬁei?%‘w“) + Gg)—\/%'me‘we—i?t] , (5.16)

onde wg ¢é a frequeéncia proveniente do campo da zona de Ramsey.

Agora, fazendo uma medida em |g) do estado (5.16) obtemos um resul-
tado que depende da fase u(t), i.e.,

(gl = V() (e—iwgteinRte—w(t) + e_iwite_inRt> ’ (5.17)

V2



5.4 Proposta Experimental 82

e a intensidade medida no detetor D da Fig. 5.2 é dada por

I=|{gl)* = [ ()]* [1 + cos(¢ + p(2))] . (5.18)
onde ¢ = —(wy; — wp)t [124] e z = v,t [41].

O termo de fase de Gouy pode colocar um deslocamento de 7/2 na fase
total o que implica um deslocamento no padrao de interferéncia relativo ao
padrao medido para o caso sem lente. Na Fig. 5.5, mostramos a curva de
intensidade para o caso com lente e comparamos com a curva de intensidade
para o caso sem lente, onde observamos um deslocamento de uma curva em
relagdo a outra provocado pela diferenca de /2 na fase total. E essa alteracao
na intensidade que esperamos que seja observada no experimento proposto.
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Figura 5.5: Intensidade em funcao da fase ¢. Linha pontilhada representa a in-
tensidade para um feixe atomico nao focalizado e linha tracejada é a
intensidade para um feixe focalizado.

Mencionamos anteriormente que apenas os dtomos no estado |g) sen-
tiriam o efeito de lente ao passar pelas cavidades C e Cs, pois este nivel estéd
fortemente acoplado ao nivel acima |e). O valor de dessintonia A/(27) =
—30 MHz usado para calcular a distancia focal na se¢cao anterior corresponde
a dessintonia da transi¢do g — e com o campo, i.e., A,/(27) = —30 MHz,
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o que corresponde a uma constante de acoplamento efetiva igual a G =
202 /1A, = 36,4 kHz, mostrando que esta transigao estd fortemente acoplada
com o campo. O limite dispersivo na regiao do feixe atomico é garantido,
pois 7 (Qo/A)? k202 = 8 x 107* <« 1, onde k é 0 médulo do vetor de onda do
campo. Portanto, os niveis estao acoplados com o campo, mas nao havera
transigdo. Esta condigao é essencial para termos o efeito de lente [13]. Para
a transicao ¢ — g ou ¢ — e deveremos ter um acoplamento fraco, pois os
atomos que passarem pelas cavidades C; e Cy no nivel 7 nao podem sentir
o efeito de lente para que nossa proposta experimental seja vidvel. Esta ex-
igéncia é satisfeita para os dados que vimos utilizando, pois a dessintonia
da transicao ¢ — g com o campo vale A; = w,; — w. = +3,2 GHz, o que
corresponde a uma constante de acoplamento efetiva da ordem de 107 Hz.
Neste caso, as cavidades C e Cy funcionarao como uma lente divergente,
produzindo uma distancia focal da ordem de —11 m, para o feixe atomico
composto de dtomos no nivel |i). Este valor de distancia focal implica que
o feixe atomico composto de dtomos no nivel |7) ndo sente o efeito de lente
no intervalo de distancia que separa as cavidades C; e Cy, cujo valor exper-
imental ¢ da ordem de 20 cm [124]. Este efeito é representado pelas linhas
tracejadas na Fig. 5.4.

O tempo de vida dos estados excitados é da ordem de 30 ms [107, 124].
Assim, o tempo de voo dos dtomos no experimento nao pode ultrapassar
este valor. Multiplicando este tempo pela velocidade atomica longitudinal
v, = 50 m/s, obtemos a distancia maxima permitida para a realizacao das
medidas, i.e., z &~ 1,5 m. Como nossa distancia focal é apenas 105 mm, uma
distancia de 1,5 m é mais que suficiente para realizarmos as medidas antes
do atomo decair. De fato, se tomarmos uma distancia de 21 cm, um valor
razoavel, pois é experimentalmente atingivel para atomos de Rydberg [124],
teremos um intervalo com aproximadamente 70 comprimentos de Rayleigh
(), que ja é mais que suficiente para termos uma variagao de 7/2 na fase de
Gouy.

Possiveis Problemas Experimentais

A dispersao na velocidade longitudinal causa uma aberracao no foco.
Por exemplo, para uma dispersao de 2% na velocidade, i.e., Av, = 0,02v,,
teremos uma dispersao na distancia focal de 3,7%. Entretanto, esta aber-
racao nao atrapalha o efeito da fase de Gouy de deslocar as franjas de in-
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terferéncia, podendo apenas borra-las. A flutuagdo no ntmero de fétons
na cavidade An = /7 = 1732, produz uma dispersao na distancia focal
de apenas 0,095%, que também pode ser desconsiderado. Um efeito que
pode aparecer e mascarar o efeito da fase de Gouy é a existéncia de um
termo de fase devido ao fato de o minimo do potencial criado pelo campo
eletromagnético nas cavidades lentes C; e Cy nao ser zero, uma vez que este
potencial é produzido pela interferéncia de campos contra-propagantes, onde
a intensidade de campo dificilmente serd zero no né de campo elétrico para
cavidades reais. Este efeito esta ilustrado na Fig. 5.6, a fase dispersiva
méxima que o dtomo pode sentir é dada por ¢J1%* = nQF i1 /A e a fase

min

. . s’ . s’ _ = 2 . .
dispersiva minima serd ¢y," = nQ2% 1 /A. Se a intensidade do campo no

g
A

aXi
Tl

min
Og

0 : » X

Figura 5.6: Dependéncia do acoplamento com a posicao transversa do atomo.

né de campo elétrico da cavidade for 1% da intensidade do campo em um
anti-ng, ie., Q% =0,010%  (lembrando que Qp(z) o E(x)), tal efeito
sera grande o suficiente para mascarar o efeito da fase de Gouy, pois neste
caso a fase acumulada devido a intensidade de campo no né sera igual a

min x~ —2906 rad para os dados adotados para os dtomos de Rydberg. As-
sim, para que este efeito seja desprezivel em relagao ao efeito da fase de Gouy
é necessario que a intensidade do campo no né seja menor que em um anti-no
por um fator da ordem de 10°, ie., Q} = 10°0% . Tal exigéncia pode
ser atendida para cavidades com altissimos fatores de qualidade, pois neste
caso QI = Qrar [, /Q, onde Q é o fator de qualidade da cavidade [124]. Por
exemplo, se Q = 10°, a fase dispersiva devido & passagem dos dtomos pela
regiao de minimo sera da ordem de —0,3 rad. Assim, para que uma fase
indesejada nao mascare o efeito da fase de Gouy devemos ter Q > 10°, o que
pode ser experimentalmente obtido [112, 113, 124].
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Os resultados deste capitulo estdo submetidos para publicacdo na revista:
Phys. Rev. Lett., cuja copia apresentamos em anexo.



CAPITULO 6

Conclusoes

Concluimos sobre os resultados do capitulo 3, que uma fase de carater
geométrico (fase de Gouy) para ondas de matéria pode ser definida e mostramos
que a mesma é compativel com dados experimentais existentes. Mostramos
que o conteudo fisico dessa fase é a sua relacao com a relagao de incerteza
generalizada, mais especificamente, os elementos fora da diagonal principal
da matriz de covariancia, 0,,. Também mostramos que a existéncia dessa fase
é compativel com dados experimentais envolvendo a difracao de moléculas de
fulereno. Vimos que a descricao quantica de um feixe de fulerenos é analoga
a descricao de um feixe gaussiano de luz do tipo Schell, onde definimos um
fator de qualidade para o feixe de fulerenos. Acreditamos que esses resulta-
dos encoragem os experimentais a implementar um experimento de medida
direta dessa fase, uma vez que atualmente a fabricacao de lentes capazes de
focalizar feixes atomicos é possivel [39]. Naturalmente, o experimento com
moléculas de fulereno nao é o melhor candidato para exibir a fase devido
a sua incoeréncia na direcao transversa. Nesse aspecto, experimento com
néutrons podera exibir melhor a fase de Gouy para as ondas de matéria.

Concluimos sobre os resultados do capitulo 4, que a construgao de uma
lente quantica para atomos é possivel a partir da interacao dispersiva de
um estado atomico inicialmente comprimido em momento e um campo esta-
cionario produzido numa cavidade. Mostramos que os parametros de um
feixe gaussiano de ondas de matéria apds passar por uma lente quantica po-
dem ser expressos em termos dos respectivos parametros antes da focalizacao,
definindo a grandeza magnificagao do feixe assim como acontece na focaliza-
¢ao de um feixe gaussiano de luz. Outro resultado muito importante deste
capitulo é a existéncia de uma anomalia de fase para ondas de matéria em
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torno do foco de uma lente quantica. O conhecimento de tais propriedades
nos projeta rumo a uma proposta experimental para medir a fase usando
arranjos experimentais semelhantes aos usados para medir a fase de Gouy
para a luz.

Concluimos sobre os resultados do capitulo 5, que o deslocamento de
fase de Gouy em ondas de matéria pode ser observado usando interferome-
tria atomica Ramsey com estados atomicos de Rydberg focalizados. Devido
a este efeito, a interferéncia de feixes atomicos focalizados tem que levar
em conta a diferenca de fase de Gouy que um estado atomico ganha em re-
lacao ao outro. Escolhemos os atomos de Rydberg ultrafrios como espécie
atomica para medir a fase devido ao grande avanco tecnoldgico rumo a uma
manipulacao experimental coerente dessas espécies. Nossos calculos também
mostram que algumas quantidades, tais como foco e distancias focais, sao
bem acessiveis experimentalmente para atomos de Rydberg ultrafrios.

6.1 Perspectivas

Obter a expressao para a fase de Gouy de um estado gaussiano misto
a partir de propriedades geométricas, um resultado ainda nao explorado na
literatura. Acreditamos que a expressao tedrica podera ser facilmente con-
firmada com um experimento de medida de fase de Gouy com estados gaus-
sianos de luz do tipo Schell.

Estudar possiveis aplicacoes da fase de Gouy para ondas de matéria
no campo da interferometria atomica, informagao quantica, transferéncia de
momento angular orbital, microscopia eletronica, etc.

Estudar este termo de fase em ondas evanescentes.
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