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RESUMO

Nesta tese investigamos a dinamica de emaranhamento de sistemas bipartites a luz da geome-
tria de estados quanticos. Estudamos tanto sistemas de dimensao finita quanto infinita (restrita
ao subconjunto dos estados gaussianos), com especial atengao aos efeitos de “morte stbita” e
“nascimento subito” de emaranhamento. Exploramos o fato de estes efeitos estarem relacio-
nados a propriedades geométricas do conjunto dos estados separdveis (a saber, ser convexo e
ter interior ndo-vazio) para estabelecer, em sistemas de dimensao finita: i) que estes efeitos sao
genéricos sob dinamicas fechadas (mas permitindo a atuagao de campos externos arbitrarios), no
sentido de que sempre existem alguns estados iniciais onde eles ocorrerao, dado que exista qual-
quer interagao entre as partes; ii) uma classificagdo, para dinamicas relaxantes, dos possiveis
comportamentos assintoticos do emaranhamento em termos da geometria do conjunto de es-
tados assintéticos da dinamica, exibindo exemplos para cada uma das classes, e explorando,
fixada cada dinamica, o quao tipico cada efeito é, considerando estados iniciais aleatérios. Para
sistemas de dimensao infinita exploramos uma particular dindmica de dois modos de campo
eletromagnético sujeitos simultaneamente a dois tipos de reservatorio, com forte apelo experi-
mental, identificando a existéncia de “fases dinamicas” para o comportamento assintotico do

emaranhamento, dependendo dos parametros destes reservatoérios.



ABSTRACT

In this thesis we investigate the entanglement dynamics of bipartite systems from the point
of view of quantum states geometry. We study both finite and infinite dimensional systems
(restricted to Gaussian states), with special attention to effects like “entanglement sudden death”
and its counterpart “entanglement sudden birth”. We explore the fact that these effects are
related to geometrical properties of the set of separable states (namely, that it is convex and
has non empty interior) to establish, for finite dimensional systems: i) that these effects are
generic for closed dynamics (but allowing for arbitrary time dependent external fields), in the
sense that there always exists some initial states to which these effects occur, as long as there
is any interaction between the parts; ii) a classification, for relaxing dynamics, of possible
entanglement asymptotic behaviors, exhibiting examples for each of them, and exploring, for
each given dynamics, how typical these behaviors are, for random initial states. For infinite
dimensional systems we study a particular dynamics for two modes of electromagnetic field
subjected simultaneously to two types of reservoir, with strong experimental appeal, identifying
the existence of “dynamical phases” for the asymptotic behavior of entanglement, depending on

the reservoirs’ parameters.
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1. INTRODUCAO

O emaranhamento é um conceito central na mecanica quantica de sistemas compostos,
e é particularmente importante na teoria de informacao quantica. De todas suas con-
sequéncias conceituais, quando comparado a interpretacao intuitiva da mecanica classica,
uma das primeiras a ser reconhecida, por Erwin Schrodinger, em 1935 [1], foi a de que o
completo conhecimento do todo de um sistema nao implica no completo conhecimento de
suas partes. Especificamente, um estado quantico puro de um sistema composto pode,
quando emaranhado, levar a estados reduzidos mistos para seus subsistemas. No entanto,
possivelmente a de maior repercussao e controvérsia foi a discussao iniciada por Einstein,
Podolsky e Rosen [2], relativa a interpretagdo de um estado emaranhado em conexao com
principios relativisticos. Tal discussao tomou um corpo mais formal e preciso a partir
de trabalhos de Bell [3, 4], estabelecendo condigdes fortes (nao-localidade) sobre certas
teorias de variaveis ocultas.

Trabalhos mais recentes no contexto de informacao quantica deram um novo status a
ideia de emaranhamento: de uma fonte de calorosas discussoes conceituais, para uma fonte
de tarefas “nao-locais”. Um exemplo concreto é encontrado no protocolo de teletransporte
[5]. Para se transportar, de um laboratério a outro, um representante de um ensemble
relativo a um estado quantico puro desconhecido, pode-se simplesmente transportar o
sistema fisico portador do estado, ou o protocolo de teletransporte pode ser efetuado,
exigindo uma cépia de um par de sistemas em um estado emaranhado. Obviamente,
neste e em diversos outros protocolos de informacao quantica, a eficiéncia completa do
processo ocorre apenas para um subconjunto especifico de estados emaranhados, nao
sendo suficiente que haja apenas algum emaranhamento. A nocao de quantidade de
emaranhamento em um sistema composto se faz entao necessaria, dando origem a definicao
e ao estudo de diversos quantificadores de emaranhamento sendo que, dentre varios, alguns

tém significados operacionais em termos de protocolos “LOCC” (Local Operations and
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Classical Communication) [6, 7]. Uma vez estabelecidos esses quantificadores operacionais,
entao, o emaranhamento pode ser considerado de forma bastante precisa como uma fonte
ou recurso, ressaltando, no entanto, que a quantidade de emaranhamento de um mesmo
estado, definida por tarefas distintas, geralmente pode levar a valores distintos (podendo
ser uma quantidade positiva em algumas e nula em outras [8]).

Como as diversas fontes usadas em processos fisicos, na pratica, o emaranhamento de
um sistema ¢ sujeito a perdas devido a interagoes nao controladas com seu ambiente cir-
cundante. De fato, é um desafio experimental, atualmente, a implementacao de aparatos
onde um sistema quantico possa ser preparado com alto grau de emaranhamento, de modo
que tal emaranhamento seja preservado durante uma janela de tempo desejada. A mode-
lagem e o entendimento da dinamica de sistemas compostos abertos e seu emaranhamento
se faz entao necessaria neste contexto.

De maneira geral, o ambiente “natural” ao qual o sistema quantico composto esta
submetido leva a dissipagdo do emaranhamento deste (valendo ressaltar, no entanto, a
possibilidade de um ambiente “arquitetado” como estratégia para se obter o efeito inverso
[9, 10]). Foi considerado uma surpresa, recentemente, especialmente no caso de ambientes
markovianos, que a quantidade de emaranhamento de um sistema pode acabar em um
intervalo de tempo finito [11, 12, 13], e ndo apenas assintoticamente, como ocorre com as
coeréncias do estado. Tal comportamento, denominado morte subita de emaranhamento
[12], foi explorado em diversos casos e sistemas, mas uma explicac¢ao intuitiva foi dada anos
depois, considerando-se a geometria do conjunto dos estados quanticos [14]. Grosso modo,
a ideia é que o conjunto de estados separdveis (quer dizer, os estados ndo-emaranhados)
é “gordo” no espaco de todos estados, de forma que a trajetéria do estado quantico
determinada pela dinamica e sua condicao inicial, pode entrar neste conjunto em tempo
finito e permanecer por 14 no tempo restante da dinamica.

Outros comportamentos para a dinamica de emaranhamento foram notados, também
associados a este aspecto geométrico, como o “nascimento subito” e o “renascimento”
de emaranhamento. Em particular, em uma série de artigos, Paz e Roncaglia [15, 16|
observaram, em um modelo para dois osciladores harmonicos sujeitos a um reservatorio
comum, que o sistema pode exibir “transicoes de fase” entre os varios comportamen-

tos, dependendo do estado inicial ou algum parametro relevante do reservatorio, como a
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temperatura.

E objetivo principal desta tese analisar diversas dinamicas de sistemas compostos a
luz da geometria do conjunto de estados quanticos, tanto em sistemas com espagos de
Hilbert de dimensao finita, como em dimensao infinita, restrita ao conjunto dos estados
Gaussianos. Mais ainda, analisar o comportamento assintético do emaranhamento de
uma maneira mais global, através da seguinte pergunta. Fixada a dinamica, e sorteado
um estado inicial, qual a probabilidade de observar os diversos comportamentos possiveis
(morte subita, morte assintética, etc.)?

Esta tese esta estruturada da seguinte forma:

No proximo capitulo revisamos trés temas chaves do trabalho: a geometria, a dinamica
e o emaranhamento de estados quanticos.

No terceiro capitulo mostramos que a morte subita é um fenomeno genérico em
dinamicas descritas por hamiltonianos dependentes do tempo. Para sistemas abertos
em geral, propusemos uma classificacao das dinamicas de emaranhamento de acordo com
a geometria do conjunto dos seus estados assintdticos (quando a dinamica o admite). Exi-
bimos exemplos para todas as possiveis classes, considerando sistemas de dois qubits com
dinamicas descritas por equacoes mestras na forma de Lindblad. Para todos os exemplos
estudamos a pergunta acima descrita, considerando uma classe bem geral de distribuigoes
de probabilidade sobre o conjunto de estados iniciais.

No quarto capitulo estendemos os trabalhos de Paz e Roncaglia, construindo novos
diagramas de fase para um sistema constituido de dois modos de campo eletromagnético,
em um modelo cuja realizagao experimental é acessivel a tecnologia atual.

Finalmente, encerramos o texto com a conclusao/consideragoes finais.



2. DINAMICA, GEOMETRIA E EMARANHAMENTO

Neste capitulo iremos expor os tépicos fundamentais ao trabalho. Temas e conceitos
bésicos em mecanica quantica como a nogao de estados, mapas, valores esperados, dinamica,
etc. serao expostos com brevidade, apenas para fins de consisténcia do texto, e para fi-
xar a notacao!. J4 os aspectos da teoria de emaranhamento e da geometria de estados
quanticos serao descritos em mais detalhes.

Consideramos nesta tese, como de praxe no ambito da informagao quantica, o espaco
de estados? de um sistema quantico como o conjunto dos operadores densidade, e nao como
o conjunto de feixes em seu espaco de Hilbert. Quer dizer, dado um sistema com espaco de
Hilbert associado H, o espaco de estados é definido por D(H) = {p € L(H)|p > 0, Trp =
1} onde L(H) denota o conjunto dos operadores lineares sobre H, Trp o trago do operador,
e p > 0 indica que operador ¢ hermitiano com todos os autovalores nao negativos. Dizemos
que um estado é puro se seu posto é 1 (i.e., se é um projetor unidimensional, sendo estes
os elementos que podem ser identificados com os feixes no espago de Hilbert) e misto caso
contrario.

Dado um sistema composto por duas partes (ou bipartite) A e B com espagos de
Hilbert H4 e Hp, denotamos por H4 ® Hp o produto tensorial entre ambos, que define
o espaco de Hilbert do sistema global H 4. Os elementos de D(H 4p) da forma o4 ® o3,
onde o4(p) € D(H A(B)), sao denominados estados produto, e se destacam por se tratarem
daqueles em que os subsistemas sao descorrelacionados. Dado um estado p € D(Hap),
denotamos ainda por Trgp = pa a operacao traco parcial sobre o sistema B, levando
ao estado reduzido ps € D(H,) sobre A. Dadas bases ortonormais {|i)} e {|k)} para
H4 e Hp, respectivamente, os elementos de matriz do estado reduzido sao, por definicao,
(il pali) = 224 (i, k| plj, k), onde [i, k) = |i) & [k).

! Sugerimos as Refs. [17, 18] ao leitor nao familiarizado com esses assuntos.
2 Aqui, “espaco” é no sentido de espaco topoldgico.
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Também nos sera necessario considerar as operacoes fisicas mais gerais que podem ser
efetuadas sobre um sistema quantico, e.g., realizar uma medicao ou deixa-lo evoluir até
um instante de tempo ¢ em contato com um reservatério, quer dizer, aquelas descritas por
mapas completamente positivos que preservam trago. Ou seja, mapas lineares A : L(H) —
L(H), que preservam o conjunto D(H) (i.e., sdo positivos e preservam traco) e de forma
que todos mapas lineares A® Iy : L(HR®HN) = L(H®HN), onde Iy : L(HN) = L(HN)
¢ o operador identidade neste conjunto, também sejam positivos, sendo esta a condicao de
completa positividade. Esta ultima condi¢ao é importante, pois impoe que se a operacao
for efetuada sobre um sistema, estando este correlacionado com um sistema adicional
(com espago de Hilbert Hy), no qual nada é feito (operacao Iy), o resultado tem que
ser um estado quantico valido para o sistema composto. Em particular, um mapa é
completamente positivo se, e somente se, admite uma representacao da forma, denominada
dilatagdo de Stinespring [19]: A(p) = Trp(Up ® |v) (4| UT), onde [¢) (1| é um estado
puro de algum sistema auxiliar, e U uma operagdo unitaria no sistema composto [20].
Quer dizer, qualquer operacao sobre um sistema pode ser vista como o resultado de
uma evolugao do mesmo em interacao com um sistema auxiliar, de forma que o sistema
composto seja fechado. Usaremos a sigla em inglés, CPTP (de Completely Positive Trace

Preserving), para denotar os mapas completamente positivos que preservam trago.

2.1 Dinamica de sistemas quanticos

Sabemos, por postulado da mecanica quantica, que a dinamica de um sistema fechado
é descrita pela equagao de Schrodinger ihdp/dt = [H, pl, escrita aqui ja para operadores
densidade, onde o hamiltoniano H deve ser um operador autoadjunto e [e, o] representa o
comutador entre uma par de operadores. Equivalentemente, a dinamica pode ser descrita
pela seguinte familia de mapas completamente positivos t — U(t) @ U(¢)T, onde U(t) =
exp (—4) e t ¢ a coordenada temporal.

Agora, de maneira mais geral, o sistema pode estar sujeito a campos externos va-
riando no tempo, de maneira que este hamiltoniano também podera variar no tempo;

ou pode estar interagindo com outros sistemas quanticos cujos observaveis nao nos sao

acessiveis. Por exemplo, um atomo no vacuo corresponde a um sistema atomo-+ “modos



2. Dinamica, Geometria e Emaranhamento 6

do campo eletromagnético”, mas frequentemente nos preocupamos apenas com evolucao
das excitagoes no atomo. Denotando por S o sistema que nos é acessivel, por R o restante,
e considerando um estado inicial onde ambos estao descorrelacionaos, 7.e., um estado da
forma, ps®pg, onde pg ¢ fixo, vemos que a dinamica de S sera descrita por uma familia de
mapas completamente positivos ¢ — A(t), onde A(t)ps = Trr(U(t)ps ® prU(t)1), e U(t) é
a familia de unitarias que descreve a dinamica do sistema global. Quer dizer, de maneira
mais geral, a dinamica de um sistema quantico é descrita por uma familia continua de
mapas completamente positivos, parametrizada pelo tempo, tal que o mapa no instante
inicial deve ser a identidade.

Quando a dinamica do sistema de interesse é fechada, logo, descrita por unitarias, a
familia pode ser definida para todo ¢t € R, satisfazendo as propriedades A(t) o A(—t) = I,
A(t + At) = A(t) o A(At), que implicam que a familia forma um grupo (quer dizer, ha
uma operacao de multiplicacao definida, um elemento identidade, e todo elemento possui
um inverso). Este tipo de dindmica pertence a um caso mais geral onde a familia forma
apenas um semigrupo, mais especificamente, ela precisa estar definida apenas para t > 0
e satisfazer A(t + At) > A(t) o A(At). Isto implica que saber o estado sistema em um
instante de tempo t ja é suficiente para prever qual serd sua evolucao subsequente. Uma
dinamica satisfazendo esta propriedade é dita markoviana, podendo ser vista como uma
generalizacao para o caso quantico de um processo markoviano classico.

Um resultado importante, demonstrado por G. Lindblad [21] é o de que toda dinamica
markoviana pode ser equivalentemente representada por uma equacao diferencial para
a matriz densidade, denominada equacao mestra. Especificamente, o teorema diz que
uma dinamica é markoviana se, e somente se, existem operadores lineares A; e operador
hermitiano H (nao sendo tnicos porém) tais que o operador densidade no instante t é

dado pela solucao da equagao diferencial:

o = R lH I+ > [AjpAl - 345450 — 5pA A (2.1)
J
O primeiro termo descreve uma dinamica unitaria mas H nao precisa necessariamente

coincidir como hamiltoniano interno de S. O segundo termo, por outro lado, estd rela-

cionado ao fato do sistema ser aberto. Para um atomo em decaimento espontaneo, por
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exemplo, é exatamente este termo que ird implicar em um decaimento exponencial para
a probabilidade de se observa-lo em algum estado excitado.

Dinamicas markovianas descrevem uma vasta gama de fenémenos fisicos, como o de-
caimento espontaneo de atomos, a dissipacao de modos de campo eletromagnético em
cavidades, as diversas fontes de ruido em ions armadilhados, etc. Tipicamente uma
evolucao markoviana ocorre quando o sistema S interage fracamente com um sistema
quantico “grande” R, i.e., constituido por muitos subsistemas, cujo estado nao é signifi-
cativamente perturbado pela presenca de S, sendo por isso denominado reservatorio. Os
operadores H e A; da equacao mestra seriam entao determinados pela particular forma do
estado quantico do reservatério (em muitas situagoes, um estado térmico de Gibbs), seu
hamiltoniano, bem como sua interacao com S [22]. Alternativamente, a equa¢ao mestra
pode emergir da interacao de S com um campo externo estocdastico, como uma particula
de spin 1/2 sujeita a uma campo magnético que varia aleatoriamente no tempo [23].

Nos proximos capitulos veremos iniimeros exemplos de sistemas ditados por dinamicas
markovianas, bem como por equacoes diferenciais na forma 2.1, porém com coeficientes

variando no tempo.

2.2 Geometria de estados quanticos

Esta secao tem o intuito de ilustrar a teoria da geometria de estados quanticos como um
todo, enquanto as ferramentas que usaremos se encontram nas secoes seguintes. O leitor
pode entao pular para a préxima se¢ao sem riscos de perda de compreensao do restante da
tese. Ademais, boa parte do material aqui apresentado se encontra detalhado na ref. [24].

Com a expressao “geometria dos estados quanticos” queremos dizer que pensaremos o
conjunto D(H ), e agora nos restringiremos a espagos de Hilbert de dimensao finita N, sob
trés formas distintas, mas interligadas: como espago topoldgico (nogdes de vizinhangas,
continuidade, etc.), espago métrico (nogoes de distancia entre pontos, geodésicas, etc.), e
espago mensuravel (nogoes de volume e, em particular, de distribui¢ées de probabilidade).

Um primeiro passo para abordar o problema da geometria de D(Hy) é consideré-lo
como subconjunto de determinados espacos dotados de geometrias “naturais”, de forma

que D(Hy) herde as propriedades geométricas destes espagos. A saber, o conjunto de
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operadores hermitianos em Hy e seu subconjunto de operadores de trago 1. O primeiro
¢ um espago vetorial real e o segundo é um espago afim (pode ser identificado com um
subespago vetorial transladado).

Uma primeira aproximacgao ao problema é a determinacao do nimero de parametros
reais necessarios para se definir D(Hy). Claramente, temos que 2N? niimeros reais sao
necessarios para a descricao de uma matriz complexa arbitraria, a exigéncia de que
seja hermitiana reduz este nimero pela metade, e finalmente o vinculo sobre o traco
reduz um parametro, de forma que exatamente N? — 1 parametros reais sao precisos
para definir D(Hy). Comparado ao conjunto dos estados puros, definidos apenas por
2N — 2 parametros (2N nimeros reais de um vetor complexo com N entradas, menos os
parametros da norma e da fase global), vemos que a dimensao real do conjunto de estados
em geral cresce de forma nao muito amigavel. Ja para um sistema composto por duas
partes, ambas com espago de Hilbert de dimensao dois (conjunto minimo sobre o qual se
pode falar de emaranhamento), a dimensao real é 15. Coincidéncia ou nao, muito se sabe
sobre a geometria dos estados puros, por se tratarem dos espacos projetivos complexos,
enquanto ainda pouco se sabe sobre a geometria dos estados mistos, especialmente so-
bre o subconjunto dos separaveis. Note ademais que, geometricamente, os estados puros
também se destacam por serem os pontos extremais, i.e., sao exatamente aqueles que nao
podem ser escritos como combinacoes convexas de outros elementos do conjunto.

Uma segunda aproximacao a compreensao da geometria do conjunto é a escolha de
uma boa parametrizacao para o mesmo. Para se “gerar” uma matriz hermitiana, basta
escolher arbitrariamente N? nimeros reais, alocar N deles na diagonal, e o restante como
as partes real e complexa dos elementos, digamos, acima da diagonal, enquanto abaixo da
diagonal apenas tomamos os complexos conjugados correspondentes. Essa prescri¢ao, no
entanto, nao necessariamente levara a um estado quantico, pois mesmo que escolhamos
numeros reais positivos (somando um) para a diagonal, isso nao implicard que a matriz
seja positiva. Mas note que, pelo teorema espectral, podemos gerar todas a matrizes
hermitianas partindo de uma matriz diagonal, com entradas reais, e aplicando uma trans-
formagcao de similaridade. Portanto, para se gerar estados, podemos tomar N nimeros
nao negativos \; tais que Zf\il A; = 1, quer dizer, pertencentes a um simplexo Ay, e apli-

car uma transformacao de similaridade por uma unitaria U. Naturalmente, os niimeros
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A; coincidem com o espectro da matriz obtida. Mais explicitamente, o que definimos é
um mapa M : Ay x U(N) — D(Hy), M({\;},U) = UAUT, onde A denota a matriz
diagonal com elementos A;. Tal mapa cobre inteiramente o conjunto de estados, mas com
redundancia, pois diversos elementos serao associados a um mesmo estado quantico. Note
inclusive que a dimensao real do dominio é maior do que a da imagem, ja que a dimensao
de Ay é obviamente N — 1, e a de U(N) j4 é N2 Nao obstante, como veremos mais
a frente, essa “parametrizacao” é consideravelmente util para a definicao de métricas e
volumes em D(Hy).

Estados puros. Muito embora o enfoque desta tese seja sobre o conjunto de estados
quanticos como um todo, é impossivel nao se deter com mais atengao ao conjunto de
estados puros. Os estados puros assumem um lugar de destaque do ponto de vista fisico,
visto que ja sao suficientes para um sem nimero de aplicagoes da mecanica quantica,
como teoria de espalhamento, fisica atomica, fisica nuclear, fisica da matéria condensada,
e que grande parte das aplicagoes da informacao quantica exigem a preparacao de tais
estados (ou o mais préximo possivel deles). Ademais, como mencionado acima, geome-
tricamente eles constituem uma importante classe de variedades complexas, os espacos
projetivos complexos CPY~! (dado que a dimensao complexa do espaco de Hilbert é N e
identificando-o com C).

Isso ocorre pelo fato de que, estritamente falando, o espaco de Hilbert nao forma o
conjunto de estados puros, visto que os representa com redundancia, além do fato do
vetor nulo nao representar nenhum estado. Para se obter tal conjunto é preciso identificar
como um unico ponto todos aqueles elementos de Hy — {0} (espago menos o vetor nulo)
que sao multiplos complexos uns dos outros. Esse procedimento pode ser feito em dois
passos, e para simplificar a exposicao identificaremos H com CV. Enxergando CV como
R2?Y | primeiramente nos restringimos aos elementos de norma 1, o que é equivalente a
se restringir & esfera unitdria S*V~! de R*¥. Em seguida, é feita a identificacio dos
elementos da esfera que sao os mesmos a menos de uma fase, i.e., estes elementos formam
circulos dentro da esfera, e todos estes circulos serao considerados como pontos.

A construcao acima mencionada pode ser “visualizada” diretamente para o caso C?,
pela famosa fibragao de Hopf [25]. Uma forma de construi-la é através do mapa p : S C

C? — 5%, (21, 20) = (w1 +1y1, T+ 1y2) = (22100 + 2y1Y0, 221y + 220y1, 12 + Y7 — 25 — y3),
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o]

Fig. 2.1: Esquerda: representacao geométrica do estado de um sistema de dois niveis na esfera
de Bloch. Direita: uma curva fechada na esfera, ditada por um hamiltoniano, é tal que
sua fase geométrica é proporcional a area da regiao contida na curva.

onde |z1|? + |22|? = 1. Pode-se ver que a imagem deste mapa ¢ CP! pois dois elementos
da esfera S® corresponderdo a um mesmo elemento na imagem < eles forem multiplos
uns dos outros por uma fase (é imediato ver a implicagao < e, com um pouco de édlgebra,
também a implicacdo =). Ademais, é facil verificar que a norma do elemento obtido em
R? é sempre 1 e que, de fato, a imagem é a esfera S?, de forma que CP! pode ser com
ela identificada. A pré-imagem de qualquer ponto da esfera S? é um circulo na esfera S3,
denominado fibra, e carrega a informacao sobre a fase global do estado.

Esta construcao nos fornece entao uma maneira de “visualizar” a esfera S® como uma
colecao de circulos disjuntos, indexados pelos pontos de uma esfera S?. Fisicamente, nos
oferece uma maneira simples de visualizar o conjunto dos estados puros de um qubit, ou
sistema de dois niveis (ver Fig. 2.1), e dd-se o nome de esfera de Bloch.

Podemos ver isto explicitamente tomando uma base {|0),|1)}, escrevendo um estado
arbitrario na forma |¥) = cos #|0) + ¢®senf |1), e considerando que os angulos 0 < 0 < 7
e 0 < ¢ < 27 representam pontos de uma esfera. Vetores ortogonais em C? sao levados a
pontos antipodais da esfera, e a nocao de area usual tem um significado especial. Suponha
que o sistema esta sujeito a uma dinamica ditada pela equacao de Schrodinger, e apds
um certo intervalo de tempo retorna ao estado inicial, quer dizer, na esfera de Bloch o
estado descreve uma curva fechada. No espaco de Hilbert (ou na esfera S?), no entanto,
essa trajetéria nao é necessariamente fechada, mas os pontos inicial e final devem estar
na mesma fibra (o circulo de S® que é mapeado no estado) o que nos informa sobre a fase

global acumulada (pode-se combinar a parametrizacao de S® pelos angulos de Euler de
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forma que um dos parametros corresponda exatamente a essa fase [26]). Ocorre entao que
essa fase, subtraida da fase dinamica, é proporcional a drea descrita pela curva fechada
em S?, sendo esta tltima por isso denominada fase geométrica [27] (ver Fig. 2.1).

Topologia. Mas retornemos aos estados mistos em geral. Lembramos que espacos
topoldgicos sao espacos onde se pode falar de “vizinhangas” de um ponto sem necessari-
amente se ter uma nocao de distancia, e constituem a estrutura minima na qual a nocao
de continuidade de fungoes e limite de sequéncias podem ser definidas.

Sendo o conjunto dos estados mistos um subconjunto dos operadores hermitianos, e
sendo este um espaco vetorial real de dimensao finita, com uma topologia “canonica’
(definida por uma norma qualquer), temos automaticamente uma topologia para D(H ),
que é, em particular, um subconjunto fechado e convexo do primeiro. Com esta topologia,
o conjunto ¢ relativamente simples. Sendo convexo, podemos definir o mapa H : D(Hy) X
[0,1] = D(Hn), tal que H(p, ) = (1 — A)p + Apo, onde py é um estado qualquer. Desta
forma, para A = 0, H mapeia o conjunto nele mesmo, e para A = 1, em um ponto. Um
conjunto admitindo tal mapa é dito contrdtil a um ponto, sendo esta a categoria trivial
de espagos topolégicos da topologia algébrica [25].

Mais ainda, D(H ) é homeomorfo a uma bola em R¥*~!, por se tratar de um conjunto
convexo fechado, limitado e com interior nao-vazio. De fato, tomando-o como subcon-
junto de RN, vé-se que esta ltima propriedade é verdadeira: uma ligeira perturbacao
(que preserve o trago e a hermiticidade) de uma matriz hermitiana com todos os auto-
valores positivos (e.g., o estado maximamente misto) preservara também a positividade
dos autovalores. Tomando entao um ponto no interior do conjunto, e uma bola centrada
neste, vé-se que uma reta ligando este ponto a um ponto da fronteira de D(H ) pode ser
continuamente mapeada a um tnico raio da esfera [28]. De uma forma pictérica, pode-se
imaginar que “soprando” o interior do conjunto, o mesmo se expande e adquire a forma
de uma esfera.

A fronteira OD(H ) dos estados mistos consiste dos operadores de posto estritamente
menor do que N, visto que pequenas perturbagoes de tais operadores podem levar a ope-
radores com autovalores negativos. Agora note que, fixando um subespaco de dimensao 1,
o conjunto de todos os operadores cujo nicleo contém este subespaco pode ser identificado

com D(Hy_1), e constituem uma face de D(Hy), visto que segmentos de reta passando
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por dois elementos deste subconjunto permanecem neste subconjunto. Portanto, podemos
ver OD(H ) como uma cole¢do continua de faces da forma D(H y_1), parametrizada pelos
subespacos de dimensao 1, i.e., CPY~1. Note que as dimensoes (ntimero de parametros
reais) de fato batem: Dim(CPY 1)+ Dim(D(Hy_1)) = 2N—-2)+(N—-1)2—1= N?-2 =
Dim(0D(Hy))-

A redundancia da descri¢ao do conjunto em termos de um produto de um simplexo pelo
grupo das unitérias pode ser removida mediante a construcao denominada estratificacdo?.
A ideia é subdividir o simplexo Ay (i.e., 0 espectro dos operadores) em partes e identi-
ficar, em cada uma delas, exatamente qual é grau de redundancia das unitarias. Assim,
primeiramente consideram-se apenas os pontos de Ay, satsifazendo A\ > Ay > ... > Ay
e fixa-se uma base em Hy. Considere o caso em que todos os autovalores sao positivos
e distintos entre si. Neste caso, duas unitarias levando ao mesmo estado sé podem estar
relacionadas entre si por uma unitaria diagonal. Agora, a familia das unitarias diagonais
pode ser identificada com U(1)", pois a descrevemos por N fases independentes. Por-
tanto, a érbita associada a este ponto do simplexo é dada por U(N)/U(1)Y, representando
o quociente dado pela relacao de equivaléncia em U(N): U ~ U’ < U = U'Upi,g, onde
Ubiag ¢ uma unitdria diagonal.

Agora suponha que apenas dois dos autovalores sao degenerados, digamos A\; = .
Agora a redundancia é maior, pois além da multiplicacao por fases, pode-se atuar com

qualquer unitaria no subespaco definido por A1, A\s. Quer dizer, unitarias da forma:

Uy 0
0 UDiag

, (2.2)

onde U é uma unitaria 2 x 2 e Up;,e uma diagonal (N —2) x (N —2), formando uma repre-
sentagao do grupo U(2) x U(1)N72, e a 6rbita subsequente sera U(N)/[U(2) x U(1)N~2].
Generalizando esta ideia para qualquer grau de degenerescéncia, temos o seguinte.

Denote por Ky, 1, a parte do simplexo ordenado onde os autovalores tem graus de

n

degenerescéncia ki, ..., k,, com Y. k; = N. Por exemplo, se k; = ... = ky = 1, significa

que todos os autovalores sao nao degenerados; se k1 = 2, ko = 3 e todos os outros iguais

3 Ver Ref. [29] para maiores detalhes sobre esta construgao.
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(1/3,1/3,1/3)

(0,0,1)

« K21

(1,0,0) (0,1,0) (1.00) (1/2,112,0)

Fig. 2.2: Subdivisao da parte ordenada do simplexo, de acordo com o grau de degenerescéncia
de cada regiao. Note que a parte tracejada do segmento inferior pertence a Kj11.

a 1, significa que o primeiro (o maior) autovalor tém degenerescéncia dupla, o segundo,
tripla, e os restantes sdo nao degenerados (ver Fig. 2.2 para um exemplo no caso N = 3).
Como os pontos de Ky, . g, terdo 6rbitas U(N)/(U(ky) X ... x U(ky)), o conjunto dos

estados mistos assume a decomposicao:

DHy) = |J Kipotn ¥

klv'”vkn

(U (k1) % ... x U(ky))’ (2.3)

onde a soma é sobre todos os inteiros positivos k; satisfazendo ) . k; = N. Os espacos

U(N)

T =TT sao variedades complexas que podem ser identificadas com as variedades

“bandeira” (flag manifolds) que constituem generalizagoes dos espagos projetivos [30].
Enquanto os espacos projetivos sao colegoes de subespacos unidimensionais do espaco
vetorial, as bandeiras podem ser a colecao de subespacos de qualquer dimensao, ou mesmo
concatenagcoes de tais subespacos.

Métricas. Entendemos aqui por distancia, como de praxe, uma qualquer fungao D :
X xX — [0,00), onde X é um conjunto qualquer, que satisfaca as propriedades: D(z,y) >
0se x #y, D(x,y) = 0 se, e somente se, x = y (pontos distintos devem necessariamente
ter uma distancia positiva); D(z,y) = D(y, x) para todo =,y € X (simetria); e D(z,y) <
D(z,z) + D(y, z) para todo x,y, z € X (desigualdade triangular). Dado um conjunto X
munido de uma determinada distancia D, o par (X, D) é entao denominado um espago
meétrico.

As nocoes de distancia entre estados quanticos tém um papel importante na area

de informagao quantica, mais notadamente, como quantificadores de distinguibilidade
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operacional entre estados (ou como cotas para os mesmos) [31] e para a construgao de
quantificadores de emaranhamento, como veremos adiante.

A distinguibilidade entre estados pode variar dependendo de como o problema é colo-
cado. Por exemplo, suponha que um sistema possa estar preparado em um de dois estados
p e o, com igual probabilidade, e deve-se efetuar uma medida binaria, i.e., um POVM
com dois elementos A, e A,, de forma que o primeiro indica que o estado o foi preparado,
e o segundo, p. De maneira geral, nao é possivel encontrar um POVM que efetue essa
tarefa sem erros (e.g., quando os dois estados sdo puros e nao-ortogonais): por vezes o
estado serd p enquanto o resultado da medigao sera A,, e vice-versa. No entanto pode-se
otimizar sobre todos os POVM’s de forma a minimizar esses erros e tomar a chance de
acerto 6tima como um quantificador de distinguibilidade [32].

Outro exemplo relevante é o seguinte. Dado que um observador tenha consigo um
certo numero de copias de um estado o, qual é a chance de confundi-lo, otimizando sobre
todas as possiveis medigoes, com um segundo estado p? E claro que a probabilidade disto
ocorrer decaird (exponencialmente) com o nimero de cépias disponiveis do sistema, e a
taxa com que se da este decaimento coincide com (e d& significado a) entropia relativa

S(plo) entre os estados [33]:
S(plo) =Tr(plnp — plno). (2.4)

Note que a férmula acima é assimétrica em seus argumentos e seu significado operacional
permite entender o porque, em um exemplo de seu andlogo classico. Considere que um
dos estados corresponda ao lancamento de uma moeda honesta (igual probabilidade de
sair cara ou coroa) e o outro ao de uma moeda viciada (probabilidade 1 de sair, digamos,
cara). Caso tenhamos em mao a moeda viciada, sempre teremos uma probabilidade finita,
independente do nimero n de lancamentos, de confundi-la com a moeda honesta, pois
sempre ha uma certa chance de uma moeda honesta dar o mesmo resultado n vezes em
sequencia. Caso tenhamos a moeda honesta, no entanto, e caso vejamos em um certo
lancamento o resultado coroa, saberemos com certeza que ela nao é a moeda viciada.
Essa assimetria da entropia relativa impede que seja pensada como uma distancia no

sentido geométrico, muito embora cotas importantes existam por certas distancias.
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Retornemos, entao, feita a motivacao, ao tema principal desta secao. Uma classe im-
portante de espacos métricos sao aqueles embutidos de uma métrica riemanniana. Ou
seja, sao variedades diferenciaveis conexas por caminhos, com um elemento de arco de-
finido (mais especificamente, um produto interno definido no espago tangente de cada
ponto, que varia suavemente sobre a variedade), o que permite computar o comprimento
de curvas suaves conectando dois pontos. A distancia entre dois pontos é entao definida
como o infimo do comprimento de todas as curvas suaves ligando-os, enquanto as curvas
que realizam este comprimento sao denominadas geodésicas.

O espaco Euclidiano tridimensional, com a nocao de distancia usual, é o exemplo
tipico de um espago métrico (riemanniano), e note que neste caso um certo conjunto
de transformagoes se destacam, por exemplo, as rotacoes, as translacoes e as reflexoes,
por preservarem as distancias entre todos os pontos do espaco. Transformacoes com tal
propriedade sao denominadas isometrias.

Como mencionado antes, por estar embutido em espagos maiores, com estruturas
métricas ja definidas, o espago de estados herda naturalmente estas estruturas. Por
exemplo, pode-se definir toda uma familia de distancias via as normas L, de uma matriz

hermitiana A:
Al, = (Tr|A[P)V?, (2.5)

onde p > 1. A distancia entre dois estados o, p seria entao proporcional a ||p — oll,,
enquanto o caso p = 2 corresponde a uma meétrica riemanniana, denominada métrica de
Hilbert-Schmidt. Note que, para qualquer p, essa distancia é invariante por unitarias,
quer dizer, mapas da forma U : D(Hy) — D(Hy), tais que p — UpUT, onde U é um
operador unitério, sao isometrias. Essa é uma propriedade importante, e a grande maioria
das distancias utilizadas na literatura a satisfaz (a denominada métrica do Monge é uma
excecao [34]).

Mais do que isso, ¢é interessante notar que, restringindo-se ao conjunto dos esta-
dos puros, a exigéncia de que operagoes unitarias sejam isometrias determinam uma
tnica métrica riemanniana (a menos de normalizagdo), a denominada métrica de Fubini-

Study [35, 36]. Nao por coincidéncia, visto que o conjunto das unitérias é definido pelo
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produto interno do espago de Hilbert, a métrica de Fubini-Study ¢é exatamente aquela
induzida pela métrica natural de Hy, definida por este produto. De fato, identificando
Hxn com R?Y | o produto interno definird a métrica Euclidiana usual neste espaco, que por
sua vez define a métrica (riemanniana) usual da esfera S?V~1. Como vimos na segio ante-

S52N=1 relacionados por uma

rior, os estados puros sao obtidos identificando os pontos de
fase, e é possivel transferir a métrica desta esfera para o quociente de forma consistente,
levando também a métrica de Fubini-Study [37].

Dados dois estados puros, |¢) e |¢), a distancia entre eles (comprimento de uma

geodésica determinada pela métrica de Fubini-Study) é dada por:

Dis([) ,19)) = arccos (| (1, 9) |). (2.6)

Considerando apenas o subespaco gerado por dois vetores, temos em maos um espaco
equivalente ao de um qubit, CP' onde vale a descricio via esfera de Bloch discutida
anteriormente, e aqui, essa férmula tem um significado simples: é o comprimento do arco
de circulo maximo ligando os dois pontos da esfera.

Para o conjunto de estados como um todo, no entanto, é evidente que a exigéncia de
invariancia por unitarias nao distingue uma tunica distancia, visto que todas as normas
L, satisfazem essa propriedade. Mas, no contexto de distinguibilidade de estados uma
segunda imposicao pode ser feita, a monotonicidade por mapas completamente positivos.
Quer dizer, é exigido que a distancia entre dois estados p, o nunca aumente quando um

mapa completamente positivo A é aplicado em ambos:
D(p,0) > D(Ap, Ao). (2.7)

De fato, a entropia relativa discutida acima, com claro significado de quantificador de
distinguibilidade, satisfaz esta propriedade, e para que distancias também assumam o
mesmo significado, é importante exigir monotonicidade.

Mesmo a monotonicidade ainda nao determina uma tnica distancia, mas é possivel
classificar todas as possiveis métricas riemannianas que a satisfazem, teorema demons-

trado por Morozova, Cencov [38] e complementado por Petz [39, 37]. O teorema afirma
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que, tomando uma base onde o estado seja diagonal, com entradas \;, o comprimento de

um vetor tangente 7' neste ponto deve ter a forma:

7= a3 TS BT 25)
N

onde A é uma constante, e a fungdo B(x,y) deve ser simétrica, satisfazer B(cx,cy) =

¢ 'B(z,y) e 1/B(x,1) é mondtona para operadores (uma fungao f é mondtona para

operadores se para pares de operadores X, Y satisfazendo, X <Y tem-se f(X) < f(Y)).

O primeiro termo na equacao acima coincide com a métrica de Fisher-Rao, as vezes
denominada informagao de Fisher, para distribui¢oes de probabilidades classicas. Para
este tipo de distribuicoes, essa métrica se destaca por ser a unica mondtona por ma-
pas estocdsticos (mapas lineares que levam distribuigoes cléssicas de probabilidades nelas
mesmas), e tem um papel importante na teoria de estimativa [40].

O caso quantico ja traz uma pletora de opcoes, dependendo da escolha da funcgao
B(z,y). Na literatura, duas se destacam [37], a escolha B(z,y) « (Inz — Iny)/(z — y),
dando origem a métrica de Bogoliubov-Kubo-Mori, que se torna tnica exigindo certas
propriedades geométricas adicionais [41]; e a escolha B(x,y) « 1/(z + y), levando a
métrica de Bures, diretamente relacionada a fidelidade quantica F(p,o) = Tr\/\/po+/p,
importante quantificador de distinguibilidade de estados. A distancia definida por esta
métrica é entdo Dpg(p,0) = arccos+/F(p,0), e vé-se que coincide com a métrica de
Fubini-Study quando restrita a estados puros, pois a fidelidade entre dois de tais estados
¢ o médulo do produto interno entre eles.

Medidas (Volumes). Finalmente chegamos ao tltimo tépico deste segao, a defini¢ao
de medidas (no sentido matematico) sobre o conjunto de estados. Usamos a palavra no
plural pois, como veremos, assim como ocorre para as métricas, nao ha um principio fisico
que determina uma tunica e particular medida, muito embora isto ocorra para os estados
puros.

Medidas sobre o conjunto de estados (principalmente aquela sobre os estados puros)
tém sido usadas em diversas frentes da mecanica quantica, em geral no sentido de dizer o

quao “tipica” é determinada propriedade fisica em estudo. A titulo de exemplo, em traba-
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lho recente, Bremner et al. [42] mostraram que, no contexto da computagdo “baseada em
medicoes”, onde um estado emaranhado de varios qubits é preparado e todo o trabalho
posterior é de medigoes, tem-se que a “grande maioria” dos estados com muito emaranha-
mento resultam em uma computacgao tao eficiente quanto a de um computador classico,
revelando que muito emaranhamento, por si s, e na maioria das vezes, nao ¢ suficiente
para se obter um “speed up” por algoritmos quanticos. Essa ideia de tipicalidade também
foi usada por Popescu et al. [43] para nada mais nada menos do que oferecer uma nova
interpretacao da mecanica estatistica. De fato, sempre foi objeto de discussao o signifi-
cado das probabilidades na mecanica estatistica, se sao de carater objetivo, determinadas
pelo sistema fisico, ou subjetivo, determinadas pelo observador (pelo fato de ter apenas
informagoes parciais sobre o sistema, como os valores de grandezas macroscépicas). Os
autores deram mais suporte a uma visao objetivista mostrando que as propriedades do
sistema se revelam na grande maioria dos estados puros do sistema composto com reser-
vatério, restrito a um subespaco determinado pelas condi¢bes macroscopicas. Assim, as
probabilidades surgiriam de forma objetiva, devido ao emaranhamento do sistema com
seu ambiente.

Para a construcao de medidas pu sobre D(Hy) é também imposto que elas sejam
invariantes por unitdrias, quer dizer, para todo subconjunto A € D(Hy) (mensurédvel)
deve se ter que p(A) = u(UAUT), onde U é uma unitéria qualquer em H e UAUT = {p =
UoUllo € A}.

Na literatura se encontram basicamente duas maneiras distintas de se construir me-
didas de forma a satisfazer essa propriedade [44], aquelas derivadas de métricas, e as
induzidas. De métricas riemannianas é imediato construir um elemento de volume, dado
pela raiz quadrada do determinante do tensor métrico em um ponto p da variedade. Ge-
ometricamente, este valor corresponde ao volume do paralelogramo definido pela base do
espaco tangente a este ponto, gerada pelas derivadas parciais de uma parametrizacao ao
seu redor. O volume da variedade é entao a integral deste elemento (mais precisamente,
uma D-forma alternada, onde D é a dimensao da variedade) sobre toda a variedade.

Como ja dito anteriormente, uma boa forma de escrever os elementos de volume e

computar as integrais resultantes [45, 46] é através da “parametrizacao” p = UAUT, onde
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A é a matriz p diagonalizada. Tomando a diferencial de p, via regra de Leibiniz,
dp = (dUYAUT 4+ U(dA)UT + UA(dUT), (2.9)

de forma que dp;; = 6;;d)\; + (\; + A;)(UTdU);; em uma base onde p ¢é diagonal, e substi-
tuindo na Eq. (2.8), obtém-se:

ds® =

B S B A W), (2.10)

j=1 J i<y

|

(jé fixando A = 1/4). Mas dado que Zjvzl A; = 1, uma das diferenciais d\; é dependente

das outras, digamos d\y, de forma que a parte (1/4) S % se torna (1/4) N1 dg\%
J 7

(1/4) vaj_:ll dA)fi/\j , de maneira que o tensor métrico associado a estas coordenadas forma
a matriz N — 1 dimensional g;; = (1/4)[d;;/ i +1/An], cujo determinante é (1/4)N=1(\; +
o+ AN) /AL AN = 1/48 1 Detp. Finalmente, o elemento de volume seré:

N-1 N

L : 2 f t
dVp = T Do 11 d\i [ B M) (N = AP IRe(UTdU) yIm(UTdU ) 5] (2.11)

1<j

Diz-se entao que a medida tem a forma produto, pois pode-se distinguir uma parte relativa
ao simplexo de auto-valores (toda a parte envolvendo os \;’s) e uma segunda parte corres-
pondente ao elemento de volume da variedade bandeira FY = UY /U (1)V [44], discutida
anteriormente, que denotaremos por dVp~. Isto tem razao de ser pois a estratificacao de
D(Hy) 6 tal que o estrato de maior dimensdo real ¢ da forma Ay_; X FV| e medidas
provindas de métricas riemannianas sdo nao singulares (subvariedades de dimensao real
estritamente inferior tém medida nula). Portanto, deve-se ter que o volume do conjunto
seja igual ao volume deste estrato, dado que a métrica respeita o produto cartesiano entre
0s espagos que o compoem, devido a sua invariancia por unitarias.

Um procedimento similar permite computar o elemento de volume gerado pela métrica
de Hilbert-Schmidt, inica riemanniana das métricas L,, porém nao-monétona, de maneira

que a expressao acima usada para o elemento de arco nao a inclui. Usando que ds% g =
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(1/2)Tr(dp)?, a Eq. (2.9), e eliminando uma das diferenciais d)\;, obtém-se [46]:

\/N N-1 N

Wis = 557173 IT an TT = A5)?dVien. (2.12)
i=1 i<j

Note que o elemento de volume tem a mesma estrutura produto do anterior, porém com

uma distribuigao distinta para o simplexo.

E possivel computar explicitamente o volume total do conjunto para as métricas de

Hilbert-Schmidt e Bures [45, 47]:

\/—F(l)...F(N)WN(Nfl)/z

VolumeHg =VvN F(N2)2N_1/2 s (213)
1 N2_1
T2

Volumegyres = (2.14)

2NIT[(N? = 1)/2)

E claro que tais volumes dependem do fator de normalizagao atribuido a métrica. Para a
métrica de Hilbert Schmidt este fator é tal que que a distancia entre estados ortogonais
(distancia méxima, ou diametro do conjunto) seja 1 para todo N, e 7 para a métrica de
Bures.

O volume de Hilbert-Schmidt, apesar de corresponder ao da métrica Euclidiana em
RN, coincide com o de uma bola N2 — 1 dimensional de raio 1 /2 apenas para N = 2,
pois de fato o conjunto pode ser identificado com uma bola 3-dimensional de raio 1/2,
mas para qualquer N > 2 isso jd ndo é mais valido, evidenciando que D(Hy), do ponto
de vista métrico, j4 nao é uma bola N? — 1-dimensional (muito embora seja homeomorfa
a uma). Ja o volume de Bures calha de coincidir, para todo N, com o volume de um
hemisfério (N? — 1)-dimensional de raio 1/2.

Como adiantado, para estados puros a exigéncia de invariancia por unitarias ja é sufi-
ciente para definir uma tnica medida, exatamente aquela derivada pela métrica da Fubini-
Study, e por isso denominada medida de Fubini-Study. Aqui ha uma parametrizacao de
CPY particularmente interessante para o computo do volume [48]: (vg, ..., Un, V1, .., Un) +>
[\/vo, \/v_lei"l, ey /Une?N] onde v; > 0 e vy + ... + vy = 1, i.e., sao coordenadas de um N-

simplexo, e 0 < v; < 27, e o dominio pode ser pensado como um produto cartesiano de um
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N-simplexo com um N-toro. Nestas coordenadas o elemento de volume é simplesmente:
1
dVFS = Q—Ndl)l...d?}Ndyl...dVN, (215)

onde vy foi eliminado e o fator de normalizacao da métrica é tal que a distancia entre
estados ortogonais (comprimento de um semi-circulo) seja 7/2. Resulta que o volume

total é:

Vol(CPY) = Nk (2.16)

de fato, o produto dos volumes de um simplexo e de um N-toro.

Exemplo: Bola de Bloch. Nesta secao ilustraremos os conceitos geométricos discutidos
anteriormente para o caso mais simples, o de um qubit, tinico conjunto com dimensao
real baixa o suficiente para ser visualizado. Como vimos anteriormente, os estados puros
podem ser representados por uma esfera S?, onde pontos antipodais representam estados
ortogonais. Como qualquer estado de um qubit pode ser escrito na forma p = p ) (V| +
(1 — p)|vt) (1], vemos entao que D(C?) serd entao a esfera “preenchida”, i.e., uma
bola, que recebe o nome de bola de Bloch. Vale a pena aqui introduzir a parametrizacao
“canonica” para esta bola. Tomando uma base ortogonal {|0),|1)}, qualquer, o estado
terd a matriz associada

p= “©oc : (2.17)

*

c 1—a

onde 0 < a <1e|c|* <a(l —a) para garantir a positividade do operador. Tomando as

matrizes de Pauli:

o, = ,Op = oy = | (2.18)
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podemos reescrever o estado da seguinte forma:

1/24r, r,—1r
L+7-5= / Y (2.19)

ry +ir, 1/2—r1,

N | —

p= % 2+ Tp0g +Tyoy + 7.0, =
onde r,, 1y, 7, sa0 numeros reais, enquanto o vetor 7 = (r,,r,,r,) é conhecido como vetor
de Bloch. A condigao de positividade é satisfeita quando |[r] < 1/2, de forma que os
préprios parametros formam uma bola de raio 1/2, onde os estados puros sao a fronteira
|7 =1/2.

Topologicamente, como adiantado, o conjunto é homeomorfo a uma bola, e a estrati-
ficacao aqui ¢é simples. O espectro ordenado ¢é descrito por um segmento de reta, com uma
das extremidades representando o tinico caso de degenerescéncia (o estado maximamente
misto), e a outra representando um estado puro. A 6rbita da primeira extremidade do
segmento serd simplesmente um ponto, enquanto a de todos os outros pontos serd uma
esfera. De fato, na bola de Bloch, os estados de mesmo espectro formam uma esfera ao
redor da origem. Em poucas palavras, a estratificacao “é a mesma de uma cebola”.

E f4cil aqui calcular explicitamente a distancia L, entre quaisquer estados, e a para-
metrizagao canonica da bola de Bloch se mostra particularmente conveniente. Dados dois
estados p, p’ com vetores de Bloch 7,77, o espectro do operador p — p’ serd +|r — 7|, de

maneira que ||p — p'||, = 2P|7 — r'|. E comum entdo definir a distancia L, em geral como

Dy(p,p') = ssllp — P'llp, i-e., incluindo um fator de normalizacio de forma que todas

elas coincidam para qubits.

2.3 FEmaranhamento

O emaranhamento para estados mistos de sistemas bipartites foi definido primeiramente
por Werner [49] na década de 80, de forma contra-positiva: um estado é emaranhado
se nao pertence ao conjunto dos separaveis, sendo este iltimo constituido pelos estados
que podem ser escritos como combinacoes convexas de estados nao-correlacionados. Mais
especificamente, dado um sistema quantico composto por duas partes A e B, um estado

pag € D(Hap) é dito separdvel se, e somente se, existem numeros p; > 0,7 = 1,..., N,
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SN pi =1 e estados pa € D(Ha), pip € D(Hp) tal que *:

N
PAB = Zpipi,A X pi,B, (2.20)

i=1
e denotaremos por S(H ap) o conjuntos dos estados separdveis.

A motivacao operacional para tal definicao é a de que tais estados sao exatamente
aqueles que podem ser preparados, partindo de um estado produto arbitrdrio, apenas
através (do que veio a ser chamado) de operagdes locais e comunicagio cldssica (LOCC
na sigla em inglés). A definigado abriu um novo campo de pesquisa dentro da mecanica
quantica, e inumeros trabalhos se seguiram explorando diversas frentes, das quais desta-
camos algumas no que se segue.

Estados separaveis admitem trivialmente modelos locais de variaveis ocultas, mas foi
logo identificado que alguns estados emaranhados também podem admitir tais mode-
los [49] (para um certo conjunto de medicoes). De fato, este é um problema delicado, pois
a existéncia de um modelo de variaveis ocultas para determinado estado vai depender
fortemente da “liberdade” que se d4 as diversas partes, no sentido de qual é o niimero de
observaveis que irao medir e quantos resultados cada um pode obter, bem como a possi-
bilidade de realizar medigoes seqiienciais. Ainda é um problema em aberto dizer que todo
estado emaranhado admite um certo conjunto de medigoes cujos resultados nao podem
ser descritos via variaveis ocultas. Para estados puros sabe-se que isto é verdade, mas
para estados mistos em geral a resposta positiva é conjecturada. Varios trabalhos foram
e sao feitos, entao, no sentido de relacionar a definicao matematica de emaranhamento
com a violacao das diversas nogoes de desigualdades de Bell [50, 51, 52, 53].

O emaranhamento se encontra presente em importantes ramos da informagao quantica,
como a computacio [20] e a criptografia [54] quanticas. E ainda tema de intenso debate
o exato papel do emaranhamento no ambito da computagao, muitos afirmando a neces-
sidade da presenca do emaranhamento para um speed up com relagao ao desempenho de
computadores cldssicos [55], enquanto alguns sugerem, porém, o contrario [56]. J4 den-

tro da criptografia, o emaranhamento pode emergir explicitamente, como no protocolo

4 Quando H 4p tem dimensdo infinita, pede-se apenas que o estado possa ser aprozimado por estados
desta forma.
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elaborado por Ekert [57], mas nem sempre é o caso, como nos protocolos BB84 [58] e
B92 [59]. Nao obstante, mesmo neste tltimos, o emaranhamento tem papel importante
na demonstracao de sua seguranca [60]. Tais temas nao serao foco do nosso trabalho, mas
colocam em perspectiva a relevancia do conceito de emaranhamento.

Testes de emaranhamento. Dado um estado quantico especifico, como podemos dizer
se é emaranhado ou nao? Se o estado global p é puro a resposta é simples, pois sera
separavel se, e somente se, p = |¢) (¢| ® |¢) (¥], quer dizer, se, e somente se ambos os
estados locais sao também puros, o que pode ser verificado facilmente. Mas para estados
mistos em geral esta é um pergunta de dificil resposta, literalmente, visto que consti-
tui um problema computacional do tipo NP dificil [61]>. No entanto, diversos critérios
(ndo-operacionais do ponto de vista computacional) necessarios e suficientes foram es-
tabelecidos, como a conex@o com a completa positividade de mapas [62] (denominado
critério de Peres-Horodecki) ou a existéncia de uma testemunha de emaranhamento [62].
O primeiro estabelece que um estado pap de um sistema composto de duas partes, A e
B, é emaranhado se, e somente se, existe um mapa Ay : L(H ) — L(Hp) positivo, mas
nao completamente positivo, definido no espaco de estados de A, tal que a composicao
Ay ® Ip, atuando em pap, leva a um operador com autovalor negativo (e que, portanto,
nao pode ser um estado fisico). Note que qualquer mapa da forma acima mencionada,
atuando em estados separaveis, levara a estados fisicos.

Ja o segundo critério tem um teor geométrico, e constitui aplicagao de uma versao
geométrica do teorema de Hahn-Banach: em um espaco vetorial normado, um conjunto
convexo fechado sempre pode ser separado de um ponto (no complementar do conjunto)
por um hiperplano (nicleo de um funcional linear). Ora, no espago das matrizes her-
mitianas, um funcional linear tem a forma Tr(Ae), onde A é uma matriz hermitiana
fixa. Notando entao que o conjunto dos estados separaveis é fechado e convexo, e dado
um ponto ¢ em seu complementar (i.e., um estado emaranhado), pode-se separéa-los por

um plano, quer dizer, existe um operador hermitiano A (logo, um observével) tal que

® Problemas N P sdo aqueles cujas solugoes podem ser checadas eficientemente (i.e., em tempo polino-
mial), mas nao necessariamente encontradas eficientemente. Um problema pertencente a classe N P-dificil
tem as propriedades de que sua solucao nao necessariamente é eficientemente checada, e de que todos
os problemas da classe NP podem ser a ele reduzidos em tempo polinomial (em outras palavras, se um
problema NP-dificil for encapsulado em um oréculo que o resolve em uma unidade de tempo, esse oraculo
poderia ser usado para resolver qualquer problema NP eficientemente).
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Tr(Ap) > 0 para todo p separdvel e Tr(Ao) < 0. De maneira geral, diz-se que um ob-
servavel A, tal que seu valor esperado seja nao negativo para todo estado separavel, é
uma testemunha de emaranhamento, pois se seu valor esperado sobre um determinado
estado for negativo, isto implicara que o mesmo é emaranhado. Tal conceito tem apelo
também experimental pois, em principio, a determinagao do valor esperado de um tunico
observavel, quando bem escolhido, pode ser usada para verificar que um estado quantico
produzido em laboratdrio é de fato emaranhado [63].

Critérios apenas necessarios ou apenas suficientes também foram estabelecidos, como
testemunhas de emaranhamento (fixada uma testemunha, obtém-se um critério suficiente
[64]), o critério de imagem [65], o critério de majoragao de Nilsen e Kempe [66], o critério
de redugao [67], a familia de critérios determinados pelas a-entropias [68], e, o que serd
mais relevante para nosso propésitos, o critério de Peres [62, 69].

O critério de Peres é um caso especial do critério de Peres-Horodecki. Enquanto este
ultimo garante, fixado um estado emaranhado, a existéncia de um operador positivo, mas
nao completamente positivo, que revela seu emaranhamento, o segundo consiste em fixar
um certo operador deste tipo, a transposi¢ao (sendo portanto o operador que age sobre
o sistema composto denominado transposta parcial). Isso permite, em geral, detectar o
emaranhamento apenas de uma subclasse de estados. De fato, para sistemas de dimensao
total superior a seis, existem estados emaranhados cuja transposta parcial é positiva [65].
Apenas para sistemas 2 x 2 e 2 x 3 o critério é necessario e suficiente, o que segue do critério
de Peres-Horodecki e de um teorema de Stormer-Woronowicz que estabelece, nestes casos,
que os mapas positivos sao da forma A; + Ay o T, onde A; s@o completamente positivos e
T é a transposta parcial [70]. Ademais, serd importante para nés o fato de que, no caso
2 X 2, nao é preciso toda a informacao sobre o espectro da transposta parcial, apenas o
valor do seu determinante [71, 72].

Quantificadores de emaranhamento. Dado que uma caracteristica crucial do emara-
nhamento de estados puros é a de que seus estados reduzidos sao mistos, quantificar o
grau de mistura destes se torna uma boa maneira de quantificar o emaranhamento do
estado como um todo. H& vérias maneiras de se quantificar o grau de mistura de um

estado quantico, como por exemplo 1 — Trp?, mas na teoria de emaranhamento a entropia
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de von Neumann® S(p) = —Tr(plnp) é, sob vérios aspectos, tinica. Com ela se define o

emaranhamento de formag¢do de um estado puro |pap) de um sistema bipartite:

EF(PAB) = S(TYBPAB)- (221)

Uma propriedade importante emerge do teorema da decomposi¢ao de Schmdit: dado um
vetor |¥) de um espaco de Hilbert H 4 ® H g, existem bases ortogonais {|7) 4}, {|7) 3} nos
espagos locais, e nimeros positivos r; somando 1, tais que |U) = > /7 ]i) ,®[i) 5, onde
n < Npin = min{Dim#H 4, DimH}. Vé-se entao que o espectro dos estados reduzidos em
A e B serdo os mesmos e iguais a {r;}.

Qualquer que seja a maneira de quantificar o grau de mistura do estado reduzido,
ela deve ser maxima quando r; = 1/Ny,;, para todo i, de maneira que os estados pu-
ros maximamente emaranhados, qualquer que seja o quantificador, devem ter a forma
Tl ® 1)

O emaranhamento de formagao emerge naturalmente em dois quantificadores opera-
cionais importantes: o custo e a destilagao de emaranhamento. Suponha que se queira
preparar m cépias de um estado [¢) 45, fazendo uso de n cépias de um estado maxima-
mente emaranhado, e operacoes locais e comunicagao classica de maneira a minimizar n.
No limite m — oo, tem-se que n/m — Er(|¥) ,5) [73]. Este é o custo de emaranhamento
pois mede, neste limite assintético, o nimero de cépias que se deve ter de um estado
maximamente emaranhado para se produzir um determinado estado. A destilacao de
emaranhamento consiste do processo inverso. Dado que se tem m cépias de um estado
|1) 45 consegue-se “destilar” um méximo de n cépias de estados maximamente emara-
nhados fazendo uso apenas de operacoes locais e comunicacgao classica. Novamente se tem
n/m — Er(|¥) 15) [6].

Para estados mistos em geral, como de praxe, nao ha um quantificador tnico. Nao
héd nem um consenso sobre quais as propriedades bésicas a serem satisfeitas [74, 75].
Certamente, elas devem incluir a monotonicidade por operacoes LOCC, visto que nao faria
sentido conseguir aumentar emaranhamento apenas com tais operacoes. Exige-se também

convexidade e claro, que a quantidade seja nula nos separaveis (preferencialmente, apenas

6 Para a quantificacio de emaranhamento o logaritmo na expressao é tomado na base 2, de modo que
um estado maximamente emaranhado de dois qubits tenha uma unidade de emaranhamento, ou um ebit.
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nos separaveis).

E claro que as defini¢oes dos quantificadores custo e a destilacao de emaranhamento
também sao vélidas para estados mistos, muito embora seja impraticavel, em geral, com-
putar o valor exato para um estado especifico. Nao obstante, um fato importante é o de
que eles nao precisam necessariamente coincidir. Enquanto o custo de emaranhamento é
estritamente positivo para todos os estados emaranhados, a destilagao pode ser nula para
alguns, sendo tais estados denominados estados com emaranhamento preso [8].

O emaranhamento de formacao pode ser naturalmente estendido para estados mistos
tomando o minimo da média do emaranhamento para todas as decomposicoes convexas
por estados puros do estado. Quer dizer, define-se Er(p) = inf{d  p;Er(|¥;) (V;|)|p =
> pi [¥i) (V;|}. Apenas para dois qubits tém-se a disposi¢do uma férmula para computar
esta quantidade, como fungao da chamada concorréncia de Wotters [76], enquanto que
para dimensoes maiores é um trabalho dificil mesmo computacionalmente.

Um quantificador que se destacou recentemente é o emaranhamento squashed, por ser
0 Unico que se sabe ao certo, até o presente momento, satisfazer uma série de propriedades
interessantes como quantificador de emaranhamento. Além das ja discutidas acima, ele
também satisfaz as propriedades de monogamia, subaditividade, superaditividade forte,
continuidade assintética e, a que foi demonstrada mais recentemente, fidelidade (no sen-
tido de s6 se anular nos separaveis) [77].

Esta é s6 uma pequena amostra de quantificadores. Tem-se quantificadores inspirados
em nogoes geométricas do conjunto de estados, como a robustez, a robustez randomica
[78] e a robustez generalizada [79], onde a ideia é basicamente medir o quanto é preciso
misturar (no sentido de combinagbes convexas) um certo estado emaranhado com outros
estados de forma que o resultado seja um estado separavel. Mais geométricos ainda sao
os quantificadores derivados de métricas, onde toma-se basicamente a distancia do estado
emaranhado ao conjunto dos separaveis, i.e., inf{D(p,o)|loc € S} [80]. Um quantificador
relacionado importante é a entropia relativa de emaranhamento, onde ao invés de se
tomar a distancia minima do estado aos separdveis, toma-se a entropia relativa: Fr(p) =
{S(plo)|c € S} [81, 82]. Ademais, muitos destes quantificadores fazem parte da familia

construida via testemunhas de emaranhamento [83].
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2.3.1 Geometria de Emaranhamento

O que pode ser dito a respeito da geometria de emaranhamento, ou da geometria do
conjunto dos separaveis, para sistemas multipartites em geral? Em primeiro lugar, que o
conjunto dos separaveis é fechado, convexo (trivial), com interior nao vazio (nao trivial,
e valido somente quando o espago de Hibert global tem dimensdo finita [84, 85]). Seu
complemento relativo ao conjunto de estados quanticos (i.e., os estados emaranhados)
também tem interior nao vazio e é nao convexo. Na verdade, em geral, o complemento é
muito maior, no sentido de ter mais volume (considerando a métrica de Hilbert-Schmidt).
Uma ilustragao simplificada do conjunto é exibida na Fig. 2.3. Chamamos aqui de D (su-
bentendendo o espago de Hilbert associado H 4p) o conjunto de todos os estados quanticos
e o consideramos imerso no conjunto A das matrizes hermitianas de trago unitario; S o
subconjunto dos separaveis, S e 0D suas fronteiras relativas a D e A, respectivamente;
e £ =D — S o conjunto dos estados emaranhados. A fronteira de D, 9D, é composta por
todos os estados que possuem pelo menos um autovalor nulo, portanto contém, em par-
ticular, todos os estados puros. Note que hé tanto estados emaranhados como separaveis
nesta fronteira. Na verdade, mais do que isto, a area dos estados separaveis em 0D é nao

nula [86, 87].

oD

Fig. 2.3: Diagrama do conjunto dos estados de um sistema bipartite.

Localizando um estado de dois qubits no espago de estados. Como vimos
entao, o conjunto de todos estados quanticos pode ser dividido de acordo com a dico-
tomia {IntD, D} e a tricotomia {IntS,dS,E}. O caso de dois qubits tem a vantagem

de que é facil inferir a localizacao de um dado estado de acordo com esta subdivisao,



2. Dinamica, Geometria e Emaranhamento 29

com a ajuda dos determinantes do estado e de sua transposta parcial. Ambas as funcoes
sao continuas em todas as métricas naturais, i.e., perturbagoes pequenas de um estado
de acordo com essas métricas implicam em uma perturbacao pequena nos valores destas
funcoes. Portanto se, e.g., ambas sao positivas para um determinado estado, podemos
achar uma vizinhanca do mesmo onde elas continuarao positivas. Portanto, o determi-
nante do operador nos indica se ele esta no interior ou na fronteira de D (caso seja maior
que, ou igual a zero, respectivamente). J4 o determinante da transposta parcial nos da
informagao completa a respeito do emaranhamento, ja que um estado é emaranhado se, e
somente se, este determinante ¢é estritamente negativo [72]. Este determinante nos fala se
o estado pertence ao interior dos separaveis (caso seja estritamente positivo), a fronteira
(se é igual a zero), ou aos emaranhados (se for negativo). Finalmente, se p é um dado
estado com d = Detp e d* = Detp', onde p' = I ® T)p denota o operador p transposto

parcialmente, teremos (ver Fig. 2.4):

i) d>0ed" >0: 0 estado estd no interior de D e no interior de S relativo a D, i.e.,

pertence a S — 9S (e.g., o estado maximamente misto, P = 1/4);

ii) d > 0ed' = 0: oestado estd no interior de D e em 4S (e.g., o estado %pmm—i-%psmgget,

onde pgingier se refere ao estado na Eq. (2.22) com a =0, b = —c = 1/2);

iii) d > 0 e d" < 0: o estado estd no interior de D e pertence a &€ (e.g., os estados de

Werner [49]7 PPmix + (1 - p)psinglety para 0< p < 1/3)7

iv) d = 0 ed" > 0: o estado estd na fronteira de D e em S — dS (lembrando que
definimos 0S como a fronteira relativa a D, enquanto 0D é relativa a A). Por

exemplo, se a >b>0,2a+2b=1,¢|c| =b:

; (2.22)

] [a) @] IS
o
S
[a)

v) d=0ed" =0 o estado estd em 9D N IS (e.g., um estado puro separdvel);
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vi) d =0 e d" <0 o estado estd na fronteira de D e pertence a & (e.g., psinglet)-

Det(p)=0, Det(pI')=0

Det(p)>0, Det(pI")<0

Det(p)>0, Det(pI')>0 Det(p)>0, Det(pI")=0
Det(p)=0, Det(pI")>0

oD

Det(p)=0, Det(pI")<0

Fig. 2.4: Localizacao de um estado de dois qubits no conjunto, de acordo com seu determinante
e de sua transposta parcial.

2.4 FEmaranhamento em estados gaussianos

Muitos dos protocolos e técnicas da teoria de emaranhamento de sistemas de dimensao
finita podem ser adaptadas para sistemas de varidveis continuas (VC), i.e., com espagos
de Hilbert de dimensao infinita, usualmente restritos ao conjunto dos chamados estados
gaussianos (EG). Por exemplo, os protocolos de teleportacao [88] e distribuigdo quantica
de chaves [89] tém seus analogos para sistemas de VC (e podem ser mais robustos ex-
perimentalmente [90]); o critério de Peres-Horodecki pode ser aplicado, e é necesséario e
suficiente para um EG de dois modos [91]; e quantificadores de emaranhamento como a
negatividade e emaranhamento de formagao podem ser computados para EG dentro do
formalismo de geometria simplética [92, 93, 94].

A estrutura dos estados emaranhados de sistemas bipartites muda radicalmente quando
o espago de Hilbert do sistema composto Ha4 ® Hp tem dimensao infinita. Mesmo que
um dos sistemas tenha dimensao finita, ocorrera que agora os estados separaveis terao
interior vazio (na topologia definida pela norma traco) [95]. Quer dizer, genericamente,
os estados sao emaranhados, e poderiamos representa-lo como na Fig. 2.5.

Uma indicacao de que isso ocorre € o fato de que, em tais espacos, nao ha um operador
maximamente misto como em espacos de dimensao finita, que é um étimo candidato a

pertencer ao interior dos separaveis. A demonstracao de que isso verdade, apresentada
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Fig. 2.5: Quando a dimensao do espaco de Hilbert total é infinita, S tem interior vazio.

em [95], é interessante, envolvendo o conceito de steering em sistemas compostos. A ideia
é tomar o produto tensorial com um terceiro espaco H¢e, de dimensao infinita, e descrever
os estados do sistema A + B como estados reduzidos de estados puros em A + B + C.
Existem vetores |¥) , 5 em Ha ® Hp @ He, denominados 1—ciclicos, com a propriedade
interessante de que o fecho do conjunto {A® Iz ® I |¥) |A é operador limitado em H 4}
é todo o espaco de Hilbert H apc, e portanto qualquer estado a ele pertencente pode ser
arbitrariamente aproximado por um estado da forma A ® Ip ® Ic|¥). Se pensarmos
que A é um elemento de um POVM {A, I, — A}, que atua apenas no sistema A, tem-se
que é possivel alterar arbitrariamente o estado reduzido em B 4 C se o condicionarmos a
medicao ao primeiro resultado, nao importa quao longe A esteja de B-+C'. Aparentemente
entdo pode-se conduzir (steer) o estado de um sistema muito distante atuando apenas
localmente (mas é claro que o estado em B + C', ponderado sobre todos os resultados de
mediagao, nao serd alterado).

Ocorre entao que os estados reduzidos de tais vetores nao podem ser separaveis, o que
é razoavel de ver. Suponha que o estado seja separavel, i.e., Tre |V) = 3", prpra @ pr.n
e A® Ipc |¥) # 0, em particular podemos supor que a norma desta vetor é 1 (bastando
redefinir A por um fator multiplicativo). Entao Trc A ® Ipc |¥) = >, PeApraAl ® prp,
quer dizer, o estado reduzido sempre serd separavel”. Mas se o vetor é 1—ciclico deveria

ser possivel gerar todos os estados reduzidos em AB, o que é uma contradicao.

7 Note que ApkyAA’L nao necessariamente pertence a D(H,), pois embora positivo, pode ter trago
distinto de 1. No entanto, Y, pTrAp; 4 AT = 1, devido ao fato de ||A @ Ipc |V) || = 1.
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A demonstracao é concluida mostrando-se que os vetores 1—ciclicos sdo densos (na
esfera unitaria) caso a dimensao de H 4 seja infinita, quer dizer, a propriedade de steering
nao so6 existe como é genérica neste caso. Para ver isso, considere a particao A+ BC, onde
as duas partes tém dimensdo infinita. Tome entdo um vetor qualquer [¢) = 3, bi; i) 4 ®
e = 5,(5bi 1)) @ i) pe- Agora, um vetor da forma [¥) = ¥, a; 1), @ |7) po
onde todos os a;’s sao nao-nulos, poderd aproximar arbitrariamente o vetor anterior,
atuando apenas com operadores continuos em H 4, se tomarmos os operadores definidos
por A, [j) 4 = a% > bijli) 4, paraj=1,...,neA,|j) = 0 para j > n. Em outras palavras,
|W) é 1—ciclico. Mas vetores da forma de |¥), pelo teorema da decomposi¢ao de Schmidt,
sao densos na bola unitaria de ABC'.

Nosso interesse aqui € trabalhar com espagos da forma H; ® Hs, onde H; e Hy sao am-
bos de dimensao infinita e correspondem ao espaco de Hilbert de um oscilador harmonico
unidimensional (ou equivalentemente, um modo de campo eletromagnético). Temos entao
definidos nestes espacos os operadores canonicos x;, p;, satisfazendo as relagoes de co-
mutacao [x;,p;] = ih, e uma base de Fock associada {|n),}r,, {|n)y}52,. Dados os
operadores de destruicao a; = (z; + ip;)/ V2, i = 1,2, pode-se representar um estado

qualquer via a funcao caracteristica de Wigner [96]:
x(21, 22) = Tr[pexp (z1a1 — zFal + zay — 25ad)]. (2.23)

onde z; sao numeros complexos.
O nosso foco sera sobre os estados gaussianos, definidos como aqueles estados cujas

funcoes caracteristicas de Wigner sao gaussianas em 21 e 2o:

X(21,29) = e_%zwpz“‘c, (2.24)

onde z' = (2, 2%, 29,23), ¢ = ({a1), {al), (as), (al)), V, é a denominada matriz de co-

variancia e (€) denota o valor esperado Tr(£p) do observavel &.
Os valores esperados das posigoes e momentos (ou combinagoes lineares destes) podem
ser localmente alterados redefinindo os operadores de cada modo (ou equivalentemente,

aplicando operadores de deslocamento em cada um deles) de forma que toda a informagao
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sobre o emaranhamento esta contida nos segundos momentos. Quer dizer, efetivamente
podemos considerar, no que concerne o emaranhamento, ¢ = 0. Neste caso, a matriz de

covariancia assume a forma:

1
ny + 5 mq mg me
1 * *
m; i+ m m
1 1
v, = 2 ¢ ° , (2.25)
1
ms Me ng + 3 ma
1
m M ms  ngt g
— {at — 2 _ I _ ;
onde n; = (aja;), m; = —(aj), ms = —(a1ay), me. = (a1a). Quer dizer, os estados

gaussianos sao determinados apenas pelos primeiros e segundos momentos do operador
densidade.
A matriz de covariancia pode ser colocada na forma de blocos:
i C
V, = , (2.26)
Ct Vv,
onde V; é uma matriz 2 x 2 relacionada ao modo i, e C' é uma matriz 2 X 2 que nos
d4 as correlagbes (quanticas e classicas) entre os modos. Afim de representar um estado
quantico, é necessario e suficiente que uma matriz de covariancia obedeca as relagoes
generalizadas de incerteza de Robertson-Schrodinger [94], que levam a seguinte condigao

sobre a mesma
1
V, + §Z >0, (2.27)

onde Z = Diag(1,—1,1, —1). Uma matriz de covariancia que nao respeita tal desigualdade
serd denominada nao-fisica.
Simon [91] mostrou que, assim como para dois qubits, o critério de Peres-Horodecki é

decisivo para se determinar o emaranhamento, e pode ser dado em termos da quantidade:
S(Vy) =Ly + (1/4 = |I3])° — Is — 1/4(11 + Iy), (2.28a)

onde Iy o =detVio, I3 =detC, e Iy = tr [VlZC’ZVQZCTZ] sao invariantes por operacoes
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Fig. 2.6: Os estados Gaussianos nao formam um conjunto convexo, mas o subconjunto dos
separaveis agora tem interior.

unitarias locais em D(Hp) que preservam a gaussianidade, com Z = diag{1,—1}. Uma

MC é separavel se, e somente se,

S(V,) =20, (2.28b)

sendo este denominado critério de Peres-Simon.

A suficiéncia e necessidade deste critério nos mostra que o conjunto dos estados se-
paraveis, restrito ao subconjunto dos estados gaussianos, tera agora interior nao-vazio. De
fato, assim como pode-se argumentar para dois qubits que o interior é nao-vazio usando-se
o determinante da transposta parcial, aqui podemos usar a quantidade S. Como exis-
tem estados para os quais S ¢é estritamente positiva (e.g., quando V, é diagonal e com
ni,ny # 0) deve haver uma “vizinhanca gaussiana” deste estado na qual todos os es-
tados tem S estritamente positivo, sendo portanto separaveis. Uma ilustracao pictorica
dos gaussianos seria entao como na Fig. 2.6, enfatizando tanto o fato de que o interior
dos separaveis é nao-vazio, como também o fato de que o conjunto como um todo nao é
convexo.

No trabalho de Einstein, Podolsky e Rosen (EPR) [2] os autores exploram as pro-
priedades dos observaveis x; + x5 € p; — ps onde x;,p; sao 0os momentos e as posigoes

de duas particulas unidimensionais, considerando um estado onde ambos tem dispersao
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nula, e sendo o “estado”, emaranhado®. E interessante que as variancias destes observaveis
podem evidenciar emaranhamento em estados de uma maneira geral. Para isso, dado ope-
radores locais @y, P; satisfazendo as rela¢oes de comutagao [Q;, P;| = ik, e nimero real
arbitrario a # 0, define-se os operadores do tipo EPR u = |a|Q1 + %QQ, v =la|P, — %Pg.
Duan, Giedke, Cirac e Zoller (DGCZ) [97] mostraram que se um estado é separavel, entao
(Au?) + (Av?) > a*+1/a?. Portanto, se tal par de operadores é comprimido o suficiente,
i.e., se a soma de suas variancias viola a desigualdade, o estado é emaranhado.

Para EG este critério é necessario e suficiente para se decidir separabilidade, o qual
chamamos critério de DGCZ. Isto é feito representando a MC em uma forma padrao,
através de operacoes locais, de forma que a validade da desigualdade acima aplicada a
matriz nesta forma, e com a determinado pelos seus coeficientes, implica que o estado é
separavel. Restringindo-se ainda aos EG simétricos (i.e., Iy = I5), é suficiente considerar
la| = 1, e o procedimento equivale a achar, através de operagbes locais de rotagao e
compressao das quadraturas, o par de operadores cuja soma das variancias ¢ minima.

Nos iremos trabalhar principalmente com EG simétricos, e para estes iremos usar o
emaranhamento de formacao como quantificador, o qual admite uma férmula explicita

[98]

Er(p) = F\ I + |l = v/Ti + 2L T5]), (2.29)

onde f(z) = ci(z)logy cy(2) — c—(x)logy c_(z), com cy(z) = 1(z /2 £ 21/?)%

2.5 Estados Quanticos Aleatorios

Iremos utilizar no proximo capitulo a nogao de estado quantico aleatério. Formalmente,
falar de estados quanticos aleatérios é o mesmo que definir um volume normalizado,
onde esta ultima nocgao ja foi abordada acima. Ha uma diferenca conceitual maior, no
entanto, pois agora queremos, por exemplo, que a medida normalizada represente um

sorteio “honesto” de um estado quantico. A nocao de “honestidade” ou de “méaxima

8 A funcdo de onda considerada pelos autores nao é normalizavel, ndo sendo propriamente um estado
fisico, mas pode ser entendida como um caso limite de certos estados Gaussianos com emaranhamento
tendendo ao infinito.
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ignorancia” aqui é de dificil precisdo, mas pode ser aprofundada [99]. Uma exigéncia
imediata é de que essa distribuicao de probabilidade deve ser o mais simétrica possivel,
de acordo com nossa ignorancia maxima sobre o estado do sistema; em particular, deve
ser invariante por unitarias, conforme medidas ja discutidas acima. Valores esperados de
interesse, como entropias ou momentos de um estado?, j4 foram computados de acordo
com véarias medidas [100]. Implementagbes computacionais para a geragdo de estados
aleatdrios foram discutidas [101] e aplicadas [102] em diversos contextos. O estudo destas
distribuicoes e seus respectivos momentos sao centrais na investigacao da distribuigao de
emaranhamento de estados puros de um sistema [103]. No préximo capitulo iremos usar,
principalmente, que todas as distribuicoes de probabilidade relevantes sao nao singulares,
i.e, eventos (subconjuntos) contidos em variedades de dimensao estritamente inferior a

variedade dos estados quanticos tem probabilidade nula (volume nulo).

9 Valor esperado das varidveis aleatérias S(p) e Trp", onde p denota o estado, S alguma entropia e n
¢é algum natural.



3. DINAMICA DE EMARANHAMENTO EM DIMENSAO FINITA

O termo morte sibita de emaranhamento denota, como mencionado na introducao, o
“desemaranhamento” do sistema em tempo finito. Tal “fenémeno” foi investigado, por
abordagens tedricas, em diversas dinamicas para dois qubits [104], em sistemas bipartite de
dimensao finita [105, 106, em dinamicas de muitos qubits [107], em sistemas bipartite de
dimensao infinita [15, 16], etc. Trabalhos experimentais foram realizados, demonstrando
o efeito em montagens de dptica quantica [108], e propostas para observagdo em outras
montagens foram sugeridas [109].

Revisaremos aqui a classificagao geométrica das dinamicas de emaranhamento e exi-
biremos exemplos explicitos para cada uma delas. Todos os exemplos sao dados para dois
qubits, sujeitos a uma dinamica dada por uma equacao na forma de Lindblad, em alguns
casos, nao autonoma. Nos também analisamos, dentro de cada exemplo, a probabili-
dade de se observar um comportamento especifico, dado que um estado inicial aleatorio

é sorteado.

3.1 Geometria da morte sibita de emaranhamento: visao geral

Como mencionado na introdugao, uma conexao entre morte stubita de emaranhamento e
geometria de estados quanticos foi estabelecida na Ref. [14], elucidando significativamente
a natureza da primeira. A existéncia de algum emaranhamento no estado de um sistema
composto exige, em particular, alguma coeréncia quando o mesmo € expresso em uma base
produto, i.e, deve haver termos fora-da-diagonal nao nulos nesta base. Ora, decoeréncia
em um sistema aberto é justamente o amortecimento destes termos; e que podem se anular,
pelo menos para dinamicas analiticas (como as markovianas), apenas assintoticamente.
Aparentemente, o pensamento corrente até o final dos anos 90 era de que algo anédlogo

deveria ocorrer com o emaranhamento, 7.e., também deveria se anular assintoticamente,
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Fig. 3.1: Trajetorias no espacgo de estados e seu subsequente efeito sobre a dinamica de emara-
nhamento.

apenas em escala de tempo distinta da decoeréncia. Uma diferenga crucial ocorre, no
entanto, do ponto de vista geométrico: o conjunto de estados “decoeridos”, ou seja,
com um ou mais elementos especificos fora-da-diagonal iguais a zero, é um conjunto de
dimensao real inferior a dimensao do conjunto de estados. Em outras palavras, é um
subconjunto “magro” do conjunto total. Dificilmente uma trajetoria regular definida por
uma dinamica de sistema aberto ira partir de um estado inicial, fora do conjunto, e, em um
tempo finito, entrar neste conjunto, e por la permanecer. Lembrando agora que o conjunto
dos separdveis tem interior nao-vazio (quando o espago de Hilbert do sistema composto
tem dimensao finita), essa situacdo agora é mais natural: tomando uma dinamica que
leva um estado inicial emaranhado em um estado separavel no interior dos separaveis, a
morte subita necessariamente ocorre, visto que a trajetéria descrita deve primeiramente
entrar em uma bola contendo este estado separavel, e inteiramente contida no conjunto
dos separdveis (ver Fig. 3.1).

Esse simples fato nos permite determinar rapidamente, em muitas situacoes, o compor-
tamento assintético do emaranhamento em uma dindmica “relaxante” (onde cada estado
inicial converge para algum estado assintético, podendo haver mais de um destes tltimos).
Fixado um estado emaranhado inicial, temos que: se o seu assintético estiver no interior
dos separaveis, teremos, como discutido, morte siibita de emaranhamento; se o estado es-
tiver na fronteira entre separaveis e emaranhados, pode haver morte assintotica ou subita
(exemplos disso sao discutidos em [14], e também, em detalhes, neste capitulo); se o es-
tado assintotico for emaranhado, obviamente, nenhum dos dois ocorre. Pode-se fazer mais

perguntas caso o estado inicial seja separavel: se o correspondente assintotico for emara-
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nhado, ter-se-a entao, necessariamente, um “nascimento siubito de emaranhamento”.

3.2 DMorte subita em dinamicas unitarias

Por vezes se denomina por morte subita quando um estado inicialmente emaranhado
permanece um intervalo de tempo sem emaranhamento, i.e., o emaranhamento pode
ressurgir (ou ressuscitar) posteriormente. Quando entendida desta forma, e quando a
dindmica do sistema é descrita pela agdo de um hamiltoniano (possivelmente dependente
do tempo), mostraremos aqui que a morte stibita é quase universal. Mais especificamente,
mostramos que para a grande maioria das dinamicas desta forma existird algum estado
inicial emaranhado que ira apresentar morte subita em algum instante de tempo.

Para tanto precisaremos de dois resultados.

1) Se uma unitaria U, atuando em um sistema bipartite H4 ® Hp, preserva estados
produto, entao ela é ou uma unitaria local ou a composicao de uma com o operador swap
S(lo) @ ) = |¢) ® |¢), sendo que a segunda opgao é possivel apenas, como a prépria
definicao do operador sugere, quando DimH 4 = DimH p.

Vamos considerar aqui apenas o caso de dois qubits, e deixamos o resultado geral para o
apéndice. Considere entao a atuagao da unitaria U nos elementos da base computacional,

que deve ser levada em uma base ortogonal constituida por estados produto:

10) @ 10) = [tho0) @ |oo) , (3.1a)
10) @ [1) = [tho1) @ |dor) (3.1b)
1) ® |0) = [t10) @ |10) (3.1c)
1) @ |1) = [11) @ |d11) - (3.1d)

A ideia é ver que vetores locais [¢;;) e |¢;;), devido a unitariedade da transformacao, bem
como do fato de preservar produtos, nao podem ser arbitrariamente escolhidos.
Por exemplo, para que a imagem do vetor (|0) + [1)) ® |0), igual a |tg) ® |doo) +

[t10) ® |¢10), seja também produto, e considerando que as duas componentes desta soma
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sao ortogonais entre si, deve-se ter somente uma de duas opgoes:

(Yooltr10) = 0 e [doo) X [P10) (3.2a)
(@o0l10) = 0 € [thoo) o< [¢h10))- (3.2b)

Suponha que (3.2a) é verdadeira. Entao [10) = €10 |1)10) @ |pgo); da mesma forma, para

que a imagem de |0) ® (|0) + |1)) também seja produto, deve-se ter

(PoolPo1) = 0 e [thoo) o< [tho1) (3.3a)
ou
(toolto1) = 0 e [doo) o |Po1) - (3.3b)

Mas agora, dado que (3.2a) é verdadeira, esta segunda opgao, (3.3b), nao o pode ser, pois
caso contrario a imagem do subespago tridimensional gerado pelos vetores {|00) , |01) ,[10)}
seria C? @ |¢gg), um subespago de dimensao dois, contradizendo o fato de U ser unitdria.
Entdo, deve-se ter |01) — 01 |1)g0) ®|dg1). Como para a imagem de |11) s6 resta um vetor
da forma et |th10) @ |Po1), temos que U |jk) = ei* [1h;0) @ |pox); mais ainda, temos que
as fases 6;;, nao sao arbitrarias. De fato, para a imagem do vetor (|0)+|1)) ® (|0)+1)) ser
um produto, é preciso que e/ (0+011) — ¢ilo1+010) - Como, por construcao, fyy = 0, temos
011 = 01 + 010(mod 27). E com isto se estabelece U = Uy @ Up, onde Uy |j) = €70 [1);0)
e Up k) = e |gox).

Caso a (3.2b) fosse verdadeira, uma linha de raciocinio anéloga valeria, mas invertendo
os papéis de A e B na imagem. Dessa prépria equacao vem que U |10) = eifho |%00) & |$10),
para que a unitdria leve (|0) + [1)) ® |0) em um produto. E a tnica forma para o vetor
U |01), tal que |[0) ® (]0) + |1)) seja mapeado em um produto, e que seja consistente
com U]10), 6 U[01) = €1 |thy;) @ |¢hpo). Disto vem que U [11) = e |¢hg) @ |1o)
necessariamente, e tem-se U |jk) = eifii [%ok) ® |@j0), onde, por um argumento analogo ao
do paragrafo anterior, deve-se ter én = 501 + 910. Resulta que U = (Us ® Ug) o S, onde
Uy lj) = et [Y0;), Up k) = €0 | o) € S o operador swap.

2) Estados da forma p ]X‘fB + (1 — p)psep Pertencem ao interior dos separaveis se pgep €

d
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um estado separavel e 0 < p < 1. Isto decorre imediatamente do teorema 1 da Ref. [110]:

a matriz [45 + A, onde A é hermitiana, é separavel se ||A||]s = VTrA2 < 1. De fato, dado

qualquer p em AB, considere o estado (1 — e)[pdi;“fB + (1 —p)psep) +ep = [(1 — G)de;fB +
ep] + [(1 — €)(1 — p)psep]- A segunda componente é claramente separavel, e a primeira,
se € é pequeno o suficiente, também o serd, de forma que o estado como um todo serda
separavell.

Podemos agora formular o resultado: se uma dinamica é dada por uma familia continua
de unitdrias U(t), onde U(0) = I4p, i.e., p(t) = U(t)pUT(t), entdo a morte sibita s6 nao
ocorrerd na eventualidade de que U(t) = Ua(t) ® Ug(t) para todo instante ¢.

Para ver que isso é verdade, suponha que exista algum momento ¢, tal que U(ty) nao é
uma unitaria local. Entao deve existir algum estado puro produto [¢)pq) que é mapeado
por U~1(ty) em um estado emaranhado [temann ). Se isto nao fosse verdade, U~1(ty) e, logo,
U(to) seriam unitdrias locais?. Entao o estado inicial emaranhado |[temann), DO instante
to serd U(to) [emann) = U(to)U " (t0) |[¥prod) = |¥proa). Quer dizer, existe algum estado
inicial emaranhado que certamente tera emaranhamento nulo em ¢.

Para ver que teremos também a morte subita, no sentido apresentado nesta secao,

considere alternativamente o seguinte estado inicial p, = p dI;dBB + (1 =p) [Yemann) (Yemann|,

com p > 0 pequeno o suficiente para que o mesmo seja emaranhado, teremos p,(ty) =

P dI:cleB + (1 — D) [Yprod) (¥prod|, que pelo resultado acima, pertencera ao interior dos se-
pardveis, o que implica p,(7) separavel para 7 € (ty — €,ty + €) para algum € > 0.

Alternativamente, como a prépria U(ty) deve levar algum estado puro produto em
um emaranhado, um estado inicial dado por uma ligeira mistura do estado produto com
a identidade, comecara no interior dos separaveis e depois se tornarda emaranhado. Em
outras palavras, o nascimento subito ira ocorrer.

Resumindo, estes fenomenos sé nao ocorrem quando nao hé qualquer tipo de interagao,
por mais fraca que seja, entre os sistemas. Claramente, se a interacao entre eles for muito

fraca (na prética todos os sistemas fisicos interagem entre si em algum grau), a variagao

do emaranhamento pode ser muito sutil para ser discernida experimentalmente. Ademais,

! Na verdade, vé-se que vale uma propriedade mais geral: combinacdes convexas de um ponto interior
de um conjunto convexo, com um ponto arbitrario do mesmo, levam ao seu interior.
2 Poderia acontecer de U (t) icao d itari SWAP j das
0) ser a composicao de uma unitdria com a , mas como o conjunto das
unitarias locais, do qual a identidade faz parte, e o conjunto das unitarias locais+SWAP sao disjuntos,
existiria um instante de tempo anterior t{, no qual U(t{,) ndo pertenceria a nenhum deles.
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a preparagao dos estados iniciais e/ou a caracterizacao fiel do emaranhamento ao longo do
tempo podem ser invidveis (sendo estas provavelmente as maiores dificuldades atualmente
para se observar este tipo de efeito em laboratério).

Finalmente, observamos que, quando a familia de unitarias varia analiticamente (que é
0 caso, e.g., de um hamiltoniano independente do tempo) a morte e o nascimento stibito sé
irao ocorrer para estados mistos. O ponto é que para estados puros o emaranhamento pode
ser indicado pelo grau de mistura dos estados reduzidos, digamos, por 1 — (Trg |¥) (¥])2.
Se a familia U(t) varia analiticamente, a quantidade acima também, de forma que ela
s6 poderd se anular em instantes de tempo discretos. Quer dizer, o emaranhamento de

estados puros, para essa classe de dinamicas, nao pode morrer ou nascer subitamente.

3.3 Morte subita em dinamicas nao-unitarias

Considere uma dinamica com conjunto estaciondrio nao-trivial, St. Por conjunto esta-
cionério entendemos que para todo estado inicial p e conjunto aberto V' O St, vale que
p(t) (estado no instante de tempo t) pertence a V para todo ¢ suficientemente grande. Cla-
ramente, se uma dinamica aceita um conjunto de estados assintéticos, este sera o menor
conjunto estacionario da dinamica. De qualquer forma, da simples ilustragao da fig. 2.3,
e nela considerando a localizagao de St, podemos distinguir trés possibilidades, com con-
sequéncias para a dinamica assintética de emaranhamento: i) St C Int(S) implica que
cada estado inicial emaranhado perderd seu emaranhamento a tempo finito (morte siibita
de emaranhamento); ii) se StNAS # (), somente com esta informagao, muitas situagoes po-
dem ocorrer: morte assintotica ou subita de emaranhamento, bem como emaranhamento
nao-nulo assintoticamente; iii) se St C &, cada estado inicial ird exibir emaranhamento
assintoticamente.

Em uma classificacdo mais completa podemos distinguir ainda se o conjunto esta-
ciondario, St, consiste de um unico estado (e.g., estado de Gibbs devido a um reservatério
térmico) ou mais (e.g., estados diagonais, devido a um reservatério de fase). Neste sentido,
cada caso acima d4 origem a dois sub-casos, em um total de seis classes (ver Fig. 3.2).

Note que, nos casos ii) e iii), é possivel no primeiro, e certo no segundo, que emara-

nhamento seja criado pela dinamica, uma situacao que pode ser denominada nascimento
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1a) 1b)

2a) 2b)

3a) 3b)

Fig. 3.2: Possiveis situacoes para o conjunto de estados.

subito de emaranhamento [14]. E importante destacar que, consideradas apenas estas
informagoes parciais sobre a dinamica, tudo pode ocorrer com emaranhamento para tem-
pos curtos: ele pode morrer, ressuscitar, oscilar, etc. Ademais, esta andlise nao depende
do quantificador especifico considerado, desde que o mesmo seja continuo e estritamente
positivo nos estados emaranhados.

Dada uma dindmica que se encaixa no caso ii) pode-se encontrar estados iniciais cujo
emaranhamento morre assintoticamente, e outros em que morre subitamente. Uma ma-
neira interessante de se ter uma visao mais geral do que ocorre, é através da pergunta:
sorteado um estado inicial aleatério, qual é o comportamento mais provavel, morte as-
sintética ou subita? Dado que a dinamica pode exibir ambos os comportamentos, qual
é o mais tipico? Para responder a tal pergunta, é preciso formula-la mais precisamente.
Fixada uma dinamica para um sistema composto, uma medida de probabilidade P no
espaco de estados D, e um quantificador de emaranhamento continuo e : D — R, com
e(€) C (0,00), definimos eventos (subconjuntos de D, na linguagem da teoria da proba-

bilidade) cujas probabilidades sdo de nosso interesse.

e Estados que exibem morte sibita de emaranhamento:

MSE = {p € D|3ty, t; tais que E(p(ty)) > 0e E(p(t)) =0 para t > t;};
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e Estados que exibem morte assintética de emaranhamento:

MAE = {p € D|3(tn)2,, tn, — 00, tal que E(p(t,)) > 0 e lim o E(p(t)) = 0}.

n=1»

Note que estas definicoes nao coincidem estritamente com os conceitos usuais, pois em
geral se consideram apenas estados iniciais que ja sejam emaranhados, enquanto aqui
consideramos também a possibilidade de um estado inicial separavel que adquire emara-
nhamento em tempos intermediarios, para perde-lo posteriormente, subita ou assintotica-
mente. Ademais, consideramos, ao contrario da secao anterior, a morte subita no sentido

assintotico. A nocao estrita seria dada pelos eventos:
e MSE' = MSENE;
e MAE' = MAENE.

Se a dinamica exibe estados assintoticos emaranhados, podemos nos perguntar também

sobre os eventos:

e Estados que exibem emaranhamento assintoticamente (emaranhamento persistente):

EP = {p € Dy|3ty,c > 0 onde E(p(t)) > c para t > to};

e Estado inicialmente separavel adquire emaranhamento assintoticamente (nascimento

subito de emaranhamento): NSE = EPNS.

Ao invés de lidar com uma distribuicao de probabilidade especifica, nds iremos apenas
exigir que a mesma seja nao singular, ¢.e., conjuntos contidos em subvariedades de D com
dimensao estritamente menor do que a de D em si, tém probabilidade nula. O problema
de computar a probabilidade (volume) do evento (conjunto) S exatamente é ainda um
problema em aberto para a maioria de medidas de probabilidade.

Dada a visao geral, podemos agora olhar exemplos concretos onde, muitos deles, como
veremos, sao bem naturais e experimentalmente factiveis. Serd suficiente considerar em
todos os casos apenas sistemas de dois qubits com dinamicas descritas por equacoes dife-

renciais na forma de Lindblad (ver secao 2.1):

D £l = —[H.0] + Dl (3.42)
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onde, novamente,

Dip] = 7;(24;pAl — ATA;p — pATA)), (3.4b)
J
A; sao operadores lineares, H um operador hermitiano, e explicitamos nimeros reais
positivos 7y; na equacao.

Para a maioria dos casos que iremos tratar, os nimeros 7; serao constantes no tempo,
de maneira que, pelo teorema de Lindblad, a equacao descreve uma dinamica markovi-
ana. Em duas situagoes, no entanto, permitimos a variagao temporal destes coeficientes,
implicando em uma dinamica nao markoviana.

As dinamicas markovianas tem a vantagem de que, para o caso de dois qubits em uma
dinamica relaxante, torna-se simples identificar seus estados assintoticos: basta olhar para
o nucleo do “superoperador” L, que é um operador linear sobre o espaco das matrizes
complexas 4 x 4, ou sobre o subconjunto das matrizes hermitianas, um espaco vetorial
real.

Uma vez que o conjunto dos assintéticos serd dado pelo nticleo de um mapa linear,
aquele serd dado pela intersecao de um subespaco de matrizes hermitianas com o con-
junto dos estados mistos. A seguir, listamos cada caso, discutimos suas propriedades e

exemplificamos com uma dinamica especifica®.

Caso la): Um estado assintético em Int(.S)

Talvez o exemplo mais natural desta situacao seja o caso em que ambos os qubits, de-
notados aqui por A e B, sejam dois atomos bem separados espacialmente, interagindo
com o vacuo do campo eletromagnético a uma temperatura finita. A separacao entre
eles implica que os reservatorios térmicos sao independentes, e equagao de Lindblad que
descreve a dinamica ¢ dada por:
dp i
dt  h

3 O trabalho aqui apresentado estd publicado em [111].

[Ha+ Hp, p) + Da @ I[p] + 1 © Dylp), (3.50)
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onde
Dilo] =7i(20-;00.;— 00 ;0 — 000 ;)+ (3.5b)
V(201,80 _;—0_;0., 8 —®0_,0.;), (3.5¢)
com o4 ; sendo os operadores de Pauli para o qubit ¢, H; = Tiaz,i o hamiltoniano para

o qubit i e ~;, 7y} sdo constantes nao negativas (relacionadas ao nimero de fétons térmicos
no campo, a polarizabilidade dos atomos, seu acoplamento com o ambiente, etc.).

E facil mostrar que o sistema ira evoluir para o estado produto com ambos qubits em
seus respectivos estados de Gibbs, e ##i. Se a temperatura ¢ positiva o estado resultante,
descrito na base definida pelos hamiltonianos atomicos, serd diagonal, com todos os ele-
mentos da mesma sendo nao nulos, de forma que py = pl, e Detp! = Detp > 0. Como
mencionado anteriormente, se um estado inicial tem algum emaranhamento, ird perde-lo
certamente a tempo finito. Portanto, novamente (tal exemplo ja havia sido discutido em
[14]), podemos obter a mesma conclusao da Ref. [112], onde os autores demonstram a
existéncia de morte sibita neste modelo, para uma certa classe de estados iniciais, mas
agora para todos eles, e praticamente sem nenhum célculo.

Os eventos definidos na se¢ao 3.1 sao triviais neste caso: MAE = MAE' = NSE =
EP =0,e MSE = MSE' = E, entao P(MSE) = P(£) ou, P(MSE|E) = 1, i.e., a
unica condigao para se ter morte sibita de emaranhamento é a de que o estado inicial
seja emaranhado. Calcular o valor exato para esta probabilidade é portanto tao dificil

quanto calcular o volume dos separaveis.

Caso 1b): Vdrios estados assintéticos em IntS

Para obter uma equacao de movimento para o sistema satisfazendo esta propriedade, a
saber, ser uma dinamica relaxante com mais de um estado assintético, sendo todos con-
tidos no interior de S, fizemos uso de uma equacao de Lindblad nao autonoma. Isso
implica, em particular, que o sistema é nao markoviano. Um exemplo que atingiria o
resultado almejado pode ser dado fazendo uso da equacao do caso anterior, de dois qubits
em reservatorios térmicos independentes, mas agora, com as “constantes” de acoplamento

decaindo exponencialmente. Ou seja, efetuando a correspondéncia v +— vy exp (—kt). A
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situacao fisica correspondente, embora um tanto artificial, certamente nao é proibida.
Pode-se imaginar que em um experimento tem-se suficiente controle da interagao do sis-
tema com seu reservatorio, e esta é desligada exponencialmente. De qualquer forma,
o exemplo mostra que uma dinamica simples como esta ja é suficiente para se obter o
comportamento desejado.

Para ver isso, escrevemos a dinamica na seguinte forma (na representacao de in-

teragao):

& o(t) = e Dlp(1)], (3.6)

onde D ¢ o dissipador do Lindbladiano do exemplo anterior. Sendo p(t) a solu¢ao desta

equagao, podemos definir p(t) = (po g)(t), onde g : Ry — [0, k),

¢
g(t):/ e dt,
0

¢ uma funcao invertivel. Substituindo p na Eq. (3.6) obtemos sua equagao de movimento:

(1) = Dla(1)]. (3.7)

Quer dizer, p obedece a mesma dinamica dos dois qubits em reservatérios térmicos in-
dependentes e acoplamento constante no tempo, com solucao conhecida. Para achar o
conjunto assintGtico para esta dinamica é suficiente notar que, dado que p(t) = (pog™')(t),
entao p(t — 0o0) = p(g~(t = 00)) = p(1/k).

Geometricamente, a dinamica auténoma dada pela Eq. (3.7) deforma continuamente o
conjunto de estados D ao ponto pgims (estabelece uma homotopia entre ambos), enquanto
a versao nao-autonoma reparametriza esta deformagao. O conjunto de estados assintoticos
é entao dado por essa deformacao em um instante intermediario x~!. Fazendo x pequeno
o suficiente, podemos assegurar que o conjunto assintotico se torne inteiramente contido
em IntS, dado que pgins pertence a IntS, um conjunto aberto.

Obviamente, os eventos MSE, MAE, etc. e suas respectivas probabilidades, sao
exatamente os mesmos do caso anterior.

Notamos finalmente que, embora a discussao sobre o emaranhamento nao dependa se
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a representagdo utilizada seja a Schrodinger ou a de interagao (pois a correspondéncia
entre elas é dada por uma unitarias locais), a dindmica nao ¢ relaxante no ultimo caso.
Dado que o estado serda dado por pg(t) = exp(iHt)p(t) exp(—iHt) e limy_, o p(t) em geral,
nao ird comutar com as exponenciais, a evoluc¢ao de pg(t) nao ird convergir. De qualquer
forma, a dinamica tera um conjunto estacionario, no sentido geral discutido no inicio desta
secao, a saber, apesar dos estados iniciais nao convergirem, pode-se encontrar conjuntos
abertos tais que as trajetérias descritas pelos estados estarao inteiramente contidas neles
para t grande o suficiente, e em particular, pode-se encontrar um tal conjunto inteiramente

contido em S.

Caso 2a): Um estado assintético em 05

As equagdes (3.5) também fornecem um exemplo onde apenas um estado estaciondrio se
encontra na fronteira entre separaveis e emaranhados, i.e., o caso onde os qubits estao
sujeitos a reservatorios térmicos independentes a temperatura nula. Neste caso o estado
estacionério é o estado puro py = ]00) (00]. Este é diagonal na base computacional
e Detpl, = Detpy; = 0. Portanto, uma vizinhanga deste estado sempre contém tanto
estados separaveis quanto emaranhados. De fato, dado um estado inicial com elementos
pij, pode-se mostrar que o determinante da transposta parcial do estado no instante ¢ serd

dado por (ver Apéndice B):

Detp" (t) = e **"Det[p’ + p”(1)], (3.8a)
onde
P11 Pla P13 P23
= P12 P11+ P22 P14 P21+ 2p13 | (3.8b)
P13 Pla pu1+pss Pyt 2p1
P23 Paa T 2p13 P31+ 2p12 1

e p’(t) é uma matriz dependente de p mas cujos elementos decaem (exponencialmente)
para zero. Portanto, desde que Detp’ # 0, o sinal assintético de Detp! (¢) serd dado pelo

determinante de p/. Dada a nao singularidade das medidas de probabilidade, podemos
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excluir o evento Detp’ = 0, pois terd probabilidade nula, do computo das probabilidades
de MAE(= MAFE') ou MSE(= MSE'). Da forma de p’ é facil achar estados iniciais
tais que Detp’ é estritamente negativo ou positivo, de modo que pequenas perturbacoes
ao redor destes estados também levarao ao mesmo sinal para este determinante. Conse-
quentemente, teremos que P(MSFE) > 0, P(MAFE) > 0, sendo que os valores especificos
dependerao da particular medida usada. O ponto é que, sem restri¢goes adicionais sobre a
medida de probabilidade, ambos os eventos ocorrem.

Dada que essa dinamica nao possui estados assintéticos emaranhados, NSE = FP =

Caso 2b): Mais do que um estado estaciondrio com pontos na fronteira entre S e £

Para mais do que um estado estaciondrio nesta situacao geométrica podemos distinguir
trés sub-classes, onde os pontos do conjunto assintético, fora aqueles da fronteira, se
encontram: i) todos no interior de S; ii) todos em &; iii) alguns em S e outros em & e iv)

na fronteira 0S. Demos exemplos para cada uma destas situagoes.

Subcaso i) Dois qubits nao-interagentes, sujeitos a reservatoérios de fase independentes

servem de exemplo. A dinamica (na representacao de interacao) é dada por:

d

L =D& Ilp)+1 8 Dsl) (3.9)
onde

Dile] =(0.;® Oui— o), (3.10)

com 7 uma constante positiva. Esta dinamica pode ser implementada experimentalmente
para fons em um armadilha [109] (sendo os qubits correspondentes aos spins de cada
ion). E facil mostrar que, se escritos na base computacional, a evolucao sera dada por
decaimentos exponenciais dos elementos de fora da diagonal, enquanto os da diagonal

permanecem constantes. O conjunto de estados assintéticos serd dado entao por um
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conjunto a trés parametros:

pr 0 0 O
0 ps 0 0
Pst = s (311)
0 0 ps O
0 0 0 ps

: 4
comp;, >0parai=1,...,4e)>  p =1

Novamente, os estados assintéticos sdo diagonais na base computacional e Detp =Detp'.
Duas alternativas sao possiveis: estes determinantes sao zero ou positivos. Novamente, o

emaranhamento pode decair assintética ou subitamente, como os seguintes estados ilus-

tram:
ppr 0 0 O
0 c 0
pt=0)=| " , (3.12)
0 ¢ p3 O
0 0 0 py

com |c| > 0 (consequentemente, p; > 0 e p3 > 0). A evolugao serd dada por estados
da mesma forma mas com |c(t)| decaindo exponencialmente, tal que d* (t) = paps(p1ps —
le(t)]?). E evidente entio que, se p; ou py sdo inicialmente nulos, o emaranhamento
decai assintoticamente para um estado na fronteira de S. Mas se ambos sao positivos
e pips < |c(0)]?, entdo ird morrer subitamente enquanto converge para um estado no
interior de S.

Muito embora exemplos especificos possam ser encontrados em ambas as situagoes,
o caso tipico é definitivamente a morte subita. De fato, a condicao Detp=0, implica
P(0D) = 0. Neste caso temos ainda MAE = MAE e MSE = MSE'. Dado que
o estado sorteado é emaranhado, ele certamente exibira morte subita se Detp > 0 ja
que convergird para um estado no interior de §. Entao, ja que P(IntD) = 1, temos:
P(MSE) = P(MSENIntD) = P(€ NIntD) = P(E), i.e., P(MSE|E) = 1. Da mesma
forma, um estado exibird MAE somente se Detp = 0 e convergira para um ponto em 95,

portanto P(MAE) < P(9D) = 0.
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Como essa dinamica nao tem estados assintéticos emaranhados, NSE = EP = ().

Subcaso ii) Para este caso, consideramos dois qubits idénticos e interagentes com um re-
servatdrio comum, como ocorre dois d&tomos de dois niveis espacialmente préximos (com-
parado com o comprimento de onda definido pelas suas energias de transi¢do) em um
campo térmico. A dinamica neste caso pode ser descrita pela seguinte equacao mestra

(também na representagao de interagao) [113]:

dp

dt Y2J_pJy — JyJ_p—pJiJ)

+Y' (20 pd- = J_Jip = pJ-Jy), (3.13)

com Ji = 04 4 + o0+ p. Um modo conveniente de analisar esta dinamica é através da
escolha de base! para matriz densidade {|11),|¥,),]00),|¥_)}, resultando no conjunto

de equacoes:

P11 = —27p11 + 279 paz,

P22 = 2(p11 — paz) + 29 (p33 — paz),

P33 = 27pa2 — 27/ pas,

paa =0,

P12 = —27p12 + 27 pas — V' 12, (3.14)
P13 = —Yp13 — 7 i3,

P14 = —7VP14,

P23 = —Ypas + 27p12 — 27 pas,

P24 = —Ypas — 7 pas,

P34 = —7/034-

O reservatorio a temperatura nula corresponde ao caso v/ = 0. E facil ver destas
equagoes de movimento que os estados [00) e |U_) sdo estados estaciondrios (e, portanto,

também misturas estatisticas entre eles) assim como toda suas combinagoes lineares. O

*Sendo W) = —5(|01) +[10)).
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conjunto de estados assintoticos é dado, nesta base, por estados da forma:

0 0 0 0
00 0 0
Pst = (315)
0 0 1—pa paa
00 p3y  pu

correspondendo aos estados com suporte no subespaco gerado por |00) e |¥~), podendo
ser identificado com uma bola de Bloch contida em D. Todos os estados tém pelo menos
um auto-valor nulo, de forma que estdao contidos em 0D. E facil ver que Detpl = 0
se pig = 0 e Detp! = —(pss/2)* < 0 caso contrdrio, de forma que este conjunto nio
tem nenhum ponto em IntS: a bola de Bloch toca o conjunto dos separaveis em apenas
um ponto. Algumas propriedades podem ser imediatamente inferidas sobre a dinamica
de emaranhamento nesta geometria: a) o emaranhamento de um estado inicial pode
persistir (e.g., o estado de singleto é estaciondrio);b) pode ser criado (tome qualquer
estado inicial separavel com populagao ndo nula no estado de singleto); ¢) em principio,
o emaranhamento pode morrer subita ou assintoticamente. De fato, pode se identificar
estados onde isto ocorre, mas apenas a) e b) sdo comportamentos tipicos.

O fato da populacao no singleto ser uma constante de movimento simplifica con-
sideravelmente a andlise aqui pois, caso um estado inicial tenha uma populagao nao
nula no singleto, convergira para um estado emaranhado. O evento formado por to-
dos os estados com populacao nao-nula no singleto tem probabilidade um, conclui-se:
P(EP) = 1,P(NSE) = P(S), ou P(NSE|S) = 1. Disto extraimos imediatamente
também que P(MAE) = P(MSE) = P(MAE') = P(MSE') = 0, i.e., a probabilidade
do emaranhamento se anular assintoticamente é nula.

Mesmo assim, é possivel identificar exemplos atipicos que exibem MSE ou MAE. Con-
sidere, por exemplo, a familia de estados iniciais onde os unicos elementos nao-nulos
Sa0 p11, P22, p33- Das egs. (3.14) segue que estes continuarao sendo os unicos elemen-
tos nao nulos. Se valer ainda que p;; = 0 o comportamento serda bastante simples:
p11(t) = 0, paa(t) = paoe™ p33(t) = 1 — poa(t). Entdo, se pay # 0, o estado perma-

necerda emaranhado para todo ¢ (mistura de um estado de Bell com um estado ortogonal
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separavel) e decaird assintoticamente, i.e., exibira MAE. Por outro lado, se p;; # 0, o
comportamento ainda serd simples a o determinante da transposta parcial assumira a

forma (ver Apéndice A):

Detp" (t)

! paa(t)

= pre 2 4 P(t)e"”t, (3.16)

onde paa(t) > 0 e P(t) é um polindémio de segunda ordem com coeficientes determinados
pela matriz densidade inicial. Ja que p;; # 0, este determinante sera positivo apds certo
instante, i.e., o estado se tornard separavel. Se, e.g., p33 = 0, p11 # 0, pea # 0 0 estado é

emaranhado e portanto exibira MSE.

Subcaso iii) O reservatério do subcaso anterior, se tomado a temperatura positiva, for-
nece o exemplo e, para simplificar a analise, tomamos o limite de temperatura infinita
(v =1 na eq. (3.13), pois v/+' = "TH, onde n é o numero de fotons térmicos associados
a temperatura do reservatério). E interessante que, independentemente da temperatura,
o singleto é estacionario assim como a populacao de singleto de qualquer estado inicial.

Das equacoes de movimento segue imediatamente que os estados estacionarios sao:

2o 0 0
0 2 0 0
Pst = 0 1-p 0 s (317)
3
0 0 0 p

onde p é a populagao de singleto do estado inicial. Quer dizer, sao os estados de Werner.

O determinante da transposta parcial é simplesmente (3 — 12p?)/36 sendo negativo
para p > 1/2 e positivo para p < 1/2. O conjunto de estados assintdticos formam
entao um segmento de reta em D com ambas as extremidades, aquelas em que p = 0 ou
p = 1, na borda de D, uma no interior de S e a outra em FE, respectivamente, e a linha que
intersecta a fronteira entre S e E corresponde a p = 1/2 (veja fig. 3.3). J& que a populagao
no singleto permanece fixa, ela nos permite identificar o estado assintético de qualquer
estado inicial. Um estado entao tera emaranhamento assintoticamente se, e somente

se, pay > 1/2 de forma que P(EP) = P(Ds1/2 = {p € D|pss > 1/2}) > 0. Claramente
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pmix tripleto

psingleto

Fig. 3.3: Conjunto dos estados assintéticos para dois qubits interagindo com um reservatorio
comum a temperatura infinita. Aqui, pmiz tripier = 3 (|11) (11 + [¥4) (U4 |+ 00) (00]).

P(NSE) = P(D+1/2NS). Ja que um estado pode exibir morte assintética se, e somente se,
relaxa para a fronteira entre S e &, temos que P(MAE') < P(MAE) < P(IMAEN{p €
Dlpss = 1/2}) = 0, sendo este comportamento portanto atipico. A MSE, por outro
lado, tem probabilidade positiva. De fato, um estado inicial emaranhado apresentard o

fendmeno se, e somente se, py < 1/2, entdo P(MSE') = P(EN{p € D|pss < 1/2}) > 0.

Subcaso iv) A combinagao dos reservatérios dos dois casos anteriores é um exemplo
desta situacao. Se temos o qubit A sujeito a um reservatério de decaimento, e o qubit B a
um de fase, o sistema exibird o comportamento desejado, uma situacao que pode ocorrer
experimentalmente caso se emaranhe um atomo no vacuo com um spin sob a acao de um
campo magnético estocastico. Ou seja, a dinamica do sistema sera descrita pela equagao
mestra na forma (3.9), mas com D, dado pela eq. (3.5b) (com ¢ = A e vy = 0) e Dp pela
eq. (3.10) (com i = B). E fécil ver que o conjunto de estados assintéticos serd constituido
pelos estados produto onde A se encontra no estado |0) e B serd descrito por uma matriz

diagonal (na base computacional), de forma que os estados globais assumem a forma:

Pst = y (318)

o o o O

o o8 o

o o o O
@)

para 0 < p < 1. Qualquer que seja o valor de p teremos Detp,=Detpl, = 0 portanto eles

de fato pertencem a dS. E claro que aqui P(NSE) = P(EP) =0, ja que nao ha nenhum
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estado assintético emaranhado, mas para analisar as probabilidades dos outros eventos,
usamos a solucao exata da dinamica e escrevemos o determinante da transposta parcial

a forma;

Detp(t)' = fi(p)e ™ + ... + fulp)e ™, (3.19)

onde as fungoes f; dependem apenas do estado inicial, e Ay < Ay < ... < \,. Desta forma,
enquanto f; # 0, o sinal assintético de Detp(t)' serd dado pelo sinal de f;. Denotando

por v4 e vg a taxa de atuacao de cada reservatério, ocorre que A\; = 2A4 e f; = Detyp/,

onde:
pii o Pi 0 0
§ = pr2 puitp2 0 0 ' (3.20)
0 0 P33 P34+
0 0 P34 P33+ P44

J& que essa é definida positiva (assumindo que p o seja), o sistema ird atingir o estado
assint6tico pelo interior dos separaveis se fi(p) > 0. Mas o evento fi(p) = 0 tem proba-
bilidade nula, entao concluimos que P(NSE’) = 1 enquanto P(MAE) = P(MAFE') =0,
quer dizer, um estado inicial emaranhado iré exibir morte sibita com probabilidade 1,
em contraste com o caso dos reservatérios independentes a temperatura nula, onde morte
subita e assintotica tém probabilidades positivas. Mesmo assim, é possivel encontrar es-

tados especificos onde a morte assintética toma lugar. Por exemplo, considere o estado

inicial:
0 0 0 0
0 0
p— P22 P23 (3.21)
0 p53 psz O
0 0 0 0
o determinante da transposta parcial serd entdao Detp(t)! = —|pas(t)[*pa2(t)p33(t) sendo

negativo para todo t se po3, 2o € p33 inicialmente nao-nulos.
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Caso 3a): Um estado assintdtico em E

Dinamicas com tais estados assintoticos podem ser obtidas na forma de equacoes de
Lindblad autonomas, no minimo, formalmente. De fato, fixado um estado arbitrario do
sistema, existem infinitos Lindbladianos que este estado com tnico estado assintoético,
em particular aqueles com um tunico operador de Lindblad e com a parte hamiltoniana
nula [114].

Um modo natural de realizar uma dinamica com esta propriedade é através de um
reservatério térmico a baixa temperatura. Neste caso, no entanto, qubits interagentes
em um reservatério comum sao necessarios, quer dizer, um reservatério que leva o es-
tado inicial ao estado de Gibbs, exp(—fH)/Trexp(—SH), onde H denota o hamiltoniano
que descreve a dinamica fechada dos qubits. Tipicamente, o estado fundamental é nao-
degenerado e emaranhado, de forma que, se 5 é grande o suficiente, obtemos a dinamica
desejada.

Para dar uma imagem mais concreta, considere, por exemplo, dois qubits interagentes,

descritos pelo hamiltoniano:

1 1
H = SWIzA + JWIsB +g(04A0_p+0_ 404+ B) (3.22)

com w, g constantes positivas satisfazendo g > w. Os autovalores para este hamiltoniano
sdo, em ordem crescente, —g, —w,w, g, com autovetores |¥_) |00),|11),|V,), respecti-
vamente, levando a um estado fundamental emaranhado. Denote por i), i = 1,...,4,
estes autovetores de acordo com a ordem dos seus autovalores. Podemos considerar um
reservatorio térmico a temperatura nula que induzirda decaimentos entre estes estados de

de forma markoviana, tal que o dissipador seja:

Dlp] = Z%‘j@%jﬂaﬁ — 04ip — pojj), (3.23)
i<j
onde 0;; = |i) (j| e 7i; s@o constantes nao negativas. Um dissipador deste tipo pode

ser derivado de um modelo microscopico, por exemplo, adaptando-se os resultados da
Ref. [115] ao hamiltoniano considerado aqui.

Assim como no caso la), os eventos e probabilidades que estamos interessados sao
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triviais: SBE = S, AE = D, i.e., cada estado inicial ir4 adquirir emaranhamento para
tempos suficientemente grandes, em particular os separaveis, portanto P(NSE) = P(S)
e P(EP) = 1. Ja que o emaranhamento nunca se anula, MAFE = MAE' = MSE =
MSE' =10.

Caso 3b): Vdrios estados assintéticos em E

Exemplos para este caso podem ser encontrados pelo mesmo “truque” usado no caso 1b):
tomamos um lindbladiano com apenas um estado assintético e inserimos um acoplamento
dependente do tempo multiplicando o dissipador. O mesmo argumento pode ser aplicado
sobre o conjunto de estados assintéticos da dinamica subsequente (na representacao de
interagao), portanto, se a taxa de decaimento do acoplamento é pequena o suficiente, o
conjunto de estados assintéticos serd um pequeno “borrao” ao redor do estado assintotico
da dinamica com acoplamento constante.

Ao contrario do caso 1b), no entanto, no que diz respeito ao emaranhamento, é im-
portante agora se a dinamica é dada na representacao de Schrédinger ou na de interagao,
pois sua correspondéncia é dada por unitarias globais. Pela mesma razao que antes, a
dinamica nao sera relaxante na representacao de Schrodinger, mas ainda podemos achar
um conjunto assintotico nao trivial, desta vez, inteiramente contido em &£. De fato, di-
minuindo a taxa de decaimento do acoplamento com reservatério, podemos diminuir a
vontade o diametro do conjunto dos estados estacionarios na representacao de interagao,
que por sua vez, sempre contém o estado fundamental do sistema. Agora, transformacoes
unitdrias sao isometrias, de forma que o conjunto de estados assintéticos € mapeado em
conjuntos de mesmo diametro na representagao de Schrodinger. Mas essas transformacoes
unitarias tém o estado fundamental como ponto fixo, de forma que estes conjuntos sempre
o contém. Ja que &£ é aberto, e dado que o diametro seja pequeno o suficiente, podemos
nos assegurar que eles estarao dentro de & (ver fig.3.4).

Como consequeéncia do pardgrafo anterior, as probabilidades dos eventos em consi-

deracao neste caso sao triviais e idénticas as do caso anterior.
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Fig. 3.4: Representacao das trajetérias da dindmica do caso 3b), nas representacoes de Interagao
(esquerda) e Schrodinger (direita). Muito embora na representagao de Schrodinger a
dinamica nao seja mais relaxante, assintoticamente todos os estados permanecem den-
tro de um conjunto de mesmo diametro (e volume) do conjunto de estados assintéticos
na representagao de interagao, tendo ambos um ponto em comum.



4. DINAMICA DE EMARANHAMENTO EM VARIAVEIS
CONTINUAS

Em uma série de trabalhos, Paz e Roncaglia estudaram certos diagramas de fase para o
comportamento assintético do emaranhamento de dois osciladores harmonicos interagen-
tes, restritos a estados gaussianos e expostos a um reservatorio térmico comum [15, 16].
Os diagramas sao em termos do parametro de compressao de dois modos e a temperatura
do reservatério e, para o caso ressonante (ambos osciladores com mesma energia), trés
fases distintas sao observadas: o emaranhamento pode morrer subitamente, efetuar ciclos
de morte e nascimento perpetuamente, ou pode persistir. Em um trabalho posterior, Cor-
mich e Paz obtiveram resultados semelhantes para um sistema de dois fons armadilhados,
objetivando a observacao experimental destes efeitos [116]. Sob uma perspectiva distinta,
Pielawa et al. propuseram uma maneira de usar um reservatério arquitetado para se gerar
estados gaussianos emaranhados de dois modos [10].

Neste trabalho® nés fizemos um estudo triplo: generalizamos os estudos de Paz e Ron-
caglia, ao construir diagramas de fase para variaveis distintas, e em sistemas nao somente
sujeitos a reservatorios naturais, mas também ao reservatorio arquitetado proposto por
Pielawa et al. [10] (a ser descrito adiante); mostramos como tais diagramas podem ser
obtidos experimentalmente; e, como consequéncia, obtivemos a robustez do reservatorio
arquitetado contra ruido térmico, para fins de geracao de estados emaranhados.

Na proxima secao descrevemos como opera o reservatorio arquitetado, com fins de
criar emaranhamento entre dois modos de campo eletromagnético, bem como a equacao
que rege o sistema como um todo. A secao 4.2 é a parte central do trabalho, onde a
dinamica de emaranhamento dos dois modos é discutida. Uma proposta experimental é
descrita na se¢ao 4.3, para se observar as “fases dinamicas” do emaranhamento, seguida

de um estudo da robustez do método proposto em Ref. [10] para se gerar emaranhamento.

! Publicado em [117].
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Gerador de microondas

Cavidade
—— atomos
— X
Forno C
Preparagéo Campo externo

Fig. 4.1: Esquema do aparato para se implementar o reservatério arquitetado.
4.1 FEmaranhamento de dois modos devido a um reservatorio arquitetado

Considere dois modos do campo eletromagnético de uma cavidade com alto fator de quali-
dade, com frequéncias wy e wy. O reservatério arquitetado sera dado por um feixe rarefeito
de dtomos passando através da cavidade (somente um &tomo permanece dentro da ca-
vidade de cada vez). Os dtomos sdao primeiramente preparados em uma superposigao
especifica de dois estados de Rydberg, denotados por |g) e |e), que entdo passam pela ca-
vidade, onde interagem com os dois modos nao-degenerados, enquanto um campo classico
(que pode ser injetado externamente, em uma configuragdo de cavidade aberta) satura
a transi¢ao de dipolo, bombeando os dois modos (ver Fig. 4.1). O hamiltoniano que

descreve tal situacao é:

H = hwyoto™ + Qe “Elot 4 “Llo™)

+ Z[hwia;rai + hgi(a;ot +alo™)], (4.1)

onde wy é a frequeéncia de transicao entre os niveis atomicos, g; sao as constantes de
acoplamento entre d4tomo e modos de campo, o™ and o~ sao os operadores “escada” do
atomo. A interacao do dtomo com o campo externo classico, com constante de acopla-
mento €2, é descrito pela parte dependente do tempo. Para referéncias futuras, definimos
A = wy, — wp, a dessintonia entre o &tomo e o campo externo.

Os autores exploram diferentes aproximacoes e redefinigoes dos modos. Aqui néds
focaremos no regime em que (i) o acoplamento do 4tomo com o campo cldssico é muito
maior do que aqueles com os modos da cavidade, || > |g;|; (ii) definindo d = vV A? 4 402

e escolhendo wy, de forma que wy, —w; = ws —wy, = d, com a condigao g = g; = go. Dentro
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deste regime o hamiltoniano de interacao pode ser aproximado por:

Hipy ~ —hQy(bim™ + biﬂ*), se A >0, (4.2a)

Hipe ~ BB~ + byr™), se A <0, (4.2b)

onde 7" e 7~ sdo os operadores escada para os estados vestidos semicldssicos |+) =

sinf |g) + cosfle) e |—) = cosf|g) — sinf|e), com tanf = 2Q/(d — A), Q, é definido

pelo acoplamento entre o dtomo e os modos da cavidade, Q, = g/(1 —p)/(1+ ),
onde p = tan?0 [u = (tand)~?] se |tand| < 1 [[tanf| > 1], i.e., u é determinado
pelos parametros cldssicos do campo. Os novos modos sao by = ST(r,)ai@S(r,) =
cosh |r,|ai2) — ‘:—msinh\m\ag(l) definidos pelo operador de compressao de dois modos:
S(ry) = exp(rja1az — rualal), e r, é o parametro de compressao r, = arctanhy.

Se, apds a interagao, os dtomos sao ignorados, o hamiltoniano da eq. (4.1) implica
em uma dinamica de sistema aberto efetiva para os modos do campo. As egs. (4.2) nos
mostram que para A < 0, a interacao se reduz a um hamiltoniano de Jaynes-Cummings
[118] entre os estados vestidos semiclassicos e o modo be. Neste caso, é possivel simular
um reservatorio de dissipacao a temperatura nula para este modo, se os atomos sao inicial-
mente preparados no estado |+), e seus tempos de interagao com a cavidade, 7, satisfazem
Q7 < 1 [119]. J& para A > 0, temos um hamiltoniano de anti-Jaynes-Cummings para
o modo b;. De forma anéloga, se os atomos agora entrarem no estado |—), simula-se um
reservatério a temperatura nula para este modo.

Nés chamaremos estes atomos de tipo 1 (2). Se um feixe de atomos do tipo j passa
pela cavidade, um de cada vez, a dinamica do campo serda markoviana, dada por uma

equagao diferencial na forma Lindblad [21]:

dp

T = Dialp), (4.32)

onde o dissipador arquitetado é dado por [119]
Dj arg(p) = 2r5(20;0b5 — blb;p — pblby), (4.3D)

enquanto k; = (14 ;Q72)/4 com 7, ; sendo a taxa com que os dtomos do tipo j entram
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na cavidade.

4.2 Dinamica em um reservatorio arquitetado e sujeito a ruido térmico

Se uma fonte randomica define simultaneamente o tipo de atomo, bem como um campo
elétrico apropriado no interior da cavidade, o dissipador para o reservatério arquitetado

adquire a forma

Darg(p) = Di,arg(p) + Da.arg(p), (4.4)

com K; = (14 ;Q27%) /4, rarj sendo o fluxo de dtomos do tipo j.

A dinamica de emaranhamento se tornara mais rica quando considerada conjunta-
mente com a dissipagao natural e o ruido térmico de cada modo, efeitos que, em experi-
mentos usuais em cavidades de microondas, podem ser bem descritos por uma equacao

mestra na forma de Lindblad, com dissipador D ;:

Dyat(p) = Z Ai(nr, + 1)(2aipa] — alaip — pala;)

+ \ing (2! pa; — azalp — paal), (4.5)

onde ng, denota o nimero de fétons térmicos e A; a taxa de decaimento do modo 7. O
ntmero de fétons térmicos serd aproximadamente o mesmo se |w; — wy| < w;, de forma
que a partir de agora assumiremos np, = nrp.

Finalmente, a equagao mestra completa que ird reger o sistema serd

d
d_i - Dszt(p) + DAN](ﬁ)? (46)

com o dissipador dado pelas egs. (4.4) and (4.5).

Em um procedimento experimental, deve-se na verdade considerar a evolucao no refe-
rencial do laser. Neste caso, oscilagoes réapidas (com frequéncias da ordem de d) entre os
modos tomarao lugar. Como consequéncia, na escala de tempo granulada assumida para
a validade das aproximagoes, algumas coeréncias da matriz densidade irao se anular, tor-

nando a analise tedrica mais complicada. No entanto, a equacao acima ainda sera valida
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para alguns estados iniciais, que nao serao afetados por essas oscilagoes. Desta forma,
no resto desta segao iremos explorar as propriedades tedricas da Eq. (4.6), considerando
varios estados iniciais, mas posteriormente, na parte concernente a proposta experimen-
tal, iremos garantir que os estados iniciais sejam robustos com relagao a esses efeitos da
granulagao na escala de tempo.

Notamos ainda que, a primeira vista, essa grande separacao entre os modos da cavidade
iria proibir, no regime aqui considerado, a presenca de termos combinados do tipo alag na
equacao mestra (3.9), dado que eles oscilariam rapidamente em comparagao com escala
de tempo total do experimento e até com o tempo de interagdo de cada atomo [o que
é essencial, para que se possa adotar o hamiltoniano aproximado (4.2)]. E, de fato, os

(1) (1)

unicos termos presente na equagao sao da forma ay'’as’, e estes nao oscilam no referencial

do laser.

4.2.1 Reservatorio simétrico: regime assintotico

Passamos agora ao estudo da dinamica de emaranhamento determinada pela eq. (4.6).
Dada a forma especifica dos dissipadores, em que todos os termos sao no maximo quadraticos
em a; e as, vemos que um estado inicial gaussiano permanecera gaussiano, portanto pode-
mos nos restringir aos mesmos. Suponha primeiramente que ambos os tipos de atomos en-
tram na cavidade com igual probabilidade, assim como, por simplicidade, que k1 = ko = K.

As equagdes de movimento para os segundos momentos serao entao:

n; = —2(k+ A)n; + 2k|B]* + 2\nr, (4.7a)
m; = —2(k+ A\)my, (4.7b)
me = —2(k+ N\)m. + 2kAB”, (4.7¢)
ms = —2(k+ \)ms, (4.7d)

com A = cosh(r), B = ¢sinh(r), onde r é o parametro de compressio e ¢ o angulo de

compressio entre os modos b; (r, = re®). Isto nos d4 uma dinamica relaxante, com a
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matriz de covariancia assintoticas:

nis+3 0 0 Me, f
V= O matr My ’ , (4.8)
0 Mey  Mog+ s 0
my 0 0 nay+ 3
_ |B?>+nrR

4B e a razio R = A/ foi introduzida.

onde ny ;= mng s = R Mef = Tias

O critério de Simon pode agora ser aplicado para determinar se tais MC representam
um estado emaranhado ou separavel. Aplicando a mesma forma de pensar do capitulo
anterior, vemos que S (Vp f) > 0 (onde S ¢é a quantidade definida na eq. (2.28a)) implica
um estado assintdtico no interior dos estados separdveis (gaussianos). Isto pode ser visto
notando que a fungao S é continua, de forma que deve existir uma “bola” de EG ao redor
do estado assintotico em que S é estritamente positiva, 7.e., uma bola de EG separaveis.
Portanto, isto se traduz dinamicamente como morte sibita de emaranhamento, porque
podemos dizer com certeza que, para cada EG inicial, existird um instante 7" tal que o
emaranhamento sera nulo para t > 7. Em principio, no entanto, um estado inicial pode
efetuar oscilagoes antes de se anular em definitivo, ou um estado inicialmente separavel
pode primeiramente adquirir algum emaranhamento e (necessariamente) perdé-lo pos-
teriormente. Estes comportamentos nao-assintéticos serao discutidos em mais detalhes
adiante (se¢ao 4.2.2).

Por outro lado, estados satisfazendo S (Vp f) < 0 representam uma situacao de emara-
nhamento persistente (assintoticamente falando). Note entao que tal reservatério pode de
fato criar emaranhamento, dado que essa era justamente a ideia da proposta da ref. [10].
Mas, novamente, a dinamica intermedidria pode exibir comportamentos diversos; por
exemplo, um estado inicialmente emaranhado pode perder todo o seu emaranhamento
para (necessariamente) recupera-lo posteriormente, como serd exemplificado adiante.

A situacao excepcional é dada por S (Vp f) = 0, quando cada estado inicialmente ema-
ranhado pode ter dois destinos, morte stubita ou assintotica de emaranhamento, depen-
dendo das particularidades do estado inicial. Contrariamente as duas situagoes anteriores,
este caso requer conhecimento completo da dinamica para que se possa determinar seu

comportamento assintético.
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A situacao aqui estudada admite um tnico estado assintotico para cada conjunto fixo
de parametros, sendo esta a razao de nao podermos ver infinitos ciclos de nascimento e
morte (ver inicio da segao 4.2.2), como na ref. [15, 16|, que emergiriam em uma dinamica
com Orbitas assintoticas, ao invés de estados assintoticos.

Na fig. 4.2, exibimos as regides no espago de parametros R X np onde a o estado
assintotico é separavel ou emaranhado, definindo o destino do emaranhamento. A curva
que delimita a fronteira ente as regioes assume a forma simples:

e’r —1

— (4.9)

nr =

A interpretagao fisica é simples mas significativa. Fixado o reservatério, para qualquer
constante de acoplamento positiva, R, havera uma temperatura, definida por nr, que
por sua vez obedece (4.9), tal que, abaixo desta temperatura o estado assintético serd
emaranhado, devido a agao do reservatério arquitetado, enquanto que para temperaturas
acima desta, o estado serd separavel, devido ao ruido térmico (local).

Para qualquer conjunto de parametros dos reservatérios, aplicamos o critério DGCZ
e encontramos o par de quadraturas do tipo EPR cuja somas das variancias é minima,
obtendo X1’¢ — Xg@ e Png + P27¢, onde (Xi,¢, P@qg)T = R2¢<$i,pi)T, Rgd) é a matriz re-
presentando uma rotacao no plano, por um angulo 2¢, ¢ sendo o angulo de compressao
definido pelo reservatorio. Isto é esperado, ja que o reservatério arquitetado tenta levar
o estado inicial a um estado de dois modos comprimido, sabidamente comprimido nes-
tas quadraturas. Ja o reservatorio natural, por outro lado, alarga suas dispersoes. De
forma que a decisao final sobre o emaranhamento ou separabilidade do estado assintético
dependera desta competicao entre os reservatérios: um alargando todas as quadraturas,
enquanto o outro tenta comprimir um par especifico.

Dado que os estados assintoticos aqui exibidos sao simétricos, podemos aplicar a
eq. (2.29) para calcular seu emaranhamento de formagao. Na fig. 4.3, exibimos estes
valores como funcao de R para alguns valores fixos de ny. Para um numero nulo de
fotons térmicos, o emaranhamento é positivo para quaisquer valores de R. No entanto,
para cada valor positivo de ny, existe uma taxa maxima de dissipagao a partir da qual o

estado se encontra no interior dos separaveis (& medida que o acoplamento com o reser-
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Fig. 4.2: Representacao dos estados assintéticos, no que diz respeito ao seu emaranhamento,
determinados pelos parametros np e R do reservatério, para » = 1 e ¢ arbitrario.
Abaixo da curva eles sdo emaranhados, e acima, separdveis.

vatdrio natural cresce, efeitos térmicos se tornam mais significativos), correspondendo ao

regime onde ha a morte subita.
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Fig. 4.3: Emaranhamento do estado assintético como funcao de R = A/k para alguns valores
de, np, com r = 1 e ¢ arbitraria. Enquanto o emaranhamento é sempre positivo para
nr = 0, se ny > 0 sempre ha algum valor de R a partir do qual o emaranhamento é
nulo.

4.2.2 Reservatorio simétrico: dinamica nao assintotica

Aqui discutiremos em mais detalhes a dinamica intermediaria do sistema. Esta tarefa
é facilitada reconhecendo que, pelas egs. (4.7), a dinamica sempre ird descrever uma

reta no espago de parametros da MC (ny,ns), muito embora a trajetéria no espago de
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estados em si nao seja necessariamente uma reta, para qualquer estado inicial; e que o
conjunto de estados separaveis é também convexo neste espaco de parametros. Em outras
palavras, as trajetérias das MC serao linhas retas se aproximando exponencialmente da
MC assintdtica, V,,. De agora em diante, fixaremos ¢ = 0, para a simplicidade da andlise.

Comecemos com a situagao em que os parametros do reservatoério satisfazem a eq. (4.9),
de forma que o estado assintético correspondente se situa na fronteira entre separaveis e
emaranhados. Restringindo nossa atengao aos estados iniciais com MC tais que n; = ny =
n, m. é real e todos os outros parametros sao nulos, as egs. (4.7) manterao a dindmica neste
subconjunto. Na fig. 4.4 apresentamos um diagrama representando os valores de n, m.. tais
que a MC correspondente é fisica ou nao, emaranhada ou nao. A fronteira entre separaveis

3

ndo-fisica

Fig. 4.4: Representacao das matrizes de covariancia com n; = ny = n, m. > 0 e todos os outros
elementos iguais a zero. A regidao onde os parametros representam estados quanticos
esta dividida por uma linha reta, acima da qual todos os estados sao emaranhados,
enquanto abaixo, separaveis. Ambas as regides sdo convexas nos parametros.

e emaranhados é dada pela linha reta n = m,., de forma que a regiao emaranhada é convexa
neste parametros. E facil visualizar a dindmica nesta situacao, usando o fato de que a
dindmica serd descrita por uma linha reta no espago n x m,, dos valores (ng, m.o) aos
valores (ng,me ) do estado assintdtico, definidos pelos parametros do reservatério r e
R [juntamente com nr dado pela Eq. (4.9)]. Se estes parametros sao tais que (ng,m.p)
representa um estado emaranhado, e dado que (ny, m. ) pertence a linha n = m,, toda a

trajetoria estara contida na regiao emaranhada, por convexidade, i.e., 0 emaranhamento se
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anulard assintoticamente. Para ilustrar este ponto, plotamos na Fig. 4.5 (linha tracejada)
a evolugao da fungdo S de Simon, parametrizada por p(t) = 1 — exp [—2(k + A)t], de um
estado inicial com ng = 1 e m.o = 1.0125 a um estado assintético com ny = m.; = 1.
Seu valor é inicialmente negativo, dado que o estado é emaranhado, e se mantém negativo

para todo t.

-0.2 .

Fig. 4.5: Evolugao da fungao de Simon S, parametrizada por p(t), para trés situagoes distin-
tas. A linha continua corresponde a um estado inicialmente emaranhado, que entra
na regiao separavel em tempo finito e converge para um ponto na fronteira. A linha
pontilhada é para o mesmo estado inicial, mas o reservatério é tal que o estado as-
sintdtico correspondente é emaranhado, com sistema perdendo todo emaranhamento
para recuperd-lo posteriormente. Finalmente, a linha tracejada corresponde a situagao
de morte assintética de emaranhamento.

Para exemplos de morte sibita, considere o conjunto de estados com n; = ny = n,
m. = 1 e my = my = m um numero real. Na fig. 4.6, exibimos um diagrama analogo
aquele da fig. 4.4, e vemos que o conjunto de estados emaranhados nao é mais convexo.
Se o estado assintético é tal que m. = 1, a trajetéria também pode ser descrita neste
diagrama, novamente como uma reta. Sendo o conjunto dos emaranhados nao convexo
neste caso, é possivel ter um estado inicial que perde todo o seu emaranhamento a tempo
finito, mesmo que o estado assintético esteja na fronteira entre as regides. Por exemplo,
podemos tomar parametros para o reservatorio tais que ny = m.; = 1 e uma MC inicial
com elementos nyg = 1.2, my = 0.5, e m.p = 1. Na fig. 4.5 (linha continua) plotamos,
como antes, a funcao S do estado evoluido. Vemos que a mesma ¢ inicialmente negativa,
representando um estado inicialmente emaranhado, se torna positiva em tempo finito, de

forma que estado perde seu emaranhamento, e permanece estritamente positiva até p = 1
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Fig. 4.6: Representacao da matrizes de covariancia para ny =ne =n, my = mg =m > 0, m, =
1 e todos os outros elementos iguais a zero. A regiao destes parametros correspondendo
a estados fisicos esta dividida pela curva tracejada, acima da qual todos os estados sao
emaranhados, enquanto abaixo, sdo separaveis. Agora a regiao dos emaranhados nao
é mais convexa nos parametros.

(ou t — 00), pois o estado converge para um ponto da fronteira.

Se perturbamos ligeiramente os parametros do reservatorio de forma a tornar este es-
tado inicial emaranhado, mas tomando o mesmo estado inicial, a curva na figura sera ligei-
ramente distorcida mas agora ird cruzar o eixo p duas vezes, o que significa que o estado
perde seu emaranhamento a tempo finito, mas o recupera posteriormente, mantendo-o
pelo restante da dinamica (veja linha pontilhada da fig. 4.5, com os parametros ny = 0.95
e me s = 1 para o estado assintético), uma possibilidade mencionada anteriormente. Isto
é uma consequéncia do fato de os estados emaranhados nao serem convexos para este
conjunto de parametros. Ciclos de morte e ressurgimento nao sao permitidos, visto que
uma linha podera cruzar o conjunto convexo dos separaveis uma tnica vez somente.

Este comportamento pode ser entendido, de um ponto de vista mais fisico, consi-
derando o emaranhamento do ponto de vista dos pares de quadraturas do tipo EPR.
Novamente, o par de operadores com o menor valor para a soma de suas quadraturas

pode ser encontrado e sdo Xy,» — Xo,v € Py + Poy com X0 = 1'x;, Py = pi/1r’ e

r' = /(n—m—1/2)/(n+m—1/2). Mas estas ndo sio as quadraturas “escolhidas”
pelo reservatério arquitetado para comprimir (sendo aquelas em que ' = 1, dado que fi-

xamos ¢ = 0). Portanto, no caminho para comprimir suas favoritas, o reservatério alarga
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Fig. 4.7: Evolucao, parametrizada por p, para a soma das variancias de pares de quadraturas
do tipo EPR, subtraida por 2, de maneira que valores negativos indicam estados ema-
ranhados. As curvas continua, pontilhada, e tracejada sao, respectivamente, para os
pares 6timos dos estados final, inicial e instantaneo.

aquelas do estado inicial, de forma que h& um periodo de tempo em que nenhum par de
quadraturas do tipo EPR s@o comprimidas o suficiente para emaranhar os modos (veja
fig. 4.7).

Resta entao explorar a dinamica intermedidria na situagao em que o estado assintético
se encontra no interior dos separaveis, mas isto é facilmente inferido das trajetorias lineares
exibidas pela MC: cada estado inicial separavel permanecera separavel para todo instante
de tempo, e cada estado emaranhado perdera seu emaranhamento em tempo finito, uma

Unica vez.

4.2.3 Reservatorio assimétrico

No6s consideramos também o caso extremo onde apenas um tipo de atomo entra na cavi-

dade, digamos, dtomos do tipo 1, de forma que k1 > 0 e ke = 0 (mas ainda A\; = Ay = \).
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Agora, as equagoes de movimento serao:

ny = —2(A%+ MNny + (ABr)m, +

+(AB*k)m + 2\nr, (4.10a)
ny = —2(A—|B|*k)n; — m.(ABk) —

—(AB*k)m’ + 2\ng + 2| BJ?, (4.10b)
my = —2(A%k + \)my — (2AB*k)ms, (4.10c)
my = —2(\— |B*k)ma + (2AB*k)m}, (4.10d)
me = —(k+2\)m.— (AB*k)ny +

+(AB*K)ny + AB*k, (4.10e)
ms = —(k+2\)ms+ (ABr)my — (AB"K)ma. (4.10f)

Apesar da assimetria da equacdao mestra neste caso, os estados assintéticos tém o
mesmo comportamento qualitativo do caso anterior: para temperatura nula serao emara-
nhados para qualquer valor de R = k1/\, mas para temperatura finita serao separaveis
para R suficientemente grande. Na fig. 4.8 dispomos um diagrama analogo ao da fig. 4.2,
determinando as fases da dinamica de emaranhamento, também separadas por uma curva

de forma similar.
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Fig. 4.8: Diagrama de fase para o reservatério assimétrico, exibindo o mesmo comportamento
qualitativo do caso simétrico.

O emaranhamento dos estados assintoticos, usando agora o negatividade logaritmica
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para EGs assimétricos, esta exibido na fig. 4.9 para valores distintos de ny, como funcao

de R, e a mesma interpretacao do caso simétrico se aplica aqui.

07
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04
03
02

0.1F

R

Fig. 4.9: Negatividade logaritmica do estado assintético, para r = 1, e alguns valores de ny.

Resultados andlogos sao validos para ko > 0 mas k; # ky. Portanto, no que diz

respeito ao aspecto assintotico, o sistema exibe o mesmo comportamento qualitativo tanto

para o reservatério simétrico quanto o assimétrico.

4.3 Proposta experimental

A dinamica aqui estudada é mais simples do que aquela tratada na ref. [15] (e.g., sendo

markoviana), ndo obstante é mais controldvel e com clara motivagao experimental. Nesta

secao, discutiremos em mais detalhe como testar essas previsoes no laboratério.

Considerando a evolugao do estado no referencial do laser, as eqs. (4.7) serdo subs-

tituidas por

n; = —2(k+ A)n; + 2k|B]* + 2\nr,
m; = —2(k+ Nm; + (—=1)""'2idm;,
me = —2(k+ N)m.+2kAB”,
ms = —2(k+ \)mg + 2idm,

onde apenas as equagoes para m; e mg sao modificadas. Considerando um EG inicial

onde m; = mg, = 0, assim como as amplitudes, a evolucao serd a mesma daquela na
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representagao de interagao, i.e., dada pela eq.(4.6), de forma que os efeitos devidos a
escala de tempo granulada em 1/d (assumida para a validade da equagdo mestra) nao
afetarao estes estados. Para outros estados iniciais, a granulacao temporal serd uma fonte
de decoeréncia, e o estado pode inclusive perder seu cardter gaussiano (assim como quando
tomamos a média de um estado coerente sobre sua fase).

Nossa proposta comeca com a preparacao de um estado emaranhado fazendo uso do
reservatorio arquitetado, em um tempo muito menor do que 1/A, e exigindo R < 1 de
forma que efeitos térmicos sejam negligiveis. Apéds o intervalo de preparagao, o parametro
R é modificado, variando o fluxo de 4tomos?. Deixa-se entao o sistema evoluir até um
instante ¢ (da ordem de 1/)) e o emaranhamento pode ser estudado, por exemplo, fazendo
uso do método em [120], a fim de se reconstruir o estado.

Para esta configuracao, i.e., assumindo um estado inicial comprimido de dois modos,

os instantes de tempo onde ocorre a morte stibita podem ser obtidos explicitamente, sendo:

R
Myse = m In (1 —puyse) ", (4.12)

onde

(1 + R)(B2 — AB)
PMSE = )
(1 + R)(B2 — AB) — B2 —nyR+ AB

(4.13)

onde o parametro R corresponde ao segundo estagio do procedimento, apds a preparacao
do estado. Estes instantes, em unidades de 1/)\, sdo mostrados na fig. 4.10, para alguns
valores de temperatura. Naturalmente, estes tempos sao infinitos para valores pequenos
de R, pois correspondem a regiao de emaranhamento persistente. Apds o valor critico de
R os tempos caem abruptamente e estabilizam em valores préximos da unidade, de forma
que, tipicamente, o emaranhamento sobrevivera tempo o suficiente para que a sua morte

stubita possa ser observada.

2 Note que alterar a amplitude do campo externo também modifica o pardmetro de compressio, e que
interromper o fluxo corresponde a R — oco.
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Fig. 4.10: Tempo de morte sibita em fungao de R, para alguns valores de nyp. E infinito para R
pequeno, correspondendo a regiao de emaranhamento persistente, mas acima de certo
patamar, cai rapidamente para um valor préoximo da unidade.

4.4 Robustez do esquema para se produzir estados emaranhados

Dado que emaranhamento em EG esta relacionado a compressao em determinado par de
quadraturas do tipo EPR, enquanto o reservatério térmico tende a alargar as mesmas, é
natural nos perguntarmos sobre a sensibilidade do esquema de preparacao com o ruido
térmico, considerando o regime R < 1 e np < 1. Analisamos uma estratégia ligeiramente
distinta daquela proposta por Pielawa et al., pois 14 é proposto esvaziar os modos b; em
turnos, primeiramente passando atomos do tipo 1, até que o modo correspondente se
esvazie, e em seguida passando atomos do tipo 2. Supomos aqui que os dois tipos de atomo
passem através da cavidade, nao simultaneamente, mas como mesma probabilidade, o que
nos permite usar as equagoes para o reservatorio simétrico para computar a evolugao do
sistema.

Supondo que os modos originais, a;, estdo inicialmente vazios (e lembrando que o
namero de fotons pode ser menor do que aquele definido pela temperatura da cavidade
se um feixe de dtomos apropriado é passado inicialmente pela cavidade), a evolugao da
matriz de covariancia do sistema sera dada pela seguintes entradas nao nulas: ny = ny =
Ug'ij:—gTRp(t) eme = %p(t), onde novamente p(t) = (1 — exp [-2(k + A)t]). Assumindo
ainda que a duracao do experimento, ¢, é grande o suficiente de modo que p =~ 1 (o que

pode ser atingido se ¢t > k! mas ainda ¢t < A7) ou, em outras palavras, que o sistema
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se encontra essencialmente em seu estado assintotico, plotamos na Fig. 4.11 o emaranha-
mento de formagao em funcao de R, para ny = 0.05 (valor atingido recentemente em um
experimento da Ref. [121]) para valores distintos de r. Os graficos estao normalizados pelo
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Fig. 4.11: Emaranhamento dos estados assintéticos em funcao de R = \/k, para alguns valores
do parametro de compressao r, com np = 0.05, normalizada por seu valor em R = 0.
A linha continua é para r = 1, pontilhada para r = 1.5, tracejada para r = 2 e
pontilhada-tracejada para r = 2.5. O emaranhamento é sensivel a dissipagao, e tao
mais sensivel quanto maior o parametro de compressao.

valor do emaranhamento de formacao para R = 0, que seria obtido caso nao houvesse
dissipacao. Vemos que o mesmo é consideravelmente sensivel ao ruido, mesmo em uma
temperatura tao baixa, sendo reduzido pela metade para R = 0.1, ¢.e., mesmo quando a
taxa de dissipacao é dez vezes menor do que a taxa do reservatério do arquitetado. Ade-
mais, quanto maior o parametro de compressao, mais sensivel o emaranhamento se torna
com a dissipacao, como esperado. No entanto, se k é duas ordens de magnitude acima
que A\, os efeitos térmicos sobre a quantidade de emaranhamento mostram-se bastante
reduzidos. Para um parametro de compressao r = 1, um valor de R ~ 1072 e um tempo
de espera de aproximadamente 357! seriam suficientes para se obter um emaranhamento

de 90% do estado puro ideal (com R = 0 e um tempo de espera infinito).



5. CONCLUSAO

Neste trabalho exploramos a dinamica de varios sistemas quanticos abertos, sob a perspec-
tiva da geometria do conjunto de estados, e como sua estrutura pode nos dar informacoes
qualitativas sobre a dinamica.

Na secao 3.2, estabelecemos que eventos de morte e nascimento subitos de emara-
nhamento sao fenomenos genéricos para sistemas bipartites descritos por hamiltonianos
dependentes do tempo. Basta que haja alguma interacao entre as partes para tais eventos
serem observados. Muito embora o grau com que esses eventos tomarao lugar (o quanto
de emaranhamento um certo estado ira perder, por exemplo, assim como o volume de tais
estados) dependerda dos detalhes do hamiltoniano, serd verdade que, se ele modificar de
alguma forma o emaranhamento de algum estado, existirao estados exibindo morte stbita
e outros nascimento subito.

Na secao 3.3, revisamos a classificagao das possiveis dinamicas de acordo com a geome-
tria do conjunto dos estados separaveis. Exibimos exemplos de todas as possiveis classes,
incluindo aquelas para quais nao havia exemplo previamente conhecido, com mais de um
estado assintotico, porém evitando a fronteira entre separaveis e emaranhados. Foi sufi-
ciente considerar apenas sistemas de dois qubits, com dinamicas descritas por equagoes
na forma de Lindblad, sendo algumas nao-autonomas (exatamente os exemplos inéditos).
Em cada caso, exploramos as probabilidades de observar diversos eventos, como morte
stubita, nascimento subito e morte assintética, dado que um distribuicao de probabilidades
seja definida sobre o conjunto de estados iniciais.

No cap. 4, mostramos que reservatérios arquitetados, em conjunto com ruido térmico
podem levar a fases distintas para a dinamica de emaranhamento. Usando que a par-
ticular dinamica estudada preserva estados gaussianos, pudemos analisar em detalhes o
emaranhamento do sistema em termos de sua matriz de covariancia. Mostramos que,

genericamente, tem-se ou morte stubita ou emaranhamento persistente, enquanto na fron-
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teira entre essas fases, morte assintotica pode ocorrer, juntamente com a morte subita.
Fomos além do comportamento assintético e exploramos, para o reservatorio simétrico,
todos os possiveis comportamentos para o emaranhamento. Este estudo contém também
um proposta experimental, visando observar essas fases, bem a como a transi¢ao entre
elas. Como subproduto, determinamos quantitativamente a robustez do esquema para se
produzir estados emaranhados, em face de ruido térmico.

Uma duvida que ainda paira é o quanto podemos generalizar o resultado obtido na
sec@o 3.2. Quer dizer, se permitirmos que a dinamica seja da forma ¢ — A(t), i.e., uma
familia continua de mapas completamente positivos, com A(0) = I, pode-se contornar a
morte subita via mapas que nao sejam unitarias locais? Nosso palpite é que nao, consi-
derando que a possibilidade da decoeréncia tenderd a facilitar a ocorréncia do fenomeno.
Por exemplo, vimos no cap. 4 que mesmo uma dinamica arquitetada para se preparar as-
sintoticamente um estado fortemente emaranhado é tal que ainda existem certos estados
que perderao seu emaranhamento em tempo finito (para o recuperar posteriormente).

O ponto é que, se em certo momento ¢ o mapa nao é uma unitaria, entao ele nao é
sobrejetivo, quer dizer, a imagem dele é um subconjunto préprio de D(H4p). Imagens
deste tipo nao precisam conter necessariamente estados no interior dos separaveis (vimos
exemplos de tais mapas onde a imagem é constituida de somente um estado emaranhado),
mas como em ¢ = 0 o mapa ¢ a identidade, deve existir um instante 0 < ¢’ < ¢ tal que
a imagem de A(t') ainda contém estados no interior dos separaveis. A nossa intui¢ao é
que mapas com essas propriedades, devido a sua linearidade e a estrutura do conjunto
dos separaveis, devem necessariamente levar algum estado emaranhado ao interior dos
separaveis, o que estabeleceria a morte stbita.

Outra diregao interessante a se seguir é estender os estudos para sistemas multipartite,
em especial, para sistemas de muitos qubits, onde, possivelmente, a computacao quantica
ird operar. O problema se tornaria ainda mais rico, assim como mais complexo, pois aqui
nao ha nem sequer uma unica defini¢do de emaranhamento (ou separabilidade) e também
pouco se sabe da estrutura geométrica dos conjuntos obtidos de acordo com as possiveis

definigoes.



APENDICE



A. UNITARIAS QUE PRESERVAM PRODUTOS.

Demonstramos aqui, na integra, o resultado apresentado na segao 3.2:

Se uma unitaria U, atuando em um sistema bipartite Hy ® Hp, preserva estados
produto, entao ela é uma unitaria local ou a composicao de uma com o operador swap
S(|¢) @ [¥)) = ) @ |p), sendo que a segunda opgao é possivel apenas, como a prépria
definicao do operador sugere, quando DimH 4 = DimH p.

Considere bases ortonormais em cada espago {|j) A}?ZHOHHAA, {|k) g Bl A atuacio
da unitdria nos vetores |j), ® |k) 5 deve levar a elementos [¢;x) , ® |@jr) g, Mutuamente
ortogonais. Para que a imagem dos vetores produto (|j) 4+ |7") 4) @ |k) g, igual a [¢j;) , ®

|Pjk) g+ 1Vjk) 4 @ |@jrk) 5 seja também um vetor produto, deve-se ter uma das duas opgoes

[jk) 4 L (Y5 a € |Djr)p o< |Djk) 5 (A.1a)
ou
Dik) g L i) g € |Vik) 4 o< [jk) 4 - (A.1b)

Fixado um k, se uma das op¢oes é valida para um par de j e j/, deve ser valida para todos
eles!.

i) Supondo que a (A.la) seja verdadeira, isso significa que todos os vetores |¢;i) 5 sao
proporcionais entre si para k fixo, enquanto os [¢;;) ,, também para k fixo, formam uma
base ortogonal. Podemos escrever entao U |j) , ® |k) 5 = €% [¢j1) , @ |dok) -

Agora se consideramos as imagens dos vetores |7) , ® (|k)z + |k’) 5), nos deparamos

! Suponha, sem perda de generalidade, que a primeira opcao é véalida para j =0 e j' = 1 e a segunda,
para j = 0 e j' = 2. A imagem do vetor produto (|1) , +2) ,) ®|k) 5, dada por [V11) 4 @ |D1k) g+ [th2k) 4 ©
|p2k) p seria uma vetor emaranhado, pois teria-se [1h1x) 4 L [tok) 4+ [V2r) 4 X |Yok) 45 |O1k) 5 X |Gok) 5 €
|p2k) g L |Pok) g- Logo, |[P1x) 4 L |ax) € |b1x) g L |P2k) 5
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com as Opcoes

[Gik) g L [Biw) g € [Wju) 4 < (W) 4 (A.2a)
ou
[Vik) 4 L [Yinr) 4 € |Djk) g o D) 5 - (A.2b)

Novamente, se uma das opgoes for valida para um par de k’s, com j fixo, deve ser valida
para todos os pares. Mas dado que a (A.la) é verdadeira, agora somente a (A.2a) o pode
ser. De fato, se (A.2b) fosse verdadeira, teria-se, por exemplo, a imagem dos subespago
gerado pelos vetores {|j) ,®|0) 5,(0) , ® |k) 5}, de dimensao DimH 4 +DimH 5 — 1, levada
no subespaco Ha ® |poo), de dimensdo DimH 4, contradizendo o fato de ser unitéria.

Estabelecido entao que (A.2a) é verdadeira, podemos escrever U |j) ,®|k) 5 = €' [1h;0) ,®
|pok) 5- Usando esta expressao, e exigindo que a imagem dos estados (|7) 4 +5") 4) @ (|k) g+
|k") 5) sejam produtos para todos os pares j,j’ e k, k', obtém-se e Oint0jr) — U050 +0;11)
Em particular, se ¥ = j' = 0, obtemos 6;;, = 0 + 6or(mod 27), visto que po = 0 por
construcao. Finalmente, temos U = Uy ® Up com Uy |j), = €0 [thjo) , € Uglk)p =
e’ | dok) -

ii) Agora suponha que (A.1b) seja verdadeira. Note primeiramente que é necessario ter
DimH 4 > DimHp pois, para k fixo, estamos variando sobre DimH 4 vetores ortogonais
em A, que devem dar origem ao mesmo nimero de vetores ortogonais |¢;), em B.
Entao U |j), ® |k)g = et Vo) 4 ® |Pjk) 5. Agora somente a opgao (A.2b) pode ser
verdadeira, desde que DimH g > DimH 4, o que estabelece DimH 4 = DimH g, e também
nos permite escrever U [j), ® |k)p = ek 1oy 4 ® |#jo) 5. Considerando novamente
a imagem dos estados (|j), + [7/)4) ® (k)5 + |k')5) como estados produto, devemos

ter 05, = 0o + Oor(mod 27). Com isso, estabelece-se que U = (Uy ® Ug) o S, onde
Ualj)a = €% |t;), Up = €% |po) .



B. DECOMPOSICAO DO DETERMINANTE DA TRANSPOSTA
PARCIAL

Neste Apéndice deduzimos as Eqgs. (3.8), (3.16) e (3.19), que dao a evolugao do determi-
nante da transposta parcial para varios modelos.
Equacao (3.8). No modelo considerado, dois reservatdrios de amplitude, independen-

tes e a temperatura nula, as equagoes de movimento para os elementos de matriz tém a

forma:
pi1(t) = =2vpn(t),
pa2(t) = =¥ (p22(t) — p11(1)),
pis(t) = =7 (pss(t) — pa(t)),
paa(t) = v(p22(t) + pa3(t)),
pi2(t) = —27/)12(?5),
pislt) =~ pslt),

pia(t) = —ypua(t),
pas(t) = —ypas(t),

paa(t) = —%024(15) + vp13(t),

paa(t) = —%pzm(t) + Yp12(t).
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e podem ser resolvidas por integragao direta, levando a seguinte solucao:

= pu —2'yt
= (p11 + p)e " — pre ",

~

= (p11 + p3s)e” " — pre

—_
—~
2
[\V)
no
+
D
w
w
_l_
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~—
@
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_l_
s
—
—
('b
.g

—~ o~

(B.2)

Para se obter a Eq. (3.8), a ideia é colocar em evidéncia, em cada entrada da matriz
transposta parcial, a exponencial de menor taxa de decaimento (podendo ser nula, no
caso do termo py4(t)), ou seja, a exponencial do primeiro termo de cada uma das equagoes

acima. A matriz transposta parcial terd entao a forma:

onde representamos apenas estas exponenciais que multiplicam cada entrada. Agora é
facil verificar que todos os subdeterminantes desta matriz serdo proporcionais a e~4", quer
dizer, o determinante como um todo terd a forma e*"*DetA; —e *"Det Ay + e~ Det A5 —
e YDet Ay, onde A; seria a matriz 3 x 3 obtida removendo-se a primeira linha e a i-ésima

coluna da matriz A, obtida de p'(t) removendo-se estes fatores exponenciais.

Outra forma de enxergar isto é usando-se a multilinearidade do determinante em
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termos de suas linhas e suas colunas. Podemos retirar entao fatores de e™?, e~ ¢ o3t
da primeira, segunda e terceira colunas, respectivamente, de forma que o determinante
como um todo é multiplicado por um fator de e=?"*. A matriz fica entao com a primeira
linha multiplica por um fator de e~ ", e a segunda e terceira linhas, por um fator de e=27*.
Retirando também estes fatores, obtém-se o resultado.

Finalmente, A = p’ + p"(t), onde p’ é como na Eq. (3.8) e todos os termos de p”(t)
tém um fator exponencial com taxa de decaimento nao nula.

Equacgao (3.16). Aqui supomos que apenas os elementos de matriz piq, pao, p33 das
Eqgs.(3.14) sdo nao nulos inicialmente, ¢ v/ = 0, de maneira que obedecem as equagoes

(lembrando que a base na qual a matriz é escrita é {|11),|¥,),|00),|¥_)}):

p11(t) = =2vpu(t),
pa2(t) = 27(p11(t) — paa(t)),

p33(t) = 27 paa(t).

Essa equacoes podem ser resolvidas integrando-se, sucessivamente, da primeira a tultima,

resultando em :

p1(t) = pre 7,

paz(t) = pase™ 2 + 2ypite 2,

p33(t) = p3z — paa(e™ 2" — 1) — ppi(e™2" — 1) — 2ypyite .

Claramente, pa(t) > 0 para todo t, caso ps > 0. Para computar o determinante da trans-

posta parcial, primeiramente colocamos a matriz na base computacional {|11) ,]01),|10), |00)}:

p11(t) 0 0 0

0 P222(t) P222 t) 0
p(t) = . . )
0 0222( ) 0222( ) 0
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de maneira que o determinante da transposta parcial sera:

Detp' (t) = [p11(t)pss(t) —

P%z (t)
1

= {pne " + e [—pi1(paz + p11) + 29011t + po + Aypripaat + 497 p} 1]}

Equacgao (3.19). Para o modelo com o primeiro qubit sujeito a um reservatério de
amplitude e o segundo sujeito a um reservatorio de fase, as equacoes de movimento dos

elementos de matriz na base computacional serao:

P11 = VP11,
P22 = VP11,
P33 = —7YP33,
P = VP33,

. 1
P12 = —57[)127

P13 = — (v + 29" p1s,
’7

p1a = —(§ + 27') p14,
. 7
P23 = —(5 + 29") pas,

P = =27 pas + Yp13,
pin = —2p
34 5 P34
(B.3)
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com as solugoes:

pi2(t) = 0126_%t7
t —(v+2y)t
p1a(t) = 01467(%”7/)2

paa(t) = pase 2",
(B.4)
Com esta solucao, a transposta parcial adquire a forma:
prie” " piae 2! prze” T2 pazel 3T
o(t) = . P11+ paz 4 paoe ™ prae” G pyem " 4 prge (1 — e )
o ° p3ze” " pae”
o o J (pas + p33) — psze”

onde e indica o complexo conjugado do elemento correspondente de forma que a ma-
triz seja hermitiana. A ideia é computar o determinante (um programa de manipulagao
simbdlica é a maneira mais segura), agrupar os termos de mesmo expoente, para obter que
o menor é e [p11(p11 + pa2) — |p12)?][p33(ps3 + pas) — |p3a]?], exatamente o determinante

da matriz da Eq. (3.20).



C. EQUACOES DE MOVIMENTO DA MC; TEMPO DA MORTE
SUBITA

Indicamos aqui os calculos para se obter as equacoes de movimento dos segundos momen-
tos devido a equacao mestra, dada pela Eq. (4.6). A ideia é basicamente multiplicar ambos
os lados da equagao pelo termo que se queira computar (i.e., um operador do tipo almay),
tomar o traco de ambos os lados, de maneira que do lado esquerdo se tenha d (agﬂay)) /dt,
e do lado direito usar as relagoes de comutagao [a;, a}] = 0;; e a ciclicidade do trago para
eliminar os termos de ordem maior que dois. Por exemplo, o calculo de d (ala;> /dt, con-

siderando apenas a contribuicdo dos termos proporcionais a x; da Eq. (4.6), se da da

seguinte maneira:

d (ayad)
dt
= 261 Tr[(Add + Bag)aral(Aay — B*al)p] — ki Tr[A%a1al(Aal + Bas)(Aay — B*al)p]

d
= Tr(alagd—'z) = Tr{ayas[2k1 (2b1pb} — bibyp — pblby]}

— ki Tr[(Aal 4+ Bay)(Aay — B*al)ayalp) + (...),

(C.1)
pois by = Aa; — Bal, onde A = cosh ITu| e B = \:_ZI sinh |r,|. Entao:

d (ayal) B

dt
= 2k, Tr[A%d ayabay — AB*alayalal + BAayayabay — |B|Pagaralal]p
— ki Tr[A%arabala; — AB*ayalalal + BAayalaya, — | Blayabasad)p

— k1 Tr[A%al aya1al — AB*alalayal + BAayaiaial, — | B?asalaial)p + (..)).

(C.2)
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Agora usando as relacées de comutacao,

d(alaJ;} B
dt

= 2k Tr[A%al ayala; — AB*alayalal + BAarar (1 + alas) — | B2 aal(2 + alal)]p

— ki Tr[A%a1ab(1 + ayal) — AB*al(1 + alay)al + BAayalasa, — |Bl2aal(1 + al)]p

— ki Tr[A%alaara) — AB*alabayal, + BAayay (1 + alay) — | BI*(2 + abas)aral]p + (...

(C.3)

vé-se que todos os termos de ordem maior que dois se cancelam e ficamos apenas com:

d <a1a£>

o = rl=(AB]") (arah) + AB ((a})*) + AB (af)] + (..).

Curva limitrofe e tempo de morte siibita (Equacgoes (4.9), (4.12), (4.13)). Para

se obter estas equacoes, é necessario identificar, dados estados com matriz de covariancia

da forma
n—i—% 0 m
0 n—l—% m* 0
0 n+% n ’
m* 0 0 n+3

para quais valores de n e m a quantidade de Simon S, eq. (2.28a), se anula. Tém-se entao

1 1
L=1=(n+ 5)27 L=—m I = §(|m| +2n|m|)?, (C.4)
de forma que:
1 1
S =2n*+nt— §|m|2 —2n|m|* + n*(1 — 2|m|?) — §|m|2 + |m|*, (C.5)

cuja solugdo é simplesmente n = |m].

Para obtencao da Eq. (4.9), toma-se n = % em = 1‘1—%, enquanto para as
equagoes (4.12) e (4.13), n = n(t) = —R(lj:"T) (1—e 20+n)t )+—B ﬁ’gR em = nge_2(’\+“) +
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AB, correspondente A solucao das equagoes (4.7) para o estado inicial n; = ny = B% m, =

AB.
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