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Resumo

Esta dissertacdo oferece algumas contribuicbes as areas de testes de hipdtese e de
monitoramento de processos multivariados e controle de qualidade. Varios dos
procedimentos classicos de controle de processos multivariados sdo desenvolvidos
assumindo que os vetores de observagOes sao independentes com distribuicdao normal
multivariada com vetor de médias p e matriz de covariancias X. Porém, na pratica, €
usual encontrar observacdes autocorrelacionadas. Deste modo, para melhorar o
desempenho dos testes estatisticos e a qualidade do monitoramento do processo é
necessario levar em consideracdo a autocorrelacdo dos vetores de observagdes. E
essencial usar um modelo estatistico apropriado de séries temporais para modelar o
comportamento dos vetores de observagoes do processo, tendo em conta a estrutura de
dependéncia. Assim como é importante monitorar o vetor de médias, u, do processo no
caso multivariado, é também importante monitorar a variabilidade do processo. Dessa
forma, nesta dissertagao avaliamos inicialmente o comportamento de alguns testes
estatisticos construidos para o monitoramento de matrizes de covariancias, que sdo
formulados sob a hipdétese de independéncia entre as observagdes, quando essa
suposicdo é violada.

Além disso, propomos algumas correcdes nestes testes para que sejam sensiveis a
estrutura de autocorrelagdo das observagoes, corregoes estas que envolvem o ajuste de
modelo de séries temporais multivariados. Os testes estatisticos avaliados nesta
dissertacdo sdo: o teste da varidncia generalizada, o de razao de verossimilhanca, o Step
down proposto por Sullivan et al. (2007) e o teste VMAX proposto por Machado et al.
(2008). A avaliagao do impacto da autocorrelagdo nos niveis de significancia dos testes
gue sao formulados sob a suposicdao de independéncia, bem como a analise de poder
para as correcoes dos testes que sao propostos nesta dissertacdo foram realizados

utilizando-se Simulacao de Monte Carlo.

Palavras-chave: processos multivariados autocorrelacionados, testes estatisticos para

matriz de covariancias, modelos VAR(1).
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Abstract

This dissertation brings some contributions to the areas of hypothesis testing,
multivariate monitoring and quality control. Many of the classical procedures used to control
multivariate processes are developed assuming that the vectors of observations are
independent from a multivariate normal distribution with mean vector p and covariance
matrix X. However, in practice it is usual to find autocorrelated observations. Thus, to improve
the performance of statistical tests and quality of monitoring the process is necessary to take
into account the autocorrelation of the vectors of observations. It is essential to use a suitable
time series statistical model to describe the behavior of the vectors of observations of the
process, taking into account the dependence structure. Just as it is important to monitor the
vector of means, H, of the process in the multivariate case, it is also important to monitor the
variability of the process. Thus, in this dissertation initially the behavior of some statistical
tests built for monitoring the covariance matrices formulated under the assumption of

independence among the observations, is evaluated when this assumption is violated.

Furthermore, we propose some corrections to these tests that are sensitive to the
autocorrelation structure of the observations. These corrections are related to the estimation of
the parameters of the multivariate time series model that generates the observations of the
process. Statistical tests discussed in this dissertation are: the test of the generalized variance,
the likelihood ratio, the Step Down suggested by Sullivan et al. (2007) and the VMAX test
proposed by Machado et al. (2008). The impact of autocorrelation in the significance levels of
the tests that are formulated under the assumption of independence, and the power analysis
of the modified tests, that are proposed in this dissertation, were performed using Monte Carlo

simulation.

Keywords: multivariate autocorrelated processes, statistical tests for covariance matrix,
VAR(1) model.
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Capitulo 1

Introducao

Qualidade sempre foi parte integrante de praticamente todos os processos de
produtos e servigos. No entanto, a conscientizacdo de sua importancia e a introdugao de
métodos formais para o controle e melhoria da qualidade tém tido um desenvolvimento
evolutivo (Montgomery, 2004). A definicao de qualidade baseia-se no ponto de vista de
que produtos e servicos devem apresentar medidas dentro das especificagbes exigidas
por aqueles que os usam. Os métodos de melhoria da qualidade aplicam-se a qualquer
area de uma companhia ou organizacdo, incluindo manufatura, planejamento de

engenharia, finangas, marketing, etc.

Atualmente a qualidade tornou-se um dos mais importantes fatores de decisao dos
consumidores na selecao de produtos e servicos que competem entre si. Compreender e
melhorar a qualidade é um fator-chave que conduz ao sucesso, crescimento e a uma
melhor posicdo de competitividade de um negdcio. Porém, no inicio do século XX os
métodos estatisticos para melhoria da qualidade ndo eram tdo utilizados nas industrias.
Em 1924, Walter A. Shewhart, desenvolveu o conceito estatistico de grafico de controle,
gue é considerado, como o comeco formal do controle estatistico da qualidade. Por
ocasido da II Guerra Mundial, os EUA incentivaram a utilizagdo dos métodos estatisticos
de Shewhart pelos seus fornecedores ajudando a disseminar os novos métodos de
controle no mundo. Apods a II Guerra Mundial, a utilizagdo das ferramentas do controle de
qualidade foi bastante intensificada durante a implantacdao do Programa de Qualidade
Total, no Japao, pelas maos de Willian E. Deming e Joseph M. Juran. No final do século
XX, a tolerancia extremamente baixa a falhas em dispositivos tais como espaconaves,
usinas nucleares, medicamentos de Ultima geracdo, entre outros, fizeram com que
abordagens extremamente refinadas fossem criadas para o controle de qualidade.
Montgomery (2004) apresenta uma linha do tempo de alguns marcos importantes do
processo evolutivo do controle de qualidade.

Um dos problemas das cartas de controle desenvolvidas por Shewhart é que elas
eram apropriadas apenas para a analise de uma variavel do processo. Quando nesse

sistema a qualidade do produto era medida por mais de uma variavel, caso de processos



multivariados, varias cartas de controle deveriam ser utilizadas simultaneamente, e de
forma independente, para que fosse feito o monitoramento do processo. Porém, quando
as variaveis eram correlacionadas entre si, as cartas de controle ndo incorporavam essa
correlacao o que poderia gerar conclusdes incorretas sobre a estabilidade do processo.
Atualmente, os processos multivariados passaram a ser muito comuns uma vez que em
geral, sdo varias as caracteristicas que determinam a qualidade final de um produto (ou
servico) e que devem ser monitoradas ao longo do processo de produgao. Shewhart,
conhecido por ser o pioneiro em desenvolver graficos de controle, destacou-se também
por reconhecer a necessidade de considerar problemas de controle estatistico

multivariado.

Recentemente, varios procedimentos estatisticos de controle de processos
multivariados tém sido sugeridos. Para o controle do vetor de médias pode-se destacar o
teste de hipdtese de T? de Hotelling (1947) e o de Hayter e Tsui (1994), entre outros (ver
Mason e Young, 2002). J]a para o controle da matriz de covariancias, pode-se destacar
os testes propostos por Yeh et al. (2006); Alt (1985); Djauhari (2005); Montgomery e
Wadsworth (1972), entre outros. No contexto do monitoramento da estrutura da
variabilidade de processos independentes, dois testes muito conhecidos sdao o da
variancia generalizada (Montgomery, 2004) e o teste da razdo de verossimilhanga
apresentado em Alt (1985) dentro do contexto de controle de qualidade, mas que ja
havia sido apresentado anteriormente dentro do contexto estatistico (ver Anderson,
1958, 2003). Em 2008, Machado et al. propuseram um grafico de controle, para a
matriz de covariancias, denominado VMAX, que baseia-se nas variancias amostrais
padronizadas das caracteristicas de qualidade. Os autores abordaram apenas o caso
bivariado no artigo. A vantagem o grafico VMAX, segundo os autores, é que através dele
€ mais facil identificar a variavel que teve sua variabilidade alterada pela ocorréncia de
uma causa especial. Outro método, proposto recentemente, é o apresentado no artigo de
Sullivan et al. (2007). Esse procedimento é interessante, pois permite a comparagao da
matriz de covaridncias em todos os seus elementos sem a necessidade de reduzir a
informacdao das matrizes em determinantes (varidncias generalizadas) e tragos como
acontece com outros testes. Uma revisao sobre alguns testes para matrizes de

covariancias € apresentada Yeh, et al. (2006).

O controle de processos multivariados é de particular importancia nos dias de hoje,
na medida em que os procedimentos de inspecdo automatica tornam relativamente facil
medir muitas varidveis em cada unidade do produto. A grande maioria dos métodos
estatisticos para controle de processos multivariados assumem que os vetores de

observacbes das caracteristicas da qualidade sdo independentes. Porém, assumir



independéncia ndo é razoavel em alguns processos. Um exemplo classico de processos
ndo independentes ocorre na induUstria quimica. Num processo quimico acontece um
desgaste natural de alguns componentes, portanto, o que acontece no tempo ¢,
dependendo da condigcdo do equipamento, pode influenciar no que ocorrera no tempo
t+h, h>0. Assim, podemos introduzir a autocorrelacdo, que tem um efeito significante no
desempenho dos procedimentos de controle de qualidade. No caso univariado, quando
detectamos a presenca da autocorrelagdo, uma das técnicas utilizadas é ajustar um
modelo de séries temporais ao conjunto de observagdes. Assim, como os residuos sdo
independentes, eles sdao usados no controle do processo. Porém, se o modelo de séries
temporais ndao é adequado, os residuos provavelmente ndao serdo independentes e

consequentemente havera um grande nimero de alarmes falsos (Box e Luceno, 1997).

Na literatura ha uma escassez de trabalhos publicados que tratam de controle
multivariado de processos autocorrelacionados. A maioria dos artigos trata dos testes
para comparagao do vetor de médias (Kalgonda e Kulkarni, 2004; Mason e Young 1999;
Lu e Reynolds 1991, entre outros) e poucos discutem testes para comparacao da matriz
de covariancias (Chang e Zhang, 2007). Sabe-se que a andlise de processos
autocorrelacionados através de técnicas convencionais pode causar sérios impactos na
carta de controle causado pelo fato da autocorrelagdo ter sido desconsiderada. Dessa
forma, Kalgonda e Kulkarni (2004) estudaram processos bivariados autocorrelacionados
de ordem 1 (VAR(1)) utilizando conceitos de séries temporais multivariadas (Brockweel
e Davis, 1996; Lutkepohl, 1993; Tsay, 2002). Os autores mostram que quando levamos
em consideracdo a autocorrelacdo do processo a matriz de covariancias pode ser
diferente daquela no qual a autocorrelacdo é ignorada. Dessa forma, & necessario ficar
atento para a escolha da matriz de covaridncias que sera utilizada no controle do
processo. E, portanto, importante, antes de iniciar o monitoramento de um processo,
identificar se ele produz observacoes independentes ou autocorrelacionadas. Essa
influéncia da autocorrelagdo também é mostrada em Oliveira (2007) no que se refere a
determinagdo da capacidade de processos multivariados. Esses fatos mostram a
importancia de se identificar a autocorrelacdo das observagdes e leva-la em consideracao

na construcdo dos testes estatisticos para monitoramento de parametros de processos.

Nessa dissertacdo sera apresentado um procedimento de incorporacdo desta
autocorrelacdo em alguns dos testes de hipétese para matrizes de covaridancias ja
existentes, que sdo construidos sob a suposicao de independéncia entre as observacodes.
Nesse contexto, faremos a avaliacdo do desempenho dos testes quando levamos em
consideracdo a matriz de covariancias cruzada, que contém toda a informacdo da

variacgdo temporal estimada através do sistema linear de Yule-Walker e quando



utilizamos a matriz de covaridncia amostral S para avaliar se o processo multivariado

esta sob controle estatistico no que se refere a estrutura de variabilidade.



1.1 Objetivos

O objetivo dessa dissertagdo é avaliar o efeito da autocorrelagdo em alguns testes
estatisticos multivariados para matrizes de covaridncias que sao construidos sob a
suposicdo de independéncia entre as observagoes. Os testes a serem avaliados sdo: do
determinante ou variancia generalizada (Montgomery, 2004), do determinante
modificado proposto por Djauhari (2005), da razdao de verossimilhanga (Alt, 1985), o
Step-down, proposto por Sullivan et al. (2007) e finalmente o teste VMAX proposto por
Machado et al. (2008). Assim, avaliaremos como a autocorrelagao afeta o tamanho, o
poder e a distribuicdo das estatisticas dos testes construidos para matriz de covariancias
sob a suposicdo de normalidade multivariada e independéncia entre as observagoes.
Além disso, proporemos uma forma de correcdo nos testes para matriz de covariancias
quando levamos em consideracao a autocorrelagdao entre as observagdes. Um outro
ponto importante do nosso estudo sera avaliar a aplicabilidade das distribuicOes
assintdticas para as estatisticas de teste nos casos em que ha autocorrelagdo. Como
nosso estudo sera focado nos modelos autorregressivo multivariado de ordem 1, em
algumas partes do texto detalharemos os processos de séries temporais desse tipo em

termos de seus aspectos tedricos e praticos.



1.2 Organizacgao

O conteudo dessa dissertacdo esta organizado em sete capitulos e trés apéndices.
No Capitulo 2, apresentaremos alguns conceitos basicos utilizados em teste de hipdteses
e em controle de qualidade que serdo abordados nessa dissertacdo. No Capitulo 3,
apresentaremos a funcao densidade da distribuicdo normal multivariada, ja que grande
parte dos testes que serdo abordados vem do pressuposto de que os dados sao gerados
pela distribuicdo normal multivariada, e os testes para matriz de covariancias, no
contexto, em que temos independéncia entre as observagbes. Ja& no Capitulo 4,
discutiremos os principais conceitos de processos autocorrelacionados, apresentaremos
alguns modelos de séries temporais multivariados e mostraremos como os testes para
matriz de covariancias podem ser adaptados para o caso em que estamos em um
processo autocorrelacionado. No Capitulo 5 mostraremos como serdao gerados os vetores
de observacdes autocorrelacionados e como sera feita a estimacao dos parametros dos
modelos que serao objetos de estudo desta dissertagao. Os resultados das simulagdes
desenvolvidas para avaliarmos o desempenho dos testes para matriz de covariancias
guando estamos em um processo autocorrelacionado serdo apresentados no Capitulo 6.
No Capitulo 7 apresentaremos as conclusdes e sugestdes para futuros trabalhos.
Finalmente, no Apéndice A sera apresentado o calculo da matriz de covariancias cruzada,

para um processo bivariado VAR(I), considerando ¢, =¢, e nos Apéndices B e C os

percentis das distribuicdes exatas dos testes em estudo.



Capitulo 2

Testes de hipotese e graficos de controle de

Processos

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos basicos de testes de hipoteses, que
serdo tratados nesse projeto de dissertacdo. Além disso, abordaremos alguns pontos
importantes em controle de qualidade, como, avaliacdo do desempenho do grafico de
controle através do ARL, erro do tipo I e do tipo II, e mostrar a relagdo existente entre o
teste de hipdtese e o grafico de controle utilizado em controle estatistico de processos.

2.1 Conceitos basicos em teste de hipdtese

O teste de hipdtese € um procedimento de inferéncia estatistica amplamente usado
em varias areas do conhecimento. Num teste de hipotese constroi-se hipoteses sobre os
parametros com base no conhecimento ou nas especulagbes que se faz inicialmente
sobre eles. Em estatistica, uma hipdtese é uma alegacdo, ou afirmacdo, sobre uma
propriedade de uma populagdo. Usualmente, as hipdteses sdao denominadas como
hipdtese nula (Hy) e hipotese alternativa (H;). De uma forma geral, a hipétese nula é
uma afirmacao feita sobre os parametros de interesse, enquanto a hipétese alternativa é
a afirmacdo contraria a hipotese nula. Como ilustragdo, considere 0 o parametro de
interesse e as seguintes hipdteses a serem testadas: Hy: 6 € Qy versus H;: 6 € Q. Ao
construirmos essas hipoteses estamos induzindo uma particao do espago paramétrico (£2)

em dois subespacos denotados por Qy e Qi, onde Qy U ;= Q e Q) NQ= @. Assim, o

teste de hipdtese nada mais é que um procedimento, ¢, que nos permite decidir entre a

hipotese nula (Hy) e a hipdtese alternativa (H;). Define-se ¢ da seguinte forma:

1 rejeitamos H
= . (2.1)
0 ndo rejeitamos H ,

ou seja, num teste de hipotese existe apenas duas decisdes possiveis: rejeitar ou ndo Hy.



De acordo com as hipdteses construidas, deve-se escolher entre Hy: 0 Qy ou
H;: 6 € Q,. Para isto, deve-se observar uma amostra de tamanho n de elementos de
uma populacdo cuja distribuicdo da variavel de interesse envolva o parametro 0. Denote
por S o conjunto de todos os resultados possiveis para a amostra. Isto €, seja S o espago
amostral S={(X,,...X,), X, € R,i=12...,n}. Ao definir-se um procedimento de teste,
¢, estamos definindo um procedimento que divide S em dois subconjuntos, um
subconjunto que conduz a rejeicdo de Hy e outro subconjunto que conduz a nao-rejeicao
de Hy. Assim, o subconjunto de valores de S que se observados, conduzirao a rejeicao de

H, é denominado regido critica, ¢,. Considere X = (X, X5,...X,) uma amostra aleatoria de

tamanho n da variavel aleatéria X. De uma forma geral, definimos um procedimento de

teste em fungdo de uma estatistica 7(X) da seguinte forma:

{1 seT(X) € ¢, 2.2)

0 seT(X) ¢ So

Ao realizar um teste de hipdteses dois erros podem ser cometidos: rejeitar a

hipotese Hy quando tal hipétese é verdadeira, denominado erro do tipo I, ou nao rejeitar
a hipotese Hy quando ela deveria ser rejeitada, denominado erro do tipo II. A Figura 2.1

resume as possiveis situagoes.

Situacao
Hy verdadeira H, falsa
Decis3o Rejeitar Hy ERRO TIPO I SEM ERRO
Né&o Rejeitar Hy SEM ERRO ERRO TIPO II

Figura 2.1: Erros associados a testes de hipdteses

Em condigbes normais, s6 conseguimos controlar um tipo de erro, e o escolhido é o erro
tipo I. Denominamos como nivel de significancia (@ ) a probabilidade do erro tipo I, isto

é:

o= P(Errotipo I)= P(Rejeitar H, | H , verdadeira)
=P(p=110€ Q,) (2.3)

Para avaliar a qualidade de um teste de hipdtese uma ferramenta amplamente

utilizada é a fungao poder. Seja ¢ um procedimento de teste e seja X = (X}, X»,...X,,) uma



amostra aleatéria a ser observada. Considere ¢, como a regido critica induzida por ¢.

Chama-se fungdo poder de ¢ a fungdo 7, definida de Q em [0,1] da seguinte forma:

r,=P(Xeg,10)
=P(p=110)
= P(Rejeitar H,16) (2.4)

Quando 0 € Q; estamos avaliando a probabilidade de que o teste venha a detectar

gue a hipotese nula é falsa. Quanto maior essa probabilidade melhor é o teste, ou seja,
mais poderoso.

Para finalizar os conceitos usados em teste de hipotese, considere @ um

procedimento de teste e seja 7, a funcdo poder do teste. O tamanho do teste é definido

como:

060 = sup 7Z'(p
0eQ,

= sup P(p=1180)
6eQ, (2.5)

Note que o tamanho de um teste é o maior valor assumido pela funcdo poder quando

consideramos apenas os valores de 0 € €, ou seja, o tamanho do teste é o maior valor

possivel para o tamanho do erro tipo I quando o teste ¢ € construido. Para mais detalhes

sobre teste de hipdteses ver Casella e Berger (2002).

2.2 Base estatistica do grafico de controle

Para que um produto corresponda as exigéncias de seus clientes, o0 mesmo deve
ser produzido por um processo que seja estavel, ou seja, o processo deve ser capaz de
operar com pequena variabilidade em torno das dimensdes-alvo. Porém, em qualquer
processo de producdo, independentemente de quao bem planejado ou cuidadosamente
mantido ele seja, uma certa quantidade de variabilidade inerente ou natural sempre
existird. Trata-se da variabilidade natural do processo, que é fruto de uma série de
pequenas perturbacdes, ou causas aleatorias, contra as quais pouco ou nada se pode
fazer. Quando o processo apresenta apenas a variabilidade natural, devido as causas

aleatodrias, diz se que ele estd no estado de controle estatistico. A Figura 2.2 ilustra um



processo sujeito apenas a causas aleatdrias. Observe que a caracteristica X apresenta

variabilidade que pode ser representada por uma distribuicdo de probabilidades que se

mantém estavel ao longo do tempo.

>
Valor Alvo

Figura 2.2: Processo no estado de controle estatistico
Fonte: Schissatti (1998)

Nenhum processo, porém, deixa de estar sujeito, também, a ocorréncia ocasional
de pertubagdes maiores, chamadas de causas especiais, que tém o efeito de deslocar a
distribuicdo da variavel aleatéria X ou aumentar sua dispersdo, ou ambos. Uma causa
especial € um problema ou modo de operacao anormal do processo, que pode, portanto,
ser corrigido ou eliminado. Quando, além das causas aleatdrias de variabilidade, causas
especiais estiverem presentes, diz-se que o processo esta fora de controle. A Figura 2.3

ilustra o caso em que uma causa especial afeta o processo.

T \< romso
A <

Yalor alvo
Figura 2.3: Processo no estado fora de controle
Fonte: Schissatti (1998)

Em geral, os processos de produgdao operardao em estado sob controle, produzindo
itens aceitdveis por periodos de tempo relativamente longos. No entanto, causas

especiais, ocorrerao, resultando em um deslocamento para um estado fora de controle
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onde uma maior proporcao de produtos do processo ndo corresponde as exigéncias. Um
objetivo maior do controle estatistico do processo é detectar rapidamente a ocorréncia de
causas especiais que ocasionardao mudancas nos parametros do processo, de modo que a
partir de uma investigacdo alguma acao corretiva possa ser realizada antes que muitas

unidades nao-conformes sejam produzidas.

Para verificar a estabilidade e a existéncia de causas especiais que atuam sobre o
processo, € comum utilizar cartas de controle univariadas de Shewhart (Shewhart,
1929). Segundo Montgomery (2004), essas cartas sdo construidas a partir do valor de
uma estatistica 7(X) que é calculada para cada amostra do processo e logo em seguida
os valores dessa estatistica sdo colocados em um grafico ou carta de controle. O grafico
de controle contém uma linha central, representando o valor médio da distribuicdo da
caracteristica da qualidade que corresponde ao estado sob controle. Duas outras linhas
horizontais, chamadas de limite superior de controle (LSC) e limite inferior de controle
(LIC), sdo mostradas no grafico, como pode ser visto pela Figura 2.4. Esses limites de
controle sdo escolhidos de modo que, se o processo esta sob controle estatistico,
praticamente todos os pontos amostrais estardo entre eles. No entanto, um ponto que
caia fora dos limites de controle é interpretado como evidéncia de que o processo esta
fora de controle, e investigacdo e agdes corretivas sdao necessdarias para encontrar e

eliminar as causas especiais responsaveis por esse comportamento.

Limite superior de controle (LSC)

Llnha central {LC) N /\ /»~\

AR

Limite inferior de controle (LIC)

Amostra da caracteristica da qualidade

MNimero de amostras ou tempo

Figura 2.4: Exemplo de gréafico de controle

Os limites dos graficos de controle sao determinados numa fase denominada, Fase
1. Nessa fase, ocorre a estimacdo dos parédmetros do processo e ela sdé deve ser
encerrada quando o processo estiver estavel e ajustado. Vale lembrar que esses limites
devem ser determinados somente quando o processo estiver isento de causas especiais.
Uma vez identificados os limites de controle, podemos utiliza-los para monitorar o

processo, 0 que é denominado de Fase 2. Para mais detalhes ver (Costa et al., 2005).
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Ha uma relagdo muito préoxima entre graficos de controle e testes de hipdtese. Para
ilustrar essa relacdo, considere X uma caracteristica de qualidade com distribuicao
normal com média y e variancia 7. Suponha que o eixo horizontal central, na Figura
2.4, seja a média teodrica uy da distribuigdo de X. Agora, se o valor amostral da média x
se localizar entre os limites de controle, podemos concluir que a média do processo esta
sob controle; isto &, os dados amostrais sdao provavelmente provenientes da distribuicao
normal com meédia y (alvo). Por outro lado, se x ndo se encontra dentro dos limites de
controle, concluimos que o processo esta fora de controle em relacao a sua média; isto &,
ela é igual a algum valor u; # ug. Logo, o grafico de controle € um teste de hipdtese
sendo Hj: processo sob controle estatistico versus H;: processo fora de controle
estatistico. Um valor de T(X) que se localiza entre os limites de controle é equivalente a
ndo rejeicao da hipdtese de controle estatistico, e um que se localiza fora dos limites de
controle é equivalente a rejeicdo da hipotese de controle estatistico. A Figura 2.5
sintetiza a relagdo entre o grafico de controle e o teste de hipdtese no caso da
distribuicao normal.

———» Regido de Rejeicdo

—  » Regido de Rejeicdo

Figura 2.5: Relagdo entre grafico de controle e teste de hipdtese

Um lugar onde o esquema de teste de hipdtese é util é na andlise do desempenho
de um grafico de controle. Por exemplo, podemos pensar na probabilidade de um erro do
tipo I e do tipo II para o grafico de controle. Se o processo estiver em controle (Hy
verdadeira), o erro do tipo I, &, representa a probabilidade de erroneamente considerar-
se o0 processo como fora de controle, o que denominamos de alarme falso. A
conseqiiéncia de ordem pratica associada ao erro do tipo I é intervir no processo sem
necessidade, ja que ele esta isento de causas especiais, 0 que acarreta um custo e um
risco de desajustar um processo que estava ajustado. Se o processo estiver fora de

controle (H; verdadeira), o erro tipo II, B, representa a probabilidade de erroneamente
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considerar-se o processo em controle quando ele estd fora de controle, o que
denominamos de nao-deteccao. Assim, a probabilidade de detectar-se na carta de
controle uma mudanga significativa no processo quando de fato ela existe, denominado
alarme verdadeiro, é dada por 1- B, ou seja, o poder do teste. Cartas de controle com
baixos valores de B devem ser preferidas e uma das formas de minimizar essa
probabilidade é aumentando o tamanho das amostras observadas do processo
(Montgomery, 2004), ou diminuindo as taxas de amostragem, isto &, coleta-se amostras

em intervalos de tempo, 4, menores.

Duas medidas de desempenho sdo utilizadas para avaliar a qualidade da carta de
controle: ARL in control (Average Run Length in control) e o ARL out of control (Average
Run Length out of control). O ARL in control representa o numero médio de amostras
observadas do processo até que um alarme falso seja detectado, enquanto o ARL out of
control representa o nimero médio de amostras observadas do processo até que um

alarme verdadeiro seja detectado. Essas medidas sao definidas como em (2.6) e (2.7).

ARL in control = i
o (2.6)

ARL out of control = (2.7)

1
1-p
Alguns autores traduzem ARL como NMA (nimero médio de amostras) ou CMS
(comprimento médio da seqiiéncia). Considerando-se a variavel aleatéria Y como o
numero de amostras aleatoérias observadas do processo até que se obtenha o primeiro

alarme falso, entdo Y tem uma distribuicdo geométrica com esperanca e variancia dadas

como em (2.8) e (2.9).

1
E(Y)_E (2.8)
- (2.9)
Var(Y)=-—
(04

Da mesma forma, se Y representa o nimero de amostras aleatérias observadas do
processo até que se obtenha o primeiro alarme verdadeiro, entdo Y tem uma distribuicdo

geométrica com esperanga e variancia dadas como em (2.10) e (2.11).
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1

E(Y)=——
v 1-p (2.10)
Var(yy=—2B : (2.11)
a-5

Assim, por meio dos valores do ARL in control e ARL out of control consegue-se
medir a eficacia da carta de controle. Quanto maior for o ARL in control e menor o ARL
out of control mais eficiente é a carta de controle. Para fins de exemplificacdo, da relacao
entre grafico de controle e teste de hipdtese, vamos considerar um exemplo adaptado de
Montgomery (2004).

2.2.1 Exemplo de aplicagao

Em uma fabrica de anéis de pistdo para motores de automdveis, uma caracteristica
da qualidade é o diametro interno do anel. O processo sob controle requer um didmetro

médio interno de 74 mm, e um desvio padrdo igual 0,01 mm. Agora, se sdo extraidas

amostras de tamanho n=5, o desvio padrao da média amostral X é:

~_ o _001

“n 5

Portanto, se o processo esta sob controle com um didmetro médio de 74 mm, supondo-

=0,0045

se que o diametro do anel tenha distribuicdo normal, esperariamos que 100(1- & )% dos

diametros médios das amostras (x), ficassem entre 74+z,,,(0,0045) e 74-z_,,(0,0045),
sendo z,,, o quantil da distribuicdo normal padronizada, tal que P(Z<-z,,,)=a/2.

Escolhemos a constante z,,, = 3 de modo que os limites superior e inferior se tornam:

LIC =74 -3(0,0045) =73,9865
LSC =74+3(0,0045) =74,0135

Esses limites sdo tipicamente chamados limites de controle trés-sigma, que
correspondem a uma probabilidade igual a 0,9973 na distribuicdo normal padronizada. A
Figura 2.6 mostra o grafico de controle para o diametro médio do anel.
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74,018 4
L5C = 74,0135

74,013 4

74,009 -
\/\/\ AN |
[ \/ v = | &

74,000

73,9954
73,9914

Diametro médio do anel

LIC = 73,9865

73,086 4
73,082 4

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Numero da amostra

Figura 2.6: Grafico de controle x para o didmetro do anel de pistdo

Note que a escolha dos limites de controle é equivalente ao estabelecimento da regido
critica para o teste de hipotese:

H,:u=74
H, :u+74

onde o = 0,01 é conhecido. Resumidamente, o grafico de controle testa a hipdtese nula

repetidamente, em pontos diferentes do tempo.

Nesse exemplo, onde se usou os limites de controle trés-sigma, a probabilidade do
erro do tipo I € 0,0027. Dessa forma, o valor do ARL in control é dado por:

ARL in control =i = ! =370
a 0,0027

isto €, mesmo que o processo permanega sob controle, um alarme falso sera emitido a

cada 370 amostras, em média.

Agora, suponha que a média do processo tivesse de fato se alterado de 74 para

74 + k 0 =74 + kx 0,01. Entdo o poder do teste seria dado por:

Poder = P(X > LSC | u=T74+kx0,01)+ P(X < LIC | 4 =74+ kx0,01)

A Tabela 2.1 sumariza os valores de poder para diferentes valores de k.
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Tabela 2.1: Valores de poder e ARL out of control para o exemplo de aplicagao

k Poder ARL out of control
0,25 0,007 142,857
0,50 0,029 34,483

1 0,218 4,587
1,5 0,631 1,584
2,0 0,926 1,079

Observe que a medida que o valor de p se distancia do valor alvo p,, maior € a rapidez

de deteccao de descontroles no processo, como pode ser visto pela Tabela 2.1. Por
exemplo, para k=1 teriamos que observar aproximadamente 5 amostras do processo
para que o alarme verdadeiro fosse detectado. Para o caso em que k=0, o poder do teste
é igual ao nivel de significancia do teste (0,0027):

Poder =P(X >LSC | u=74+kx0,01)+ P(X < LIC | £ =74+ k x0,01)
=P(X >74,0135 1 u=74)+ P(X <73,9865 | ;1 ="74)

=P(Z >3)+ P(Z <-3)=0,0027
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Capitulo 3

Testes de hipotese para matriz de covariancias

para amostras independentes

Neste capitulo apresentaremos os testes de hipdtese para a matriz de covariancias
gue serao tratados nesta dissertagao. Como todos estdao fundamentados na suposicao de
normalidade multivariada, esta sera introduzida na Secdao 3.1, sendo os testes
apresentados nas Secbes 3.2 a 3.7. Todos os testes tratados neste capitulo foram

formulados para processos onde os vetores de observacdes sdo independentes.

3.1 Distribuicao normal multivariada

A fungdo densidade da distribuicdo normal multivariada é uma generalizagcdo do
caso univariado, porém, no caso multivariado trabalhamos com duas ou mais variaveis
aleatédrias simultaneamente. Para o caso univariado a funcdo densidade de probabilidade

de uma variavel com distribuicdo normal, com média u e varidncia ¢° é dada por:

2
f(X): ége}cp {_%[X—,Uj },—00<X<°°;,U€ (_°°;°°);G>O (3.1)

o

Seja X = (X, X,..., X,,)T o vetor aleatério de dimensdo p. Dizemos que o vetor X tem uma
distribuigdo normal p-variada com parametros u e X, € denota-se por X~N,(u;2).,), se

a fungao densidade de X for dada por:

1 1 T y-l
f(xl,xz,...x,,)=—lexp{—E(X_,U) X (x—,u)} (3.2)

P

Q)2 1LI?
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onde —oo<x; <oo, —oo< Y <oo, ,u:(,ul,,uz...,u,,)Trepresenta o vetor de médias de X e

2oxp @ matriz de covariancias de X, positiva definida; j=1, 2,... p (“T” denota vetor

transposto).

A distribuicdo normal bivariada (p=2) € um caso particular da distribuicdo normal
multivariada e um bom exemplo para ilustrarmos algumas de suas propriedades.

Considere X; e X, duas variaveis aleatdorias com matriz de covariancias X, e vetor de

médias #, como mostrado em (3.3).

(o2 (o2
v —| % 12 —— T 3.3
2x2 ( G, o, u= (U, 1) (3.3)

onde o representa a variancia da variavel X; e oy representa a covariancia entre as

variaveis X; e X, k#j.

Podemos especificar ainda a covariancia em fungdo do coeficiente de correlagdo p;»
(ou simplesmente p) da seguinte forma: o,, = p,/O,, 0,, . Antes de apresentarmos a

distribuicao normal bivariada de X; e X, devemos obter algumas quantidades mostradas

a seguir. Tem-se que:

5 _( 0, Op J_ O PO, Oy
2x2 T -

3.4
0y Oy (3.4)

p Gl 1 622 622

sendo seu determinante igual a IX1=0,, ,,(1— p*). A matriz inversa, £, é dada por:

l _P
1 /611 /\/611 Oy
1-p| _p |
/11611 Oy /622

A forma quadratica (x— u)" X;., (x — &) pode ser expandida por:

! (3.5)

T -1 1 X —H 2 X =M || X — M, X, —H, 2
— ) - = -2 .
paE e 1—p2[¢a—nj p[FJ[J—NFJ >0
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Utilizando as informacdes anteriores temos que a funcao densidade da distribuicao
normal bivariada é dada por:

2 2
1 1 X~ H X~ H || X T M Xy —Hs
f(x,x,)= expy— ( ‘ J —Zp( J( J{ J (3.7)
l 271'\/0'“0'22(1—;)2) 2(1—/72) VO VO VO VO
onde x,, X, € (—o0,0), U E 9?2,6“. eR, para i=12; elpl<l.
Ilustramos o grafico da funcao densidade da normal bivariada na Figura 3.1 para
uma situagdo particular na qual ha alta correlagdo entre as duas variaveis aleatdrias (p =
0,85). O vetor de médias da distribuicdo é ,u:(O,O)T e as variancias sao iguais a

o11=02=1.

Correlagdo=0.85

1.0

0.8
I

0.4

i

il
g
l\“‘ﬁ‘l\%‘h-i,

0.2

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.1: Fungdo densidade de uma normal bivariada com correlagao igual a 0,85

Observe que a correlagcdo entre as variaveis € um fator que influencia na forma
geométrica da funcdo da distribuicdo normal bivariada. Note que existe uma
concentragdo da densidade sobre a linha reta imaginaria que passa sobre a diagonal do
primeiro quadrante do plano cartesiano definido pelas varidveis X; e X,. Esse fato mostra
que quando p € proximo de 1 ou -1, a superficie fica mais concentrada ao redor do vetor
de médias da distribuicdo. A medida que o coeficiente de correlacdo entre as varidveis
tende a zero, a superficie fica mais dispersa ao redor do vetor de médias, como pode ser

observado pela Figura 3.2.
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Correlagéo=0

1.0

0.8

0.6

04

0.2

0.0
|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.2: Fungdo densidade de uma normal bivariada com correlagao igual a 0

A distribuicdo normal multivariada € uma suposicao dos testes que apresentaremos
nas préximas secdes. Existem alguns testes estatisticos e procedimentos graficos para
avaliar a suposicdo de normalidade multivariada, porém, ndo serdao abordados nessa
dissertagao. Para mais detalhes desses procedimentos ver Mingoti (2005) e Jobson
(1992).

3.2 Teste do determinante

Sabemos que a variabilidade de um processo multivariado é resumida pela matriz
de covariancias X,,. O teste do determinante baseia-se na variancia amostral
generalizada |S|, onde S é a matriz de covariancias amostral. Essa estatistica, que é o
determinante de S, é uma medida amplamente usada para avaliar a dispersao
multivariada. Suponha que estamos interessados em testar a hipétese Hy: £ = Xy versus
H;: X # Xy, onde Xy é uma matriz de covaridncias pré-especificida (por exemplo, obtida
na Fase 1 de controle de qualidade). Dessa forma, o grafico de controle para o

determinante da matriz de covariancias teoérica IZl é definido por (Montgomery, 2004):

LSC =12, (b, +3,/b,)
LC=b 1%, | (3.8)
LIC = max (0; 1%, 1(b, = 3,/b, )

onde:
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1

= e 1),, H( n—i)

1)2,,H< n—i) H<n j+2)- H<n )

Vale ressaltar que os limites de controle em (3.8) sao obtidos pelo uso da distribuigao
normal assintética de |S|. Djauhari (2005) mostra que:

E(ISDN=bIXl e Var(IS)=b,I1XI (3.9)

Assim, |S|/b; é um estimador ndo viciado de [Zl, onde |S| é o determinante da matriz de
covariancias amostral. Na préxima segdo, apresentaremos uma modificacdo no teste do
determinante proposta por Djauhari (2005). Na secdao 3.4 mostraremos um estudo no
qual a distribuicdo exata de |S| é comparada com a distribuigdo assintoética.

3.3 Teste do determinante proposto por Djauhari (2005)

Djauhari (2005) prop6e uma corregao na forma de determinar os limites de
controle para o teste do determinante. Segundo os autores essas modificacdes resultam
numa maior sensibilidade em identificar mudancas na matriz de covaridncias do

processo. Os limites propostos por Djauhari (2005) sao dados em (3.10).

LSC:IZOI(£+3 by j

b, b; +b,
b
LC =%, |b—‘ (3.10)
3
LIC =max|0;1X| z—3 2b
b, by +b,
onde
P
D—i+1
b, (n 1)le;[(n )—i+1}

b, (n 1)2p H (n—-1)—-i+1} {H{(”l_l)_j+3)}_H{(7’l—1)—j+l}:|

i=1

e b; e b, sdo dados como anteriormente.
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Embora a proposta de Djauhari (2005) seja a de melhorar a qualidade do teste do
determinante, vale ressaltar que o uso de |S| como uma medida de dispersao
multivariada tem algumas limitagdes. Em geral, algumas mudancas na estrutura da
matriz de covaridncias ndo acarretam mudanca da varidncia generalizada. Ainda que a
variancia amostral generalizada seja uma medida da dispersdao multivariada amplamente
usada, lembre-se de que é uma representacdao escalar relativamente simplista de um
problema multivariado complexo, ou seja, resumimos toda a estrutura da matriz de
covariancias em um Uunico valor. Em muitos casos essa sumarizacdo pode nos levar a
resultados err6neos, ja que existem matrizes de covariancias completamente diferentes,

mas com mesmo determinante.

Geometricamente, o valor absoluto do determinante é igual volume do elipsdide
delimitado pelos vetores que o compde. Por exemplo, no espaco bidimensional o
determinante é igual a area do paralelogramo determinado pelos vetores u=(u;,u;) e
v=(v1,v2), ou ainda, igual ao volume do paralelepipedo no espaco tridimensional
determinado pelos vetores u=(u;,us,us), v=(vi,v2,v3), w=(W1,W2,W3), COmo mostra a Figura
3.3. Dessa forma, podemos ter vetores diferentes, mas que produzem a mesma area ou
volume. Nessa situacdo, teriamos matrizes de covariancias completamente diferentes,

mas que produzem o mesmo determinante.

<
<
(3]
<
<
(3]
<
)

det — — .
v,oV, det| v, v, v,
v Wy W, W

Figura 3.3: Interpretagdo geométrica do determinante

Como exemplo, observe as seguintes matrizes de covariancias (Montgomery, 2004):

1 0 2,32 0,40
S, = S, =

01 0,40 0,50
Observe que |Si|=]|Sz2]=1, e, no entanto as duas matrizes transmitem informacdes
consideravelmente diferentes sobre a variabilidade do processo e sobre a correlacao
entre as duas variaveis. Note que para S; a correlagdo entre as duas variaveis é zero,
enquanto que para S, é 0,371. Por isso, deve-se ter muito cuidado ao utilizar essa
metodologia para monitorar a variabilidade do processo.
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Note que até o momento abordamos o caso em que o vetor de médias é
desconhecido, ou seja, a matriz S é estimada com base na amostra de observacdes, sem
nenhum conhecimento da média do processo. Porém, em algumas situacdes praticas o
vetor de médias do processo ja é conhecido. Dessa forma, ao invés de utilizarmos a
matriz de covaridncia amostral S para manter o processo sob controle utilizamos a matriz

S, que é dada por:

S

u

n

Nessa dissertacdao abordaremos os testes estatisticos para matriz de covariancias sempre
considerando os casos em que o vetor de médias é conhecido e aqueles em que é

desconhecido.

Para ilustrar o controle da estrutura de variabilidade em um processo multivariado,
pelo método do determinante, utilizaremos um exemplo adaptado de Montgomery (2004)

e que também sera usado em exemplos das proximas secoes.

3.3.1 Exemplo de aplicagao

A forca de resisténcia (X;) e o diametro (X;) de uma fibra téxtil sdo duas

caracteristicas da qualidade importantes que devem ser controladas conjuntamente. Com
o intuito de manter a variabilidade do processo sob controle, as seguintes hipoteses

foram construidas:

1,23 079}

H,: X=X =
’ ’ (079 0,83

H :X#X,

onde o determinante de X, é: |X,1=0,3968. Foi selecionada, do processo de produgdo,

uma amostra de tamanho n=10, obtendo-se a seguinte matriz de covariancias amostral:

. 1,25 0.80
1080 087

de modo que |S|= 0,4475. As constantes by, by, bs e b, sdo dadas por:
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b= 1)plﬂ[(n =9i2(9)(8)=0,8889

i=1

bz=ﬁ. (n—i){Hm—j+2)—H<n—j)}=9i4<9)<8)[<11><10)—<9)<8)]=0,4170

j= j=1

(n— 1)P ﬁ (”—1)—i+1}=9i2(9)(8)=0,8889

3

p

— {(n-1D—-i+1} 3 {((n-D—-j+3)} - 3 {(n-1)—-j+1}|=0,4170
(”l_l) Pag j=1 j=1

4

Com base nos limites de controle propostos por Montgomery (2004) temos que:

LSC =12, (b, +3/b, ) =0,3968 (0,8889 + 3/0,4170 =1,1214
LC =b, 1%, 1=0,8889x0,3968 = 0,3527
LIC = max (0 1Z, 1 (b, —3y/b, )) = max (0;0,3968 (0,8889 — 3/0,4170) = 0

Como o valor de |S|=0,4475 esta dentro dos limites de controle temos evidéncias de que
a estrutura de variabilidade do processo esta de acordo com o que foi postulado em Hy.

Quando construimos os limites de controle baseados em Djauhari (2005) temos os
seguintes resultados:

ISC=1%, |(%+3 by J=0,3968 (1+3\/ 04170 J:1,0965

.\ b2+, (0,8889) +0,4170

LC=1%, I%=0,3968

3

LIC =mdx | 0;1%, | b——3 zb =mdx|0;0,3968|1-3 0’42170 =
b, b; +b, (0,8889)" +0,4170

Como no caso anterior, o valor de |S|=0,4475 esta dentro dos limites de controle, dessa

forma, podemos concluir que a estrutura de variabilidade do processo esta sob controle.
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3.4 Estudo da distribuicdo empirica de |S|
Os limites de controle dos testes do determinante tradicional e do proposto em
Djauhari (2005) sdo construidos usando a aproximacao da distribuicdo de |S| pela

distribuicdo normal. No entanto, se o vetor X tem distribuicdo normal p-variada com

vetor de médias u e matriz de covariancias X, a distribuigdo exata de |S| é dada por:

X
(n=1"

onde Z; sdo independentes e Z, ~y.,:;k=1,2...p. Para mais detalhes sobre a

I1z. (3.12)

p
k=1

distribuicao exata de |S| ver Anderson, (1958;2003). Deste modo, decidimos avaliar a
qualidade da aproximagao normal para |S| no caso de observagdes independentes. Vale
ressaltar a importancia da verificagdo da distribuicdo do determinante da matriz de
covariancias amostral (|S|) uma vez que a utilizacdo da distribuicdo assintdtica normal

para amostras pequenas pode gerar erros na determinagao dos limites de controle.

No processo de simulagao utilizamos como suporte o software R 2.9.0 juntamente
com pacote MASS. O pacote MASS possui fungdes para andlise multivariada de dados. No
contexto que estamos trabalhando utilizamos a fungao mrvnorm() para gerarmos vetores
provenientes de uma distribuicao normal p-variada. Para efeitos de simulacdo geramos
100.000 amostras independentes de tamanho n de uma distribuicdo normal bivariada

com os seguintes parémetros:

1,3333  0,7692
0,7692  1,9608

u=00:0)" e 2{

J, sendo | X1=2,0227.

Para cada amostra determinou-se o valor de |S| construindo-se no final a
distribuicdo empirica de |S|. Foram consideradas amostras de tamanhos 25, 50, 100,
200 e 1000. Para cada uma das situagbes apresentamos algumas medidas descritivas
dos valores de |S|, além dos percentis e do histograma da distribuicdo empirica. Os
resultados obtidos encontram-se nos Quadros 3.1 a 3.5. Observe que a medida que
aumentamos o valor de n obtemos melhores resultados para o estimador |S| e uma
maior aproximacao da distribuicdo normal. Note que para n = 200 ja obtemos bons

resultados.
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Quadro 3.1: Medidas descritivas de |S| para amostras de tamanho n = 25

Medidas descritivas

Min. 19 Qu. Mediana Média
0,1895 1,3480 1,8050 11,9380

Percentis

2,5% 5% 95% 97,5%
0,7441 0,8691 3,4631 3,8780

39 Qu. Max.
2,3840 18,8020

Distribuicdo empirica

Histograma [S|paran =25

Freq. relativa
0.15 0.20 025 0.30
| | | ]

0.10
I

0.00 0.05
I

SI

Quadro 3.2: Medidas descritivas de |S| para amostras de tamanho n = 50

Medidas descritivas

Min. 10 Qu. Mediana Média

0,5199 1,5690 11,9140 11,9810

Percentis

2,5% 5% 95% 97,5%
1,0572 11,1661 3,0266 3,2900

39 Qu. Max.
2,3240 5,4290

Distribuicdo empirica

Histograma |S| para n =50

0.30
|

0.25
1

Freq. relativa
0.10 0.15
| |

0.05
1

0.00
L
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Quadro 3.3: Medidas descritivas de |S| para amostras de tamanho n = 100

Medidas descritivas

Min. 10 Qu. Mediana Média
0,8252 1,7170 11,9710 2,0050
Percentis
2,5% 5% 95% 97,5%

1,3041 1,4005 2,7254 2,8908

3° Qu.
2,2560 4,5050

Max.

Distribuicdo empirica

Histograma |S| para n = 100

Freq. relativa
0.15 0.25
I I

0.05
1

Quadro 3.4: Medidas descritivas de |S| para amostras de tamanho n = 200

Medidas descritivas

Min. 10 Qu. Mediana
1,003 1,811 1,995
Percentis

2,5% 5% 95%
1,4990 1,5731 2,5121

Média  3° Qu.
2,013 2,195
97,5%
2,6217

Max.
3,495

Distribuicdo empirica

Histograma [S| para n = 200

Freq. relativa
010 015 020 025 0.30
| | | | ]

0.05
|

0.00
L

ISI
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Quadro 3.5: Medidas descritivas de |S| para amostras de tamanho n = 1000

Medidas descritivas

Min. 19 Qu. Mediana Média 3° Qu. Max.
1,469 1,933 2,018 2,021 2,105 2,667

Percentis Distribuicdo empirica

2, 5% 5% 95%, 97/ 5% Histograma S| para n = 1000
1,7790 1,8157 2,2349 2,2807

0.30
]

025
|

0.20

Freq. relativa
0.15
Il

0.10
|

0.00
L

14 16 18 20 22 2.4 26

3.5 Teste da razao de verossimilhanca

Seja uma amostra aleatéria de tamanho n, X;, X5,...,X, de uma distribuicdo normal
p-variada com vetor de médias g e matriz de covariancias X, sendo ambos
desconhecidos, e Xj=(Xj, Xp,...X;,)", j=12,..n. Estamos interessados em testar a
hipotese: Hy: £ = Xy versus Hi: £ # Xy, sendo que a matriz Xy (alvo) é completamente
especificada em Hy. O primeiro passo para construirmos o teste da razao de
verossimilhanga sera encontrar os estimadores de maxima verossimilhanga de u e X.
Sabemos que os vetores aleatérios X; (j = I, 2,... n) sdo independentes e identicamente

distribuidos. Assim, a distribuicdo conjunta desses vetores é dada pelo produto das
fungdes individuais (ver Ferreira, 2008). Essa fungcao de densidade é conhecida como
funcao de verossimilhanca. A fungao de verossimilhanca para o modelo normal

multivariado é dada como em (3.13).

28




Lxe D) =] [ £ (X )

=

1 1 T g1
= r): 1z

= (27:)‘% B> |_g exp {—% Z":(xj -7 (x, —,u)}

O maximo dessa fungdo pode ser obtido tomando-se as derivadas parciais de
primeira ordem em relacdo a cada parametro, igualando as funcdes obtidas a zero e
resolvendo o sistema de equagdes formado. Os estimadores resultantes sao os
estimadores de maxima verossimilhnanga. Porém, para facilitar os calculos vamos
trabalhar com a funcdo de log-verossimilhanca. Vale ressaltar que o maximo das funcoes
de verossimilhanga e log-verossimilhanga, em relagdao aos estimadores obtidos, sao
exatamente os mesmos. Isto decorre do fato da funcdo logaritmica ser mondtona

crescente. Para esse caso denominaremos a fungao de log-verossimilhnga por g, que é

dada por:

n

g D) ==Ll Q=212 1= 2 (- )2 - ) (3.14)

j=1

Primeiramente vamos tomar a derivada de primeira ordem de g em relagdo a u.

Antes disso, vale lembrar da seguinte propriedade de derivada matricial:

O0B"AB

3B =2AB, sendo A e B duas matrizes quaisquer. (3.15)

Assim, utilizaremos esse resultado para encontrarmos o estimador de maxima

verossimilhancga de u:

ag(Xa;uaZ):iz—l(xj —,U) (316)
ou j=1

onde x; € um vetor de dimensdo pxI.
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Igualando a zero e resolvendo a equagao resultante obtemos facilmente o estimador de

maxima verossimilhanga de g que é dado por:

2% (3.17)

sendo X um vetor px1.

Como ja era esperado, o estimador de maxima verossimilhanca do vetor de médias
€ o vetor de médias amostral. Antes de tomarmos a derivada de primeira ordem com
relacdo a matriz de covariancias ¥, vamos rearranjar o expoente do numero neperiano

na equacgao da fungao de verossimilhanga. Assim temos:
guj Snles —u>:g<xj SR E ) I, X4
= gu,. —BT(x, -+ gu,. ~BE )+ Z(%—ufz-%x,. ) +§<a‘c—ufz-l<)‘c—u)
:Z(xj X)) Z7(x; - X)+2 g(xj —)_c)TE’l()_c—/l)+jZ:()_c—/1)T (X - u) (3.18)

Como os elementos dessa soma sao formas quadraticas e, portanto, escalares, podemos

aplicar o trago, como em (3.19).
=3, =Dy =) 2 Y, — DT G- )+ Y (G- ) G- ) (3.19)

Levando em consideragdao a propriedade: tr(AB) = tr(BA), onde A e B sao duas matrizes,

tem-se o seguinte resultado:
=27 =%) (=0 142 (27 - X) K=" 1+ ) [T G- ) - )" ] (3.20)
j=1 j=1 j=1
Note que o termo central é uma matriz nula, assim temos que:

D, )" (= D27 (=) G, — B 1+ Y [ R p) (-] 3.21
Jj=1 j=1 j=1 ( )
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Utilizando a propriedade de que a soma de tragos é igual ao traco da soma, podemos

desenvolver ainda mais a expressao anterior:
Y, = = [ (=) (=0 T+ [n 2T G- ) G- )" (3.22)
Jj=1 j=1
Assim, podemos reescrever a funcao de log-verossimilhanca utilizando o fato que:
(n=1) 8= (x; =% (x; =% (3.23)
j=1
Finalmente a fungao de log-verossimilhanca pode ser reescrita como em (3.24).
np n 1 -1 1 -1= - T
g(X;ﬂ;E)=—7ln (27r)—51n|2|—5tr [(n—DX S]—Etr [n2"(x—p) (x—p)" 1 (3.24)

Tomando a derivada de primeira ordem da funcao de log-verossimilhanca em relagdo a X

temos:
ag(XQ,UQE) y-! (n— 1) P (s - Tyl
—— YSYT+—-X — — X
Sy ( ) +—= 5 +2 (x—p) (x—p) (3.25)
ne,y  (n=1)_, a4, e = - T y-1
:_EZ + ) Y7SX +EZ x-wx-w'x (3.26)

Igualando a zero e substituindo o estimador de g encontrado anteriormente temos que o

estimador de X é dado como em (3.27).

B I Gt N RS TS G- G-0)"E" =0
2 2 2
_gi—l+<";%—lsi-l_o

—nE2 '+ m-DEISET =0
—nES S+ (m-DELTISETE=0

A . (n—1
nS=m-18 sendo £=""D5 g (3.27)
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Assim, temos que os estimadores do vetor de médias e da matriz de covariancias
sao X eS§,, respectivamente. Uma vez identificado os estimadores de maxima

verossimilhanga para # e X o proximo passo sera construir o teste da razdao de

verossimilhancga.

Considere LQO(X;,U;ZO) o maximo da funcdo de verossimilhanca para o espaco

restrito e LQ(X;ﬁ;ﬁ), o maximo da funcdo de verossimilhanga para o espaco irrestrito.
Vale lembrar que Q corresponde ao espago paramétrico completo e €, o espago

paramétrico sob Hy. Dessa forma, podemos utilizar a razdo de verossimilhanga dada por:

L, (X;u:X)
Ao o, (X5

= — (3.28)
L,(X;4:Y)

O teste da razdo de verossimilhanga baseia-se no critério de decisdo sobre as hipdteses
Ho ou Hi. Se a razdo de verossimilhanca em seu maximo é grande, Hy € mais provavel
que H; e se a razao de verossimilhanga for pequena H; deve ser escolhida. O primeiro
passo para construirmos o teste descrito anteriormente serd encontrar o maximo da

funcao de verossimilhanga para o modelo completo.

Lo(X; 8 =Qm) 2 1S, 12 exp {_tr(" S S")_”("zs"_ ¥=x) x=%) )} (3.29)
. A — - —np
Lo(X; ;X2)=Q2x) 218, 1% exp {T} (3.30)

Sabemos que sob Hg a fungao de verossimilhanca pode ser escrita como:

_p

Lo, (X5 i1:2)=(27) > 1Z,12 exp {—%rr[(n—l) Z, S]—%rr[n Ty (X =) (f—u)ﬁ} (3.31)

Como estamos restringindo o espaco paramétrico somente a £ = X, temos que o

estimador de maxima verossimilhanga para # € X . Dessa forma, a fungdo de maxima

verossimilhanga restrita é dada por:

_m _n 1 )
LQO(X; WX,)=Q0Q2x) 2 1X,1*exp {—Etr[n ZOISH]} (3.32)
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Finalmente, a estatistica do teste da razao de verossimilhanga é dada por:

_np

_n 1
2 2 _ 4 -1
A_LQO(X;,U;ZO)_(zﬂ.) 12,1 €XP{ Sirin Sn]}

= —= = - - (3.33)
. 7y _np _n _
L,(X; ;X) Q7) 218,12 ex { ;Zp}

2 —ntr ('S )+
A=I5S 12 exp{ nir : ) "p} (3.34)

(n-1S
—

sendo §, =

A determinacdo da distribuicdo nula exata de A é muito complexa, assim, uma
alternativa é utilizar a aproximacgao qui-quadrado assintética -2 In(4). Como no modelo
irrestrito sao estimados p(p+3)/2 parametros e no modelo restrito p, a estatistica
(3.35) possui, sob Hg, distribuicdo assintética qui-quadrado com p(p+1)/2graus de

liberdade. Sendo assim, a estatistica de teste sera:

4 =2 ninlx, Snl_ntr(Zg1 S,)+np
2 2

=ntr(X;'S )—n XS |l-np (3.35)

Valores elevados de x> sdo favoraveis a rejeicdo de Ho. Alguns autores apresentam

uma modificagdo do teste de razdao de verossimilhanca. Korin (1968) propds uma
correcdo para a estatistica apresentada em (3.35) com o objetivo de melhorar a
aderéncia para a distribuicdo qui-quadrado, sob H,, principalmente para tamanhos de
amostras menores. A estatistica modificada é dada por (ver Ferreira, 2008):

Va :{(n—l)—é (2p+1—ﬁﬂ [tr(Z;' S)—Inl X' SI- p] (3.36)

que possui distribuicdo qui-quadrado assintética resultante, sob Hy, com p(p+1)/2 graus
de liberdade.
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Como foi discutido na segao onde abordamos o teste do determinante, é de grande
importancia considerar o caso em que o vetor de médias € conhecido. Todo o
desenvolvimento anterior foi feito considerando o vetor de médias desconhecido. Quando
o vetor de médias é conhecido, o estimador de maxima verossimilhanga da matriz de

covariancias, sob normalidade multivariada, € dado por:

(3.37)

Considere LQO(X;,U;ZO) o maximo da funcdo de verossimilhanca para o espaco

restrito e LQ(X;,u;i), o maximo da funcdo de verossimilhanga para o espaco irrestrito.

Dessa forma, a estatistica do teste da razdo de verossimilhanga, considerando L

conhecido, é dada por:

_mp _n 1
2 2 _ - -1
N LQO(XQ,UQEO) (2r) 12, exp{ 2tr[n X, Sﬂ]}

CLaX; S e —np
e 2z) 218,12 exp -

(3.38)

2 —ntr(X,;'S,)+n
A=I1Z)'S, 12 exp{ ( 02 w p} (3.39)

De forma andaloga ao caso em que o vetor de médias é desconhecido, uma alternativa é

utilizar a aproximagao qui-quadrado assintética -2 In(A4). Dessa forma temos:

4= ninlxy Sﬂl_ntr(Zlg1 S,)+np
2 2

=ntr(251 Sﬂ)—nlanlg1 Sﬂl—np (3.40)

Como no modelo irrestrito sdo estimados p(p+1)/2 parametros e no modelo restrito

nenhum parametro é estimado, visto que o vetor de médias e a matriz de covaridncias
sdo conhecidos, a estatistica (3.40) possui, sob Hg, distribuicdo assintética qui-quadrado

com p(p+1)/2graus de liberdade.
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3.5.1 Exemplo de aplicagao

Considere novamente o exemplo da subsecdo 3.3.1, pagina 23, no qual tinhamos
n = 10 espécies de fibras e X; representava a forca de resisténcia e X, o diametro. Com

base na amostra de estudo tem-se que:
g 1,25 0,80
080 087

Estamos interessados em testar a seguinte hipétese:

1,23 0,79
H,: X=X, =
0,79 0,83
H :XzX,
— 1,125 0,720
Sabemos que §, :M: , portanto:
n 0,720 0,783

o (0,919 —0,053} 1x,'S, 1=0913
X, 8, = , sendo
-0,008 0,994 r(Zy S, )=1913

Pela estatistica (3.35) tem-se que:

xi=ntr(X, S )-nmlXZ,'S, |-np
=10x1,913-10 In (0,913) =10x2=0,040

Sob H,, essa estatistica segue aproximadamente uma distribuigdo qui-quadrado com 3

graus de liberdade. Assumindo a=0,05, o limite critico é dado por ;. =7.8147.

Como o valor obtido (0,040) pela estatistica € inferior a )(32;0,05 =7,8147 ndo existem

evidéncias de que a matriz de covariancias geradora dos dados amostrais seja diferente
de Xy. Usando a correcao proposta por Korin (1968) obtemos o seguinte valor da

estatistica de teste:
2 1 2 = =
X =\n=1)—=|2p+1———||[tr (2, S)—InlX, SI-p]
6 p+1
1 2
:{9—3 (4+1—§ﬂ [1,913-1n(0913)-2]1=0,033

0 que nos leva também a ndo rejeicao de Hq ja que 0,033 < 7,8147.
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3.6 Teste Step-down proposto por Sullivan et al. (2007)

Sullivan et al. (2007) propuseram um teste denominado “step-down” para detectar
mudangas nos parametros da matriz de covaridncias e em outros parametros como o
vetor de médias. Suponha que se tenha duas amostras A e B, sendo que A representa o
processo antes da mudanca de alguns parametros e B representa o processo depois da

mudanga como mostra a Figura 3.4.

..
FPonto £ em gue houve a mudanca

Figura 3.4: Proposta do teste de Sullivan et al. (2007)

O principal proposito desse método é aplicar o teste para comparagdao de
parametros em dois grupos homogéneos consecutivos, o grupo antes e depois do ponto
de mudanca (A e B). O método “step-down” pode ser aplicado a qualquer modelo
paramétrico onde a estimagdo de maxima verossimilhanca pode ser utilizada para todos
os parametros da distribuicdo de ambos os lados do ponto de mudanca. Além disso,
certas condicdes de regularidade tém que ser verificadas (ver Casella e Berger, 2002), de
modo que a matriz de informagao de Fisher possa ser calculada, ja que esse teste

depende dessa matriz.

Suponha que as distribuicbes antes e depois da mudanca sejam completamente

descritas pelo vetor de parametros 6, tendo ¢ elementos. Para dados com distribuigao
normal multivariada, 0 podera consistir de elementos do vetor de médias e de elementos

da matriz de covariancias. Por exemplo, uma parametrizagao para distribuicdo normal
bivariada pode ser dada como em (3.41) que é equivalente a (3.42).
‘9:(/11’/12’612’622’612)T (3.41)

_ T
0=(,1,,0,,p,0,) (3.42)

sendo o, e 0, as variancias de X; e X, e 0, ,0, 0s respectivos desvios-padrao.
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Podemos considerar o vetor 0, proveniente do grupo A, com parametros estimados
via maxima verossimilhanga e 0g para o grupo B. Os resultados podem ser mais bem
entendidos se considerarmos a forma de parametrizagao (3.42), ou seja, utilizando
desvio-padrdo e correlacdo no lugar de varidncia e covariancia. Por exemplo, suponha
que ocorra uma mudanga no desvio-padrao, mas ndo na correlacao. Nessa situacao
todas as covaridncias envolvidas na mudanca do desvio-padrao também serdo

influenciadas, porque cada covariancia é o produto do coeficiente de correlacdo, que ndo

muda, e dos desvios-padrdo. Resumidamente, temos que, considerando po,0, =0,,, se

0, mudar e p e 0, ndo mudarem, O,, tera mudado e se p ndo mudar e o, mudar, por

exemplo, a covaridncia tem que mudar automaticamente. E possivel mudar a covaridncia
e ndo mudar o desvio-padrdo o que automaticamente acarreta na mudanga no p. Como

estamos trabalhando com uma distribuicdo normal multivariada existem duas formas de
parametrizar a distribuicdo. Porém, utilizaremos desvios-padrao e coeficiente de
correlacao porque em alguns passos de nosso problema essa forma sintetiza e simplifica

os calculos. Até o momento discutimos o objetivo do teste. O préximo passo sera
apresentar algumas propriedades de inferéncia estatistica do vetor 0. Seja én o]

estimador de maxima verossimilhanca do parametro 0. Para n grande temos que:

) | [ahlfﬂ&exr B 3.43

d
6 —-N|O6;,— FE
n 6 ae

n

din f(x,0)

onde E, [ Y

2
j € denominado matriz Informagdao de Fisher (Eg denota a

esperanga matematica). Casella e Berger (2002) mostram que se 6 for um vetor gxI e

A

6,0 estimador de maxima verossimilhanca de 0 os seguintes resultados, para n grande,
sao verificados:

d

6 —>Nq(9qxl ;Eén) onde ¥, =—(n Et{ (3.44)

n
n

9% In fix6)))
96 06"

A

Além disso, os autores mostram que &, é assintoticamente eficiente para 0, além de ser

n

consistente e assintoticamente ndo viesado. Assim, como é mostrado em Beyer (1978) o

(i,k)-ésimo elemento da matriz de Informacdo de Fisher para uma distribuicdo normal

multivariada (X~N(u(0),2(0)) é dado como em (3.45).
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T
1 _a_luz—laL 1 (2-18_22-18_24}

““30. " 3o, 27 \% 28" o8, (3.45)
_8211 8212 azlq |
206, 0260, 96
onde ou _ Oy Oi, I, e Y _ 0X, L, 9z,
06, |06, 06, 96, 060, | 96, 06, 96,
ale aZNZ azqq
| 06, 06, 96,

Para uma amostra de tamanho n, Sullivan et al. (2007) mostram que sob Hg, e

considerando uma distribuigdo normal bivariada, a matriz de covariancias de 6, obtida

por (3.44) e (3.45) é dada como na Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Matriz de covariancias assintética (Zé )de @ para uma distribuigdo normal bivariada

M1 M2 01 P 02
2 2
s o P 0,0, 0 0 0
n n
2 2
u, P£9% Oy 0 0 0
n n
o, 0 0 0_12 P (p’-Do, p’o.o,
2n 2n 2n
2-1) 2—1)? (p*>-1)
2n n 2n
2 2 2
o, 0 0 p 0,0, P (Vo). 0, Oy
2n 2n 2n

Uma vez identificadas as propriedades dos estimadores de maxima verossimilhancga

vamos construir o teste de hipétese para o vetor 0. Considere a diferenca no vetor de
parametros como é = (64 - ) o qual é estimado por 5':(914 —éB). Dessa forma, o

objetivo é avaliar se ¢ é igual a zero. Como o foco dessa dissertacdo € averiguar
mudancas na matriz de covariancias vamos manter nossa atencao somente a parte que

contém variagdo, fixando o vetor u. Dessa forma, estamos interessados em testar a
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seguinte hipétese: Ho: 6 = 6y versus H,:0 # 6y, onde 6=(0,,p,0,)" € 6, =(0, .p,.0, )" . De

acordo com o artigo de Sullivan et al. (2007), dado uma amostra de tamanho n, a

estatistica de teste é dada por:

T>=56"2]S onde 5=(0-6,). (3.46)

Sob Hy, a estatistica (3.46), tem distribuigdo assintdtica qui-quadrado com ¢ graus de

liberdade, onde ¢ é o numero de parametros sob H,. Como estamos trabalhando
somente com a parte que contém a variagdo de X, a matriz de covariancias X passa a

ter a seguinte forma:

0-712 _p(p2_1)0-1 p20'10'2
2n 2n 2n
s _|_PW@ -Do P’ -n> pp’-DHo, (3.47)
° 2n n 2n
p20'10'2 _p(p2—1)0'2 0-722
2n 2n 2n

Para o caso em que o vetor de médias é conhecido os elementos do vetor 8 serdo
aqueles provenientes da matriz S,, definida em (3.37). Vale lembrar que estamos

interessados somente na parte que contém variacdo. Portanto, na situacdo em que o
vetor de médias é conhecido o vetor @ sera dado por: lﬁ’z(sﬂl ,ﬁ,s% ), onde S, € 8, Sdo

os desvios-padrdo amostrais de X; e X, obtidos através da matriz S, (ver pagina 34).
Nesse caso, sob Hg, a estatistica apresentada (3.46) tem distribuicdo assintética qui-
quadrado com 3 graus de liberdade, visto que na hipbétese nula tem-se 3 (trés)

parémetros de comparagdo o,,p € O,.

Em Pinto e Mingoti (2009a) e Pinto (2009b) é mostrado que o teste proposto em
Sullivan et al. (2007) é mais poderoso que os testes da variancia generalizada tradicional
e com modificacdo de Djauhari (2005) para dados independentes. Esse resultado é
devido a propria construcdo do teste, ja que ele leva em consideracdao todas as
informagdes da matriz de covariancias, nao reduzindo-a em um Unico valor, como no
teste do determinante. No contexto da distribuicdo normal multivariada o artigo de
Sullivan et al. (2007) considera apenas o caso bivariado.
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No artigo de Sullivan et al. (2007) é proposto um método para se identificar qual,
ou quais, parametros sdao responsaveis pela rejeicdo de Hg quando isto ocorre. Os
autores denominam esse método como “step-down”. Para mais detalhes sobre o método
recomenda-se a leitura do artigo, j& que esse tdpico ndo é objetivo dessa dissertacdo. E
interessante notar que o teste de Sullivan et al. (2007) pode ser aplicado a situagdes nas
quais os dados nao sao provenientes de uma distribuicdo normal multivariada, desde que
a matriz de Informacao de Fisher esteja de acordo com a distribuicao correspondente dos
dados amostrais.

3.6.1 Exemplo de aplicacao

Considere novamente o exemplo da subsecdo 3.3.1, pagina 23, na qual se tem
n=10 espécies de fibras e X; é a forca de resisténcia e X, o didmetro. Estamos
interessados em testar a seguinte hipdtese:

L23 0,79
0,79 0383

H,: X=X, =(

H :XzX,
A matriz de covaridncias amostral € dada por:
o 1,25 0,80
080 087

Vale ressaltar, que no teste proposto por Sullivan et al. (2007), devemos utilizar a matriz

de covariancias amostral estimada via maxima verossimilhanga. Dessa forma:

6=(6,.p.6,)" =(1,061 0,767 0.885)"
j, sendo {6, = (0, ,p,.0,)" =(1109 0,782 09117
5

6-6,)" =(-0,048 —0,015 —0,026)"

(n=1)Ss (1125 0,720
0,720 0,783

n

Utilizando a informacgao dada em (3.47) temos:

0,062 0,017 0,031 29,047
r,= 0,015 0,014 |, e consequentemente Z; = —-18,138 106,661
0,041 —15,566 —22,080 43,046
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Portanto;

T’ =6"%,'6=
29,05 —-0,048
=(=0,048 —0,015 —0,026)| —18,14 106,661 —-0,015 |=0,0383

—15,57 -22,08 43,05)\-0,026

Sob H,, T° tem distribuicao qui-quadrado com 3 graus de liberdade. Dessa forma,

assumindo @ =0,05, o limite critico é dado por )(32;0,05 =7,8147. Como o valor observado

da estatistica 7° é inferior a 7,8141 ndo existem evidéncias de diferenca significativa das

matrizes de covariancias. Com isso, ndo temos evidéncias para rejeitar a hipétese nula.

3.7 Teste VMAX proposto por Machado et al. (2008)

Nesta secao apresenta-se o teste VMAX para o monitoramento da matriz de
covariancias X, de um processo bivariado. Como o foco dessa dissertacao é averiguar
mudancas na matriz de covariancias, vamos manter nossa atencdo somente a parte que
contém variagdo, fixando o vetor u. O teste proposto por Machado et al. (2008),
denominado de VMAX, baseia-se no maior valor das varidancias amostrais, ou seja, em
um processo bivariado, os pontos plotados no grafico de controle VMAX correspondem ao
valor da maior variancia padronizada. Segundo os autores, a principal vantagem do teste
VMAX é que ele possui uma melhor capacidade de diagnostico, ou seja, com ele é mais
facil identificar a varidavel que teve sua variabilidade alterada pela ocorréncia de uma
causa especial. Machado et al. (2008) mostram que o teste VMAX tem um desempenho
superior ao teste do determinante, que é baseado na varidncia amostral generalizada
[S].

Considere um processo bivariado no qual as duas caracteristicas de qualidade sdo

representadas pelas variaveis X; e X, que seguem uma distribuicdo normal bivariada com
vetor de médias conhecido p=(u;, u2)' e matriz de covaridncias . Sem perda de
generalidade, suponha que estamos interessados em testar a hipotese Hy: £ = Xy versus
H;: £ # %), onde sob Hy temos o processo sob controle. A estatistica de monitoramento
corresponde ao maior  valor das variancias amostrais padronizadas,

VMAX =max{s} ;sy },onde s; e s s&o dadas como em (3.48).
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o2 o2
qu _ ;xzi (3.48)

2 =l 2
Sx, = S,
n n
X, — U X, — U
1 X 2 X,
onde x,=——" ¢ x,,=——"2, 0, e 0, postulados sob Ho, (Xi; X2)" o vetor
Gl 62

de observacdes da unidade amostral i, i=1, 2, ...,n.

Quando o teste VMAX estd em uso, amostras de tamanho n sdo selecionadas do
processo em intervalos de tempo regulares. Duas caracteristicas de qualidade
(X,;;X,;)das n unidades s&o medidas e a estatistica VMAX =max{Sy ;S }é calculada.

Se a estatistica VMAX for maior que o limite de controle (LC), calculado através da
equacdo (3.49), existem evidéncias de que o processo esta fora de controle.

nLC
nLC 1
a=1- .[ P\ wt) < 2 ni2
) [7] A—a®) | 2"*T(n/2)

GRS A (3.49)

1-p~

2

onde & é o nivel de significancia do teste, LC o valor do limite de controle X, o 1t

representa uma distribuicdo qui-quadrado ndao-central com n graus de liberdade e com o

pardmetro de ndo-centralidade dado por (tp°/1-p?).

No artigo de Machado et al. (2008) apenas o caso em que o vetor u é postulado
(conhecido) foi considerado. No entanto, é facil perceber que o teste VMAX pode ser
estendido para as situagbes em que u é desconhecido, bastando que as variancias
amostrais sejam calculadas em relagao as estimativas de u;, i=1,2, e que a distribuigdo
da estatistica de teste, sob Hy, seja ajustada para acomodar essa nova situagao.

Considerando como estimativas de p; a média amostral Xx,, temos:

n
2
qu
2 _ =l
x, =

pIE
2 _ =l (3.50)
Sy, =
n—1 ? n—1
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X =% Xy =%,
onde x,=—— e x, =——, 0, € 0O, postulados sob Hy. Lembrando que o

61 62
teste é baseado na maior varidncia das duas varidveis (VMAX =max{sy ;sy }), onde

sy e s sdo dadas como em (3.50).
1 2

No artigo de Machado et al. (2008) mostra-se que o teste VMAX é mais eficiente do
que o teste do determinante (|S|) para alguns modelos de variabilidade, no entanto,
apenas o caso em que p=2 foi considerado pelos autores. Como em muitas situagdes
praticas tem-se mais de 2 varidveis (p>2) de interesse € interessante estender o teste
VMAX para p>2, o que foi feito no trabalho de Pereira e Mingoti (2009) tanto para o caso

em que o vetor de médias é conhecido quanto desconhecido. Neste trabalho de Pereira e
Mingoti (2009) a distribuicdo exata da estatistica VMAX é obtida via simulagdo para
dados multivariados independentes. Do ponto de vista pratico a simulagdo é importante
em vista da dificuldade de se utilizar a integragdo numérica para o caso em que temos

mais de duas variaveis (p>2).

3.7.1 Exemplo de aplicagao

Considere o exemplo da subsecdo 3.3.1, pagina 23. Quando o processo esta sob

controle a matriz de covariancia, Xy, do processo é conhecida e o vetor de médias é dado

por up=(115,59; 1,06). Assim, a seguinte hipdtese sera testada:

1,23 0,79}

H,: X=X =
’ ’ (0,79 0,83

H :XzX,

Sob Hy, temos que a variabilidade do processo esta sob controle. Através de métodos de
simulacdo, e considerando o = 0,05, obtemos o limite de controle (LC = 2,002), para a

situagcdo em estudo. Para verificar se o processo estd sob controle, selecionou-se uma

amostra de tamanho 10 obtendo-se as seguintes variancias padronizadas:

sy, =L1418 e 53 =0,9248
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Vale lembrar que sy e sy foram calculadas como em (3.48), onde u é o vetor

postulado em Ho. Portanto, VMAX = max{s; ;sy }= 1,1418. Como o valor de VMAX < LC

ndao temos evidéncias para rejeitar a hipdtese nula e, portanto podemos concluir que o
processo estd sob controle. E importante observar que o teste VMAX é funcdo apenas das
variancias amostrais e da comparacao destas com as respectivas varidncias teéricas, ou
seja, é um teste para testar a variabilidade das varidveis conjuntamente, mas nao
exatamente para a matriz de covariancias, ja que ndo depende da covariancia entre as

variaveis.
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Capitulo 4

Processos Multivariados Autocorrelacionados

Os procedimentos classicos de controle de processos multivariados sdao
desenvolvidos assumindo que os vetores de observacdes sdo independentes com
distribuigdo normal multivariada com vetor de médias # e matriz de covaridncias X.
Porém, na pratica, muitas das operacdes apresentam autocorrelacdo. Deste modo, para
aumentar a qualidade do monitoramento do processo é necessario levar em consideracao
a autocorrelacao dos vetores de observagdes. Antes de introduzirmos o conceito de
processo multivariado autocorrelacionado, vamos apresentar a forma de um processo em
gue ndo ha autocorrelacdo. Seja Y, = [Y;;, Yao,..., K,,]T o vetor aleatério de dimensdo px/
no tempo t, u =[u,, ,ug,...,,u,,]T € o vetor de médias de dimensao pxl, e &=[e, &p,..., st,,]T é
um vetor aleatério de dimensdo px/ para o tempo ¢ proveniente de uma distribuigao
normal multivariada com vetor de médias nulo e matriz de covariancias igual a X, e que

pode ser representado por:

Y =u+e ,t=12. (4.1)

Neste caso, tem-se um processo de observagdes independentes.

Um processo multivariado autocorrelacionado pode ser representado por diversos
modelos de séries temporais estacionarios. A classe mais conhecida é a de modelos
estacionarios autorregressivos e de média movel VARMA(k,q), cujo modelo € definido

genericamente como:

k q
Y,=pu+e+) @, —w)-> 0, t=12.. (4.2)

J=1 J=1

sendo ®; ¢ ®; as matrizes de dimens&o pxp que contém os parametros autorregressivos

o , . ;. . . . T
e de médias moveis do modelo de séeries temporais multivariado e g =[p1, pe,....ptipl" 0
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vetor de médias de Y; no tempo t. Considerando =0, sem perda de generalidade,

podemos reescrever o modelo VARMA(k,q) da seguinte forma:

©(B)Y, =0(B)¢, (4.3)

onde ®B)=(I-®B-P,B’-...-® B"), O(B)=(1-0,B-0,B>-...-0_B’) s&o
matrizes pxp polinomiais. Vale lembrar que B é um operador de translagdo para o

passado. Para mais detalhes dos modelos VARMA(k,q) ver Lutkepohl (1993) e Tsay
(2002).

Observe pela equagdo (4.2) que quando ®; € uma matriz nula caimos na classe dos
modelos autorregressivos multivariados de ordem k, denominados VAR(k). Quando a

matriz &, € nula tém-se os modelos multivariados de médias moveis de ordem g,

representados por VMA(Q).

E essencial usar um modelo apropriado de séries temporais para modelar os vetores
de observacgbes do processo, tendo em conta a estrutura de dependéncia. Para isso, um
dos primeiros passos na analise das séries de dados é avaliar a existéncia de tendéncia,
sazonalidade, valores discrepantes (outliers), descontinuidade, através de um grafico de
séries temporais. Nas préximas secdes exploraremos com mais detalhes os dois
principais modelos utilizados, VAR(k) e VMA(Q).

4.1 Modelo autorregressivo multivariado de ordem k, VAR(k)

Um dos modelos mais importantes, e que sera mais utilizado nessa dissertacdo, é
conhecido como modelo autorregressivo multivariado de ordem 1, VAR(1). Para um

processo autocorrelacionado o modelo VAR(1) é dado por:

Yt =H, +q)(Yt—1 _zut)+8t (4.4)
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onde u; € o vetor de médias no tempo ¢, & € um vetor de variaveis aleatdrias
independentes com vetor de médias zero e matriz de covariancias X, positiva definida.
Além disso, & é uma matriz pxp com os parametros de autocorrelagdo. Se assumirmos

que Y, é estacionario, ;s € constante no tempo, portanto podemos reescrever modelo

anterior da seguinte forma:

Y =u+®X,_, —p)+e, (4.5)

Ainda considerando o modelo VAR(1) temos que se a matriz & é nula o modelo

anterior se reduz a Y, = u +¢,, caso contrario, ® afeta a matriz de covariancias de Y.

Sem perda de generalidade vamos supor que w=0 e que estamos em um processo

bivariado. Dessa forma temos o seguinte modelo VAR(1):

Y=Y _ +¢ (4.6)

(B )5 () o
Y, Dy P )\ Yo €y

Y, =0, Yo+ ¢ Y, t¢&, (4.8)

Y, =0, Y, ,+0,Y,, ,+&, (4.9)

onde ¢, € o (ij)-ésimo elemento de ®. Baseado na equagdo (4.8), temos que ¢,
representa a dependéncia linear de Yj, sobre Y,,.; na presenga de Y;;. Portanto, ¢, é o
efeito condicional de Y,,.; sobre Y;, dado Y;.;. Se ¢, =0, temos que Y;; ndo depende de

Y>+1, € o modelo mostra que Y;, depende apenas do seu proprio passado. Da mesma
forma, se ¢,,=0, a equagao (4.9) mostra que Y ndo depende de Y;.; quando Y;.; é

dado. Para mais detalhes ver Tsay (2002).

Considere as duas equagdes (4.8) e (4.9) conjuntamente. Se ¢, =0 e ¢,, #0, entdo

existe uma relagao unidirecional de Y, para Y>. Se ¢, =¢, =0, entdo Y, e Y5 sdo ndo

relacionadas. Por fim, se ¢, #0 e @, #0 entdo existe um relacionamento entre as duas

séries de estudo.
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Em geral, a matriz de coeficientes ® mede a dindmica de dependéncia de Y. A
relacdo existente entre Y;; e Y é indicada pelos elementos da diagonal secundaria da
matriz de covariancias X de &. Se ;2 = 0, entdo ndo existe uma relacao linear entre os

dois componentes das séries.

A generalizacdo do modelo VAR(1) para o VAR(k) nos fornece o seguinte modelo:

Y, -)=®, ¥ _ ) +..4+4P, ¥ _ —)+¢€,, k=1 (4.10)

onde ®; sdo matrizes de coeficientes pxp.

Utilizando o operador de translacdo para o passado, denotado por B, podemos reescrever
0 modelo (4.10) como em (4.11).

(I-®,B-®,B°—...-®,B") (Y, —u)=¢,
OB (Y, - p) =€, (410
onde I é uma matriz identidade pxp e ®(B)=(I -®,B—®,B* —...—®,B") é uma matriz

polinomial. Quando # = 0 a equagao (4.10) torna-se:

Y=Y +P,Y ,+..+PY , +¢g , k=1 (4.12)

4.1.1 Estimadores de maxima verossimilhanca de um modelo VAR(k)

Antes de iniciarmos os calculos para determinacdao dos estimadores de maxima

verossimilhanca de um modelo VAR(k), vamos apresentar a notagdo que sera utilizada
para representacdo do modelo VAR(k). Essa notacdo estd de acordo com aquela

empregada em Lutkepohl (1993). Considere a seguinte notagao:

(@ Y°=(y,— ..., y, — i) uma matriz com dimens&do (pXxT)
b)) ®=(P,,...,P,) uma matriz com dimensao (p X pk)

Y —H
() Y°= : um vetor com dimens&o (pk x1)

Yicknn — M
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(d) E=(g,,...,& ) uma matriz com dimensdo (pxT)
(e) X =(Y),...Y,,) uma matriz com dimens&o (pkxT)
(f) y°=vec(¥’) um vetor com dimensdo (pT x1)

(g) a=vec(®P) um vetor com dimensdo (p°kx1)

(h) u=vec(E) um vetor com dimensao (pT x1)

onde y,,y,...y,sdo observagdes da série e vec(.) € um operador de vetorizagdo de

matrizes. De acordo com a notagao assim definida pode-se reescrever o modelo VAR(k)

apresentado em (4.10), da seguinte forma:

Y’=®X +E ou YV =(X'®I _ Da+u (4.13)

pXxp

onde I,,, € uma matriz identidade de ordem p, e ® o produto de Kronecker.

Para obtermos os estimadores de maxima verossimilhanca vamos assumir que o

processo VAR(k) é gaussiano. Mais precisamente temos:

gl
u=vec(Ey=|: |~N(0;I,,®L,) (4.14)
gT

Em outras palavras, a funcdo densidade de probabilidade de u é dada por:

1 _ 1, _
f, (M)ZW”M ®L, I exp [—Eu (I ®2€1)u} (4.15)
Além disso, temos:
[ 0 0 0 |
pXp — -
_Q)] p 0 0 _CDJ _¢2 _gbk
, -®, -, 0
u={-&, -b_, ... 1, 0 (y—u*) + _q;) 0 '0 (Y, —4) (4.16)
. . k Y
0 -, :
0 0 0
i 0 0 -, ! |
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onde y=vec(Y) e u*= (u’, ..., u’)’ sdo vetores de dimensdo Tpxl e u= (u’, ..., i’)’ e
Y°=(y,...y_,, ) sdo vetores de dimensdo pkxI. Consequentemente, du/dy' é uma

matriz triangular inferior com diagonal e determinante igual a 1 (um). Dai usando que

u=y-pu*—(X'®I, ,)a temos:
)
fy(y)=‘ )
dy
1 _
:WIIM ®X, I x (4.17)

1 - \
X exp [—E(y—/l*— (X'®1,,)a) (I, ®L)(y—p*= (X ®1,,Xp)a)}

onde X e a sao expressos como ha notagao definida anteriormente. Dessa forma, a

fungao de log-verossimilhanga é dada por:

T T 1 _ ,
lnl(,u,a,ZE)=—p7ln27r-31n|26 - Sly—pr = (X®1, ) al Uy, ®%) [y-p*- (X'®1, ) al

’

pT T 1< LS . k
= 2 ll’l2ﬂ'-51n|26|-52 (yz_lu)_zcbi(yz—i_lu) Ze (yz_lu)_zcbi(yz—i_:u)
i=1 i=1

t=1
’

:—%Tlnbz-glanE I—éZ[yt—ZCDi yt_,,jzj [yt—Zcb,, yt_,,j+

t

T _
+lu'[1p><p_2¢ij Z: Z[yt_2¢1 yt—ij_zlu'[lpxp_zéij 261 [Ipxp_zéijlu

T T 1
=P 2 = o [(Y —®X) X (YO - X))
2 2 2
onde Y’ e @ sdo expressos como na notacdo definida anteriormente na pagina 48.

Uma vez identificada a funcdo de log-verossimilhanca o préximo passo sera

determinar os estimadores de maxima verossimilhanga de p, @ e X, . Dessa forma, temos

que as derivadas da funcdao de log-verossimilhanca em fungdo dos parametros de
interesse serdo dadas por:
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(a) Em fungéo de u

dinl / _ / _
. _[IPXP_Z¢iJ ZSIZ[yt_Zq)i yt—ij_T[lpxp_Zq)ij 251 [Ipxp_zq)ijlu

ou i
=[I,,-®(®I, )L {Z(y, —ﬂ-‘bel)} (4.19)

onde Y,Oé expresso como na notagdo definida anteriormente e j =(1, ..., 1)’ € um vetor de

1 com dimenséo (kxI).

(b) Em fungdo de a

dinl _ .
E)a :(X ®Ip><p)(IT><T ®251)[y_1u*_(X ®IPXP)a]
=(X®XH(-uH-(XX'®La (4.20)
(c) Em fungdo deX,
dlnl T ., 1. o
o5 :_Ez; +52; Y’ -dX) (Y’ -®Xx)'x; (4.21)

£

Igualando as derivadas a zero obtemos os seguintes estimadores:
1 -1
ﬁ:?(lpxp _Zq)ij Z()’, - @, yt—iJ (4.22)
i t i

a=(XX)"'X®I,,) (y-f* (4.23)

5 :%m _BX) (70 —BXY (4.24)

onde Y° e X s&o obtidos de Y’ e X, respectivamente, substituindo M por [ . Um fato a

ser considerado é que os estimadores de p e a sdo idénticos aqueles obtidos pelo método

de minimos quadrados, além disso, os estimadores a e [ sdo consistentes se Y; for um

processo gaussiano estacionario. Para mais detalhes das propriedades dos estimadores
de maxima verossimilhanga e minimos quadrados ver Lutkepohl (1993).
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4.2 Modelo de média-movel multivariado de ordem g, VMA(q)

O modelo de média-modvel multivariado de ordem g, ou VMA(q), é dado da

seguinte forma:

Y,-u=¢-0,¢,-0,¢,-..-0_¢_,
Y’ _IU:®(B)€, (425)
onde @, s&o matrizes pxp, i=1,2...q, € ®(B)=(I-0,B-0,B> —...—0_B?) é uma matriz

polinomial levando em conta o operador de translagao para o passado, B. Como
ilustracdo, para uma melhor compreensdo do processo VMA, vamos considerar o caso
bivariado do processo VMA(1), como é mostrado em (4.26). Sem perda de generalidade

vamos considerar u=0.

Y =¢, -0¢,_, (4.26)

Podemos reescrever o modelo (4.26) da seguinte forma:

(er j — (8“ j _( 911 912 J (81,r—1 j (4 27)
Y, &, 0, 6,)\&,,
Y,=¢€,-6,¢&,,-6,¢&,,, (4.28)

Y, =¢€,-0,¢&,,-6,¢&,,, (4.29)

Considere a equagao (4.28) para Y;. O parametro 6,, denota a relagdo de
dependéncia linear de Yj, sobre €,, , em presenca de &, ,. Se 6, =0, entdo Yy, ndo
depende de valores defasados de &, nem de Y. Da mesma forma, se 6, =0entdo Yy

ndo depende de valores passados de Y;.. Os elementos da diagonal secundaria da matriz
® representam a dinamica de dependéncia entre os componentes da série. Para um

modelo VMA (1), podemos classificar a relagao entre Y, e Y, da seguinte forma:

1. Se 6, =6, =0, entdo Y, e Y ndo sdo relacionadas;
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2. Existe uma relagao unidirecional de Y;, para Y se 6, =0, mas 6,, #0. A relagao
unidirecional oposta ocorre quando 6,, =0, mas 6, #0.

3. Existe uma relagdo de dependéncia entre Y, e Y se 6, #0e 6, #0.

Em Lutkepohl (1993), os estimadores de maxima verossimilhanga de um modelo
VMA(q) sao mostrados detalhadamente como foi feito na segdo 4.1.1 para um modelo
VAR(k). Além disso, vale ressaltar que existem os processos VARMA(k,q) que sdo a
generalizacao dos processos vistos, mas que ndo sao objetivos de estudo dessa
dissertacdo. Para mais detalhes dos processos VARMA(k,q) ver Brockweel e Davis

(1996); Lutkepohl (1993) e Tsay (2002). Uma vez que apresentamos os modelos de
séries temporais multivariados, o préximo passo sera identificar as matrizes de

covariancias e correlacdo cruzadas.

4.3 Matrizes de covariancias (I') e correlagao (p) cruzadas

Considere I'(t,t +h) como a matriz de covariancias cruzada entre Y; e Yun e o

(i,j)-ésimo elemento dessa matriz como ¥, (h) onde:

7,'j (h) = E((Yn _luir)(Yj,Hh —H j,t+h)) (430)

Sob o pressuposto de estacionariedade u; serd constante (u) enquanto I'(¢,7+h) serd
uma fungao somente do lag h, e sera escrito como I'(h). Assim, a matriz de covariancias

cruzada para o lag 0 é representada como em (4.31).

Yu o -~~7/1p
Youo Vo7

L,=T,0)= "% "2 =B, —u) (¥, - p)"] (4.31)
7/[71 7/[72 "'7/[7[7

onde I é a matriz de covariancias pxp de Y. O i-ésimo elemento da diagonal principal da
matriz I}, é a variancia de Yj, e o (i,j)-ésimo elemento é a covariancia entre Y; e Y.

Considere D uma matriz diagonal consistindo dos elementos:

D =diag (¥, [V \[70) (4.32)
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Dessa forma, Tsay (2002) mostra que a matriz de correlagdo cruzada no lag 0 é dada
por:

Py =Lp;(]=D"'T, D" (4.33)

mais especificadamente temos:

Vi

p;(0)= W (4.34)

que representa o coeficiente de correlagdo entre Y;; e Y. Além disso, é facil verificar que:

@D ;) =p;0),V0))
(i) —1<p;(0) <1, V@, j)

(iii) p,(0)=1,Yi

Com o intuito de determinar a matriz de covariancias cruzada para um processo
VAR(1), Kalgonda e Kulkarni (2004) usaram as equagoes de Yule-Walker, ver (Morettin e

Toloi, 2006), e obtiveram o resultado apresentado em (4.35).

[,=bT,& +X, (4.35)

onde @ e X, sdo as matrizes com os parametros do modelo temporal.

Como ilustragdo, vamos considerar o exemplo apresentado em Kalgonda e Kulkarni
(2004). Seja um vetor bivariado Y; = (Y, YQ;)T onde se identifica um modelo VAR(1).

Considere as seguintes informagoes:

. (105 © 05 0 00"
£ 105 1 o 07 #=0

Assim, utilizando o resultado apresentado em (4.35) tem-se que:

[,=0T,d +X,

(}/11 }/12 j: {0’5 O j{}/ll }/12 j{o,s O j+{1 O,Sj
Voo YV 0 07)\¥s 7»)L0 07 05 1
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Desenvolvendo as equagdes anteriores temos que:

1,3333 0,7692 10,4757
I, = e p0)=
0,7692 1,9608 0,4757 1

No Apéndice A apresentamos os calculos para obtengdo da matriz I, proveniente de um
processo bivariado VAR(1). Através desses calculos é possivel verificar como a obtencgao

de I, esta ligada aos parametros do processo e a matriz X, .

Suponha que em uma industria a qualidade de um produto seja determinada por
duas caracteristicas Y; e Y, e estamos interessados em manter a estrutura de

variabilidade desse processo multivariado sob controle. Além disso, considere que foi

identificado autocorrelacdo nos vetores de observagdes e foi ajustado um modelo
VAR(1). Dessa forma, deveriamos utilizar a matriz I, para manter a estrutura de
variabilidade do processo sob controle ao invés da matriz de covariancia amostral S.
Muitos pesquisadores desconhecem a importéncia de detectar a autocorrelagdo nos

vetores de observagdes e acabam utilizando a matriz S para manter o processo sob

controle, e na maioria das vezes os resultados obtidos sdo enganosos, ja que as matrizes

I',e S sdo diferentes.

O exemplo anterior aborda o caso onde temos um processo VAR(1), porém,
Oliveira (2007) obteve as férmulas para se encontrar as matrizes de covariancias
cruzadas, para os modelos VAR(2) e VARMA(1,1). No artigo de Kalgonda e Kulkarni
(2004) é abordado somente o caso onde os parametros da diagonal secundaria de &, do
modelo VAR(1), sdo nulos, ou seja, ¢, =¢,, =0. Dessa forma, na proxima segao
apresentaremos o impacto na matriz I'), quando, além da autocorrelagao temporal nas
séries, existe uma relacdo de dependéncia entre as duas séries temporais, ou seja,
¢, #0 e ¢, #0. Vale ressaltar que esse estudo sera feito considerando um processo

bivariado VAR(1).
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4.4 Estudo do comportamento de I, e ©(0) quando ¢, #0
e 9, #0

Com o auxilio do software R 2.9.0, vamos avaliar o comportamento das matrizes

I'y, p(0), de um processo bivariado VAR(1), quando além da dependéncia temporal,

temos correlagao entre as duas séries, ou seja, ¢, #0 e @,  #0. Como ilustragdo, no
Apéndice A, apresentamos o calculo da matriz de covariancias cruzada, para um processo

bivariado VAR(1), considerando ¢, =@, . As equagGes para um processo bivariado

VAR(1) sdao dadas por:
Y, =9, Yl,r—l + P, Yz,r—1 +é€,

Y, =¢, Yl,r—l + @y Yz,r—1 +&,

, 1 05 05 ¢, ,
Em todos os casos vamos considerar ¥ = , &= , 1=(0,0).
0,5 1 0, 07

Kalgonda e Kulkarni (2004) mostraram que se ¢, = ¢, = 0tem-se que:

1,3333 00,7692 10,4757
I = e p0)=
0,7692 1,9608 04757 1

No artigo, ndo foi construido um exemplo para o caso em que @, #0 e @, #0. Dessa
forma, para avaliar qual o comportamento de I;, e p(0), essas matrizes foram

construidas para varios valores de ¢, e @,,. Os resultados sdo apresentados a seguir.

Caso 1: ¢, =¢, 20

Tabela 4.1: Alteragbes na matriz 1, quando ¢, =¢, > 0

Parametros P2 =P
0,0 0,10 0,20 0,30 0,38
V1 1,3333 1,5177 1,9994 3,7190 39,7829
V22 1,9608 2,3068 3,1437 6,0371 66,1603
V12 = Y2 0,7692 1,1521 1,8689 4,1529 50,7465
p(0) 0,4757 0,6157 0,7455 0,8765 0,9891
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Caso 2: ¢, =¢,, <0

Tabela 4.2: Alteragbes na matriz 1, quando ¢, =¢, < 0

Parametros $a =0
0,0 -0,10 -0,20 -0,30 -0,38
Vi 1,3333 1,2944 1,4052 1,9721 14,4952
Y22 1,9608 1,8552 1,9994 2,9060 23,7489
Y12= Y21 0,7692 0,4772 0,1304 | -0,7251 | -16,9527
p(0) 0,4757 0,3079 0,0778 | -0,3029 | -0,9137
Caso 3: ¢, =0 e ¢, 20
Tabela 4.3: Alteragdes na matriz 1, quando ¢, =0 € ¢, >0
Param P
) 0,0 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,80 0,90 1,0
Vi1 1,3333 | 1,3333 | 1,3333 | 1,3333 | 1,3333 | 1,3333 | 1,3333 | 1,3333 | 1,3333 | 1,3333 | 1,3333
22 1,9608 | 2,2262 | 2,6003 | 3,0830 | 3,6742 | 4,3741 | 5,1825 | 6,0995 | 7,1252 | 8,2594 | 9,5023
ye2=yu | 0,7692 | 0,8718 | 0,9744 | 1,0769 | 1,1795 | 1,2821 | 1,3846 | 1,4872 | 1,5897 | 1,6923 | 1,7949
p(0) 0,4757 | 0,5060 | 0,5233 | 0,5312 | 0,5329 | 0,5309 | 0,5267 | 0,5215 | 0,5158 | 0,5100 | 0,5043
Caso 4: ¢, =0 e ¢, <0
Tabela 4.4: Alteragdes na matriz [, quando ¢, =0 € ¢, <0
Param ]
! 0,0 -0,10 | -0,20 | -0,30 | -0,40 | -0,50 | -0,60 | -0,70 -0,80 -0,90 -1,0
Vi1 1,3333 | 1,3333 | 1,3333 | 1,3333 | 1,3333 | 1,3333 | 1,3333 | 1,3333 | 1,3333 1,3333 1,3333
22 1,9608 | 1,8039 | 1,7557 | 1,8160 | 1,9849 | 2,2624 | 2,6486 | 3,1433 | 3,7466 4,4585 5,279
yr2=vyz | 0,7692 | 0,6667 | 0,5641 | 0,4615 | 0,359 | 0,2564 | 0,1538 | 0,0513 | -0,0513 | -0,1538 | -0,2564
p(0) 0,4757 | 0,4299 | 0,3687 | 0,2966 | 0,2207 | 0,1476 | 0,0819 | 0,025 | -0,0229 | -0,0631 | -0,0966
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Caso 5: ¢, 20 e ¢,

Tabela 4.5: Alteragdes na matriz 1, quando ¢, 20 e ¢, =0

Caso 6.: 9, <0 e ¢,

Parametros &
0,0 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70 0,80 0,90 1,0
Vi 1,3333 | 1,4902 | 1,7557 | 2,1297 | 2,6124 | 3,2036 | 3,9035 | 4,7119 | 5,6290 | 6,6546 | 7,7888
722 1,9608 | 1,9608 | 1,9608 | 1,9608 | 1,9608 | 1,9608 | 1,9608 | 1,9608 | 1,9608 | 1,9608 | 1,9608
Vi2= Y21 0,7692 0,9804 1,1916 1,4027 1,6139 1,8250 2,0362 2,2474 | 2,4585 2,6697 2,8808
p(0) 0,4757 | 0,5735 | 0,6422 | 0,6864 | 0,7131 | 0,7282 | 0,7360 | 0,7394 | 0,7400 | 0,7391 | 0,7372
Tabela 4.6: Alteragdes na matriz 1, quando ¢, <0 e ¢, =0
Parametros P
0,0 -0,10 -0,20 -0,30 -0,40 -0,50 -0,60 -0,70 -0,80 -0,90 -1,0
Vi1 1,3333 1,2851 1,3454 1,5143 1,7919 2,178 2,6727 3,276 3,9879 4,8084 5,7376
722 1,9608 | 1,9608 | 1,9608 | 1,9608 | 1,9608 | 1,9608 | 1,9608 | 1,9608 | 1,9608 | 1,9608 | 1,9608
V2= Y2 0,7692 | 0,5581 | 0,3469 | 0,1357 | -0,0754 | -0,2866 | -0,4977 | -0,7089 | -0,9201 | -1,1312 | -1,3424
p(0) 0,4757 | 0,3516 | 0,2136 | 0,0788 | -0,0402 | -0,1387 | -0,2174 | -0,2797 | -0,329 | -0,3684 | -0,4002




Caso 7: ¢, 0 e ¢, #0

Tabela 4.7: Alteragdes na matriz 1, quando ¢, #0 € ¢, #0

P, #0; ¢, #0

Parametros | 9, =0 | ¢, =015 | ¢, =0,20 | ¢, =030 | ¢, =015 | ¢, =-0,20 | ¢, =-030 | ¢, =-0,40 | ¢, =050 | ¢,=-0,30| ¢, =0,30
$, =0 | ¢, =010 | ¢,,=010 | ¢, =010 | ¢, =-010 | ¢,, =-0,10 | §,, =010 | ¢,, =010 | ¢, =-010 | ¢, =020 | ¢, =-0,40
Vi1 1,3333 1,6654 1,8546 2,3751 1,3154 1,3664 1,5698 1,7413 2,7756 1,4964 1,8161
V22 1,9608 2,3524 2,4019 2,5152 1,8844 1,9164 1,9900 2,0051 1,6474 2,2200 1,7973
Vi2= Y21 0,7692 1,3075 1,4746 1,8499 0,3722 0,2593 0,0058 0,0371 1,3397 0,2584 0,6678
p(0) 0,4757 0,6606 0,6987 0,7569 0,2364 0,1603 0,0033 0,0199 0,6265 0,1418 0,3696
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4.5 Estudo da distribuicdo empirica de |S| e |I},| em
processos autocorrelacionados

Com o intuito de avaliarmos a distribuigdo empirica de |S| e |I,|, em um processo

bivariado VAR(1), geramos 100.000 amostras provenientes desse processo,

considerando diferentes cenarios de tamanhos de amostra (n = 25, 50, 100, 200 e 1000)

e 0 vetor de médias desconhecido, com os seguintes parametros:

6, 0 05 0 1 05
q): = e 28 =
0 ¢, 0 07 05 1

Por Kalgonda e Kulkarni (2004) espera-se que com esses valores obtenhamos a seguinte

matriz de covariancias cruzada:

_[ 1,3333  0,7692
)=

; sendo |I,1=2,020
0,7692  1,9608

Vale ressaltar que para gerarmos um processo bivariado VAR (1) utilizamos a

proposta de simulacdo que serd apresentada no Capitulo 5. A estimacdo dos parametros
foi feita pelo método da maxima verossimilhanga apresentado na segdo 4.1.1. Utilizamos

como suporte nas simulagdes o software R 2.9.0. Para cada amostra determinou-se o
valor de |S| e |I,| construindo-se no final a distribuicdo empirica de |S| e |I,|. Para
cada uma das situagdes apresentamos algumas medidas descritivas dos valores de |S| e

|f0 |, além dos percentis e do histograma da distribuicdo empirica. Os resultados obtidos

para |S| encontram-se nos Quadros 4.1 a 4.5, enquanto que para |f0| nos Quadros 4.6

a 4.10.
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Quadro 4.1: Medidas descritivas de |S| para amostras de tamanho n = 25

Medidas descritivas

Min.  1° Qu. Mediana Média 3° Qu. Max.
0,095 10,827 1,222 1,436 1,803 11,880

Percentis Distribuicdo Empirica
2,5% 5%  95% 97,5% °1 L
0,387 0,466 3,121 3,726

0.25

0.20

Freq. relativa
0.15
I

0.10

0.00 0.05
|

Quadro 4.2: Medidas descritivas de |S| para amostras de tamanho n = 50

Medidas descritivas

Min. 19 Qu. Mediana Média 3° Qu. Max.
0,236 1,174 1,561 1,703 2,074 9,211

Percentis Distribuicdo Empirica

2,5% 5% 95% 97,5%
0,682 0,779 3,103 3,537

Freq. relativa
1 1 1 1 1 ]

0.00 005 0.10 0.15 020 025 030 0.35

o —
I
P

S|
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Quadro 4.3: Medidas descritivas de |S| para amostras de tamanho n = 100

Medidas descritivas

Min. 19 Qu. Mediana Média 3° Qu. Max.
0,485 1,449 1,777 1,859 2,181 7,070

Percentis Distribuicdo Empirica

2,5% 5% 95% 97,5%
0,978 1,082 2,916 3,198

0.4

0.2 0.3
|

Freq. relativa

0.1

0.0

Quadro 4.4: Medidas descritivas de |S| para amostras de tamanho n = 200

Medidas descritivas

Min. 19 Qu. Mediana Média 3° Qu. Max.
0,738 1,638 1,894 1,937 2,189 4,477

Percentis Distribuicdo Empirica
2,5% 5% 95%  97,5% ] —
1,234 1,324 2,695 2,880

Freq. relativa
0.10 0.15 0.20
1 1

0.05
I

0.00
L

1SI
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Quadro 4.5: Medidas descritivas de |S| para amostras de tamanho n = 1000

Medidas descritivas

Min. 10 Qu. Mediana Média
1,296 1,869 1,996 2,005
Percentis

2,5% 5% 95% 97,5%
1,652 1,703 2,339 2,412

39 Qu. Max.
2,130 3,052

Distribuicdo Empirica

Freq. relativa
0.10 0.15 0.20
1 1 ]

0.05
I

0.00
L

1SI

3.0

Quadro 4.6: Medidas descritivas de |, [para amostras de tamanho n = 25

Medidas descritivas

Min. 19 Qu. Mediana Média

0,079 0,788 1,192 1,460
Percentis

2,5% 5% 95% 97,5%

0,358 0,434 3,363 4,130

39 Qu. Max.
1,812 19,750

Distribuicdo Empirica

<
S} —

Freq. relativa
0.2

0.1

0.0
L

20
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Quadro 4.7: Medidas descritivas de |, [para amostras de tamanho n = 50

Medidas descritivas

Min. 19 Qu. Mediana Média 3° Qu.
0,239 1,143 1,546 1,720 2,096
Percentis

2,5% 5% 95% 97,5%

0,652 0,748 3,283 3,810

Max.
10,430

Distribuicdo Empirica

0.30
]

0.25
|

0.20

Freq. relativa
0.15
1

0.10

0.05
I

0.00
L

Quadro 4.8: Medidas descritivas de |T, [para amostras de tamanho n = 100

Medidas descritivas

Min. 19 Qu. Mediana Média 3° Qu.
0,468 1,426 1,769 1,868 2,200
Percentis

2,5% 5% 95% 97,5%

0,949 1,047 3,025 3,345

Max.
7,133
Distribuicdo Empirica

s
[}

0.2 03
|

Freq. relativa

0.1

0.0
L
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Quadro 4.9: Medidas descritivas de |T, [para amostras de tamanho n = 200

Medidas descritivas

Min. 19 Qu. Mediana Média
0,702 1,618 1,890 1,942
Percentis

2,5% 5% 95% 97,5%

1,206 1,295 2,769 2,977

39 Qu.

Max.

2,207 5,085

Distribuicdo Empirica

Freq. relativa
0.10 0.15 0.20
1 1 ]

0.05
1

0.00
L

Quadro 4.10: Medidas descritivas de |[; |para amostras de tamanho n = 1000

Medidas descritivas

Min. 1° Qu. Mediana Média
1,251 1,859 1,994 2,006
Percentis

2,5% 5% 95% 97,5%

1,632 1,684 2,367 2,448

3° Qu
2,139

. Max.

3,164

Distribuicdo Empirica

Freq. relativa
0.10 0.15 0.20
1 1

0.05
1

0.00
L

3.0
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Através da analise dos histogramas, para pequenas amostras, poderiamos pensar em
uma aproximagao para a distribuicdo qui-quadrado, tanto para |S| quanto para |f0|.
Além disso, nota-se que para tamanhos amostrais grandes (n=1000) as distribuicdes de
S| e |f0| sdo bem proximas, o que nos leva a concluir a existéncia de uma

convergéncia dessas duas matrizes. Um outro ponto a ser discutido é que o valor médio

de |f0| converge mais lentamente para o verdadeiro valor de |I},|=2,02 do que |S]|

como pode ser visto pela Tabela 4.8.

Tabela 4.8: Valores médios de |S| e [T, | para diferentes cenarios de tamanhos de amostras

n S| 1T,
25 1,436 1,460
50 1,703 1,720
100 1,859 1,868
200 1,937 1,942

1000 2,005 2,006

Observe que para amostras pequenas (n=25) os valores médios de |S| e |f0| sao

diferentes, o que nos leva a reforcar a idéia de que quando estamos em um processo
autocorrelacionado, o uso da matriz S para monitorar a variabilidade do processo pode

nos levar a resultados erroneos.

Nas proximas secOes apresentaremos a adaptacdo dos testes apresentados no

Capitulo 3 para o caso em que temos autocorrelacdo, ou seja, mostraremos como a

matriz I, pode ser utilizada nos testes estatisticos para matriz de covariancias.

4.6 Adaptacdo dos testes para matriz de covariancias em

processos autocorrelacionados

Se em um processo a autocorrelacao for detectada é essencial usar um modelo
apropriado de séries temporais para modelar os vetores de observagoes, tendo em conta
a estrutura de dependéncia temporal. Uma vez identificado o modelo que melhor se

ajusta ao conjunto de observagoes, (ver Lutkepohl, 1993), o proximo passo € obter a

matriz de covariancias cruzadas (I,) do processo e incorpora-la nos testes de hipdtese
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utilizados para monitorar a matriz de covaridncias do processo. No Capitulo 3
apresentamos os testes para matriz de covariancias considerando independéncia entre os
vetores de observacdes. Nas secdes 4.6.1 a 4.6.4 apresentaremos uma modificacao
desses testes para o caso em que a autocorrelacdo esta presente nos dados. Como feito
no Capitulo 3 consideraremos os casos em que o vetor de médias é conhecido e

desconhecido.

4.6.1 Modificacao do Teste do Determinante Tradicional e Djauhari (2005)

Suponha que em um processo autocorrelacionado nosso foco seja testar a hipdtese
Ho: I' =1 versus H;: T #1, onde 'y € uma matriz de covariancias pré-especificida. Para

isso os seguintes limites de controle serdao considerados:

Teste Tradicional Teste Djauhari(2005)
b, [ b
LSC:|F0 |{—1+3 Z—ZJ
LSC =IT, (b, +3\/b, ) by \b; +b,
LC=b,IT, | L=t 12
LIC =max (0; T, 1 (b, —3/b, ) b,
b b
LIC=max|0;1T, || —+-3 2—2
b, \b2+b,

onde by, by, b3 e by sdo aqueles apresentados como no Capitulo 3 (segbes 3.2 e 3.3).

Para o teste do determinante proposto por Djauhari (2005) a mesma correcao €
feita, ou seja, a troca da matriz X, sob Hy, pela matriz I'y. Para o caso em que o vetor de
médias do processo é conhecido o0 modelo de séries temporais é ajustado aos dados sem
estimar o vetor de médias e o determinante da estimativa da matriz I'y, aqui denotado
por IFJ |, é utilizado para monitorar o processo. No caso em que o vetor de médias é
desconhecido ajustamos o modelo de séries temporais estimando todos os parametros,
inclusive o vetor de médias, e utilizamos o determinante da estimativa da matriz I'y,
denotada nesse caso por |I,|, para testar a hipdtese sobre a matriz de covariancias.

Vale ressaltar que além dos limites de controle obtidos para o teste tradicional via
aproximacao pela distribuicdo normal e o proposto por Djauhari (2005), que também se

utiliza dessa aproximacao, também utilizaremos os limites exatos obtidos via simulagao.
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4.6.2 Modificacdao do Teste da razao de verossimilhanca

Suponha que estejamos interessados em testar a hipétese: Hqo: I' = Iy versus
H;: I' # I'g, sendo que a matriz I'y (alvo) é completamente especificada em Hy. No caso
em que ha autocorrelacdo entre as observacdoes, € possivel mostrar, usando
procedimentos similares aos do Capitulo 3 (secdo 3.5), que para o caso em que o vetor
de médias é conhecido, a estatistica do teste de razdo de verossimilhanga com a

aproximacao qui-quadrado assintética (-2 /In(A)) é dada por:

_mp 2 1 & _
(27) 2 IT, | Zexp{—zZm -, (x, —u)}
—2InA==21In ~

— - (4.36)
(27) > IT, |2 exp {_2 Z(xj -, (x; _ﬂ)}

onde I é a estimativa de maxima verossimilhanga de I's. Quando fazemos a adaptagao

do teste da razdo de verossimilhanca para o caso em que temos autocorrelacao o
numero de graus de liberdade na distribuicdo qui-quadrado se altera, visto que temos um
maior numero de parametros a ser estimado. Considerando o caso em que o vetor de
médias é conhecido e estamos em um processo bivariado VAR(1) utilizamos 7 graus de
liberdade. Isso porque, quando estamos no espaco paramétrico irrestrito estimamos os 7

pardmetros do modelo VAR(1), isto &, (011, 022, 021, @y, Py &, € #,,). A medida que a

ordem do modelo ajustado se altera o nUmero de graus de liberdade também muda.

Para o caso em que o vetor de médias é desconhecido a estatistica do teste de
razao de verossimilhanca com a aproximacdo qui-quadrado assintética (-2 In(4) ) sera
dada por:

(27[)_% T, | 2 exp {—; Z(xf — )" FO_I(XJ‘ —/7*)}
—2InA=-21In =

np n 1 & (4.37)
()2 15, 12 exp {—2 S, - - ;z)}

j=1
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onde i ¢é a estimativa de maxima verossimilhanga de u considerando a matriz de

parametros estimados ®e [ *é a estimativa de maxima verossimilhanga de u

considerando a matriz de pardmetros ® sob H, (tedrica). Considerando que o vetor de
médias seja desconhecido e que estamos em um processo bivariado VAR(1) utilizamos 7
graus de liberdade na distribuicdo assintdtica qui-quadrado. Isso porque, sob o espaco

paramétrico irrestrito estimamos os 9 parametros do modelo, ou seja, (us, 2, 011, 622, 021,
G 0y P, € @) e sob 0 espaco paramétrico restrito estimamos o vetor de médias u

de dimensdo 2x1 . Observe que é necessario fazer um estudo do numero de graus de
liberdade em cada situacdo, levando em consideracdo o modelo ajustado, numero de

variaveis, etc.

Nesta dissertacdo, além das distribuicdes assintoticas, consideraremos as

distribuicdes exatas geradas via simulacao.

4.6.3 Modificacao do Teste Step-down proposto por Sullivan et al. (2007)

Suponha que estamos interessados em testar a seguinte hipétese:

HO :F:FO :( 7/0,11 7/0,12 j

7/0,21 7/0,22
H, :T'#I,

onde ¥,11s Youzs Yoors Yo S30 0s componentes da matriz I'p, sob Ho.

Além disso, considere que o vetor de médias (#) do processo seja conhecido. Portanto, a

matriz de covaridncia cruzada estimada (I, ) é dada por:

I { j (4.38)

7/21 7/22
A modificacdo do teste de Sullivan et al. (2007) estd baseada no uso da estatistica
dada em (4.39), que sob Hy, possui distribuicdo assintética qui-quadrado. Como agora

estamos considerando a matriz I, como estimador da matriz de covaridncias do

processo temos o seguinte vetor de parametros 8= (7,0 ,7,»)".
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T>=6"L,S onde 5=(8-6,) (4.39)

Dessa forma, a idéia do teste serd comparar as estimativas dos parametros de

O=(7.,.p",7,)" com aqueles sob Ho, 8, =(¥s.1> P> %) - Vale lembrar que a matriz

Zsé obtida utilizando a matriz de Informacao de Fisher como apresentada no Capitulo 3.

No caso em que o vetor de médias do processo é desconhecido utilizamos a

estimativa de maxima verossimilhanga I, que é feita considerando o vetor de médias

desconhecido. Nesse caso teriamos a comparagdo entre os vetores 6, =(¥y,, L0 » Vo)

e 0=(9,,p .7,)" . Como estamos interessados somente na parte que contém variag&o

os vetores possuem dimensdo 3x1, visto que o vetor de médias ndo estd sendo

considerado.

Quanto ao numero de graus de liberdade na distribuicdo assintética qui-quadrado,
deve-se fazer um estudo detalhado de quais parametros estdao sendo estimados, uma vez
que o numero de graus de liberdade pode alterar de acordo com o modelo ajustado.
Suponha que tenhamos ajustado um modelo bivariado VAR(1). Se considerarmos o
vetor de médias conhecido, usamos a aproximacdo para a distribuicdo qui-quadrado com
7 graus de liberdade (7 parametros estimados no espaco irrestrito). Para o caso em que
consideramos o vetor de médias desconhecido, podemos usar 7 graus de liberdade, se
seguirmos a idéia original do artigo de Sullivan et al. (2007), ou 9 graus de liberdade se
pensarmos na estimacdo do vetor de médias, dado que para se obter as estimativas das

varidncias e covariancias é necessario estimar o vetor de médias.

Nesta dissertacdo, além das distribuicbes assintoticas também consideraremos a

distribuicdo exata da estatistica desse teste.

4.6.4 Modificacao do Teste VMAX proposto por Machado et. al (2008)

O teste proposto por Machado et al. (2008), denominado de VMAX, baseia-se no
maior valor das variancias amostrais padronizadas. Suponha que em um processo
autocorrelacionado estejamos interessados em testar a hipétese: Hy: I' =Ty versus Hy: I
#I'y, sendo que a matriz I'y € completamente especificada em Hy. Para o caso em que o

vetor de médias é conhecido, ajustamos o modelo de séries temporais adequado as
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observacbes sem estimar o vetor de médias e a partir disto obtemos a matriz FO

Sabemos que o teste VMAX esta baseado no valor da maior variancia padronizada.
Diante disso, a estatistica de teste sera dada por:

VMAX :max{ﬂ; £ } (4.40)
Youu Yo

A

Quando o vetor de médias é desconhecido basta trabalhar com a matriz I, que ¢é
estimada sem nenhuma restricdo. Ou seja, nesse caso o vetor de médias do modelo
também é estimado. Um fato importante é que independentemente se o vetor de médias

€ conhecido ou ndo, sempre padronizaremos as variancias com ¥,,, € ¥, , Sob Ho.

Ao contrario do que ocorre com o teste da razao de verossimilhanga e com o teste
proposto por Sullivan et al. (2007) o teste VMAX ndao possui nenhuma distribuicao
aproximada, diante disso optamos por trabalhar somente com a distribuicdo exata que
foi obtida via simulagao.
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Capitulo 5

Aspectos Computacionais: Simulacao e Estimacao

dos Parametros de um Processo VAR(1)

O R é um software livre para ambiente estatistico e computacdo grafica e esta
disponivel no site (http://cran.r-project.org/). Nesta dissertagdao o utilizaremos como
ferramenta para as simulagbes que serao realizadas juntamente com o pacote mAr,
versdo 1.1-1. O pacote mAr foi desenvolvido por Barbosa (2009) e oferece varias funcdes
para analise de modelos multivariados autorregressivos. Dessa forma, serd possivel
verificar o comportamento de varios testes de hipdtese para matriz de covariancias no
contexto em que temos autocorrelacdo. Realizaremos simulagdes com diferentes cenarios
de tamanhos de amostra, com o intuito de verificar até que ponto o tamanho amostral

pode interferir nos resultados.

Em um primeiro momento focalizaremos nossos estudos na analise do poder dos

testes quando temos um modelo bivariado VAR(1) onde as duas séries ndao sao
correlacionadas (¢, =¢,, =0), ou seja, temos somente a dependéncia temporal, ¢, #0,

@, #0. Denominaremos esse primeiro estudo como situagdo 1. Uma desvantagem do

uso do pacote mAr, mas especificamente da funcdao mAr.est, na situacdao 1, é que essa
funcdo sempre estimard os parametros da diagonal secundaria, que representam a

relacdo entre as duas séries, mesmo que teoricamente essa relacdo ndo exista, ou seja,
¢, =¢,, =0. Dessa forma, nessa primeira situagdo, optamos por ndo usar o pacote mAr,
uma vez que estamos interessados no caso em que ¢, =¢@,, =0 e o uso do pacote nos

forneceria resultados pouco confidveis. Uma forma de contornar esse problema foi criar
nosso proprio algoritmo de simulacdo e estimacdo. O processo de geracao dos vetores de
observacgbes, provenientes de um processo bivariado VAR(1), seguiu as seguintes
etapas:

81

1. Gerar 2n vetores de¢ :(
82

j proveniente de uma N ,(0,X,);

2. Gerar um vetor de observagdo ¥, ~ N ,(0,X,) para iniciar o processo de geragéo;
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3. Por exemplo, para o caso bivariado, temos:

Yl,t :¢11Y10 +é&, Y2,t :¢22Y20 +é&,,
Yl,t+1 = ¢11Y1,r +& 4 Yz,r+1 = ¢22Y2,r +&) 4

_Yl,t+h = ¢11Y1,(t+h—1) & Y2,t+h = ¢22Y2,(1‘+h—1) T & i

4. Selecionar somente os n ultimos vetores gerados.

Através dos quatro itens descritos anteriormente sera gerado um processo
bivariado VAR(1). Observe que selecionaremos somente os n Ultimos vetores de
observagdes, isso porque, no comeco do processo de geragdao, os vetores estdo
influenciados pelo valor inicial Yy e podem ndo captar a autocorrelagao real existente na
série. Assim, se selecionarmos somente os n Ultimos vetores, obteremos melhores
resultados. Quanto a estimacdo dos parédmetros do modelo, implementamos o
procedimento de estimacdo de maxima verossimilhanca como descrito na secdo 4.1.1.
Vale lembrar que como nosso objetivo é estudar testes de hipdtese para matriz de
covariancias consideraremos as situacdes em que o vetor de médias é conhecido e

quando é desconhecido. Para as simulagdes estipulamos u = (0,0)".

Posteriormente, avaliaremos o poder dos testes quando temos um modelo
bivariado VAR(1) onde identificamos a correlacdo temporal e entre as duas séries. Em
termos tedricos vamos considerar o caso em que ¢, #0, ¢,, #0 ,9, #0 e ¢,, #0. A
opcao de trabalharmos com essa situacdao, que denominaremos de situacdao 2, é que os
trabalhos publicados até o momento na area de controle de qualidade para processos
autocorrelacionados em geral se utilizam do modelo de séries temporais VAR(1) com
matriz de pardmetros ® diagonal. Assim, é nossa intengao explorar modelos mais gerais.
Na situagao 2 utilizaremos como ferramenta a funcao mAr.est e a funcao mAr.sim, do
pacote mAr. A fungdo mAr.sim nos permite gerar processos multivariados
autoregressivos de ordem k, bastando para isso fornecer os parametros e a ordem do
modelo desejado. Para estimar os parametros do modelo utilizaremos a funcdo mAr.est,
gue estd fundamentada no algoritmo de Neumaier e Schneider (2001). Um fato a ser
considerado é que os as estimativas obtidas via maxima verossimilhanga e pelo algoritmo
de Neumaier e Schneider (2001) sdo bem préximas. Ao contrario da situacdo 1, nessa

segunda parte consideraremos somente o caso em que o vetor de médias é
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desconhecido, isso porque, a funcdao mAr.est ndao nos da a opcao de declararmos o vetor

de médias como conhecido, ou seja, a funcdo sempre estimara o vetor de médias.

A avaliagdo da qualidade dos testes que serdao propostos para processos
autocorrelacionados sera realizada através da determinagcdo do tamanho do teste e de
seu poder via simulacdes de Monte Carlo. Vale ressaltar que os testes descritos nessa
dissertacao serao avaliados com as distribuicbes aproximadas e exatas. Para obtermos
os limites criticos das distribuicbes exatas dos testes geramos um processo bivariado
VAR(1) e encontramos os percentis da distribuicdo empirica considerando varios
tamanhos de amostra. Os percentis das distribuicdes exatas, para n = 25, 50, 100, 200,
1000 e 5000, estdao apresentados nos Apéndices B e C dessa dissertagdo. Finalmente,
avaliaremos como a autocorrelagdo interfere nos resultados dos testes estatisticos para

matriz de covariancias formulados teoricamente para observacdes independentes.

Um estudo do pacote mAr, antes de iniciarmos as simulagdes, nos indicou que
teriamos um grande problema ao trabalhar com amostras pequenas. Esse estudo foi feito
com o objetivo de avaliarmos a qualidade do pacote mAr em gerar (mAr.sim) e estimar
(mAr.est) os parametros de um modelo VAR(k), considerando diferentes cenarios de
tamanhos de amostra. Esse estudo nos mostrou que em situagbes onde temos pequenas
amostras a fungdo mAr.sim nao é consistente, ou seja, ela gera observacdes que nao sao
condizentes com o modelo e parametros especificados. Isso poderia nos levar a
resultados incorretos visto que estariamos gerando um processo diferente daquele
postulado. O desejo de avaliar o desempenho dos testes para tamanhos de amostras
pequenas veio do fato de que em controle de qualidade é usual trabalhar com amostras
pequenas (n<10), porém, diante de um problema multivariado autocorrelacionado nao

achamos conveniente trabalhar com amostras tdo pequenas. Em algumas situacdes sera

necessario estimar até 9 parametros (u;, u>, 011, 022, 621, @y, @5, @, € @, ), POr isso,

optamos por trabalhar com amostras de no minimo 25 observagdes. Mesmo para 25
observacbes o algoritmo de simulacdo do pacote mAr ainda é muito inconsistente,
portanto, para contornar esse problema uma alternativa foi criar restrigdes no processo
de geracdo das amostras, ou seja, aceitariamos somente as amostras que satisfizessem
nossos objetivos (modelo e parédmetros). O procedimento de restricdo foi feito da

seguinte forma: suponha que estejamos interessados em gerar 25 observagoes,

provenientes de um modelo bivariado VAR(1) com parametros ¢, =0,5,¢,, =0.7,

¢,=0 e ¢, =0. Se ndo criagssemos nenhuma restricdio no processo de simulagao

obteriamos amostras de modelos com parametros completamente diferentes do tedrico

simulado. Diante disso optamos por aceitar somente as amostras que satisfaziam o
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critério @, —erro <@, < @,, +erro, onde o erro era da ordem de 0,05. Essa restrigao foi

feita nos quatro parametros da matriz ®@. A restricdo imposta no processo de simulacdo
foi satisfatdria, porém, aumentou consideravelmente o tempo de simulagdo, visto a
grande inconsisténcia da funcdao mAr.sim para gerar amostras autocorrelacionadas em

cenarios com um pequeno nimero de observagoes.

A escolha dos testes para os quais iremos avaliar o poder sera feita através do
tamanho do teste. Ou seja, simularemos n observagdes, sob H,, de um processo
bivariado VAR(1) 100.000 vezes e contabilizaremos a quantidade de amostras que
levardo a rejeicdo de Hg. O tamanho do teste serd determinado pela proporcdo de
amostras que levaram a rejeicao de Hy. Como estamos simulando sob Hy, espera-se que
esses valores sejam bem préximos do valor do nivel de significancia nominal escolhido
para o teste (5%). Vale lembrar que consideraremos os limites criticos das distribuigdes
aproximadas e exatas. Uma vez identificado a estimativa do tamanho de cada teste

selecionaremos somente aqueles testes que fornecerem valores de & em torno de 5%.

Para avaliacdo do poder dos testes simularemos n observagdes, sob H;, 20.000
vezes e estimaremos a proporgao de amostras que levardo a rejeicao de Hy. Altos valores
dessa proporcao indicam uma eficacia dos testes em detectar alteracdes na matriz de
covariancias, visto que estamos simulando observagbes sob H; Valores baixos dessa
proporcao indicam que os testes nao foram sensiveis a tais alteracdes, jad que estamos
simulando observagbes de um modelo diferente daquele postulado sob Hy. Essa
proporcao de rejeicdo é denominada poder do teste. Esse processo sera repetido 25
vezes para cada teste, dessa forma, teremos 25 estimativas de poder para cada teste,
que € equivalente a uma corrida de 500.000 repeticdes. Isso sera feito com o intuito de
termos uma maior confiabilidade nos resultados. Os valores médios dos poderes de cada
teste serdo apresentados nas proximas secbes. A Figura 5.1 mostra, resumidamente, a
estratégia de simulacdo. A contrario do que foi feito na fase determinacdo do poder dos
testes, onde o processo foi repetido 25 vezes, na fase de estimagdao do tamanho dos

testes o processo foi feito somente uma vez.
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TESTES PARA MATRIZ DE

COVARIANCIAS

!

Simular n observagdes de um processo VAR(1)

100.000 vezes.

!

Tamanho do teste?

S

>> 59% Em torno de 5%

—

Uma avaliacao na estimativa de a
nos indica algum tipo de corregao
para o uso da distribuicdo assinto-
tica? (a/2 , 20, etc..)

l Nao

Teste descartado

.

Simular n observacdes de um processo,
Sim sob H;, 20.000 vezes e obter o poder do

— > | teste. Esse procedimento devera ser feito

25 vezes.

Figura 5.1: Estratégia de Simulacdo
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Capitulo 6

Avaliacao do Poder dos Testes para Matriz de

Covariancias via Simulacao de Monte Carlo

Neste capitulo apresentaremos os resultados das simulagbes desenvolvidas onde
incorporamos a autocorrelacdo nos testes de hipotese para matrizes de covariancias ja
existentes, que sdo construidos sob a suposicao de independéncia entre as observacoes,
mas especificamente, os testes do determinante, o de razao de verossimilhanca, o de
Sullivan et al. (2007) e o VMAX de Machado et al. (2008) discutidos no Capitulo 3. Para
efeito de estudo, consideraremos duas situagbes para andlise. Na Situacdao 1

abordaremos o caso onde temos um modelo VAR(1) e as duas séries ndo sao
relacionadas (¢, =¢,, =0), ou seja, temos somente a dependéncia temporal ¢, #0,
¢, #0. Ja na Situagdo 2, consideraremos novamente um modelo VAR(1l), mas

avaliaremos o caso onde identificamos correlacdo temporal e entre as duas séries

(0, #0,0, #0, 9, #0 e ¢, #0).

6.1 Estudo do Poder dos Testes - Situacao 1

Nessa secdao nosso objetivo sera avaliar o poder dos testes para matriz de

covariancias, formulados sob a suposicdo de independéncia entre as observacoes,

quando as duas séries ndo sao correlacionadas (¢, =¢,, =0), mas a dependéncia

temporal, ¢, #0, ¢,, #0, é verificada. Para isso, consideraremos as distribuigdes exatas

e aproximadas dos testes em questdo. Para obtermos os percentis das distribuicdes
exatas algumas simulagdes foram feitas como descrito no Capitulo 5. Os resultados
dessas simulagdes estdao apresentados no Apéndice B. Vale lembrar que consideraremos

os casos onde o vetor de médias € conhecido (# = (0,0)") e quando € desconhecido.
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Tanto na avaliacao do tamanho dos testes quanto do poder utilizaremos a seguinte
hipétese:
1,3333 00,7692
H,.I'=I,=
0,7692 1,9608
H :I'#T,

onde para a obtencdo do modelo postulado sob Hg, consideraremos um processo VAR(1)

com os seguintes paréametros:

05 00 LO 05 1,3333  0,7692
D= , X, = e consequentemente I, = .
00 07 05 10 0,7692 19608

Para a matriz I', temos as seguintes informagles: |1 1=2,0226; tr(I,)=232941;

autovalores: A, =2,4777 , 4, =08163, sendo a correlagdo entre as varidveis € igual a
0,475. Observe que como nessa primeira situacdo abordaremos o caso onde as duas

séries ndo sao correlacionadas (¢, =¢@,, =0) a diagonal secundaria da matriz ® é nula.

A selecdo dos testes para os quais avaliaremos o poder foi feita através da
estimacdo do tamanho do teste. Para isso, usando o algoritmo descrito no Capitulo 5
para a situacdo 1, simulamos um modelo VAR(1), sob Hy, e determinamos o tamanho
dos testes. Os testes escolhidos para avaliacdo do poder foram aqueles que forneceram
estimativas de a em torno de 5%. Na determinacdo do tamanho do teste consideramos
amostras de tamanho 25, 50, 100, 200, 1000 e 5000. Os tamanhos amostrais, n=1000 e
n=5000, foram considerados nesse caso com o objetivo de verificarmos a convergéncia

de estimativas do tamanho dos testes.

Como visto no Capitulo 3, no caso do teste da razdo de verossimilhanca,
considerando observacbes independentes, a distribuicdo assintdtica da estatistica de
teste € qui-quadrado com p(p+1)/2 graus de liberdade tanto para os casos em que u é
conhecido quanto desconhecido. Como vamos tratar o processo bivariado teremos uma

qui-quadrado com 3 graus de liberdade para os dois casos.
Ja no caso em que consideramos autocorrelacdao, ou seja, usamos o teste como

explicado na segdo 4.6.2 do Capitulo 4, a distribuicdo assintética da estatistica de teste

segue uma distribuicdo qui-quadrado com 5 graus de liberdade se u é conhecido. Isso
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porque, quando estamos no espaco paramétrico restrito por Hy, ndo estimamos nenhum

parametro e sob o espaco paramétrico irrestrito estimamos os 5 parametros do modelo
VAR(1). Note que nessa situagdo 1 estamos considerando o caso em que ¢, =¢,, =0,
dessa forma existem somente 7 parametros a serem estimados, incluindo o vetor de

médias. Finalmente, quando consideramos o vetor de médias desconhecido, utilizamos a

distribuicdo assintdtica qui-quadrado com 5 graus de liberdade. Porém, um estudo da
distribuicao exata do teste da razao de verossimilhanga, considerando fo para o caso em
gue o vetor de médias é desconhecido, nos mostrou que quando consideradvamos 7 graus
de liberdade na distribuicdo aproximada usando a correcao o/2 obtinhamos valores bem

proximos da distribuicdo exata. Diante dessa situacdo também optamos por avaliar o
tamanho do teste, para o caso em que estamos trabalhando com fo, com vetor de

médias desconhecido, considerando uma distribuicdo qui-quadrado com 7 graus de
liberdade, mas com um nivel de significancia nominal de o/2. O valor estipulado de o

para todos os testes estatisticos foi 0,05.

Para o teste de Sullivan et al. (2007), descrito no Capitulo 3, secdo 3.6, caso em
gue assumimos independéncia entre as observacbes, a distribuicdo assintética da

estatistica de teste é qui-quadrado com 3 graus de liberdade quando u é conhecido, visto
que na hipdtese nula temos trés parametros de comparagdo (0,0, p). Vale lembrar que

estamos considerando o numero de graus de liberdade para um processo bivariado. Para
0 caso em que o vetor de médias é desconhecido temos duas possibilidades de graus de
liberdade a usar. Se pensarmos na idéia apresentada originalmente no artigo de Sullivan
et al. (2007) o correto seria usar 3 graus de liberdade, porém, podemos considerar 5
graus de liberdade se pensarmos também na estimacao das médias, ja que para obter as

estimativas de o; e 0, € necessario estimar as médias (; € [12). Como estamos em um

estudo exploratorio para avaliarmos qual € a melhor aproximacgao para a distribuicdo da
estatistica de teste no caso autocorrelacionado, optamos por testar as duas opcdes de

graus de liberdade e verificar o que ocorre com o tamanho do teste.

Quando trabalhamos com o teste de Sullivan et al. (2007), considerando
autocorrelacdo, como descrito no Capitulo 4, secao 4.6.3, com o vetor de médias

conhecido, usamos a aproximagao para a distribuicdao qui-quadrado com 5 graus de
liberdade. Para o caso em que consideramos I,, com vetor de médias desconhecido,

podemos usar 5 graus de liberdade, se seguirmos a idéia original do artigo de Sullivan et
al. (2007), ou 7 graus de liberdade se pensarmos na estimagdo do vetor de médias.

Dessa forma, optamos por usar as duas propostas. Da mesma maneira que verificamos
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no teste da razao de verossimilhanga testamos uma correcao para a distribuicao qui-
guadrado assintética, considerando o/2, quando usamos fo. O mesmo foi feito no teste

de Sullivan et al. (2007). Porém, no caso desse teste, obtivemos boas aproximacdes,
tanto para o caso em que o vetor de médias era conhecido quanto para o caso em que
era desconhecido. Dessa forma, também consideraremos essa situacdo na avaliacdo do

tamanho do teste.

No teste do determinante, tanto quando utiliza-se a matriz quando se usa a matriz
fo, e considerando os casos onde o vetor de médias era conhecido e desconhecido,
utilizamos o teste exato, o teste tradicional, que usa a distribuicado normal como
aproximagao para a distribuicao do determinante de S e fo, e a modificagao proposta
por Djauhari (2005), que também usa a aproximagao normal para os determinantes de S
e fo. Finalmente para o teste VMAX, proposto por Machado et al. (2008), descritos nos

Capitulos 3 e 4, consideramos somente a distribuicdo exata. A Tabela 6.1 apresenta
sumariamente os testes para os quais avaliaremos o seu tamanho especificando o

numero de graus de liberdade da distribuigdo assintética de cada um deles.

Tabela 6.1: Testes abordados na situagao 1

Testes

U conhecido 1 desconhecido

S f, S £,

Determinante Exato

Determinante - Exato

Determinante Exato

Determinante - Exato

Determinante Trad.

Determinante — Trad.

Determinante Trad.

Determinante - Trad.

Determinante Djauhari

Determinante - Djauhari

Determinante Djauhari

Determinante - Djauhari

Razao de V. - Exato

Razao de V. - Exato

Razao de V. - Exato

Razao de V. - Exato

Razdo de V. - X2 ;3010

Razdo de V. - X% (sq.ia)

Razdo de V. - X2 3010

Razdo de V. - X2 (sq.a)

Sullivan - Exato

Razdo de V. - X® (sq.ia/2)

Sullivan - Exato

Razdo de V. - X% 700

Sullivan - X? 30.10)

Sullivan - Exato

Sullivan - X? 30.10)

Razdo de V. - X (7q.1.0/2)

VMAX - Exato

Sullivan - X? sq.0)

Sullivan - X? (sq.0)

Sullivan - Exato

Sullivan - X* 70.10)

VMAX - Exato

Sullivan - X? (sq.10)

Sullivan - X2 7q.0/2)

VMAX - Exato

Sullivan - X? 7010

Sullivan - X2 7g1.0/2)

VMAX - Exato

Note que todos os graus de liberdade das distribuicdes assintoticas foram determinados

com base na situagdo 1, ou seja, temos um modelo bivariado VAR(1) onde ¢, =¢,, =0.

Na proxima secao apresentaremos as estimativas do tamanho dos testes apresentados

na Tabela 6.1.
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6.1.1 Estimacao do tamanho dos testes na situagao 1

Os resultados obtidos via simulagao de Monte Carlo para o tamanho dos testes sao

apresentados nas Tabelas 6.2 a 6.13. Observe que as Tabelas estdo discriminadas para

0s casos em que o vetor de médias é conhecido e para aqueles em que é desconhecido.

Além disso, em cada uma das Tabelas fornecemos os valores criticos das distribuicdes

assintoticas e exatas (considerando o = 0,05) e a estimativa do tamanho do teste.

Tabela 6.2: Limites criticos e estimativas do tamanho do teste na situagdo 1: n=25 - p conhecido

n =25 - y conhecido
Teste S, f‘o
Valor Critico Tam. Teste Valor Critico Tam. Teste

Determinante - Exato (0,498; 4,874) 0,0501 (0,501, 5,944) 0,0489
Determinante - Trad. (0,338; 3,539) 0,0860 (0,338; 3,539) 0,1272
Determinante - Djauhari (0,483, 3,562) 0,1030 (0,483, 3,562) 0,1417
Razdo de V. - Exato 15,878 0,0490 13,820 0,0498

Razdo de V. - X% 3.0) 7,815 0,2811 - -
Razdo de V. - X (sq.0) - - 11,071 0,0944
Razdo de V. - X? (sq.ia/2) - - 12,833 0,0628
Sullivan - Exato 16,095 0,0493 15,086 0,0504

Sullivan - X2 3q..0) 7,815 0,2568 - -
Sullivan - X? (sq.La) - - 11,070 0,1088
Sullivan - X2 (7q..0) - - 14,067 0,0606
Sullivan - X2 (7q,1,a/2) - - 16,013 0,0430
VMAX - Exato 2,008 | 0,0482 | 2,022 | 0,0493

Tabela 6.3: Limites criticos e estimativas do tamanho do teste na situagdo 1: n=25 - p desconhecid

n =25 - y desconhecido

Teste Sn f‘o
Valor Critico Tam. Teste Valor Critico Tam. Teste

Determinante - Exato (0,387, 3,748) 0,0495 (0,355; 4,185) 0,0483
Determinante - Trad. (0,338; 3,539) 0,0458 (0,338; 3,539) 0,0623
Determinante - Djauhari | (0,483; 3,562) 0,0867 (0,483; 3,562) 0,1117
Razdo de V. - Exato 16,523 0,0505 15,222 0,0500

Razdo de V. - X% (3q.0) 7,815 0,3510 - -
Razdo de V. - X2 s1a) - - 11,070 0,1373
Razdo de V. - X2 7q..0) - - 14,067 0,0673
Razdo de V. - X? 7q..0/2) - - 16,013 0,0409
Sullivan - Exato 15,109 0,0503 14,122 0,0495

Sullivan - X2 3q..0) 7,815 0,2983 - -
Sullivan - X? (sq..a) 11,070 0,1375 11,070 0,1137
Sullivan - X2 (7q..0) - - 14,067 0,0505
Sullivan - X2 (7g,l,a/2) - - 16,013 0,0294
VMAX - Exato 1,742 | 0,0480 | 1,699 | 0,0488

81




Tabela 6.4: Limites criticos e estimativas do tamanho do teste na situagdo 1: n=50 - p conhecido

n =50 - g conhecido
Teste Su f‘o
Valor Critico Tam. Teste Valor Critico Tam. Teste

Determinante - Exato (0,775, 4,027) 0,0506 (0,772; 4,520) 0,0501
Determinante - Trad. (0,855; 3,108) 0,1349 (0,855; 3,108) 0,1673
Determinante - Djauhari (0,918; 3,127) 0,1488 (0,918; 3,127) 0,1812
Razdo de V. - Exato 16,678 0,0503 14,650 0,0506

Razdo de V. - X% 30..0) 7,815 0,2975 - -
Razdo de V. - X? (sq.ia) - - 11,071 0,1092
Razdo de V. - X? (sq.1.0/2) - - 12,833 0,0744
Sullivan - Exato 16,710 0,0505 15,629 0,0510

Sullivan - X2 3q..0) 7,815 0,2850 - -
Sullivan - X2 (sq.a) - - 11,070 0,1211
Sullivan - X2 7q..0) - - 14,067 0,0672
Sullivan - X2 (7g,l,a/2) - - 16,013 0,0475
VMAX - Exato 1,689 | 0,0497 | 1,692 | 0,0496

Tabela 6.5: Limites criticos e estimativas do tamanho do teste na situagdo 1: n=50 - p desconhecid

n =50 - p desconhecido

Teste Sn f‘o
Valor Critico Tam. Teste Valor Critico Tam. Teste

Determinante - Exato (0,681; 3,542) 0,0497 (0,652; 3,802) 0,0504
Determinante - Trad. (0,855; 3,108) 0,1272 (0,855; 3,108) 0,1530
Determinante - Djauhari (0,918; 3,127) 0,1533 (0,918; 3,127) 0,1820
Razdo de V. - Exato 17,153 0,0496 15,585 0,0504

Razdo de V. - X% (3.0) 7,815 0,3350 - -
Razdo de V. - X2 sa1a) - - 11,070 0,1334
Razdo de V. - X% 7q..0) - - 14,067 0,0696
Razdo de V. - X? 7q..0/2) - - 16,013 0,0456
Sullivan - Exato 16,330 0,0485 15,193 0,0486

Sullivan - X2 3q..0) 7,815 0,3085 - -
Sullivan - X? (sq..a) 11,070 0,1564 11,070 0,1248
Sullivan - X2 7q..0) - - 14,067 0,0624
Sullivan - X2 (7q,1,a/2) - - 16,013 0,0407
VMAX - Exato 1,569 | 0,0493 | 1,546 | 0,0491

Tabela 6.6: Limites criticos e estimativas do tamanho do teste na situagdo 1: n=100 - p conhecido

n =100 - p conhecido

Teste Su f‘o
Valor Critico Tam. Teste Valor Critico Tam. Teste

Determinante - Exato (1,046, 3,413) 0,0502 (1,029; 3,689) 0,0480
Determinante - Trad. (1,207; 2,797) 0,1666 (1,207, 2,797) 0,1986
Determinante - Djauhari (1,236; 2,810) 0,1745 (1,236; 2,810) 0,2066
Razdo de V. - Exato 17,093 0,0487 15,087 0,0481

Razdo de V. - X2 3q..a) 7,815 0,3080 - -
Razdo de V. - X2 (sq.0) - - 11,071 0,1142
Razdo de V. - X? (sqia/2) - - 12,833 0,0800
Sullivan - Exato 17,185 0,0496 16,086 0,0491

Sullivan - X2 3q..0) 7,815 0,2969 - -
Sullivan - X2 (sq.a) - - 11,070 0,1273
Sullivan - X% 7410 - - 14,067 0,0714
Sullivan - X2 (7q,1,a/2) - - 16,013 0,0498
VMAX - Exato 1,471 | 0,0506 | 1,469 | 0,0515

82




Tabela 6.7:Limites criticos e estimativas do tamanho do teste na situagdo 1: n=100 - p desconheci

n =100 - p desconhecido

Teste Sn f‘o
Valor Critico Tam. Teste Valor Critico Tam. Teste

Determinante - Exato (0,974, 3,206) 0,0486 (0,942; 3,364) 0,0478
Determinante - Trad. (1,207; 2,797) 0,1687 (1,207, 2,797) 0,1964
Determinante - Djauhari (1,236; 2,810) 0,1809 (1,236; 2,810) 0,2096
Razdo de V. - Exato 17,456 0,0507 15,656 0,0507

Razdo de V. - X% 30..0) 7,815 0,3270 - -
Razdo de V. - X2 (sq..a) - - 11,070 0,1300
Razdo de V. - X% 7q.1.0) - - 14,067 0,0700
Razdo de V. - X? 7q..0/2) - - 16,013 0,0470
Sullivan - Exato 17,048 0,0493 15,821 0,0496

Sullivan - X2 3q..0) 7,815 0,3101 - -
Sullivan - X? (sq..0) 11,070 0,1634 11,070 0,1300
Sullivan - X? 7q.La) - - 14,067 0,0709
Sullivan - X2 (7q,1,a/2) - - 16,013 0,0478
VMAX - Exato 1,418 | 0,0514 | 1,405 | 0,0508

Tabela 6.8: Limites criticos e estimativas do tamanho do teste na situagdo 1: n=200 - p conhecido

n =200 - y conhecido

Teste S, f‘o
Valor Critico Tam. Teste Valor Critico Tam. Teste

Determinante - Exato (1,279, 2,967) 0,0509 (1,266; 3,111) 0,0515
Determinante - Trad. (1,451; 2,574) 0,1858 (1,451, 2,574) 0,2160
Determinante - Djauhari (1,464, 2,581) 0,1894 (1,464; 2,581) 0,2202
Razdo de V. - Exato 17,414 0,0495 15,359 0,0482

Razdo de V. - X% 3.0) 7,815 0,3060 - -
Razdo de V. - X% (sq.ia) - - 11,071 0,1140
Razdo de V. - X? (sq.10/2) - - 12,833 0,0785
Sullivan - Exato 17,440 0,0489 16,389 0,0502

Sullivan - X? (3q.10) 7,815 0,3044 - -
Sullivan - X2 (sq.a) - - 11,070 0,1326
Sullivan - X2 7q..0) - - 14,067 0,0758
Sullivan - X2 (7q,1,a/2) - - 16,013 0,0531
VMAX - Exato 1,326 | 0,0490 | 1,326 | 0,0486

Tabela 6.9:Limites criticos e estimativas do tamanho do teste na situagdo 1: n=200 - y desconheci

n =200 - p desconhecido

Teste Sn f‘o
Valor Critico Tam. Teste Valor Critico Tam. Teste

Determinante - Exato (1,238, 2,886) 0,0504 (1,210; 2,979) 0,0508
Determinante - Trad. (1,451; 2,574) 0,1852 (1,451, 2,574) 0,2161
Determinante - Djauhari (1,464; 2,581) 0,1912 (1,464; 2,581) 0,2222
Raz&o de V. - Exato 17,606 0,0490 15,642 0,0499

Razdo de V. - X2 (3q..a) 7,815 0,3170 - -
Razdo de V. - X% (sq.ia) - - 11,070 0,1240
Razdo de V. - X2 7q..0) - - 14,067 0,0681
Razdo de V. - X? (7q..a/2) - - 16,013 0,0463
Sullivan - Exato 17,388 0,0489 16,271 0,0496

Sullivan - X2 3q..0) 7,815 0,3122 - -
Sullivan - X2 (sq..0) 11,070 0,1689 11,070 0,1347
Sullivan - X2 7q..0) - - 14,067 0,0754
Sullivan - X2 (7q,1,a/2) - - 16,013 0,0523
VMAX - Exato 1,301 | 0,0483 | 1,294 | 0,0485
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Tabela 6.10:Limites criticos e estimativas do tamanho do teste na situagdo 1: n=1000 - p conhecid

n =1000 - p conhecido
Teste Su f‘o
Valor Critico Tam. Teste Valor Critico Tam. Teste

Determinante - Exato (1,666, 2,432) 0,0502 (1,647, 2,468) 0,0500
Determinante - Trad. (1,770; 2,271) 0,1978 (1,770; 2,271) 0,2294
Determinante - Djauhari (1,772; 2,273) 0,1984 (1,772; 2,273) 0,2304
Razdo de V. - Exato 17,957 0,0490 15,570 0,0516

Razdo de V. - X% 30..0) 7,815 0,3061 - -
Razdo de V. - X2 (sq..a) - - 11,071 0,1199
Razdo de V. - X? (sq.1.0/2) - - 12,833 0,0862
Sullivan - Exato 17,741 0,0491 16,666 0,0497

Sullivan - X? 3q..a) 7,815 0,3131 - -
Sullivan - X? (sq..0) - - 11,070 0,1379
Sullivan - X2 7q..0) - - 14,067 0,0796
Sullivan - X2 (7g,l,a/2) - - 16,013 0,0560
VMAX - Exato | 1,139 | 0,0497 | ] 1,139 | 0,0499

Tabela 6.11:Limites criticos e estimativas do tamanho do teste na situagdo 1: n=1000-p desconhec

n =1000 - g desconhecido
Teste Sn f‘o
Valor Critico Tam. Teste Valor Critico Tam. Teste

Determinante - Exato (1,652; 2,412) 0,0502 (1,632; 2,448) 0,0499
Determinante - Trad. (1,770; 2,271) 0,1990 (1,770; 2,271) 0,2295
Determinante - Djauhari (1,772; 2,273) 0,2002 (1,772; 2,273) 0,2305
Razdo de V. - Exato 17,553 0,0516 15,537 0,0504

Razdo de V. - X% 30.0) 7,815 0,3134 - -
Razdo de V. - X2 (sq.q) - - 11,070 0,1222
Razdo de V. - X 7q..a) - - 14,067 0,0672
Razdo de V. - X? 7q..0/2) - - 16,013 0,0460
Sullivan - Exato 17,741 0,0488 16,634 0,0503

Sullivan - X2 3q..0) 7,815 0,3158 - -
Sullivan - X% (sq..a) 11,070 0,1712 11,070 0,1382
Sullivan - X2 7q..0) - - 14,067 0,0790
Sullivan - X2 (7q,1,a/2) - - 16,013 0,0561
VMAX - Exato | 1,134 | 0,0505 | ] 1,133 | 0,0503

Tabela 6.12:Limites criticos e estimativas do tamanho do teste na situagdo 1: n=5000 - y conhecid

n =5000 - g conhecido
Teste Su f‘o
Valor Critico Tam. Teste Valor Critico Tam. Teste

Determinante - Exato (1,857, 2,201) 0,0508 (1,846; 2,215) 0,0498
Determinante - Trad. (1,910; 2,134) 0,2010 (1,910; 2,134) 0,2305
Determinante - Djauhari (1,911, 2,135) 0,2012 (1,911, 2,135) 0,2307
Razdo de V. - Exato 17,545 0,0560 15,675 0,0531

Razdo de V. - X% (3q.0) 7,815 0,3169 - -
Razdo de V. - X? (sq.ia) - - 11,071 0,1270
Razdo de V. - X? (sq..0/2) - - 12,833 0,0907
Sullivan - Exato 17,743 0,0499 16,721 0,0500

Sullivan - X? 3q..a) 7,815 0,3138 - -
Sullivan - X2 (sq.a) - - 11,070 0,1390
Sullivan - X2 7q..0) - - 14,067 0,0802
Sullivan - X2 (7g,l,a/2) - - 16,013 0,0564
VMAX - Exato 1,061 | 0,0485 | ] 1,061 | 0,0486
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Tabela 6.13:Limites criticos e estimativas do tamanho do teste na situagdo 1: n=5000-p desconhec

n =5000 - g desconhecido

Teste Sn f‘o
Valor Critico Tam. Teste Valor Critico Tam. Teste

Determinante - Exato (1,854, 2,197) 0,0507 (1,843; 2,211) 0,0501
Determinante - Trad. (1,910; 2,134) 0,2019 (1,910; 2,134) 0,2311
Determinante - Djauhari (1,911, 2,135) 0,2021 (1,911, 2,135) 0,2314
Razdo de V. - Exato 17,672 0,0522 15,598 0,0515

Razdo de V. - X% 30..0) 7,815 0,3140 - -
Razdo de V. - X2 (sq..a) - - 11,070 0,1232
Razdo de V. - X% 7q.1.0) - - 14,067 0,0689
Razdo de V. - X? 7q..0/2) - - 16,013 0,0479
Sullivan - Exato 17,734 0,0500 16,722 0,0498

Sullivan - X2 3q..0) 7,815 0,3144 - -
Sullivan - X% (sq.a) 11,070 0,1741 11,070 0,1389
Sullivan - X2 7q..0) - - 14,067 0,0799
Sullivan - X2 (7q,1,a/2) - - 16,013 0,0564
VMAX - Exato | 1,060 | 0,0493 | ] 1,060 | 0,0487

Diante dos resultados obtidos via simulacao, selecionamos para avaliacdo do poder

aqueles testes que forneceram uma estimativa de o em torno de 5%. Observe que para o

teste proposto por Sullivan et al. (2007), quando usamos a matriz fo, tanto para o caso

em que o vetor de médias € conhecido quanto desconhecido, obtivemos bons resultados
do tamanho do teste na aproximagao para a distribuicdao qui-quadrado levando em
consideragdo a corregao com a/2. Esse resultado é de grande importancia, visto que na
pratica seria muito trabalhoso utilizar a distribuicdo exata, e essa aproximacao, pode ser
de grande utilidade. Essa correcao também ¢é util quando consideramos o teste da razao
de verossimilhanga. Note que ao aumentarmos o tamanho amostral notamos certa
estabilidade das estimativas dos tamanhos do testes. Quando trabalhamos com a matriz
de covariancias amostral S, ndo obtivemos nenhum sucesso nas aproximacbes para a
distribuicao qui-quadrado. Dessa forma, somente as distribuicdes exatas, para o caso em

que trabalhamos com a matriz S, serdo consideradas na avaliacao do poder. No teste do
determinante, tanto para S quanto para fo, somente os resultados obtidos com a

distribuicdo exata foram satisfatérios. Pelos resultados obtidos os testes do determinante
tradicional e da correcao proposta por Djauhari (2005) ndo tiveram bom desempenho.
Finalmente para o teste VMAX avaliaremos o poder considerando somente as
distribuicdes exatas. Lembrando que para a obtencdo dos limites criticos do teste VMAX

utilizamos simulagdo, ao invés de integragdo numérica.

Considere uma situacao pratica onde estamos trabalhando com um processo onde
existe autocorrelacdao entre as observacdes, mas que por desconhecimento essa
autocorrelacdo seja desconsiderada, ou seja, assumimos independéncia entre as

observagbes e usamos a matriz de covaridancia amostral S para verificar possiveis
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alteragdes na matriz postulada sob Hg, considerando o nivel de significancia nominal
o = 0,05. Dessa forma, se usarmos os testes para matrizes de covaridncias, que foram

apresentados no Capitulo 3, assumindo independéncia entre as observacbes e
aproximagdo para a distribuicdo qui-quadrado, teremos conclusdes incorretas em vista
do fato que esses testes tém um tamanho acima do o nominal estipulado, mesmo para
amostras maiores. Como vimos no Capitulo 3, quando as observagdes sdo independentes
é coerente usar a aproximacgao das estatisticas de teste para a distribuicdo qui-quadrado,
0 que nado acontece no caso autocorrelacionado quando usamos a matriz de covariancia
amostral S. Quando estamos em um processo autocorrelacionado nenhuma aproximacao
das estatisticas de teste, quando usamos a matriz de covaridncia amostral S, para a
distribuicdo qui-quadrado, foi satisfatéria, como pode ser visto pelas Tabelas 6.2 a 6.13.
Assim, se em um processo autocorrelacionado ignorarmos esse fato, e usarmos a matriz
de covariancia amostral S, juntamente com os testes propostos no Capitulo 3, assumindo
uma aproximacao para a distribuicdo qui-quadrado estaremos cometendo um grave
engano. O mesmo vale para os testes do determinante tradicional e Djauhari (2005) no

qual a aproximacao normal para a distribuicdo da estatistica de teste ndo funciona bem
quando se usa a matriz S nem quando se usa a matriz fo. A Tabela 6.14 apresenta

resumidamente os testes que foram selecionados para a fase de determinacao do poder.

Tabela 6.14: Testes selecionados para avaliagdo do poder na situagdo 1

Média conhecida Média desconhecida
Testes a A~
S, I, Sa I,
Determinante Exato Exato Exato Exato
VMAX Exato Exato Exato Exato
Exato
2
Razao de Verossim. Exato Exato Exato Argl.a
2
Xiel.ar
Exato Exato
Step-Down 172 ) 172 /
(Sullivan et. al) Exato 5 e Exato 5 e
Xigl.ar Xiel.ar
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6.1.2 Estimacdao do poder dos testes na situagao 1

Na avaliacao do poder dos testes, descritos na Tabela 6.14, optamos por trabalhar
com amostras de tamanho 25, 50, 100 e 200, visto que na pratica € menos usual usar
tamanhos amostrais superiores a esses valores. Para avaliacdao do poder dos testes
simulamos n observagoes, sob H;, 20.000 vezes e determinamos o poder de cada teste.
Esse processo foi repetido 25 vezes para cada teste, dessa forma, temos 25 estimativas
de poder para cada teste. Isso foi feito com o intuito de termos uma maior confiabilidade
nos resultados. Na avaliagdo de poder dos testes utilizamos as seguintes hipdteses nula e

alternativa:

oo (13333 07692
0" 70 10,7692  1,9608

H :I'#T,

Para o estudo do poder dos testes consideramos 5 modelos distintos para avaliar a
capacidade dos testes em detectar alteracdes na matriz de covariancias. Em alguns
cenarios foram feitas pequenas mudancas na estrutura da matriz de covaridncias, para
verificar se os testes eram sensiveis a pequenos deslocamentos em relagdo a matriz
estipulada em Hy. Em outros cenarios alteramos somente a covariancia entre as variaveis
para ver se os testes conseguiam perceber tal alteragdao. De uma forma geral, tentamos
explorar varias mudangas possiveis na matriz de covariancias. A Tabela 6.15 apresenta
0os 5 modelos para os quais avaliamos o poder dos testes, com seus respectivos
parametros. Algumas medidas como razdo entre determinante e tracos das matrizes de
covariancias sob H; e Hy sdo apresentadas. Vale lembrar que todos os modelos

apresentados correspondem a um processo VAR(1). O valor médio das 25 estimativas

de poder de cada teste estdo apresentados nas Tabelas 6.16 a 6.20.

Ao formularmos o modelo 1, nosso objetivo era verificar se os testes em questao
eram capazes de detectar uma mudanga na covariancia das variaveis. Observe que as
variancias se mantiveram constantes, somente houve uma diminuigao na covariancia. Na
Tabela 6.15 fornecemos algumas medidas importantes como A4 = 1,1872 e A=1,000.
Esses resultados ja nos davam indicios de que o teste do determinante e o teste VMAX
teriam dificuldades para captar a alteracdo na matriz de covariancias. Observe pela
Tabela 6.16 que o poder do teste VMAX, para qualquer tamanho amostral, fica bem
proximo de 0,05. Isso ja era esperado visto que o teste VMAX se baseia somente nas
variancias amostrais e como a alteragao se deu somente na covariancia o teste ndo foi

capaz de captar tal alteracdo. Além disso, observe que a razdao dos determinantes, da
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matriz postulada sob a hipdtese alternativa e sob a hipotese nula, forneceu um valor
proximo de um, indicando que os testes fundamentados no determinante teriam
dificuldades em detectar tal alteracao. Pela Tabela 6.16 podemos observar que mesmo
para tamanhos amostrais grandes (n=200) o poder do teste do determinante & bem

baixo quando comparado com os demais.

Ainda no contexto do modelo 1, ao compararmos o desempenho dos testes exatos
notamos uma superioridade do teste de Sullivan et al. (2007). Em algumas situacdes o
poder desse teste é praticamente o dobro daquele obtido pelo teste da razdo de
verossimilhanca. Observe que somente para n=100 o teste da razao de verossimilhanca
consegue atingir o poder que o teste de Sullivan et al. (2007) possui com n=25. Esse
fato mostra a superioridade do teste de Sullivan et al. (2007) em relagao aos demais. De
uma forma geral, no modelo 1, considerando os testes exatos, podemos destacar o bom
desempenho do teste de Sullivan et al.(2007) e do teste da razdao de verossimilhanga,
ressaltando que o desempenho desses testes melhorou a medida que aumentamos o

tamanho amostral.

Mudando o foco da analise para os testes em que consideramos as distribuicdes
assintodticas, observe que tanto no teste de Sullivan et al. (2007) quanto no teste da
razao de verossimilhanca, a aproximagao para a distribuicao qui-quadrado com 7 graus
de liberdade, considerando a correcao o/2, forneceu valores bem proximos daqueles
obtidos pela distribuicdo exata. Esse fato é de grande importancia visto o ganho que se
tem na pratica ao se trabalhar com uma distribuicdo aproximada ao invés da exata, ja
que para a obtengdo da distribuicdo exata da estatistica de teste é necessario utilizar-se

0 recurso da simulagdo o que demanda tempo computacional.

E importante observar que mesmo para n=200 ndo foi possivel obter um poder
proximo de 1. O valor de poder neste caso esta entre 0,54 e 0,60. Sendo assim, seria
necessario um tamanho maior que 200 caso fosse de interesse detectar alguma mudanga

similar a do modelo 1.

Um ponto a ser observado é que quando estamos no teste da razao de
verossimilhanga e usamos a matriz 1, o poder do teste é superior ao que obtemos

guando usamos a matriz de covaridancia amostral S. Ou seja, se levarmos em

consideracdo a autocorrelacao existente nos dados e consequentemente usarmos a

matriz I}, teremos resultados mais satisfatérios. No caso do teste de Sullivan et al.

A

(2007) nem sempre acontece a superioridade quando consideramos 1}, ou seja, em
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alguns momentos o uso da matriz S forneceu valores de poder superiores. Porém, uma

desvantagem do uso da matriz S é que sempre teremos que trabalhar com a distribuicdo
exata, 0 que ndo acontece nas situagbes em que usamos a matriz I,. Isso porque,
verificamos que existe uma aproximagdo para distribuicdo qui-quadrado, considerando

/2, quando estamos trabalhando com a matriz [, .

89



Tabela 6.15: Modelos para avaliacdao do poder dos testes na situagdo 1

Modelos Parametros e Medidas

0=

Modelo sob Hy | Sob Hy: T —( 05 1.0

1,3333 0,7692 05 00 L0 05
onde ®= , X,.= IT,1=2,0226 , tr(1,)=32941 e p=0,476
0,7692 1,9608 00 07

1,3333  0,4615 05 0,0 L0 03
Modelo 1 SobH;: I' = onde & = , X, = Ay _I1_24014 =1I872 e A, = rd) =1,0000 e p=0,29
0,4615 1,9608 0,0 07 03 10 IT, 1 2,0226 tr(ly)

277778 1,8182 08 0,0 L0 08
Modelo 2 Sob H, :T" = onde = , X,= r Ay _ I _21409 =10585e A, = rl) =1,4385e p=0,78
1,8182 1,9608 0,0 07 08 10 T, 12,0226 tr(I7)

2,6667 0.4615 05 0,0 20 03
Modelo 3 | sobH,: T’ = onde @ = , %, = A, =L T30 50005 e A =D 004 e p=0i6
0,4615 29412 0,0 07 03 15 IT, 1 2,0226 tr(T,)

5,3333 11,5385 05 00 40 10
Modelo 4 SobH;: I = onde ¢ = , X,= Ay _111_ 80906 =39999 e A, = rl) = 22143 e p=0,48
1,5385 1,9608 0,0 07 L0 10 IT, 12,0226 tr(I7)

27778 1,5909 08 0,0 L0 07
Modelo 5 Sob Hy: I' = onde ¢ = , X, = Ay, 29157 =14415e A, = rl) = 14385 e p=0,68
1,5909 11,9608 0,0 07 07 10 IT, 12,0226 tr(I)

Nota: p é o coeficiente de correlagdo entre as duas variaveis X; e X,.
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Tabela 6.16:

Estimativas do poder dos testes para matriz de covariancias considerando o Modelo 1 na situagao 1

Testes
n H Estimador Razao V. Razzéo V. Rzazéo V. Sullivan S;JIIivan Szullivan VMAX Exato Determin.
Exato X (7g,1,0) X% (7g,1,0/2) Exato X% (7g,1,0) X% (7g,1,0/2) Exato
Sy 0,1020 - - 0,1524 - - 0,0497 0,0594
Heonhecido I, 0,1121 - - 0,1319 0,1533 0,1156 0,0500 0,0461
2> Sn 0,0721 - - 0,1346 - - 0,0502 0,0582
Haesconhecid I, 0,0742 0,0958 0,0620 0,1137 0,1150 0,0792 0,0504 0,0464
S, 0,1501 - - 0,2143 - - 0,0510 0,0695
Heonhecido I, 0,1653 - - 0,1929 0,2360 0,1835 0,0507 0,0536
>0 Sn 0,1171 - - 0,1912 - - 0,0514 0,0677
Haesconhecid I, 0,1252 0,1609 0,1165 0,1654 0,1968 0,1457 0,0510 0,0535
S, 0,2534 - - 0,3285 - - 0,0509 0,0864
Heonhecido L, 0,2830 - - 0,3279 0,4031 0,3306 0,0516 0,0641
100 Sn 0,2182 - - 0,3035 - - 0,0511 0,0844
Haesconhecid I, 0,2415 0,2917 0,2313 0,2985 0,3655 0,2919 0,0511 0,0662
S, 0,4698 - - 0,5453 - - 0,0499 0,1288
Heonhecido L, 0,5144 - - 0,6072 0,6967 0,6214 0,0499 0,0998
200 Sn 0,4363 - - 0,5234 - - 0,0502 0,1238
Haesconhecid I, 0,4786 0,5357 0,4656 0,5824 0,6714 0,5929 0,0507 0,1001
(1,3333 0,4615)
MODELO 1: Sob H;: T
0,4615 1,9608
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Nos modelos 2 e 4 alteramos a variancia de uma das variadveis e a covariancia,
sendo que no modelo 4 a mudancga foi mais acentuada. Ao observarmos as medidas
fornecidas na Tabela 6.15, para o modelo 4, verificamos que a razao entre os
determinantes, da matriz postulada sob a hipdtese alternativa e sob a hipétese nula, é
extremamente grande (Age=3,9999). Essa grande diferenca ja nos mostra que o
desempenho do teste do determinante sera melhor do que o obtido quando usamos o
modelo 1. Como a alteracao na estrutura da matriz de covaridancias no modelo 4 foi
grande, para tamanhos amostrais pequenos (n=25) ja conseguimos bom resultados
(poderes > 0,90), como pode ser visto na Tabela 6.19. Observe que para n = 100,
praticamente todos os testes ja alcancam poder 1,0 (um), ou seja, para mudancas
similares a tratadas no modelo 4 qualquer um dos testes seria adequado tanto com a

matriz S quanto com a matriz fo, se n>50. J4 para n=25 o teste do determinante exato

nao seria indicado por ter um poder inferior aos outros testes (valor maximo 0,6756).

Comparando os testes exatos no modelo 2, notamos uma superioridade do teste da
razao de verossimilhanca, para tamanhos de amostras pequenas (n=25 e n=50). Para
tamanhos amostrais maiores (n>100) o teste de Sullivan et al. (2007) e o teste VMAX
conseguem atingir valores bem préximos, ou até superiores, daqueles obtidos pelo teste
da razdo de verossimilhanga. No modelo 2, para n=100, todos os testes ja apresentam
valores de poder altos, exceto o teste do determinante. Isso se deve ao fato de que a
razao entre os determinantes das matrizes tedricas sob H; e Hy é A4 = 1,0585, ou seja,
a diferenca do determinante das duas matrizes é bem pequena, e ja era esperado a
inferioridade do teste do determinante. Observe que mesmo para n=200, onde a maioria
das estimativas do poder dos testes aproximam-se de 1 (um), o teste do determinante
fornece valores de poder inferiores a 0,20.

Como no modelo 2 houve uma mudanca acentuada na variancia da primeira
variavel (é mais que o dobro da varidncia sob Hp) o teste VMAX teve um bom
desempenho, similar aos testes da razao de verossimilhanga e do proposto por Sullivan
et al. (2007), perdendo muito pouco para o teste da razao de verossimilhanca e
ganhando algumas vezes do teste de Sullivan et al. (2007). E interessante observar o
comportamento do teste VMAX neste caso. Como no modelo 4 ha uma alteragdo brusca
da variancia de X;, e o teste VMAX leva em consideracdo somente alteracdes nas
variancias, nessa situacdo ja era esperado seu bom desempenho. Porém, observe que a
diferenga do poder do teste VMAX quando comparado com o teste exato de Sullivan et al.
(2007), é minima.
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Tabela 6.17:

Estimativas do poder dos testes para matriz de covaridncias considerando o Modelo 2 na situagao 1

Testes
n H Estimador Razao V. Razzéo V. Rzazéo V. Sullivan S;JIIivan Szullivan VMAX Exato Determin.
Exato X< (7g,1,0) X% (7g,1,0/2) Exato X (7g,1,0) X% (7g,1,0/2) Exato
Sy 0,5710 - - 0,3906 - - 0,4236 0,1142
Heonhecido I, 0,5750 - - 0,4083 0,4425 0,3806 0,4264 0,1534
2> Sn 0,5248 - - 0,3061 - - 0,3085 0,1315
Haesconhecid I, 0,5454 0,5943 0,5118 0,3371 0,3398 0,2563 0,3122 0,1489
S, 0,8074 - - 0,6932 - - 0,6242 0,1242
Heonhecido I, 0,8091 - - 0,7550 0,8133 0,7403 0,6257 0,1704
>0 Sn 0,7894 - - 0,6546 - - 0,5442 0,1331
Haesconhecid I, 0,7967 0,8275 0,7876 0,7295 0,7819 0,6903 0,5452 0,1689
Sy 0,9744 - - 0,9553 - - 0,8503 0,1304
Heonhecido L, 0,9536 - - 0,9913 0,9962 0,9916 0,8526 0,1764
100 Sn 0,9707 - - 0,9504 - - 0,8147 0,1393
Haesconhecid I, 0,9479 0,9554 0,9461 0,9909 0,9957 0,9901 0,8158 0,1733
S, 0,9998 - - 0,9996 - - 0,9796 0,1371
Heonhecido L, 0,9951 - - 1,0000 1,0000 1,0000 0,9798 0,1904
200 Sn 0,9998 - - 0,9996 - - 0,9742 0,1407
Haesconhecid I, 0,9952 0,9959 0,9950 1,0000 1,0000 1,0000 0,9745 0,1841

MODELO 2: Sob H, :T"

2,7778 1,8182
1,8182 11,9608

|
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Tabela 6.18:

Estimativas do poder dos testes para matriz de covaridncias considerando o Modelo 3 na situagao 1

Testes
n H Estimador Razao V. Razzéo V. Rzazéo V. Sullivan S;JIIivan Szullivan VMAX Exato Determin.
Exato X< (7g,1,0) X% (7g,1,0/2) Exato X (7g,1,0) X% (7g,1,0/2) Exato
S, 0,6738 - - 0,7160 - - 0,5421 0,6391
Heonhecido I, 0,6970 - - 0,7559 0,7797 0,7335 0,5366 0,5383
2> Sn 0,4923 - - 0,6033 - - 0,5833 0,6408
Haesconhecid I, 0,5216 0,5576 0,4976 0,6457 0,6474 0,5887 0,5652 0,5377
S, 0,9210 - - 0,9354 - - 0,7927 0,8893
Heonhecido I 0,9284 - - 0,9573 0,9677 0,9546 0,7901 0,8389
>0 Sn 0,8585 - - 0,8956 - - 0,8168 0,8876
Haesconhecid I 0,8716 0,8940 0,8650 0,9288 0,9407 0,9195 0,8098 0,8380
S, 0,9978 - - 0,9984 - - 0,9699 0,9930
Heonhecido I 0,9976 - - 0,9995 0,9997 0,9995 0,9702 0,9865
100 Sn 0,9955 - - 0,9969 - - 0,9736 0,9927
Haesconhecid I, 0,9957 0,9970 0,9954 0,9990 0,9994 0,9990 0,9730 0,9871
S, 1,0000 - - 1,0000 - - 0,9997 1,0000
Heonhecido I, 1,0000 - - 1,0000 1,0000 1,0000 0,9997 1,0000
200 Sn 1,0000 - - 1,0000 - - 0,9997 1,0000
Haesconhecid I, 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9997 1,0000

MODELO 3: Sob H;: I' =

|

2,6667 0,4615
0,4615 29412

|
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Tabela 6.19:

Estimativas do poder dos testes para matriz de covaridancias considerando o Modelo 4 na situagao 1

Testes
n H Estimador Razao V. Razzéo V. Rzazéo V. Sullivan S;JIIivan Szullivan VMAX Exato Determin.
Exato X< (7g,1,0) X% (7g,1,0/2) Exato X (7g,1,0) X% (7g,1,0/2) Exato
S, 0,9393 - - 0,9506 - - 0,9559 0,6741
Heonhecido I, 0,9476 - - 0,9555 0,9620 0,9493 0,9519 0,5838
2> S, 0,8994 - - 0,9288 - - 0,9675 0,6756
Haesconhecid I, 0,9019 0,9157 0,8920 0,9345 0,9351 0,9151 0,9612 0,5826
S, 0,9982 - - 0,9990 - - 0,9991 0,9106
Heonhecido I 0,9988 - - 0,9993 0,9995 0,9992 0,9990 0,8628
>0 S, 0,9973 - - 0,9983 - - 0,9994 0,9092
Haesconhecid I, 0,9975 0,9982 0,9972 0,9987 0,9991 0,9985 0,9993 0,8620
S, 1,0000 - - 1,0000 - - 1,0000 0,9956
Heonhecido I, 1,0000 - - 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9896
100 S, 1,0000 - - 1,0000 - - 1,0000 0,9954
Haesconhecid I, 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9902
S, 1,0000 - - 1,0000 - - 1,0000 1,0000
Heonhecido I, 1,0000 - - 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
200 S, 1,0000 - - 1,0000 - - 1,0000 1,0000
Haesconhecid I, 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

MODELO 4: Sob H; : I' =

|

5,3333 1,5385
1,5385 1,9608
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Finalmente, no modelo 3, alteramos toda a matriz de covaridncias, e no modelo 5
mantivemos inalterada uma das variancias e variamos os demais valores, como pode ser
visto pela Tabela 6.15. No modelo 3 (ver Tabela 6.18), quando comparamos os testes
exatos, novamente verificamos a superioridade do teste de Sullivan et al. (2007). Ao
contrario do que ocorreu no modelo 1, nesse caso o teste do determinante conseguiu
captar tal alteragdo na matriz de covariancias. Isso deve-se ao fato de que razdo dos
determinantes, da matriz postulada sob a hipdtese alternativa e sob a hipétese nula, é
grande (A4et=3,7725)., indicando que o teste do determinante seria capaz perceber tal
alteragdo. Note que para amostrais grandes (n>100), o desempenho do teste do
determinante € equiparavel com o teste da razdo de verossimilhanga e do teste de
Sullivan et al. (2007)

Observe, no modelo 3, Tabela 6.18, que para tamanhos amostrais grandes (n=200)
a maioria dos testes alcanca poder 1 (um). Um fato a ser considerado é que as correcdes

nas distribuicdes assintéticas das estatisticas de teste foram muito eficientes. Pela Tabela
6.18, observa-se que a aproximacgao para a distribuicao )(72,0,,2 forneceu valores de poder
bem préoximos daqueles obtidos pela distribuicdo exata. Para n=100, considerando p
desconhecido, e fo como o estimador da matriz de covariancias obtemos um poder de

0,9957 para o teste exato da razao de verossimilhanca e um poder de 0,9954 quando

usamos esse teste considerando a distribuigdo assintdtica )(72,0,,2. Esse fato também é

verificado quando consideramos o teste de Sullivan et al. (2007). Nesse mesmo contexto

0 teste exato de Sullivan et al. (2007) fornece um poder de 0,9990 e a distribuicao

assintdtica )(72,0,,2, considerando a corregao de a/2, fornece o mesmo valor (0,9990). Isso

mostra que a corregdao proposta pode ser de grande utilidade, uma vez que o uso da
distribuicdo exata requer praticas de simulacdo o que demandaria mais tempo que o uso

da distribuicdo assintética.

O modelo 5 se destaca pelo baixo desempenho do teste exato do determinante
quando comparado com os demais testes exatos, sendo que somente com n=200, esse
teste consegue um poder proximo daqueles obtidos para os demais testes com tamanho
amostral igual a 25. Ou seja, o desempenho dos demais testes exatos, com n=25, é
igual ao desempenho do teste do determinante considerando n=200. O teste VMAX
obteve estimativas de poder bem préximas ao teste exato da razdao de verossimilhanca e
o teste exato de Sullivan et al. (2007), isso porque no modelo 5 uma das variancias
alterou significativamente e o teste VMAX foi capaz de sinalizar tal mudanga (valores de
poder entre 0,50 e 0,60 para n=50; entre 0,80 e 0,86 para h=100 e 0,95 para n=200).
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Tabela 6.20:

Estimativas do poder dos testes para matriz de covaridncias considerando o Modelo 5 na situagao 1

Testes
n H Estimador Razao V. Razzéo V. Rzazéo V. Sullivan S;JIIivan Szullivan VMAX Exato Determin.
Exato X% (7g,1,0) X% (7g,1,0/2) Exato X (7g,1,0) X% (7g,1,0/2) Exato
S, 0,4412 - - 0,3759 - - 0,4262 0,1285
Heonhecido I, 0,4230 - - 0,3841 0,4086 0,3637 0,4287 0,1622
2> Sn 0,3244 - - 0,2385 - - 0,3107 0,0959
Haesconhecid I, 0,3405 0,3872 0,3109 0,2548 0,2567 0,2026 0,3142 0,1239
S, 0,6516 - - 0,6019 - - 0,6259 0,1780
Heonhecido I, 0,6528 - - 0,6181 0,6628 0,6078 0,6280 0,2047
>0 Sn 0,5644 - - 0,4986 - - 0,5461 0,1350
Haesconhecid I, 0,5787 0,6256 0,5659 0,5229 0,5665 0,4939 0,5470 0,1647
S, 0,8854 - - 0,8601 - - 0,8500 0,2558
Heonhecido L, 0,8752 - - 0,8960 0,9250 0,8971 0,8522 0,2634
100 Sn 0,8441 - - 0,8200 - - 0,8150 0,2091
Haesconhecid I, 0,8397 0,8621 0,8344 0,8685 0,9017 0,8647 0,8161 0,2276
S, 0,9907 - - 0,9884 - - 0,9799 0,4025
Heonhecido L, 0,9803 - - 0,9970 0,9986 0,9974 0,9800 0,3843
200 Sn 0,9867 - - 0,9848 - - 0,9746 0,3542
Haesconhecid I, 0,9750 0,9788 0,9740 0,9962 0,9981 0,9965 0,9749 0,3479

MODELO 5: Sob H;: I' =

|

2,7778 1,5909
1,5909 1,9608

|
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De um modo geral, quando usamos o teste Step-Down, proposto por Sullivan et al.

A

(2007), exceto no modelo 1, o poder do teste, quando usamos a matriz I, é superior

aquele em que usamos a matriz S. Esse fato mostra a importancia de detectarmos a
autocorrelacdo das observacdes e ajustarmos um modelo coerente. ]Ja para os testes da

razao de verossimilhangca, determinante e VMAX, ndo verificamos a superioridade
predominante quando usamos a matriz I},. Ou seja, existe uma alternancia de acordo

com o modelo estudado. Em algumas situagdes o uso da matriz S fornece maior poder do

A

que quando usamos a matriz I,, mas sempre valores bem proximos. Como discutido

anteriormente, uma vantagem do uso da matriz I, € que podemos usar aproximagoes

para a distribuicdo qui-quadrado, o que ndo ocorre quando usamos a matriz S. Assim, se
optarmos por trabalhar com a matriz de covariancia amostral S teremos que trabalhar

com a distribuicdo exata, que em termos praticos dificultaria bastante o trabalho.

Em todos os modelos estudados, quando a alteracdo na matriz de covariancias é
pequena, todos os testes tém dificuldade em detectar tal alteragdo, porém, com uma
superioridade do teste proposto por Sullivan et al. (2007). De uma forma geral, na
situacao em que temos pequenas alteragdes, quando aumentamos o tamanho amostral

os testes conseguem perceber tal alteracdo, como é esperado.

Até o momento focalizamos nosso estudo no caso em que temos um modelo

VAR(1) e as duas séries ndo sao relacionadas (@, =¢,, =0), ou seja, temos somente a
dependéncia temporal ¢, #0, ¢,, #0. Na proxima segdo nosso objetivo sera avaliar o
poder dos testes quando temos um modelo bivariado VAR(1) e detectamos correlagao

temporal e entre as duas séries (¢, #0,9,, #0, ¢, #0 e ¢, #0).

6.2 Estudo do Poder dos Testes - Situacao 2

Nessa secdo avaliaremos o tamanho e o poder dos testes para matriz de
covariancias, formulados sob a suposicdo de independéncia entre as observacoes,
guando detectamos correlacdo temporal e entre as duas séries, como também das
correcbes dos testes propostos no Capitulo 4. Mantendo o mesmo padrdo da secdo
anterior, consideraremos as distribuicdes exatas e aproximadas dos testes em questao.
Os percentis das distribuicdes exatas foram obtidos através de simulacdo e estdo

apresentados no Apéndice C. Vale lembrar que nessa secdo utilizaremos como
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ferramenta a fungcdo mAr.est e a funcdao mAr.sim, do pacote mAr, como discutimos no
Capitulo 5, uma vez que estamos abordando o caso em que (¢, #0,9,, #0, ¢, #0 e
¢,, #0) e o uso do pacote mAr facilitara o processo de simulagdo. Ao contrario da

situacao abordada na segao 6.1, nessa segunda parte consideraremos somente o0 caso
em que o vetor de médias é desconhecido, isso porque, a funcdo mAr.est ndao nos da a
opcao de declararmos o vetor de médias como conhecido, ou seja, a fungdo sempre
estimara o vetor de médias. Tanto na avaliacdo do tamanho dos testes quanto do poder

utilizaremos a seguinte hipotese:

1,3333 0,9744
H,:T'=1,=

09744 2,6003
H :T'#T,

onde, sob Hy, consideraremos um processo VAR(1) com os seguintes parametros:

05 00 LO 05 1,3333  0,9744
D= , X, = e consequentemente I, =
02 07 05 10 09744 2,6003

Para a matriz I', temos as seguintes informagles: |I[=25175; tr( 1, )=39336;

autovalores: 4, =3,1290 , A, =0,8046, sendo a correlagdo entre as duas varidveis igual a

0,523.

No Capitulo 4, secdo 4.1, vimos que se ¢, =0 e ¢,, #0, que é o caso em que
estamos abordando nessa secdo, existe uma relacdo unidirecional de Y;, para Y. Se
¢, =9, =0, caso abordado na segdo 6.1, as variaveis Yj; e Y5, sdo nao relacionadas.
Por fim, se ¢, #0 e ¢, #0 existe um relacionamento entre as duas séries de estudo.

Em geral, a matriz de coeficientes ® mede a dinamica de dependéncia de Y;. Na
situacdo abordada nessa secdo consideraremos uma dependéncia temporal na ordem de

¢,=05 e ¢,, =0,7para as variaveis e uma relagao unidirecional de Y; para Y na
ordem de ¢,, =0,2. A relagdo entre Y;; e Y é considerado unidirecional pelo fato de que

nessa situagdo estamos considerando ¢, =0.

A selecdo dos testes para os quais avaliaremos o poder foi feita através da
estimacao do tamanho dos mesmos. O procedimento utilizado para a determinacdo do

tamanho dos testes, nessa situacao, foi similar aquela feita para o caso abordado na
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secao 6.1. A Unica diferenga é que na situacdao 1 usamos nosso préprio algoritmo de
simulacdo e estimacdo, e ja nessa situacao usamos funcdes do pacote mAr. O processo
de determinacao do tamanho dos testes seguiu as seguintes etapas: simulamos n
observacgoes, sob Hy, de um processo bivariado VAR(1) 100.000 vezes e contabilizamos a
guantidade de amostras que levaram a rejeicao de Hg. A estimativa do tamanho do teste
foi determinada pela proporcao de amostras que levaram a rejeicao de Hy. Os testes
escolhidos para avaliagao do poder foram aqueles que fornecerem estimativas de o em
torno de 5%. Semelhante a situacao 1, consideramos amostras de tamanhos 25, 50,
100, 200, 1000 e 5000. Vale lembrar que em situagdes onde temos pequenas amostras a
funcdo mAr.sim ndo é consistente, ou seja, ela gera observacdes que ndo sao
condizentes com o modelo e pardmetros especificados. Diante disso, como discutido no
Capitulo 5, criamos certas restricdes no processo de simulacdo, de forma que somente as
amostras que satisfizessem nossos objetivos (modelo e parametros) fossem
selecionadas. Essas restricdes aumentaram bruscamente o tempo de simulagdo, mas foi

a Unica alternativa encontrada para trabalharmos com amostras pequenas.

Quanto ao numero de graus de liberdade, quando estamos trabalhando com as

distribuicdbes aproximadas, houve uma pequena modificagdo para o caso em que
trabalhamos com a matriz I}, visto que nessa situagdo temos que estimar os

parametros da diagonal secundaria da matriz ¥, o que ndo acontecia na situacdo 1.
Observe que quando trabalhamos com a matriz de covaridncias amostral S, mantivemos
0os mesmos graus de liberdade da situacdo 1, visto que a quantidade de parametros a

serem estimados em ambas as situacbes sdao as mesmas. A Unica mudanca foi para os
casos onde trabalhamos com a matriz fo. Para o teste da razdo de verossimilhanca e
para o teste Step-Down proposto por Sullivan et al. (2007), quando trabalhamos com a
matriz fo, considerando o vetor de médias desconhecido, usamos uma aproximagao

para a distribuicao qui-quadrado com 7 graus de liberdade. Isso porque, sob o espaco
paramétrico restrito por Hg, temos que estimar o vetor de médias e sob o espaco

paramétrico irrestrito temos que estimar os 9 parametros do modelo VAR(1) (u;, o, o1,

022, 021, By Pyy » Dy € D).

Um estudo da distribuicdo exata do teste da razao de verossimilhanga e do teste
Step-Down de Sullivan et al. (2007) indicou uma proximidade com os valores da

distribuicdo qui-quadrado com 7 graus de liberdade, considerando o/2, e com 9 graus de
liberdade, considerando o nivel de significdncia a de 5%. Encontrar uma distribuicdo

aproximada para as estatisticas de testes, quando estamos em um processo
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autocorrelacionado é um grande ganho, visto que temos uma alternativa de distribuicao
a trabalhar além da distribuicdo exata. Como estamos em um estudo exploratério para
avaliarmos qual é a melhor aproximacdo para a distribuicdo da estatistica de teste no
caso autocorrelacionado, optamos por testar essas outras duas opgbOes de graus de

liberdade e verificar o que ocorre com o tamanho dos testes. No teste do determinante,
tanto para S quanto para I, considerando o caso onde o vetor de médias é

desconhecido, utilizamos o teste exato, o teste tradicional da variancia generalizada e a
modificagdo proposta por Djauhari (2005). Para o teste VMAX, consideramos somente a
distribuicao exata, que foi obtida via simulacao. A Tabela 6.21 apresenta sumariamente
os testes para os quais avaliaremos o tamanho especificando o numero de graus de

liberdade da distribuicdo assintética de cada um deles.

Tabela 6.21: Testes abordados na situagao 2

Testes

U desconhecido

S I,
Determinante - Exato Determinante - Exato
Determinante - Trad. Determinante - Trad.
Determinante - Djauhari Determinante - Djauhari
Razado de V. - Exato Razao de V. - Exato
Razdo de V. - X2 (3 g.L,a) Razdo de V. - X2 (7.g.L,a)
Sullivan - Exato Razdo de V. - X* 7 g2
Sullivan - X2 (3 g.L,a) Razao de V. - X2 (9 qg.La)
Sullivan - X* 5.0 Sullivan - Exato
VMAX - Exato Sullivan - X* 7 q10)

Sullivan - X2 (7 a.La/2)
Sullivan - X2 (9 a.La)
VMAX - Exato

Observe que os graus de liberdade das distribuicbes assintoticas foram

determinados levando em consideragdo um modelo bivariado VAR(1) onde ¢,, #0 e

¢, #0 , ou seja, existem mais parametros a serem estimados do que na situagao 1. Na

proxima secao apresentaremos as estimativas do tamanho dos testes apresentados na
Tabela 6.21.
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6.2.1 Estimacao do tamanho dos testes na situagao 1

Os resultados obtidos via simulacao de Monte Carlo para as estimativas dos

tamanhos dos testes sao apresentados nas Tabelas 6.22 a 6.27. Em cada uma das

Tabelas apresentamos os valores criticos das distribuicbes assintdticas e exatas

(considerando a = 0,05) e a estimativa do tamanho do teste.

Tabela 6.22: Limites criticos e estimativas do tamanho do teste na situagao 2, para n=25

n =25 - py desconhecido

A

Teste Sn I,
Valor Critico Tam. Teste Valor Critico Tam. Teste

Determinante - Exato (0,835 ; 5,892) 0,0493 (0,976 ; 7,327) 0,0508
Determinante - Trad. (0,420 ; 4,405) 0,0901 (0,420 ; 4,405) 0,1786
Determinante - Djauhari (0,602 ; 4,433) 0,0923 (0,602 ; 4,433) 0,1771
Razdo de V. - Exato 11,602 0,0505 14,928 0,0508

Razdo de V. - X% 3.0) 7,815 0,1553 - -
Razdo de V. - X2 7q.10) - - 14,067 0,0597
Razdo de V. - X? 7q..0/2) - - 16,013 0,0420
Razdo de V. - X% (5 g.a) - - 16,919 0,0359
Sullivan - Exato 12,874 0,0511 17,137 0,0505

Sullivan - X? (3q.10) 7,815 0,1708 - -

Sullivan - X2 (sq..0) 11,070 0,0763 - -
Sullivan - X% (7.0 - - 14,067 0,0814
Sullivan - X2 (7q,1,a/2) - - 16,013 0,0601
Sullivan - X2 (5 g.1.0) - - 16,919 0,0521
VMAX - Exato 1,848 0,0491 2,103 0,0497

Tabela 6.23: Limites criticos e estimativas do tamanho do teste na situacdo 2, para n=50
n =50 - y desconhecido
Teste Sn f‘o
Valor Critico Tam. Teste Valor Critico Tam. Teste

Determinante - Exato (1,199 ; 4,726) 0,0508 (1,298 ; 5,186) 0,0513
Determinante - Trad. (1,064 ; 3,869) 0,0966 (1,064 ; 3,869) 0,1393
Determinante - Djauhari (1,143 ; 3,892) 0,1009 (1,143 ,; 3,892) 0,1397
Razdo de V. - Exato 11,962 0,0516 13,407 0,0503

Raz&o de V. - X (3q..0) 7,815 0,1584 - -
Razédo de V. - X2 7q10) - - 14,067 0,0434
Razdo de V. - X? 7q..0/2) - - 16,013 0,0280
Razdo de V. - X% (5 g.a) - - 16,919 0,0230
Sullivan - Exato 12,689 0,0519 14,567 0,0506

Sullivan - X2 (3q..a) 7,815 0,1662 - -

Sullivan - X2 (sq..0) 11,070 0,0758 - -
Sullivan - X2 7q..0) - - 14,067 0,0560
Sullivan - X2 (7q,1,a/2) - - 16,013 0,0388
Sullivan - X2 (5 g.1.0) - - 16,919 0,0330
VMAX - Exato 1,596 0,0496 1,683 0,0493
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Tabela 6.24: Limites criticos e estimativas do tamanho do teste na situagdo 2, para n=100

n =100 - p desconhecido

A

Teste Sn I,
Valor Critico Tam. Teste Valor Critico Tam. Teste

Determinante - Exato (1,492 ; 4,021) 0,0503 (1,553 ; 4,206) 0,0505
Determinante - Trad. (1,503 ; 3,481) 0,1100 (1,503 ; 3,481) 0,1312
Determinante - Djauhari (1,538 ; 3,497) 0,1136 (1,538 ; 3,497) 0,1325
Razdo de V. - Exato 12,527 0,0503 13,164 0,0502

Razdo de V. - X% 3q..0) 7,815 0,1726 - -
Razdo de V. - X2 7q.10) - - 14,067 0,0400
Razdo de V. - X? 7q..0/2) - - 16,013 0,0257
Razdo de V. - X2 (s q.La) - - 16,919 0,0208
Sullivan - Exato 12,982 0,0494 13,828 0,0493

Sullivan - X2 3q.0) 7,815 0,1757 - -

Sullivan - X? (sq.10) 11,070 0,0782 - -
Sullivan - X2 7q..0) - - 14,067 0,0469
Sullivan - X2 (7g,l,a/2) - - 16,013 0,0317
Sullivan - X2 (5 g.1.0) - - 16,919 0,0266
VMAX - Exato 1,411 0,0509 1,445 0,0507

Tabela 6.25: Limites criticos e estimativas do tamanho do teste na situagdo 2, para n=200

n =200 - p desconhecido

A

Teste Sn I,
Valor Critico Tam. Teste Valor Critico Tam. Teste

Determinante - Exato (1,716 ; 3,579) 0,0500 (1,749 ; 3,658) 0,0498
Determinante - Trad. (1,806 ; 3,204) 0,1313 (1,806 ; 3,204) 0,1414
Determinante - Djauhari (1,822 ; 3,213) 0,1336 (1,822, 3,213) 0,1425
Razdo de V. - Exato 13,238 0,0511 13,568 0,0513

Razdo de V. - X% (3q..0) 7,815 0,1900 - -
Razdo de V. - X% 7q..0) - - 14,067 0,0456
Razdo de V. - X? 7a.10/2) - - 16,013 0,0285
Razdo de V. - X* 9 qia) - - 16,919 0,0233
Sullivan - Exato 13,393 0,0511 13,873 0,0501

Sullivan - X2 3q..0) 7,815 0,1906 - -

Sullivan - X2 (sq..0) 11,070 0,0885 - -
Sullivan - X2 7q..0) - - 14,067 0,0485
Sullivan - X2 (7g,l,a/2) - - 16,013 0,0320
Sullivan - X2 (5 g.1.0) - - 16,919 0,0268
VMAX - Exato 1,291 0,0505 1,307 0,0500
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Tabela 6.26: Limites criticos e estimativas do tamanho do teste na situacdo 2, para n=1000

n =1000 - g desconhecido
Teste Sn f‘o
Valor Critico Tam. Teste Valor Critico Tam. Teste

Determinante - Exato (2,057 ; 3,030) 0,0513 (2,065 ; 3,043) 0,0512
Determinante - Trad. (2,203 ; 2,827) 0,2095 (2,203, 2,827) 0,2104
Determinante - Djauhari (2,206 ; 2,829) 0,2107 (2,206 ; 2,829) 0,2109
Raz&o de V. - Exato 16,804 0,0501 16,919 0,0502

Razdo de V. - X% (3q..0) 7,815 0,2778 - -
Razdo de V. - X2 7q.10) - - 14,067 0,0863
Razdo de V. - X? 7q..0/2) - - 16,013 0,0593
Razdo de V. - X% (5 g.a) - - 16,919 0,0502
Sullivan - Exato 16,806 0,0501 16,857 0,0505

Sullivan - X2 (3q..a) 7,815 0,2776 - -

Sullivan - X? (sq.i.a) 11,070 0,1496 - -
Sullivan - X2 7q..0) - - 14,067 0,0850
Sullivan - X2 (7q,1,a/2) - - 16,013 0,0589
Sullivan - X2 (5 g.1.a) - - 16,919 0,0499
VMAX - Exato 1,140 0,0511 | 1,143 0,0503

Tabela 6.27: Limites criticos e estimativas do tamanho do teste na situacdo 2, para n=5000

n =5000 - g desconhecido

Teste Sn f‘o
Valor Critico Tam. Teste Valor Critico Tam. Teste

Determinante - Exato (2,291 ; 2,751) 0,0508 (2,293, 2,753) 0,0509
Determinante - Trad. (2,377 ; 2,657) 0,2376 (2,377 ; 2,657) 0,2383
Determinante - Djauhari (2,378 ; 2,657) 0,2381 (2,378 ; 2,657) 0,2381
Razdo de V. - Exato 18,289 0,0503 18,316 0,0504

Razdo de V. - X2 3q..a) 7,815 0,3060 - -
Razdo de V. - X% 7q..0) - - 14,067 0,1030
Razdo de V. - X? (7q..a/2) - - 16,013 0,0746
Razdo de V. - X2 (s qLa) - - 16,919 0,0636
Sullivan - Exato 18,267 0,0503 18,277 0,0504

Sullivan - X2 3q.0) 7,815 0,3056 - -

Sullivan - X% sq..0) 11,070 0,1711 - -
Sullivan - X% 7q..0) - - 14,067 0,1022
Sullivan - X2 (7q,1,a/2) - - 16,013 0,0740
Sullivan - X2 (s q.La) - - 16,919 0,0630
VMAX - Exato 1,065 | 0,0480 | | 1,065 0,0495

Diante dos resultados obtidos (Tabelas 6.22-6.27), selecionamos para avaliacdao do

poder aqueles que forneceram estimativas de a em torno de 5%. Um fato a ser

observado € que nos casos em que consideramos a distribuigdo assintdtica )(728,.,0,

obtivemos estimativas de o proximas a 5%.

Note que quando trabalhamos com amostras de tamanho 50, 100 e 200 e usamos

a distribuicao aproximada qui-quadrado com 9 graus de liberdade, tanto para o teste da

razao de verossimilhanga quanto para o teste Step-Down de Sullivan et al. (2007),
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obtemos valores de & inferiores ao @ nominal (0,05). Diante desse fato, nos surgiu o
interesse de avaliar o poder dos testes quando usamos a distribuicao aproximada qui-
guadrado com 9 graus de liberdade, porém, considerando 2a ao invés de a. Novamente
esse fato é de grande importancia pratica, visto a dificuldade que se tem para trabalhar

com a distribuicdo exata ja que ela é simulada.

Da mesma forma que verificamos na situacdao abordada na secao 6.1, quando
trabalhamos com a matriz de covariancias amostral S, ndo obtivemos nenhum sucesso
nas aproximagdes para a distribuicdo qui-quadrado. Diante desse fato, somente as
distribuicdes exatas, quando se utilizava a matriz S, foram consideradas na avaliagao do
poder. A Tabela 6.28 apresenta resumidamente os testes que foram selecionados para a
fase de determinagao do poder.

Tabela 6.28: Testes selecionados para avaliagao do poder na situagao 2

Média desconhecida
Testes I
Sn I,
Determinante Exato Exato
VMAX Exato Exato
. E 2 2 2
Razdo de Verossim. Exato xato - ¥ o0 = Xogia™ Xogi2a
Step-Down Exato Exato - 172/ - 192/ - 192/ 2
(Sullivan et. al) sl 8 8l

6.2.2 Estimacdo do poder dos testes na situacao 2

Na avaliacao do poder dos testes, consideramos amostras de tamanho 25, 50, 100
e 200. Para obter o poder dos testes simulamos n observagdes, sob H;, de um modelo
VAR(1) 20.000 vezes e determinamos o poder de cada teste. Esse processo foi repetido

25 vezes para cada teste, como feito na segao 6.1. Vale lembrar que tanto para avaliacao
do tamanho quanto para a determinagcao do poder dos testes utilizamos a seguinte
hipdteses nula e alternativa:

H,:I'=T, =(

H :T'#T,

13333 09744
09744 2,6003
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Na determinagao do poder dos testes consideramos 4 modelos distintos (ver Tabela
6.29) para avaliar a capacidade dos testes em detectar alteracdbes na matriz de
covariancias. De uma forma geral, buscamos selecionar modelos que abrangessem varios
tipos de alteragbes na estrutura da matriz de covariancias. Em todos os modelos
apresentados na Tabela 6.29 estamos considerando um processo bivariado VAR(1). O
valor médio das 25 estimativas de poder de cada teste estdo apresentados nas Tabelas
6.30 a 6.33.

Com os modelos propostos na Tabela 6.29 avaliamos o desempenho dos testes
guando tinhamos pequenas e grandes alteragdes na estrutura da matriz de covariancias.
Na situacdo abordada na secdo 6.1 vimos que quanto menor a alteragao na estrutura da
matriz maior era a dificuldade dos testes em captar tal mudanca. Diante disso, a Unica
alternativa para deteccdo da nao veracidade de Hy, era aumentar o tamanho amostral.
Esse mesmo fato também foi verificado na situagdo 2, onde além da dependéncia
temporal temos uma relacdo entre as duas séries, isto €, todos os testes apresentaram

dificuldades em captar mudancas na estrutura da matriz quando essas eram pequenas.

No modelo 1, apresentado na Tabela 6.29, alteramos minimamente o parametro

¢,, da matriz @. Observe que para n=25, todos os testes apresentaram um baixo

desempenho (max=0,14 para o teste da razao de verossimilhanga). Mesmo quando
aumentamos o tamanho amostral para n=200 o poder dos testes ndao apresentam
grandes ganhos em relagdo ao que acontece para n menor. Nesse caso, a alteracao na

matriz de covariancias foi tdo pequena que os testes ndo conseguiram capta-la.

No modelo 2, também alteramos somente o parametro ¢, da matriz ®, porém, a

mudanca na matriz de covariancias foi mais acentuada que no modelo 1. Como tivemos
uma maior alteragdo na matriz de covariancias os testes conseguiram sinalizar com
maior facilidade a nao veracidade de Hy do que no caso do modelo 1. Observe que nesse
modelo 2 a variabilidade da segunda varidvel aumentou consideravelmente em relagao
ao postulado sob Hy. Diante disso, o teste VMAX, que leva em consideracao somente
alteragdes na variancia das variaveis, teve valores de poder superiores daqueles obtidos
pelo teste da razao de verossimilhanga e pelo teste proposto por Sullivan et al. (2007).
Ainda no contexto do modelo 2, o teste com o pior desempenho foi o teste do
determinante (max=0,42, para n=200). No entanto, embora os valores de poder tenham
sido maiores que os observados para o modelo 1, o valor maximo alcancado ndo foi
proximo de 1 (poder maximo = 0,66 para n=200, considerando o teste VMAX). Assim,

seria necessario aumentar o tamanho da amostra para obter um valor maior de poder.
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Tabela 6.29: Modelos para avaliacdao do poder dos testes na situagdo 2

Modelos Parametros e Medidas

Sob Hy: T =| o033 09744 e[ 00 00 [ 1005 o5 i n ) 239336, p=0.52
(o] . = onde = N e = s =4, ) r =5 ’ =Y, .
Modelo sob Ho 107109744 26003 02 07 05 10 0 0 P

1,3333 0,8718 0,5 0,0 L0 05 [T 2,2082 tr(I)
Modelo 1 SobHy: I' = onde ®= , X, = Ay, =—= =08771 e A, = =0,9049, p=0,I.
0,8718 2,2262 0,1 0,7 05 10 I, 25175 (L)

1,3333  1,1795 0,5 0,0 LO 05 ITI 35076 tr(I)
Modelo 2 SobH;: ' = onde & = , X, = s Ny =—= =13933 e A, = =1,2730, p=0,53.
L1795 3,6742 04 0,7 05 10 IT, 12,5175 tr(I})

1,3333  1,7692 05 00 LOO 115 ITI  0,3469 tr(I')
Modelo 3 SobH;,: I = onde ®= , X,= y Nyy=—="—"—-=01378 e A, =———==1,0019, p=0,95.
1,7692 2,6078 0,0 07 LI5S 133 1T, 1 25175 tr(I})

10 05
e A= ITT_30207 000 A, = tr(D)
05 10 IT,| 25175 tr(T,)

3,1216 2,2925 05 04
Modelo 4 SobH;: I' = onde ® = , Y =

=1,4676, p =0,80
2,2925 12,6513 01 07

Nota: p é o coeficiente de correlagdo entre as duas variaveis X; e X,.
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Tabela 6.30: Estimativas do poder dos testes para matriz de covariancias considerando o Modelo 1 na situagdo 2

Testes
n H Estimador | Razdo V. Razdo V. Razdo V. Razdo V. Sullivan Sullivan Sullivan Sullivan VMAX Determin.

Exato XZ (7g,1,a) XZ (9g,1,a) XZ (9g,1,2a) Exato XZ (7g,1,a) XZ (9g,1,a) XZ (9g,1,2a) Exato Exato
55 Sh 0,0590 - - - 0,0550 - - - 0,0258 0,0449
Haesconhecid I, 0,0505 0,0599 0,0347 0,0529 0,0430 0,0718 0,0444 0,0645 0,0257 0,0436
Sh 0,0697 - - - 0,0642 - - - 0,0182 0,0516

50 Mdesconhecid ~
I, 0,0604 0,0514 0,0252 0,0444 0,0492 0,0545 0,0313 0,0482 0,0181 0,0520
Sh 0,0902 - - - 0,0816 - - - 0,0138 0,0664

100 Mdesconhecid ~
I, 0,0841 0,0680 0,0339 0,0585 0,0642 0,0611 0,0321 0,0534 0,0137 0,0660
Sh 0,1446 - - - 0,1351 - - - 0,0100 0,0928

200 Mdesconhecid ~
I, 0,1394 0,1268 0,0729 0,1127 0,1139 0,1097 0,0616 0,0971 0,0098 0,0924

Tabela 6.31: Estimativas do poder dos testes para matriz de covariancias considerando o Modelo 2 na situagdo 2
Testes
n H Estimador | Raz3o V. Razao V. Razao V. Razao V. Sullivan Sullivan Sullivan Sullivan VMAX Determin.

Exato XZ (7g,1,a) XZ (9g,1,a) XZ (9g,1,2a) Exato XZ (7g,1,a) XZ (9g,1,a) XZ (9g,1,2a) Exato Exato
Sh 0,1275 - - - 0,1300 - - - 0,1964 0,1300

25 Mdesconhecid A
I, 0,1386 0,1543 0,1082 0,1431 0,1426 0,1966 0,1455 0,1841 0,1789 0,1257
Sh 0,2130 - - - 0,2189 - - - 0,2929 0,1853

50 Mdesconhecid A
I, 0,2094 0,1936 0,1370 0,1799 0,2411 0,2527 0,1917 0,2381 0,2842 0,1837
Sh 0,3625 - - - 0,3715 - - - 0,4530 0,2759

100 Mdesconhecid A
I, 0,3571 0,3284 0,2516 0,3100 0,3964 0,3889 0,3127 0,3712 0,4474 0,2724
Sh 0,5952 - - - 0,6071 - - - 0,6588 0,4195

200 Mdesconhecid A
I, 0,5926 0,5760 0,4861 0,5556 0,6235 0,6177 0,5353 0,5989 0,6534 0,4173
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No modelo 3, alteramos a matriz ® e a matriz £, de forma que somente a
covariancia entre as duas varidveis fosse diferente do valor da matriz I'y. Pela Tabela
6.29, observa-se que para o modelo 3 temos que Ay = 0,1378, ou seja, o determinante
da matriz postulada sob Hy e da matriz sob H;, sdo bem diferentes. Diante desse fato,
observe-se que para n=25 o teste do determinante apresentou um étimo desempenho
(min=0,95 para n=25 e max=1,0 para n=100), assim como o teste da razdao de
verossimilhanca. Embora na maioria dos modelos apresentados, tanto nessa secao,
guanto na segdo 6.1, o teste da razdo de verossimilhanca e o teste Step-Down tenham
apresentado resultados bem préoximos, para o modelo 3 o desempenho do teste proposto
por Sullivan et al. (2007) foi um pouco inferior para amostras de tamanho n=25, embora
tenha sido muito satisfatorio (poder minimo de 0,72). Uma possivel explicacao para esse
fato é que o teste da razdo de verossimilhanca leva em consideracdao os determinantes
das matrizes postuladas sob Hy e sob H;, 0 que nao ocorre no teste proposto por Sullivan
et al. (2007). Como o determinante das duas matrizes sao bem diferentes, o teste da
razao de verossimilhanca conseguiu sinalizar com maior facilidade. Porém, a medida que
aumentamos o tamanho amostral o poder de ambos os testes se aproximam. No caso do
teste VMAX, como este é sensivel apenas a mudancas nas variancias das variaveis, o seu
desempenho foi baixo para o modelo 3. Observe que para n=50 alguns testes ja atingem
poder 1 (ver Tabela 6.32)

Finalmente, no modelo 4, alteramos ambos os parametros ¢, e ¢,, 0 que ocasiona
uma grande mudanga na matriz de covariancias. Para n=50, ja obtemos valores elevados
de poder para os testes em estudo (valores de poder acima de 0,70), exceto para o teste
do determinante, que mesmo para n=200 apresentou um baixo poder, da ordem de
0,17. Isso é explicado pelo fato de que a razdo entre os determinantes (Aget) € proxima
de 1 (Ager =1,1999). Os menores valores de poder ocorrerdao para n=25, como era de se
esperar, mas valores até expressivos considerando-se o tamanho da amostra (min=0,38
e max=0,65), com excecao do teste do determinante (valor do poder em torno de 0,08).
Ainda considerando o modelo 4, para tamanhos amostrais maiores (n=100) os valores de
poder se aproximam de 1, exceto para o teste do determinante pelo fato descrito

anteriormente.

Os resultados obtidos usando a aproximagdo para a distribuicao )(728,.,0,, quando

trabalhamos com a matriz I,,, foram bem préoximos daqueles obtidos com as

distribuicdes exatas, tanto para o teste da razdo de verossimilhanca tanto para o teste
Step-Down proposto por Sullivan et al. (2007).
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Tabela 6.32: Estimativas do poder dos testes para matriz de covariancias considerando o Modelo 3 na situagdo 2

Testes
n H Estimador | Razdo V. Razdo V. Razdo V. Razdo V. Sullivan Sullivan Sullivan Sullivan VMAX Determin.

Exato XZ (7g,1,a) XZ (9g,1,a) XZ (9g,1,2a) Exato XZ (7g,1,a) XZ (9g,1,a) XZ (9g,1,2a) Exato Exato
S, 0.9859 - - - 0.7642 - - - 0.0452 0.9510

25 Udesconhecid A
I, 0.9852 0.9869 0.9809 0.9857 0.7134 0.8289 0.7192 0.8006 0.0546 0.9475
o S, 1,0000 - - - 1,0000 - - - 0.0495 0.9992
Haesconhecid I, 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0.9882 1,0000 0.0560 0.9994
100 S, 1,0000 - - - 1,0000 - - - 0.0603 1,0000
Haesconhecid I, 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0.0579 1,0000
500 S, 1,0000 - - - 1,0000 - - - 0.0747 1,0000
Haesconhecid I, 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0.0723 1,0000

Tabela 6.33: Estimativas do poder dos testes para matriz de covariancias considerando o Modelo 4 na situagdo 2
Testes
n H Estimador | Razdo V. Razao V. Razao V. Razao V. Sullivan Sullivan Sullivan Sullivan VMAX Determin.

Exato XZ (7g,1,a) XZ (9g,1,a) XZ (9g,1,2a) Exato XZ (7g,1,a) XZ (9g,1,a) XZ (9g,1,2a) Exato Exato
- S, 0,5430 - - - 0,4209 - - - 0,4807 0,0657
Haesconhecid I, 0,6273 0,6515 0,5688 0,6335 0,3827 0,4644 0,3879 0,4450 0,4499 0,0895
o S, 0,8887 - - - 0,8379 - - - 0,7641 0,0922
Haesconhecia I, 0,9210 0,9101 0,8568 0,8998 0,7997 0,8129 0,7387 0,7968 0,7490 0,1001
100 S, 0,9971 - - - 0,9951 - - - 0,9570 0,1238
Haesconhecid I, 0,9984 0,9978 0,9945 0,9972 0,9929 0,9924 0,9831 0,9907 0,9541 0,1250
500 S, 1,0000 - - - 1,0000 - - - 0,9987 0,1704
Haesconhecid I, 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9985 0,1708
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Capitulo 7

Conclusdoes Finais e Sugestdoes para Trabalhos

Futuros

Com base nas simulagdes desenvolvidas foi possivel observar que se estamos em
um processo autocorrelacionado é de extrema importancia levarmos em consideracdo tal
fato. Se a autocorrelacdo estd presente nas observagdes, mas que por desconhecimento
essa autocorrelacdo é desconsiderada, ou seja, assumimos independéncia entre as
observacgbes, e usamos a matriz de covariancias amostral S, juntamente com os testes
apresentados no Capitulo 3 desta dissertacdo, e com as aproximagdes para distribuicdo
qui-quadrado para verificar possiveis alteracdes na matriz postulada sob Hy, teremos

conclusdes incorretas.

Diante disso, quando verificamos autocorrelagdao entre as observagbes de um
processo vimos que temos duas alternativas de analise. A primeira delas é trabalhar com
a matriz de covariancias amostral S. Porém, essa escolha pode ser mais trabalhosa, visto
gue quando optamos por utilizar o teste estatistico com a matriz S sempre teremos que
usar as distribuicdes exatas dos testes. Se por um lado, ao usarmos a matriz de
covariancias amostral S, temos um ganho no sentido de ndo termos que ajustar um

modelo de séries temporais as observacdes amostrais para posteriormente obter a matriz

I',, de outro sempre que optarmos por trabalhar com a matriz S teremos que usar a

distribuicdo exata. A segunda opgdo é trabalhar com a matriz fo. Para isso, um dos

primeiros passos é identificar e ajustar um modelo de séries temporais as observacdes
levando em consideracdo a existéncia de tendéncia, sazonalidade, valores discrepantes
(outliers), descontinuidade, etc. Embora seja trabalhoso ajustar um modelo de séries

temporais ao conjunto de observagdes, temos um ganho ao optarmos pelo uso da matriz

I', . Através das simulagbes desenvolvidas vimos que em alguns testes, quando usamos a

A

matriz 1, € possivel utilizar a distribuicdo assintética qui-quadrado para a estatistica de

teste, ou seja, ndo ha necessidade de se trabalhar sempre com a distribuicdo exata como

ocorre no caso onde usamos a matriz de covariancia amostral S. Para o teste da razao de
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verossimilhancga e para o teste Step-Down proposto por Sullivan et al. (2007) vimos que
em alguns contextos é possivel usar a distribuicdo qui-quadrado para determinar os

limites criticos dos testes.

Durante as simulacdes verificamos que o poder dos testes quando usamos a matriz
I',e a matriz S foram bem préximos quando se utiliza a distribuigdo exata. Nao houve

um predominio de um caso em relagdo ao outro. Em alguns momentos o uso dos testes

propostos considerando a matriz S forneceram poderes superiores aos casos em que
usavamos a matriz I',. Porém, em outras situagdes verificamos o contrario. Embora o

uso da matriz S tenha fornecido bons resultados, vale lembrar que para esse caso

sempre teremos que trabalhar com a distribuigao exata, como discutido anteriormente.

Com respeito a qual dos testes usados teve um melhor desempenho podemos
destacar o teste da razao de verossimilhanca e o teste Step-Down proposto por Sullivan
et al. (2007). Nao houve uma superioridade predominante de um desses testes em
relagdo a outro. Ja o teste do determinante e o teste VMAX ndo tiveram um desempenho
muito satisfatério nas situacdes em que a matriz de covariancias sob a hipotese
alternativa ndo apresentava uma alteracao acentuada em relacao a Hy. De uma forma
geral, a medida que aumentamos o tamanho amostral o poder dos testes estudados
aumenta. E importante lembrar que o bom desempenho do teste da razdo de
verossimilhanga e do proposto por Sullivan et al. (2007) para dados autocorrelacionados,
observados nessa dissertagao, concorda com o que foi apresentado em Pinto (2009b),

que mostra que esses dois testes sao os melhores para dados independentes.

Como discutido no Capitulo 3, vimos que o uso do determinante como uma medida
de dispersao multivariada tem algumas limitagbes. Em geral, algumas mudancas na
estrutura da matriz de covaridncias acarretam mudangas na variancia generalizada. Vale
ressaltar que o determinante é uma representacao escalar relativamente simplista de um
problema multivariado complexo. O desempenho do teste do determinante sé foi
satisfatorio nas situacdes nas quais o determinante da matriz postulada sob Hy e daquela
sob H; eram complemente diferentes. Nas situacdes onde tinhamos pequenas alteracoes
nos determinantes das matrizes, o teste teve um baixo desempenho. No mesmo patamar
do teste do determinante temos o teste VMAX. Como o teste VMAX capta alteracdes
somente nas variancias das variaveis, esse s6 teve um bom desempenho quando as
alteragdes na matriz de covariancias ocorriam nas variancias. Nessas situagfes o teste
VMAX conseguiu valores de poder mais elevados. De uma forma geral, em todos os

modelos estudados, quando a alteracdo na matriz de covariancias era pequena, todos os
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testes tiveram dificuldades em detectar tal alteragdo, porém, o teste proposto por
Sullivan et al. (2007) e o da razao de verossimilhanga tiveram valores de poder maiores
que os outros testes mesmo nessas situagdes, sendo que o aumento do tamanho

amostral eleva a capacidade desses testes em detectar a nao veracidade nesses casos.

Nessa dissertacao nosso foco de estudo foi o modelo autorregressivo multivariado
de ordem 1, VAR(1), sempre considerando o caso onde tinhamos duas variaveis (p=2).
Embora o modelo VAR(1) seja um dos mais importantes modelos utilizados na pratica
sugerimos que 0s processos autocorrelacionados sejam mais bem estudados nos casos
em que se tem autocorrelacdo de ordem maior que 1 (VAR(k), k>1). Devido ao tempo
estipulado para o desenvolvimento desta dissertagdo ndo foi possivel abordar outros
modelos além do VAR(1). Diante disso, sugerimos também que o desempenho dos
testes quando estamos em um processo do tipo VARMA(k,q) sejam investigados,

embora esses modelos sejam menos usuais.

Um outro fator importante é que a corregdo dos graus de liberdade ou do nivel de
significancia de o para ao/2 foi feita para p=2 e para a hipétese nula previamente
postulada. Diante disso, uma outra proposta de estudo seria mudar a hipdtese nula, ou o
numero de varidveis (p), para verificar se essas corregdes também se mantém
apropriadas nesses casos. O ideal é realizar um estudo matematico (ou via simulacdo)
mais detalhado para se obter melhores aproximacgoes para a distribuicdo das estatisticas
dos testes.

Finalmente, em controle de qualidade, sabemos que atualmente é necessario
acompanhar as condicdes do processo por meio do monitoramento simultaneo de muitas
caracteristicas (p>2) de qualidade. Diante disso seria um grande ganho estender os
esses estudos dessa dissertagao para os casos em que p>2.
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Apéndice A: Calculo da matriz de covariancia

cruzada para um processo bivariado VAR(1) com

P, =0y

Com o intuito de se obter os componentes Y, da matriz I',, de um processo bivariado

VAR(1), para o caso em que ¢, =¢, #0, desenvolvemos as equagbes propostas por

Kalgonda e Kulkarni (2004). Primeiramente temos as seguintes informagoes:
Z — [Gll 612 j (I) — [¢11 ¢12 j
621 622 ¢21 ¢22

Vamos considerar o caso particular onde ¢, =¢,, = p. Portanto, ® :(gbl ;j
P P

Assim, por Kalgonda e Kulkarni (2004) temos que a matriz de covariancia cruzada para
um modelo VAR(1) é dada por:

r0)=®T0)d +%

(%1 o | _(# pJ(%l m}(ﬂ p}{% %J
}/2 1 }/22 p ¢2 }/2 1 }/22 p ¢2 0-2 1 0-22

Y Ya) (BNt P Y ﬂmwm}(ﬂ p}r(% %J
}/21 }/22 p }/11+¢2 }/21 p }/12+¢2 p p ¢2 0-21 0-22

X

Vo 7 ¢1,0 I43 +¢1¢2721 +,02712 +¢2,0 V2 ,027114'@,0 V21 +¢2,0 Y12 +¢22 V2

( Vo | _[# V40P 1 +0P Y+ P i ¢>1p711+p2721+¢1¢2%2+¢2p722J+2

Y N _(¢>f7u+¢1p721+¢>1p%2+p2722+0u ¢>1p711+p2721+¢%¢2712+¢2p722+612J

V2 7 ¢1,0 }’11+¢1¢2}’21+,02712+¢2,0 Va2 T 0y ,027114'@,0 721+¢2,0 712+¢22 Vot 0y

Observe que ¥, =7%,,, por isso vamos trabalhar somente com uma das duas variaveis

(712):
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V=0 Vu+OP Y +0P YV +P° Vo +0y,
Yu=0  Va+OP YV +OP Y +P ¥y +0,

71 :¢12 Yut2007, +,02 Vo T0y

(1_¢12)711 =20,p 7, —,02 YV =0y

712 :¢1p 711 + p2721 + ¢1¢2712 + ¢2p 722 + 0-12
712 :¢1p 711 + p2712 + ¢1¢2712 + ¢2p 722 + 0-12

Vo = ¢1p Yt (p2 + ¢1¢2) Vio t ¢2p Vn T0O,

_¢1p i +(1_¢1¢2 _p2)712 _¢2p Vn =0,

Finalmente temos;

V2 :p2711 + ¢2p Vau t ¢2p Vio t ¢22 Vn t0y
V2 :p2711 + ¢2p Vio t ¢2p Vio t ¢22 Vn t0y

V2 :p2711 + 2¢2p V12 +¢22 Vn t0y

_p2711 _2¢2p Y12 +(1_¢22)722 =0,

De posse das equacgoes anteriores temos a seguinte representagdao matricial:

-1<¢ <1
1_¢12 —-2¢,p _p2 I o B <Zl ]
-gp 1-99, _p2 —P,p Yi2 |=|On onde _ ;p2<_1
_p2 _2¢2p 1_¢22 7/22 622 O-zj 20,Vl,]=1,2
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1_¢12 _2¢1p _p2
Considere a seguinte matriz A=|-¢,p 1-¢p, —p° —d,p

-p° —-2¢,p 1-¢;

Se det(A) # 0 entao:

1
A7l = dj (A
damﬂ]()

onde denotamos adj(A), como a transposta da matriz formada pelos cofatores de A. O

proximo passo sera encontrar a matriz de cofatores A.

a;; 4 4y
A=|a, a, dy

sy Q3 Qi

2

-p° 0P

a, =D""de r[ )
- ¢2p 1_¢2

j:a—mﬁz—p2><1—¢§>—2¢§p2

_¢1p ¢2p

2 (¢1p)(1_¢2)+¢2p
—-p 1_¢2j

_pp j:2¢1¢2p2 +(1=g,0, - p2)p> =(1+ 4, — p*)p°

) j=2¢1p(1—¢§)+2¢2p3 =2p(¢, (1-97) +0,p°)
-2 1-¢;

_ w [1-00 =P
a22=<—1>“det[_p; 1_¢22J=<1—¢5><1—¢§>—p4
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1_¢12 _2¢1p
2

a,, = (=1 det[
-P -2 ¢2p

J=2p(¢2(l—¢12)+¢1p2)

2

_2¢1p 4

a, =™ det[ )
1_¢1¢2 4 _¢2p

J:2¢1¢2p2 +(1_¢1¢2 _pz)pz :(1+¢1¢2 _pz)pz

1_¢12 _p2

a., =(—1)*"? de{
* ~0p —0p

J:(¢2p)(1_¢12)+¢1p3

1_¢12 _2¢1p

ay, = (=1 det[ )
_¢1p 1_¢1¢2_p

J:(1_¢1¢2 _pz)(1_¢12)_2¢12p2

Com isso, a matriz de cofatores A é dada por:

(1—¢1¢2_,02)(1—¢22)_2¢22,02 (¢1,0)(1—¢22)+¢2,03 (1+¢1¢2_,02),02
A= 2p(¢, (1= 07)+¢,p°) (-9} (1-¢))-p* 2p(9,(1- @) +¢,p*)
(1+¢1¢2_,02),02 (¢2,0)(1—¢12)+¢1,03 (1_¢1¢2_pz)(1_¢12)_2¢12p2

Portanto, pela definicdo de matriz adjunta temos que:

(1-¢¢, - p*)(1-9])-2¢,p° 2p(¢, (1-0))+¢,p°) (1+¢,0, —p*)p’

adj(A)=|  ($p)(1-¢;))+¢,p’ (1-¢7)(1-¢7)-p* (@.p) (1-91) +¢,p°
(1+¢1¢2_p2)p2 2,0(¢2(1—¢12)+¢1,02) (1_¢1¢2_pz)(1_¢12)_2¢12p2
Lembrando que A™' = ! adj (A) o préximo passo serda encontrar o determinante da
det(A)

matriz A. Assim, vamos calcular o determinante de A utilizando o desenvolvimento em

cofatores do determinante de A em termos da 12 linha.

n
det(A)=a, a, +a,d, +...+a, da, =Za]j a,;
j=1

118



Como ja temos os cofatores de A o determinante é dado pela seguinte forma:
det(A)=(1-¢7)[A- 9,0, — p*) 1= 07) =20, °1-26,p [(4,0) 1= 67) + $,0° 1 - p> 1+ $0, — p*)p°
det(A)=(1=g)[(A= g9, = p*) (1= 9;) =297 p*1 =20 p* (1-9]) =299, p* = (1 + 99, - p*)p*
det(A)=(1=¢)[A= g, = p)(1=9)) =20, p*1-2¢7 p* (1-¢]) = (1+39,9, - p*)p*

Dessa forma;

det(A)=(1-¢" )= 44, = p*)(1-0;)=20,p°1-2¢]p" (1-¢;) - (1+38,6, - p*) p*

k

| A-00, - pHA=¢5)-2¢;p>  2p (@B (1-¢;)+0,p°) (1+¢,0,—p*)p’
A= @pU-0h+op’ A-g)(1=6H-p* @GP =g 44,0’
(1+¢1¢2—P2)P2 2P(¢2(1—¢12)+¢1P2) (1_¢1¢2_pz)(l_¢12)_2¢12p2

Inicialmente tinhamos o seguinte sistema;
1_¢12 _2¢1p _p2 71 Oy
-op 1-99, _p2 -0,p Yi2 |50

-p’ -20,p 1-¢; )\¥n) \0x

Assim a solugao do sistema € dada por:

i 0
-1

Yo |=A | Op

V2 Oy

(1=, —p)A=¢7) =20, p* 10, +[2p (¢, 1= 9;) +$,p")) 0, +[(1+ 0,6, - p*)p 10,
I
Vo | =
Vo

[(¢1,0)(1—¢22)+¢2,03]0'11 + [(1_¢12)( 1—¢22)—,04]0'12 +[(¢2,0)(1—¢12)+¢1,03]0'22

N[ =

[(1+¢1¢2 _pz)pz]o_u +[2,0(¢2(1—¢12)+¢1,02)] O +[(1_¢1¢2 _pz)(1_¢12)_2¢12p2] 0y
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Finalmente;

_LU=9¢, —p*)(1=¢,) =29, p" 10, +[2p (§, (1=¢;) + 6, p*)10, +[(+ 6,4, - p*)p" 105

11

(1=¢)[A-gh, —p*)1=¢;)) =20, p°1-2¢ p* (1-6,)—(1+38,6, - p*)p*

oy _[@p (1-¢))+6,0°10,, + [A-¢)) (1-¢]) = p*10, +[(@,0) (1-41) + 6,0’ 10,
T A=g)A-98, - ) (1= =24 p* =207 p* (1-9)~(1+3 4,4, - p*)p*

— [(1+¢1¢2 _pz)pz]au +[2P(¢2(1—¢12)+¢1P2)] (973 +[(1_¢1¢2 _pz)(1_¢12)_2¢12p2] (o

22

(1=g) A=, —p*) 1=¢7) =20, p°1-267 p* (1-9,)— (14340, - p*)p’
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Apéndice B: Distribuicoes Exatas - Situacao 1

Tabela B.1: Percentis da distribuicdo exata - Situagdo 1 - p conhecido

Estimadores

n Teste Su f‘o
2,5% 5,0% 95,0% 97,5% 2,5% 5,0% 95,0% 97,5%
Determinante | 0,498 | 0,601 4,089 4,874 0,501 0,609 4,840 5,944
Razéo de V. 0,474 | 0,754 15,878 19,203 0,932 | 2,070 | 13,820 | 16,842
25 Sullivan 0,465 | 0,741 16,095 20,312 0,369 | 0,602 | 15,086 | 19,542
VMAX 0,587 | 0,650 2,008 2,257 0,585 | 0,649 2,022 2,273
Determinante 0,775 0,884 3,549 4,027 0,772 0,887 3,922 4,520
Razéo de V. 0,481 0,762 16,678 20,114 0,718 1,729 | 14,650 | 17,850
50 Sullivan 0,461 0,753 16,710 20,858 0,367 | 0,594 | 15,629 | 19,763
VMAX 0,692 | 0,745 1,689 1,843 0,692 | 0,745 1,692 1,843
Determinante 1,046 1,151 3,110 3,413 1,029 1,141 3,309 3,689
Razé&o de V. 0,459 | 0,747 17,093 20,573 0,650 1,654 | 15,087 | 18,397
100 Sullivan 0,460 | 0,760 17,185 21,002 0,374 | 0,608 | 16,086 | 20,049
VMAX 0,771 0,814 1,471 1,565 0,771 0,814 1,469 1,565
Determinante 1,279 1,369 2,781 2,967 1,266 1,358 2,900 3,111
Razdo de V. 0,462 | 0,757 17,414 | 21,088 0,639 1,627 | 15,359 | 18,895
200 Sullivan 0,447 | 0,734 17,440 21,214 0,362 | 0,597 | 16,389 | 20,388
VMAX 0,835 | 0,868 1,326 1,387 0,835 | 0,868 1,326 1,387
Determinante 1,666 1,717 2,359 2,432 1,647 1,699 2,388 2,468
Razé&o de V. 0,488 | 0,790 17,957 21,591 0,501 1,404 | 15,570 | 19,214
1000 Sullivan 0,468 | 0,760 17,741 21,403 0,371 0,604 | 16,666 | 20,648
VMAX 0,925 | 0,941 1,139 1,163 0,925 | 0,941 1,139 1,163
Determinante 1,857 1,882 2,170 2,201 1,846 1,873 2,182 2,215
Razé&o de V. 0,490 | 0,749 17,545 21,241 0,576 1,610 | 15,675 | 19,552
5000 Sullivan 0,467 | 0,759 17,743 21,391 0,370 | 0,603 | 16,721 | 20,656
VMAX 0,966 | 0,973 1,061 1,071 0,966 | 0,973 1,061 1,071
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Tabela B.2: Percentis da distribuicdo exata - Situagdo 1 - p desconhecido

Estimadores

n Teste Sn f‘o
2,5% 5,0% 95,0% 97,5% 2,5% | 5,0% 95,0% 97,5%
Determinante | 0,387 | 0,465 3,145 3,748 0,355 | 0,431 3,410 4,185
Razéo de V. 0,583 | 0,945 | 16,523 19,219 0,000 | 0,000 15,222 17,887
25 Sullivan 0,582 | 0,946 | 15,109 17,833 0,447 | 0,719 14,122 16,696
VMAX 0,522 | 0,577 1,742 1,939 0,496 | 0,551 1,699 1,906
Determinante | 0,681 0,779 3,109 3,542 0,652 | 0,748 3,286 3,802
Razéo de V. 0,511 | 0,838 17,153 | 20,296 0,000 | 0,000 | 15,585 18,649
=0 Sullivan 0,511 0,848 | 16,330 19,567 0,398 | 0,659 15,193 18,227
VMAX 0,651 0,702 1,569 1,708 0,636 | 0,686 1,546 1,682
Determinante | 0,974 1,075 2,913 3,206 0,942 | 1,045 3,026 3,364
Razé&o de V. 0,499 | 0,814 | 17,456 | 20,853 0,000 | 0,000 15,656 18,958
100 Sullivan 0,497 | 0,800 | 17,048 | 20,446 0,394 | 0,640 15,821 19,214
VMAX 0,749 | 0,789 1,418 1,508 0,741 | 0,781 1,405 1,495
Determinante 1,238 1,328 2,693 2,886 1,210 1,300 2,770 2,979
Razéo de V. 0,477 | 0,774 | 17,606 | 21,137 0,000 | 0,000 15,642 19,134
200 Sullivan 0,464 | 0,767 | 17,388 | 20,885 0,376 | 0,618 | 16,271 19,994
VMAX 0,822 | 0,855 1,301 1,360 0,818 | 0,851 1,294 1,353
Determinante 1,652 1,703 2,339 2,412 1,632 | 1,684 2,367 2,448
Razé&o de V. 0,465 | 0,754 17,553 | 21,275 0,000 | 0,000 15,537 19,027
1000 Sullivan 0,474 | 0,769 | 17,741 21,344 0,377 | 0,609 16,634 | 20,542
VMAX 0,922 | 0,938 1,134 1,158 0,921 | 0,937 1,133 1,157
Determinante 1,854 1,879 2,167 2,197 1,843 | 1,870 2,178 2,211
Razé&o de V. 0,473 | 0,765 | 17,672 | 21,402 0,000 | 0,000 15,598 19,197
=000 Sullivan 0,465 | 0,760 | 17,734 | 21,379 0,372 | 0,602 16,722 20,598
VMAX 0,965 | 0,973 1,060 1,070 0,965 | 0,972 1,060 1,070
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Apéndice C: Distribuicoes Exatas - Situacao 2

Tabela C.1: Percentis da distribuigdo exata - Situagao 2 — p desconhecido

Estimadores

n Teste Sn f‘o
2,5% 5,0% 95,0% 97,5% 2,5% 5,0% 95,0% 97,5%
Determinante 0,835 0,990 5,054 5,892 0,976 1,167 6,260 7,327
25 Razéo de V. 0,316 0,520 | 11,602 | 14,003 0,000 0,000 | 14,928 | 19,113
Sullivan 0,318 0,521 | 12,874 | 16,195 0,357 0,576 | 17,137 | 22,023
VMAX 0,623 0,682 1,848 2,063 0,672 0,738 2,103 2,396
Determinante 1,199 1,343 4,257 4,726 1,298 1,460 4,681 5,186
Razéo de V. 0,323 0,531 | 11,962 | 14,580 0,000 0,094 | 13,407 | 16,399
50 Sullivan 0,322 0,532 | 12,689 | 15,869 0,335 0,546 | 14,567 | 18,445
VMAX 0,718 0,767 1,596 1,737 0,747 0,798 1,683 1,839
Determinante 1,492 1,612 3,719 4,021 1,553 1,678 3,889 4,206
Razéo de V. 0,322 0,525 | 12,527 | 15,222 0,130 0,387 | 13,164 | 16,073
100 Sullivan 0,323 0,525 | 12,982 | 15,992 0,330 0,534 | 13,828 | 17,161
VMAX 0,788 0,826 1,411 1,504 0,802 0,841 1,445 1,542
Determinante 1,716 1,817 3,375 3,579 1,749 1,854 3,448 3,658
Razé&o de V. 0,341 0,553 | 13,238 | 16,145 0,280 0,515 | 13,568 | 16,617
200 Sullivan 0,342 0,552 | 13,393 | 16,568 0,340 0,558 | 13,873 | 17,147
VMAX 0,840 0,869 1,291 1,350 0,848 0,878 1,307 1,367
Determinante 2,057 2,119 2,938 3,030 2,065 2,127 2,950 3,043
Razé&o de V. 0,412 0,661 | 16,804 | 20,406 0,418 0,672 | 16,919 | 20,543
1000 Sullivan 0,412 0,660 | 16,806 | 20,407 0,413 0,662 | 16,857 | 20,523
VMAX 0,916 0,932 1,140 1,167 0,918 0,934 1,143 1,170
Determinante 2,291 2,325 2,712 2,751 2,293 2,326 2,714 2,753
Razdo de V. 0,437 0,717 | 18,289 | 22,442 0,441 0,719 | 18,316 | 22,480
=000 Sullivan 0,437 0,717 | 18,267 | 22,481 0,438 0,716 | 18,277 | 22,520
VMAX 0,960 0,968 1,065 1,076 0,961 0,968 1,065 1,077
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