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RESUMO

Este trabalho discute o uso de uma funcdo de verossimilhanga na estimacio da proporcdo de itens
conformes na presenca de erros de classificagdo e de classificagdes repetidas. Para investigar a
qualidade dos estimadores bayesianos foi construido um estudo comparativo entre a técnica proposta
e um modelo descrito por Evans ef al. (1996), considerando, para isso, a influéncia do tamanho da
amostra, do ndmero de classificagcdes repetidas, dos erros de julgamento, da proporcdo de

conformidade e de duas distribuicdes a priori para os erros: Beta(1,2) e Beta(2,10).

As medidas estatisticas utilizadas para a comparacdo das metodologias foram a moda e o desvio
padrao das respectivas distribui¢des a posteriori, além das amplitudes dos intervalos de credibilidade
de maxima densidade a posteriori e do fator de Bayes. Os resultados encontrados mostraram que o
modelo defendido apresentou desvios padrdo e amplitudes dos intervalos de credibilidades inferiores
aqueles obtidos pela abordagem concorrente, principalmente quando foi considerada a distribuicdo a
priori Beta(1,2). Além disso, constatou-se também o fator de Bayes favoreceu o uso do modelo

proposto.

Além disso, foi utilizada uma metodologia de otimizacdo multiobjetivo para obter os valores 6timos
do tamanho da amostra (n), do nimero de classificacdes repetidas (m) e do critério (a) da
classificagdo final dos itens inspecionados apds as m classificacdes. Para realizar essa tarefa foi
sugerido um algoritmo genético hibrido multiobjetivo. Exemplos numéricos ilustraram a
metodologia proposta e os resultados encontrados podem ser utilizados para ajudar ao processo

decisorio.

Palavras Chaves: Dados Dicotomicos, Erros de Classificagdo, Inferéncia bayesiana, Fator de Bayes,

algoritmos genéticos, Otimizagcdo Multiobjetivo.



ABSTRACT

This paper discusses the use of a likelihood function for estimating the true proportion of
conforming items in the presence of misclassification and repeated classifications. To investigate the
quality of Bayes estimators, a comparative study of the technical proposal and a model described by
Evans et al. (1996) was constructed, varying the sample size, the number of repeated classifications,
the inspection errors, the proportion of conformity and two type of prior error distributions:

Beta(1,2) and Beta(2,10).

The performances were made by some statistical measurement as: the mode and standard deviation
of their posterior distributions, the length of credible intervals of maximum posterior density and the
Bayes factor. The results showed that the model proposed presented standard deviations and length
of credible intervals smaller than those obtained by the concurrent approach, mainly in the presence
of prior distribution Beta(1,2). Furthermore, there is also the Bayes factor favored the use of the

proposed model.

In addition, a multi-objective optimization method is used for to obtain the set optimum parameters:
sample size (n), the number of repeated classifications (m) and the criterion (a) for the final
classification of the inspected item after m classifications. To accomplish this task a hybrid
multiobjective genetic algorithm is proposed. Numeric examples illustrate the methodology

proposed and the results can be used to help decision-making process.

Key Words: Dichotomous Data, Inspection Errors, Bayesian Inference, Bayes Factor, Genetic

Algorithms, Multiobjective Optimization
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Capitulo 1
INTRODUCAO

Este capitulo apresenta os elementos iniciais referentes aos aspectos de justificativa, motivacdo e
objetivos do trabalho, bem como sua organizacdo. E importante que essa leitura seja feita com

cuidado, pois as informacdes aqui discutidas servirdo de base tedrica e metodoldgica para a

compreensdo precisa dos demais capitulos.

1.1. CONTROLE DE QUALIDADE PARA ATRIBUTOS

Todos os dias uma enorme quantidade de informagdes sobre consumidores, produtos, servicos,
sistemas de qualidade e monitoramento estd sendo coletada nas empresas, nos departamentos, na
industria, entre outras. O volume e a complexidade dos dados tornam a andlise uma tarefa

praticamente impossivel de ser realizada em intervalos de tempos razodveis.

Na industria, em especial, a preocupagido é quase que exclusivamente voltada para a qualidade
dos processos de produgdo e para a maximiza¢do dos lucros. Quando se fala em qualidade de
processos produtivos, entende-se que o objetivo € produzir mais e melhor, ou seja, € produzir de
forma eficiente, minimizando os recursos, as matérias-primas e maximizando os retornos
financeiros. O sucesso de implementagdo dessa gestdo da qualidade dos processos norteard a forma,

a quantidade, a época e as caracteristicas dos itens que serdo produzidos.
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Além disso, outro aspecto relacionado ao processo produtivo que tem intrigado os gerentes de
producdo e os tomadores de decisdo é o cdlculo do tamanho amostral. Determinar, antecipadamente,
qual deverd ser o tamanho da amostra associado a um planejamento experimental industrial, por
exemplo, de modo que venha garantir as premissas e as especificacdes do mercado consumidor, é
uma tarefa dificil. E o principal obstaculo € o elevado nimero de fatores que afetam o calculo do
tamanho da amostra, quer sejam pelas influéncias advindas dos processos produtivos, quer sejam

pelas influéncias geradas pelas caracteristicas analiticas do modelo estatistico de avaliagdo proposto.

Indiferente ao problema que se deseje resolver, sendo ele de cunho inferencial ou de otimizagdo
do tamanho amostral, o que se objetiva € a construcdo de processos de produgdo mais eficientes e

pautados na exceléncia da qualidade total.

No entanto, a busca por essa exceléncia exige investimento, conhecimento técnico especifico e
controle constante no sistema de manufatura. Sob esse aspecto, o uso de ferramentas estatisticas de

estimacdo e de previsdo torna-se de fundamental importincia no entendimento do mix de produgdo.

Assim, este trabalho discute a implementagdo de um procedimento de estimacdo de inferéncia
bayesiana da propor¢do de itens conformes na presenga de erros de classificacdo com a possibilidade
da realizag¢do de classificagdes repetidas. Serd discutido também um procedimento de otimizacio
multiobjetivo por meio de métodos metaheuristicos hibridos para determinacio do tamanho amostral
(n), do nimero de classificacdes repetidas (m) e do ponto de corte (a), 1 < a < m, para a classificacao

final de um item apds terem sido realizadas as m classificacdes repetidas do mesmo item.

16



1.2.  JUSTIFICATIVA

As metodologias e as técnicas utilizadas neste trabalho trardo uma contribuicdo para a
comunidade académica e cientifica, principalmente para aquelas dreas de conhecimento relacionadas

a saude e a industria. E tal contribui¢@o terd dois enfoques: um inferencial e outro de otimizacéo.

Do ponto de vista inferencial, o0 modelo estatistico proposto neste trabalho se valerd de sua
estrutura analitica para estimar, de maneira eficiente, a propor¢do de dados dicotdmicos contendo

erros de classificagéo.

Além disso, um outro ramo da modelagem estatistica que tem motivado muitos pesquisadores € a
otimizacdo de fungdes que envolvam varidveis de decisdo. Na grande maioria dos casos, 0s
problemas de otimizacdo se limitam ao campo uniobjetivo, envolvendo, geralmente, o calculo do
tamanho amostral, com vdrias restri¢cdes técnicas para que os mesmos tornem-se de resolugéo facil e
direta. Entretanto, tais solu¢cdes podem nao ser indicadas para problemas mais complexos. Esta tese
ird usar o mesmo problema de estimagdo da propor¢do de itens conformes para desenvolver um
procedimento de otimizagdo multiobjetivo, utilizando vérias técnicas de otimizagdo, tais como:
algoritmo genético, redes neurais artificiais e algoritmos de busca local, para encontrar os valores
otimos dos parametros do modelo, que sdo: o tamanho amostral (n), o nimero de classificacdes

repetidas (m) e o critério de classificacdo final (a) de cada item avaliado ap6s as m classificacoes.

Essa metodologia pode ser considerada original no meio cientifico-industrial, pois sdo raros os
textos que tratam do problema de otimizag¢dao multiobjetivo via sistemas inteligentes evolutivos e que

consideram variaveis de decisdo (n, m, a).
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1.3. MOTIVACAO

Virios autores em diversos artigos demonstraram a preocupacio em determinar a distribui¢do a
posteriori da propor¢do de itens conformes (p) na presenca de erros de classificagdo e/ou
classificacdes repetidas. Na maioria dessas obras, a principal conclusdao foi que o uso de
distribuicdes a priori informativas contribui, de forma mais eficiente, para a constru¢do de uma

distribuicdo a posteriori bem mais “comportada” no sentido de evitar situagdes multimodais.

No entanto, sabe-se que a utilizagdo de distribui¢cdes a priori traz consigo uma carga muito
grande de subjetividade, por parte do especialista, do grau de conhecimento do fendmeno em estudo,
assim como das caracteristicas dos modelos probabilisticos utilizados. E desejdvel construir
distribuicdes a posteriori unimodais e com a menor variabilidade possivel mesmo tendo pouco

conhecimento sobre as distribui¢des de probabilidade dos pardmetros envolvidos.

Os problemas estatisticos existentes nas vérias dreas do conhecimento, de um modo geral,
referem-se a estimacdo de parametros relacionados as varidveis de decisdo. Particularmente nas
dreas industrial e médica, hd um grande nimero de obras cientificas voltadas para o tema e que se
concentram especialmente na utilizacao das técnicas de inferéncia bayesiana para resolver problemas
analiticos de tomada de decisdao (QUININO et al., 2005; LOSCHI; FRANCO, 2006; JOSEPH et al.,
1995; JOHNSON et al., 1991). A maior dificuldade observada no uso de tais técnicas € a defini¢do
das distribuicdes a priori dos parametros dos modelos estatisticos empregados, pois quase sempre €
necessrio recorrer a uma parametrizacdo dessas distribuicdes a priori, deixando-as totalmente
especificas e particularizadas ao problema investigado, ou ainda considerar o uso de distribui¢des a
priori empiricas. Explicitando melhor, o ideal é obter distribuicdes a posteriori unimodais e com

pouca variabilidade, utilizando o minimo de conhecimento sobre os pardmetros dos modelos. Essa
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idéia, na verdade, é a primeira grande motivacdo deste trabalho e serd discutida sob a 6tica de uma

funcdo de verossimilhanga a ser proposta neste texto no Capitulo 4.

Outro grande desafio da tese estd descrito na integra no Capitulo 5 e refere-se a aplicagdo de um
algoritmo genético hibrido multiobjetivo para obtengdo simultdnea de um vetor 6timo de parametros:
tamanho amostral, nimero de classifica¢des repetidas e ponto de corte utilizado para a classificacio
final de cada item avaliado na amostra. Esse procedimento tem um papel importante na 4rea de
otimizagdo de inferéncia bayesiana, pois abordard o mesmo problema comentado anteriormente de
uma maneira simples, intuitiva e com um enfoque industrial. Além daquele ja citado, o maior
sentimento motivador dessa tese se concentra na capacidade de generalizacdo e de adaptacdo do

programa proposto aos problemas existentes em outros campos de conhecimento.

1.4. OBJETIVOS DO TRABALHO

1.4.1. OBJETIVOS GERAIS

Esta producdo cientifica serda fundamentada em dois grandes pilares tedricos, a citar:

1. Construir uma funcdo de verossimilhanca a partir da proposi¢do de um modelo em que é
implementado um procedimento de inferéncia bayesiana para a estimacdo da proporcdo de
itens conformes na presenca de erros de classificacdo e de classificagdes repetidas. Esse

modelo serd comparado com a metodologia desenvolvida por Evans et al. (1996);

2. Utilizar a fungdo de verossimilhanca proposta no item 1, para desenvolver um algoritmo
genético hibrido multiobjetivo para estimar concomitantemente os valores 6timos do
tamanho amostral, do nimero de classificacdes repetidas e do ponto de corte usado para a

classificagdo final dos itens apds serem realizadas todas as classificagdes repetidas.
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1.5. ESTRUTURA DA TESE

Esta tese estd organizada em seis capitulos. O capitulo inicial, conforme ji visto nas secdes
anteriores, trata das informagdes preliminares e de preparacdo do entendimento global dos objetivos
do trabalho. O segundo capitulo se concentrard numa revisdao bibliografica das principais obras e
autores no que tange aos preceitos tedricos da tese. J4 o Capitulo 3 serd dedicado ao
desenvolvimento de todo o referencial tedrico do trabalho, desde o surgimento das primeiras ideias

até as propostas mais atuais.

O Capitulo 4, por sua vez, abordard o primeiro objetivo geral desta tese, apresentando e
discutindo a fun¢@o de verossimilhanga proposta. Os resultados de simulag@o foram realizados para a
validacdo do modelo. Enquanto que o Capitulo 5 tratard o tema otimizacdo multiobjetivo do vetor (n,
m, a), perpassando por algumas técnicas evolutivas, tais como redes neurais artificiais e algoritmos
genéticos. Por fim, as consideracdes finais e as sugestdes de estudos futuros norteardo o Capitulo 6,

e servirdo, sobretudo, para vislumbrar as possibilidades de ampliac@o do estudo realizado.
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Capitulo 2
REVISAO DA LITERATURA

A revisdo da literatura e a evolugdo histdrica das metodologias tedricas que serdo utilizadas nesta

tese sdo os objetivos deste capitulo.

2.1. REVISAO DA LITERATURA

Um sistema de controle, visto de forma ampla, pode ser considerado como um programa planejado e
documentado compreendendo pessoal, miquinas, equipamentos, instrumentos, procedimentos e
padrdes, tudo com o objetivo de proporcionar uma melhoria continua da qualidade. A inspecdo
direta de um produto ou servico é uma atividade necesséria dentro do sistema de controle e, para
tanto, € fundamental que o sistema de inspe¢éo a ser empregado seja eficiente. Dessa forma, evita-se
que sejam tomadas decisdes equivocadas, tais como: utilizar itens ndo-conformes ou descartar itens

conformes.

z

Quando a inspecdo baseia-se em atributos, isto €, uma inspe¢do na qual uma ou mais
caracteristicas da qualidade s@o analisadas, a unidade de produto ou servigo correspondente, que
parte de um lote, batelada ou populagéo, pode ser classificada simplesmente como conforme ou nao-
conforme em relacdo a uma dada caracteristica. Baseando-se nas frequéncias de conformidade

observadas, determina-se a necessidade ou ndo de interferéncia no processo produtivo.
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Um dos grandes problemas em estabelecer um sistema de inspecdo para produtos
classificados como conforme ou nio-conforme € a falta de informagdes sobre a eficiéncia do sistema
de classificacdo utilizado. Dois tipos de erros podem ocorrer: o primeiro, conhecido como erro tipo [
(e;), € a probabilidade de classificar um item originalmente conforme como nio-conforme; e o
segundo, chamado de erro tipo II (e;), € a probabilidade classificar um item como ndo-conforme,

sabendo que esse € originalmente conforme.

Os efeitos de se ignorar os erros de classificacdo foram pioneiramente estudados por Bross
(1954), que mostrou que estimacdes cldssicas baseadas em proporgdes sdo viciadas. Em termos
praticos, a estimativa da proporcao de interesse poderia estar comprometida e decisdes poderiam ser
tomadas equivocadamente. Ele também investigou a perda de poder em tabelas de contingéncia 2x2.
Outros autores estenderam o trabalho de Bross considerando os efeitos dos erros de classificacdo em
tabelas de contingéncia generalizadas e na derivagdo de planejamentos 6timos. Exemplos desses
estudos sdo os trabalhos desenvolvidos por Fleiss (1973) e Kleinbaum, Kupper e Morgenstern
(1982) que referenciaram as fontes de pesquisas de campo como um dos principais problemas das

classificacdes bindrias.

Além do efeito dos erros de classificacdo em anélises de dados categdricos no que se refere a
estimacdo da propor¢do de sucesso (itens conformes, por exemplo), Bross (1954) também mostrou
que o conhecimento das taxas de erros de classificagdo € uma medida necessdria para a corre¢do do
vicio resultante da estimag@o baseada nas proporcdes observadas na amostra. No inicio da década de
70 do século XX, Tenenbein (1970, 1971, 1972) propds obter essa informagdo por meio de um
processo de amostragem dupla, no qual uma parte da amostra foi utilizada para estimar a proporcao
de sucesso por meio de classificador de atributos e a outra parte foi utilizada para realizar validacio
cruzada desse classificador. Mas o que fazer quando ndo se dispde de um classificador infalivel de

itens ou quando o seu uso torna o processo de controle de qualidade muito dispendioso, que € o caso
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dos problemas industriais? Uma alternativa é a abordagem bayesiana em que se assume O
conhecimento da distribuicdo a priori dos pardmetros de classificagdo incorreta e incorpora a

informagdo amostral via regra de Bayes.

Lindsey (1985) apresentou uma forma matemadtica de um modelo de misturas de binomiais para
estimar a proporcdo de itens defeituosos considerando a presenca de erros de classificagdo. J4 Gaba e
Winkler (1992) discutiram modelos bayesianos aplicados a experimentos com uma Unica

classificag@o de cada item na presenca de erros de classificacio.

Um pouco antes da publicacdo da obra de Gaba e Winkler (1992), Johnson e Kotz (1991) e
Johnson et al. (1991) discutiram a questdo de avaliagdo de atributos em controle de qualidade
industrial. Além disso, outros autores, como Greenberg e Stokes (1995), Evans et al. (1996) e
Gustafson (2003) enfatizaram que os erros de classificagdo ndo podem ser negligenciados, pois eles
podem comprometer seriamente o processo de inspecdo e tomada de decisdo. Evans ef al. (1996)
apresentaram um estudo de inferéncia da propor¢do sujeita a erros de classificacdo e avaliagdes
repetidas. Esse estudo serd a base de comparagdo dessa tese. Além disso, Burke er al. (1995),
Gramopadhye et al. (1995), Kemp e Kemp (1988) também relatam exemplos de erros de diagndstico
que influenciam criticamente o processo de avaliagdo. Neste sentido, o controle de qualidade por

atributos depende da eficiéncia do sistema de inspec¢do adotado.

Em geral, as metodologias existentes requerem o conhecimento do estado real dos itens
avaliados para viabilizar a andlise dos erros tipo I e tipo II. Barry e Christopher (1981), Johnson e
Funke (1980) e Sylla (2002) apresentaram métodos para julgar o sistema de inspe¢do quando a
classificagdo real dos itens é conhecida. Quando ndo ha tal conhecimento, Johnson et al. (1991)
mostraram que ndo é possivel estimar os erros de classificacdo sem a utilizacdo de informagdes

adicionais. Por sua vez, Joseph ef al. (1995) propuseram métodos bayesianos para incorporar os
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erros de classificagdo. As funcdes de densidade marginal a posteriori dos erros foram obtidas,
tornando possivel julgar o sistema de inspe¢do. No entanto, tais métodos dependem fortemente da
especificacdo de uma distribuicdo a priori para os pardmetros, que necessita ser muito informativa

para obtencdo de uma distribuicdo a posteriori com poucos valores modais.

Obter distribui¢des a priori muito informativas pode ndo ser possivel, pois a necessidade de
julgar o sistema de inspe¢do tem como principal motivacdo a alta incerteza sobre a magnitude dos
erros de classificagdo cometidos, contradizendo a especificagdo de uma distribui¢do a priori muito

informativa.

Kutner et al. (1996) utilizaram modelos de efeitos aleatérios para avaliar a precisio de testes
diagnodsticos. Nessa mesma linha de pesquisa, Fujisawa e Izume (2000) empregaram modelos de
classes latentes com respostas bindrias para investigar a confiabilidade de testes de diagndstico de
falso positivo e falso negativo, ou seja, para avaliar a magnitude dos erros. Ja Quinino et al. (2005),
em uma abordagem bayesiana para a avaliacdo de inspetores em classificacdes dicotomicas,
utilizaram distribuicdes a priori dispersas para os parametros do modelo. Classificaram cada item
avaliado m vezes e consideraram o estado real do item avaliado como conforme se a maioria dessas
classificagdes fosse conforme. Discutiram um modelo para cada erro de classificagdo separando as
pecas consideradas conformes e ndo conformes. Com a reconstru¢do do estado real dos itens,
procedeu-se uma andlise bayesiana usual para cada conjunto de dados. E mais recentemente, Pires
(2006) e Moura (2007) apresentaram algumas solu¢des para estudar a distribuicio a posteriori da
proporcdo de itens conformes (p) na presenca de erros de diagndstico. Apesar de todos os esforgcos
mencionados para se estudar o efeito dos erros de classificagdo em processos decisdrios dicotdmicos,
¢ eminente a necessidade de se construir modelos investigativos mais eficientes e que utilizem a
menor quantidade possivel de restricoes ou de metodologias empiricas, sendo essa a maior

motivacao para esse tema.
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Além do estudo da propor¢do de conformidade de classificadores para atributos, hd um
interesse em se investigar o uso de métodos de otimizacdo combinatéria multiobjetivo para a
determinagdo dos valores 6timos de varidveis de decisdo, tais como: o tamanho da amostra (n), o
nimero de classificacdes repetidas (m) e o critério (a) para a classificacdo final do item avaliado.
Nesse sentido, Rahme et al. (2000) propuseram um método incremental para a obtencdo do tamanho
amostral 6timo. Essa obra, embora pioneira, representou a resolucdo de um problema de otimizagao
uniobjetivo. O que se deseja, no entanto, € a constru¢do de metodologias capazes de resolverem

problemas multiobjetivos.

Embora quase ndo existiam obras direcionadas ao tratamento especifico de experimentos de
Bernoulli, Coello (2000), Ehrgott (2000) e Jones et al. (2002) discutiram algumas técnicas para
estudar problemas de otimizacdo multiojetivo, principalmente utilizando modelos de computacio
evolutiva e genética. Os algoritmos genéticos e as redes neurais sdo 0s principais representantes
dessas estruturas computacionais. Mais especificamente, os algoritmos genéticos, idealizados por
John Holland (1975), tém sido muito empregados para resolver os mais diversos problemas nas dreas
de engenharia, médica, de segmentacdo de mercado, de robdtica, de previsdo do tempo e industrial.
Conhecido por imitar a teoria de evolucdo das espécies, os algoritmos genéticos configuram uma
ferramenta versitil e adaptdvel a qualquer problema de estudo, mas nao infalivel. Por isso, ¢ comum
em muitas situacdes praticas a construcdo de sistemas hibridos inteligentes que unem duas ou mais
técnicas de otimizacdo. Essa estratégia € utilizada, especialmente, para suprir as deficiéncias das

técnicas individuais.

Assim, € também meta dessa tese a obtencdo do vetor 6timo (n, m, a) a partir da distribui¢do
a posteriori da propor¢do de itens conformes por meio de um algoritmo genético hibrido

multiobjetivo.

25



Capitulo 3
REFERENCIAL TEORICO

Este capitulo possui como objetivo desenvolver o material teérico e metodolégico que fomentara

todos os capitulos subseqiientes.

3.1. CLASSIFICACAO DICOTOMICA COM ERROS

Considere que uma amostra aleatdria de n itens seja retirada de um processo de produgdo e que
cada item seja julgado como conforme ou ndao-conforme, sendo p a probabilidade de conformidade.
O numero de itens conformes observados (X) possui distribuicdo binomial com parametros (n, p), ou
simbolicamente, X ~ Bin(n, p). Contudo, a existéncia de erros de classificagdo no sistema implica

numa modificacio dessa fungdo de probabilidade.

Seja e; a probabilidade de que um item conforme seja erroneamente classificado como nao-
conforme, e seja e, a probabilidade de que um item ndo-conforme seja classificado como conforme.
Essas duas probabilidades sdo conhecidas como erros Tipo I e II, respectivamente. Entdo, a
probabilidade de que um item seja classificado como conforme € dada por g = p(1 — ¢;) + (1 — p)ea,

conforme ilustra a FIGURA 3.1.
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FIGURA 3.1:  Possiveis eventos em uma tnica classificacio (m=1) na presenca de erros de classificacio

Desse modo, na presenga de erros de classificacdo, a varidvel aleatéria X tem distribuicdo
binomial com pardmetro ¢ ao invés de p. A dificuldade encontrada em tais andlises pode ser melhor
identificada quando se tenta obter o estimador de maxima verossimilhangca. A funcdo de

verossimilhanga para esse caso, que apresenta erros de classificacdo, pode ser escrita como

7z

L(xIn,g)<q*(1—qg)"". Esta funcdo é maximizada para todos os pontos (p, e;, e>), tais que

p(l—e;)+ (- p)e, =2, mas pode apresentar mais de uma solucdo (GABA; WINKLER, 1992).

n

Assim, no sentido de resolver esse problema, varios métodos cldssicos t€m sido sugeridos,
como apresentado em Evans et al. (1996) e uma revisdo pode ser encontrada em Johnson et al.
(1991). Em geral, os métodos propostos baseiam-se em planos amostrais alternativos para a
estimacdo preliminar dos erros de classifica¢do. Do ponto de vista bayesiano, Gaba e Winkler (1992)
consideraram um procedimento que requer o uso de uma distribuicio a priori informativa. Isso pode
ser considerado como uma restri¢do porque, em muitos casos, essa informacao nédo esta disponivel.

Eles também verificaram que o uso de distribuicdes a priori independentes ndo-informativas e
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uniformes entre 0 e 1, para cada parametro p, e; € e;, produzem uma média da distribui¢dao a

posteriori igual a 1/2, independente do plano amostral, bem como para todo ponto (p, e; € ey), tal

que p(I—e;)+ (1= ple; =+.

3.2. CLASSIFICACOES REPETIDAS

Suponha agora, na estrutura inicial de classificagdo (FIGURA 3.1), que cada item da amostra
aleatéria de tamanho n seja classificado m vezes, independentemente, como conforme ou nio-
conforme. Nesta tese o nimero de classificagdes repetidas (m) serd considerado fixo para todos os

itens. Seja Cl.j (i=1, 2, ..., n; j=1, 2, ...,m) uma varidvel aleatéria Bernoulli(g) correspondente a j-
ésima classificagdo do i-ésimo item, em que C;= 0 representa um item néo-conforme. Dessa forma,

Css = 1 significa que o terceiro item da amostra foi classificado como conforme em sua quarta

classificacgao.

Seja F, uma varidvel aleatéria Bernoulli que denota a classificagdao final do i-ésimo item

l
apds terem sido realizadas as m classificacdes. Claramente, a classificacdo final dependerd do
critério que se deseja assumir, ou seja, da escolha do ponto de corte. Se for considerando o critério
da maioria, ou seja, se for utilizado um ponto de corte m/2, entdo, F; =1 se e somente se

m
m . 7 z .. ~ . . .
E C; > > para i=1, 2,..., n. A escolha de um nimero fmpar de classificacdes repetidas elimina as

J=1

possibilidades de empates e, consequentemente, facilita o método de classificacéo final de cada item.

Uma forma alternativa de classificar o item seria avalid-lo até que ocorrer 3+1c1as51f1cagoes
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conformes. Esse critério visa, principalmente, a reducido dos custos de producdo. A TABELA 3.1

ilustra esse procedimento de classificacéo.

TABELA 3.1:  ClassificacOes repetidas de n itens m vezes cada com o critério de m/2

Classificacdes Repetidas (C;)) Classificagéo
Item .
1 2 3 m Final (F;)
1 C]] C]Z C]3 Clm I:I
2 Cy Cx Co e Com F>
3 C31 C32 C33 C3m F3
n Cn] Cng an cone Cnm Fn

As varidveis F;, i=1, 2, ..., n, sdo independentes e identicamente distribuidas. Dessa maneira,
definindo outra varidvel aleatéria Bernoulli E; como sendo o estado real do i-ésimo item, em que
E,= 1 representa um item originalmente conforme, existe um interesse de estimar P(E, =1)= p, de
modo que ¢, = P(C; =01E; =1) e e, = P(C;; =11 E; = 0) denotam as probabilidades de ocorréncia
dos erros tipo I e II, respectivamente. Utilizando, além disso, o teorema da probabilidade total,

mostra-se que P(F; =1) pode ser escrita por

P(F,=1)=P(F,=1,E,=1)+P(F,=1,E, =0)=
3.1
= P(E,=1)P(F,=11E, =1)+P(E, =0)P(F, =11E, =0)

Observe na equacdo 3.1 que P(F,=11E, =1) é a probabilidade do i-ésimo item ser

classificado como conforme apés as m classificacdes repetidas, sabendo que o seu estado real é
conforme, refletindo, assim, a influéncia de e; no cédlculo dessa quantidade. Em outras palavras,

considerando o critério da maioria (m/2) adotado, essa probabilidade é calculada como segue:
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[m/2]

P(Fi:“Eizl)zl_Z(,:J(l_ﬁ)x(ﬁ)m_x 3.2)

x=0

em que | m/2] denota o maior inteiro menor ou igual a m/2.

Analogamente, define-se P(F; =11 E;, =0) como sendo a probabilidade do i-ésimo item ser

classificado como conforme ap6s as m classificagdes repetidas, sabendo que o seu estado real € nao-
conforme. Nesse caso, € o erro tipo II que contribui para a probabilidade de uma classificacio

equivocada acontecer e que pode ser calculada como

|_m/2J

P(Fi=1|Ei=0)=1—Z@j(ez)x(l—ez)’”‘x (3.3)
x=0

Uma vez que, por defini¢do, P(E; =1) = p, é direto reescrever a expressdo 3.1 a partir das

equagdes 3.2 e 3.3 como

x=0 x=0

[m/2 lm/2
P(F,=1)= p[l— Zt’:](l—el V(e )’“}(l—p)ll— ZJ[’:J(% J(1-e, )] (3.4)

lm/2]
Utilizando a notagdo de B(%;m;ek): Z (mj( e, )'(1—e, )™ como a distribui¢do
x
x=0

binomial acumulada até o ponto m/2, tal que B (% ; m;ek):l—B(% ; m;ek), entdo a expressdo 3.4

pode ser resumida em

P(F, =1)= pE(%;m;l—el)+(l—p)E(%;m;ez) (3.5)
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Para sistemas reais de classificac@o é razodvel se pensar que os erros de classificagcdo e; e e,
influenciem o processo, mas tenham valores baixos, pois ndo faz sentido construir sistemas
classificadores de atributos, cujos erros de julgamento sejam altos. Por isso, Johnson et al. (1991)
afirmam que € razodvel assumir os erros ¢; e e; como sendo inferiores a 0,5. Adotando como ponto
de corte a = m/2, observa-se que o crescimento de m implicard no decrescimento da probabilidade de
julgamentos equivocados sobre a conformidade ou ndo dos produtos. Isto é, a medida que m
aumenta, a propor¢@o de conformidade converge para a verdadeira propor¢do, corroborando, assim,
com a indicagdo do uso de classificacdes repetidas. Tudo isto pode ser observado de uma forma um

pouco mais geral na Proposi¢do 1.

PROPOSICAO 1: Com o aumento de m, a propor¢io amostral de itens classificados como
conformes converge para o valor verdadeiro da propor¢do p de itens conformes quando e¢; < 0,5 € e,

<0,5.

Prova: Matematicamente, a expressiao 3.4 converge para p, quando m— e ¢; < 0,5 € e; <
0,5. A demonstracdo pode ser realizada utilizando a aproximacdo da distribuicdo binomial pela

distribuicdo normal, de modo que

lim P(F,=1)= lim{ p|1-® Vm(2¢,~1) r(1-p)1-a Jm(1-2e, )

e ne 2e(1-¢) Hefl-e) (3.6)

= pll- (= co)]+(1- p J1- ()] = p

Supondo, agora, que em uma amostra aleatéria de n itens, r desses foram considerados
conformes apds terem sido classificados m vezes, entdo a funclo de verossimilhanga pode ser

expressa por
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Lrimm, peyes o< pB(amse, Vo (1- p Bla mies)

— ~ 3.7
X{l—pB(%;m;el)—(l—p)B(%;m;ez)}" d
Note que se m = 1, entdo a equagdo 3.7 torna-se
L(rin,m,p,e.e, )=[pl—e)+(1=p)e,] [pe, +(1-p)1=e, )" (3.8)

A expressdo 3.8 é exatamente a mesma descrita em Gaba e Winkler (1992) e Viana et al.
(1993), indicando que a expressdao 3.7 é uma generalizacdo desses modelos obtida por meio da
inclusdo de classificacdes repetidas. Essa generalizacdo foi justamente a principal contribuicdo de
Pires (2006) as ideias iniciadas por Gaba e Winkler (1992). A partir do que foi discutido, Pires
(2006) construiu um estudo de inferéncia bayesiana para a propor¢do de itens conformes na presenca
de erros de classificacdo e de classificagdes repetidas com uso de distribui¢des a priori empiricas.
Em termos praticos, Pires (2006) conseguiu resultados coerentes, mas as distribui¢des a posteriori

dos pardmetros estudados continuaram multimodais e com grande variabilidade.

Outra abordagem possivel € utilizar o modelo de Lindsey (1985) e Evans et al. (1996) para
avaliar as distribui¢des a posteriori de p, e; e e,, abordando a mesma estrutura de dados, como €

mostrada a seguir.

Considere, agora, uma varidvel aleatéria S; como sendo o total de classificagdes conformes

m
do i-ésimo item avaliado apds as m classificagdes, ou seja,. S; = E Cij . Desse modo, considere

j=1
uma modificacdo feita na TABELA 3.1, no sentido de considerar essa nova formulagdo, tendo a

seguinte configuracio
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TABELA 3.2:  Realizagao de m classificagdes repetidas para n itens

Classificacdes Repetidas (C;)) Classificagdes
Item
1 2 3 m Conformes (S;)
1 Cu Cr Cys Cim S;
2 Cy Cx Cos Conm S5
3 Cs Cs Cs; Csm S3
n Cnl CnZ Cn3 cees Cnm Sn

Assim, a probabilidade de observar-se o vetor S=(S;, S, ..., S,,) € dada por

1

= m " m—s: m S; m—s;
P(S :s):H[p(SJ(l—el Ve )" +(1—p)(sj(e2 Ji(l-e) } (3.9)
i=1 !

Essa probabilidade conjunta pode ser entendida como uma fungdo de verossimilhanga para os

n
dados do experimento. Sejam n, :Zl [si=k ) * k=0, 1, ..., m as frequéncias de cada um dos
i=1

resultados possiveis das varidveis s;. Assim, a expressao 3.9 pode ser reescrita como

P(S :”:H{p@““’l (e )t +(1—p)[’;j(ez F(l-e, )’"‘k} (3.10)
k=0

Desenvolvendo a expressdo (3.10) a partir do bindmio de Newton e definindo n=(n;, no, ...,

n,), € possivel expressar a funcdo de verossimilhanca por

L(p.eyeytmm)es Iﬂ[i(':][p(l—el e =pie, fa-e, ] 3.1

k=0 u=0
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A equagdo 3.11 foi desenvolvida por Moura (2007), que empregou uma andlise bayesiana
para estimar os erros de classificacdo e aproximar as distribuicdes a posteriori da proporcdo de
conformidade e dos respectivos erros. Os resultados encontrados foram melhores que aqueles
obtidos por Pires (2006), pelo menos, em termos de variabilidade das estimativas dos pardmetros,
embora com os mesmos problemas de distribuicdes a posteriori multimodais. Nas obras
pesquisadas, no que se refere ao tamanho amostral com abordagem bayesiana para dados
dicotomicos na presenca de erros de classificacdo, Dendukuri e al. (2004) e Rahme et al. (2000)
notaram, também, a necessidade imprescindivel em especificar uma distribuicdo a priori

informativa.

Além da investigacdo sobre a propor¢do de itens conformes e erros de classificagdo, outro
interesse estd relacionado com os métodos de otimizacdo multiobejtivo que envolvem, por exemplo,
uma funcido objetivo do tipo f = f(x,y), em que x representa a varidncia da distribuicdo a
posteriori de p e y o comprimento de seu intervalo de credibilidade. Assim, a meta seria encontrar o
vetor 6timo dos pardmetros de entrada (n, m, a) que, a0 mesmo tempo, minimizasse as componentes

xey.

Nessa linha de raciocinio, varios autores, como Coello (2000), Ehrgott (2000) e Jones et al.
(2002), propuseram técnicas para estudar os problemas de otimiza¢do multiojetivo, principalmente
utilizando modelos de computacdo evolutiva, mas quase nenhuma obra esta relacionada a dados com

caracteristicas dicotOmicas.

Mesmo assim, sabe-se que ainda existe uma grande escassez de material tedrico sobre o
tema. Por isso, resolveu-se sugerir uma meta-heuristica hibrida que envolveu redes neurais,
algoritmos genéticos e um método de busca local para estudar problemas de otimizagdo

combinatdria multiobjetivo de controle de atributos.
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Capitulo 4

ESTIMACAO DA PROPORCAO DE ITENS
CONFORMES NA PRESENCA DE ERROS E
DE CLASSIFICACOES REPETIDAS

Este capitulo € dedicado a defini¢do, discussdo e apresentacdo dos principais resultados
referentes 2 metodologia proposta nesta tese. Uma avaliagdo de desempenho dessa nova proposta

serd realizada por meio de comparagdo com o modelo desenvolvido por Evans et al. (1996).

4.1. INTRODUCAO

Em vdrias aplicagdes e, particularmente, no contexto produtivo, os dados bindrios estdo
sujeitos a erros de classificagdo. Por exemplo, um determinado item de um sistema produtivo,
originalmente perfeito, pode ser classificado como defeituoso por algum sistema automdtico de
qualidade. Da mesma forma um item originalmente defeituoso pode ser classificado como perfeito.
Bross (1954) foi o primeiro a investigar a influéncia dos erros de classificacdo no vicio dos
estimadores cldssicos baseados na propor¢do. Recentemente outros autores, tais como Evans et al.
(1996) e Pires (2006), apresentaram solugdes para a distribuicdo a posteriori da proporg¢do de

conformidade.
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Em vista dos conceitos e das formulacdes que foram apresentados no Capitulo 3, o
desenvolvimento deste trabalho se deu com base em uma proposta de uma funcdo de
verossimilhanga para resolver os problemas discutidos por Lindsey (1985), Gaba e Winkler (1992),

Evans et al. (1996) e Quinino et al. (2005).

Mais especificamente, a meta deste capitulo consiste em estimar, sob a abordagem bayesiana, a
proporgio de itens conformes de dados dicotomicos na presenca de erros de avalia¢do de atributos e
de classificacdes repetidas, a partir de uma funcdo de verossimilhanca proposta, chamada aqui de

funcdo de verossimilhancga ordenada (FVO).

Portanto, este capitulo ird investigar as caracteristicas inferenciais da distribui¢do a posteriori da
propor¢ao de itens conformes em estudos dicotdmicos com erros e classificacdes repetidas. Esse
estudo serd desenvolvido a partir da comparag¢do de dois modelos: (a) funcdo de verossimilhanca
Completa (FVC), idealizada por Lindsey (1985) e complementada por Evans et al. (1996) e (b)
funcdo de verossimilhanca Ordenada (FVO), proposta defendida nesta tese. O desvio padrdo, a
amplitude do intervalo de credibilidade e o fator de Bayes de ambos os modelos serdo os parametros

balizadores dessa comparagao.

Assim, a secdo 4.2 apresentard a fung@o de verossimilhanca completa, a secdo 4.3 discutird a
funcao de verossimilhanga proposta. Nas se¢des 4.4 e 4.5 serdo abordados a obten¢édo do intervalo de
credibilidade e o célculo do fator de Bayes, respectivamente. J4 na secdo 4.6 é exposta uma
aplicagdo das metodologias a dois exemplos numéricos, enquanto que na secio 4.7 é definido o

processo de simulagdo. Por fim, na secfo 4.8 serd apresentada uma discussio dos resultados obtidos.
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4.2. FUNCAO DE VEROSSIMILHANCA COMPLETA

Para a estrutura de dados apresentada no Capitulo 3, foi definida uma funcio de verossimilhanca
m
(equacdo 3.9) baseada na varidvel aleatéria S, :ZCU que denotava o total de classificagcdes
j=1
conformes. Pioneiramente construida por Lindsey (1985) e reeditada por Evans ef al. (1996), esse
processo de construcdo tem a caracteristica de utilizar toda a informagdo amostral, em termos do
nimero de classificagdes finais conformes de todos os itens avaliados, sendo, por isso, também

chamado de modelo de verossimilhanga completa.

- m § . m § .
P(S =S)=H{P(s j(l_el )i(e )" +(1—P)(s j(ez )i(1=e, )" “’} 4.1)
i=1 i i

1

A expressdo 4.1 também pode ser vista como uma fun¢@o de verossimilhanga para o
experimento amostral. Adotando-se distribui¢des a priori U(0,1) independentes para os pardmetros
(p, e1, e2) a fungdo densidade a posteriori de p serd proporcional a expressdo (4.1). Entretanto, tal

procedimento pode resultar em uma distribuicdo a posteriori bimodal e com variancia elevada.

Os resultados obtidos por simulagdo, considerando cinco classificagdes repetidas, e;=0,05,
e,=0,05 e tamanhos amostrais iguais a 100 e 200, gerados para se determinar a distribuicdo a
posteriori de p, revelaram os problemas relacionados ao uso da fun¢do de verossimilhanca adotada
(FIGURA 4.1), ou seja, distribuicdes dispersas e com duas modas. Na verdade ndo existe prova
analitica que justifique a forma dos gréficos, mas partindo da equacdo (4.1) que determina um
modelo de mistura de binomiais, parece que existe uma tendéncia de que as modas da distribui¢éo a

posteriori ocorram em torno dos pontos 1—e; e e,.
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0.997 4 0.9974

n=100 n=200

0.798 - 0.798

0.598

Jcln,m)

0.3994

0.199+ 0.199

0.000— 0.000 -
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURA 4.1: Funcdes densidade a posteriori de p para os dados simulados com n=(100,200); m=5; p=0,85; e,=¢,=0,05

e distribui¢des a priori U(0,1) para os erros de classificagdo

Essas caracteristicas motivaram a constru¢cdo de uma nova formulacdo, chamada de funcio de
verossimilhanga ordenada, discutida na préxima secdo e que serd um dos objetivos desta tese. Por
entender que um processo de ordenacdo aumenta o grau de informagfo sobre um determinado
parametro, a expectativa inicial é obter distribui¢cdes a posteriori com variancia inferior aquela

conseguida por Evans et al. (1996).

4.3. FUNCAO DE VEROSSIMILHANCA ORDENADA

A metodologia aqui proposta se vale da extracdo de informacdes adicionais provenientes do
mesmo experimento descrito nas secdes anteriores. Assim, considere um processo de classificacio
de n itens em conforme e ndo-conforme. Seja p a probabilidade de um determinado item ser
conforme; em que e; € a probabilidade de que um determinado item conforme seja classificado como

nio-conforme em uma unica classificacdo, e e, represente a probabilidade de que um determinado
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item nao-conforme seja classificado como conforme em uma tnica classificagdo. Considere, ainda,

como definidas no Capitulo 3, as varidveis aleatdrias de Bernoulli Cl-j e F;, indicando a j-ésima

classificag@o do i-ésimo item e a classificacdo final do i-ésimo item utilizando o critério da maioria.

Ap6s a realizag@o do processo de classificagdo, e consequentemente ter obtido o vetor F = (F,
F,, ..., F,,), toda a matriz de dados é ordenada por esse vetor de classificacdes finais, o que gerard um
novo identificador, dentro de uma nova ordem, para cada item avaliado, como ¢ ilustrado na

FIGURA 4.2. Para melhor entendimento do processo, um exemplo é mostrado na FIGURA 4.3.

Nio Ordenado

Classificagdes Repetidas (Cy) Classificacio
i B 2 3 . " Final (F;)
L1 C Cn C; Ci F
L | cy Cy C; Ca., F,
I Cy Cy Cis Cip 11‘__:;
4 | C4 Cy Cy; G Fi,
s Cs; Cs; Cs; ol F
Ig Cs Ce: Cs: Cem Fy,
L | C e Gy g F
Ordenado
I Classificacdes Repetidas (Cy) Classificagio
fem I 2 i m Final (F3)
iy | Cu Cr Cis o Fy Classificacies Finais
i | Cxu Cax Cs Cim Fr. confonmes
L3 | Cyqy Ci Cis Cim Fg i
| oy Cy Cy Cim Fr,
' 51 %2 53 F; : 2 o
L Cr Cs2 Cs Com : Classificagdes Finals
15 | Ca Cs Css . Cica Fr, nio-conformes
iz | iy | g o F,

FIGURA 4.2: Tlustra¢ao do processo de ordenag@o da amostra pela coluna de classificagio final
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m Classificagdes Repetidas (C;) Classificagdo

1 2 3 4 5 Final (F:)
1 1 1 1 0 0 1
3 1 1 1 1 1 1
4 1 1 1 1 1 1
5 1 1 0 1 1 1
8 1 1 0 1 0 1
2 0 0 1 0 1 0
6 1 0 0 0 1 0
7 0 1 0 0 0 0
Classificagdes Repetidas (C;) |Classificagio
" 2 4 5 Final {F;) “_\/_'
1 I
]

>n=38 >mu, =5x5=125

Im=>5 Imn, =5x3=15
>n, =5 >2C=20
>C =10

- T IS T 4 T SN PR X B
B e e L= I
J N o T o SR
[ B o R R e e
JEENE o T s TSNS NEA o T 1
OO = s s O
- 00 =2 A a0

FIGURA 4.3: Tlustracdo de um exemplo ficticio de classificag@o de itens

Entdo, com essa nova estrutura de dados, a amostra foi dividida em dois blocos: um deles

contemplando apenas as classificacdes finais conformes e o outro indicando as classifica¢des finais

n
ndo-conformes. Assim, considere n, = E F; como sendo o numero de itens classificados como
i=1

conforme e C o ndimero total de classificacdes repetidas consideradas como conformes nas mn,

classificagdes realizadas. Analogamente, seja n; =n—nc o namero de itens classificados como nao-

conformes e C o nimero total de classificagdes repetidas consideradas como nio-conformes observadas

nas mng, classificagoes efetuadas (FIGURA 4.4).
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Ordenado

Classificacoes Repetidas (Cy) Classificagio
2 3 m Final (F3

Classificagdes Finais
conformes

M X 1

]
2 mxnc|
s

C

Classificagdes Finais
mx He nio-conformes

Al
T

FIGURA 4.4: Localizacdo espacial das medidas amostrais calculadas

Utilizando um ponto de corte m/2 como critério para a classificagdo final de um determinado

item como conforme, cada item que resultou numa classificacio final conforme, apds a realizacdo

das m inspecdes, apresentou obrigatoriamente, [ﬂHJ classificacdes conformes, no minimo, e
2

podendo ser observado até todas as mn. classificacdes conformes. Assim, considerando que foram

observadas n. classificacdes finais conformes, conclui-se que os valores possiveis de C estdo

limitados por L’: + 1Jnc e mn, ou seja, L"; + 1Jnc <C<mng-

De forma semelhante, se para um determinado item houve uma classificagdo final ndo-

conforme, apds a realizacdo das m inspegdes, entdo significa que ocorreram, no minimo, LmHJnC
2

classificagdes individuais ndo-conformes obrigatoriamente, podendo, ainda, terem sido observadas,

num limite superior, todas as classificacio individuais ndo-conformes. Portanto, considerando que

foram observadas n; classificagdes finais ndo-conformes, conclui-se que o total de classificagoes
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individuais ndo-conformes (C ), dentre as mng classificagdes realizadas, estd limitado por {m + 1Jnc
2

. 2 m —
e mng, 1sto €, L+1Jn <C <mn-.
2 C C

Além disso, se n.=0 (nz=n), isso implica que 0<C<0 (C=0) e que

Portanto, o interesse principal volta-se para responder a seguinte pergunta: qual é a

probabilidade de observarmos n. itens conformes, n- itens ndo-conformes, C classificagdes

c
conformes e C classificagdes nio-conformes? Tal probabilidade poders ser expressa como a fungio

de verossimilhanga proposta nesta tese.

P(C=c,C=¢,n.=k) (4.2)

Note que, uma vez observado n., o resultado de n; ¢ deterministico e igual a ng=n—nc,

ndo precisando, portanto, ser considerado no cdlculo da probabilidade conjunta. Além disso, a

expressdo (4.2) pode ser reescrita como segue.

P(C=c¢,C=C,n.=k)=P(C=c,C=¢Clng.=k)P(n. =k) 4.3)

Observa-se que C e C, condicionados a n., sdo independentes (condicionalmente

independentes), possibilitando, portanto, a fatoracdo da expressdo 4.3, como é mostrada a seguir:
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P(C=c,C=¢,n.=k)
=P(C=cln.=k)P(C=Cln. =k )P(n. =k ) (4.4)

=P(C=cln.=k)P(C=Cln.=n—k)P(np =n—k)

sendo

P(n, =k)=[Zj[P(F,- =) [I-P(F, =1)]"* 4.5)

Na expressao (4.5) P(F; = 1) representa a probabilidade de julgar um item conforme apds m

classificagdes a partir do critério da maioria (mm/2), conforme € explicitada na expressdo (3.4).

Para o célculo de P(C=cln, =k), considere apenas o grupo de classificagdes finais
conformes (FIGURA 4.5). Observa-se que ¢ dessas k classificacdes finais conformes podem ter sido
provenientes de itens realmente conformes e k—¢ de itens realmente ndo-conformes. Para o primeiro

subconjunto existirdo mt classificagdes possiveis e m(k—rf).classificagdes para o tltimo subconjunto.

Estado Real do - Classificagdo
Item Final

mit
t itens realmente [Xje—r1-2) . (T=1)

conformes

}qc,:k_

(k — t) itens mik—t)
realmente ndo-
conformes

FIGURA 4.5: Subdivisdo do grupo de classificagdes finais conformes
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A probabilidade de se observar exatamente C=c classificagdes conformes depende do nimero

de itens realmente conformes (T'), O<T<k, dentre os n. itens que tiveram classificacdo final

conformes. Assim, P(T =t) pode ser calculado como

n _
P(T:t):( ICprC(l—pc)”C ! (4.6)

Em que p indica a probabilidade de um item ser realmente conforme ( E; =1), sabendo que
ele foi classificado como conforme apds as m classificagdes repetidas (F; =1), ou seja,
pc = P(E; =11 F; =1). Em termos matematicos, o cdlculo de p. € realizado, por meio do Teorema

de Bayes, como é mostrado a seguir.

pe=P(E =11F,=1)

4.7
plP(F, =11E, =1)] @7

" PIP(F, =11E, =1)]+(1- p JP(F, =11E,; =0

Entdo, quanto maior for o valor de T, maior serd a chance de se obter um valor de ¢ mais alto.
Além disso, para que haja exatamente C=c classificagdes conformes, x classificacdes conformes
deverdo vir do subgrupo que contém mt classificacdes que sofre a influéncia do e;; e c—x
classificagdes conformes deverdo vir do subgrupo que contém m(k—f) classificacdes que ¢

influenciado pela atuacao do erro tipo II.

Portanto, a probabilidade de observar a intersecao dos eventos {x}, { c—x } e T=¢ € dado por
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L[ (e m(k—t)
x mt X - c—x m(k—t )—(c—x)
ZKJH e ) ( C_XJ (1-e,) P(T—t)} ws)
mk kM _
Z ZZ|:[ j(l 61 xemt x( (k I)Je;x(l_ez)m(kt)(vx)P(th):|
V—X

a
Por defini¢cdo, na combinatéria {b}’ sabe-se que b < a (a, b € Z"). Assim, do termo

c—X

rn(k——t)j

combinatdrio ( j, tem-se que 0 < x < mt. De forma similar, do termo combinatério (
X

pode-se escrever que 0<c—x<m(k—t) implicando em c—m(k —t)< x <c. Resumindo os dois
resultados é possivel afirmar que x tem de estar na intersecdo desses dois conjuntos, ou seja,
max( 0;c—m(k—t) )<x<min(c;mt ). Se My=max(0;c—m(k—t)) e M,=min( c; mt ),

entdo M < x <M, como mostra a FIGURA 4.6.

m(k—t)
c—X X

c—miE—t)

Fiih)

x X

4
|
0
I
I

PRI PN ISR B
s 1)

—

My =mdyc—mik—t);0) «— M, =minc; mt)

FIGURA 4.6: Obtencio dos limites My e M
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Adicionalmente, a varidvel aleatéria C, condicionada ao conjunto n. =k, reduz seu espaco

amostral e, por isso, poderd assumir apenas valores que variam entre Lm+1 k e mk. Logo, a
2

probabilidade de observar um determinado ¢ deverd ser avaliada diante de todas as possibilidades de

C estar compreendida entre Lm + 1Jk e mk , o que explica o denominador da expressdo (4.8).
2

De forma similar, toda a fundamentacdo ja apresentada pode ser empregada para explicar a

probabilidade de serem observadas exatamente ¢ classificagdes ndo-conformes, sabendo que
aconteceram (n—k) classificagdes finais nado-conformes, isto €, P(C =clnz =n—k). Essa

probabilidade € calculada da seguinte forma

P(C=¢Clnz=n—k)

n

S [ (m mn—k—z)
X c

z=0 x=M

AT (m mn—k—z)
> K Z](l—ez )*ez"”( ) ]ef‘*(l—el Jr Z=z)}
X V—X

(4.9)

emque M, =max(0;c—m(n—k—-z))e M, =min( c;mz)

Por fim, define-se varidvel aleatéria Z como o numero de itens realmente ndao-conformes

dentre os n; itens que tiveram classificagdo final ndo-conforme, de modo que P(Z =z) pode ser

obtido por meio da férmula
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nE z n-—z
P(Z=z)= . pe(l1=-pz)€ (4.10)

Sendo que p representa a probabilidade de um item ser realmente ndo-conforme (E; =0),
sabendo que sua classificacdo final foi ndo-conforme apds as m classificagdes repetidas (F; =0),

isto &, p; =P(E; =01 F; =0). O célculo de pgz pode ser efetuado como

ps =P(E;=0IF,=0)

(1-p|P(F, =01E, =0)] @.11)

"~ PIP(F,=01E, =1)J+(1= p JP(F, =01 E, =0 ]

Desse modo, o produto das expressdes 4.5, 4.8 e 4.9 determina a fun¢@o de verossimilhanca
proposta aqui neste trabalho, denominada de funcdo de verossimilhanca ordenada. Essa funcio de
verossimilhanga apresenta um nivel de dificuldade computacional superior as propostas discutidas

por outros autores, como Lindsey (1985), Evans et al. (1996) e Pires (2006).

Na secdo 4.3.1 serd discutida a obtengdo das distribui¢des conjunta e marginal a posteriori,

em que se ressaltard, especialmente, o uso dos principais métodos numéricos para a sua obtengao.

4.3.1. DENSIDADES CONJUNTA E MARGINAL A POSTERIORI

Considere uma distribui¢@o a priori conjunta de (p, e;, e2) dada por:

f(p.eiey)= fol plouB)fs(eo.B, )fs( ey, B, ) 4.12)
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em que fp( a|b,c ) denota uma fun¢do densidade Beta para uma varidvel aleatéria a com pardmetros

bec.

A FIGURA 4.7 mostra cinco possiveis distribuicdes betas que poderiam ser utilizadas para
modelar os erros de classificacdo. A distribui¢do Beta(2,50), por exemplo, seria um modelo razoavel
para descrever erros de classificagdo que estivessem limitados a uma margem de 5%. Ja a
distribuicdo Beta(1,2) seria o modelo menos adequado, no sentido de que forneceria erros baixos e
altos praticamente com as mesmas chances, ou seja, a distribuicdo Beta(1,2) representaria uma

espécie de distribui¢cdo de probabilidade “pouco informativa” para os erros de classificacao.

20+

Densidade
5
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00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 B8O 85 80 851,00
Erros

FIGURA 4.7: Modelagem dos erros de classificagdo por meio da distribui¢do beta
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A distribui¢do Beta tem sido amplamente empregada em modelos bayesianos para descrever
a informacdo proveniente de problemas envolvendo uma propor¢ao (GUPTA; NADARAIJAH,
2004). Assim, a fun¢do densidade conjunta a posteriori de (p, e;, e;) é obtida multiplicando a
densidade a priori conjunta (4.15) pela funcio de verossimilhanca (4.4) e normalizando-a conforme
é requerido pelo Teorema de Bayes (WINKLER, 2003; GELMAN, 2004). Integrando com respeito a

ej € e,, encontra-se a funcio densidade a posteriori marginal para o pardmetro p.

Apesar da aparente simplicidade da expressdao 4.12, a maior dificuldade estd relacionada a
obtencdo da distribuicio a posteriori conjunta do vetor (p, e;, e2) € a respectiva densidade marginal a
posteriori de p. Alguns autores como Rahme et al. (2000) e Stamey et al. (2004) sugeriram utilizar
as cadeias de Markov (MCMC methods), enquanto Rubin (1988) empregou as técnicas de
amostragem e reamostragem por importancia ou bootstrap bayesiano ponderado e afirmou que essas
estratégias de simulacdo podem também apresentar resultados satisfatérios. Evans, Guttman e Olkin
(1993) notaram que o amostrador de Gibbs pode apresentar dificuldades quando a distribui¢do a
posteriori ¢ multimodal, situacdo possivel no presente trabalho caso seja utilizada uma distribuicdo a
priori ndo informativa para os pardmetros (p, e;, ez). Por tudo isso, decidiu-se empregar nesse
trabalho os métodos de integragdo numérica. Existem na literatura vdrias técnicas de integracdo
numérica, entre elas a técnica do trapézio, a da quadratura gaussiana e a que utiliza métodos de

simulacdo de Monte Carlo. Para mais detalhes, consultar Acton (1990).

2

Como j4 citado, o interesse € a obtencdo da densidade marginal a posteriori de p, que
representa a integral dupla da densidade conjunta a posteriori (4.13) sobre os limites de integracio

de e; e ey, ou seja

1p1
f(p)=j jf(p,el,ez | x )de,de, (4.13)
0J0
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em que f( p,e,e, | x)éadensidade conjunta a posteriori de p.

Mas como a forma de f(p) é desconhecida, resolveu-se utilizar o método de integracdo numérica via
a técnica de simulacdo de Monte Carlo. A idéia principal do método de integracdo de Monte Carlo é
aproximar a drea sob uma curva f{x) por meio da drea de um retangulo. A FIGURA 4.8 ilustra a
aproximac¢do de uma integral I sob a curva f(x) pela drea Q, que representa o0 método de integragcdo

de Monte Carlo para o caso unidimensional.

N
_ ()
Q=Vxj(x) : S ==

FIGURA 4.8: Tlustracdo do método de integracido de Monte Carlo para o caso unidimensional

No caso r-dimensional, considere a integral de uma funcdo f(u;, uy, ..., u,) dependendo das varidveis
ujy, Uz, ..., 4, com dominios a;<u;< b;, a,<u< by, ..., a,<u,< b,, respectivamente e sobre o hipercubo
de volume V =. (b;—a;)x (b;—az)x.... X(b,—a,). Seja s = (u, uy, ..., u,) um ponto nesse hipercubo e
f(s) = f(uy, uy, ..., u,) a funcio avaliada nesse ponto s. Se € extraida uma amostra aleatéria de tamanho

N de vetores s, entdo, a aproximacao Monte Carlo (Q) da integral I é dada por
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b by b, 1% N
I:J.alJ.a2 J.arf(s)dulduz---du,zQzﬁziZIf(si) (4.14)

A Lei Forte dos Grandes Numeros e o Teorema Central do Limite garantem que Q converge quase

certamente para I e possui distribui¢do Normal.

Mas no caso especifico desta tese, o interesse ndo € calcular a drea sob a curva f(p), mas sim a sua
funcdo densidade de probabilidade (FIGURA 4.9). Por isso, foi desenvolvido o seguinte

procedimento:

PASSO 1: Dividir o espaco paramétrico de p em uma malha bem fina de pontos, sendo p"

um ponto genérico desse intervalo;

PASSO 2: Para o ponto p* gerar uma amostra aleatoria de tamanho N do vetor s = (e}, e2)

proveniente de uma distribuicao Beta(o, ), i=1, 2, dos pardmetros e; e e2;

PASSO 3: Aplicar o vetor s na densidade conjunta a posteriori de p, isto €, f(p*, s 1 x),

produzindo um arquivo com N medicoes;

PASSO 4: Obter a média do arquivo construido no PASSO 3 e calculou-se Q como mostrado

na expressdo (4.14), sendo V=1 o volume do hipercubo sobre o espaco paramétrico de (e,

e2);

PASSO 5: Guardar os valores de p~ e de Q num arquivo, para todos os valores de p’;
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FIGURA 4.9: Obtencdo da densidade marginal a posteriori de p via Integracdo de Monte Carlo

Como esse mesmo raciocinio, € possivel também implementar a constru¢do das distribuicdes a
posteriori marginais de e; e e;. Nessa tese, sem perda de generalidade, referir-se-a a distribuicao a
posteriori marginal de p como simplesmente distribuicdo a posteriori de p. E o algoritmo do

processo completo de simulacdo encontra-se descrito a seguir.
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ALGORITMO 1: OBTENCAO DA DENSIDADE A POSTERIORI DE p

Entrada: n (nimero de itens avaliados).
m (ndmero de classificacdes repetidas).
p (proporg¢do de itens conformes).
e; (probabilidade de classificar um item conforme erroneamente como nao-conforme).
e, (probabilidade de classificar um item ndo-conforme erroneamente como conforme).
Beta(2,7) (distribuicdo a priori para os erros de classificagdo com parametros A e T).

Saida: distribuicao marginal a posteriori de p e suas medidas estatisticas (desenvolvido na
plataforma do Statistical Analysis System — SAS, versdo 9.1.3)

PASSO 1: Geragdo do Experimento

Simular o experimento a partir da defini¢do dos parametros n, m, p, e, € e;

PASSO 2: Obtengdo das quantidade analiticas

A partir do experimento obtém-se as quantidades n., nz, ¢ e ¢

PASSO 3: Definigdo da Malha de Pontos do Espaco Paramétrico Investigado

Define-se a malha de pontos e o tamanho da janela (k) sobre a qual serd construida a Densidade a
posteriori de p;

PASSO 4: Método de Aproximacdo de Integral de Monte Carlo

Constréi-se um looping sobre o espaco paramétrico de p e, a partir da técnica de simulacdo de
Monte Carlo, estima-se a integral dupla sobre (e, e,), guardando-se, em seguida, o valor da
fun¢do densidade a posteriori de p e o préprio ponto p;

PASSO 5: Obtencdo das Medidas Estatisticas

A partir da matriz contendo os valores do parametro p e de sua respectiva fung¢do densidade a
posteriori, estimam-se as medidas de qualidade do processo de simulagdo, a citar: moda, desvio padrdo e

tamanhos dos intervalos de credibilidade para o parAmetro p;

Um outro interesse relacionado ao estudo da distribui¢do marginal a posteriori de p é a
determina¢do do seu intervalo de credibilidade. Por definicdo, G é um intervalo de credibilidade de

100(1—0)% parap se P(pe G)=1—-a (HYNDMAN, 1996), O<o<1. Note que a defini¢do expressa

de forma probabilistica a pertinéncia ou ndo de p ao intervalo. Isso significa que, para G=[a,b],
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quanto menor for a amplitude do intervalo (w=b—a), mais concentrada serd a distribuicdo do
parametro, ou seja, a amplitude do intervalo informa sobre a dispersdo de p. Esse assunto serd

tratado na secdo 4.4.

4.4. INTERVALO DE CREDIBILIDADE DE MAXIMA DENSIDADE A

POSTERIORI

A obtencdo da regido G pode ndo ser uma tarefa facil de ser realizada, pois existe uma
infinidade de intervalos que atendem a especificacio mencionada anteriormente. Por isso, nos
ultimos anos, vem sendo dada uma atencdo maior a uma classe de intervalos de credibilidade que se
baseia na determinacdo daquelas dreas que apresentam uma maior densidade a posteriori. Assim,
diz-se que um intervalo de credibilidade G de 100(1—a)% para p é de méxima densidade a posteriori
(MDP) se G= {pe O:f(plx)= k(oc)} em que k() € a maior constante, tal que
P(pe G)=1-a, 0<o<l. Em palavras mais simples, todos os pontos pertencentes a um intervalo

MDP terdo densidade maior do que qualquer outro nio pertencente ao intervalo.

Para distribui¢des unimodais e simétricas, os intervalos de credibilidade tradicional e o MDP
fornecem limites idénticos. Mas havendo assimetria, os dois critérios podem produzir intervalos
diferentes e essa divergéncia se acentua a medida que aumenta o grau de assimetria. Se, por outro
lado, a distribui¢do a posteriori for multimodal, o conjunto G pode ser constituido de vérios sub-
intervalos em torno das modas mais destacadas. Nesse caso, os intervalos MDP levam vantagem
sobre os intervalos de credibilidade tradicionais. Para mais detalhes, consulte Berger (1985) e Box e
Tiao (1992). Nesta tese, as amplitudes dos intervalos MDP das distribui¢gdes a posteriori de p dos

modelos FVO e FVC serdo utilizadas para compara-los.
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4.5. COMPARACAO DOS MODELOS VIA FATOR DE BAYES

A ciéncia € fundamentada em informagdes a respeito de uma determinada quantidade de
interesse @e a toda informacgéo estd associada ao grau de incerteza sobre esse pardmetro. Assim, um
dos objetivos da inferéncia bayesiana ¢ minimizar esse grau de incerteza sobre 6. Porém, a incerteza
a respeito de @ pode assumir diferentes graus, sendo, modelado, geralmente, por uma distribuicdo de

probabilidade.

O grau de incerteza, ou a quantidade de informagdo, em relagdo a 6, é representado,
probabilisticamente, por meio de uma fun¢do densidade A(6). A informacdo sobre € pode ainda ser
aumentada observando-se uma quantidade aleatéria X relacionada com 6, na qual a distribui¢do
amostral f(x| 6) define essa relacdo. Assim, uma vez observada X=x, a quantidade de informacio
sobre #aumenta e o teorema de Bayes € a regra de atualizagfo utilizada para mensurar esse aumento

de informacao, ou seja,

f:8) _ fOlone©) _  foloyne)

Olx) = -
P00 " [relemeas

(4.15)

Observe, na equagdo 4.15, que fix) desempenha o papel de constante normalizadora de
f(9|x), pois ndo depende de €. Além disso, para um valor fixo de x, a fungdo f(x| 0) fornece a
verossimilhanga de cada um dos valores de 6, ou seja, f(x| 0)=L(x;60), enquanto que h(6) designa a
distribuicdo a priori de 6. Essas duas fontes de informacdo, a priori e a verossimilhanga, sdo
combinadas formando a distribuicdo a posteriori de 6, nominalmente conhecida como f(9|x).

Portanto, a forma usual do Teorema de Bayes é

F(0lx)oc L(x;0)xh(O) (4.16)
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E importante ressaltar que essa forma simplificada do Teorema de Bayes (expressao 4.15) é
utilizada na resolugéo de problemas que envolvam estimacdo de parametros, ja que o denominador é
apenas uma constante normalizadora. Porém, em outras situacdes, como a de sele¢cdo de modelos,

esse termo tem um papel crucial.

A abordagem bayesiana aplicada a testes de hipdteses foi desenvolvida por Jeffreys (1935),
apesar de denomind-la de testes de significincia. Sob a Otica de Jeffreys, a técnica consistia em
comparar predi¢des feitas por duas teorias cientificas, em que modelos estatisticos eram introduzidos
para representar a probabilidade dos dados de acordo com cada uma das teorias e o teorema de
Bayes era usado para calcular a probabilidade a posteriori de uma das teorias ser correta. Mais
especificamente, a quantidade de informacgdo utilizada para decidir sobre qual das teorias estaria
correta ficou conhecida, atualmente, como fator de Bayes. Kass e Raftery (1995) oferecem uma

discussao detalhada sobre as defini¢cdes e aplicagdes envolvendo o fator de Bayes.

Assim, o conhecimento a posteriori do comportamento de um determinado pardmetro &
depende, basicamente, da informag¢do conjunta contida na distribui¢do a priori e na verossimilhanca
proveniente da observa¢do de um conjunto de dados. Essas s@o razdes suficientemente fortes para
entender que existe uma familia de modelos que pode ser utilizada para descrever os dados e os

parametros. Assim, a classe de modelos descrita abaixo

S ={f(6, ), (6, ), ic 1, 6, O}

contempla o caso mais geral em que as distribuicdes amostrais sdo diferentemente parametrizadas,
sendo I um conjunto, que pode ser discreto ou continuo, que contém o modelo verdadeiro, mas

desconhecido.
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Virios sdo os casos especiais que se pode considerar dependendo de cada situacdo concreta.
Um deles ¢ a classe que contempla um ou mais modelos para os dados dotados do mesmo pardmetro

e da mesma distribuicio a priori, variando apenas a sua forma distribucional, ou seja

3, =1f,(x8). n(0) icl, 6c 0O}

Uma outra classe importante € aquela que contempla os modelos preditivos a priori, isto €,

M={M,, ic I, 8 O}, cujas distribui¢des sdo definidas por

plxlm, )= [ £icxle e, Jas, @17

No caso especifico de serem considerados a mesma distribui¢do a priori € 0 mesmo

parametro na modelagem dos dados, a expressdo 4.17, torna-se

p(xIMi)zjfi(xle)h(e)de (4.18)

em que a distribui¢do preditiva global corresponde a

p(X)=Jp(X|M,~)p(M,- )dM ; (4.19)
1

sendo que p(M;) é a probabilidade da a priori de M; ser o modelo verdadeiro que, atualizado em face

aos dados x, obtém-se
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p(M,.Ix)zp(x|M" M)y (4.20)

p(x)

Desse modo, o fator de Bayes que compara os modelos M; e M, é formalmente definido
como sendo a razdo entre as distribuicdes amostrais condicionadas nos dois modelos sob avaliacao.

A demonstracdo é mostrada a seguir.

p(M, | x)p(x)

B12=P(X|M1): p(M,) =P(M1|X)XP(M2)= 4.21)
p(xlM,)  p(Mylx)p(x) p(M,lx) p(M,)
p(Mz)

Como visto na equagdo 4.21, percebe-se que o fator de Bayes em favor do modelo M; € a
razdo entre as respectivas distribui¢des preditivas sob M; e M, (4.18). Assim, um fator de Bayes
maior que 1 indicaria que o modelo M;, para uma mesma distribuicdo a priori e para um mesmo
experimento x, melhor representou toda a informagéo probabilistica a posteriori acerca de € a luz

dos dados observados, comparado com o modelo M,.

Conforme descrito na equagdo 4.17, verifica-se que a maior dificuldade em se calcular o fator
de Bayes € a obtencdo das distribui¢des preditivas p(x | M)) e p(x | M,) que, ndo necessariamente,
apresentam uma forma bem definida. Por isso, para esses casos, é mais conveniente a aplicacdo de
métodos numéricos para a aproximacao dessas distribui¢des. Loschi e Franco (2006) apresentaram
um estudo de simulacdo que utilizou as técnicas de amostragem por importincia e da regra de
Simpson para extrair informag¢do da distribuicdo a posteriori. Além disso, Loschi e Franco (2006)
empregaram simulacdo de Monte Carlo para comparar a influéncia de diferentes tamanhos amostrais
e de vdrias especificacdes da distribui¢do a priori sobre os estimadores de Bayes e de maxima

verossimilhanca da fracdo de ndo-disjuncdo em anomalias cromossdmicas.
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Nesta tese, o fator de Bayes serd utilizado para comparar o modelo que utiliza a funcio de
verossimilhanca Ordenada (FVO), intitulado de M;, e aquele que foi estudado por Evans et al
(1996), baseada na funcdo de verossimilhanga Completa (FVC), denominado aqui de M,. Adaptando

essas denominagdes a equacdo 4.21 e aos objetivos dessa tese, o cdlculo do fator de Bayes, depois de

observados os dados x, isto €, m, n., C, n; e C , torna-se a razdo das constantes de normalizagcdo

dos dois modelos, ou seja

111

J[[ A

p.e1,er) f(p.ep,er)dpdeides

Bzzp(X|M1):ooo W)
plxlmy) L
”Ifz(xp,el,ez)f(p,el,ez)dpdeldez

000

em que f,(x|p.e.e,) e f,(x|p,e e, ) sdo as respectivas fun¢des de verossimilhanca dos modelos
proposto (4.4) e o padrdo (4.1), enquanto que fip, e;, e;) é a distribuicdo conjunta a priori dos

parametros p, e; e e; estd descrita em 4.12.

Devido a dificuldade de estimagdo das respectivas distribuigdes preditivas p(x|M1) e
p(x|M2) de cada modelo, novamente, o método de integracdo numérica de Monte Carlo serd
empregado para aproximar tais distribui¢des. O procedimento desenvolvido para realizar esse estudo

comparativo serd discutido nas préximas secdes.
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4.6. APLICACAO A EXEMPLOS NUMERICOS

Nesta se¢do serdo discutidos dois exemplos numéricos que servirdo para ilustrar a aplicagdo

da metodologia proposta nesta tese.

O primeiro exemplo foi baseado no estudo relatado por Garcia et al. (1997) e que também foi
usado como exemplo numérico por Tang et al. (2004). O objetivo do estudo foi comparar a fragdo de
resultados positivos verdadeiros (sensitividade) de dois procedimentos de deteccdo de alergia a
penicilina. Para investigar isso, um grupo de 30 individuos, conhecidamente alérgicos a droga, foi
selecionado, dos quais 26 apresentaram resultados positivos, segundo ambos os procedimentos. Isso
indica que a probabilidade estimada de qualquer um dos procedimentos de identificar um individuo

alérgico a penicilina é de 0,8667.

Uma pequena adaptacdio do problema serd feita para exemplificar os procedimentos
estudados. Suponha, entdo, que apenas um dos dois procedimentos seja aplicado a cada individuo m
vezes e que os resultados estejam sujeitos a erros de classificagdo de falso-positivo (e;) e falso-

negativo (e).

Assim, foram simuladas m=3, 7 e 11 classificacdes repetidas independentes para cada
individuo, e como ilustragdo, considere e;=e,=0,05. Além disso, foi considerado que 26 desses
pacientes apresentaram respostas positivas a aplicac@o do teste e quatro tiveram respostas negativas.
Os dados experimentais simulados contendo todas as classificacdes repetidas sdo apresentados na

TABELA 4.1, sendo 0 uma classificacdo ndo-conforme e 1 uma classificacdo conforme.
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Dados amostrais simulados para o estudo apresentado por Garcia et al. (1997) para

TABELA 4.1

3,7 e 11 classificagOes repetidas, e;=e,=0,05 e distribui¢des a priori independentes Beta(1,2)

m=

para os erros de julgamento

CLASSTFICACOES

1

il

PACIENTE

10
11

12
13
14
15
16
17
18
1%
20
21

22
23
24
25
26
27
28
29
30

lices

<
5

m=11

m=
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Teoricamente, trés planilhas distintas, como aquela apresentada na TABELA 4.1, poderiam
ter sido geradas para cada caso considerado (m=3, 7, 11) de classificacdes repetidas. No entanto,
como estratégia de economia de tempo, geraram-se os dados somente para m=11 e, a partir desse,

foram aproveitadas os grupos de m=3 e m=7 classificagdes para obter as medidas inferenciais n,
ng, Ce C (TABELA 4.1) do modelo bayesiano proposto. Essa atitude nio compromete em nada

os resultados, pois testes simulados foram feitos e as estatisticas a posteriori se mostraram proximas.
Esses cdlculos sdo mostrados na TABELA 4.2 e serdo utilizados para obter as distribuicdes a

posteriori de p para os tré€s grupos discutidos.

TABELA 4.2: Estatisticas inferenciais para cada grupo de classificagdes repetidas

i ) ) Estatisticas da Amostra
Classificacdes Repetidas Consideradas ()

ne ne C C
3 25 5 70 13
7 26 4 169 25
11 26 4 267 41

Para obter as distribui¢des a posteriori da verdadeira propor¢do (p) de resultados positivos
foram geradas 100.000 amostras de Monte Carlo. Os resultados apresentados na FIGURA 4.10
revelam a qualidade da distribui¢do a posteriori da proporcdo de resultados positivos obtidos pelo
procedimento escolhido, uma vez que a curva apresenta um perfil unimodal, concentrada no
verdadeiro valor de p e com variincia inversamente proporcional ao nimero de classificagdes
realizadas. Observa-se, ainda, que o aumento do niimero de classifica¢des proporciona uma moda a
posteriori cada vez mais proxima do verdadeiro valor do parimetro p, isto €, a moda que se

aproxima rapidamente de p=0,8667.
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FIGURA 4.10:Distribui¢do a posteriori de p para o exemplo numérico apresentado por Garcia et al.

Essa convergéncia corrobora positivamente com o uso de classificagdes repetidas para
situagdes praticas que contém erros de julgamento. Também justifica o emprego da fungdo de
verossimilhanga ordenada em conjunto com técnicas de inferéncia bayesiana, uma vez que, a medida
que o nimero de classificagdes repetidas aumenta, aumenta também a precisao da estimativa sobre a

proporg¢ao de resultados positivos, pois o desvio padrio se torna cada vez menor.

O segundo exemplo é baseado no estudo apresentado por Fujisawa e Izume (2000) que
estimaram o percentual de alelos de quatro antigenos (M, N, S, s) para as cidades de Hiroshima e

Nagasaki. Os autores consideraram 2, 3 e 4 testes de serologia aplicados a pacientes de um programa
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de saide adulta e de criangas nascidas na primeira geragdo de pais sobreviventes, cujo histdrico

consiste em dados coletados entre 1963 ¢ 1994.

Especificamente, para os dados referentes ao antigeno N da cidade de Hiroshima com 3
classificagdes repetidas, foram observados 5, 10 e 225 experimentos respectivamente com 1, 2 ou 3
respostas positivas e 117 experimentos com respostas negativas, totalizando um histérico de 357
medi¢des. A TABELA 4.3 descreve os resultados amostrais obtidos considerando a funcdo de
verossimilhanga proposta. Para esses dados, Fujisawa e Izume (2000) utilizaram um modelo de
efeitos aleatdrios para os erros de julgamento e obtiveram uma estimativa de 0,655 para o verdadeiro
percentual de alelos contendo o antigeno N e com limites de 0,607 e 0,701 para um intervalo de

credibilidade de 95%.

TABELA 4.3: Frequéncia Observada de Respostas Positivas (k) entre os Testes Serolégicos

Repetidos (m) para o Antigeno N da cidade de Hiroshima

k(m=3) e n=357

117 5 10 225

Assim, com o intuito de avaliar o desempenho do modelo proposto, foi planejado um estudo
comparativo com os modelos desenvolvidos por Pires (2006) e Evans et al. (1996), todos com trés
niveis de informagdo para as distribui¢des a priori dos erros de classificacio. A TABELA 4.4

descreve as estruturas das distribui¢des a priori para os modelos considerados.
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TABELA 4.4: Distribuicdes a priori para os modelos que serdo simulados

Distribui¢des a priori

Modelo
ep €2

Modelo 1 (M1) — Proposto Beta (1,2) Beta (1,2)
Modelo 2 (M2) - FVC Beta (1,2) Beta (1,2)
Modelo 3 (M3) — Pires (2006) Beta (1,2) Beta (1,2)
Modelo 4 (M4) — Versdo 1 de M1 Beta (2,10) Beta (2,10)
Modelo 5 (M5) — Versao 1 de M2 Beta (2,10) Beta (2,10)
Modelo 6 (M6) — Versdo 1 de M3 Beta (2,10) Beta (2,10)
Modelo 7 (M7) — Versao 2 de M1 Beta (2,48) Beta (2,48)
Modelo 8 (M8) — Versao 2 de M2 Beta (2,48) Beta (2,48)
Modelo 9 (M9) — Versao 2 de M3 Beta (2,48) Beta (2,48)

Como ja discutido, do ponto de vista prético, é desejavel que os erros de julgamento sejam
valores pequenos. Desse modo, deve-se tentar definir distribuicdes a priori que reflitam esse
comportamento, ou seja, dando maior probabilidade aos valores mais préximos de zero desses erros.
A FIGURA 4.7 ilustra bem esse sentimento apresentando cinco modelos de distribuicdes betas para
os erros. Portanto, o efeito pritico de se determinar, por exemplo, uma distribui¢do a priori
Beta(2,48) para os erros e; € ez, é garantir que a probabilidade de serem selecionados erros elevados
é pequena. Por isso, foram escolhidos as distribui¢des a priori Beta (1;2), Beta (2;10) e Beta (2;48)
para representar os erros de classificacdio, com o intuito de aumentar gradativamente as

concentracdes das dreas com maior densidade nos valores menores de e; € e;.

Como pode ser observado na TABELA 4.4, os modelos 1, 4 e 7 compdem trés versdes da
metodologia proposta neste trabalho contendo trés niveis de informagdo para as distribuicdes a
priori dos erros de classificacdo: Beta (1;2); Beta (2;10) e Beta (2;48). Da mesma forma, para os

modelos abordados por Pires (2006) e pela funcdo de verossimilhanca Completa (FVC) foi
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construida uma estrutura andloga. Note, ainda, que em todos os casos foi considerada uma

distribuicdo a priori uniforme para a proporcao de itens conformes, seguindo Evans ef al. (1996). A

FIGURA 4.10 mostra as distribuicdes a priori utilizadas no estudo comparativo.

Desse modo, as nove propostas apresentadas foram aplicadas aos dados da cidade de

Hiroshima relativo ao antigeno N, considerando trés testes seroldgicos e os resultados sdo

apresentados na FIGURA 4.11.
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FIGURA 4.11:Distribuicdes a priori consideradas no estudo comparativo

De um modo geral, percebe-se que as trés metodologias apresentaram um desempenho
satisfatorio, pelo menos com relagéio a locacdo de suas respectivas distribuicdes a posteriori. Além
disso, observa-se, ainda, que a quantidade de informagdo contida nas distribui¢des a priori dos
modelos contribuiu positivamente para o aumento da precisdo das estimativas, ou seja, para a

diminui¢do da variabilidade (TABELA 4.5). Esse comportamento, de certa forma, ja era esperado,

uma vez que, um maior conhecimento prévio sobre um determinado parametro aumenta também a

chance de fazer previsdes mais precisas sobre 0 mesmo.
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FIGURA 4.12:Distribuicdes a posteriori de p para nove propostas de modelagem aplicadas ao estudo numérico

apresentado por Fujisawa e Izume (2000)

Mais especificamente, constata-se que a versdo original do modelo proposto (erros com

pouca informacdo a priori) se mostrou muito préoxima da formulacio e dos resultados descritos por

Fujisawa e Izume (2000), inclusive com amplitude de intervalo de credibilidade de 0,0901, que é

ligeiramente inferior ao destes.

Paralelamente, nota-se, também, que o modelo que emprega a verossimilhanga completa,

apesar de uma ligeira vantagem em termos de comprimento do intervalo de credibilidade,

praticamente equiparou-se ao modelo estudado por Pires (2006) para todos os niveis de informacgao

da distribuicdo a priori dos erros de classificagdo. Essa semelhanca, em termos de desempenho, dos

modelos FVC e de Pires (2000) talvez seja explicada pelo elevado nimero de respostas positivas
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para m=2 e m=3 (TABELA 4.3). Isso contribuiu para que, na funcdo de verossimilhanca estudada
por Pires (2006), houvesse muitas classificacdes finais conformes, melhorando, assim, a estimativa
da proporcdo de respostas positivas. Da mesma forma, o modelo FVC também se beneficiou, pois a
sua funcdo de verossimilhanga foi influenciada principalmente pela poténcia 225, que representa o

nimero de respostas positivas nos trés testes realizados.

Quando a metodologia sugerida nesta tese (FVO) é comparada com os modelos de Pires
(2006) e Evans et al. (1996), os resultados indicam uma melhor performance para o modelo
proposto, uma vez que apresentou menor desvio padrio a posteriori e menor amplitude do intervalo

de credibilidade para todos os casos avaliados.

Um outro detalhe que pode ser observado é o desempenho similar entre a formulacio padrdo
dos autores Fujisawa e Izume (2000) e a do modelo M1 (TABELA 4.5), mostrando que € necessario
somente uma distribuicdo a priori Beta(1,2) para os erros de classificacdo para que os resultados
obtidos pela técnica proposta e os resultados de Fujisawa e Izume (2000) sejam similares. Os

resultados sdo apresentados na TABELA 4.5.

TABELA 4.5: Medidas estatisticas para a distribuicdo a posteriori de p

Distribui¢ao a Desvio  Amplitude do IC

priori paraos  Modelo Média Mediana Moda Padrio (95%)
erros
FVO (M1) 0,6544  0,6536  0,6546  0,0228 0,0901
Beta (1,2) FVC (M2) 0,6458  0,6446  0,6456 00,0455 0,1802
PIRES (M3) 0,6372  0,6366  0,6376  0,0499 0,1982
FVO (M4) 0,6558  0,6546  0,6556 0,0110 0,0440
Beta (2,10) FVC (M5) 0,6587  0,6576  0,6586  0,0170 0,0661
PIRES (M6) 0,6600 0,6586  0,6596 0,0178 0,0721
FVO (M7) 0,6552  0,6546  0,6556  0,0090 0,0340
Beta (2,48) FVC (MS8) 0,6594  0,6586  0,6596 00,0146 0,0581
PIRES (M9) 0,6626 0,6616  0,6626  0,0157 0,0621
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Apesar dos indicativos que o modelo FVO apresenta uma variabilidade a posteriori inferior, é
necessdria uma andlise mais ampla. Os resultados poderiam estar associados aos exemplos
numéricos que foram discutidos. No entanto, esse estudo preliminar comparativo apresentado ndao
fornece evidéncias da capacidade de retencdo de informacdo dos dados experimentais. Assim, €
necessdrio um estudo para um melhor entendimento e comparagdo dos modelos. Na secdo 4.7 sera
apresentada a descri¢do do processo de simulacdo de Monte Carlo que fornecerd subsidios para uma
melhor comparagdo entre os modelos FVO e FVC. O motivo pelo qual somente o modelo de
verossimilhanca completa serd usado na comparagdo com a metodologia proposta € que, na
literatura, o modelo FVC ¢é tido como padrio ouro, uma vez que utiliza toda a informacdo

proveniente dos dados amostrais.

4.7. DELINEAMENTO DO PROCESSO DE SIMULACAO

Para a execucdo do procedimento de simulacdo proposto, isto é, para a comparacdo da qualidade
inferencial das distribuicdes a posteriori dos modelos FVO e FVC, foi elaborado um estudo que
envolveu seis varidveis de entrada, a citar: o tamanho da amostra ou do experimento (7), 0 nimero
de classificagdes repetidas de cada item (m), a propor¢do de itens conformes (p), os erros de
classificacdo (e; e e;) e o nivel de informacao da distribui¢do a priori de p. Desse modo, definiram-

se os seguintes valores para esses pardmetros:

a) n=>50,100e¢ 150;

b) m=3,5e7,

c) p=0,55,0,75¢0,95;

d) (es; e2)=1(0,05;0,05); (es; e2) = (0,15 ; 0,05) e (es; e2) = (0,15 ; 0,15)

e) Distribuicdo a priori para os erros de classificacdo: Beta(1,2) e Beta(2,10);
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Para cada um desses niveis, a moda da distribuicdo a posteriori de p foi utilizada como preditor
pontual dos modelos analisados. Além disso, os valores selecionados de n e de m servirdo para dar
uma idéia do comportamento das medidas inferenciais. J4 os valores de p foram escolhidos como
uma tentativa de representar, da forma mais realista possivel, uma situagdo pritica, em que a
propor¢do de itens conformes refletiria trés cendrios produtivos: pessimista, moderado e otimista.
Por outro lado, os dois niveis para os erros de classificagdo (5% e 15%) funcionardo como
parametros perturbadores da precisdo do sistema de classificagdo de cada item. E, por fim, as
distribuicdes a priori desses erros auxiliard numa espécie de andlise de sensibilidade em relacdo ao
parametro p. Procurou-se, também, evitar uma distribuicio muito informativa para os erros,
adotando, apesar da constatacdo pratica feita por Johnson ef al. (1991) de que tais erros tendem a ser,

em geral, menores que 50%.

A combinacgdo desses seis fatores gerou 162 cendrios possiveis para andlise. E para evitar que a
geracdo de um experimento amostral ndo favoreca a um ou ao outro modelo, em termos de
desempenho preditivo, serdo geradas, para cada um dos 162 cendrios, ou seja, para cada vetor de
entrada (n, m, p, e;, e,, distribuicdo a priori), 500 repeticdes (k), totalizando a investigacao de 81000

experimentos.

A partir desse arcabougo experimental, o método numérico de integracdo de Monte Carlo foi
empregado para estimar a distribui¢@o a posteriori de cada modelo para cada uma das k repeticoes e,
em seguida, foram calculadas as medidas estatisticas de interesse para cada um dos modelos

analisados, como destacadas abaixo:

1. Moda: Moda da distribui¢do a posteriori f(p);

2. Desvio Padrdo: Desvio padrio da distribui¢do a posteriori f(p);
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3. Amplitude do Intervalo MDP: Amplitude do intervalo de credibilidade de maxima densidade
a posteriori (MDP) com probabilidade de 95%;

4. Razo dos Intervalos MDP: Razdo das amplitudes dos intervalos MDP dos modelos FVO e
FVC nessa ordem;

5. Fator de Bayes: Fator de Bayes do modelo FVO em relacdo ao modelo FVC;

Ap6s a execugdo das k=500 repeticdes de cada cenario, foram obtidas a média aritmética de cada
uma das medidas apresentadas acima. Nota-se, além do mais, que os referidos resultados,
conjuntamente, auxiliam na comparacdo dos modelos em relacdo ao desempenho inferencial dos
mesmos, sob a Otica das medidas de locacdo e de dispersdo das distribuicdes a posteriori. Tais
medidas ajudam a entender o quio préximo do verdadeiro valor do pardmetro p estdo as estimativas
pontuais bayesianas de cada modelo e com qual padrdo de variabilidade. Sobre um ambito mais
geral, o algoritmo de simulacdo que descreve o procedimento descritivo de dados é mostrado na

FIGURA 4.13.

ALGORITMO 2: COMPARACAO DOS MODELOS FV'0 E FVC

Entrada: n, m, p, e, e, o Beta(, 7)) ek
Saida: Moda, desvio padréo, amplitude do intervalo MDP e fator de Bayes

Para cada cenirio =1 até 162 faga:
= Para =l até f faga:

> Gerar os dados a partir de . m, p, e, e, Betafo,f);

P A partir do experimento, obter as quantidades 7., 7. ,C e @

P Obter as distnbuigGes a posteriori de p dos modelos FV30O e MEB por
meio do ALGORITMO 1 discutido na se¢fio 4.2.2 e suas respectivas
modas, desvios padrio, amplitudes dos intervalos de credibilidade e o
fator de Bayes;

< Obter o valor médio de cada uma das quantidades calculadas no passo

anterior,

FIGURA 4.13: Algoritmo de simulac@o para a comparagdo dos modelos FVO e FVC
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Para comparar a quantidade de informacdo extraida dos dados experimentais por meio das
distribuicdes preditivas de cada modelo, a metodologia utilizada terd como base o fator de Bayes.
Como descrito na secio 4.5, o modelo M; representard a técnica proposta, enquanto que o modelo
M, estard relacionado a técnica abordada por Evans et al. (1996). Além disso, a obten¢do dessa
quantidade obrigatoriamente passard pelo célculo das distribui¢des preditivas de cada modelo, ou
seja, pela aproximacgdo das integrais p(x | M) e p(x | M,). Isso significa que serd necessdrio, mais
uma vez, o uso dos métodos de integracdo de Monte Carlo. Em resumo, o cdlculo do fator de Bayes,
como foi proposto, dard uma ideia da qualidade do modelo M; em detrimento do modelo M,, em
termos de absorcdo de informacdo, a luz dos dados observados. Obviamente outros critérios, tais

como AIC e BIC, também poderiam ser utilizados.

Por fim, em termos de capacidade de maquina, foi utilizado, para a simulag¢do de todos os
resultados, o Statistical Analysis System® - SAS, versdo 9.1.3, executando na plataforma Windows,
sob uma configuragdo de um Pentium IV com processador Intel duo-core de 4 Gb de memoria
RAM. O esfor¢co computacional, em termos de tempo, se apresentou de forma logaritmica em funcéo
do produto nxm. Para se ter uma idéia, a estrutura mais simples com n=50 e m=3, os resultados
foram gerados em, aproximadamente, 30 horas, enquanto que, para a estrutura com maior carga de
trabalho (n=150 e m=7), aguardou-se cerca de oito dias para a obten¢do de todas as medidas
estatisticas comparativas. No total, o processo completo de simula¢do consumiu por volta de 37 dias.
A FIGURA 4.14 mostra todos os procedimentos empregados na comparagdo dos modelos FVO e

FVC para um cendrio especifico, mas considerando k=500 repeticdes.
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FIGURA 4.14:Tarefas realizadas para a comparagdo dos modelos FVO e FVC

4.8. RESULTADOS NUMERICOS

As TABELAS 4.6, 4.7 e 4.8 descrevem os resultados das simulagdes para os valores médios
a posteriori modais e os desvios padrdo para os experimentos com 50, 100 e 150 itens avaliados.
Observa-se que os dois modelos se mostraram muito proximos quando se avaliou o vicio. Os
resultados sinalizam que o modelo FVO apresenta um menor vicio quando foi usada a distribui¢do a
priori Beta(1,2) para os erros de classificacdio. Enquanto o modelo FVC obteve um melhor

desempenho com o uso da distribui¢do a priori Beta(2,10). Ao mesmo tempo, ha indicios de que os
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desvios padrdo sofrem influéncias dos erros de classificagdo e do nivel de informagdo a priori
adotado. O desvio padrdo a posteriori diminuiu com o aumento do tamanho da amostra e/ou do
nimero de classificagdes repetidas. A FIGURA 4.15 ilustra a influéncia conjunta de m e n sobre a
magnitude do desvio padrio dos modelos FVO e FVC, mostrando que tanto o nimero de
classificacdes repetidas quanto o tamanho amostral do experimento contribuem, cada qual com o seu
respectivo grau, diretamente para a diminui¢do gradativa dos desvios padrdo de ambas as propostas
de modelagem. Observa-se também que o modelo FVO apresenta um menor desvio quando
comparado com o modelo FVC, principalmente quando a distribui¢do a priori Beta(l,2) ¢
considerada. Isso mostra a possivel importancia da estrutura de ordenagéo na construcdo da funcéo
de verossimilhanca proposta, discutida na secéo 4.3. Finalmente, é necessério destacar que todos os
casos simulados os desvios padrdo a posteriori da FVO proposta foram inferiores ao da metodologia

FVC, consistindo, assim, em um indicativo de superioridade.

Além disso, ainda pensando em dispersdo dos modelos FVO e FVC, falta investigar os
efeitos simultaneos do tamanho do experimento (n) com a propor¢do de itens conformes (p) e com
os erros de classificagdo sobre os desvios padrdo das duas propostas de modelagem inferencial. A
FIGURA 4.16 mostra que ndo existem indicios significativos de que a proporcdo realmente
influencie o desvio padrdo dos modelos, muito embora se perceba que as respectivas distribuicdes a
posteriori se apresentaram mais concentradas para taxas verdadeiras de conformidade maiores. Por
outro lado, constata-se que os erros de classificacdo separados ou conjuntamente interferem na
magnitude dos desvios padrdao dos modelos analisados, provocando um aumento dessas medidas a
propor¢do que os erros de julgamento crescem (FIGURA 4.17). A explicagdo para esse
comportamento talvez esteja no fato de que a presenca dos erros de classificagdo cause uma maior
perturbacdo ou uma espécie de confusdo no processo inferencial dos modelos, refletindo-se,

consequentemente, em estimativas mais instaveis do pardmetro de interesse.
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A conclusdo mais importante dessa discussdo até o momento é que os desvios padrdo das
estimativas do modelo proposto se mostraram sistematicamente menores do que os do modelo
concorrente, quer seja quando comparados sob a dtica da proporcdo de itens conformes, quer seja

quando avaliados sob o aspecto da influéncia dos erros de classificacao.

TABELA 4.6: Valores modais e desvios padrao médios para os modelos proposto e FVC para
n=50, segundo a propor¢do de itens conformes, erros de classificacio, nimero de classifica¢des

repetidas e niveis de informacao das distribui¢des a priori.

Nivel de Informacao da distribuicio a priori

» . . " Beta(1,2) ] Beta(2,10) ]
MODA DESVIO PADRAO MODA DESVIO PADRAO
FVO FvC FVO FvC FVO FVC FVO FvC
3 0,55033 0,54899 0,04802 0,05005 0,55114 0,54959 0,04704 0,04811
0,05 0,05 5 0,55098 0,54940 0,04756 0,04900 0,54922 0,54826 0,04702 0,04828
7 0,54991 0,54871 0,04736 0,04895 0,55074 0,55137 0,04692 0,04815
3 0,54970 0,54831 0,04948 0,05187 0,54900 0,54905 0,04855 0,05040
0,55 0,15 0,05 5 0,55076 0,54948 0,04782 0,04951 0,55045 0,54976 0,04670 0,04767
7 0,55134 0,54947 0,04735 0,04869 0,54987 0,54868 0,04667 0,04756
3 0,55563 0,54835 0,05394 0,05916 0,55615 0,54988 0,05044 0,05340
0,15 0,15 5 0,55504 0,54793 0,04929 0,05162 0,55590 0,54905 0,04738 0,04857
7 0,55413 0,54839 0,04842 0,05030 0,55500 0,55151 0,04658 0,04741
3 0,74786 0,74742 0,04377 0,04647 0,74919 0,74932 0,04152 0,04297
0,05 0,05 5 0,74943 0,74899 0,04285 0,04560 0,74871 0,74823 0,04125 0,04266
7 0,74872 0,74971 0,04245 0,04464 0,74969 0,74995 0,04116 0,04254
3 0,74689 0,74711 0,04814 0,05295 0,74709 0,74781 0,04380 0,04596
0,75 0,15 0,05 5 0,74815 0,74770 0,04519 0,04847 0,74900 0,74912 0,04105 0,04204
7 0,74882 0,74899 0,04467 0,04778 0,74929 0,74931 0,04102 0,04213
3 0,74919 0,74187 0,05116 0,05826 0,75003 0,74577 0,04478 0,04762
0,15 0,15 5 0,75141 0,74623 0,04822 0,05419 0,75261 0,74886 0,04186 0,04351
7 0,75099 0,74689 0,04790 0,05350 0,75260 0,74939 0,04090 0,04201
3 0,94544 0,93777 0,02886 0,03550 0,94799 0,94833 0,02157 0,02222
0,05 0,05 5 0,94568 0,93831 0,02710 0,03262 0,94840 0,94915 0,02061 0,02064
7 0,94451 0,94079 0,02668 0,03137 0,94866 0,94940 0,02034 0,02109
3 0,94252 0,93370 0,03127 0,03977 0,94458 0,94161 0,02520 0,02582
0,95 0,15 0,05 5 0,94353 0,92258 0,03120 0,03784 0,94739 0,94677 0,02253 0,02315
7 0,94159 0,93481 0,03044 0,03827 0,94791 0,94839 0,02150 0,02191
3 0,94396 0,92692 0,03272 0,04345 0,94481 0,93805 0,02540 0,02618
0,15 0,15 5 0,94312 0,91347 0,03220 0,04054 0,94831 0,94602 0,02224 0,02356
7 0,94212 0,92566 0,03141 0,04185 0,94879 0,94743 0,02128 0,02222

75



TABELA 4.7: Valores modais e desvios padrao médios para os modelos proposto e FVC para
n=100, segundo a proporcdo de itens conformes, erros de classificag@o, nimero de classificagcdes

repetidas e niveis de informacao das distribui¢des a priori.

Nivel de Informagao da distribuicéo a priori

Beta(1,2) Beta(2,10)
p ] €2 m o —
MODA DESVIO PADRAO MODA DESVIO PADRAO
FVO FvC FVO FVC FVO FvC FVO FvC

0,55010 0,54906 0,03518 0,03755 0,54998 0,54943 0,03430 0,03557
0,55139 0,54932 0,03491 0,03648 0,55037 0,54934 0,03414 0,03530
0,55066 0,54846 0,03461 0,03648 0,55078 0,54949 0,03407 0,03501
0,54899 0,54882 0,03623 0,03832 0,54983 0,54995 0,03510 0,03649
0,55108 0,55004 0,03517 0,03706 0,55110 0,54972 0,03423 0,03536
0,55048 0,54882 0,03495 0,03660 0,55083 0,55008 0,03393 0,03483
0,55578 0,54951 0,04017 0,04483 0,55596 0,54979 0,03769 0,04068

0,05 0,05

0,55 0,15 0,05

0,15 0,15 0,55617 0,54769 0,03603 0,03803 0,55645 0,55042 0,03430 0,03524
0,55431 0,54931 0,03580 0,03776 0,55449 0,55039 0,03377 0,03445
0,74846 0,74790 0,03186 0,03410 0,74893 0,74903 0,03011 0,03138
0,05 0,05 0,75049 0,74978 0,03153 0,03401 0,74949 0,74947 0,03009 0,03114

0,74865 0,74904 0,03126 0,03355 0,74939 0,74968 0,02957 0,03053
0,74672 0,74776 0,03581 0,04032 0,74651 0,74786 0,03188 0,03379
0,74807 0,74885 0,03412 0,03784 0,74910 0,74986 0,02990 0,03081
0,74891 0,74816 0,03356 0,03709 0,74950 0,74975 0,02972 0,03068
0,74971 0,74466 0,04169 0,05041 0,75093 0,74847 0,03351 0,03651

0,75 0,15 0,05

0,15 0,15 0,75133 0,74387 0,03874 0,04583 0,75233 0,74935 0,03040 0,03152
0,75167 0,74387 0,03781 0,04432 0,75293 0,74983 0,02960 0,03038
0,94674 0,94534 0,02199 0,02683 0,94776 0,94823 0,01597 0,01666
0,05 0,05 0,94701 0,94755 0,01886 0,02189 0,94847 0,94883 0,01517 0,01582

0,94640 0,94791 0,01733 0,01938 0,94890 0,94945 0,01489 0,01552
0,94219 0,93330 0,02654 0,03447 0,94434 0,94387 0,01844 0,01941
0,94519 0,94466 0,02348 0,02957 0,94752 0,94825 0,01611 0,01648
0,94476 0,94520 0,02211 0,02709 0,94838 0,94968 0,01540 0,01562
0,94482 0,93739 0,02623 0,03634 0,94516 0,94311 0,01814 0,01933
0,94398 0,92330 0,02585 0,03473 0,94821 0,94756 0,01634 0,01706
0,94394 0,93907 0,02560 0,03551 0,94929 0,94916 0,01520 0,01580

0,95 0,15 0,05

N N W NN N WY WY U WY WS WY WY N WS W W
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TABELA 4.8: Valores modais e desvios padrao médios para os modelos proposto e FVC para
n=150, segundo a proporcdo de itens conformes, erros de classifica¢@o, nimero de classificagcdes

repetidas e niveis de informacao das distribui¢des a priori.

Nivel de Informagao da distribuicéo a priori

Beta(1,2) Beta(2,10)
p ] €2 m o —
MODA DESVIO PADRAO MODA DESVIO PADRAO
FVO FvC FVO FVC FVO FvC FVO FvC
0,54987 0,54844 0,02896 0,03117 0,55094 0,54967 0,02841 0,02963

0,05 0,05 0,55075 0,54923 0,02881 0,03030 0,54958 0,54961 0,02824 0,02955
0,55063 0,55034 0,02865 0,03049 0,55085 0,54989 0,02817 0,02912
0,54962 0,55105 0,02988 0,03167 0,54922 0,55061 0,02903 0,03029
0,55053 0,54968 0,02932 0,03153 0,55104 0,55029 0,02826 0,02936
0,55052 0,54896 0,02924 0,03123 0,55025 0,54930 0,02821 0,02917

0,55548 0,54879 0,03395 0,03846 0,55579 0,54895 0,03154 0,03433

0,55 0,15 0,05

0,15 0,15 0,55673 0,54889 0,03042 0,03268 0,55670 0,55020 0,02834 0,02920
0,55426 0,54871 0,02988 0,03189 0,55486 0,55019 0,02803 0,02879
0,74894 0,74972 0,02620 0,02888 0,74923 0,74982 0,02510 0,02652
0,05 0,05 0,74940 0,74956 0,02618 0,02821 0,74950 0,74955 0,02486 0,02586

0,74876 0,74946 0,02574 0,02798 0,75051 0,75024 0,02448 0,02550
0,74521 0,74617 0,03045 0,03515 0,74689 0,74865 0,02635 0,02804
0,74937 0,75000 0,02802 0,03136 0,74921 0,74919 0,02468 0,02556
0,74846 0,74884 0,02744 0,03056 0,74973 0,74983 0,02456 0,02547
0,74944 0,74425 0,03638 0,04585 0,75073 0,74886 0,02827 0,03121

0,75 0,15 0,05

0,15 0,15 0,75184 0,74491 0,03329 0,04052 0,75245 0,74909 0,02497 0,02589
0,75169 0,74323 0,03280 0,03983 0,75276 0,74914 0,02452 0,02528
0,94661 0,94818 0,01761 0,02130 0,94822 0,94883 0,01310 0,01386
0,05 0,05 0,94724 0,94758 0,01488 0,01767 0,94885 0,94938 0,01239 0,01305

0,94583 0,94760 0,01423 0,01657 0,94917 0,94975 0,01227 0,01296
0,94307 0,93816 0,02512 0,03475 0,94479 0,94534 0,01562 0,01694
0,94520 0,94531 0,01998 0,02504 0,94751 0,94889 0,01334 0,01380
0,94565 0,94463 0,01831 0,02324 0,94878 0,94967 0,01256 0,01299
0,94402 0,92876 0,02544 0,03778 0,94538 0,94472 0,01590 0,01742
0,94467 0,94013 0,02403 0,03440 0,94855 0,94857 0,01351 0,01427
0,94569 0,94182 0,02197 0,03129 0,94943 0,94931 0,01264 0,01331

0,95 0,15 0,05

N N W NN N WY WY U WY WS WY WY N WS W W
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FIGURA 4.15: Comparac¢ido dos modelos FVO e FVC por meio do desvio padrao médio, segundo a quantidade de
informacao a priori, mas controlando pelo tamanho da amostra e pelo niimero de classificagdes

repetidas
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FIGURA 4.16:Comparacio dos modelos FVO e FVC por meio do desvio padrdo, segundo a quantidade de informacgéo a

priori, mas controlando pelo tamanho da amostra e pela propor¢do de itens conformes
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FIGURA 4.17:Comparagdo dos modelos FVO e FVC por meio do desvio padrdo, segundo a quantidade de informagdo a

priori, mas controlando pelo tamanho da amostra e pelos erros

de classificacdo

Conforme foi previsto no delineamento do processo de simulacdo, além da comparacdo dos

modelos FVO e FVC por meio suas medidas descritivas a posteriori de centralidade e de

variabilidade, planejou-se também um procedimento comparativo inferencial desses modelos com

base na razao das amplitudes dos respectivos intervalos de maxima densidade a posteriori com 95%

de credibilidade e do célculo do fator de Bayes. Essas duas novas medidas juntas servirdo para gerar

novos subsidios na escolha entre os modelos FVO e FVC.

Desse modo, as TABELAS 4.9, 4.10 e 4.11 relatam os valores médios das amplitudes dos

intervalos de 95% de credibilidade e do fator de Bayes para experimentos amostrais com 50, 100 e
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150 itens. Numa leitura vertical sobre cada tabela, observa-se que as amplitudes dos intervalos de
ambos os modelos, para cada grau de informacgdo da distribui¢do a priori dos erros e para de cada
faixa da proporcdo de itens conformes, aumentam a medida que s@o considerados erros de
julgamentos maiores, quer seja do erro tipo I, quer seja do erro tipo II. J4 se baseando num recorte
por linha, nota-se que o uso de distribui¢cdes a priori mais informativas para os erros de classificacdo
contribuem para projetar distribuicdes a posteriori com intervalos de credibilidade mais curtos para

os dois modelos, ou seja, mais concentradas.

Além disso, percebe-se que tanto o tamanho da amostra quanto o nimero de classificagdes
repetidas considerados ajudam na reducdo dos desvios padrdo dos estimadores dos modelos. Mas,
independente do ponto de vista que for utilizado, comprova-se que as amplitudes dos intervalos do
modelo FVO sdo sempre menores que os tamanhos dos intervalos do modelo investigado por Evans
et al. (1996). Essa constatacdo conduz a mais um resultado importante, pois mais uma vez sinaliza a
superioridade do procedimento proposto. Tal fato pode ser comprovado na razdo dos intervalos
observados que sdo inferiores a 1, para quaisquer niveis de n, m, p, e;, e2 € quantidades de

informacdo das distribui¢des a priori (TABELAS 4.9, 4.10 e 4.11).

Sob um ponto de vista mais estocéstico, é possivel analisar as caracteristicas dessas razdes
em termos de suas medidas de centralidade, variabilidade, assimetria e pontos discrepantes. Por
exemplo, a FIGURA 4.18 mostra as distribui¢des amostrais das razdes das amplitudes dos intervalos
de credibilidade controlando por n, m e o nivel de informacdo da distribuicdo a priori dos erros.
Nesse grafico é possivel perceber que o uso das distribui¢des a priori Beta(1,2) para os erros geram
distribuicdes assimétricas e dispersas para as razdes das amplitudes dos intervalos de credibilidade,
enquanto que as distribuicdes a priori Beta(2,10) produzem distribuicdes ligeiramente simétricas,
bem mais concentradas e mais proximas de 1. Essa dltima afirmacdo retrata uma clara tendéncia dos

modelos apresentarem amplitudes dos intervalos de credibilidade semelhantes na presenca de
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distribuicdes a priori Beta(2,10), ou seja, quanto mais informacdo a priori for considerada, mais
proximos serdo os perfis inferenciais dos modelos. Ainda assim, como pode ser comprovado na
propria FIGURA 4.19, mesmo havendo uma proximidade das amplitudes dos intervalos de
credibilidade dos modelos bayesianos FVO e FVC, hd de se destacar que as amplitudes dos
intervalos de credibilidade geradas pela técnica proposta foram sempre menores que as amplitudes

dos intervalos produzidos pela dltima técnica, independente da situagdo trabalhada.

Adicionalmente, observa-se que o aumento do tamanho da amostra e/ou do nimero de
classificacdes repetidas ndo interferiu na relagdo proporcional dos tamanhos dos intervalos de
credibilidade dos modelos. A mesma conclusdo pode ser aplicada aqueles graficos que envolveram a
propor¢do de itens conformes (FIGURA 4.19) e os erros de classificacdo (FIGURA 4.20), ou seja,
apesar de as distribuicdes das razdes dos intervalos se apresentarem com diferentes perfis de
assimetria e de variabilidade, mostrando uma auséncia de uma relacdo direta, o fator com maior

poder de influéncia sobre tais razdes foi o grau de informacdo das distribui¢des a priori.
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TABELA 4.9: Amplitudes médias dos intervalos de 95% de credibilidade para os modelos
propostos e FVC e fator de Bayes para n=50, segundo a propor¢do de itens conformes, erros de

classificagdo, nimero de classificagcdes repetidas e niveis de informacgdo das distribui¢cdes a priori.

Nivel de Informagao da Distribui¢do a priori

Beta(1,2) Beta(2,10)
e e m

rooe e RS wo P WHEER o
FVO (A) FVC (B) BAYES FVO (A) FVC (B) BAYES
3 0,11292 0,11766 0,95967  22,75117 0,11061 0,11316 097748  2,34019
0,05 0,05 5 0,11179 0,11521 097035  22,21845  0,11056 0,11354 097371  2,16517
7 0,11136 0,11512 0,96737  22,81505 0,11035 0,11325 0,97439  2,29578
3 0,11635 0,12193 095430  22,58916  0,11412 0,11854 096277  2,16647
0,55 0,15 0,05 5 0,11241 0,11643 096543  21,48893  0,10984 0,11212 097968  2,43115
7 0,11135 0,11436 097371 21,87516 0,10976 0,11185 098136  2,16741
3 0,12669 0,13879 091282 21,99032 0,11850 0,12541 0,94490  2,27915
0,15 0,15 5 0,11585 0,12129 095511 22,76263  0,11142 0,11424 097530  2,28587
7 0,11383 0,11821 0,96296  21,07648 0,10955 0,11150 0,98248  2,24439
3 0,10182 0,10811 0,94179  23,39429 0,09683 0,10045 096392 2,23189
0,05 0,05 5 0,09937 0,10576 093952 23,04235  0,09644 0,09972 096711  2,30246
7 0,09888 0,10411 0,94978  22,10038 0,09620 0,09954 0,96647  2,31793
3 0,11167 0,12100 092286  23,28123  0,10254 0,10710 095745  2,29841
0,75 0,15 0,05 5 0,10506 0,11207 0,93748  23,05175 0,09615 0,09847 097648  2,20294
7 0,10395 0,11069 0,93909  22,45494 0,09598 0,09862 097315 2,13830
3 0,11740 0,13045 0,89998  21,21010  0,10452 0,11041 094668  2,23451
0,15 0,15 5 0,11040 0,12304 0,89728  23,10625  0,09757 0,10174 095895  2,26309
7 0,10983 0,12170 0,90245  22,35149 0,09552 0,09840 097075  2,25349
3 0,05812 0,06816 0,85269  22,33988  0,04518 0,04519 0,99958  2,21823
0,05 0,05 5 0,05456 0,06273 0,86967  22,88025 0,04201 0,04248 0,98904  2,29020
7 0,05435 0,06051 0,89821  22,01462  0,04217 0,04243 099373 2,27288
3 0,06217 0,07419 0,83797  22,61712  0,05302 0,05539 095723 2,26955
0,95 0,15 0,05 5 0,06526 0,07439 0,87728  23,32456 0,04733 0,04791 098793 227154
7 0,06088 0,07200 0,84558  22,18172 0,04470 0,04539 0,98489  2,25518
3 0,06366 0,08069 0,78894  22,17444  0,05400 0,05535 097573 2,23496
0,15 0,15 5 0,06708 0,08035 0,83481  21,12922 0,04625 0,04814 0,96089  2,34942
7 0,06098 0,07807 0,78119  21,83387  0,04412 0,04579 096345  2,24048
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TABELA 4.10: Amplitudes médias dos intervalos de 95% de credibilidade para os modelos
propostos e FVC e fator de Bayes para n=100, segundo a propor¢ao de itens conformes, erros de

classificagcdo, nimero de classificagcdes repetidas e niveis de informacgdo das distribui¢cdes a priori.

Nivel de Informagao da Distribuicdo a priori

Beta(1,2) Beta(2,10)
e e m
v R o PO MEIRER wwo
FVO (A)  FVC (B) BAYES "tvo (A) FVC (B) BAYES
3 0,08273 0,08830 0,93699 22,56581 0,08070 0,08365 0,96467 2,38643
0,05 0,05 5 0,08209 0,08579 0,95686 23,44966 0,08027 0,08301 0,96689 2,25236
7 0,08140 0,08580 0,94879 22,50841 0,08012 0,08234 0,97300 2,24622
3 0,08523 0,09011 0,94577 22,02143 0,08254 0,08582 0,96179 2,23685
0,55 0,15 0,05 5 0,08265 0,08716 0,94827 22,11444 0,08047 0,08316 0,96761 2,19342
7 0,08221 0,08609 0,95496 22,33047 0,07982 0,08193 0,97425 2,34069
3 0,09446 0,10538 0,89636 20,58269 0,08868 0,09568 0,92684 225674
0,15 0,15 5 0,08475 0,08944 0,94753 23,47810 0,08069 0,08288 0,97355 2,24760
7 0,08421 0,08881 0,94819 22,67493 0,07945 0,08103 0,98042 2,31004
3 0,07476 0,07997 0,93488 22,04912 0,07076 0,07377 0,95922 2,15298
0,05 0,05 5 0,07383 0,07933 0,93069 21,84334 0,07070 0,07318 0,96608 2,31067
7 0,07335 0,07859 0,93338 23,02222 0,06947 0,07177 0,96795 2,29008
3 0,08402 0,09405 0,89339 22,46335 0,07497 0,07941 0,94402 2,22075
0,75 0,15 0,05 5 0,07989 0,08789 0,90907 21,64325 0,07033 0,07244 0,97087 2,34828
7 0,07862 0,08621 091194 21,46844 0,06984 0,07213 0,96824 2,34290
3 0,09712 0,11507 0,84398 21,22749 0,07871 0,08570 0,91839 2,28507
0,15 0,15 5 0,09003 0,10493 0,85803 22,25175 0,07144 0,07410 0,96413 2,29166
7 0,08797 0,10174 0,86467 23,45263 0,06952 0,07143 0,97319 2,17213
3 0,04632 0,05150 0,89937 21,18353 0,03574 0,03661 0,97619 2,31159
0,05 0,05 5 0,04000 0,04333 0,92312 22,49390 0,03370 0,03484 0,96730 226817
7 0,03741 0,03978 0,94055 22,15501 0,03287 0,03395 0,96815 2,20127
3 0,05718 0,06539 0,87447 2442144 0,04229 0,04241 0,99705 2,22234
0,95 0,15 0,05 5 0,04917 0,05567 0,88334 22,80393 0,03619 0,03647 0,99230 2,37567
7 0,04627 0,05114 0,90492 22,06936 0,03400 0,03455 0,98401 2,24000
3 0,05283 0,06547 0,80695 22,50083 0,04077 0,04216 0,96716 2,20622
0,15 0,15 5 0,05502 0,06683 0,82331 23,57212 0,03650 0,03725 0,97992 2,27478
7 0,05076 0,06362 0,79783 21,79319 0,03341 0,03447 0,96916 2,22626
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TABELA 4.11: Amplitudes médias dos intervalos de 95% de credibilidade para os modelos
propostos e FVC e fator de Bayes para n=150, segundo a propor¢ao de itens conformes, erros de

classificagcdo, nimero de classificagcdes repetidas e niveis de informacgdo das distribui¢cdes a priori.

Nivel de Informagao da Distribui¢do a priori

Beta(1,2) Beta(2,10)
e e m
v WS w0 Tt WRRRES  wano e
FVO (A)  FVC (B) BAYES "tvo (A)  FVC (B) BAYES
3 0,06809 0,07330 0,92894 22,42637 0,06682 0,06969 0,95877 221133
0,05 0,05 5 0,06774 0,07126 0,95062 23,05762 0,06643 0,06949 0,95598 2,17532
7 0,06740 0,07172 0,93975 22,76802 0,06623 0,06849 0,96694 2,26740
3 0,07026 0,07450 0,94313 22,69878 0,06828 0,07125 0,95841 2,38135
0,55 0,15 0,05 5 0,06893 0,07414 0,92972 23,24085 0,06646 0,06904 0,96264 2,29776
7 0,06873 0,07345 0,93572 22,97089 0,06633 0,06861 0,96685 2,23667
3 0,07984 0,09045 0,88274 23,06771 0,07417 0,08074 0,91866 2,22697
0,15 0,15 5 0,07154 0,07686 0,93069 20,80132 0,06664 0,06868 0,97028 2,27901
7 0,07023 0,07499 0,93656 22,04285 0,06595 0,06771 0,97395 2,40955
3 0,06141 0,06752 0,90945 22,32462 0,05901 0,06235 0,94650 2,30257
0,05 0,05 5 0,06152 0,06626 0,92857 21,04551 0,05848 0,06081 0,96158 2,30442
7 0,06050 0,06571 0,92075 22,14011 0,05761 0,05998 0,96060 2,28753
3 0,07157 0,08204 0,87242 22,08658 0,06194 0,06596 0,93912 2,36060
0,75 0,15 0,05 5 0,06578 0,07330 0,89741 22,54287 0,05802 0,06011 0,96517 2,38233
7 0,06437 0,07121 0,90401 21,75887 0,05777 0,05990 0,96444 2,14693
3 0,08502 0,10538 0,80683 22,94053 0,06648 0,07337 0,90611 2,25707
0,15 0,15 5 0,07772 0,09367 0,82970 22,67619 0,05868 0,06089 0,96376 2,29120
7 0,07647 0,09085 0,84168 23,37135 0,05763 0,05946 0,96922 2,19944
3 0,03825 0,04278 0,89420 23,36369 0,02981 0,03140 0,94923 2,24248
0,05 0,05 5 0,03251 0,03679 0,88363 22,50213 0,02811 0,02946 0,95442 2,30762
7 0,03130 0,03478 0,90013 22,34497 0,02765 0,02921 0,94648 2,26394
3 0,05407 0,06438 0,83978 22,66093 0,03635 0,03757 0,96761 2,40990
0,95 0,15 0,05 5 0,04325 0,04819 0,89755 22,43573 0,03068 0,03102 0,98891 2,19930
7 0,03897 0,04515 0,86317 20,67704 0,02864 0,02932 0,97677 2,36356
3 0,05353 0,06994 0,76541 22,07867 0,03670 0,03786 0,96925 2,30585
0,15 0,15 5 0,04921 0,06174 0,79697 23,16125 0,03072 0,03198 0,96059 2,35891
7 0,04430 0,05667 0,78164 21,63617 0,02851 0,03003 0,94926 2,20058
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FIGURA 4.18:Distribuicdo da razdo das amplitudes dos intervalos de 95% de credibilidade do modelo FVO em relagdo
ao modelo FVC, segundo a quantidade de informagdo a priori, mas controlando pelo tamanho da amostra

e pelo nimero de classificacdes repetidas
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FIGURA 4.19:Distribui¢@o da razdo das amplitudes dos intervalos de 95% de credibilidade do modelo FVO em relagdo

ao modelo FVC, segundo a quantidade de informag@o a priori, mas controlando pelo tamanho da amostra

e pela propor¢do de itens conformes
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FIGURA 4.20:Distribuicdo da razdo das amplitudes dos intervalos de 95% de credibilidade do modelo FVO em relagdo
ao modelo FVC, segundo a quantidade de informag@o a priori, mas controlando pelo tamanho da amostra

e pelos os erros de classificagdo

Concomitantemente aos comentarios ditos anteriormente, os modelos FVO e FVC foram
comparados segundo a quantidade de informagdo amostral absorvida dos dados e medida por meio
do fator de Bayes (ver secdo 4.5). Para isso, produziu-se a mesma estrutura de simulacao utilizada
para investigar a razdo dos intervalos de credibilidade dos modelos, mas rapidamente se percebeu,
com excecdo do nivel de informacgdo da distribuicdo a priori dos erros de julgamento, que nenhum
dos fatores n, m, p, e; € e, apresentou um grau de explicacio razodvel do fator de Bayes. Por isso,

resolveu-se construir apenas uma estrutura grafica envolvendo somente o grau de informagdo da
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distribuicdo a priori, n e m, sendo esses ultimos os pardmetros responsdveis, geralmente, pelo

controle das caracteristicas assintdticas das distribuicdes a posteriori.

Assim, com base na FIGURA 4.21, nota-se que as distribuicdes amostrais dos fatores de
Bayes se apresentaram bastante concentradas e oscilando em torno de 22,38, para distribui¢des a
priori pouco informativas, e por volta de 2,27 para distribui¢des a priori com um grau moderado de
informacdo sobre os pardmetros e; e e,. Observe, ainda, que essa afirmagdo é independente da
influéncia dos valores de n e m. Mais que isso, essa andlise demonstra que o modelo FVO, para uma
distribuicao a priori Beta(1,2), conseguiu apresentar fator de Bayes 22 vezes maior do que o modelo
FVC. Isso, sobretudo, refletiu a capacidade que o modelo de verossimilhanga ordenada tem de
transformar uma informacdo amostral numa informacao inferencial. De acordo com Jeffreys (1961)
um fator de Bayes entre 10 e 100 € considerado uma forte evidéncia e entre 1 e 3,2 é considerado
evidéncia muito fraca. Assim, com o uso da distribuicdo a priori Beta(1,2) fica evidenciada a
superioridade do modelo proposto. J4, com uso da distribuicdo a priori Beta (2,10) a evidéncia de
superioridade do modelo proposto néo € tdo evidente. Mas deve-se considerar o fato de que em todos
os casos simulados o fator de Bayes foi favordvel ao modelo proposto quando utilizou-se a

distribuicdo a priori Beta (2,10).

No conjunto, considerando os desvios padrdo, as razdes das amplitudes dos intervalos de
credibilidade e os fatores de Bayes, houve fortes indicios de que o modelo defendido aqui é superior

ao modelo tratado em Evans et al. (1996).
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FIGURA 4.21:Distribui¢do do fator de Bayes do modelo FVO em rela¢do ao modelo FVC, segundo a quantidade de

informacao a priori, mas controlado pelo tamanho da amostra e pelo nimero de classificagdes repetidas

No capitulo que segue outro importante tema serd abordado: a obtencdo dos valores 6timos
de n, m e do critério para a classificacio final do item (a). Até entdo tal critério de classificag¢do final
considerado nos modelos investigados foi a=m/2. Agora a proposta é relaxar essa condig¢do para 1 <
a < m e, conjuntamente com as varidveis de controle n e m, encontrar o vetor 6timo (n, m, a) que
atenda a determinadas especificagdes inferenciais a posteriori. A ferramenta de otimizacao sugerida

para realizar a tarefa descrita serd um algoritmo genético hibrido multiobjetivo.
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Capitulo 5

OTIMIZACAO MULTIOBJETIVO VIA
METAHEURISTICAS HIBRIDAS

Este capitulo consiste em obter o tamanho da amostra (n), o nimero de classificacdes repetidas (m) e
o critério (a) para a classificacdo final de cada item apds as m classificacdes repetidas, de modo que
esses, conjuntamente, atendam a especificacdes inferenciais de controle referentes a distribui¢do a
posteriori da propor¢do de itens conformes (p). A resolu¢do do problema serd permeada pela

utilizacdo das técnicas de metaheuristicas hibridas inteligentes.

5.1. SISTEMAS HIBRIDOS INTELIGENTES

Os seres humanos podem ser considerados um bom exemplo de “mdquinas” que possuem, €
transmitem informacdes de forma hibrida. As atitudes e a¢des dos seres humanos sdo governadas
pela combinacdo de informagdes genéticas e aquelas adquiridas por meio da aprendizagem. Na
informacao genética, chamada de gendtipo, as caracteristicas que nascem com o individuo, em forma
de codificacdo genética, sdo herdadas dos pais. O fendtipo, por outro lado, é a combinacdo das

potencialidades fornecidas pelo gendtipo com as influéncias do meio ambiente.

Além do mais, sao as informagdes dos nossos genes que garantem, sobretudo, o sucesso da

nossa sobrevivéncia. Essa sobrevivéncia que tem sido testada durante milhdes de anos de evolugdo.
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O aprendizado humano consiste de uma variedade de processos complexos que utilizam informagdes
adquiridas a partir de interacdes com o meio externo. E a combinacdo desses diferentes tipos de
métodos de processamento de informagdes que tem habilitado a raga humana a ter sucesso na sua

sobrevivéncia em meios dindmicos que se modificam a todo instante.

Mais especificamente, essa forma completa e complexa de processamento de informagdo
hibrida dos seres humanos estd sendo replicada para a geracdo de mdquinas que, por sua vez, se
adaptam e estdo cada vez mais sendo controladas por nucleos computacionais inteligentes. Essa
inteligéncia, denominada de inteligéncia artificial (IA), tem produzido resultados motivadores em
resolucdes de algumas tarefas particulares. Mas certos problemas complexos ndo podem ser
resolvidos satisfatoriamente por uma tnica técnica inteligente, pois tais técnicas possuem pontos
fracos e fortes, sendo adequadas para alguns problemas e nio para outros. Essas limita¢des t€m sido
a grande motivagdo para o estudo de sistemas hibridos inteligentes (SHI), em que duas ou mais
técnicas de IA sdo combinadas com o intuito de superar as respectivas limitagdes de técnicas

individuais.

Os SHI também ganham ainda mais destaque quando se considera a gama de aplicagdes em
que tais metodologias podem ser implementadas. Em geral, os dominios complexos t€m muitas
componentes de problemas diferentes, cada qual podendo requerer um tipo especifico de
processamento. Além do mais, os SHI podem ser combinados com diferentes técnicas, inclusive com

sistemas convencionais de computagdo, como os préprios programas da microsoftware Windows' .

Os motivos para a criacdo das metaheuristicas hibridas sdo inimeros, mas se pode resumir a

trés:

e Técnicas de intensificacdo: Integracio de, pelo menos, duas técnicas heuristicas diferentes

em que se deseja compensar o ponto fraco de uma técnica com o ponto forte da outra.
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®  Multiplicidade de aplicagoes em tarefas: Um sistema hibrido inteligente é criado tendo em
vista que uma unica técnica ndo € capaz de ser aplicdvel aos muitos subproblemas que certa
situacdo pratica possa apresentar.

® Realizacdo de miltipla funcionalidade: A criacdo de sistemas hibridos que exibam a
capacidade de processamento multiplo de informagdes dentro de uma arquitetura de eventos.

Esses sistemas imitam ou emulam diferentes técnicas de processamento.

Constata-se que sdo muitas as técnicas e ferramentas direcionadas a resolu¢do de problemas
de otimizacdo multiobjetivo. Em especial, t€ém surgido nos ultimos anos uma vontade e uma
predisposicdo muito significativa dos pesquisadores em combinar ou mesclar duas ou mais técnicas

de inteligéncia artificial para a criacdo de sistemas hibridos inteligentes.

Em vista disso, a segunda parte dessa tese utilizard essa mesma linha de pensamento e
combinard os métodos heuristicos de algoritmos genéticos com redes neurais e métodos de busca
multiobjetivo para resolver alguns problemas de interesses inferenciais sobre a distribui¢do marginal

a posteriori da propor¢do de itens conformes, discutido na sec¢do 4.3.1.

5.2. O PROBLEMA DE OTIMIZACAO MULTIOBJETIVO

5.2.1. DESCRICAO DO PROBLEMA

Na secdo 4.3 foi apresentada a construcdo da fun¢do de verossimilhanga ordenada (expressao

4.4) que dependia basicamente de um determinado critério a (1 < a < m) de classificagdo final de

cada item, no caso usado como a = m/2, ap0s as m classificagdes e de quatro outras quantidades: n.,

nE,Ce(_j.

93



Assim, considere que, sobre um espaco X de todos os resultados possiveis do experimento,
exista um vetor de fungdes dos dados amostrais constituido por x =(n¢,n;,C,C) e que exista

ainda um vetor de pardmetros (p, e;, €2) sobre o hipercubo [0;1]3. Além disso, seja f(p, e;, e2) a
distribuicdo conjunta a priori da tripla citada e fix| p, e;, e;) a funcdo de verossimilhanca dos
parametros (p, e;, e;) considerando os dados x (equagdo 4.4). Logo, a distribuicdo a posteriori
conjunta de (p, e;, e;), denotada por f(p, e;, ezlx), dado o vetor x é proporcional ao produto da

distribuicdo a priori e a funcdo de verossimilhanga e estd descrita em (5.1).
f(pe,eylx)e< f(xlpe,e, )f(p.ee;) (5.1
emque f(xl|p,e,e, ):P(CZC,EZE,I’IC =klp,e,e,).

A distribuicdo marginal a posteriori de p € a integragdo dupla sobre os parametros e; € e,

calculada como

11
fiplx)= j jf(p,el,ez | x Jdeyde, (52)
00

Portanto, o outro interesse principal deste capitulo é estudar as propriedades inferenciais e
preditivas dos estimadores da propor¢ao de itens conformes (p). Com esse intuito, apesar de ndo
aparecer explicitamente na expressdao 5.2 e nem na definicdo do vetor de dados x, o tamanho da

amostra e o nimero de classificacdes repetidas configuram informac¢des fundamentais para obter as

quantidades amostrais 7., ne, Ce.C.
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Além do mais, sobre a distribuicdo marginal a posteriori de p ainda residem dois interesses
principais: estudar a sua varidncia a posteriori e a amplitude do intervalo de credibilidade a

posteriori para um nivel de credibilidade 100(1-a)%.

Especificamente, a variancia a posteriori de p (65,) pode ser calculada por meio da expressao

1
657 :I(p—E(pIx,n,m,a))zf(pIx,n,m,a)dp (5.3)
0

1
em que E(pIx,n,m,a):Ipf(plx,n,m,a)dp € o seu valor médio.
0

Sob a oética da teoria de otimizacdo, um problema que temos que resolver é encontrar 0s
menores valores de n, m e o critério de decisdo a (1 < a < m) que, no pior caso, limite a maxima
variancia a posteriori de p abaixo de uma variancia o’ preestabelecida para todos os resultados
possiveis do experimento, ou seja

max {6?,}S o’ (5.4)

Para deixar claro sobre a intratabilidade do problema, a TABELA 5.1 apresenta o total de

experimentos possiveis que pode ser criado a partir da tripla (n, m, a), considerando todos os

possiveis valores de a, n¢, nz, C e C.
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TABELA 5.1:  Total de experimentos possiveis que podem ser gerados a partir da

definicdo dos parametros de entrada n, m e a

n m a Total de Experimentos Possiveis
10 3 I,..3 1.188
10 5 L,..5 6.105
10 7 1.7 17.402
50 3 I,..3 111.928
50 5 L,..5 650.505
50 7 1,..,7 1.948.982
100 3 I,..,3 863.853
100 5 L,..5 5.101.005
100 7 1.7 15.377.957
300 3 I,..,3 22.771.553
300 5 L,..5 135.903.005
300 7 L..7 411.393.857
600 3 I,..3 181.083.103
600 5 I,..5 1.083.606.005
600 7 L..7 3.283.567.707

Observe que, se o objetivo fosse encontrar os menores n € m que atendessem a expressao 5.4
por meio de um procedimento de busca exaustiva, seria necessario pesquisar mais de 3 bilhdes de
experimentos se o horizonte de busca estivesse limitado a n=600 e m=7 (TABELA 5.1). Se cada
experimento consumisse 1 segundo, seria preciso aproximadamente 105 anos de esforco
computacional, em termos de tempo, inviabilizando assim a solug¢ao. Por isso, serd imprescindivel o
uso de técnicas especialistas e inteligentes na busca da solugdo. Esta constatagdo € valida para o caso
de busca de um unico critério de decisdo (varidncia a posteriori ou amplitude do intervalo de

credibilidade) tornando-se ainda mais relevante no caso multiobjetivo.

Além disso, como ja discutido na secdo 4.4, outro interesse relacionado ao estudo da
distribuicdo marginal a posteriori de p € a determinacdo do seu intervalo de credibilidade. Portanto,

o objetivo principal sobre esse tema ¢ encontrar um intervalo MDP (médxima densidade de
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probabilidade) com probabilidade 1—-0 (O<0oi<l) com a maior amplitude possivel, por exemplo

’ . . L. . .
w( x,n,m,a ), que atingisse, no maximo, uma amplitude w preestabelecida, de modo que

wi(x,n,ma)<w (5.5)

Observe que, em geral, w'( -)dependerd do tamanho amostral (n), do nimero de

classificacdes repetidas (m) e do critério de classificac@o final (1 < a < m). Novamente, trata-se de

investigar os valores 6timos de n, m e a sob a 6tica do pior cenério possivel.

Joseph, Wolfson e Du Berger (1995) estudaram a obtencdo de tamanhos de amostra em
problemas de dados dicotdmicos. Segundo os autores, se p for unidimensional e f{plx), que depende
de n, for unimodal, entdo um intervalo [a,h] serd MDP se e somente se p;#Z p, com
f(py1x)= f(p,|x) para todo p; € [a,b] e para todo p, ¢ [a,b], isto é, se a funcdo densidade a
posteriori, para todo p; dentro do intervalo MDP, for maior do que qualquer outra densidade para

todo p, fora do intervalo MDP. Os autores ainda demonstraram trés critérios bayesianos para

determinag@o do tamanho da amostra.

O primeiro critério refere-se a cobertura média do intervalo de credibilidade para a
distribuicao a posteriori de p. Esse critério garante que, em média, a probabilidade de cobertura da
distribuicdo a posteriori €, no minimo, 1—-o. Dessa forma, para uma dada amplitude de intervalo
MDP fixo w, o menor tamanho amostral #, cuja probabilidade de cobertura é, no minimo, 1-o deve

satisfazer & expressao

hy
I If(plx,n,m,a)dp f(x)dx=>21-a (5.6)

X |y
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em que hy = h( x,n,m,a ) é o limite inferior do intervalo de credibilidade que depende dos dados x e

dos pardmetros n, me a e h, =h +w/(x,n,m,a) é o limite superior do intervalo de credibilidade.
1plpl

Além disso, f(x):.[ J. J.f(xlp,el,ez )f( p,e e, )dpde de, € a distribuicdio marginal de x e
0J0d0

f(plx,n,ma) éadensidade a posteriori de p dada pela equagdo 5.2.

Com um raciocinio anilogo, o segundo critério sugere uma maneira alternativa de selecionar
o tamanho da amostra baseado numa probabilidade de cobertura 1—o fixa para o intervalo de

credibilidade MDP da proporcao de itens conformes.

Assim, considere um intervalo MDP para p com amplitude w e uma probabilidade de
cobertura 1-0, ambos fixos. Suponha, ainda, que cada resultado x do experimento exija um
comprimento w'(x, n, m, a) de intervalo para atingir a cobertura desejada. Desse modo, a

estruturacio desse método garante que, para algum x € X,

hy
If(plx,n,m,a)dpzl—a (5.7)

Iy

E o problema se resume, entdo, em selecionar n, m e a, tais que a esperanca (com respeito a

x) das amplitudes desses intervalos de tamanho w’(x, n, m, a) seja, no maximo, w, ou seja

.[w'(x,n,m,a)f(x)dew (5.8)

X

Mas, apesar de bastante intuitivo e direto, 0 método do tamanho médio do intervalo pode ser
criticado no sentido de garantir, apenas na média, a amplitude do intervalo desejado w. Portanto, o

procedimento ndo fornece nenhuma garantia para algum conjunto de dados x em particular.
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Por isso, uma abordagem mais conservativa que garanta, ao mesmo tempo, a amplitude do
intervalo MDP e a probabilidade de cobertura 1—o sobre todos os possiveis vetores x deve ser
definida. Dessa forma, o terceiro procedimento, conhecido como critério do pior resultado, busca os

valores de n, m e a que satisfacam a desigualdade

n+w

inf J‘f(plx,n,m,a)dp 2l-o 5.9
xeX
hy

em que w e o sdo valores prefixados. Essa especificagdo € similar ao critério que garante que a
maxima variancia a posteriori ndo excede um valor predefinido (5.4), pois ambas sdo construidas

sob a suposicao do pior cendrio possivel.

Assim, diante de tudo o que foi discutido e dentro do ambito de otimiza¢do multiobjetivo, a
principal meta € encontrar os valores Otimos dos pardmetros n, m e a que garantam,
simultaneamente, tanto a varidncia a posteriori de p (5.4) quanto a amplitude do intervalo MDP
w’(x, n, m, a), de modo que esse tenha uma probabilidade minima de cobertura de 1—a (baseado na
expressdo 5.9), tal que de certos ndo excedam os valores preestabelecidos. Em outras palavras, uma
vez definidas a variancia 6> maxima a posteriori e a amplitude maxima w do intervalo MDP, busca-

se o vetor (n, m, a) que atinja, no maximo, os seus respectivos valores especificados.

Portanto, nota-se que o problema de otimizacdo objeto de estudo ndo é de facil solucdo (ver
TABELA 5.1), pois retrata um processo de otimizagdo com restricdes tanto nos parametros de
entrada quanto nas fungdes objetivos. Exigird um enorme esforco computacional, uma vez que as
medidas desconhecidas no espagco das varidveis (n, m, a) em conjunto com os resultados
experimentais possiveis geram uma gama grande de verificacdes. A apresentacdo da metodologia

proposta basear-se-4 na definicdo de ferramentas analiticas utilizadas no processo de otimizagdo.
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Inicialmente o campo de verificacdes das solugdes factiveis serd reduzido por meio de uma definicao
matricial, chamada aqui de Matriz-Trabalho (MT). Em seguida, esse processo restrito de busca serd

desconsiderado, de modo a permitir a constru¢@o de um processo de otimizagdo mais preciso.

5.2.2. MATRIZ-TRABALHO

Com objetivo de reduzir a busca por todos os resultados experimentais possiveis, define-se
como Matriz-Trabalho (MT) o niimero total de pontos avaliados num determinado experimento,
provenientes da multiplicacio do nimero de itens avaliados (n) e do niimero de classificagdes

repetidas (m) realizadas, ou seja

MT(n;m)=nxm (5.10)

Desse modo, investigar as propriedades inferenciais de experimentos com Matrizes-Trabalho
de tamanho R (MT(n;m)=R) é garantir que os parametros 6timos obtidos representardo sempre
conjuntos de pontos com o mesmo padrdo (trabalho) de esforco computacional. Essa defini¢do foi
baseada na seguinte questdo: € melhor planejar um experimento com n=6 ¢ m=1 ou com n=3 e m=2?
Baseado na Matriz-Trabalho, essas duas situacdes sdo equivalentes, pois representam a mesma
Matriz-Trabalho. Evidentemente, o objetivo maior sobre a questdo formulada serd, sobretudo,
identificar qual a melhor combinagdo (n, m), considerando o mesmo esforco computacional, que

satisfaca os critérios especificados da varidncia e amplitude de intervalo obtidos a posteriori.

Assim, a busca pelos valores 6timos de n e m ficara restrita a todos os pares de divisores (7,
m) que satisfazem a condi¢do de que MT(n;m)=R. Por exemplo, para uma Matriz-Trabalho de
tamanho 30 (R=30), se n=1 implica em m=30; se n=2 implica em m=15; se n=3 implica em m=10; e,

para um caso geral, se n=0 implica em m=R/9, sendo ¥ um divisor de R.
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Assim, para uma Matriz-Trabalho fixa, o conhecimento do tamanho amostral determina
automaticamente o numero de classificagdes repetidas, tornando esse ultimo pardmetro
deterministico no processo de otimizacdo. O ideal, portanto, num processo de otimizacdo, € tentar
definir uma Matriz-Trabalho que contenha muitos divisores, possibilitando assim, um conjunto
maior de possibilidades no espaco de busca das solugdes factiveis, ou seja, das solugdes que atendem

a todas as restri¢des do problema de otimizagdo.

Por fim, pode-se ressaltar que a Matriz-Trabalho €, na verdade, uma estratégia para contornar
o problema de ter que pesquisar todas as combinacdes (n, m) possiveis. Conforme os resultados ja
apresentados na TABELA 5.1, constatou-se que € computacionalmente invidvel investigar todos os

pares (n, m).

5.2.3. FUNCAO OBJETIVO

Um problema geral de otimizagdo multiobjetivo consiste em encontrar um vetor de varidveis
de decisdo (solucdo) que satisfaca as restricdes estabelecidas e, concomitantemente, otimize uma
funcdo vetorial, cujos elementos correspondem as func¢des objetivos. Essas fungdes representam os
critérios de otimalidade do problema em estudo. Portanto, “otimizar” significa encontrar solucdes
com todos os valores dos objetivos que ndo podem ser melhorados simultaneamente. Além disso,
como o processo de maximizagdo pode ser transformado em problema de minimizagdo, bastando
apenas multiplicar a fungdo por —1 (principio da dualidade). E comum reescrever tais problemas

somente em termos de maximizagao.

Formalmente, isso pode ser definido da seguinte maneira:
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Maximizar 2= f(x)=(f} (%), f5(%),..., f,(x))
Sujeito a g(x)=(g,(x),8,(x),....,8,(x))<k
X =(x,%p,....,x,)e X

2=(2,255.-2,)EZ

em que x é o vetor de decisdo, z é o vetor objetivo, X denota o espago de decisoes e 1. = f(X) é a
imagem de X, denominada de espaco objetivo. Adicionalmente, as restricoes g(x) <k, k€ R° e o
espaco X determinam o conjunto de solugdes factiveis, ou seja, uma determinada solucdo x sé serd

considerada factivel se ela pertencer ao espaco de decisdes e atender a todas as restricdes g(x).

No entanto, quais sdo os valores 6timos para os parametros (n, m, a) que maximizem,
simultaneamente, a amplitude média do intervalo de credibilidade e a variancia a posteriori de p,
dada a uma Matriz-Trabalho de tamanho R, a uma varidncia maxima a posteriori 6> e a um
comprimento maximo de intervalo w de cobertura 1-o, todos predefinidos? Especificamente,
buscam-se os valores dos parametros de entrada que satisfazem o pior cendrio possivel, em termos
de variabilidade a posteriori e de comprimento médio de intervalo de credibilidade de maxima

densidade. E esse problema pode ser representado pela seguinte estrutura basica
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Maximizar 2= f(x)=( fi(x ), fo(x)) (5.11)

Sujeito a max{fl(x)}3<52;
xeX

hi+w

inf f(plx)dprz1—a;
xe X
hy

MT(n;m)=R; neZ" ; meZ ;aeZ e 1<a<m
c>0w>0.0<a<I;
x € X — Resultados Experimentais;

(n, m, a) — Variaveis de Decisao;

em que a fungdo objetivo 1, fi(x)= 6% , representa a variancia a posteriori de p e a funcio objetivo

2, f>(x), é a amplitude do intervalo de credibilidade MDP da distribuicdo marginal a posteriori de p

com cobertura 1—-ot e f( plx) € a distribuicdo a posteriori de p, respectivamente dados em (5.4) e

(5.9).

Um grau de complicagdo para o cendrio de otimizacdo apresentado é o fato de que os valores
6timos deverdo ser otimizados em espacos de busca de valores inteiros, o que dificulta a verificacio

dos critérios de parada do processo otimizador.

Tendo em vista que o problema de otimizagdo discutido esté inserido na classe de técnicas de
otimizagdo combinatdria, € de fundamental importincia o uso de metodologias adequadas e
adaptadas para esse fim. O representante que tem sido extensamente empregado ao longo das
ultimas duas décadas sdo os algoritmos genéticos. Essas estruturas computacionais inteligentes e

versdteis t€m fornecido significativos resultados em todas as 4dreas do conhecimento e sera utilizado,
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no sentido de obter resultados mais rdpidos e precisos. Serd discutida na se¢do 5.3 uma versdo

hibrida de um algoritmo genético inteiramente dedicado a otimiza¢do multiobjetivo.

5.3. ALGORITMO GENETICO HiBRIDO MULTIOBJETIVO PROPOSTO

Os algoritmos genéticos (AG) foram inicialmente introduzidos por Holland (1975) e fazem
parte da area de computacdo evolutiva, que, por sua vez, constituem uma classe de métodos
estocdsticos computacionais inspirados na evolucdo natural das espécies. Os AGs sdo métodos
robustos, flexiveis e tém a capacidade de produzir boas solu¢des para problemas complexos e de
grande porte em um tempo computacionalmente vidvel. Por essas razdes tém sido aplicados com
enorme sucesso em uma grande variedade de situagdes priticas que envolvem otimizacdo

combinatoria.

Os algoritmos genéticos constituem-se em uma meta-heuristica e conseqiientemente nio sio
ferramentas computacionais perfeitas e ndo existe uma garantia de que a solugdo apresentada seja
otima apesar de que muito provavelmente deverd ser uma boa solucdo. Por isso, tem sido muito
comum hoje a construcdo de algoritmos evolutivos mais adaptados e mais especificos para resolver
determinadas situagdes com maior precisdo. Essa personalizacdo tem sido conseguida com a
hibridizago, ou seja, com a combinagdo de dois ou mais métodos de heuristicas de otimizagdo, no

sentido de criar um outro algoritmo mais eficiente.

De um modo geral, um AG € composto, basicamente, por um conjunto de tarefas que sdo
desenvolvidas antes, durante e depois da construcio das geracdes evolutivas. E s@o essas tarefas ou
procedimentos (FIGURA 5.1) que serdo discutidos como uma proposta de um algoritmo genético

hibrido multiobjetivo (AGHM), enfocando sempre o seu uso para a solucdo dos problemas de
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otimizagdo que envolvem a obtencdo da tripla (n, m, a) a partir de especificacdes relativas a

distribuicdo marginal a posteriori de p.

INiCIo INICTALIZAR CRITERTOS DEFINIR VARTAVEIS DE GERAR A
DE PARADA: CONTROLE: POPU-LACJXD INICIAL:
MT(EY IT, e Asce P P By MaxE, O s Wy & n,m, a

AGHM

Mostrar
Resultados

TESTEDE
PARADA

¥

ELITISMO

Zitzler e Thiele (1599) ;
Ishibuchi e Murata {1998}

BUSCA LOCAL
l | MULTIOBIETIVO SIM
,

r v \
CTASSTFICACAO DA ALGORITMO 6 ( ATUALIZAR A
POPULACAQ »| NOVAGERACAC
ALGORITMO 3 J @ L ALGORITMO 7
A 4
r " \ %
PRESERVACAQ DA GERAR CONJUNTO 487 INICTAL ] ( AVALTACAO DA
DIVERSIDADE DE SOLUGES DOMINANTES POPULACAD
ALGORITMO 4 y Rede Neural Multilayer Perceptron Calcular os 7 objetivos
CALCULO DO SELECAD MUTACAO E OBTER A NOVA
FITNESS i RECOMBINACAD CERACAD
ATGOEITMO 5 S (i) MNormal A ssimétrica Geragio P,

FIGURA 5.1: Tarefas realizadas para o célculo do vetor 6timo (n, m, a)

5.3.1. DEFINICAO DO CROMOSSOMO

No algoritmo genético, um individuo, que é uma possivel solucdo para o problema
multiobjetivo, € basicamente descrito por um cromossomo, normalmente representado por uma
estrutura de dados qualquer. Os cromossomos possuem todas as informagdes do individuo e sdo

compostos por genes, que nada mais sdo do que as caracteristicas dos individuos. Além disso, cada
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gene € um elemento do vetor cromossomo que, tipicamente, recebe um valor numérico, um caractere
ou uma cadeia de caracteres escrita em algum cdédigo e que expressa alguma caracteristica do

individuo.

Finalmente, cada pardmetro do vetor de entradas do AGHM estd associado a um gene, e para
cada gene € definido um intervalo ou dominio dos possiveis valores. No caso especifico do problema
investigado nesse documento, o cromossomo, de codificacdo real, ¢ definido pelos seguintes

elementos:

¥ =[0,,0,.05]=[nm.a] (5.12)

em que o dominio de cada um dos pardmetros de entrada ja foi definido na expressdo 5.11.

Assim, todo o desenvolvimento do AG, incluindo os operadores genéticos, serd baseado no
vetor ¥ que representa um individuo ou uma solu¢do para o problema. Mas, para o AGHM
proposto, decidiu-se combinar as seguintes estratégias, a fim de realizar uma busca mais eficaz e

encontrar varias solugdes em paralelo, quais sejam:

e FElitismo: € mantido um subconjunto de solu¢cdes dominantes encontradas até o momento.

e (lassificagcdo da populagdo de acordo com a dominancia das solug¢des para calcular a funcio

de aptidao (fitness) de cada solugao.
e Preservacdo de diversidade na populagdo.

e Uso de busca local multiobjetivo baseada na relagdo de dominéncia de Pareto.
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5.3.2. ESTRATEGIA DO ELITISMO

Segundo Zitzler e Thiele (1999), um conjunto de pontos eficientes é uma regido, gerada no
espaco das solucdes factiveis do problema investigado, em que todas as solucdes sdo
equivalentemente plausiveis, isto é, ndo existem solucdes que melhorem todos os objetivos
simultaneamente. Esses pontos sdo, normalmente, chamados de solu¢des ndo-dominadas (FIGURA

5.2 para um problema de minimizacdo de f; e f>) e a unido dessas solu¢gdes forma o que se costuma

denominar de fronteira de Pareto ou conjunto Pareto-6timo (FIGURA 5.3).

Esparo objetive factivel Z° = )

A ' A

G
&
Incifereves com ©

= C

Dominados por €

E
- F
L J

Fronteiva Pareto-dtima

A fe2
* 3B
L

Dominam C©

D

&
diferertes com C

()

FIGURA 5.2:

A incorporacdo da estratégia de elitismo em algoritmos genéticos multiobjetivos é mais
complexa que em algoritmos genéticos mono-objetivos. Em algoritmos genéticos mono-objetivos,
geralmente, a melhor solu¢do € mantida na populacdo. No caso multiobjetivo, no lugar da melhor
solugdo, existe um conjunto de solucdes dominantes (melhor aproximag¢do do conjunto Pareto-
6timo) cujo tamanho pode crescer de acordo com o nimero de objetivos do problema. Por isto, é

necessario fixar critérios para a escolha das solucdes de elite que serdo adicionados a populacio

seguinte.
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(a) Espaco das Variaveis (b) Espaco das Funcies Objetivo

FIGURA 5.3:  Relacdo entre os espacos factiveis das varidveis e dos objetivos

Na metaheuristica. AGHM proposta, € usada uma estratégia de elitismo que combina as
estratégias discutidas por Zitzler e Thiele (1999) e por Ishibuchi e Murata (1998). Assim,
selecionam-se N, solucdes dominantes encontradas até a iteragdo atual ¢ para serem adicionadas a
populagdo seguinte P,.;. Entdo, na iteracdo 7+/ constrdi-se uma populagdo combinada P, ;UE,, em
que E, é o conjunto das N, solucdes de elite selecionadas a partir do conjunto de solugdes
dominantes D, encontradas até a iteracdo t. A selec@o das N, solucdes de elite pode ser baseada em
um critério que garanta a escolha de solu¢des dominantes dispersas, isto é, pontos no espaco objetivo

distribuidos sobre toda a fronteira dominante atual.

Na implementagdo do algoritmo proposto, essas solugdes de elite sdo selecionadas
aleatoriamente segundo uma distribui¢do uniforme. A cada iteracdo, escolhe-se aleatoriamente N,
solugdes de elite do conjunto dominante. A razdo para a ndo utilizacdo de uma técnica que garanta a
distribuicdo das solugdes é: se o conjunto de solucdes dominantes D ndo € alterado de uma iteracao

para outra, uma técnica deterministica, como por exemplo, a técnica de agrupamento (MORSE,
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1980), de uma iteracdo para outra, sempre selecionard as mesmas N,;. solucdes dispersas
(centrdides). Uma possibilidade mais custosa ndo explorada aqui consiste em determinar os grupos e

escolher um ponto aleatério de cada grupo.

5.3.3. CLASSIFICACAO DA POPULACAO

Cada solucdo é avaliada por uma fung¢do que retrata o potencial dessa solugcdo (desse
individuo) ser selecionado para participar das geracdes futuras. A essa fun¢do dd-se o nome de
funcdo de ajuste ou fitness. Para atribuir um valor de fitness as solu¢des no AGHM, primeiramente
classificam-se as solucdes da populacdo combinada PAUE,_;, em que P; é a populagcdo da iteragdo
atual e E,_; é o conjunto de solucdes de elite encontrado até a iteracéo anterior. Adota-se uma técnica
de ordenacgdo por dominancia (nondominated sorting technique), inicialmente proposta por Goldberg

(1989) e utilizada por Srinivas e Deb (1995) e Deb et al. (2000).

Essa técnica ordena a populagdo de acordo com a relagio de dominancia das solugdes,
construindo uma populagdo classificada em K conjuntos dominantes F;, F5,..., Fx. Em cada conjunto
F;, todas as solugdes sdo indiferentes (ou seja, ninguém domina ninguém). A FIGURA 5.4 mostra
um exemplo para o caso de um problema de minimizacdo bi-objetivo em que a populacdo de pontos
Sf(PAUE,_;) no espago objetivo € classificada em K=3 fronteiras f{F;), f(F,) e f(F3). Observe que os
pontos na fronteira f(F;) sdo os dominantes (correspondem as solu¢des mais aptas) e os pontos em

f(F>) dominam os pontos em f(F3).
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FIGURA 54:  Exemplo do método de classificacdo dos conjuntos de solu¢des de acordo com o valor do fitness

Deb et al. (2000) propuseram um algoritmo para classificar uma populagdo P de solucdes
(considerando os vetores objetivos) implementado em tempo O(rxN%), em que N é o tamanho da
populagdo a ser ordenada e r é o numero de objetivos. Esse algoritmo é denominado fast
nondominated sort e ¢ uma versdo melhorada da ordenacdo usada no algoritmo genético de Srinivas
e Deb (1995) implementado em tempo O(rxN°). Nesse algoritmo, para cada solu¢do x de uma

populagdo P determinam-se:

® n,: o numero de solu¢des que dominam x;

e S,: 0 conjunto de solucdes dominadas por x;
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Em seguida, identificam-se todas as solucdes com n, = 0 (solu¢des ndo dominadas), e essas
sdo armazenadas em um conjunto F;, que constitui a fronteira atual. Para cada solucdo y dominada
por alguma solucdo x da fronteira atual, o valor de n, é diminuido em uma unidade (ny, = n, — 1).
Entdo, as solu¢des y que tenham ny, = 0 sdo armazenadas num novo conjunto F> (fronteira atual).
Esse processo continua até que todas as solu¢des possuam ny = 0, isto €, até que todas as solugdes
sejam armazenadas numa fronteira. A FIGURA 5.5 apresentada o pseudocédigo do algoritmo fast

nondominated sort aplicado a uma populacio P.

ALGORITMO 3: FAST NONDOMINATED SORT

Entrada: P (uima populaciio de solicdes)
Saida: |, F,, ..., F. (populacdo classificada em K sub-populagdes)
1) Paracadax e Pfaca
Paracaday e P faga
Se x domina y entdo §_ =S8 _x {y} (S, ¢ o conjunto de solu¢Ges
dominadas por x).
Sendo, se y domina x entdon =#n_+ 1.
Se n_= 0 (n, é o numero de solugdes que dominam x) entdo F, = F, w {x}.
Fagaj=1.
2) Enquanto F, = © faga
Faga F.+1 =(.
Para cadax € I, faga
Paracaday € S, faga
Fagan,=n —1 Sen =Oentdo ¥ =F '\ {y}.
Facaj=j+ L.

FIGURA 5.5:  Algoritmo Fast Nondominated Sort criado por Deb et al. (2000)
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Observe que a primeira fase do algoritmo fast nondominated sort requer tempo O(rxN?), pois
as solugcdes da populacdo sdo comparadas duas a duas, e para cada comparacido de duas solugdes,
comparam-se 0s r objetivos. Enquanto que a segunda fase do algoritmo, no pior caso (quando cada
fronteira contém um tnico ponto), requer tempo O(N?). Portanto, a complexidade do algoritmo é
0(r><N2) + O(Nz) = 0(r><N2). Na metaheuristica AGHM proposta é usado o algoritmo fast

nondominated sort para classificar a populagdo combinada P\UE,_;.

5.3.4. PRESERVACAO DA DIVERSIDADE DA POPULACAO E CALCULO DO FITNESS

Depois de classificar a populagdo P,UE,_; em K conjuntos dominantes Fj, F»,..., Fx, deve-se
definir e utilizar uma fung@o que represente o grau de aptidio (fitness) que uma determinada solucio
tem de continuar no processo evolutivo de reprodu¢do. Normalmente, a propria funcdo a ser
otimizada ¢é utilizada como fun¢@o de aptiddo ou como parte integrante dessa. Todavia, nesse
trabalho, apenas a varidncia a posteriori de p (5.3) serd usada como medida de ajuste, no sentido de

que valores menores dessa indicardo aqueles individuos (solu¢des) mais aptos.

Adicionalmente, as solugdes de um conjunto Fx possuirdo, de fato, maior potencial de
reproducdo (fitness) que as solugdes de um conjunto F; (j>K). Dado que as solu¢bes em um
determinado conjunto Fg sdo indiferentes (possuem o mesmo grau de domindncia), é necessirio
aplicar alguma técnica para diferenciar essas solu¢des. Entdo, na metaheuristica AGHM, o célculo

do fitness € baseado na técnica proposta por Deb et al. (2000).

Essa metodologia, quando aplicada a cada conjunto Fk, tenta preservar a diversidade da
populagdo P,UE, ;. Para cada solucdo x € Fk, determina-se uma estimativa do nimero de solucdes

localizadas ao redor de x, considerando o vetor de objetivos das solucdes dada pela distincia de
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aglomeracdo (FIGURA 5.6). Para uma determinada fronteira f(Fk), calcula-se a distancia de
aglomeracdo (dist) dos seus pontos 7, 2%, em que np € o nimero de pontos na fronteira. Os pontos
extremos z' e 77, geralmente, terdo altos valores de distincia de aglomeracdo. Uma forma de atribuir
o ajuste dos pontos de uma fronteira é "normalizar" tais distdncias pelos seus valores maximo e

minimo.

Um exemplo das distincias de aglomeragdo de uma populagdo ficticia € ilustrado na
FIGURA 5.7a, no qual é obtida por meio do algoritmo padrdo proposto por Deb et al. (2000).
Paralelamente, a FIGURA 5.7b demonstra o calculo de normalizagdo das distdncias obtidas pelo
método original. Note que, para o caso bi-objetivo, os pontos extremos de qualquer fronteira sempre
possuirdo a mesma distincia de aglomeracgéo é dada por (Min ;5 + Max ;;,)/Min;, e dist/Ming;,, para
os demais pontos dessa fronteira. Observe também que os pontos mais dispersos (ou isolados), numa

fronteira, sempre possuirdo maiores valores dessa medida de distancia.

ALGORITMO 4: ATRIBUICAO DA DISTANCIA DE AGLOMERACAOQ

Entrada: 8. | S| = np (sub-popuiacdio de tamanho np)
Saida: dist(z), Vz = f(S) (distdncia de aglomeragdo no espaco objetivo)

1) Para cada ponto 7 = £(S) faga dist{(z) = 0.
2) Para cada objetivo j faca
2.1) Ordene os pontos em f(S) de acordo com o objetive j obtendo z1,..., 7.
2.2) dist(z") = v, disi(z%) = v (v é um valor suficientemente grande)
2.3) Parai =2 até (np—1) faga
dist(z) = dist(z) + (f(z") - f(&1) ), em que f(z) € o valor da
j-ésima fungio objetivo do ponto 7.

FIGURA 5.6:  Algoritmo de célculo da distancia de aglomeragio
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FIGURA 5.7:  Cilculo das distancias de aglomeracio pelos métodos padrao e normalizado

Ap6s obtida a distincia de aglomeracdo de todos os pontos da populagcdo PAUE,_;, calcula-se
o valor do ajuste (fitness) de cada solugcdo por meio do Algoritmo 5 apresentado na FIGURA 5.8.
Um exemplo desse procedimento foi feito utilizando as distdncias de aglomeracdo normalizadas

ilustradas na FIGURA 5.7b que esta apresentada na FIGURA 5.8.

Note que o valor do fitness de uma solucdo depende da fronteira a qual ela pertence e da sua
distancia de aglomerag@o. As solugdes em Fy sempre possuirdo maior potencial de reprodugdo que
qualquer solugdo em Fg,i. Assim, o fitness é sempre maximizado, isto €, valores altos de fitness
correspondem a altas probabilidades de reproducdo, independente se o problema ¢ de maximizagao

ou de minimizacao.
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ALGORITMO 5: CALCULO DO FITNESS NO AGHM

Entrada: distincia de aglomeragiio (crowding distance) das K sub-poprilacdes
Saida: fitness das K sub-popuilacdes

1) Faga maxfitness, , = 0 (maximo valor de fitness na fronteira X+1).
2) Paraj = K diminuindo até 1 faga
2.1) Para cada solugdo x & F, faga
Jitness = maxfitness, , + dist(fix))

2.2) maxfitness, = max{fitness(y) 1y € F } ¢ o maximo valor de fitness de F,.

FIGURA 5.8:  Algoritmo para o cdlculo do fitness no AGHM
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FIGURA 5.9:  Cilculo do fitness apds obtencdo das distancias de aglomeragdo normalizadas
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Finalmente, depois calcular os valores de fitness de todas as solucdes, a populagdo PUE,_; é

reproduzida como em um algoritmo genético convencional (FIGURA 5.10).

PAIS CODIFICACAO DECODIFICACAD AVALIACAO - fiv)
P, 10010001 x flxg)
P, 0110011 X ix;)
P, 11011011 Xy fix,)
Selecdo dos o PO111010 x fixy Avaliacdo
¥ 5 Py 01010100 X5 Mixs) .
Pais TOTAL B e 3 s dos Filhos

S b ot
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< N = Decodificacio

)
Reproducio &

& . dos Eithos
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FIGURA 5.10: Estrutura geral de um algoritmo genético tradicional

5.3.5. SELECAO

Depois de classificar a populagdo combinada P.UE,_; e calcular os valores dos fitness das
solucdes, utiliza-se o método de selecao de Schaffer (1985) para selecionar as N solu¢des mais aptas

que formarao a populacdo de solucdes pais (mating pool) SP;.
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Schaffer (1985) implementou um método de selecdo que consiste na separacao dos objetivos.
A cada iteracdo geram-se r subpopulacgdes Pj, associadas aos r objetivos de tamanho N/r, em que N é
o tamanho da populagdo, e cada sub-populacdo contém as melhores solugdes, segundo um dado
objetivo. Este método busca pontos segundo dire¢des dos eixos das funcdes objetivos e,
consequentemente, dd maior preferéncia a pontos dominantes localizados nos extremos da fronteira

(FIGURA 5.11).

fén

subpopulacio

considerando f; N=14

subpopulacio
considerando f,

FIGURA 5.11: Exemplo do método de agrupamento de Shaffer

A partir dai, aplica-se os operadores genéticos de recombinagdo (crossover) e mutagdo a

populag@o SP, construindo, assim, uma populagéo de N novas solucdes (filhos) P’. Tais operadores

serdo modificados, como pode ser visto na se¢do 5.3.6 para se adaptarem ao problema multiobjetivo

que se deseja resolver neste trabalho.
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5.3.6. MUTACAO

A mutacio pode ser entendida como o operador responsavel pela introducio e manutencdo da
diversidade genética na populacdo. Esse operador trabalha alterando, aleatoriamente, um ou mais
componentes do vetor cromossomo, fornecendo, dessa forma, meios para a introdu¢do de novos
individuos na populacdo. O operador mutagdo € aplicado aos individuos com uma probabilidade Py,
chamada de taxa de mutacdo. Michalewicz (1994) discute varios métodos de mutacdo para

codificacdo real.

Mas antes de continuar a desenvolver esse topico, convém discutir alguns detalhes sobre uma
familia de distribui¢cdes normais assimétricas. Essa classe de distribui¢des servird de alicerce para a
constru¢do de um novo método de mutacdo que foi inspirado basicamente na técnica de mutacdo

gaussiana.

Segundo Azzalini (1985), uma varidvel aleatéria Z tem distribuicdo Normal Assimétrica
(skew normal) padrao com pardmetro A de assimetria, denotada por Z ~ SN(0,1,A), se a sua funcéo

densidade for dada por

f(z2)=28(z)P(rz), zeR (5.13)

em que AeR é uma constante, ¢(-) e P(-) denotam as respectivas fun¢des de densidade de

probabilidade (fdp) e de distribui¢do acumulada (fda) da distribui¢do normal padrao N(O, 1).

A FIGURA 5.12 mostra o comportamento de f(z) para cinco valores de A. A distribui¢do
Normal padrdo é um caso particular da distribuicio Normal Assimétrica quando A=0, ou seja, a
familia de distribui¢des normais assimétricas ¢ uma classe bem mais geral e o que define seu grau de

assimetria a esquerda ou a direita é o valor de A.
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FIGURA 5.12: Funcéo densidade da distribui¢do normal assimétrica para cinco valores de A

Essa familia de distribuicdes assimétricas tem propriedades muito interessantes. Algumas

dessas sdo mostradas a seguir e para uma discussao mais detalhada consultar Azzalini (1985).

Propriedade 1: Se Z ~ SN(0, 1,A) e Y = u + 6Z, entdao Y ~ SN(y, 6°, ) com fungdo densidade de

probabilidade dada por

f(y)=3¢(y;”)¢(7»y;”), yeR (5.14)
(¢) (6)

Propriedade 2: Seja Y ~ SN(l, 6%, 1), entdo a esperanca e varidncia de Y sdo dadas por

E(Y)=1,L+68J§ e V(Y):c2(1—382) sendo 5=L (5.15)
n n ) NEYE '

119



Assim, a distribuicdo normal assimétrica € bastante versitil, principalmente porque pertence
a familia de distribuigdes com pardmetros de locacdo e escala e possui suporte no conjunto de
ndmeros reais. Foram essas caracteristicas que possibilitaram a constru¢do do operador de mutacio

desejado.

Ap6s essa pequena explanagdo, considere o vetor cromossomo ¥, = [d)lt 05, ¢3t] referente

a geracdo t descrito pelos trés componentes de entrada examinados (ver expressdo 5.12). Para cada
uma dessas componentes é gerado um nimero # de uma distribuicdo de Bernoulli com pardmetro Py,
(probabilidade de mutacdo) que indicard se essa componente sofrerd ou ndo o processo mutacional.
Caso u=1 para uma determinada componente k (k < 3), entdo o processo de mutagdo dessa

componente serd efetuado baseando-se no procedimento abaixo:

PASSO 1: Considerando LI 0, © LSy, como os limites da componente ¢y na geragdo #, obter a

média (u% ), 0 desvio padrao (G% ) e o ponto médio do intervalo (x% ), respectivamente, como

segue:

uq)kt = q)kl
- LS, —LI,
“ 6 (5.16)
3 Ll¢k +LS¢k
¢kt - 2
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PASSO 2: Defina uma varidvel aleatéria Y com distribuicdo normal assimétrica com média

HW=MW, , Vvaridncia c’ zcikt /t e constante de assimetria A=( H—x, )/t, ou seja,

Y ~SN(Wg, 645 /1,(—x, )/1).

PASSO 3: Selecione um nimero aleatdrio y da distribuicdo Y e atualize o valor da componente ¢y,

com o valor y’, sendo y" a parte inteira de y.

Com o método de mutacdo que foi apresentado, € possivel observar que o novo valor da
componente @ € proveniente de uma distribuicdo normal assimétrica com média igual ao préprio

valor atual da componente, porém com variabilidade e assimetria que decaem com o nimero de

geracdes t do AGHM.

A grande vantagem em utilizar a distribui¢cdo normal assimétrica ao invés da distribuicdo
normal € diminuir a chance de que o AGHM, nas geracdes iniciais, visite locais mais afastados que o
atual valor da componente, justamente porque o grau de assimetria A, nesse inicio, tende a ser maior.
E a medida que as geracdes de solugdes vao sendo criadas esse raio de visitas vai diminuindo porque
tanto o A quanto 6°. vdo diminuindo, deixando a distribuicio cada vez mais simétrica e cada vez

mais concentrada em torno da componente Qy;.

Esses dois aspectos de variabilidade e grau de assimetria diminuindo com o aumento de
nimero de geracdes torna o método de mutacdo muito atrativo e, de uma certa forma, com uma
caracteristica heuristica, em que a prépria técnica vai “aprendendo” a mutar os seus genes de uma
forma cada vez menos varidvel, o que provoca a produgcdo de descendentes cada vez mais

adaptaveis.
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5.3.7. RECOMBINACAO

A recombinag@o (crossover) consiste em criar descendentes, de tal forma que algumas
caracteristicas dos parentes sejam trocadas entre si (MICHALEWICZ, 1994). A idéia é que se tenha
a chance de criar individuos melhores e mesmo que se criem também piores, esses terdo menor
representacdo nas sele¢des seguintes. Além disso, para cada componente do vetor cromossomo, o

operador crossover ocorrerd com uma probabilidade P,.

Para a representacdo real, o operador recombinagéo serd desenvolvido a partir de uma técnica
semelhante ao que foi apresentado para o operador mutac¢io, de modo a produzir individuos mais
proximos daqueles mais aptos, no sentido de terem um melhor valor da fungdo fitness. Nesse
sentido, sabe-se que a k-ésima componente de dois individuos-pais foi selecionada, considere o

seguinte procedimento para a realizacdo do processo de recombinagao:

PASSO 1: Sejam (1),’5,1 e ¢£,2 os valores da k-ésima componente de dois individuos-pais com as

respectivas funcdes de fitness g e g7*. O ajuste reflete a variancia a posteriori de , entdo o ideal
t t

¢ construir uma combinacdo linear das k-ésimas componentes dos vetores-pais, de modo que
favorega a transferéncia do material genético do pai que apresentar o menor valor para a funcio de

ajuste. Essa combinagao linear é dada por:

] ]
7(1)];;1 + 7¢]€t2
L o8 I
o, 17
g’ g’
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PASSO 2: Sejam LI 0, © LS, os limites da k-ésima componente dos individuos-pais na geragéo ¢,

obter o desvio padrdo (G, ) e o ponto médio do intervalo (x, ), respectivamente, como segue:

k 6
(5.18)
_ LI, +LS,,
x¢k - 2

PASSO 3: Defina uma varidvel aleatéria Y com distribuicdo normal assimétrica com média

W=HW, , varidncia c’ zcék /t e constante de assimetria A =( W—x,, )/t, ou seja,

Y ~SN(W,, ,Gg, /1,(1—x, )/1).

PASSO 4: Selecione um ndmero aleatério y da distribuicdo Y. Aquele individuo-pai que apresentou
~ . ~ s . . * *

a menor fungdo de fitness tera a sua k-ésima componente atualizada com o novo valor y , sendo y a

parte inteira de y, e serd o descendente dos dois vetores-pais que seguird para as geracdes

subseqiientes.

Novamente, nota-se que o método de recombinacdo sugerido acima apresenta tragos fortes
dos conceitos heuristicos, isto é, das ferramentas evolutivas que privilegiam os individuos mais
adaptados ao meio. Isso garante uma convergéncia mais rdpida do algoritmo genético hibrido
multiobjetivo. Ainda assim, de ciclos em ciclos, é necessario uma busca local multiobjetivo pelos

melhores individuos que ainda ndo foram examinados. Esse procedimento € abordado na secdo

seguinte.
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5.3.8. BUSCA LOCAL MULTIOBJETIVO

No algoritmo genético AGHM, aplicou-se um procedimento de busca local para melhorar as

solugdes dominantes da populagdo P, gerada pelos operadores genéticos. O procedimento da busca

local multiobjetivo (BLM), descrito no Algoritmo 6, é executado a partir do conjunto S de solugdes

dominantes da populag¢do P .

ALGORITMO 6: BUSCA LOCAL MULTIOBJETIVO (BLM)

Entrada: S (um conjunto de solugdes dominantes).
N gy (Nimero maximo de caminhos a explorar).
Niter (nimero maximo de iteragdes)

Saida: Dg; (conjunto de solugdes dominantes melhoradas).

PASSO 1: Inicio
Faca =1 (contador de iteracdes) e D, = S.

PASSO 2: Redugdo do conjunto S
Se ISI > Nyq entdo  “ISI € o nimero de elementos do conjunto S”
Reduza o conjunto S selecionando somente N, solugcdes.
Seja LC o conjunto das solugdes ndo selecionadas.

PASSO 3: Construgdo de um conjunto de solugées vizinhas S'

Faca S' = O (conjunto das solu¢des vizinhas dominantes).
Para cada x; € S faca
Gere a vizinhanga de x;: N(xy).
Para caday € N(x;) faca
Sey & Dp; ouy nio é dominado por Dg; entdo
Faca S’ = solu¢des dominantes de (S’ U {y}).
PASSO 4: Atualizagcdo do conjunto D com as novas solugées vizinhas em S'

Dp;, = solucdes dominantes de (Dp, U S").
PASSO 5: Faga S’ = solugdes dominantes de (S’ U LC)
Se (8'# D et < Niter ) entdo

Faca§S=S',r=1+1 e volte ao passo 1.
Sendo, pare.
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FIGURA 5.13: Tlustracdo grafica do método de busca local multiobjetivo — BLM

A FIGURA 5.13 ilustra um exemplo de aplicagdo do procedimento de busca local

multiobjetivo que serd detalhado a seguir.

Assim, seja S = {xj, X, .... , Xxg} 0 conjunto de partida da busca local e suponha que Npmax= 3
seja o nimero maximo de caminhos a serem explorados. A FIGURA 5.13 destaca a fronteira f (S)
formada pelos pontos z;=f(x;) , i = 1, ..., 8. Inicialmente, o conjunto de solu¢des dominantes Dpr=S.
Conforme o passo 2 do Algoritmo BLM, o conjunto S deve ser reduzido a trés solugdes. Suponha
que x1, x4 e x7 sejam as trés solucdes selecionadas para serem exploradas pela busca local, ou seja, o
conjunto inicial da busca local é S = { x|, x4, X7}, e as solucdes ndo selecionadas sdo armazenadas no
conjunto LC = {x;, x3, X5, X6, Xg}. A partir do conjunto § constréi-se o conjunto §’' com cinco

solugdes vizinhas, S’ = { y1, ¥2, ¥3, Y4, ¥5} (veja na FIGURA 5.14 os pontos imagens w;=f (y;) , i = 1,
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..., 3). Note que, S’ sempre conterd solu¢des ndo dominadas pelos conjuntos S e Dar. O conjunto DaL
¢ atualizado fazendo com que esse receba as solu¢des dominantes de (Dsz U S") = {y1, ¥2, ¥3, Y4, ¥s,

X6, X7, X3} (passo 4 do Algoritmo BLM).

No passo 5 do Algoritmo BLM, as solugdes que ndao foram selecionadas para busca local
podem ser consideradas na préxima iteragdo se essas nio sdo dominadas por S'; entdo, S’ receberd as
solucdes dominantes de (S U LC) = { yi, y2, ¥3, V4, ¥5, X6, Xs}. Como o conjunto inicial S foi
melhorado pelo conjunto S’ # &, uma vez que as solugdes em f(S') dominam as solugdes em f(S), o
processo € reiniciado numa nova iteracdo fazendo S = S'. Desse modo, no passo 2 dessa nova
iteracdo, os pontos selecionados para serem explorados podem ser y,, ys € xg que correspondem aos

pontos wa, wse Zs.

Observe que a busca local BLM termina pela execucdo de um nimero de iteragdes ou quando
ndo sdo encontradas novas solugdes dominantes, isto é, o conjunto Dazndo € alterado. Se no passo 3
nenhuma solug@o € adicionada a S’ o algoritmo tentard encontrar novas solu¢ées dominantes a partir

das solugdes armazenadas em LC, finalizando quando LC = .

A busca local BLM explora vérios caminhos simultaneamente, € o conjunto final obtido por
este método contém vdrias solugdes dominantes que constituem uma aproximacdo da fronteira das
solugdes Pareto-Gtimas, cuja qualidade depende da defini¢do da vizinhanca e do conjunto inicial de

solugdes dominantes.

Foi justamente com a inten¢do de melhorar a qualidade do algoritmo BLM que se decidiu
utilizar uma rede neural. A tecnologia de redes neurais mimetiza o processo de resolucdo de
problemas do cérebro humano. Tal como humanos aplicam o conhecimento adquirido de

experiéncias passadas para novos problemas ou situagdes, uma rede neural utiliza exemplos
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resolvidos previamente para construir um sistema de "neur6nios" que toma novas decisdes, faz

classificagdes e progndsticos.

Em resumo, as redes neurais artificiais podem ser definidas como um sistema de
processamento da informagdo que tem caracteristicas de desempenho em comum com as redes
neurais bioldgicas. Elas sdo capazes de solucionar problemas de inteligéncia artificial, construindo
um sistema que tenha circuitos que simulem o cérebro humano, inclusive seu comportamento, ou
seja, aprendendo, errando e fazendo descobertas. Sao mais que isso, s@o técnicas computacionais que
apresentam um modelo inspirado na estrutura neural de organismos inteligentes e que adquirem

conhecimento através da experié€ncia.

Os trabalhos sobre redes neurais se iniciaram na década de 40, com o neurofisiologista
McCulloch e o matemdtico Pitts (McCULLOCH; PITSS, 1943). Eles estabeleceram uma analogia
entre os processos de comunicacdo das células nervosas e de transmissdo elétrica por impulsos, e
propuseram a criagdo dos neur6nios, os quais eram capazes de se organizarem em redes executando
diversas tarefas. No entanto, o modelo que se tornou mais popular foi a rede perceptron, criada por
Frank Rosenblatt (1958), baseando-se no aprendizado supervisionado por correcdo de erros. Mas
foram as redes multiniveis, conhecidas como retropropagacdo (back-propagation), que
transformaram as redes perceptron em sistemas generalistas, pois permitiam a correcdo de erros em

redes contendo multiplas camadas (RUMELHART et al.,1986b).

A forma de arranjar os perceptrons em camadas € denominada perceptron multicamadas
(PMC). O perceptron multicamadas foi concebido para resolver problemas mais complexos, os quais
nido poderiam ser resolvidos pelo modelo de neurdnio bdsico. Para isso s@o necessdrias mais
conexdes, os quais s6 existem em uma rede de perceptrons dispostos em camadas. Tipicamente, a

rede PMC consiste de um conjunto de unidades sensoriais (n6s de fonte) que constituem a camada
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de entrada, uma ou mais camadas ocultas de nds computacionais € uma camada de saida de nds
computacionais. O sinal de entrada se propaga para frente através da rede, camada por camada

(HAYKIN, 2001). Usualmente as camadas de um PMC sio classificadas em trés grupos

Camada de Entrada: onde os padrdes sdo apresentados a rede;

Camadas Intermediarias ou Ocultas: onde é feita a maior parte do processamento,

através das conexdes ponderadas; podem ser consideradas como extratoras de

caracteristicas;

Camada de Saida: onde o resultado final é concluido e apresentado
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FIGURA 5.14: Modelo de uma rede neural do tipo PMC

Portanto, para tentar reduzir o tempo de processamento da busca local multiobjetivo decidiu-
se utilizar uma rede neural tipo perceptron com 2 camadas escondidas para elencar ou selecionar as

solugdes dominantes iniciais mais aptas, de modo a aumentar a eficiéncia da busca local
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(ROSENBLATT, 1958). A idéia € tentar escolher, por meio da rede neural, o melhor ponto de
partida para o método BLM, isto €, o melhor conjunto inicial de solu¢des dominantes. Essa técnica,
entre outros beneficios, tende a reduzir significativamente o tempo total para a obtencdo do vetor

otimo de solugdes.

Ainda assim, para evitar que a busca local consuma a maior parte do tempo computacional do
algoritmo genético, sugere-se acionar a busca local somente a cada [ iteracdes do algoritmo

genético. Como a busca local explora varios caminhos em paralelo, é necessario definir, de forma
apropriada, os pardmetros N, (nimero maximo de caminhos a explorar) e Niter (nimero maximo

de iteracdes da busca local).

Ao finalizar a busca local BLM, deve-se atualizar a populagdo P com o conjunto Dp; de

solugdes obtido por BLM. Seja IDg;l o nimero de solugdes contidas no conjunto Dg;. Entdo, as
solugdes de Dp; devem ser inseridas na populacdo e IDp;| solu¢des da populacido sdo removidas.
Como as solugdes de Dp; foram obtidas a partir de S, uma alternativa é substituir S por Dp.. No

entanto, existem trés casos para os tamanhos destes conjuntos a serem analisados: |Dscl = ISl, |DsLl >

ISI ou 1Dl < ISI. Apresenta-se a seguir um algoritmo para atualizar a populagdo P/ com o conjunto

Dgr obtido pela busca local multiobjetivo.
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ALGORITMO 7: ATUALIZACAO DA POPULACAO COM O CONJUNTO DOMINANTE Dy, (ADBI)

Sejam S={x,:i=1, ..., |8} C P; o conjunto de solucdes dominantes da populagio P; antes da busca
locale DBL={y,:i=1, ..., |DBL|} o conjunto de solu¢des dominantes obtido pela busca local

multiobjetivo.

Entrada: .§ (um conjunto de solugdes dominantes).
D, (conjunto de solugdes dominantes melhoradas).
Saida: S (um conjunto de solugdes dominantes) ainda melhor.

PASSO 1: Se |DBL| =S| e DBL = .5 entdio faca .S = DBL.
Sendo
Se [DBL| > |S|, entéo
Parai=1 até |S| facax, =y, (insira y, em S e descarte x;,).
Parai=|S| +1 até |[DBL| faca
Selecione aleatoriamente uma solugéio x* de (P;— S) efaca

x'=y,.
Faca §=.5 v {x"} (para que x'nfo seja selecionada
novamente).

Sendo
Ordene aleatoriamente as solugdes em S.
Parai=1 até |DBL| fagax, =y, (note que esta substitui¢iio ¢ aleatéria).

FIGURA 5.15: Algoritmo para atualizar a popula¢do Pz, por meio do algoritmo de busca local multiobjetivo

A FIGURA 5.16 demonstra um exemplo de atualizagdo da populacdo P’ em que f (S) e

Sf(DBL) sdo, respectivamente, as imagens dos conjuntos S e DL no espago objetivo e z;=f (x;), Vi. No
caso em que [Dazl > IS| (FIGURA 5.16a), todas as solucdes de S sdo substituidas por solugdes de Dar,

e as solugdes restantes de Dar substituem solugdes selecionadas aleatoriamente de ( P/ — S). Por outro

lado, na situagdo em que |Dazl < ISI (FIGURA 5.16b), IDsLl solugdes de S sdo substituidas pelas

solugdes de DaL, e as outras solucdes de S, permanecem intactas na populagdo.
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(a) Caso I |Dgy| > |8 (b) Caso 2: |Dgp| =[S

FIGURA 5.16: Atualizacdo da populagdo Pt, a partir do conjunto DBL obtido pela busca local

Vale ressaltar que, todos os pontos 4 explorados pela busca local s3o armazenados numa lista
W para evitar que a busca local explore novamente esses pontos. Além disso, sabendo que a lista W
pode crescer rapidamente, entdo o algoritmo armazena somente os pontos dominantes daqueles ja
explorados. Portanto, se numa dada iteragdo um ponto z € f(S) (z ponto dominante da populacdo)
pertence também a lista L, entdo z deve ser descartado do conjunto f(S), pois ele ja foi explorado em

alguma iteracdo anterior. Note que S € o conjunto de solu¢des de partida da busca local.
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5.3.9. PSEUDOCODIGO DO ALGORITMO GENETICO HIBRIDO MULTIOBJETIVO

O pseudocddigo mostrado a seguir retine todos os conceitos vistos nessa se¢do e apresenta

todas as suas fases no processo de otimizagdo multiobjetivo.

ALGORITMO 8: ALGORITMO GENETICO HIBRIDO MULTIOBJETIVO

Entrada: N ( tamanho da populagdo)
PR, pm (probabilidade de recombinagdo e mutacdo)
MaxE (niimero mdximo de solugoes de elite)
Nmax (niimero mdximo de caminhos a serem exploradas pela busca local)
Niter (niimero mdximo de iteragées da busca local)
B (periodo de ativagéo da busca local. Sugestdo: > 3)

Saida: D (conjunto de solucoes dominantes)

PASSO 1: Inicio

e Gerar uma populagéo inicial P1de N solucdes (as solugdes em P1 podem ser geradas
aleatoriamente ou usando alguma heuristica construtiva).

Para cada solucdo em P1, calcule os valores dos r objetivos.

Inicializar o conjunto de solu¢des dominantes: D1 = &.

Inicializar o conjunto de solugdes de elite: Eo = .

Seja W uma lista contendo as solugdes ja exploradas pela busca local. Faca W= er= 1.

PASSO 2: Classificacdo da Populagdo

Classificar a populacio P, U E,_; de acordo com a relacdo de dominancia das solugdes
obtendo uma lista de K conjuntos dominantes F1, F»,..., Fk.

PASSO 3: Atualizacdo da Populagdo

Facga D: = solugdes dominantes de (D: U F1).

PASSO 4: Cdlculo do Fitness
Para cadax € F.(i = 1, 2,...,K) calcule fitness(x).

PASSO 5: Selecdo

Seja SP:= . Usando um método de sele¢do, escolha N solucdes de P, U E,_; e armazene-0s
em SP:.
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PASSO 6: Atualizacdo do conjunto de solugdes de elite

Se ID:| > MaxE, entdo faga Neiie = MaxE, sendo faca Neiire = D1 |.
Selecionar aleatoriamente Neiire Solugdes de D:e armazene-as em E..

PASSO 7: Recombinagdo e Mutacdo

Seja P/ =< uma nova populagéo.
Repita N /2 vezes
e Escolha duas solucdes (pais) x1, x2 € SP:e faca SP:= SP: - {x1, x2}. Recombine x1 e x2
aplicando um operador de recombinacao.
e Adicione a P/ as novas solugdes (filhos) y1 e y2com probabilidade pr. Caso contrario,
adicione x1e x2a P/ .
Para cada solucdox € P/ faga:
Aplique a x um operador de mutacdo com probabilidade pm.

PASSO 8: Avaliagdo
Para cada solu¢do em P/, calcule os valores dos r objetivos.

PASSO 9: Looping

Se t =1 ou 7 é um miuiltiplo de [, entdo va para o passo 10.
Sendo, faga r =t +1, Pr= P/, e vd para o passo 12.

PASSO 10: Determinagdo das solugoes dominantes de P, a serem exploradas pela busca local
multiobjetivo

S = solu¢des dominantes de P, .
Para cada solugdo x € S faca
Se x € W (i.e., x ja foi explorado pela busca local) entdo remova x de S.
Atualize W com os pontos a serem explorados: W = solu¢gdes dominantes de (W U S) (note

que, W armazena somente os pontos dominantes de todos os pontos ji explorados pela busca
local).

PASSO 11: Busca Local Multiobjetivo
Execute a busca local multiobjetivo (Algoritmo 1) a partir do conjunto S (utilize os

parametros Nmaxe Niter). Seja DL o conjunto de solucdes dominantes obtidos ao final da
busca local.

Atualize a populagdo P/ com DsL (Algoritmo 8)

PASSO 12: Teste de Parada

Se a condicdo de parada ¢ satisfeita, entdo faca D = solucdes dominantes de (D: UP: ) e pare.
Sendo, facar=1+1, Pi= Pt'_1 e retorne ao passo 2.
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No algoritmo genético AGHM, para selecionar as solucdes reprodutoras (pais), pode ser
usado o método da roleta (roulette wheel), como descrito em Goldberg (1989), que consiste no
sorteio de solugdes baseado nos valores dos fitness, isto €, as solucdes com os menores valores de
fitness possuem maiores chances de serem escolhidas. Cabe destacar que na implementacdo da
metaheuristica AGHM o fitness de uma solucdo é obtido a partir do valor normalizado da distancia

de aglomerag@o, como estd sendo proposto aqui.

Sobretudo, € a combinacdo de diversas técnicas, tais como algoritmos genéticos com busca
local multiobjetivo e redes neurais, que constitui a contribui¢cdo mais importante da metaheuristica
AGHM ora discutida. Além disso, alguns testes foram feitos com a técnica AGHM e verificou-se
que a mesma apresenta uma taxa de convergéncia, em termos de tempo, da ordem de O(N?). Vale
lembrar ainda que, na literatura de otimizagdo multiobjetivo, a maioria dos algoritmos genéticos
propostos ndo utiliza estratégias de busca local multiobjetivo. A FIGURA 5.17 ilustra o processo

geral de otimizagdo multiobjetivo discutido nesse texto.

géragﬁo ta Iteraciio t s iteragﬁo t+a

P VE
P.«P_,

: . P!
Dominantes de P t

=

FIGURA 5.17: Visdo geral da implementacdo do algoritmo genético hibrido multiobjetivo
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54. APLICACAO A UM EXEMPLO NUMERICO

Para ilustrar o funcionamento do algortimo genético hibrido multiobjetivo proposto na se¢io
5.3, bem como o seu desempenho, serdo utilizados, mais uma vez, os dados analisados no artigo de
Fujisawa e Izume (2000), cujo objetivo era estimar o percentual verdadeiro de alelos de quatro

antigenos (M, N, S, s) para as cidades de Hiroshima e Nagasaki.

Em especial, para a aplicacio do AGHM serdo considerados os dados referentes ao antigeno
M da cidade de Nagasaki (TABELA 5.1) com trés classifica¢des repetidas, no qual foram realizadas
156 investigacdes, sendo que 26 ndo apresentaram respostas positivas entre os trés testes realizados;
dois apresentaram exatamente uma resposta positiva; um paciente obteve dois resultados positivos e

127 exames forneceu trés resultados positivos.

Tabela 5.1: Frequéncia Observada de Respostas Positivas (k) entre os Testes Serolégicos

Repetidos (m) para o Antigeno M da cidade de Nagasaki

k(m=3) e n=156

26 2 1 127

Desse modo, adaptando o experimento as condicdes de entrada do algoritmo genético hibrido
multiobjetivo, considerou-se uma Matriz-Trabalho de 156, que € o total de pacientes avaliados, e
uma distribuicdo a priori Beta (1,2) para os erros de classificagdo. Para essa aplicagéo, formulou-se a

seguinte questdo: Para a cidade de Nagasaki, quantos pacientes seriam necessarios examinar (n),
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quantos testes seroldgicos deveriam ser realizados (m) em cada paciente e qual seria o melhor
critério (a) para decidir se o paciente apresentou ou ndo uma resposta positiva, de modo que a
estimativa sobre a propor¢do de alelos contendo o antigeno estudado apresentasse, a0 mesmo tempo,
uma variabilidade de, no maximo, 0,001 e com um intervalo de credibilidade de 95%, cujo seu
comprimento nd@o ultrapassasse 0,080? Vale ressaltar que os valores fixados tanto para a
variabilidade maxima quanto para o comprimento maximo do intervalo de credibilidade sdo
meramente ilustrados, objetivando apenas a utilizagdo do algoritmo genético proposto neste capitulo.
Numa situagdo real, ¢ comum que tais pardmetros sejam definidos por uma equipe técnica

conhecedora do problema que estd sendo investigado.

A questio ndo € trivial porque o vetor 6timo de solugdes (m, n, a) tem de, simultaneamente,
gerar uma variancia a posteriori para o parimetro de interesse ¢ um comprimento de intervalo de

100(1—0)% credibilidade inferiores aos respectivos valores pré-estabelecidos.

A TABELA 5.2 mostra os valores 6timos para o tamanho da amostra, o nimero de
classificagdes repetidas e o critério para a classificacdo final de cada paciente que atenderam as
especificacdes de manter tanto uma varidncia maxima de 0,001 para a distribui¢do a posteriori da
proporcdo de alelos com o antigeno M da cidade de Nagasaki quanto uma amplitude maxima de
0,080 para um intervalo de credibilidade de 95%. O tempo total de processamento se aproximou de

10 horas.

Para esse antigeno da cidade de Nagasaki, Fujisawa e Izume (2000) encontraram uma
estimativa de 0,820 para o verdadeiro percentual de alelos com limites de 0,757 e 0,872 para um
intervalo de credibilidade de 95%. Enquanto que ao utilizar o AGHM, identificaram-se trés

resultados 6timos para o vetor (n, m, a) que atenderam as exigéncias iniciais.
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Tabela 5.2: Valores 6timos do tamanho da amostra, o nimero de classifica¢des repetidas e o

critério para a classificacdo final de cada paciente

62 maxima Amplitude Maxima do
" " “ P Intervalo MDP (95%)
39 4 1 0,0003755861 0,0760024053
52 3 1 0,0003400962 0,07400053986
52 3 2 0,0003177349 0,0718632388

Além disso, nota-se que, para manter a Matriz-Trabalho fixa em um esfor¢co computacional
de 156 avaliacdes, a dupla experimental (n, m) que parece mais adequada para se trabalhar é n=39,

m=4 e a=1 como critério de classificacdo final para identificagdo do antigeno M no individuo.

Essa solugdo, no pior cendrio possivel, forneceu um intervalo de credibilidade de 95%, cuja
amplitude é 34% menor em relacdo a amplitude do intervalo de credibilidade de 95% conseguido
por Fujisawa e Izume (2000). Observou-se, também, que o tamanho amostral obtido foi 4 vezes
menor com a aplicacio de quatro testes seroldgicos. Cabe, entretanto ressaltar que Fujisawa e Izume

(2000) utilizaram uma abordagem estatistica cldssica e ndao bayesiana.

Evidentemente, estd se referindo a um estudo clinico prospectivo, isto €, se fosse necessério
planejar um novo estudo no futuro como o que foi realizado pelos autores, bastaria investigar 39
pacientes, aplicando-os quatro testes serolégicos com o critério de classificagdo final a=1 para se
atingir, a0 mesmo tempo, uma variancia a posteriori para a proporcao de alelos contendo o antigeno
M de, no méaximo, 0,001 e com um intervalo de credibilidade de 95% de amplitude maxima 0,080.
Além do mais, esses resultados obtidos pela metodologia AGHM apresentaram muita consisténcia e

robustez, uma vez que refletem a configuragéo do pior cendrio possivel em relacio as duas medidas
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avaliadas, ou seja, no pior cendrio possivel, a variincia e a amplitude do intervalo de credibilidade

para estimar tal propor¢éo seriam, no miximo, aqueles valores especificados.

Por outro lado, caso seja de interesse ndo restringir o processo de otimizacdo por uma
determinada Matriz-Trabalho, é possivel relaxar essa condi¢do. Num processo mais geral, talvez o
critério de controle ndo fosse mais a Matriz-Trabalho, mas sim um tamanho de amostra maximo e
um ndmero méaximo de classificacdes repetidas que refletissem com mais exatiddo uma situacao real.

Essa idéia serd tratada na se¢d@o 5.5.

5.5. DELINEAMENTO DO PROCESSO DE SIMULACAO

O processo de simulagdo estd fundamentado no algoritmo genético hibrido multiojetivo

proposto na se¢éo 5.3. Os pardmetros de entrada sdo apresentados e discutidos a seguir:

CRITERIOS DO PROCESSO

1. Tamanho da Matriz-Trabalho (R): Designa todo o esfor¢o computacional utilizado para
obter o veto otimo (n, m, a). Lembre-se que uma Matriz-Trabalho é obtida como nxm;

2. Rmay € Mg Designam o tamanho mdximo amostral e o niimero mdximo de classificacoes
repetidas que devem ser considerados no processo de otimizacdo. Esses pardmetros
conjuntamente e o tamanho da Matriz-Trabalho (R) sdo mutuamente excludentes, isto é, ou é
fornecido o valor de R ou sdo fornecidos os valores de Nyqx € Mgy,

3. & max: Varidncia mdxima permitida da distribuicdo a posteriori de p;

4. o Significdncia para a construgdo do intervalo de credibilidade;

5. Wmax: Amplitude mdxima do intervalo MDP para uma credibilidade de 100(1-0)%;
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CRITERIOS DO ALGORITMO

6. P, e P,: Sdo as probabilidades de mutacdo e de recombinacdo do algoritmo genético;

7. ITyae: Niimero mdximo de iteracdes (geragdes) utilizado pelo AGHM,

8. Critério de parada: O AGHM parard quando, pelo menos, um dos critérios for observado:
a. IT,.. foi atingido;
b. Todos os elementos da Matriz-Trabalho de tamanho R pesquisados;

c. Os valores de nyax € My, foram atingidos;

Nota-se que ao se definir a Matriz-Trabalho como tendo tamanho R, uma vez que R=nxm,
automaticamente o AGHM definird o seu espaco de busca multiobjetivo como sendo todos os

valores de n que sdo divisores de R, de tal forma que m=R/n.

Em algumas situagées que ndo exigem uma busca tdo minuciosa da solucdo Otima, essa
estratégia funciona bem e de forma muito agil. Por outro lado, as vezes, a melhor solugdo serd
utilizada como ferramenta de tomada de decisdo e, entdo, uma resposta 6tima mais criteriosa deve
ser apresentada. Nesse caso, é mais interessante definir o tamanho amostral maximo (7,,,,) € 0
nimero méiximo de classificagdes repetidas (m,4y), €, portanto, o espago de busca do algoritmo
genético hibrido multiobjetivo serd todos os valores possiveis, e inteiros, envolvendo o produto ixj,
sendo i=1, 2, ..., ey € j=1, 2, ..., My, Para cada combinagdo ixXj, o AGHM consultard, de forma
estocdstica, alguns ou até todos os a’s, tais que 1< a < j. Essa estratégia deixa o algoritmo proposto
mais lento, porém com uma precis@o maior, pois potencializa a obtencio de solugdes mais proximas
da regido de pontos Pareto-6timo. Serd utilizado o pseudocddigo mostrado no Algoritmo 8

considerando dois estudos de simulagdo.
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Tabela 5.3: Definicdo dos parametros de entrada do AGHM para dois estudos propostos

ESTUDO 1: ESTUDO 2:

1. R=600 1. Rnax=600 € Mpae=7
2. Pn=0,01 e P,=0,80 2. P,=0,01 e P,=0,80
3. O max=0,0003 3. O max=0,0003

4. a=0,05 4. 0=0,05

5. Wmax=0,01 5. Wmax=0,01

6. IT;ae=10000 6. IT,ax=10000

O primeiro estudo privilegia o tempo de processamento das solugdes factiveis a serem
encontradas, ja que o algoritmo se concentrard somente nos 24 pares (1, m) de divisores da Matriz-
Trabalho com tamanho 600 individuos. Para cada um desses pares, pelo menos, um dos critérios
possiveis (a) para a classificacdo final de um determinado item sera testado como componente do
vetor 6timo multiobjetivo, ou seja, para cada n, o nimero de classificagdes repetidas serd calculado
como m=R/n e, consequentemente, com certa freqii€ncia, alguns critérios a, limitados a m, serdo
testados. Ainda assim, o esfor¢o computacional dessa estrutura de simulagdo é bem reduzido e o
resultado serd um conjunto de solu¢des que podera ndo atender as exigéncias operacionais de um

determinado sistema produtivo.

Ja o estudo 2 que ndo apresenta a Matriz-Trabalho, é baseada nos valores maximos de n
(Mimax) © de m (my,,). Isso quer dizer que V n,,,<100 e m,,<15, o algoritmo genético podera
investigar até 1500 pontos (7aXmmax) do espago de solugdes, sendo que, para cada um desses, ao
menos, um critério para a classificacdo final de um determinado item serd avaliado. O total de pares
(i, j) testados dependerd dos elementos selecionados pelo algoritmo de busca local multiobjetivo

(Algoritmo 6) e dos pontos pesquisados devido aos operadores de mutacdo e recombinagdo.
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Portanto, por visitar mais solugdes, o estudo 2 apresentard, no minimo, um conjunto mais amplo de
solugdes. Para se ter uma idéia, para n<100, as solu¢des encontradas pelo estudo 1, com uma grande
chance, deverdo estar contidas no conjunto de solugdes geradas pelo estudo 2, porque o algoritmo de
busca local multiobjetivo investiga todas as solugdes vizinhas ao conjunto de elite de solugcdes

factiveis obtidas em cada geragdo.

Sobre as questdes relacionadas ao cdlculo do tamanho de amostra com dados binomiais
envolvendo erros e classificagdes repetidas existem poucas obras. Apesar disso, um grupo de
pesquisadores canadenses tem desenvolvido alguns trabalhos. Rahme et al. (2000), por exemplo,
propuseram uma metodologia, embora mais simples, semelhante ao estudo 2. Os autores nio
utilizaram algoritmos evolutivos e o problema se resumia em encontrar o0 menor tamanho amostral,
tal que o intervalo MDP de maior amplitude possivel tivesse cobertura de, no minimo, 100(1-a)%,

ou seja, era um problema de otimizacdo uniobjetivo.

Além disso, o algoritmo de busca foi implementado de forma incremental sobre n. Entdo, o
P * e, . .
processo se iniciava com n =1 e o critério de parada era testado, ou seja, eram gerados todos o0s
tamanhos de intervalos de credibilidade e a 4rea da distribui¢@o a posteriori baseada no maior desses
. * L. ,
intervalos (W ,,4x) €ra comparada com a cobertura minima de 1—-a. No caso dessa drea apresentar um
valor inferior ao da probabilidade de cobertura estabelecida, o tamanho amostral era incrementado
* . ~ s, P * « L, .
para n =2 e todo o processo era repetido. A solug@o 6tima serd o menor n que atender o critério de

parada do algoritmo.

Sob esse ponto de vista, por ndo ser incremental, o estudo 2 se diferencia do procedimento
adotado por Rahme et al. (2000), pois o algoritmo apresentado aqui sé serd finalizado quando o
conjunto de todos os pares (i, j) selecionados pela buscal local multiobjetivo ndo mais puder ser

melhorado, ou seja, quando ndo mais existir uma combinagdo de n, m e a que forne¢a uma variancia
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maxima a posteriori € um comprimento maximo de intervalo MDP com probabilidade 1-o

inferiores aqueles valores especificados previamente.

Esse ultimo fato potencializa o leque de possibilidades para o tomador de decisdo, uma vez
que ndo necessariamente o menor tamanho amostral é a melhor solu¢do para um determinado
problema. Isto se deve ao fato que devemos considerar ainda o niimero de classificagdes repetidas m,
bem como o critério a para classificacdo final do item e o risco (varidncia) total envolvido no

processo.

Evidentemente, os dois estudos tratados aqui produzirdo vetores 6timos diferentes, porque
estdo fundamentados em espacos de busca distintos e porque o algoritmo genético proposto é um
processo estocéstico de otimizagdo. Ainda assim, serd interessante comparar os valores 6timos para

n, m e a obtidos por cada procedimento.

Andlogo ao que foi descrito no Capitulo 4, o trabalho intensivo e computacional dispensado
para a gerag@o dos valores 6timo de n, m e a consumiu cerca de trés dias para o estudo 1 e de sete
dias aproximadamente para o estudo 2 e foi produzido na mesma mdquina e plataforma ja descritas.
Tal fato revela um ponto positivo para a segunda abordagem, ji que, mesmo tendo uma carga de
célculo maior, conseguiu analisar um nimero maior de possibilidades gastando-se um pouco mais

que o dobro daquele registrado pelo estudo 1.
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5.6. RESULTADOS NUMERICOS

Para a obtencdo dos resultados, o algoritmo genético hibrido multiobjetivo proposto foi
executado, para ambas as estratégias, com variabilidade a posteriori maxima da distribui¢do de p
permitida de 0,00030 e com um intervalo de credibilidade MDP com amplitude maxima de 0,010
para um nivel de credibilidade de 95%. Além disso, para ambas os estudos, foram utilizadas uma

distribuicdo a priori Beta(1,2) para os erros de classificacdo.

A estrutura de otimizacdo apresentada na equacdo 5.11 consiste em obter os menores valores
de n e m, de modo que tanto a variancia a posteriori maxima (O max) quanto o tamanho do intervalo
de credibilidade maximo (w,,4) estejam abaixo dos valores de referéncia. Dado que ficou decidido
antes do experimento que ambos Cmax € Wimar representam valores aceitdveis, o objetivo do
algoritmo é maximizar as fungdes fi(x) e f>(x) da equagdo 5.11. Em relacdo a economia, quanto

menores forem n e m, mais vidvel serd a solucgdo.

Os resultados dos dois estudos estdo descritos na TABELA 5.4, sendo que as solugdes 5, 10,
11, 20 e 30 foram obtidas pelo estudo 1. Considerando entdo apenas essas solucdes geradas pelo
estudo 1, o menor tamanho amostral que atende as especificacdes é 150. Numa primeira andlise, esse
tamanho amostral condiz completamente com os preceitos tedricos de otimizacao ja explicados, uma
vez que, sob a 6tica da economia, 150 € o menor tamanho amostral, cuja variancia a posteriori de p e
a amplitude do intervalo MDP, no pior cendrio possivel, sdo inferiores a 0,00030 e a 0,010,

respectivamente.

Notou-se também que a sensibilidade das solugdes factiveis as quantidades estatisticas
calculadas a posteriori pode vir de vdrias outras fontes. Por exemplo, as solu¢des 2 e 3 retratam dois

vetores 6timos muito proximos, diferenciando-os apenas pelo critério a. Mas a mudanca de um
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critério de classificagdo final de a=1 para a=2, considerando que foram feitas m=3 classifica¢des
repetidas, fard uma enorme diferenga, pois reduzird a variabilidade a posteriori em mais de 7% e o

comprimento do intervalo em pouco mais de 12%.

Continuando ainda sob o ponto de vista do tomador de decisdo ou do estrategista de mercado,
note que nem sempre o vetor 6timo global (solugdo 1) serd a solugdo adotada, pois existem outros
fatores técnicos, econdmicos e produtivos que, conjuntamente, agregam peculiaridades as diversas
solugdes encontradas que poderdo tornd-las mais atraentes ou invidveis nos processos de manufatura.
Assim, é possivel optar por utilizar a solucéo 3, ao invés da solugdo 5, porque para um determinado

sistema produtivo essa solugdo se mostrou mais promissora economicamente, por exemplo.

O mais importante é observar que, apesar de um conjunto limitado de solu¢gdes candidatas ter
sido apresentado, a metaheuristica hibrida aqui proposta fornece uma lista de solugdes
provavelmente boas, possibilitando ao tomador de decisdo considerar sobre esses vetores 6timos
candidatos outras questdes subjetivas e pertinentes a cada drea de conhecimento, de modo a permitir

a configuracdo de varios cendrios de mercado e de producdo.

De imediato, esse fato ja traz uma evolucdo para os problemas envolvendo o célculo de
tamanho da amostra em estudos priticos que necessitam dessa informacdo, uma vez que ndo
somente uma solucdo € imposta, mas sim uma lista de varias solucdes plausiveis ndo dominadas, isto

é, com 0 mesmo grau de importancia.

Por outro lado, o conjunto de solu¢des factiveis para o vetor (n, m, a) gerado pelo estudo 2
destaca-se, nao s6 pela quantidade, mas também pela diversidade de resultados, conforme observa-se
na TABELA 5.4. Vale lembrar, ainda, que para o estudo 2, ndo hd a restricio que o trabalho

computacional tem de ser 600, isto €, que mxn=600.
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Por isso, em comparagdo com as solugdes obtidas pelo estudo 1, comprova-se que o tamanho
amostral 6timo poderia ser 128 (solu¢do 1 da TABELA 5.4), ao invés de 150. Outras solucdes entre
128 e 150 poderiam ser preferidas e escolhidas, mas ndo representariam necessariamente o pior

cendrio de estimagdo.

Tabela 5.4: Valores 6timos de n, m, e a para os pardmetros de entrada dos estudos 1 e 2,
considerando uma variancia a posteriori maxima de 0,00030 e uma amplitude maxima de

0,010 para um intervalo MDP de 95% de credibilidade.

Solugio n m a 6?,( méx) w:; i Solugio n m a 6?,( méx) w:; i
1 128 4 1 0,0002999 0,0099502 16 279 5 2 0,0002429 0,0085098
2 138 7 2 0,0002894 0,0098298 17 286 6 2 0,0002419 0,0085027
3 143 7 1 0,0002841 0,0097298 18 291 5 4 0,0002415 0,0084881
4 149 5 3 0,0002838 0,0093619 19 300 2 1 0,0002413 0,0084859
5 150 4 2 0,0002810 0,0089810 20 300 4 2 0,0002410 0,0084825
6 159 6 5 0,0002799 0,0088961 i 21 346 4 1 0,0002197 0,0082452
7 163 7 2 0,0002767 0,0088029 22 376 5 2 0,0001839 0,0082443
8 189 5 1 0,0002748 0,0087893 23 308 7 6 0,0001804 0,0081434
9 192 5 2 0,0002725 0,0087380 24 417 4 1 0,0001769 0,0081042
10 200 3 1 0,0002710 0,0087018 25 469 4 3 0,0001645 0,0080408
11 200 3 2 0,0002517 0,0085940 26 511 3 1 0,0001552 0,0080260
12 203 5 4 0,0002504 0,0085930 27 553 7 2 0,0001471 0,0080181
13 228 6 2 0,0002475 0,0085422 28 572 5 4 0,0001160 0,0079842
14 243 7 5 0,0002469 0,0085259 29 596 4 2 0,0001044 0,0079629
15 255 7 5 0,0002433 0,0085149 30 600 1 1 0,0000967 0,0079389

Ainda assim, observa-se quantas solucdes existem, além daquelas apresentadas pelo estudo 1,
para variados tamanhos de amostra, dando assim, condi¢des melhores para o tomador de decisdo. Os
cinco primeiros resultados gerados pelo estudo 2 formaram as cinco melhores solucdes dentre todas

as solugdes obtidas utilizando ambos os estudos. Isto mostra que um algoritmo mais minucioso trard
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resultados mais precisos porque consegue ser mais especifico na obtencdo das solugdes factiveis,

muito embora, o preco computacional seja, irremediavelmente, maior.

De um modo geral, esse topico trouxe uma evolugdo para o campo de determinacdo de
tamanho de amostras em estudos de dados dicotdmicos com erros de diagndstico e classificagdes
repetidas, uma vez que foram usados algoritmos genéticos hibridos em problemas de determinacio
de tamanhos de amostra. Além disso, o problema com abordagem multiobjetivo foi estudado, ou
seja, encontrar solucdes provavelmente boas para um vetor de varidveis de decisdo, de modo que, ao
mesmo tempo, atendesse duas restricdes de ordem técnica. O procedimento poderia ser generalizado
para outros objetivos além da variancia e amplitude do intervalo de credibilidade. Finalmente, ainda
ha toda capacidade e flexibilidade que os algoritmos genéticos hibridos tém de se adaptarem as mais
diversas e complicadas situagdes praticas, restando ao tomador de decisdo escolher um ponto de

equilibrio entre um algoritmo rapido e um algoritmo preciso.
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Capitulo 6
CONCLUSOES E EXTENSOES

Este capitulo discorre sobre os principais resultados obtidos na tese e apresenta sugestdes de projetos

para pesquisas futuras.

6.1. CONCLUSOES

Em muitas situa¢des praticas, dados bindrios sdo utilizados para respaldarem tomadas de
decisdo. Esses dados podem estar sujeitos a erros de julgamento e ndo ha um sistema classificador
que seja infalivel e mesmo que existisse ele poderia ser muito caro. O efeito dos erros de
classificag@o tem sido estudado utilizando véarios modelos e em diferentes circunstancias. Em geral,
a conclusdo é que os erros de julgamento resultam em estimativas viciadas, como por exemplo, a

probabilidade de conformidade em investigacdes por atributos.

Uma maneira de amenizar a influéncia desses erros € promover uma seqiiéncia de m
classificacdes repetidas para cada item avaliado, ao invés, talvez, de aumentar o tamanho da amostra.
Bross (1954) foi pioneiro no estudo da influéncia dos erros de classificacdo, enquanto que Lindsey
(1985) prop6s um modelo baseado numa fungdo de verossimilhanca Completa (FVC). Evans et al.
(1996) foram uns dos primeiros autores a utilizar anélise bayesiana aplicada a dados dicotdmicos

sujeitos a erros de classificagdo com classificagdes repetidas. Mais recentemente, Pires (2006) e
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Moura (2007) apresentaram algumas soluc¢des para estudar a distribuicdo a posteriori da propor¢io

de itens conformes (p) na presenca de erros de diagndstico.

E nesse contexto foi proposta uma metodologia para estimar o pardmetro p em dados binarios
sujeitos a erros e classificagdes repetidas. A técnica se utilizou de uma fungdo de verossimilhanca
ordenada (FVO) dos dados amostrais e foi comparada com o modelo FVC, o que envolveu os
célculos das estimativas modais e dos desvios padrao das distribuicdes a posteriori de p. Uma
andlise de sensibilidade envolvendo tr€s tamanhos de amostra, trés tamanhos de classificacdes
repetidas, tré€s valores de proporcdo, trés valores de erros de classificacdo e duas distribuigdes a

priori para os erros, totalizando a investigacdo de 162 cendrios.

Os resultados foram comparados e conclui-se que o modelo proposto nesta tese € superior
considerando o critério da variancia a posteriori de p e do fator de Bayes. Sob essa dltima medida, a
superioridade do modelo FVO em relacdo ao modelo FVC foi surpreendente, independentemente do
recorte amostral, por n, m, p ou distribuicdo a priori, que foi efetuado. Houve casos em que o
modelo proposto apresentou fator de Bayes proximo de 25 caracterizando uma grande evidéncia de

superioridade do modelo proposto em relacio a proposicio de Evans et al. (1996).

Além disso, também para qualquer configura¢do experimental, constatou-se que as razdes
das amplitudes dos intervalos de credibilidade se mostraram inferiores a 1, indicando que o modelo
proposto apresentou uma distribuicdo a posteriori de p mais concentrada sobre o parametro de
interesse. Em outras palavras, apesar de as duas abordagens se manterem proximas em termos de
distribuicdo a posteriori, o modelo FVO carregou uma quantidade mais significativa de informacéo
inferencial sobre p que o modelo FVC, capacitando-o a apresentar estimativas e solu¢des mais

precisas em um processo de tomada de decisoes.
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Numa segunda fase da tese, a funcdo de verossimilhanca ordenada foi novamente utilizada
para atender a outro enfoque de interesse: a determinac¢do do tamanho da amostra em experimentos
binomiais. Embora esse topico gere, a cada dia, mais e mais trabalhos e artigos, motivando os
pesquisadores a apresentarem as mais diferentes solugdes, ndo foram encontradas solu¢des para o
problema especifico desta tese. A inovag@o veio com o desejo de encontrar ndo sé o tamanho da
amostra (n) 6timo, mas também, e conjuntamente, o nimero de classificacdes repetidas (m) e o
melhor critério classificador (a) de um item ap6s terem sido realizadas m classificagdes repetidas do
mesmo, com 1 < a < m. Além disso, as componentes do vetor (n, m, a) ainda deveriam,
simultaneamente, gerar uma variancia a posteriori maxima inferior a uma variancia o’ especificada
e com uma amplitude mdxima de intervalo de mdxima densidade a posteriori (MDP) inferior a w,

(também especificada) para uma cobertura minima de 1-o.

A essa duas condigdes inferenciais chamam-se de fungdes objetivo e o problema € dito ser
uma otimiza¢do combinatéria multiobjetivo, pois o vetor (n, m, a) tem de atender a duas condi¢des
que envolvem diretamente as suas componentes. Entdo, utilizou-se uma abordagem multiobjetivo

original.

Para a situagdo multiobjetivo, foi concebido um algoritmo evolutivo, denominado de
algoritmo genético hibrido multiobjetivo (AGHM). Em sua construcdo, o AGHM envolveu um
pouco dos conceitos de redes neurais artificiais e de busca local multiobjetivo, o que o transformou
num programa computacional hibrido, mais robusto e mais eficiente. Do ponto de vista de
simulag@o, foram analisados dois estudos desse algoritmo, uma versdo mais rdpida e outra mais

precisa, cujos resultados se revelaram bastante animadores.

A versdo mais rdpida considerou uma Matriz-Trabalho de tamanho 600, analisando todos 24

pares (n, m) de pontos do espaco de respostas factiveis. J4 o estudo 2, investigou um conjunto de
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todos os pares (1,,;x<600, m;,,<7) de pontos de solugdes candidatas. Como resultado, o algoritmo
forneceu solugdes que combinou as grandezas (n, m, a), que sdo vitais para o planejamento e para o
gerenciamento, fornecendo subsidios para andlise de sensibilidade sobre os riscos (variabilidade) de
projeto, bem como sobre os limites de especificacio (comprimento do intervalo de credibilidade) de

produtos.

Assim, um analista de produ¢do ou um tomador de decisdo, de posse de um conjunto de
resultados como esse, tornaria as suas atitudes estratégicas de mercado em cima de uma lista de

solugdes boas para n, m e a conjuntamente.

-

E importante ressaltar que todos os cddigos utilizados nessa tese foram construidos na
plataforma do Statistical Analysis System — SAS, versdo 9.1.3 e podem ser obtido solicitando-os

diretamente ao autor por meio do enderego eletronico joab@de.ufpb.br.

6.2. EXTENSOES

Ainda assim, é possivel melhorar, expandir e generalizar as metodologias discutidas nesse
texto. Para o estudo do modelo preditivo FVO proposto, sugere-se reavalid-lo, por exemplo,
considerando os erros de classificacdo como varidveis latentes, semelhante a de um modelo de
efeitos aleatérios, em que cada item avaliado teria um erro de classificacdo diferente, aleatério, mas
préprio daquele item. Outra sugestdo relacionada aos erros de julgamento é considera-los como uma
funcdo continua de m estritamente decrescente, de modo que os erros de classificacdo decaissem a
medida que aumentasse o nimero de classificacdes. E como se o processo classificatério sofresse

uma espécie de aprendizagem, uma rede neural com método de aprendizagem por retropropagacao,

errando cada vez menos (aprendendo com os erros passados) a medida que o nimero de
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classificagdes repetidas fosse aumentando. Assim, o aumento do pardmetro m faria com que, mais
rapidamente, o processo de classificacdo ndo apresentasse quase erro algum. Também € possivel
uma generalizacdo no sentido de que conjuntos de individuos ou itens diferentes tivessem

quantidades de classificacdes repetidas diferentes.

Uma outra possivel extensdo € a generalizacdo de dados bindrios para dados multinomiais, ou
seja, uma nova funcdo de verossimilhanca poderia ser formulada considerando agora k categorias

possiveis para a classificagdo de um determinado item e ndo mais somente duas.

Além disso, pode-se considerar ndo sé dois niveis de informacgao para a distribui¢do a priori
dos erros, mas uma familia de distribui¢bes a priori, como, por exemplo, uma familia B={Beta(a.,3)
; oLP > 1} de distribui¢des a priori beta. E entdo essa informacdo, isto é, os parAmetros o e 3 da
familia B poderiam ser incluidos no vetor de entrada (n, m, a, o, B) do algoritmo e, portanto, uma
solucgdo factivel forneceria ndo sé quais sdo os valores 6timos de n, m e a, mas também quais sdo os
pardmetros o e B da melhor distribuicio Beta que poderia ser usada, de modo que ajudasse a

minimizar, simultaneamente, a variancia a posteriori e o comprimento do intervalo de credibilidade.

E por fim, com relacdo a técnica de otimiza¢do multiobjetivo via algoritmos genéticos
hibridos, uma sugest@o, para construgdes futuras, € a confec¢do de outros sistemas de hibridacéo,
como, por exemplo: (a) Logica nebulosa Fuzzy com algoritmos genéticos; (b) Redes Neurais com
Busca Tabu; (c) algoritmos genéticos com Coldnia de Formigas. Esses e muitos outros processos de
hibridiza¢do de algoritmos evolutivos podem ser alternativas eficientes para estudar tanto dados
binomiais quanto outras estruturas numéricas, como dados multivariados, espaciais, de séries

temporais, entre outros.

Como pode ser observado, o leque de novas investigacdes e pesquisas nessa area de andlise

bayesiana e em outras areas de conhecimento € muito amplo e diversificado.
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