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Resumo

Este trabalho analisa a estimagao de densidades do ponto de vista Bayesiano nao-paramétrico.
Especificamente, utiliza o modelo hierdrquico de misturas por processos de Dirichlet (MDP). O
principal objetivo do trabalho é estender o modelo de mistura de distribuigdes normais por proces-
sos de Dirichlet (MNDP) para estimagao de densidades, proposto por Escobar e West (1995). Nossa
proposta consiste em estimar densidades utilizando um modelo de MDP cujo primeiro estiagio é
modelado segundo uma mistura de distribuigoes skew-normal. Como consequéncia, alguns resul-
tados importantes referentes & inferéncia na familia skew-normal de locacao e escala sao obtidos.
Comparamos a qualidade das estimativas de densidade obtidas a partir do modelo de mistura de
distribuig¢oes skew-normal por processos de Dirichlet (MSNDP) com aquelas obtidas pelo modelo
MNDP. Essa comparagao é realizada implementando-se o algoritmo de MacEachern e Miiller (1998).
Visto que a distribuicao skew-normal é mais flexivel que a distribui¢do normal, acomodando distri-
buicoes com diferentes graus de assimetria e também com caudas mais leves ou pesadas, o modelo
proposto para estimacao de densidades é também mais flexivel que o modelo de Escobar e West
(1995). Dessa forma, espera-se que o modelo MSNDP forneca melhores estimativas para densidades
assimétricas e/ou estritamente positivas ou negativas que o modelo MNDP. Temos como objetivo
secunddrio, comparar os algoritmos de Escobar e West (1995) e de MacEachern e Miiller (1998) na
estimagao de densidades via modelo MNDP. A fim de atingir nossas metas, realizamos dois estudos

envolvendo dados simulados e um estudo envolvendo dados reais.

Palavras-chaves: Estimacao de densidades; Processos de Dirichlet; Modelo de mistura

skew-normal por processos de Dirichlet.
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Abstract

This work addresses the density estimation problem using non-parametric Bayesian approach. It is
considered hierarchical mixture models where the uncertainty about the mixing measure is modeled
using the Dirichlet process (for short, MDP). The main goal is to build a more flexible model for
density estimation. The normal mixture model via Dirichlet process (MNDP) originally propo-
sed by Escobar and West (1995) is extended by considering mixtures of skew-normal distributions
(MSNDP), say, in the first stage of the hierarchical model, the normal distribution is replaced by
the skew-normal one. As a by product, some important results related to Bayesian inference in the
location-scale skew-normal family are introduced. The algorithm introduced by MacEachern and
Miiller (1998) to sample from the posteriors is used. Considering simulated data sets, the density
estimates provided by MSNDP and MNDP are compared. The proposed model (MSNDP) provide
much better estimates whenever the data sets comes from non-negative and skewed distributions
as well as from mixture of them. If the data sets came from normal or symmetric distributions as
well as mixtures of them, the results provided by both models are comparable. MacEachern and
Miiller (1998) and Escobar and West (1995)’s algorithms were also compared using the MNDP and
simulated data sets. MacEachern and Miiller (1998)’s algorithm usually provided better results.
Finally, the Old Faithful Geyser data set taken from Silverman (1986) is analyzed using MSNDP

and MNDP. The former model captured the data bimodality shown in the histogram.

Keywords: Density Estimation, Dirichlet Process, Skew-normal mixture model via Dirichlet pro-

cess.
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Capitulo 1

Introducao

A estimacao de densidade é um dos problemas centrais da Inferéncia Estatistica. Ela se refere a
construcao de uma estimativa da funcao de densidade a partir de um conjunto de dados observados.
Uma utilizagdo muito natural da estimacao de densidade é a investigagdo das propriedades de um
determinado conjunto de dados. As estimativas de densidade podem fornecer indicacoes valiosas
de certas caracteristicas da distribuigao, por exemplo, assimetria e multimodalidade (Silverman,
1986). Uma boa estimativa da densidade de probabilidade pode ser usada para resolver outros

problemas, tais como problemas de regressao e de classificagao.

Duas abordagens muito utilizadas na estimacao de densidade sdao as abordagens paramétrica e
nao-paramétrica. A diferenca entre elas é que na abordagem paramétrica assume-se que os dados
sao modelados segundo uma distribuicao paramétrica conhecida (e.g., uniforme, normal, etc.), a
qual pode ser descrita utilizando-se um ntmero fixo e finito de parametros. Uma aproximacao para
a densidade desconhecida pode ser obtida estimando-se os pardmetros dessa distribuicao. Ja na
abordagem nao-paramétrica a estrutura da distribuicao que originou os dados nao é especificada a
priori, € sim determinada a partir da amostra observada. O termo nao-paramétrico, como utilizado,
nao sugere que os modelos desse tipo nao possuem nenhum parametro, mas sim que o nimero e
a natureza dos parametros desse tipo de modelo sao flexiveis e ndo pré-determinados (Silverman,
1986).

Um dos métodos amplamente utilizados para estimar densidades faz uso de ntcleo estimador.
Esse método consiste em gerar uma fungao continua (kernel) em torno de cada realizagao amostral,
em geral utiliza-se um kernel Gaussiano. Uma estimativa da funcao densidade é entao obtida a
partir da soma, devidamente normalizada, dessas funcoes. Maiores detalhes a respeito de nicleo
estimadores podem ser encontradas em Silverman (1986), Peters e Valafar (2003) e Dias (2002).
Outro método muito utilizado faz uso de splines. Nesse método, o conjunto original [a, b] é particio-
nado em k subintervalos da forma [zg, 1], ..., [zk—1,2k], onde a =g < 21 < -+ < T} < T} = b.
Uma aproximagao da funcao densidade é obtida realizando-se, de forma mais suave possivel, inter-
polagoes com polinémios de pequeno grau em cada subintervalo. O uso de splines na estimagao de
densidades encontra-se detalhado no trabalho de Dias (2002).
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Em Inferéncia Bayesiana, o problema de estimacao de densidades vem sendo tratado do ponto de
vista nao-paramétrico, utilizando misturas de distribuicoes simples e considerando a medida mistu-
radora como um objeto aleatdrio. A incerteza sobre a medida misturadora é descrita utilizando-se
processos de Dirichlet. Esta idéia, introduzida por Escobar e West (1995), traz mais flexibilidade
para o problema de estimacao de densidades, ja que dispensa o estabelecimento prévio do ntimero
de elementos na mistura. Em particular, Escobar e West (1995) utilizam misturas de distribuigoes

normais para estimar densidades.

O processo de Dirichlet (DP) foi introduzido por Ferguson (1973), o qual também discute algumas
de suas propriedades bésicas e prova sua existéncia. O DP é representado de diversas manei-
ras. Dentre elas, estdo a representacao em esquema de urna de Polya (Blackwell e MacQueen,
1973) e a representacao como uma soma ponderada de massas pontuais (Sethuraman, 1994). A
boa fundamentacao tedrica do DP, juntamente com o rdpido desenvolvimento de métodos com-
putacionais Bayesianos nao-paramétricos, possibilitou a utilizacdo do DP para resolver problemas
aplicados, tais como a estimagao de densidades. Do que temos conhecimento, Escobar (1994)
foi o primeiro a utilizar o DP na solucao de problemas aplicados, onde propoe uma abordagem
Bayesiana nao-paramétrica para estimar o vetor de médias de um modelo normal. Escobar (1994)
também foi responsavel pela introducao dos métodos de simulacao MCMC, em particular o amos-
trador de Gibbs, em Inferéncia Bayesiana nao-paramétrica. Desde entao, diversos trabalhos vém
desenvolvendo eficientes algoritmos, baseados em métodos MCMC, para amostrar da distribuicao
a posteriori em um modelo de misturas envolvendo processos de Dirichlet. Dentre eles, estao os
trabalhos de MacEachern (1994), MacEachern e Miiller (1998), Neal (2000), entre outros.

Apesar da proposta de Escobar e West (1995) ser bastante eficiente na estimagao de densida-
des, constatamos que ela tende a nao fornecer boas estimativas para a densidade quando os dados
provém, por exemplo, de distribuicbes assimétricas ou de distribuigoes que poem massa apenas
em valores nao-negativos. Além disso, a utilizacdo do algoritmo de Escobar e West (1995) s6 é
interessante quando hé conjugacao entre a familia de distribuicoes amostrais e a familia a qual
esta associada a distribuicao bésica do DP. Quando nao ocorre conjugacao, métodos de integracao
numérica devem ser utilizados para aproximar algumas integrais. Isso torna a implementacao do
algoritmo de Escobar e West (1995) mais onerosa do ponto de vista computacional. MacEachern e
Miiller (1998) estendem a proposta de Escobar e West (1995) para situagdes mais gerais, criando

um algoritmo cujo desempenho nao é afetado pela falta de conjugacao.

Sao dois os objetivos deste trabalho. O primeiro é implementar os algoritmos de Escobar e West
(1995) e de MacEachern e Miiller (1998) segundo a especificagdo de modelo proposta por Escobar
e West (1995), ou seja, considerando misturas de distribui¢oes normais para estimar densidades e

uma normal-gama-invertida como distribuicio bésica do processo de Dirichlet. A meta é comparar
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os dois algoritmos utilizando métodos MCMC e avaliar o desempenho do modelo proposto por
Escobar e West (1995) na estimagao de densidades assimétricas e/ou nao-negativas. O segundo
e mais importante objetivo é tornar a abordagem de Escobar e West (1995) ainda mais flexivel,
considerando misturas de distribuicoes skew-normal para a estimacao de densidades. A versao da

distribuicao skew-normal que serd considerada neste trabalho foi introduzida por Azzalini (1985).

A familia de distribuicoes skew-normal introduzida por Azzalini (1985) inclui como caso
particular a familia normal e tem como casos limites as familias half-normal positivas e negativas.
Dessa forma, visamos obter melhores estimativas para densidades assimétricas e/ou densidades que

pOem massa apenas em valores nao-negativos ou nao-positivos.

Como demonstrado em Arellano-Valle et al. (2009) e Arellano-Valle et al. (2011), as distribuigoes a
priori € a posteriori dos parametros da distribuicao skew-normal pertencem a mesma classe de dis-
tribuicoes. Isso indica a existéncia de conjugacao na familia de distribuicoes skew-normal. Apesar
disso, o célculo das distribuicoes a posteriori é bastante intenso do ponto de vista computacional.
Por essa razao e devido ao fato de o algoritmo de Escobar e West (1995) ter se mostrado menos
eficiente na estimagao de densidades que o algoritmo de MacEachern e Miiller (1998), optamos por

implementar este tltimo.

Um estudo empregando dados simulados é realizado, através da implementagao do algoritmo de
MacEachern e Miiller (1998), a fim de comparar as estimativas obtidas utilizando misturas de
distribuigbes normais com as obtidas utilizando distribuicoes skew-normal. Realizamos também
um estudo empregando dados reais, que dizem respeito a duragao de erupgoes de um géiser no
Parque Nacional de Yellowstone, nos EUA. Esses dados encontram-se disponiveis em Silverman
(1986).

Misturas de distribuigoes skew-normal tém sido amplamente discutidas na literatura.
Arellano-Valle et al. (2008) introduzem uma classe de misturas no parametro de assimetria da
distribuicao skew-normal e estudam suas principais propriedades. Arellano-Valle et al. (2009)
consideram a classe de misturas introduzidas em Arellano-Valle et al. (2008) e discutem questdes
teodricas relativas a inferéncia Bayesiana na classe de distribuicoes considerada, como conjugacao
e robustez. Liu et al. (2007) consideram misturas finitas de distribuigoes skew-normal para a es-
timacao de densidade. O trabalho de Liu et al. (2007) esté focado no desenvolvimento do algoritmo
EM para obtencao dos estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros da distribuigao skew-
normal e no desenvolvimento de um algoritmo MCMC para obter aproximacoes das distribuigoes a
posteriori dos parametros do modelo de misturas finitas. A limitacdo do método proposto por Liu

et al. (2007) esta em considerar como conhecido o nimero de elementos envolvidos na mistura.
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O conteddo deste trabalho estd organizado em 6 capitulos e 2 apéndices. No Capitulo 2 apre-
sentamos, brevemente, conceitos que sao fundamentais para o entendimento deste trabalho. FEsse
capitulo estd dividido em trés secoes, denominadas respectivamente por Distribuicao skew-normal,
Distribuicao Dirichlet e Processo de Dirichlet. Na tltima seg@o, comecamos introduzindo a de-
finicdo de processos de Dirichlet, em seguida apresentamos um importante resultado probabilistico
envolvendo o mesmo e por fim descrevemos a representacao de um DP em esquema de urna de
Polya devido a Blackwell e MacQueen (1973). No Capitulo 3 introduzimos o conceito de modelo de
Misturas de Processos de Dirichlet e apresentamos os algoritmos de Escobar e West (1995) e de Ma-
cEachern e Miiller (1998), que fornecem aproximagoes das distribuigdes a posteriori dos parametros
desse modelo. No Capitulo 4 apresentamos dois métodos de estimagao de densidade que fazem uso
de modelos de Misturas de Processos de Dirichlet, o método proposto por Escobar e West (1995) e o
método proposto por este trabalho. No Capitulo 5 apresentamos os resultados obtidos a partir das
andlises de dados simulados. J4 no Capitulo 6 apresentamos o resultado da anélise dos dados reais.
No sétimo e ultimo capitulo apresentamos as principais conclusoes, algumas dicussoes pertinentes
e os trabalhos futuros a serem desenvolvidos. Nos Apéndices A e B encontram-se as demonstragoes

de alguns resultados apresentados neste trabalho.



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados e defini¢coes que serao utilizados ao longo deste
trabalho. Iniciamos, apresentando a distribuicao normal assimétrica ou distribuicao skew-normal

introduzida por Azzalini (1985). Optamos por utilizar a denominagao skew-normal.

2.1 Distribuicao Skew-normal

A distribuigdo skew-normal é uma generalizagdo da distribuicao normal, que, como o préprio
nome sugere, consiste de uma assimetrizacdo da distribuicdo normal. A funcdo densidade de
probabilidade (f.d.p) da distribuicao skew-normal foi construida multiplicando-se a densidade da
distribui¢ao normal por sua fungao de distribuigao acumulada (f.d.a), que é responsavel por intro-
duzir assimetria na f.d.p original. Outras maneiras de assimetrizar a distribuicao normal foram

propostas por O’Hagan e Leonhard (1976), Ferreira e Steel (2006), entre outros.

Azzalini (1985) define que, dados os parametros de locagao u € R, de escala V € RT e de
assimetria A € R, uma varidvel aleatéria (v.a) X tem distribui¢ao skew-normal, denotada por
X, VoA~ SN(u, V, A), se sua f.d.p é dada por:

fal Vi) = 26 <H> o (Aw i“) . z€ER, (2.1)
Va Va2 Va2

onde ¢ e ® denotam a f.d.p e a f.d.a de uma distribuicao normal padrao, respectivamente.

A distribuicao skew-normal, dada em (2.1), possui as seguintes propriedades:

1. Quando A = 0, a densidade em (2.1) se reduz a densidade da distribuigdo normal, ou seja,

nao ha assimetria.

2. Quanto maior o valor assumido por A (em valor absoluto), maior serd o grau de assimetria

da distribuigao.

3. Valores positivos (negativos) de A indicam assimetria positiva (negativa) da distribuigao.
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4. Quando |A| — oo, a densidade em (2.1) converge para uma funcao de densidade denominada

“half-normal”.
5. Se Z ~ SN(0,1,\), entdo |Z| tem distribuicio half-normal, para qualquer \, e Z2 ~ x3.

6. A esperanga e a varidncia de uma v.a com distribuicdo skew-normal sdo dadas,

respectivamente, por:

1. /2 262
E(X|u,V,\) =p+V20 = © V(X|p, V,A) =V 1—7 ,

onde 6 = \/V1+ A2, 6 €[0,1].

A Figura 2.1 mostra a f.d.p da distribuicdo skew-normal padrao para diferentes parametros de

assimetria.
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Figura 2.1: Fungado de densidade de probabilidade da skew-normal padrao considerando diversos valores para A

Outro importante conceito utilizado ao longo deste trabalho é o de processo de Dirichlet. An-

tes de introduzirmos esse conceito, iremos apresentar a definicdo de distribuicdo de Dirichlet.

2.2 Distribuicao de Dirichlet

A distribuicao de Dirichlet é uma generalizacao multiparamétrica da distribuicao Beta, assim como
o modelo Multinomial é uma generalizacdo multiparamétrica da distribuicdo Binomial (Zapata,
2007).



CAPITULO 2. PRELIMINARES 7

Seja w = (my,m2,...,m) um vetor k dimensional tal que 0 < m; < 1, para todo i = 1,...,k,
e Zle m; = 1. Dizemos que 7 tem distribuicao Dirichlet com parametros «; > 0,¢ = 1,... k,
denotada por w ~ Dirichlet(ay,...,ax), se sua f.d.p é da forma

F(Z] aj) i a;—1
f(mwlag,...,ax) = er(aj)jl;[lﬂj . (2.2)

Se em (2.2) k for igual a dois, obtemos a distribuicao Beta com parametros a; e ag, uma vez que

a f.d.p de 7 torna-se

(a1 + a2) o1l

7F(041)I’(a2) 1 (1 — 71'1)!1271.

fm, me|ag, ag) =

O exemplo a seguir ilustra o comportamento da distribuicao de Dirichlet em funcao de seus

parametros.

Exemplo: Seja m = (w1, 72, m3). Suponha que w ~ Dirichlet(aq, oo, as3), a; > 0,4 = 1,2,3.
O dominio desta distribuigao é o prisma definido pelos pontos (0,0,1),(0,1,0)e(1,0,0), dado na
Figura 2.2.

Figura 2.2: Dominio da distribui¢do de Dirichlet, k = 3

A probabilidade de selecionar as diferentes combinagoes de 7 vai depender dos valores de (ag, ag, as).
A Figura 2.3 mostra as curvas de nivel para diferentes valores de a1, ao e 3. As regides com cores

mais intensas sao aquelas onde ha maior massa de probabilidade. Essa figura foi extraida de Teh
(2007).

A Figura 2.3 demonstra que, nos casos onde os parametros ai,as € a3 sao todos iguais, a dis-
tribuicdo de Dirichlet é simétrica. Especificamente, no caso em que a; = as = az = 1, tem-se uma
distribui¢ao uniforme no simplex. Ja no caso em que todos os parametros sao iguais e menores que

um, a distribuicao de Dirichlet tende a colocar mais massa nas extremidades do simplex.
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Dir(1.0, 1.0, 1.0)

Dir(2.0, 2.0, 2.0) Dir(5.0, 5.0, 5.0)

Dir(5.0, 5.0, 2.0}

Dir{5.0, 2.0, 2.0) Dir(0.7, 0.7, 0.7)

Figura 2.3: Exemplos de distribuicao de Dirichlet.

2.3 Processo de Dirichlet - DP

O processo de Dirichlet (DP) foi introduzido por Ferguson (1973) como uma distribuicao a
priori sobre o espaco de medidas de probabilidade definidas sobre um espago mensuravel (0, 5(0)),
onde © é um conjunto nao enumeravel (e.g. R, [0,1],R*,...) e B(0) é uma o-algebra de subconjun-
tos de ©. Tal processo pode ser entendido como uma distribuigao sobre medidas de probabilidade,
isto é, cada realizacao de um processo de Dirichlet é, por si s6, uma distribuicao de probabilidade.
Distribuicoes obtidas a partir de um processo de Dirichlet sao discretas com probabilidade um
(Sethuraman, 1994).

Seja G uma medida de probabilidade aleatéria sobre (©,B(©)). Essa medida ¢é vista como um
“parametro” em Estatistica ndo-paramétrica e assume valores em G, o conjunto de todas as possiveis
medidas de probabilidade que podem ser definidas sobre (0, 8(0)) (Sethuraman, 1994). Formal-

mente, tem-se:

Definicao: Uma medida de probabilidade aleatéoria G é distribuida segundo um processo de
Dirichlet se, para toda particdo finita Aq,...,Ar de ©, o vetor aleatério de probabilidades
(G(A1),...,G(Ag)) tem distribuigao de Dirichlet com parametros aGo(4;), i = 1,...,k, denotada
por

(G(A1),...,G(Ag)) ~ Dirichlet(aGy(Ar), . ..,aGo(Ag)),

onde Gq é a distribuicao basal e a é um ntmero real positivo.
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A notacao G ~ DP(a, Gy) sera utilizada para indicar que a distribuigao de probabilidade aleatéria

G ¢é definida por um processo de Dirichlet com parametros a > 0 e Gy.

A distribuicdo base GGy pode ser interpretada como uma distribuicdo média a ser subjetivamente
escolhida de tal forma que E[G(A)] = Gp(A), para qualquer subconjunto mensuravel A C 6. O
parametro «, por sua vez, controla a dispersao das distribuigoes obtidas via DP em torno da dis-
tribuigao basica Go. Se G ~ DP(a, Gp), segue que V[G(A)] = Go(A)(1 — Go(A))/(1 — a). Se «
for pequeno, significa que hd muita variagao em torno de Gg. Por outro lado, se « for grande as

distribuigoes obtidas via DP sao similares a Gg.

2.3.1 Resultado Probabilistico Relacionado com o Processo de Dirichlet

A conjugacao é uma caracteristica interessante do processo de Dirichlet. Essa caracteristica nos

permite facilmente obter a distribuicdo a posteriori da medida de probabilidade aleatéria G.

Suponha que G ~ DP(a,Gq). Sejam 6y,...,0, varidveis aleatérias tais que, dado G, sdo i.i.d.
com distribuicao G, isto é, 01,...,0,|G " @, Note que os 6;’s assumem valores em O, uma vez que
G é uma distribuicao definida sobre este espago. Estamos interessados na distribuicao de G dado

os valores observados de 601, ..., 0,.

Seja Aj,...,Ar uma particao qualquer de O, finita e mensurdvel. Assim, por defini¢ao,
tem-se que (G(A1),...,G(Ag)) ~ Dirichlet(aGy(A1),...,aGo(Ag))). Tem-se ainda que, para
todo j=1,...,n,

P(0; € Ai|G) = G(A))" M) . G(ag)™ M =1,

1 se 0j€A;,

0 caso contrario.

onde &g, (A;) = {
Dessa forma, segue que

P(01,...,00|G) = G (A7) A L Gay) e )

=

1
= G(A) T %A G ay) = e (AR

[
Il

que é um produto de distribuigbes multinomiais independentes com parametros (1, G(41),...,G(Ag)).
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Utilizando resultados de conjugacgao entre as familias Dirichlet e Multinomial, tem-se que

P(G(AL),...,G(Ap)|01,...,0,) o< P(6y,...,0,|G) P(G(A1),...,G(Ar))
X (G(A1)2?21 59j (A1) . G(Ak)zy:l 59j (Ak)) (G(Al)O‘GO(Al)*l o G(Ak)aGO(A’V)*1>
x (G(Al)aGO(A1)+Z;l:1 59]' (Al)—l L. G(Ak)OCGO(Ak)—i—Z;L:l (59], (Ak)_l) 7

ou seja, segue que

(G(Al), Ce G(Ak))|017 cey Oy~ Dz’m’chlet(aGo(Al) +nqy,... ,aGo(Ak) + nk), (23)

onde ny = #{i : 0; € A} denota o niimero valores observados em Ay, ou seja, ng = > -, 0g, (Ax).

Uma vez que (2.3) é valida para qualquer partigao finita mensuravel de O, a distribuigao de G condi-

cional nos valores observados 601, ..., 6, segue um processo de Dirichlet com parametros o = a+n
" S, . e e~ . .
e Gy = ;5,Go+ ﬁ%ﬂ, ou seja, a distribuicdo a posteriori de G é dada por
n
o} n L Op,
Glby,...,0, ~ DP (a +n, Go + 2zl 91) . (2.4)
a—+n a—+n n

2.3.2 Representacao de um Processo de Dirichlet via Esquema de Urna de Polya

Existem trés formas usuais de se representar o processo de Dirichlet, a representacao em esquema
de urna de Polya (Blackwell e MacQueen, 1973), a representagdo como uma soma ponderada de
massas pontuais (Sethuraman, 1994) e a representagao denominada Chinese Restaurant Process

(CRP)!. Cada uma dessas representacoes fornece um método para se gerar realizacdes de um DP.

Nesta se¢ao discutiremos a representacao em esquema de urna de Polya. Essa representacao é
utilizada no calculo das distribui¢oes condicionais completas, necessédrias para a implementacao dos
algoritmos MCMC considerados neste trabalho, e na obten¢ao de uma aproximacao da distribuicao
preditiva a posteriori, que serve como uma estimativa da densidade desconhecida.

Suponha que G ~ DP(«,Gp) e que 0y,...,0,|G “a. Seja A um subconjunto qualquer de ©.
Seja 6,41 um valor futuro a ser observado. Assuma que, dado G, 8 = (61,...,0,) e 0,11 sdo

independentes e tais que 6,,4+1|G,0 ~ G. Segue entao que

!Para maiores detalhes a respeito do CRP acesse os sites http://www.cs.princeton.edu/courses/archive/fall07/cos59
7C/scribe/20070921.pdf e http://videolectures.net/icml05_jordan_dperp/.
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P(bas € Abr,..18) = [ PlOnia € AIG)P(GI6)G

_ / G(A)P(G|0)dG = E(G(A)|6s, ..., 0,)

1 n
= G 0.
a+n @ 0+; b3

Dessa forma, a distribuigao preditiva para 6,41 condicionada ao vetor 61, ...,60, é dada por:

o G n Z:L:l 502’ .

0
a+n a+n n

Opi1|01,. ... 00 ~ (2.5)

Pode-se notar que a distribuigao base do processo de Dirichlet em (2.4) é também a distribui¢ao

preditiva de 6,41, dados 01, ..., 0,, exibida em (2.5).

A sequéncia de distribui¢oes preditivas em (2.5) para 61,602, ... é denominada esquema de Urna
de Polya de Blackwell-MacQueen (Teh, 2010 apud Blackwell e Macqueen, 1973).

Uma das vantagens deste tipo de representacao é que se pode construir um algoritmo para se
amostrar do processo de Dirichlet. A partir de (2.5) tem-se que os 6;’s podem ser gerados da

seguinte forma:
Passo 1: Gere 61 ~ Gl;

Passo 2: Parat=2,...,n, gere
01 com prob. 1/(a+i—1)
0;|01,...,0;-1 =

0;—1 com prob. 1/(a+i—1)
Nova retirada de Gy com prob. «a/(a+i—1)

A representacao de Blackwell e MacQueen (1973) demonstra que, com probabilidade positiva, al-

guns 6;’s possuirao valores coincidentes. Dessa forma, com probabilidade positiva, uma sequéncia

de n valores (61,...,60,) serd reduzida a uma sequéncia de k < n valores distintos, os quais serao
* *

denotados por 67, ..., 0;.

A sequencia 67, ...,6; induz uma particao do conjunto [n| = {1,...,n} em k clusters, tal que se

i,9 = 1,...,n, estiver no cluster j, entdo 0; = 9;. Uma vez que os 6;’s sao aleatérios,

tem-se que a particao induzida por eles também sera aleatéria.
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Dessa forma, a distribui¢ao preditiva em (2.5) pode ser equivalentemente representada por:

«

k
1
6n+1|017--~70n ~ Go + a_’_nzlnj(;g; (2.6)
]:

a+n

Note que o valor de 0,41 seréd igual ao valor 67 com probabilidade proporcional a n;, que denota o
ntimero de observacoes no cluster j. Assim, quanto maior n;, maior a probabilidade de que 60,11

pertenca ao j-ésimo cluster. Este fenomeno é denotado por “rich-gets-richer”.

Note ainda que para i > 2, a observagao 6; toma um novo valor (incrementando assim k em 1
unidade) com probabilidade o/((av + ¢ — 1)). Portanto, o controla o nimero de clusters de uma

maneira bem direta, com valores grandes de « implicando em um grande ntimero de clusters.

Esta é a idéia por tras da modelagem Bayesiana para estimacao de densidades que serd vista

no Capitulo 4.



Capitulo 3

Modelos de Misturas por Processos de Dirichlet (MDP)

Apesar da idéia de agrupamento, necessdria a estimacao de densidades, ser inerente ao processo
de Dirichlet, vimos que distribuicoes obtidas a partir de um DP sao discretas com probabilidade
um, tornando tal processo inadequado para estimar densidades. Uma extensao do DP, que busca
remover a restricao a medidas discretas, consiste em realizar uma mistura entre uma distribuicao
continua com uma medida de probabilidade aleatéria que segue um processo de Dirichlet . Ou
seja, consiste em construir um modelo de mistura via processos de Dirichlet (MDP). Seja ) o espago
amostral e © o espago paramétrico. Para cada 6 € O, considere f(y|0) uma familia de distribuigoes
(densidades) amostrais. Seja G uma medida de probabilidade aleatéria sobre © e suponha que

G ~ DP(a,Gp). Entao, define-se uma densidade aleatéria para y € ) como se segue

1) = [ £i6)6(6) do. (3.1
A mistura em (3.1) pode ser hierarquicamente representada como segue:

Yilo; ™ p16:), i=1,...,m
01,....00]G % G (3.2)
Gla, Go ~ DP(a, Gy).

O modelo em (3.2) representa uma mistura de densidades que dependem de um parametro 6;,
i = 1,...,n, onde a medida misturadora é a distribuicdo G, que é desconhecida e, portanto,
aleatéria. O processo de Dirichlet é utilizado para descrever o comportamento a prior: dessa dis-

tribuicao aleatoria.

Uma vez que utilizamos o processo de Dirichlet para descrever a incerteza sobre G, alguns
valores de 6; poderao ser iguais. Porém, nao sabemos quantos 6;’s sao distintos. Dessa forma,
o modelo anterior pode ser visto com um modelo de mistura onde Y;’s com o mesmo valor de 6;

pertencem a um mesmo cluster, ou seja, possuem a mesma distribui¢ao (Teh, 2010).

'Para maiores detalhes ver Zapata (2007) e Vallejos (2008), Capitulo 1.

13
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A fim de realizar inferéncias sobre 8 = (6i,...,0,) é necessario obter a distribuicao a
posteriori desse vetor de parametros. Uma aproximacao da distribuicao a posteriori pode ser

obtida utilizando-se métodos computacionais comumente considerados em Estatistica Bayesiana.

Neste capitulo apresentamos os algoritmos de Escobar e West (1995) e de MacEachern e Miiller
(1998) para se obter aproximacgoes das distribui¢oes a posteriori em um modelo de MDP. Esses
algoritmos sao baseados em esquemas MCMC, os quais foram trazidos para a Inferéncia Bayesiana
por Gelfand e Smith (1990). Um dos métodos MCMC que vem sendo amplamente utilizado é o

amostrador de Gibbs, o qual é descrito a seguir.

Suponha que se queira obter uma amostra da distribui¢do a posteriori de @ = (61,...,0,), a
qual serd denotada por f(€|y). Uma condigdo necessaria para a implementacao do amostrador
de Gibbs, é que as distribuigdes condicionais completas a posteriori f(0;10_;,y) sejam todas
conhecidas, onde 8(_;) = (61,...,0;-1,0i11,...,0,). O algoritmo para amostrar da distribuicdo a
posteriori é:

Passo 1: Inicialize o vetor 8 = (61,02, ...,0,) com os valores (0%0), 050), ce 0.

Passo 2: Parar=1,..., R faca:

— Gere GY) da distribuicao f(91|0g*1), .. ,Hg;l),y);

Gere Gér) da distribuigao f(92\0§”>,9§’“‘”, ol Gq(zr_l),y);

Gere 6 da distribuicio f(05)0\",657 .65 .. ol )

Gere 95;) da distribuigéo f(9n|9§T), e ,07(21, Y);

onde y = (Y1,.--,Yn)-

O Passo 2 é repetido até que se obtenha uma amostra do tamanho desejado. A amostra é formada
apods a convergéncia ter sido atingida, digamos no passo M. Apds descartar os M primeiros valores
gerados, seleciona-se um valor a cada [ iteragoes para pertencer a amostra, evitando assim que os
valores amostrais sejam correlacionados. Toda inferéncia é realizada a partir dessa amostra obtida.
Mais detalhes podem ser vistos em Gamerman e Lopes (2006), Casella e Roberts (1999), entre

outros.

3.1 Algoritmo de Escobar e West (1995)

O método computacional proposto por Escobar e West (1995) para se amostrar de um modelo

de MDP ¢é uma extensao direta do método proposto por Escobar (1994). Ele é particularmente
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atil quando o modelo de MDP ¢é construido assumindo-se que a familia de distribuicoes amos-
trais f(y;|0;) é conjugada natural da familia de distribui¢oes béasicas Gy do DP. Quando nao hé
conjugacao, este algoritmo passa a demandar muito esforco computacional, visto que o célculo de al-

gumas distribuigoes tem que ser feitos de forma numérica. Isso torna esse algoritmo menos eficiente.

Escobar (1994) prova que num processo de Dirichlet as distribuigoes condicionais completas a

posteriori sao dadas por:

n

[(0:10 sy, y) < qo f(Oily:) + Z qj 0e,(0:), (3.3)
J=1j#i
ou, equivalentemente,
( 01 com prob. proporcional a ¢
0;_1 com prob. proporcional a ¢;_1
(0;10_;,y) = 0iv1 com prob. proporcional a  ¢;11
0 com prob. proporcional a ¢,
| Retirada de uma f(6;]y;) com prob. proporcional a  qo,

onde

T — Y10, N fil0:i)go(:)
f(0Z|yl) - qof(yz|9z)go(9@) - ff(yZIHZ)go(Gz) dai,

g = CV/f(Z/i’ai)gO(ez‘)dgi;

¢; = f(yild;) é a densidade de Y no ponto y;, dado 6;, go(-) é a densidade obtida da distri-
buicao base Gy e a é o parametro do DP. Uma amostra da distribuicao a posteriori de 8 é obtida

implementando-se o amostrador de Gibbs descrito na introducao deste capitulo.

Note que este algoritmo deve ser implementado, preferencialmente, no caso em que haja a
possibilidade de se calcular analiticamente a integral necessaria para o calculo de gg. Isso é possivel,
por exemplo, quando a distribuigdo a priori go(+) é conjugada da familia amostral a qual f(y;|6;)
pertence. Quando uma distribuicao a priori nao-conjugada é utilizada, torna-se, muitas vezes, ne-
cessario realizar integracao numérica, o que torna o algoritmo menos eficiente e sua implementacao

mais dificil.

MacEachern e Miiller (1998) apresentaram um algoritmo mais eficiente para amostrarmos da dis-

tribuicao a posteriori em modelos de MPD no caso em que ¢y nao pode ser obtido analiticamente.
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Esse tipo de situagao pode ocorrer, particularmente, quando nao hé conjugacao entre a familia de
distribui¢oes amostrais f(y;|0;) e a familia de de distribuigdes basais Gy. Tal algoritmo é descrito

a seguir.

3.2 Algoritmo de MacEachern e Miiller (1998)

Iniciamos a apresentacao do algoritmo proposto por MacEachern e Miiller (1998) estabelecendo a

notacao que serd utilizada. Como em (3.2), assuma que 8 = (61,...,6,). Seja 8* = (67,...,0;),
k < n, o vetor formado pelos valores de @ distintos. Seja ¢ = (cy,...,¢,) o vetor de indicadores de
grupo ou cluster ao qual cada 6; pertence, ou seja, ¢; = j se 0; = 9;, i=1,....nej=1,...,k.

Seja n; o nimero de elementos pertencentes ao j-ésimo cluster. Aqui, o termo “cluster” esta sendo
utilizado para se referir ao conjunto de todas as observacoes y;, ou dos parametros 6; correspon-

dentes, que possuem o mesmo indicador de grupo c;.

Considere o vetor 6, = (07,...,0;,0;.1,...,0;), onde 8% corresponde ao vetor de potenciais
—_— —— —

* *
0% 0;,
clusters que ainda nao foram formados, denominado vetor de clusters vazios, e 83 = 0% é o vetor

de clusters que contém pelo menos um 6;, denominado vetor de clusters cheios.

O algoritmo de MacEachern e Miiller (1998) pode ser descrito da seguinte forma:

Passo 1: Gere o vetor (HT(O), .. .,02(0),9282, .. .,9;(0)) tal que 9;(0) ~Gop,j=1,...,n.

Passo 2: Atribua ao ntmero de clusters k um valor inicial kg < n.

Passo 3: Gere o numero de elementos dentro de cada um dos kg clusters a partir de uma

distribui¢do Multinomial(n,p1,...,pk,), onde p; = 1/ko, Vj, j=1,...,ko .

Passo 4: Com base nos valores obtidos no Passo 3, construa o vetor ¢(®) (indicador de

cluster).

Passo 5: Parar =1,..., R faca:

Passo 5.1: Atualizacio do vetor ¢"1) de forma a obter o vetor ¢(”. Parai=1,...,n
faca:
— Determine o valor de ng_l;i_l], o numero de componentes no vetor
clr—bi-1 — (cgr), e cgr_)l, cgr_l), c,gj__ll), e cq(f_l)) iguais a cz(»r_l).
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[7‘ 1;i—1] (r)

— Se ne > 1, entao gere ¢; ’ de acordo com a seguinte distribuicao

[r—1;i— *(r— «Q (r—
(cile, B gy oo S (il Y) + § :nj( Filo; 0y, (3.4)
—) ki

onde nj_; €é o numero de observagoes, com exce¢ao da i-ésima observacao, que

pertencem ao j-ésimo cluster; ki_1 é o ntmero de clusters em ¢~ 5i71; ¢
[r—1;i=1] _ ( (r) (r) (r=1) (r—1)
i =(q sy G Cig g s Cn )
1;i—1
— Se a i-ésima observervagao esta sozinha em seu cluster, isto é, se n[T =1 1, entao

gere cl(- ") da seguinte forma: (i) czm = cg "D com probabilidade (k;—1 —1)/ki_1; e (ii)
(r)

¢;  assume um novo valor gerado da seguinte distribuicao

T ll 1 *(r—
(cile 5 7670 y) o f il ) +Zn fwiles" ™), (35)
com probabilidade 1/k;_.

— Determine o valor de k;. Parai=1,...,n — 1, k; denota o niimero de clusters em

c¢l=51 ¢ para i = n, k; denota o ntimero de clusters em ¢ ().

Passo 5.2: Gere o vetor (QT(T), ce QZ(T), 9282, ce HZ(T)). Para j = k+1,...,n isto
significa gerar um novo valor da distribuicao base Gy, ou seja, 67 ~ Go. Paraj=1,... .k,

isto significa gerar um valor da distribuicao condicional completa a posteriori de 9;-‘.

Em Inferéncia Bayesiana, o modelo de Mistura via Processos de Dirichlet vem sendo utilizado, entre
outras coisas, para estimar densidades. No préximo capitulo discutiremos dois modelos, utilizados

na estimacao de densidades, que fazem uso de modelos de MDP.



Capitulo 4

Estimacao de Densidade Utilizando MDP

Neste capitulo, revemos o modelo de MDP proposto por Escobar e West (1995) para a estimagao
de densidades e introduzimos um modelo que é uma extensao do primeiro. Ambos os modelos
possuem a mesma estrutura hierarquica apresentada na expressao (3.2). A diferenca entre eles estd
na distribuigdo paramétrica assumida no primeiro estagio do modelo hierdrquico em (3.2). Na pri-
meira proposta, assume-se uma distribuicao normal no primeiro estagio do modelo, enquanto que
na segunda, assume-se uma distribuicao skew-normal. Visto que a distribuicao skew-normal é mais
flexivel que a distribuicao normal, acomodando distribuicées com diferentes graus de assimetria e
também com caudas mais leves ou pesadas, o modelo proposto para estimagao de densidades é
também mais flexivel que o modelo de Escobar e West (1995). Dessa forma, espera-se que o modelo
proposto neste trabalho forneca melhores estimativas para densidades assimétricas que o modelo

proposto por Escobar e West (1995).

Qualquer que seja o modelo adotado, a estimacao de densidades via modelos de MDP ¢ realizada

de acordo com o procedimento geral abaixo:

1) Gere uma amostra da distribuicao a posteriori do vetor de pardametros 8 = (01,...,0,);

2) Com base na amostra gerada, obtenha uma aproximacao da distribuicao preditiva a posteriori.

Essa aproximacao é uma estimativa da densidade desconhecida.

O primeiro passo desse procedimento pode ser executado através da implementacao dos métodos
computacionais Bayesianos descritos no Capitulo 3. Enquanto que o segundo passo é realizado

utilizando-se a técnica de aproximacao de Monte Carlo, que serd descrita posteriormente.

4.1 Modelo de Mistura Normal via Processos de Dirichlet (MNPD) — Escobar
e West, 1995

Escobar e West (1995) introduzem um método de estimacgao de densidades utilizando uma aborda-
gem Bayesiana nao-paramétrica.  Assumem que a distribuicdo dos dados pode ser bem
aproximada por misturas de distribuigdes normal com diferentes parametros e utilizam Proces-

sos de Dirichlet para descrever a incerteza sobre a distribuicao dos parametros que indexam a

18
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familia de distribui¢oes normal. Formalmente, suponha que 6; = (u;, Vi), i =1,...,n, onde p; € R
e V; € RT. O modelo considerado por Escobar e West (1995) é dado por:

Yilo: M N, i =1,
0;|G " G; (4.1)
G|Oé, Go ~ DP(O[, GO)

Para completar a especificagdo do modelo, Escobar e West (1995) consideram que a priori a dis-
tribuigao basal do DP Gg(-) é uma distribuigdo normal-gama-invertida, que é a familia conjugada
natural da distribuigdo normal com média e varidncia desconhecidas. Dessa forma, sob Go(-),

assumem que

Vil ~ Gama(s/2,5/2), (4.2)
(ki Vi) ~ N(m,7V), '
onde 7 > 0 é um fator de escala, s e S sdo nimeros reais positivos e m € R.
Se 8 = (61,...,0,) é definido como em (4.1), segue de resultados vistos na Secao 2.3.2 que um
novo parametro 6,41, dado 8, tem distribuicao dada pela seguinte mistura
OO ~ — Go(Ons) + — ana(a ) (4.3)
n+1 atn 0\Yn+1 a+ni_1 6;\Yn+1), .
ou, de forma equivalente,
o 1 b
Ont1]60 ~ mGO(enH) + atn z; ”j59j (On+1), (4.4)
j:
onde 8" = (07,...,0;) é o vetor formado pelos 6;’s distintos, sendo k& < n o nimero de elementos
distintos do vetor 6; e n; é o nimero de ocorréncias do valor 0;, 7 =1,...,k, ou seja, é o nimero
de elementos pertencentes ao j-ésimo cluster.
Tem-se ainda que a distribuigao de 6;|0_; é dada por:
0,10 G — S (60
1|Y(—1) a+n7101 a+n—1 ‘A49j i)
J=1,j#4
onde 6(_;) é igual ao vetor @ sem a coordenada i, ou seja, 0_; = (61,...,0;-1,0i11,...,0n),

1=1,...,n.
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Escobar e West (1995) utilizam o método iterativo proposto por Escobar (1998, 1994) a fim de
se obter uma aproximacao para a distribuicdo a posteriori f(6|y). Esse método foi descrito na
Se¢ao 3.1. Uma vez que o algoritmo de Escobar e West (1995) se baseia no método de amostragem
de Gibbs, faz-se necessario encontrar a distribuicao condicional completa (91"9(7@')7 y),i=1,...,n.

Da equagao (3.3) tem-se que, para cada i,

n

(0:10i),y) ~ @Gi(0:) + > q;0,(6:), (4.5)
j=1,j#i

onde G;(0;) denota a distribuigao a posterioride 0; quando Y;|0; ~ N (u;, Vi) e (i, Vi) segue a distri-
buigdo normal-gama-invertida em (4.2). A distribuicao G;(#;) ¢, portanto, uma
normal-gama-invertida tal que V;' ~ G((1 + 5)/2,5:/2) e (ui|Vi) ~ N(mj, (1 + 1)7'V;), onde
Si=S+(yi—m)?/(r+1)em; = (ty; + m)/(T + 1).

Os pesos qp e g na equagao (4.5) sdo dados, respectivamente, por

go < ac(s) [1+ (yi —m)?/(sM)] 2 M~3,

1 —(yi — p5)? . o
i =1,...,n;
q] X (2‘/3)% B.Tp{ 2‘/] ’ J ’ , 1 J 7& 2,

sujeitos ao fato de que ¢ + -+ 4+ ¢—1 + gi+1 + -+ ¢ = 1, onde M = (7 + 1)S/s e
c(s) = T((s +1)/2)T(s/2)"1s71/2. Assim, o peso ¢y é proporcional a a vezes a densidade de
uma distribuicao t-Student com s graus de liberdade, parametro de locagdo m e parametro de
escala M1/2, denotada Ts(m, M), avaliada no ponto y;. Enquanto que o peso g; é proporcional a
densidade da distribuigdo normal N (1, V;) avaliada no ponto y;. A demostracao do resultado em

(4.5) pode ser encontrada no Apéndice A.

Uma amostra da distribuigao f(0|y) é obtida gerando-se sucessivos valores de 8 a partir das con-
dicionais completas em (4.5). De posse dessa amostra, o préximo passo do procedimeno geral de
estimacao de densidade é obter uma estimativa da distribuicao preditiva a posteriori, que é dada

pela seguinte expressao

P(onaly) = [ Plunsal6) P(O]y) db
(4.6)

Escobar e West (1995) obtém uma estimativa da distribuigao preditiva (4.6) utilizando a técnica de

aproximacao de Monte Carlo. Eles utilizam o seguinte procedimento para realizar essa aproximacao
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Procedimento 1:

. L. 1 L
Passo 1: Particione o contradominio de Y,, 11 em L valores, y,g ll’ e ,yq(l +)1;

Passo 2: Parai=1,...,Ler=1,...,N, calcule P(yfglw(”));
Passo 3: Parai=1,..., L, obtenha
N

Py ly) = N1 P, 100), (4.7)

r=1

onde N é o tamanho da amostra da distribuicao a posteriori de @ apods o descarte do periodo de

burn-in.

Uma vez que estamos considerando que Y,11|0n4+1 ~ N(fnt1, Vat1) e a partir de (4.3), segue
que a distribuicao P(yr(grl|9(””)) em (4.7) é dada pela seguinte mistura

a n
Yis1|0 ~ ——Ty(m, M N(ui, Vi), 4.8
110 ~ ———Ts(m, M) + Zl (i, Vi) (4.8)

a+n =

ou, de forma equivalente

k

> N, V). (4.9)
j=1

(6%
Y, 0~ —T. M
nt] a+n s(m, )+a+n

O resultado em (4.8) decorre de alguns resultados de calculo de probabilidades e sua demosntragao

encontra-se no Apéndice A.

Com o objetivo de comparar os algoritmos de Escobar e West (1995) e de MacEachern e Miiller
(1998), implementou-se neste trabalho o algoritmo de MacEachern e Miiller (1998)! considerando
o mesmo modelo especificado por Escobar e West (1995). Pretende-se com essa comparagao avaliar

qual o algoritmo que fornece estimativas de densidade mais préximas da densidade tedrica.

A fim de implementar o algoritmo de MacEachern e Miiller (1998) é necesséario determinar a dis-
tribui¢ao condicional completa a posteriori de 07 = (,u;f,Vj*), j =1,...,k, onde £ é o nimero
de clusters. Uma vez que estamos considerando o modelo em (4.1), tem-se que a distribui¢do

condicional completa a posteriori de 0;‘ ¢é a seguinte distribuicao normal-gama-invertida:

!Para maiores detalhes a respeito do algoritmo de MacEachern e Miiller (1998) veja a Secao 3.2.
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$—1 n;j+s, nj _ an;
Vit lyg) ~ G < g {S + 22210 = U5)* + samiy Wo) — m)2D ;
(4.10)

* |1/ * am+n;y) Vi
W51V yi) ~ N (Wjﬂ aﬁnj) :

onde n; ¢ o nimero de observagoes pertencentes ao j-ésimo cluster, y; = = (Y1,---,Yn;) € 0 vetor de
observagoes pertencentes ao j-ésimo cluster, Y) ¢é a média de yjea=1 /7. Veja a demostragao
do resultado em (4.10) no Apéndice A.

A implementacao desse algoritmo fornece uma amostra da distribuicao a posteriori do vetor de
parametros 6. De posse dessa amostra, uma estimativa da distribuigao preditiva (4.6) é obtida
utilizando-se a técnica de aproximagao de Monte Carlo. MacEachern e Miiller (1998) propoem o

seguinte procedimento para realizar tal aproximacao

Procedimento 2:

(r)

Passo 1: Parar =1,..., N, gere um novo parametro 0, ,, dado 9(7), a partir da seguinte
distribuigao
L ¢ (r)
T
+t Zlnj%;m (Onti) | ;
j:

T r 07 T
er(w)rﬂe( )~ a+ngo(9£”)rl)

1) (L) .

Passo 2: Particione o contradominio de Yy, 1 em L valores, y, 71,..., Y, 1;

Passo 3: Parai=1,...,Ler=1,...,N, calcule P(yn+1|97(f+1)

Passo 4: Parai=1,..., L, obtenha

P(y’l(’b"rl - ZP yn+1’6n+1 (411)

4.2 Modelo de Mistura Skew-normal via Processos de Dirichlet (M\SNPD)

Nesta segao, apresentamos uma extensao do trabalho de Escobar e West (1995), que considera
distribuigoes skew-normal no primeiro estigio do modelo de misturas via DP. Alguns resultados
importantes referentes a inferéncia na familia skew-normal de locacao e escala sdo obtidos como

consequéncia. Esses resultados sao utilizados na estimacao de densidades via modelos de MDP.
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4.2.1 Mistura de Distribuigcoes Skew-normal

ind

Seja Yilpi, Vi,\i ~ SN(wi,Vi,A\i),i = 1,...,n. Assuma que, a priori, o parametro \; é

independente do vetor de parametros (u;, V;) e que

)\i ~ N(€7 Zz)a
Vil ~ Gama(s/2,5/2), (4.12)
:ul"/l ~ N(m’ TV;')v

onde 7 > 0 é um fator de escala, s, S e z sdo nimeros reais positivos e m, e € R.

A seguinte proposicdo apresenta as condicionais completas dos parametros da distribuicao

skew-normal.

Proposicao 1: Considere §; = (u;, Vi, \i), 4 = 1,...,n. Seja 8" = (07,...,0;), k < n, o vetor
formado pelos 6;’s distintos. Se Y;|6; SN (0;) e a distribuigao a priori de 6; é definida como em

(4.12), entdo

(i) a distribuicao de @i, dados V7', AT e y(;, &
P(ui Vi A5 yey) o< o(ugs ME V) @ (WA +y%), G =1,...,k, (4.13)
(ii) a distribuicao de V7, dados i, A ey, &

nj—i—s—i—l‘l

S+ a(p; — m)? + Z(Z/z - ?(j))2 +n;(p; — y(j))2] )

i=1

X O, (XiZ),j=1,...,k (4.14)
(iii) a distribuicao de A}, dados 3, V" e y ), é:

onde n; é o nimero de observagoes pertencentes ao j-ésimo cluster, y ;) = (Y1, - -+, Yn,) € 0 vetor de

observagbes pertencentes ao j-ésimo cluster, g(;y ¢ a média de y;), M* = (am + n;¥;))/(a + n;),
1 . 1 1

Ve = (Vi) (a+ng), X = —(Aj1n))/(V])2, y" = (Njy)/ (V)2 e Z = (yg) — 151n;)/ (V)2 As

demonstracoes dos resultados em (4.13), (4.14) e (4.15) podem ser obtidas Apéndice A.

As condicionais completas de u} e A7, representadas em (4.13) e (4.15), pertencem a familia de
distribuigées SUN (Unified skew-normal) definida na equagao (10) de Arellano-Valle e Azzalini
(2006).
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Foram obtidas também as representagoes estocasticas das varidveis aleatoérias M;H/j*,)\;,y(j) e
)\;f]uj-, Vj*,y(j). As representacoes estocasticas sao importantes pois fornecem um modo pratico
de se obter os momentos de uma varidvel aleatéria e porque, em geral, é computacionalmente mais
facil gerar amostras a partir delas. Essas representacoes estocasticas sao apresentadas nas Pro-

posicoes 2 e 3. As demonstragoes das mesmas podem ser encontradas no Apéndice B.

Proposicao 2: Seja W € R e U’ € R duas varidveis aleatérias tais que, dados Y3 VJ* e
A7, sao independentes. Considere que W ~ N(M*,V*/(1 + V*)\*T)\*)) e U ~ LTN,, (—M*X*
—y*0,1,, + V*/\*)\*T), onde LTN(L;u,¥) denota uma distibui¢ado normal truncada multivariada

truncada para valores superiores a L, com parametro de locacao igual a g e parametro de escala
*

igual a X. Entao, a varidvel aleatoria u;\Vj*, /\j

(4.13), ¢ tal que

:Y(j) = My, cuja distribuicao esta representada em

VA U0
N R A (4.16)
14+ VA" A*

Hy
Proposicao 3: Seja W € R e U? € R duas varidveis aleatérias tais que, dados Yy ,u}'f e Vj*,
sao independentes. Considere que W ~ Ni(g, 22/(1 + zzZ*TZ*)) e U ~ LTN,,(—eZ*;0,1,,
+ zQZ*Z*T). Entao, a varidvel aleatéria )\;‘| ,u}k-, Vj*, Y(j) = Ay, cuja distribuigao estd representada
em (4.15), é tal que

d VAN

Ny =W -2 — 4.17
4 1+22277 (4.17)

Os resultados apresentados nas Proposicoes 1, 2 e 3 estendem alguns resultados obtidos por Castro
et al. (2009). Em seu trabalho, Castro et al. considera uma distribui¢ao a priori imprépria para
o vetor de parametros (u;, V;). O mesmo nao pode ser aplicado neste trabalho, visto que ha a

necessidade de se amostrar valores desse vetor de parametros.

4.2.2 Estimacao de Densidades Utilizando Mistura Skew-normal via Processos de
Dirichlet

Neste trabalho, consideramos uma extensao do modelo MNDP, proposto por Escobar e West (1995),
para estimacao de densidades. Nossa proposta consiste em estimar densidades utilizando misturas
de densidades skew-normal definidas em (2.1), cuja medida misturadora é modelada segundo um
Processo de Dirichlet. Dessa forma, seja 6; = (u;, Vi, A\i), i = 1,...,n, estamos considerando um

modelo de MDP com a seguinte estrutura hierarquica
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Yil0; % SN(0), i =1,....n,
66 % a, (4.18)
G|Oé7 Go ~ DP(a, GQ)

Para a construgao da distribuicao basal do DP, supomos, a priori, que o pardmetro \; é indepen-
dente do vetor de parametros (u;, V;). Também consideramos como distribui¢oes a priori para os
parametros da distribuigao skew-normal as distribuicoes definidas em (4.12). Dessa forma, estamos
assumindo que a distribuicao basal G é o produto entre uma distribu¢ao normal-gama-invertida e

uma distribuicao normal.

A familia de distribuigoes skew-normal compreende a familia Gaussiana, tratando-se assim de uma
de uma familia mais ampla. Além disso, as distribui¢ées half-normal positivas e negativas sao casos
limites de distribuicoes skew-normal. Esses fatos tornam o modelo MSNDP mais flexivel do que
o modelo MNDP para estimar densidades. Assim, esperamos que o modelo MSNDP seja mais
adequado que o modelo MNDP para estimar densidades assimétricas e/ou estritamente positivas

ou negativas.

Como demonstrado em Arellano-Valle et al. (2009) e Arellano-Valle et al. (2011), as distribuigoes
a priori € a posteriori dos parametros da distribuicao skew-normal pertencerem a mesma classe
de distribuigoes. Isso indica a existéncia de conjugacao na familia de distribuicbes skew-normal.
Apesar disso, o calculo das distribuicées a posteriori é bastante intenso do ponto de vista compu-
tacional. Essa dificuldade se deve ao fato de que essas distibuigOes a posteriori envolvem, em suas
expressoes, distribuicoes acumuladas da distribuicao normal e t-Student. Devido a complexidade
dos célculos e pelo fato de o algoritmo de Escobar e West (1995) ter se mostrado menos eficiente

na estimacéo de densidades via modelos MNDP?2, optamos por implementar apenas o algoritmo de
MacEachern e Miiller (1998).

As condicionais completas a posteriori de ,u,;‘», VJ* e )\;, 7 = 1,...,k, necessirias para a imple-
mentagao do algoritmo de MacEachern e Miiller (1998), sao aquelas estabelecidas na Proposicao
1. Isso é consequéncia de estarmos considerando o modelo em (4.18). Note que a condicional com-
pleta de V;* nao tem forma conhecida. J& as condicionais completas de uj e A7 sao distribuicoes
skew-normal. Também vale salientar que a expressao de todas as condicionais completas envolve a

distribuicao acumulada da normal, o que dificulta o processo de se gerar amostras a partir delas.

Amostras das distribui¢oes condicionais completas em (4.13), (4.14) e (4.15) foram obtidas através
da implementacao do algoritmo de Metropolis-Hastings. Consideramos como distribuigoes propos-
tas a distribui¢do normal representada em (4.13), a distribuicdo gama-invertida representada em

(4.14) e a distribui¢ao normal representada em (4.15), respectivamente.

2Esse resultado foi obtido nas anilises realizadas no Capfitulo 5, Secéo 5.1.
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Apés gerarmos uma amostra da distribuicdo a posteriori do vetor de parametros 6 = (01,...,6,),
uma estimativa da distribuicao preditiva a posteriori foi obtida a partir da técnica de aproximacao

de Monte Carlo descrita no Procedimento 2, o qual foi apresentado na Secao 4.1.



Capitulo 5

Analise de Dados Simulados

Neste capitulo, ilustramos a aplicacao da metodologia apresentada considerando bancos de dados
simulados. O primeiro objetivo dessa anélise é comparar a eficiéncia dos algoritmos de Escobar e
West (1995) e de MacEachern e Miiller (1998) na estimagao de densidades via modelos de MNDP.
Também pretende-se averiguar o quao eficiente é o modelo proposto por Escobar e West (1995)
ao estimar densidades que nao envolvam misturas de distribuicbes normais. O segundo e mais
importante objetivo é avaliar se o modelo MSNDP é mais adequado que o modelo MNDP para
estimar densidades, principalmente no que diz respeito a densidades assimétricas e/ou estritamente

positivas.

Neste estudo, assumimos, para ambos os modelos, os seguintes valores para os hiperparametros
do modelo de MDP (o« = 1,7 = 1.5, s = 6 ¢ S = 16). Definimos o valor do hiperparametro m
como sendo a média aritmética dos dados gerados, ou seja, m = . Para o modelo MSNDP, também
assumimos € = 0 e 22 = 100. Todas as analises foram realizadas através do uso do software R 2.9.0,

que estd disponivel em http://cran.r-project.org/.

No esquema MCMC, consideramos uma tUnica cadeia de tamanho 200.000. Apds a convergéncia
ter sido obtida, descartou-se um burn-in de tamanho 150.000. Apesar das cadeias geradas terem
apresentado forte autocorrelacao, considerou-se um lag igual a 1. Resultando, assim, em uma amos-
tra da distribuicdo a posteriori de tamanho 50.000. A escolha desse lag justifica-se pelo fato de
estarmos estimando apenas uma medida invariante. Assim, nao se faz nacesséario que a amostra seja
nao-correlacionada. Essa escolha também foi motivada pelo longo tempo computacional gasto para
gerar cada cadeia (£1,5 dias) e pela limitagao do software em armazenar cadeias muito longas. A
matriz a ser armazenada é de ordem n x R, onde n é o tamanho amostral e R o tamanho da cadeia

gerada.

Visto que, para cada densidade a ser estimada, necessitamos avaliar a convergéncia de n parametros
e dado o grande numero de andlises realizadas, consideramos que a utilizacdo de métodos gréficos
para a avaliacao da convergéncia seria muito dispendiosa. Dessa forma, optamos por avaliar a

convergéncia através da realizacdo do teste de Geweke (1992). Em certos casos e para alguns

27
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parametros, obtivemos apenas convergéncia em probabilidade.

A fim de avaliar a qualidade das estimativas obtidas, calculamos o erro quadratico médio inte-
grado (EQMI). O EQMI é definido com segue

L
EQMI = L™ [f(wi) — f(wi))*, (5.1)
=1

~

onde f(y;) = P(ygil\y) ¢ a densidade estimada e f(y;) ¢ a densidade tedrica, ambas avaliadas no
ponto y;. Note que, quanto menor o EQMI, melhor é a estimativa de densidade obtida. Conse-
quentemente, segundo este critério, o algoritmo mais adequado é aquele que apresentar estimativa

com menor EQMI.

5.1 Comparacao dos Algoritmos de Escobar e West (1995) e MacEachern e
Miiller (1998)

Nesta secao, comparamos a qualidade das estimativas de densidades obtidas a partir da imple-
mentagao dos algoritmos propostos por Escobar e West (1995) e MacEachern e Miiller (1998).
Ambos os algoritmos foram implementados considerando-se as especificagoes do modelo MNPD,
proposto por Escobar e West (1995). De agora em diante denotaremos o modelo MNPD via algo-
ritmo de Escobar e West (1995) por MNDP-EW. Ja o modelo MNDP via algoritmo de MacEachern
e Miiller (1998) serd denotado por MNDP-MM.

Foram considerados diferentes cenarios, com o intuito de verificar como diferentes situacoes
podem afetar a qualidade das estimativas de densidade. A Tabela 5.1 exibe todos os cenérios
analisados. Nos cendrios de 1 a 6, os dados sao gerados de misturas discretas de distribuicoes
normais. Nesses casos, espera-se que as densidades sejam bem estimadas pelo modelo MNDP. Nos
cenarios 7 e 8, os dados sao gerados de misturas de distribuigoes t-Student, que possuem caudas
mais pesadas que a distribui¢do normal. Os demais cendrios consideram misturas de distribuicoes
assimétricas, casos onde nao se espera bom desempenho do modelo MNDP. No Cenério 6 assumi-
mos uma distribuicdo a priori ndo informativa para o parametro de escala da distribuicao normal,
Vfl ~ Gama(0.1,0.1). Nesse cendrio, pretendemos avaliar como a falta de informacao a priori a
respeito do parametro V; pode afetar as estimativas de densidade. Para cada cendario foi gerada
uma amostra de tamanho n = 100 a partir da densidade em questao. Optamos por esse tamanho
amostral por se tratar de um tamanho razodvel, passivel de ser obtido em estudos envolvendo dados

reais, e pelo menor tempo computacional demandado para se obter as estimativas de interesse.
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Tabela 5.1: Cenarios simulados

Cenario \ Distribui¢ao da qual os dados foram gerados
1 Y ~04N(0,1) +0.6N(5,1)

~ 0.5N(0,8) 4+ 0.5N (40, 8)

~08N(O 1) +0.2N(5,1)

~0.1N(-2,1.2) +0.7N(3,1) + 0.1N(8,0.8)

~ 0.2N(-10,1.8) + 0.2N(2,2.2) + 0.2N(15,1.8) + 0.2N(25,1.2)

Y ~0.5N(0,1) + 0.5N(8,1.5)

Y ~T(0,1.5,5)

Y ~0.57(2,1,3) + 0.57°(8,1.3,10)

Y ~0.4G(2,0.5) + 0.6G(4,1.5)

Y ~ 0.4Ezp(0.1) + 0.6 Exp(0.5)

Y ~0.55N(-1,1,5) + 0.55N (6,2, —20)

Y ~ SN(0,2,-50)

© 00 = O Ot =W N

—_ =
)

—_
[\)

As Figuras 5.1, 5.2 e 5.3 exibem os gréaficos referentes aos cendrios analisados. Cada gréfico
apresenta o histograma da amostra simulada e as curvas das densidades estimadas pelos algo-
ritmos de Escobar e West (1995) e MacEachern e Miiller (1998). A Tabela 5.2 apresenta, para cada
um dos cenarios simulados, os Erros Quadraticos Médios Integrados referentes as estimativas de
densidade obtidas pela implementagao dos algoritmos de Escobar e West (1995) e MacEachern e
Miiller (1998). Esses erros sao denotados respectivamente por FEQMI e EQMI,;. A Tabela 5.2
apresenta ainda a diferenca entre o EQM I, e o EQM I, denotada por Dif. Diferencas positivas
indicam uma melhor adequagao da estimativa obtida via algoritmo de MacEachern e Miiller (1998),

j& uma diferenga negativa indica que o algoritmo de Escobar e West (1995) é o mais adequado.
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Figura 5.1: Histograma da amostra simulada e densidades estimadas pelos algoritmos de Escobar e West (1995) e MacEachern
e Miiller (1998). (a) Cenario 1; (b) Cendrio 2; (c) Cenario 3 e (d) Cenario 4.
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Figura 5.2: Histograma da amostra simulada e densidades estimadas pelos algoritmos de Escobar e West (1995) e MacEachern

e Miiller (1998). (a) Cendrio 5; (b) Cendrio 6; (c) Cenario 7 e (d) Cenario 8.
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Figura 5.3: Histograma da amostra simulada e densidades estimadas pelos algoritmos de Escobar e West (1995) e MacEachern
e Miiller (1998). (a) Cenédrio 9; (b) Cendrio 10; (c) Cendrio 11 e (d) Cenario 12.
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Tabela 5.2: Erros Quadraticos Médios Integrados das estimativas de densidade obtidas.

EQMI, EQMI, | Dif =EQMI, — EQMI,
Cendrio1 | 1.94 x 1074 | 1.45 x 1074 0.49 x 10~*
Cendrio 2 | 1.35 x 1075 | 0.28 x 107° 1.07 x 10~°
Cendrio 3 | 1.37 x 1074 | 1.07 x 10~ 0.30 x 104
Cendrio4 | 3.75 x 1074 | 2.88 x 10~ 0.87 x 104
Cendrio 5 | 2.75 x 1074 | 2.08 x 10~ 0.67 x 104
Cendrio 6 | 9.05 x 107° | 8.92 x 107> 0.13x 107°
Cendrio 7 | 1.24 x 1075 | 0.70 x 107° 0.54 x 107°
Cendrio 8 | 2.58 x 1074 | 2.73 x 1074 —0.15x 10~*
Cendrio 9 | 4.63 x 1074 | 4.46 x 10~ 0.17 x 104
Cenério 10 | 8.81 x 1074 | 7.31 x 10~ 1.50 x 1074
Cendrio 11 | 1.21 x 1073 | 0.91 x 1073 0.30 x 1073
Cendrio 12 | 1.22 x 1073 | 1.06 x 1073 0.16 x 1073

Analisando o grafico (a) da Figura 5.1, podemos observar que ambos os algoritmos estimam de
forma adequada a densidade tedrica, captando tanto a multimodalidade quanto a variabilidade da
distribuigdo. Tanto a andlise grafica quanto a analise da diferenca entre o EQMI; e o EQM I,
mostram que o algoritmo de MacEachern e Miiller (1998) fornece uma melhor aproximacao para
as densidades tedricas. No Cenario 2, onde a dispersao da distribuicao é grande, pode-se observar
uma melhor qualidade da estimativa obtida pelo algoritmo de MacEachern e Miiller (1998). Isso
pode ser verificado através do valor positivo do Dif e da andlise do grafico (b) da Figura 5.1. Nos
cenarios 3 e 4, o intuito é avaliar o efeito de diferentes pesos da mistura na qualidade das estimati-
vas. Esses cendrios sao representados graficamente na Figura 5.1 (¢) e (d), respectivamente. Pela
andlise do gréfico 5.1 (c) verificamos que ambos os algoritmos produzem estimativas de densidade
satisfatdrias, conseguindo captar a bimodalidade da distribuigado. O mesmo nao ocorre no Cenario
4, uma vez que nenhuma das estimativas foi capaz de identificar as distribuicoes que ocorrem com
menor probabilidade na mistura. Os graficos 5.1 (¢) e 5.1 (d) evidenciam uma proximidade entre
as estimativas obtidas a partir dos algoritmos de Escobar e West (1995) e de MacEachern e Miiller
(1998). Apesar disso, a diferenga entre os EQMTI’s indica que o algoritmo de MacEachern e Miiller

(1998) é o mais adequado nessas situagoes.

A Figura 5.2 (a) apresenta o grafico resultante da andlise do Cendrio 5, onde considera-se um
nimero maior de distribuigdes na mistura. Tanto o algoritmo de Escobar e West (1995) quanto
o de MacEachern e Miiller (1998) mostraram-se inadequados nessa situagao. As estimativas obti-
das conseguem captar a multimodalidade da distribuicao, mas nao a variabilidade da mesma. No

Cenério 6, onde consideramos uma distribuicao a priori nao informativa para o parametro de escala,
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ambos os algoritmos produziram estimativas de boa qualidade. Esse cendario esta representado no
grafico (b) da Figura 5.2. Ainda nessa figura, apresentamos os gréficos referentes aos cendrios 7
e 8, onde consideramos misturas de distribuigoes t-Student. A andlise dos graficos 5.2 (c) e 5.2
(d) revela um bom ajuste das curvas estimadas. A partir da Tabela 5.2 verificamos que o Cendrio
8 apresentou um valor negativo para o Dif, indicando uma maior adequacao da estimativa de
Escobar e West (1995). O algoritmo de MacEachern e Miiller (1998) mostrou-se mais adequado

em todos os outros cendrios representados na Figura 5.2.

Os cenarios representados na Figura 5.3 foram analisados como o objetivo de avaliar a
qualidade das estimativas de densidade produzidas pelos algoritmos de Escobar e West (1995)
e de MacEachern e Miiller (1998) no caso em que a densidade tedrica é assimética. Nos Cenédrios
9 e 10 consideramos densidades estritamente positivas, ja no Cendrio 12 consideramos uma distri-
buigao que pde massa apenas em valores nao-positivos. A andlise dos graficos (a) e (b) da Figura
5.3 demonstra que apesar de ambos os algoritmos captarem a assimetria da distribuicao tedrica,
eles ndo a estimam de maneira satisfatoria, uma vez que as densidades geradas atribuem massa
de probabilidade aos valores negativos de Y. Os gréficos (c) e (d) da Figura 5.3 evidenciam a
ineficiéncia dos algoritmos em captar a assimetria das distribuicbes skew-normal. A partir da
andlise do gafico 5.3 (d) é possivel observar ainda que as estimativas dos dois algoritmos atribuem
massa de probabilidade aos valores positivos de Y, o que afirma a inadequagdo das estimativas. A
partir da Tabela 5.2 observamos que a diferenca entre o EQM Iy e o EQM I de todos os cendrios
representados na Figura 5.3 é positiva. Isso demonstra que, nesses casos, o algoritmo de MacEa-

chern e Miiller (1998) é o mais adequado para estimar densidades.

Cabe comentar aqui que, apesar de termos obtido estimativas similares para as densidades tedricas
na maioria dos cendrios analisados, o algoritmo de MacEachern e Miiller (1998) mostrou-se mais efi-
ciente na estimacao de densidades. Isso se deve ao fato desse algoritmo ter apresentado convergéncia

mais rapida e ter gerado cadeias menos correlacionadas.

5.2 Comparacao dos Modelos MSNDP e MNDP

Neste estudo, comparamos os modelos de mistura normal e de mistura skew-normal por pro-
cessos de Dirichlet na estimacao de densidades. Implementamos, para esse fim, o algoritmo de
MacEachern e Miiller (1998).

Como na Secao 5.1, foram considerados diferentes cendrios. A Tabela 5.3 exibe todos os cendrios
considerados. Para cada cenario foi gerada uma amostra de tamanho n = 100 a partir da densidade
em questao. Os cendrios de 1 a 8 correspondem a dados gerados de misturas discretas de distri-
buicoes normais. Nesses casos, espera-se que o modelo MNDP seja mais adequado que o modelo

MSNDP. Os demais cendrios consideram misturas de distribuigoes assimétricas, casos onde se espera
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melhor adequagao do modelo MSNDP. Apenas no Cenério 8, assumimos uma distribuicao a priori
nao informativa para o parametro de escala da distribuicdo skew-normal, V;_l ~ Gama(0.1,0.1),

pelas mesmas razoes especificadas na Secao 5.1.

Tabela 5.3: Cendrios simulados

Cenario ‘ Distribuicao da qual os dados foram gerados

1 | Y ~04N(0,1) + 0.6N(5,1)

2 ~O6N( 1) + 0.4N(5,1)

3 ~0.2N(0,1) + 0.8N(5,1)

4 ~ 0.8N(0,1) + 0.2N(5,1)

5 ~ 0.5N(0,8) + 0.5N (40, 10)

6 ~ 0.5N(0,2.5) + 0.5N (10, 2.5)

7 | Y ~N(5,4)

8 Y ~0.5N(0,1)+0.5N(8,1.5),com s =0.2e S=0.2
9 | Y ~0.6G(2,0.5)+0.4G(4,1.5)

10 | Y ~0.8G(2,0.5)+0.2G(4,1.5)

11 | Y ~05G(1,0.1) + 0.5G(5,2.5)

12 | Y ~G(4,15)

13 Y ~ Exp(3)

14 Y ~ Ezp(0.4)

15 | Y ~0.55N(0,8,5) + 0.5SN (40, 10, —20)
16 ~ 0.55N(0,2.5,10) + 0.5SN (10, 2.5, —10)
17 ~0.4SN(~1,1,5) + O.6SN(6 2, —20)
18 ~ 0.6SN(—1,1,5) + 0.4SN(6, 2, —20)
19 ~ 0.8SN(~1,1,5) +0.25N(6,2, —20)
20 ~0.2SN(~1,1,5) + 0.8SN (6, 2, —20)
21 | Y ~ SN(0,2, —100)

22 | Y ~ SN(20,4,100)

23 | Y ~ SN(0,4,2)

Os graficos referentes as andlises dos cendrios de 1 a 23 estao representados nas Figuras 5.4 a 5.9. A
Tabela 5.4 apresenta, para cada um dos cendrios simulados, os erros quadraticos médios integrados
referentes as estimativas de densidade obtidas a partir dos modelos MNDP e MSNDP. Esses erros
sao denotados respectivamente por EQMI; e EQMI5. Essa tabela apresenta ainda o valor da
diferenca Dif = EQMI, — EQM I5. Diferencas positivas indicam que o modelo MNDP é o mais

adequado, ja uma diferencga negativa indica que o modelo MSNDP é o mais adequado.
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Tabela 5.4: Erros Quadraticos Médios Integrados das estimativas de densidade obtidas.

EQMI, EQMI, | Dif =EQMI, — EQMI,
Cendrio1 | 1.69 x 1074 | 3.93 x 1074 —2.24x 1074
Cendrio 2 | 1.97 x 1074 | 0.99 x 104 0.98 x 104
Cendrio 3 | 0.99 x 1074 | 1.44 x 1074 —0.45 x 1074
Cendrio4 | 1.99 x 1074 | 1.36 x 10~ 0.63 x 104
Cendrio 5 | 0.91 x 107° | 1.81 x 107> —0.90 x 107°
Cendrio 6 | 1.91 x 1075 | 4.07 x 107° —2.16 x 1075
Cendrio 7 | 5.49 x 1076 | 8.98 x 10~ —3.49 x 106
Cendrio 8 | 0.34 x 1074 | 2.07 x 1074 —1.73x 107*
Cendrio9 | 1.20 x 1074 | 0.74 x 10~* 0.46 x 104
Cenério 10 | 1.20 x 1074 | 0.13 x 10~ 1.07 x 1074
Cendrio 11 | 1.77 x 1074 | 0.61 x 10~ 1.16 x 104
Cendrio 12 | 2.42 x 1074 | 1.46 x 10~ 0.96 x 1074
Cendrio 13 | 9.50 x 1072 | 4.63 x 102 4.87 x 1072
Cendrio 14 | 1.30 x 1073 | 0.43 x 1073 0.87 x 1073
Cenério 15 | 2.69 x 107° | 1.96 x 107> 0.73 x 1075
Cenério 16 | 3.16 x 1074 | 0.45 x 10~ 2.71 x 10~4
Cenério 17 | 6.96 x 107% | 0.75 x 1074 6.21 x 104
Cendrio 18 | 1.20 x 1073 | 0.29 x 1073 091 x 1073
Cendrio 19 | 1.28 x 1073 | 0.22 x 1073 1.06 x 103
Cendrio 20 | 1.19 x 1073 | 0.51 x 1073 0.68 x 103
Cenério 21 | 1.19 x 1073 | 0.18 x 1073 1.01 x 103
Cendrio 22 | 1.74 x 1074 | 0.78 x 10~ 0.96 x 104
Cenério 23 | 2.84 x 107° | 5.91 x 107> —3.07 x 107°

Para os cendrios 1, 13, 18 e 21, avaliamos ainda a diferenga (em valor absoluto) entre a densidade

estimada e a densidade tedrica ao longo do dominio de fy (y).

D(y;) e é definida por

o~

Essa diferenca serd denotada por

D(yi) = |f(yi) — fwi)l, yi € V.

Essa andlise foi realizada para as estimativas obtidas a partir dos modelos MNDP e MSNDP. As

diferencas D(y;), referententes a ambos os modelos, sdo representadas graficamente na Figura 5.10.
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Figura 5.10: Curvas das diferengas D(y;) para os modelos MNDP e MSNDP. (a) Cendrio 1; (b) Cenério 13; (c) Cendario
18 e (d) Cenario 21.

A Figura 5.4 apresenta os graficos referentes aos cendrios de 1 a 4. Nesses cenarios os dados
foram gerados de uma mistura de duas distribui¢oes normais. A diferenca entre as misturas consi-
deradas esta nos pesos atribuidos a cada uma das distribuicoes pertencentes a mistura. Pela andlise
dos gréficos (a), (b) e (d) da Figura 5.4, é possivel observar que tanto o modelo MNDP quanto
o modelo MSNDP produzem estimativas de densidade satisfatérias, captando a bimodalidade e a
variabilidade da distribuicao tedrica. No Cendrio 3, representado pelo grafico 5.4 (c), verifica-se

que ambos os modelos nao identificam corretamente a distribuicao com menos peso na mistura. A
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andlise do Dif dos cendrios 1 e 3, apresentado na Tabela 5.4, revela uma melhor adequagao do

modelo MNDP. J4 nos cenarios 2 e 4, o modelo MSNDP foi o que se mostrou mais adequado.

Os cenarios de 5 a 8 estao graficamente representados na Figura 5.5. Analisando essa figura,
observamos que as estimativas obtidas pelo modelo MNDP apresentam qualidade superior aquelas
obtidas pelo modelo MSNDP em todos os cenarios representados. Verifica-se ainda que as esti-
mativas obtidas pelo modelo MSNDP sao mais afetadas pela distribuicao dos dados simulados.
No Cenario 8, representado no grafico 5.5 (c), consideramos uma distribui¢do a priori nao infor-
maiva para o parametro de escala da distribuicao skew-normal. Nesse cenario, ambos os modelos
de estimacao produziram estimativas adequadas. O valor negativo da diferenga Dif obtido nesses

quatro cendrios indica uma maior conformidade das estimativas obtidas via modelo MNDP.

Os gréficos apresentados na Figura 5.6 mostram diferentes misturas de distribuigoes gama. Es-
ses graficos demonstram que os modelos MNDP e MSNDP conseguem captar a assimetria das
distribuigoes tedricas, porém apenas o modelo MSNDP estima de forma satisfatéria a cauda a
esquerda dessas distribuigoes. Note que, em todos os casos, o modelo MSNDP poe pouca ou ne-
nhuma massa de probabilidade nos valores negativos. Isso evidencia o ganho que se tem ao se
utilizar o modelo MSNDP na estimacao de densidades estritamente positivas. Salientamos a étima
qualidade das estimativas obtidas pelo modelo MSNDP nos cenarios 10 e 11. A melhor adequacao
do modelo MSNDP também pode ser verificada analisando-se o valor da diferenca entre os EQMI’s

referente aos cendrios 9 a 12, que é apresentado na Tabela 5.4.

Os graficos (a) e (b) da Figura 5.7 resultam da andlise dos cenérios 13 e 14, respectivamente.
Em ambos os cendrios, os dados foram gerados a partir de distribuigoes exponenciais. Note que
no Cendrio 13, onde consideramos uma exponencial com decaimento rapido, ambos os modelos
fornecem estimativas de baixa qualidade. Ja no Cenéario 14, onde o decaimento da distribuicao
é mais lento, verifica-se uma consideravel melhora na qualidade das estimativas. Nos cenarios 15
e 16 as densidades tedricas sao misturas de distribuigdes skew-normal. A densidade avaliada no
Cenario 15 apresenta uma alta variabilidade e a avaliada no Cenario 16 é uma mistura simétrica.
Pela anélise dos graficos (c) e (d) da Figura 5.7 verificamos que o modelo MNDP falha ao estimar a
densidade tedrica de ambos os cendrios, uma vez que a estimativa obtida nao capta a assimetria da
mesma. O gréfico 5.7 (c) demonstra ainda que a curva estimada pelo modelo MSNDP n&o estima
corretamente a distribuigao a direita da mistura. Ja o grafico 5.7 (d) demonstra a 6tima qualidade
da estimativa obtida pelo modelo MSNDP. Tanto a andlise grafica quanto a analise do Dif obtido
para os cendrios 13 a 16 evidenciam uma melhor adequagdo do modelo MSNDP para estimar as

densidades consideradas.

A Figura 5.8 apresenta os graficos referentes aos cendrios de 17 a 20. Nesses cendrios os dados

foram gerados de uma mistura de distribuicbes skew-normal. A diferenca entre as misturas
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consideradas estd nos pesos atribuidos as distribui¢oes pertencentes a mistura. Os gréficos (a),
(b) e (c) da Figura 5.8 evidenciam o 6timo ajuste das curvas estimadas pelo modelo MSNDP. No
Cenério 20, representado pelo grafico 5.8 (d), observamos que apenas a distribuigdo com maior
peso na mistura foi adequadamente estimada pelo modelo MSNDP. A Figura 5.8 evidencia ainda a
incapacidade do modelo MNDP em estimar distribuicoes assimétricas com mais de uma moda. A
partir da Tabela 5.4 verificamos que o modelo mais adequado para estimar densidades nos cenarios
de 17 a 20 é o modelo MSNDP.

Os gréficos (a) e (b) da Figura 5.9 apresentam distribuicoes skew-normal com forte assimetria nega-
tiva e positiva, respectivamente. Ao examinar esses graficos observamos que ambos os modelos cap-
tam a assimetria das densidades tedricas. Apesar disso, observamos que o modelo MNDP p6e massa
em valores que possuem probabilidade de ocorréncia zero, tornando esse modelo
inadequado para estimar densidades com forte assimetria. Em contrapartida, a utilizagdo do mo-
delo MSNDP para estimar densidades com essa caracteristica é bastante apropriada. A andlise do
Dif dos cendrios 21 e 22 confirma a superioridade do modelo MSNDP nessas situagoes. O gréfico
(c) da Figura 5.9 apresenta uma distribuigao skew-normal com leve assimetria positiva. A andlise
desse gréfico juntamente com a andlise do valor do Dif referente ao Cendrio 23 revelam um melhor
ajuste da curva estimada pelo modelo MNDP. Examinando os gréfios 5.9 (b) e 5.9 (c¢) observamos
ainda que as estimativas obtidas pelo modelo MSNDP sao mais afetadas pela distribuicao dos dados

simulados.

A Figura 5.10 demonstra que, no caso em que a densidade tedrica é uma mistrua de distribuicoes
normais (gréafico 5.10 (a)), as diferencas D(y;) referentes ao modelo MSNDP sao superiores as di-
ferengas referentes ao modelo MNDP na maior parte do dominio de fy(y). Ja nos casos onde a
densidade tedrica é uma mistura de distribuigdes assimétricas (gréficos 5.10 (b), (c) e (d)), observa-
se a superioridade do modelo MSNDP ao estimar os pontos de mais alta densidade e as caudas da

densidade tedrica.

Vale salientar que, em todas as andlises realizadas nesse capitulo, consideramos uma amostra de
tamanho n = 100. Certamente um amento no tamanho amostral ird acarretar em uma melhoria na
qualidade de todas as estimativas obtidas, visto que o histograma dos dados estard mais proximo

da densidade tedrica.

5.2.1 Analise da Distribuigao a Posteriori do Parametro de Assimetria

Nesta sec¢ao, avaliamos o comportamento do parametro de assimetria da distribuicao skew-normal
em alguns cendarios especificos. Para tal, estimamos a média da distribuicdo a posteriori de A;,
i = 1,...,n, a partir da amostra gerada no estudo de dados simulados. Construimos ainda o

intervalo HDP de 95% correspondente a cada estimativa obtida. Essas andlises foram realizadas
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para os cendrios 1, 13, 18 e 21 e os resultados obtidos sao apresentados na Figura 5.11.

Média de lambda

Média de lambda

Figura 5.11: Estimativa da média da distribui¢do a posteriori do parametro de assimetria \; e intervalo HPD de 95%.
Cendrio 1; (b) Cenario 13; (c¢) Cenario 18 e (d) Cenério 21.

mistura de distribuigoes simétricas, o valor médio de lambda oscila em torno de zero.
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Pela andlise do gréfico 5.11 (a) podemos observar que no Cenério 1, onde consideramos uma

Isso ja

era de se esperar, visto que para A = 0 a densidade da skew-normal se reduz a densidade de uma

normal. No caso em que a densidade tedrica é estritamente positiva (negativa) verificamos, também

como esperado, que o parametro de assimetria assume em média valores positivos (negativos), mais
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especificamente valores em torno de 15 (-15). Essa avaliacao foi realizada com base na analise dos
graficos 5.11 (b) e (d), respectivamente. J& no Cénario 18, representado graficamente pela Figura
5.11 (c), verifica-se novamente que o valor médio de lambda oscila em torno de zero, porém a
variabilidade dos valores médios observados é bem mais ampla que a variabilidade apresentada no
Cendrio 1. Em todos os casos avaliados observa-se ainda uma baixa precisao dos intervalos HPD

contruidos.



Capitulo 6

Estudo de Caso - Duracao de Erupcoes do Géiser Old

Faithful

Nesta se¢ao, realizamos um estudo empregando dados reais. O conjunto de dados utilizado refere-se

a duragdo (em minutos) de 107 erupgoes do géiser Old Faithful, que esta localizado no Parque

Nacional de Yellowstone, EUA. Esse conjunto de dados encontra-se disponivel em Silverman (1986).
A densidade que originou os dados foi estimada a partir dos modelos MNDP-EW, MNDP-MM

e MSNDP. O intuito é comparar, através da andlise grafica, as estimativas obtidas a partir da

implementacao desses modelos. O conjunto de dados analisado é apresentado na Tabela 6.1.

Tabela 6.1: Duragao de 107 erupgoes do géiser Old Faithful.

Duracao da Erupgao (em minutos)

4.37
4.70
1.68
1.75
4.35
1.77
4.25
4.10
4.05
1.90
4.00

3.95
4.83
3.87
1.73
3.92
3.20
2.33
4.57
3.58
3.70
4.25

4.13
4.53
4.10
4.12
4.00
4.93
3.68
1.85
3.83
1.85
3.80

1.67
4.63
1.83
2.03
2.72
4.03
1.73
3.10
4.62
1.88
3.52

2.00
3.73
4.60
2.93
4.65
4.18
4.58
3.50
4.62
4.03
1.97

3.75
4.00
4.33
1.82
1.67
3.50
4.20
4.43
1.90
4.08
3.43

1.80
3.70
2.50
2.27
2.93
4.63
4.00
1.97
3.93
4.07
4.50

4.08
3.92
4.73
3.72
4.50
4.40
4.58
3.50
1.80
4.28

4.42
3.80
4.60
2.25
1.83
3.33
4.00
4.25
1.83
3.73

3.58
3.77
1.77
4.13
3.67
3.43
4.50
1.95
1.90
4.33

Nesse estudo, assumimos os seguintes valores para os hiperparametros

(m = 5,0 = 1,7 = 15,5 = 6,5

16, =

consideramos uma unica cadeia de tamanho 500.000.

0 e 22 = 100).

dos modelos de MDP
No esquema MCMC,

Apds a convergéncia ter sido obtida,

descartou-se um burn-in de tamanho 490.000 e considerou-se um lag igual a 1. Resultando, as-

sim, em uma amostra da distribuicao a posteriori de tamanho 10.000. Os algoritmos utilizados
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neste estudo foram implementados na linguagem de programacgao R, através do uso do software R
2.9.0.

A seguir, apresentamos o grafico contendo as curvas das densidades estimadas pelos modelos
MNDP-EW, MNDP-MM e MSNDP e o histograma da amostra observada. O histograma apre-
sentado na Figura 6.1 indica que a distribuicdo da duracao das erupgoes do géiser Old Faithful

apresenta assimetria e bimodalidade.

s+ MNDP-EW
© MNDP-MM i
S = - MSNDP
©
<
[}
o
(]
©
(%)
& -
o o 7
o
o
o -
S

Figura 6.1: Histograma da amostra observada e densidades estimadas pelos modelos MNDP-EW, MNDP-MM e MSNDP.

Analisando a Figura 6.1, pode-se verificar que o modelo MSNDP foi o tnico que forneceu uma
estimativa de densidade que indica tanto a assimetria quanto a bimodalidade que parece haver na
distribuicao dos dados. Também é possivel observar que a curva estimada pelo modelo MSNDP
possui caudas mais leves que as curvas estimadas pelos outros dois modelos, estimando de forma
mais adequada a distribuicdo empirica dos dados. O modelo MNDP-EW indicou apenas a assime-
tria da distribuicao. Ja a curva estimada pelo modelo MNDP-MM é unimodal e aproximadamente
simétrica, o que estd muito distante da evidéncia empirica fornecida pelos dados. Em resumo, o

modelo proposto capturou melhor as caracteristicas apontadas no histograma dos dados.



Capitulo 7

Conclusoes e Discussao

Neste trabalho, utilizamos o modelo hierarquico de misturas por processos de Dirichlet com a fina-
lidade de estimarmos densidades. O principal objetivo do trabalho foi estender o modelo MNDP
para estimagcao de densidades, proposto por Escobar e West (1995), considerando uma mistura de
distribuigoes skew-normal no primeiro estdgio do modelo. Comparou-se a qualidade das estimati-
vas de densidade obtidas a partir do modelo proposto (MSNDP) com aquelas obtidas pelo modelo
MNDP. Essa comparacao foi realizada implementando-se o algoritmo de MacEachern e Miiller
(1998). Tivemos como objetivo secundério, comparar os algoritmos de Escobar e West (1995) e
de MacEachern e Miiller (1998) na estimacao de densidades via modelo MNDP. A fim de atingir
nossas metas, realizamos dois estudos envolvendo dados simulados e um estudo envolvendo dados

reais. Os resultados desses estudos sao apresentados nos capitulos 5 e 6.

Os resultados obtidos na analise de dados simulados apresentada na Secdo 5.1 mostraram que,
de uma forma geral, tanto o algoritmo proposto por Escobar e West (1995) quanto o proposto
por MacEachern e Miiller (1998) produzem aproximagoes razodveis para a densidade tedrica.
No entanto, constatamos que o algoritmo de MacEachern e Miiller (1998) converge mais rapi-
damente e gera cadeias menos correlacionadas. Na maioria os cenédrios analisados, observamos uma
proximidade entre as curvas estimadas pelos dois algoritmos. Porém, a andlise grafica e a analise da
diferenca Dif revelaram uma melhor adequagdo das curvas estimadas pelo algoritmo de
MacEachern e Miiller (1998) em quase todos os cendrios considerados. Observamos também que a
distribuigao da qual os dados foram gerados influi significativamente na qualidade das estimativas.
Constatamos, como esperado, que o modelo de MNDP fornece melhores estimativas para densidades
simétricas ou que sao misturas de distribuicées simétricas. No caso de distribuigoes assimétricas,
o modelo tende a estimar de forma inadequada as caudas da distribuicao, atribuindo massa nao
desprezivel a valores da varidvel aleatoria que originalmente possuem probabilidade de ocorréncia
zero. Por exemplo, em situacoes onde a densidade tedrica é estritamente positiva, o modelo MNDP
tende a fornecer estimativas que atribuem massa de probabilidade a valores negativos da variavel

aleatoria.

50
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Com base nos resultados obtidos na andlise de dados simulados apresentada na Segao 5.2, con-
cluimos que o modelo MNDP ¢é mais adequado para estimar densidades com leve assimetria ou
que sejam provenientes de misturas de distribuicoes simétricas. J4 o modelo MSNDP mostrou-se
mais adequado na estimacao de densidades assimétricas e/ou que poem massa apenas em valores
nao-negativos ou nao-positivos. Nos casos em que a densidade estimada apresenta pelo menos uma
dessas caracteristicas, a qualidade das estimativas obtidas pelo modelo proposto neste trabalho
revelou-se muito superior aquelas obtidas pelo modelo MNDP. Esses resultados ratificam as su-

posicoes iniciais que motivaram a realizacao deste trabalho.

Como pdde ser observado, os modelos MNDP-EW, MNDP-MM e MSNDP produziram estimativas
de densidade satisfatérias na maioria das andlises realizadas. Apesar disso, todos eles apresenta-
ram problemas na convergéncia de alguns parametros e longas cadeias tiveram que ser geradas para
atingi-la. O tdnico estudo que nao apresentou tal problema foi o estudo que envolve dados reais. A
andlise de convergéncia foi realizada através do teste de Geweke (1992), disponivel no pacote coda
do software R. Esse problema de convergéncia se deu com mais intensidade em alguns modelos
do que em outros. O modelo que apresentou melhor comportamento com respeito a convergéncia
foi 0 modelo MNDP-MM. O cenério considerado também influiu na qualidade da convergéncia da
cadeia para a distribuicao a posteriori dos parametros. Cendrios que envolvem densidades com
grande nimero de modas, que possuem alta variabilidade ou uma assimetria muito acentuada (e.g.
exponencial, alguns casos de distribui¢oes gama, etc.), em geral, apresentaram convergéncia mais
lenta. Comportamento similar foi observado nos cenarios onde consideramos uma distribuicao a
priori nao informativa para o parametro de escala. Tentamos gerar cadeias com tamanhos superi-

ores a 200.000, porém o software R acusou erros na capacidade de armazenagem.

Outro problema, encontrado ao longo do desenvolvimento deste trabalho, deu-se na implementagao
do modelo MSNDP'. Mais especificamente, no processo de obtencao de amostras das distribuicoes
condidionais completas a posteriori apresentadas nas equagoes (4.13) e (4.15). Visto que a tarefa
de amostrar diretamente dessas distribuicoes é bastante complicada, optamos por gerar amostras
a partir das representacoes estocdasticas apresentadas nas Proposicoes 2 e 3. No entanto, o fato
de nao termos conseguido gerar valores da distribuicao normal truncada multivariada impossibili-
tou a obtencao de amostras a partir dessas representacoes. Dessa forma, amostras das condicionais

completas de uj e A% foram obtidas através da implementacao do algoritmo de Metropolis-Hastings.

Como proposta para trabalhos futuros, estamos considerando uma outra extensao do modelo de
Escobar e West (1995), na qual assumimos distribuigoes mais flexiveis para a distribui¢ao basal do

processo de Dirichlet.

!Para maiores detalhes a respeito do modelo MSNDP veja a Secdo 4.2.2.



Apéndice A
Demonstracoes

Neste apéndice, apresentamos as demonstragoes dos resultados apresentados nas equagoes (4.5),
(4.8), (4.10), (4.13), (4.14) e (4.15).

e (Célculo da distribui¢do condicional completa a posteriori dada pela equagao (4.5).

P(0;,0_3,y) _ P(yl|0i,0_;))P(0:0_3)
P6 s, y) J P(yl0:,0 ;) P(6:]0_;)) db;

ara=1Go0) + o 2 ‘591‘(91‘)]

P(0:10 i, y)

f H?:l N(ij Vi)

a1 Go(0) + o X _59j<9i>] db;

_71ﬁ_ _N(.Ujvvj) n
st Lo N (i, Vi) Go(0:) + N (i, Vi) 32 69, (6:)

I NG n
I% aN(Mi7‘/;)GO(91)+N(Mi,‘/i)' > .691'(9") do;

aN(ui, Vi) Go(0:) + 32 N, V;)de, (0:)

Segue de (A.1) que

P(6i0_s),y) o< a N(ui, Vi) Go(0:) + Y N(uj, V5)ds, (6:).
=1,

Temos, agora, que mostrar que o N (u;, Vi) Go(6;) = qo Gi(6;). Tem-se que
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a N(pi, Vi) Go(0;i) =

(%) s(r § T2 (y;i — m)2 2 s+ 1 5, -~ |
~er g [+ 3] R ar |51 5 | e xv)
—aﬁs [y, limm)? o s+1 8]y
Ty {+ sM } GI[ 5 ] (i, XV7)
aTs(m, M)GI [3;1 52} N(zi, XV;) = qo G;(65).

Portanto, tem-se que:
n

P(0:|0(_s), y) o< qoGi(6:) + > q;00,(65).
j=1,j#i

e Demonstragao do resultado apresentado na equagao (4.8):

P(Yo11]0) = / P(Yast, 041]0) b1
[ P10.6041)P(O10)
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Como Gy é uma distribuicdo Normal-Gama-Invertida dada em (4.2), segue que
/N(MiaVi)GO(ei)dei =
— [[ ¥ Vi) NG 7.5/2.5/2) dps v,

/ N (i, Vi) N (m, Vi) GI(s/2, S/2) dps dVi
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que é a densidade da distribuicdo t-Student com parametros s, m e M1/2.

Portanto, tem-se que:

o

P(Yi11]0) =

1 n
T M _ N, Vi),
o s(m, )+a—|—n;1 (s, Vi);

concluindo a prova.

e (Cailculo da distribuigao condicional a posteriori de 6?; = (,u;f, V]*), 7=1,
(4.10).
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...,k dada pela equacao
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Portanto, tem-se que:
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e (dlculo da distribuicao condicional completa a posteriori de ,u}k-, j=1,...,k, dada pela equacao
(4.13).

P(3|Vi A ygy) o [T Pluile, Vi A5 PGV

Yy —
x ¢nj ()

1

1 *
LAY
Vj

1:ci=]

*
HjLny
1

* =

Y(j) — Hj1n
Ve

* * * Yi) — M*]-n
lye) - ujlnjuz} exp {—W (] - m>2} L D
J V] 2

n; . 1 . R lﬁln-
Z(yz - Nj)2} exrp {_ZTV* (Mj - m)2} Py | A %
=1 J V] 2

-, .

— 2 * — 2 * 2
;(yi - y(j)) + ”j(,uj - y(j)) ] } exrp {_QTVJ-* (Mj —m) } ‘I)nj

[ *2 — * *2 * *
oy WG = 29y m5) + aly] —2muj)]} O, | A

)) o5 m, V)
J

Y(j) — Hj1n
1

Vi® )

- B Y5 _,U’*]- .
(a+ny)ps" — 23 (am + njy(j))} } O D
L V 2
J
— = 2
a+mn; «2 N URRCTIO) am + n;y ;) .
ot | ———— 22y [ 7 D, | N\
v ) Hi M]< a+n; a+n; "\

M}k'—<

am + njg(j)

a+n;

e

J

Y() — H51n
Ve

)

2

Y(j) — 15 1n

Y(j) — Hj1n

Vi

1

2



APENDICE A. DEMONSTRACOES 59

PV ALy ) o<
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Portanto, tem-se que:

P(3IViS A5 9 ) o d(ufs MP, V) @y (A" + 47). (4.2)

e (Caélculo da distribuicao condicional completa a posteriori de Vj*, 7 =1,...,k, dada pela equacao

(4.14).

PV |3, Xy o [T Pwilus. Vi, X5) P(us Vi) P(V))

iZCi:j
1 g Y) — Hiln o [ Yo) — Hiln 1) L, 5
X 7 ¢nj x1 (I)”j )\j w1 ﬁ exrp _2 V* ('u’j o m) X
j V2 v j TV
S4+1
1\° S
j j

1 = 1 & 1 S
*\ 2 * 2
X <]*> €$P{_2Vj* ;(yz —Mj) } emp{_ZTVj* (Nj —m) } emp{_ZVj*} X

J X1
Vi
1 e 1 |& 1
_ 2 * _ 2 . 9
: (Vj* exp{_ﬂj* ;(%‘yuﬂ (15 ~7() ” efvp{—gﬂ/j* (15 —m) }x
5 * y(]) B M;lnj
X exrp{ — = e | A "
{ 2Vj } J J Ve
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PV i, ALy ) o<

+1
XX i exT — 1
v Pl 2

nj+5+l

X Op; | A e I
J
Z

Portanto, tem-se que:

"

PV} 15,05y () o< GI <] oy | tal—m)*+ D (Wi =) + (5 - y(j))2]) D, (N52Z) .
i=1

e (alculo da distribuicao condicional completa a posteriori de )\;, j=1,...,k, dada pela equacao

(4.15).

PO |3, Vi ygy) o [T Pluiled, Vi, X5) P(X3)

e =]
o [ Y06~ Hiln, . 2
o Pp; | A I E— ¢(>\j;5az ).
V.2
J

Portanto, tem-se que:

P13, Vi y () < (A3 .2%) D, (A7 2) -
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Apéndice B
Determinacao das Representacoes Estocasticas

Neste apéndice, apresentamos as demonstracoes das proposicoes 2 e 3, que descrevem as repre-
sentacoes estocasticas de ,u;‘f|Vj*, )\;f, Yy € de )\;m;, Vj*, Y(;), respectivamente. Mas antes, apresen-

tamos alguns resultados imporantes para a determinacao dessas representagcoes.

Resultado 1: Seja X ~ N(u,0?). Segue de alguns resultados de Probabilidade que a mgf de
X é dada por

Mx(t) = exp {umtgj}. (B.1)

Resultado 2: Seja UY ~ LTN,,(L; 1, X). Tem-se que a mgf de UL é dada por

Pn(p+ Xt L, 3)
(1 L, X)

1
Myre (t) = exp {tTu + 2tTEt}

Resultado 3: (Lemma) Se X é um vetor ndo singular e X ~ N,(d, D), entdao para qualquer
vetor fixado a (m x 1) e qualquer matiz A (m x n), temos que
1
E[@0n(AX +aibB) = [@,(AX +aibB)— 6,(X:d D)X
D=2

= &, (Ad+a;b,B+ ADAT). (B.3)

Resultado 4: Seja

* x yx 1id * * )k : .
}/;|Mja‘/;7)‘J ~ SN(Mj?‘/}v)‘j)v.]:l?"'akaZ:L"'vnj;
w5l Vit ~ N (m, V)

x—1 .
Vi~ Gamal(s/2,5/2);
A ~ N(e,2?),
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onde n; ¢ o numero de observagées pertencentes ao j-¢ésimo cluster. Considere, a priori, que pj e

Vj* sao independentes de )\;.

Dessa forma, a distribuicao condicional completa a posteriori de ,u;f ¢é dada por

1 *
()% d(us; M*,V*) @ (X" + )
O, (M*X* +y*0,1,, +V*X"X“T) ’

(/’L] IV*a >‘j ) y(]))

* * x\ L
onde y(jy = (y1,- -, Yn;), M* = (am+n;y;))/(a+n;), V= (V) /(a+n;), A" = —(A]1n;)/(V])2

1
= (Njy)/(Vy)z.
Demonstracgao:

PV X geo) = e POlHG Vi 25) PUGIVY)
:uj R ]’y(J) szc—] yZ|MJ7v* )\;) (H]\VJ*)du;‘

)

NI

_ P MV & (A YY)
J Ol M2, V=) @, A" +y7) d

(v

5 [
SN—

[N

1
)2 p(ul; M, V*) @ (1A + y*)
ny (WX + y*10, I, + V*/\*X"T)

(aplicando o Resultado 3).

Ja a distribuicao condicional completa a posterior:i de /\;-‘ é dada por

1 *, 2 *
g¢(A]7 g2 )(I)nj ()\]Z)

PO, VE gy ) = :
( J‘,LL] J y(])) (Dnj(€Z;0,Inj +Z2ZTZ>

N[=

onde Z = (y(;) — pjln;)/(V})2.
Demonstracgao:

[, J P(yilpg, Vi A7) P(A))
S Tlise,—; PQilp?, Vi N5) P(XY) A

(Ve 22)®,, (N1 2)
Jo(N5i8,22)@,, (N5 Z) dX;

P13, Vit y ) =

(aplicando o resultado obtido em A.3)

W= =

o 20(N5e, 208, (N 2)
@, (¢Z;0,I,, + 222" Z)

(aplicando o Resultado 3).

(aplicando o resultado obtido em A.2)
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e Representacao estocéstica da distribui¢ao condicional completa a posterioride p7, j =1,... k.

A fim de provar que a representacido estocastica de ,uJ|V*, )\],y( H = Iy é dada pela equagao (),
iremos mostrar que

M

0= M) x Mo (20 )

Calculo da mgf de p,.

M, (1) = / explpit) PUEIVE N yg) i

*

1
= / exp{p;t} (v) o ) P, 15 v) dp;  (aplicando a equagao B.5)

P, (M*A*+y 0,1, +V*>\*)\*T)

© /1\2 . 1, oo Py (WA +y") .
= — | exp{uit — —(u; — M dp
/—OO (V*> {,uj 2V (Mj ) } (bnj (M*A* + Yy aov ITLj + V*A*A*T) H]

-[.(%)
-[.%)

X

D=

ol

n](M]A*+y)
3% At
O (M*X* +y*;0, 1, + VFA'A™)

1 * * * *
exp{ Fve [u] —2u;(Vt+ M)+ M }} dp;

ol

1 * * 1 *2 * *\ 2
exp{ 2V*[ — (V*t+ M")] }exp{—2V* [M —(Vt+M)}}><
Dy, (WA +y")

By, (M +y*50,1,, + VXA

1
© 7 1\2 27 LME VAV D, (AN +
_/ <*> exp {tM*+ V } qb(,u,J )¢ ](M] li) Mj
14 2 P, (M 4 y*;0, I, + VA A"

dy;

—00

£2V*) O, (MAA* +y* + VN0, 1, + VA
{ + d } i Y 2 ) (aplicando o Resultado 3).

* )\ ¥ *. et
<I>nj(M)\ +y* 0,1, + VATA )

Uma vez que W ~ N(M*,V*/(1 + V*)\*T)\*)), tem-se, pelo Resultado 1, que a mgf de W é

dada por
2V
My (t) = exp tM™ + .
w(t) { 2(1 + V*)\*T)\*)}

Ja a mgf de U é calculada da seginte maneira
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VNt 1 vt A\ VNt
MUO <T> = ef]fp - <T> (Inj —|— V*A*A*T) <T> X
L4+ VA" A" 2N14+ VA A 14+ VAT A"

J <( J ) 1+V*)\*T)\* Yy g

X
Oy, (0; — M — y*, Iy + VX AT)
1 * 2 V*t 2
= exp{ - (‘/tT> )\*T)\*+ (T) V*)\*TA*)\*T)\*
2 P\ + VA 1L+ VX A*
* * * *T * *
<I>nj< VNt +V)\)\ V)‘t;—M*A*—y*,Inj—i-V*)\*)\*T)

VAT A" VAT A"
By, (0; — M — y*, I, + VXA

}x

X

2

(1+ V*A*TA*)

1

3 XA (1 + V*A*TA*)] } x

<I>n VAL (14 VAN - MAN 7 I, +V*>\*>\*T)
NN )\

O, (0; —M*X* —y*, I, + VA A

oo
(s

L e \ ) @, (M*X‘ Y VNI, + V*X“)\*T)
=exps = .
14+ VA Ax Oy, (MAX* +y*0,1,, + VXA

Assim, tem-se que

VX't
MW(t) X MUO ( >

1+ VA A

1[e2ve + vEaT a2
=expq tM* + - + =
2 1+ VA" X"

} B, (M*)\* Yt VN0, T, + V*A*)\*T>
* *. it
B, (M + 970, I, + VA AT

i *\* * * )\ kg At
o ! 2V 1+ VAT an]) 8 <M A4y VA0, I, + VEA'A )
= ex —
g 2] 1+veaT O, (MX* + 4% 0, L, + VNN

2y @u, (MIX 447 + VXG0, T, + VAT
= exp {tM* + } -
2 P (MHX* +y*;0, I, + VA X")
= M, (t).
Portanto,
T
VA U
Hy < w +
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e Representacao estocéstica da distribuigao condicional completa a posterioride A7, j =1,... k.

A fim de provar que a representacao estocastica de /\;f]u;, Vj*,y(j) = )\, é dada pela equagao (),

iremos mostrar que

227t
i ) = 0w ) n (%7 )

Célculo da mgf de A,.

My, () = / exp{Nit} PO, Vi w)) dA]

/oo ) Lp(Nise,2%) @, (N 2) IXt (aplicand 0 B.5)
= exr . : aplicando a equacao .
Y e e z0,1,, + 222T) Y e
~ 1 | B, (N Z)
= —exp{\it — — (X} —¢)? 1 d\:
/ooz P 2z (5 —¢) }Cbn].(gZ;O,Inj—l—zZZZT) J
A IS Y j ®,,(cZ;0,1,, +2ZZ7) 7

(N1 Z)

*1 1 2 1
= Zexpd ——= [\ — (Pt +e exrpd ——— [e2 — (2%t + ¢)? } d\
/Ooz p{ 2. N~ ) } p{ 2z 1= )’ ®, (cZ;0,1,, +22ZZ7)

o q 2,2 Noe+ 22t 22) 0, (N Z
/ exp{t6+tz }d)(f ) J(]T)dA;f
2 [ @,,(c2:0,1,, +:22Z")

Lo Z

12,2) ®, (eZ + 2*tZ;0,1,. +22ZZ"
c } ny ( e ) (aplicando o Resultado 3).

=expqte+
b { 2 ®,,(c2;0,1,, + 222"

Uma vez que W ~ N(e,22/(1 4+ 22Z1 Z)), tem-se, pelo Resultado 1, que a mgf de W é dada

por

222
M, t) =ex t€+— .
w(t) p{ 201 + z2ZTZ)}

Ja a mgf de UY é calculada da seginte maneira

227t 1 27t \© 227t
Myo (—220 ) —eapd = (—228 ) (1, +:2227 <> X
v <1+z2ZTZ> P12 <1+Z2ZTZ> (In, 172272

O, (L, +22227) (2415 )i —<Z. 1, + #22")

. T
O, (0;—eZ,1,, +22Z2Z7)

X

*

J
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227t 1 22t 2 22t 2
M ———— | =exp< = S — AL A <> VAN AN X
v <1+z2ZTZ> P12 (1—|—Z2ZTZ> 1+ 22277
T
(bn]' ( 227t + 2Z7Z 27, _5Z5Inj + ZQZZT)

1+:2Z" Z 1+22Z"'Z
O, (0;—cZ I, +22ZZ7)

X

22t (14227 Z);—cZ,1,, + z2ZZT)

N

442 o, <7T
[Z ——Z"Z(1+ ZQZTZ)] } \1422"Z "
(1+22Z"Z)? ®,,(0;—<cZ,1,, +22ZZ")

:exp{

{1 ( Az 71 )} Oy, (eZ + 22Z;0,1,, + 2°ZZ")
= €ex -
Pla\1y 2272 ®,,(c2;0,1,, + 2 ZZ7)

Assim, tem-se que

227t
My (t) x M, — | =
w(®) UO(HZQZTZ)

{ 1 {t222 + Z4szt2] } O, (eZ +22Zt;0,1,, +2*ZZ")
=exp

e+ 5
2| 1+2227Z2 O, (¢Z;0,1,, +22ZZ")

{ 1 [tQZZ(l +z2ZTZ)} } P, (5Z+Z2Zt;0,1nj _|_Z2ZZT)
=exp

te + o 7 : 7
2 1+ 222" Z ©,,(¢Z;0,1,, +22Z22Z")

t222) ®,. (eZ +227t,0,1,,. + 22ZZT)
=expqte+ - z 7
2 ®,,(cZ;0,1,, +2°ZZ")
= My, (t).
Portanto,
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