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Resumo
Neste trabalho é proposta uma nova abordagem da distribuição beta logísticapertencente à classe de distribuições beta generalizada.Esta distribuição já se encontrana literatura e é denominada de distribuição logística generalizada do tipo IV . Paraessa nova abordagem, foi realizado o estudo da função densidade de probabilidade,função de distribuição acumulada e função de risco. Apresentaremos expressões paraas principais propriedades desta distribuição, tais como, momentos, função geradorade momentos, medidas de tendência central e função densidade de probabilidadedas estatísticas de ordem, entre outros. O estimador de máxima verossimilhançaé proposto para estimar os parâmetros desta distribuição e a matriz de informaçãoesperada é calculada. Para ilustrar a aplicação da distribuição beta logística uti-lizamos dois conjuntos de dados reais, mostrando que ela é mais �exível que outrasdistribuições existentes na literatura.

Palavras− chaves : Distribuição logística; Distribuição beta logística; Estimação demáxima verossimilhança.
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Abstract
This work proposes a new approach to the beta logistic distribution belongingto the class of generalized beta distributions. This distribution is known in literatureand is called the generalized logistic distribution of type IV. For this new approach,the study was conducted of the probability density function, cumulative distributionfunction and hazard function. We present expressions for the moments, momentgenerating function, measures of central tendency, probability density function oforder statistics, average deviations, entropies, and Lorenz and Bonferroni curves.The estimator of maximum likelihood is proposed to estimate the parameters thisdistribution and the expected information matrix is calculated. To illustrate theapplication of the beta logistic distribution we used two real data sets showing thatit is more �exible than other distributions in the literature.
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Capítulo 1
Introdução

O modelo logístico surgiu inicialmente para modelar estudos demográ�cos porVerhulst. Reed e Berkson chegaram a chamá-la de modelo de Verhulst, uma home-nagem ao seu precursor. Outros autores aplicaram a distribuição logística para esti-mar o crescimento da população humana, por exemplo, Schultz (1930).Generalizações da distribuição logística surgiram inicialmente com Perks(1932), que propôs uma distribuição que inclui todas as generalizações da distribuiçãologística conhecidas como Tipos I, II, III e IV . A distribuição logística genera-lizada tipo I tem recebido considerável atenção com respeito às caracterizações, taiscomo os momentos e estatísticas de ordem. A distribuição do tipo II inclui várias pro-priedades da distribuição do tipo I; por exemplo, se X é uma variável aleatória (v.a.)com distribuição logística generalizada do tipo I, então, -X é uma v.a. que segue adistribuição generalizada logística do tipo II. A distribuição logística generalizadado tipo III é simétrica e extremamente útil como aproximação a outras distribuiçõessimétricas, como por exemplo, a distribuição t de Student. A distribuição logísticageneralizada do tipo IV é a mais geral, pois inclui as distribuições do tipo I e III11



12como casos especiais.Prentice (1975) propôs uma nova família de distribuições, que inclui algumasdistribuições importantes como casos especiais, tais como as distribuições, normal,logística, valor extremo e logística generalizada. Distribuições de probabilidade comsuporte nos reais positivos incluem as distribuições exponencial, log-normal, Weibull,gama, gama generalizada, log-logístico, qui-quadrado, t e F .McDonald e Xu (1995) apresentam uma classe de distribuições beta comcinco parâmetros que inclui as distribuições beta generalizada e gama generalizada.Estas distribuições incluem mais de trinta distribuições como casos especiais. Adistribuição beta generalizada gera a distribuição beta generalizada exponencial, oqual inclui formas generalizadas das distribuições logística, exponencial, Gompertz eGumbel e a distribuição normal como caso especial.Eugene et al. (2002) desenvolveram também um método de generalizar dis-tribuições, introduzindo a classe beta generalizada (beta-G) de distribuições. Elesapresentaram a distribuição beta normal a partir da aplicação entre as distribuiçõesbeta e normal. Uma vantagem da distribuição beta normal em relação à distribuiçãonormal, é que ela pode assumir a forma unimodal ou bimodal. Esta classe de dis-tribuições generaliza uma distribuição padrão adicionando dois parâmetros de forma.Por isso, a forma generalizada proporciona maior �exibilidade na análise dos dadosobservados. Vários trabalhos surgiram na literatura nesta mesma linha de pesquisa.Estes trabalhos introduzem uma nova distribuição da classe beta-G, deduzindo al-gumas propriedades que caracterizam a distribuição e propõem uma aplicação parao modelo. Neste sentido, citamos algumas distribuições, tais como, beta Gumbel(Nadarajah e Kotz, 2004), beta exponencial (Nadarajah e Kotz, 2005), beta secantehiperbólico (Fischer e Vaughan, 2007), beta power (Cordeiro e Brito, 2010), beta



1.1 Preliminares 13Weibull (Cordeiro et al, 2010) e beta logística generalizada (Morais et al., 2010),entre outros.Neste contexto, o objetivo deste trabalho é propor uma nova abordagemda distribuição beta logística, pertencente à classe de distribuições beta generali-zada. Determinamos expressões matemáticas para as propriedades que caracterizama distribuição. Estudamos a teoria de inferência para a distribuição. Ainda, deter-minamos expressões para os estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetrosda distribuição e para veri�car a �exibilidade da distribuição beta logística, desen-volvemos uma aplicação com dois conjuntos de dados reais, comparando com outrasdistribuições.Esta dissertação está dividida em cinco capítulos e contém dois anexos. NoCapítulo 2 apresentamos a distribuição beta logística explorando suas propriedades.No Capítulo 3 desenvolvemos a teoria de inferência da distribuição BLo. No Capítulo4 um estudo de simulação é realizado e apresentamos duas aplicações da distribuiçãobeta logística. Finalmente, considerações �nais são apresentadas no Capítulo 5.
1.1 PreliminaresO objetivo desta seção é apresentar alguns conceitos para o desenvolvimentodeste trabalho, assim como estabelecer a notação e terminologias pertinentes.



1.1 Preliminares 141.1.1 Distribuição logísticaA função de densidade de probabilidade (f.d.p.) da distribuição logística de parâme-tros µ e σ, denotada por Lo(µ, σ), é dada por
f(x) =

e−
(x−µ)

s

s[1 + e−
(x−µ)

s ]2
, x, µ ∈ <, s > 0, (1.1)em que s = σ

√
3

π
e σ > 0.Esta função de densidade de probabilidade da distribuição Lo é consideradamais geral, porque ela inclui a distribuição logística padrão Lo(0,1). O termo s éutilizado apenas para simpli�car as notações da distribuição Lo.Uma outra forma alternativa para a f.d.p. pode ser escrita como

f(x) =
1

4s
sech2

(

x− µ

2s

)

. (1.2)Por consequência da equação (1.2), a função de distribuição acumulada (f.d.a.) dadistribuição logística é denotada por
F (x) =

1

1 + e−
(x−µ)

s

, (1.3)aqui, também podemos estabelecer de uma outra forma a f.d.a., dada por
F (x) =

1

2

[

1 + tanh

(

x− µ

2s

)]

.Para as equações (1.2) e (1.3), a função de risco da distribuição Lo pode serescrita como
h(x) =

1

s
[

1 + e−
(x−µ)

s

] .A Figura 1.1 apresenta os grá�cos da função densidade de probabilidade e funçãode distribuição acumulada da distribuição Lo para alguns valores dos parâmetros, µe σ.
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Figura 1.1: Grá�cos da f.d.p. (1.1) e f.d.a. (1.3) da distribuição Lo para algunsvalores dos parâmetros µ e σAs principais propriedades que caracterizam a distribuição logística são apre-sentadas no Apêndice A.1.1.2 Classe de distribuições beta generalizadaA classe de distribuições beta generalizada é aplicada em análise de dados comdistribuição assimétrica que não podem ser bem ajustados pelas distribuições exis-tentes na literatura (Eugene et al, 2002). Assim, esta classe de distribuições pode serde�nida da seguinte forma:Sejam Z e Y duas variáveis aleatórias (v.a.), em que Z ∼ Beta(a, b) e Ycom função de distribuição acumulada G(y), chamada de distribuição primitiva. Aaplicação X = G−1
Y (z) produz X seguindo a função de densidade de probabilidadeda distribuição beta generalizada com expressão
f(x;α, β, γ) =

g(y)

B(α, β)
[G(y)]α−1[1−G(y)]β−1, (1.4)



1.1 Preliminares 16em que B(α, β) é a função beta, g(y) é a f.d.p. de G(y) e γ são os parâmetros dadistribuição primitiva da v.a. YA f.d.a. da distribuição beta generalizada pode ser escrita como
F (x;α, β, γ) =

BGy(α, β)

B(α, β)
, (1.5)em que BG(y)(α, β) é denominada função beta incompleta e é dada por

BG(y)(α, β) =

G(y)
∫

0

tα−1(1− t)β−1dt.Quando α = β = 1 a função de distribuição acumulada da distribuição betageneralizada coincide com a f.d.a. G(y) da distribuição primitiva.A adição dos parâmetros de forma, α e β, proporciona maior �exibilidade àdistribuição, pois determinam assimetria e variabilidade ao peso das caudas.



Capítulo 2
Distribuição beta logística

Neste capítulo é proposta uma distribuição com quatro parâmetros, denotada pordistribuição beta logística (BLo). Apresentamos a função densidade de probabilidade(f.d.p.), função de distribuição acumulada (f.d.a.), função de risco, função geradora demomentos (f.g.m.), momentos, média, moda, mediana, estatística de ordem, entropia,momentos-L, desvios médios em relação à média e à mediana e as curvas de Lorenze Bonferroni.
2.1 De�nição da distribuição beta logísticaSejam Z e Y duas variáveis aleatórias (v.a.), Z ∼ Beta(a, b) e Y ∼ Lo(µ, σ).Como forma de combinar as duas variáveis, de�nimos X como

X = s log

[

z

1− z

]

+ µ.em que s = σ
√
3

π
. Desta forma, a variável aleatória X segue uma distribuição betalogística, denotada por, X ∼ BLo(µ, σ, a, b).17



2.1 De�nição da distribuição beta logística 18Utilizando a equação (1.4), a função densidade de probabilidade da dis-tribuição beta logística pode ser escrita como
f(x) =

[e−
(x−µ)

s ]b

B(a, b)s[1 + e−
(x−µ)

s ]a+b
. (2.1)A função de distribuição acumulada da distribuição BLo é obtida a partir daequação (1.5), isto é,

FX(x) =

b−1
∑

n=0

dn

[

1

1 + e−
(x−µ)

s

]a+n

, (2.2)em que dn =
(

b−1
n

) (−1)n

B(a,b)(a+n)
, n ≥ 0.Das equações (2.1) e (2.2), a função de risco da distribuição BLo pode serescrita como

h(x) =
[e−

(x−µ)
s ]b

s
[

1 + e−
(x−µ)

s

]a+b






B(a, b)−

1

1+e
−

(x−µ)
s

∫

0

ta−1(1− t)b−1dt







.

As Figuras 2.1, 2.2 e 2.3 apresentam os grá�cos das funções densidade deprobabilidade, função de distribuição acumulada e da função de risco para algunsvalores dos parâmetros µ, σ, a e b.Distribuições com maiores valores dos parâmetros a e b apresentam maiorcurtose. Se a > b a curva da distribuição BLo é assimétrica à esquerda e se a < ba curva é assimétrica à direita.
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Figura 2.1: Grá�cos da função de densidade de probabilidade da distribuição BLopara alguns valores dos parâmetros µ, σ, a e b
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Figura 2.2: Grá�cos da função de distribuição acumulada da distribuição BLo paraalguns valores dos parâmetros µ, σ, a e b
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Figura 2.3: Grá�cos da função de risco da distribuição BLo para alguns valores dosparâmetros µ, σ, a e b



2.2 Características da distribuição beta logística 222.2 Características da distribuição beta logísticaNesta seção desenvolvemos expressões formais para função geradora de momentos,momentos, esperança, média, moda, mediana, estatística de ordem, entropias deRenyi, Shanon e Kullback, momentos L, foram também desenvolvidos desvios médiosem relação a média e a mediana. Finalmente, as curvas de Lorenz e Bonferroni.2.2.1 Função geradora de momentosA função de geração de momentos é utilizada para determinar os momentos deuma distribuição de probabilidade.Utilizando a função de densidade de probabilidade da distribuição BLo,equação (2.1), obtemos a função geradora de momentos (f.g.m.), dada por
M(t) =

∞
∫

−∞

etx
[e−

(x−µ)
s ]b

B(a, b)s(1 + e−
(x−µ)

s )a+b
dx.Substituindo v = x−µ

s
, temos

M(t) =
etµ

B(a, b)

∞
∫

−∞

e−(1−ts)v

(

1

1 + e−v

)a+b

dv,fazendo m = 1
1+e−v , obtemos

M(t) =
etµ

B(a, b)

1
∫

0

m(ts+a−1)(1−m)(b−ts−1)dm

=
etµ

B(a, b)
B(ts + a, b− ts)

=
etµ

B(a, b)

Γ(ts+ a)Γ(b− ts)

Γ(a+ b)
, (2.3)em que ts < b.



2.2 Características da distribuição beta logística 232.2.2 MomentosOs momentos de uma distribuição de probabilidade são importantes para deter-minar algumas características fundamentais, como por exemplo, esperança, variância,assimetria e curtose.A partir da de�nição do n-ésimo momento da distribuição beta-G, podemosfacilmente obter o n-ésimo momento da distribuição BLo após uma mudança devariáveis.O n-ésimo momento da distribuição beta-G pode ser escrito como
τn =

∞
∫

−∞

xn
g(x)

B(a, b)
G(x)a−1[1−G(x)]b−1dx. (2.4)Fazendo G(x) = u, obtemos x = G−1(u), isto é,

x = s log

(

u

1− u

)

+ µ = G−1(u).Aplicando esta relação na equação (2.4), temos
τn =

1
∫

0

[G−1(u)]n
1

B(a, b)
ua−1(1− u)b−1du

=

1
∫

0

[

s log

(

u

1− µ

)

+ µ

]n
1

B(a, b)
ua−1(1− u)b−1du

=

n
∑

k=0

(

n

k

)

skµn−k

1
∫

0

[(log u− log(1− u)]k
1

B(a, b)
ua−1(1− u)b−1du

=

n
∑

k=0

k
∑

v=0

(

n

k

)(

k

v

)

skµn−k(−1)v
1
∫

0

(log u)k−v[log(1− u)]v
1

B(a, b)
ua−1(1− u)b−1du.(2.5)Usando a relação

1
∫

0

(log x)(k−v)[log(1− x)]vxβ−1(1− x)α−1dx =
∂k

∂βk−v∂αv
B(β, α),



2.2 Características da distribuição beta logística 24em (2.5), o n-ésimo momento da distribuição BLo pode ser escrito como
τ =

n
∑

k=0

k
∑

v=0

(

n

k

)(

k

v

)

skµn−k (−1)v

B(a, b)

∂kB(a, b)

∂ak−v∂bv
.2.2.3 EsperançaA esperança da distribuição BLo pode ser facilmente encontrada a partir dafunção geradora de momentos, calculando o primeiro momento.Derivando a equação (2.3) em relação a t, temos

dM(t)

dt
= µ+ s

Γ
′
(ts+ a)

Γ(ts+ a)
− s

Γ
′
(b− ts)

Γ(b− ts)
, (2.6)e tomando t = 0 na equação (2.6), obtemos a esperança da distribuição BLo

E(X) = µ+ s[Ψ(a)−Ψ(b)],em que Ψ(·) denota a função digama.2.2.4 ModaUma medida de tendência central, chamada moda, é o valor ou valores maisfrequentes em uma distribuição de frequência. A moda é obtida pela maximizaçãodo logaritmo da f.d.p. da equação (2.1), isto é,
∂ log f(x)

∂x
= −b

s
− (a + b)

1

1 + e−
(x−µ)

s

[

e−
(x−µ)

s

(

−1

s

)]

.Derivando a expressão acima e igualando a 0, temos
−b
s
+

(a+ b)

s

[

e−
(x−µ)

s

1 + e−
(x−µ)

s

]

= 0.



2.2 Características da distribuição beta logística 25Assim, desenvolvendo a equação anterior, obtemos
e−

(x−µ)
s =

b

a
,logo,

X̃mo = µ+ s(log a− log b).em que X̃mo é a moda da distribuição BLo.Na Tabela 2.1 apresentamos valores para a esperança e moda da distribuição betalogística para alguns valores dos parâmetros µ, σ, a e b.Tabela 2.1: Valores esperados e moda para alguns valores dos parâmetros da dis-tribuição BLo. Parâmetros E(X) Mo
µ σ a b2 2 1 1 2 21 2 3 1 2,654 3,1972 1 3 1 2,827 3,1000,1 10 1 4 -7,543 -10,00810 0,4 1 4 9,694 9,6001 2 10 0,4 1,710 2,0613 1 0,1 40 1,679 -0,1103 1 0,2 0,5 2,800 2,2673 1 40 25 3,104 3,105



2.2 Características da distribuição beta logística 262.2.5 MedianaA mediana de uma distribuição contínua é de�nida como
P (X ≤ v) = P (X ≥ v) =

v
∫

−∞

f(x)dx =
1

2
.Podemos mostrar que a distribuição BLo não têm forma fechada para a mediana,isto é, a equação

v
∫

−∞

[e−
(x−µ)

s ]b

B(a, b)s[1 + e−
(x−µ)

s ]a+b
dx =

1

2não pode ser resolvida analiticamente.Fazendo a mudança de variáveis t = x−µ

s
, obtemos

v−µ

s
∫

−∞

e−bt

B(a, b)(1 + e−t)a+b
dt =

1

2
.Substituindo m = 1

1+e−t , temos
1

1+e
−(

v−µ
s )

∫

0

ma−1(1−m)b−1dm =
1

2
.A solução desta equação não linear resulta no valor da mediana da distribuição betalogística.2.2.6 Estatísticas de ordemEstatísticas de ordem são consideradas de fundamental importância na estatística.Importantes casos especiais das estatísticas de ordem são consideradas o mínimo e omáximo valor de uma amostra.



2.2 Características da distribuição beta logística 27Considerando uma amostra aleatória de tamanho n de uma distribuição deprobabilidade contínua, a expressão da função densidade da k-ésima estatística deordem Xk:n é dada por
fk:n(x) =

f(x)

B(k, n− k + 1)
F (x)k−1(1− F (x))n−k,para k = 1, ..., n. Expandindo em binômio de Newton, temos

fk:n(x) =
f(x)

B(k, n− k + 1)

n−k
∑

m=0

(

n− k

m

)

(−1)mF (x)m+k−1. (2.7)Substituindo a equação (2.2) em (2.7), obtemos
fk:n(x) =

f(x)

B(k, n− k + 1)

n−k
∑

m=0

(

n− k

m

)

(−1)m

[

b−1
∑

t=0

dtG(x)
t+a

]m+k−1

. (2.8)Utilizando a identidade (∑∞
k=0 dkx

k
)n

=
∑∞

k=0 ck,nx
k (Gradshteyn e Ryzhik, 2000)onde

c0,n = dn0 e ck,n = (kd0)
−1

k
∑

l=0

(nl − k + l)dlck−l,n,na equação (2.8), temos
fk:n(x) =

f(x)

B(k, n− k + 1)

n−k
∑

m=0

(

n− k

m

)

(−1)m
∞
∑

t=0

ct+a,m+k−1G(x)
t+a, (2.9)em que

ct+a,m+k−1 = [d0(t+ a)]−1

t+a
∑

l=0

[(m+ k − 1)l − (t + a) + l]dlct+a−l,m+k−1.Substituindo a f.d.p. e a f.d.a. da distribuição Lo dadas pelas equações (1.1) e (1.3),respectivamente, em (2.9) temos
fk:n(x) =

1

B(k, n− k + 1)

n−k
∑

m=0

(

n− k

m

)

(−1)m[e−
(x−µ)

s ]b

B(a, b)s
[

1 + e−
(x−µ)

s

]a+b

×
∞
∑

t=0

ct+a,m+k−1

[

1

1 + e−
(x−µ)

s

]t+a

.em que fk:n(x) é a função densidade da estatística de ordem da distribuição BLo.



2.2 Características da distribuição beta logística 282.2.7 Entropia de ShanonO conceito de entropia de Shannon (Shannon, 1948) vem do campo da Teoria daInformação. Ela mede o grau de incerteza que existe em um sistema termodinâmicoem evolução.A entropia de Shanon é de�nida como
h[f ] =

∞
∫

−∞

f(x) log f(x)dx. (2.10)Substituindo a f.d.p. da BLo, equação (2.1), em (2.10) obtemos
h[f ] =

∞
∫

−∞

[e−
(x−µ)

s ]b

B(a, b)s[1 + e−
(x−µ)

s ]a+b
log

{

[e−
(x−µ)

s ]b

B(a, b)s[1 + e−
(x−µ)

s ]a+b

}

dx.Fazendo t = x−µ

s
, temos

h[f ] =

∞
∫

−∞

(e−t)b

B(a, b)(1 + e−t)a+b
log

[

(e−t)b

B(a, b)s(1 + e−t)a+b

]

dt

=

∞
∫

−∞

−bt
[

e−bt

B(a, b)(1 + e−t)a+b

]

dt−
∞
∫

−∞

log B(a, b)

[

e−bt

B(a, b)(1 + e−t)a+b

]

dt

−
∞
∫

−∞

log

[

s
e−bt

B(a, b)(1 + e−t)a+b

]

dt

−(a + b)

∞
∫

−∞

log

[

(1 + e−t)
e−bt

B(a, b)(1 + e−t)a+b

]

dt

= −bEBLo(T )− log B(a, b)− log (s)− (a+ b)EBLo[log (1 + e−T )]

= − log [sB(a, b)]− bs[Ψ(a)−Ψ(b)] + (a + b)[Ψ(a+ b)−Ψ(a)],em que EBLo é a esperança da distribuição BLo.



2.2 Características da distribuição beta logística 292.2.8 Entropia de RényiA entropia de Rényi (Rényi, 1961) é uma generalização da entropia Shannon.A entropia de Rényi de ordem γ de uma distribuição contínua é de�nidacomo
r[f ] =

1

1− γ
log





∞
∫

−∞

f γ(x)dx



 , (2.11)em que γ > 0 e γ 6= 1.Substituindo a equação (2.1) na equação (2.11), obtemos que
r[f ] =

1

1− γ
log

∞
∫

−∞











[

e−
(x−µ)

s

]b

B(a, b)s
[

1 + e−
(x−µ)

s

]a+b











γ

dx.Fazendo t = x−µ

s
, temos

r[f ] =
1

1− γ
log





1

Bγ(a, b)sγ−1

∞
∫

−∞

e−btγ

(1 + e−t)γ(a+b)
dt



 .Substituindo m = 1
1+e−t , obtemos

r[f ] =
1

1− γ
log





1

Bγ(a, b)sγ−1

1
∫

0

maγ−1(1−m)bγ−1dm





=
1

1− γ
log

[

1

Bγ(a, b)sγ−1
B(aγ, bγ)

]

=
1

1− γ
[log B(aγ, bγ)− γ log B(a, b)− (γ − 1) log s] .2.2.9 Entropia de Kullback-LeiblerNa teoria de probabilidade a entropia de Kullback-Leibler é uma medida da diferençadas funções densidade f e g de�nida por
I[F,G] =

∞
∫

−∞

log
f(x)

g(x)
f(x)dx, (2.12)



2.2 Características da distribuição beta logística 30em que I[F,G] ≥ 0.Considerando f(x) a f.d.p. da distribuição BLo e g(x) a f.d.p. da distribuição Lo,substituindo as equações (2.1) e (1.1) em (2.12), obtemos
I[F,G] =

∞
∫

−∞

log

{

[e−
(x−µ)

s ]b

B(a, b)s[1 + e−
(x−µ)

s ]a+b

[

s(1 + e−
(x−µ)

s )2

e−
(x−µ)

s

]}

× [e−
(x−µ)

s ]b

B(a, b)s[1 + e−
(x−µ)

s ]a+b
dx

=

∞
∫

−∞

log

{

[e−
(x−µ)

s ]b−1

B(a, b)[1 + e−
(x−µ)

s ]a+b−2

}

[e−
(x−µ)

s ]b

B(a, b)s[1 + e−
(x−µ)

s ]a+b
dx

=

∞
∫

−∞

(b− 1)(x− µ)

s

[

e−b
(x−µ)

s

B(a, b)s(1 + e−
(x−µ)

s )a+b

]

dx

− log B(a, b)−
∞
∫

−∞

(a + b− 2) log [1 + e−
(x−µ)

s ]

×
[

e−b
(x−µ)

s

B(a, b)s(1 + e−
(x−µ)

s )a+b

]

dx.Fazendo a mudança de variáveis t = x−µ

s
, obtemos

I[F,G] = −(b− 1)

∞
∫

−∞

t
e−bt

B(a, b)s(1 + e−t)a+b
sdt− log B(a, b)

−(a + b− 2)

∞
∫

−∞

log (1 + e−t)
e−bt

B(a, b)s(1 + e−t)a+b
sdt

= −(b− 1)EBLo(T )− log B(a, b)− (a+ b− 2)EBLo(log(1 + e−T ))

= − log B(a, b)− (b− 1){µ+ s[Ψ(a)−Ψ(b)]}+ (a+ b− 2)[Ψ(a+ b)−Ψ(a)],Se a = b = 1 temos que I[F,G]=0



2.2 Características da distribuição beta logística 312.2.10 Momentos-LOs momentos-L são estatísticas usadas para resumir a forma de uma distribuiçãode probabilidade. Eles são análogos aos momentos convencionais, mas são de�nidoscomo combinações lineares das estatísticas de ordem. Eles são de�nidos por Hosking(1990) como
λr+1 = r(r + 1)−1

r
∑

k=1

(−1)k

k
E(X(r+1−k;r+1))para r = 1, ...Os quatro primeiros momentos-L de uma distribuição de probabilidade são

λ1 = E(X1:1), λ2 = 1
2
E(X2:2 −X1:2), λ3 = 1

3
E(X3:3 − 2X2:3 +X1:3) e

λ4 =
1
4
E(X4:4 − 3X3:4 + 3X2:4 −X1:4).A partir das expansões dos momentos das estatísticas de ordem dadas anterior-mente, podemos obter expansões para os momentos-L da distribuição BLo como com-binações lineares ponderadas das esperanças de estatísticas de ordem da distribuiçãobeta logística.2.2.11 Desvio médio em relação à médiaO desvio médio em relação ao valor esperado de uma distribuição é dado por

δ1 =

∞
∫

−∞

|x− µ|f(x)dx.



2.2 Características da distribuição beta logística 32Desenvolvendo a integral da expressão acima temos
δ1 =

µ
∫

−∞

(µ− x)f(x)dx+

∞
∫

µ

(x− µ)f(x)dx = 2

µ
∫

−∞

(µ− x)f(x)dx

= 2µF (µ)− 2

µ
∫

−∞

xf(x)dx. (2.13)Substituindo a f.d.p. da distribuição BLo, equação (2.1), em (2.13), obtemos
δ1 =

µ
∫

−∞

x
[e− (x−µ)

s
]b

B(a, b)s[1 + e−
(x−µ)

s
]a+b

dx.Fazendo t = x−µ

s
temos
δ1 =

0
∫

−∞

(µ+ st)
(e−t)b

B(a, b)(1 + e−t)a+b
dt

= µF (0) + s

0
∫

−∞

t
(e−t)b

B(a, b)(1 + e−t)a+b
dt.Substituindo m = 1

1+e−t , obtemos
δ1 =

s

B(a, b)







1
2
∫

0

log m(1−m)b−1ma−1dm+

1
2
∫

0

log (1−m)(1−m)b−1ma−1dm






.Portanto,

δ1 = 2µF (µ)− 2µF (0)

+2

{

log 0, 5× s

B(a, b)

[

b−1
∑

j=0

(

b− 1

j

)

(−1)j
1

(a+ j)2a+j

]}

+2

{

log 0, 5× s

B(a, b)

[

b−1
∑

j=0

a+j−1
∑

k=0

(

b− 1

j

)(

a+ j − 1

k

)

1

(k + 1)2k+1

(

1

2
− 1

(k + 1)

)

]}

.



2.2 Características da distribuição beta logística 332.2.12 Desvio médio em relação à medianaO desvio médio em relação a mediana de uma distribuição é dado por
δ2 =

∞
∫

−∞

|x−M |f(x)dx.Desenvolvendo a integral da expressão acima, obtemos
δ2 =

M
∫

−∞

(M − x)f(x)dx+

∞
∫

M

(x−M)f(x)dx

= 2

M
∫

−∞

Mf(x)dx− 2

∞
∫

M

xf(x)dx+ E(x)−M

= 2MF (M) + E(x)−M − 2

∞
∫

M

xf(x)dx.De forma análoga ao desvio médio em relação à média, podemos concluir que o desviomédio em relação à mediana da distribuição beta logística é expresso por
δ2 = 2MF (M) + E(x)−M − 2µF

(

M − µ

s

)

+2

{

s

B(a, b)
log

[

1

1 + e−
(M−µ)

s

]

[

b−1
∑

j=0

(

b− 1

j

)

(−1)j
1

a + j

(

1

1 + e−
(M−µ)

s

)a+j
]}

+2











b−1
∑

j=0

a+j−1
∑

k=0

(

b− 1

j

)(

a+ j − 1

k

)

(

1 + e−
(M−µ)

s

)−(k+1)

(k + 1)

[

log
1

1 + e−
(M−µ)

s

− 1

(k + 1)

]











.

2.2.13 Curva de LorenzA curva de Lorenz é um grá�co utilizado para representar a distribuição relativade uma variável em um domínio determinado. O domínio pode ser o conjunto depessoas de uma região ou país, por exemplo. A variável cuja distribuição se estudapode ser a renda das pessoas. A curva é traçada considerando-se a percentagem



2.2 Características da distribuição beta logística 34acumulada de pessoas no eixo das abscissas e a percentagem acumulada de renda noeixo das ordenadas. Ela foi desenvolvida pelo economista Max O. Lorenz em 1905para representar a distribuição de renda.Cada ponto da curva é lido como percentagem cumulativa das pessoas. A curvaparte da origem (0,0) e termina no ponto (100,100). Se a renda estivesse distribuídade forma perfeitamente equitativa, a curva coincidiria com a linha de 45 graus quepassa pela origem (por exemplo, 30% da população recebe 30% da renda).Para uma variável aleatória X com função inversa da função distribuição acumu-lada dada por F−1(X) (ou função de quantis de X). A curva de Lorenz é de�nidapor
L(p) =

1

µ

p
∫

0

F−1(x)dx, (2.14)em que µ = E(X).A inversa da função beta incompleta, I−1
z (a, b), pode ser encontrada no sítiohttp://functions.wolfram.com/06.23.06.0004.01.

I−1
z (a, b) = t+

b− 1

a+ 1
t2 +

(b− 1)(a2 + 3ab− a+ 5b− 4

2(a+ 1)2(a+ 2)
t3

+

{

(b− 1)[a4 + (6b− 1)a3 + (b+ 2)(8b− 5)a2

3(a+ 1)3(a + 2)(a+ 3)]

}

+

{

(b− 1)[(33b2 − 30b+ 4)a+ b(31b− 47) + 18]

3(a+ 1)3(a+ 2)(a+ 3)

}

t4 +O(z
5
a ),em que t = [az B(a, b)]

1
a , para a > 0 e b > 0.



2.2 Características da distribuição beta logística 35Podemos reescrever I−1
z (a, b) como

I−1
z (a, b) = [az B(a, b)]

1
a +

(

b− 1

a+ 1

)

[az B(a, b)]
2
a

+

[

(b− 1)(a2 + 3ab− a+ 5b− 4

2(a+ 1)2(a + 2)

]

[az B(a, b)]
3
a + ...

= z
1
a [az B(a, b)]

1
a + z

2
a [az B(a, b)]

2
a + z

3
a [az B(a, b)]

3
a + ...

= d1z
1
a + d2z

2
a + d3z

3
a + ...

=

∞
∑

j=1

djz
j

a ,em que dj = cj[a B(a, b)]
j

a , j = 1, 2, 3, ... e cj = (b−1)
(a+1)j−1Para a distribuição BLo, a função inversa da função distribuição acumulada édada por

F−1(x) = I−1
1

1+e
−

(x−µ)
s

(a, b) =
∞
∑

j=1

dj

[

1

1 + e−
(x−µ)

s

]
j

a

. (2.15)Aplicando a equação (2.15) em (2.14), obtemos
L(p) =

1

µ

p
∫

0

∞
∑

j=1

dj

[

1

1 + e−
(x−µ)

s

]
j

a

dx.Substituindo u = 1

1+e−
(x−µ)

s

, temos
L(p) =

1

µ

∞
∑

j=1

dj

1+e−
(p−µ)

s
∫

1+e
µ
s

u
j

a
s

u(1− u)
du

=
s

µ

∞
∑

j=1

dj

1+e−
(p−µ)

s
∫

1+e
µ
s

∞
∑

k=1

uk+
j

a
−1duDesenvolvendo a integral acima, a expressão da curva de Lorenz da distribuição betalogística é dada por

L(p) =
s

µ

∞
∑

j=1

∞
∑

k=1

dj

[

1 + e−
(p−µ)

s

]k+ j

a −
[

1 + e
µ

s

]k+ j

a

k + j

a

.



2.3 Caracterização da beta logística 362.2.14 Curva de BonferroniEmbora do ponto de vista formal a curva de Bonferroni represente a desigualdade emum forma equivalente à curva de Lorenz, a informação que produzem é diferente. Osvalores de L(p) da curva de Lorenz são frações da renda total, enquanto os valores de
Q(p), da curva de Bonferroni, referem-se os níveis de rendimento relativos. A curvade Bonferroni é de�nida por

Q(p) =
1

pµ

p
∫

0

F−1(x)dx,A curva de Bonferroni da distribuição BLo é análoga à curva de Lorenz. Por-tanto,
Q(p) =

s

pµ

∞
∑

j=1

∞
∑

k=1

dj

[

1 + e−
(p−µ)

s

]k+ j

a −
[

1 + e
µ

s

]k+ j

a

k + j

a

.

2.3 Caracterização da beta logísticaNesta seção apresentamos algumas características e relações da distribuição betalogística com outras distribuições existentes na literatura, que poderão ser úteis paraos estudos de diversas áreas do conhecimento.2.3.1 Características da beta logísticaUma das principais características da distribuição BLo é dada por:SejaX uma variável aleatória com distribuiçãoBLo(µ, σ, a, b), considerando µ = 0e σ = π√
3
, a função de densidade de probabilidade de uma variável com distribuição



2.3 Caracterização da beta logística 37BLo (0, π√
3
, a, b) é representada por

f(x) =
e−bx

B(a, b)s(1 + e−x)a+b

=
1

B(a, b)s

e−bx

(1 + e−x)a+b

=
1

B(a, b)s

[

e−x

(1 + e−x)

]b [
1

(1 + e−x)

]a

=
1

B(b, a)s

[

1

(1 + ex)

]b [
ex

(1 + ex)

]a

=
eax

B(a, b)s(1 + ex)a+b
.o que determina a f.d.p. de uma v.a. -X∼ BLo(0, π√

3
, b, a). Assim podemos concluirque se X∼ BLo(0, π√

3
, a, b), então, -X∼ BLo(0, π√

3
, b, a).A segunda característica da distribuição BLo é veri�cada se X é uma variávelaleatória BLo ∼ (µ = 0, σ = π√

3
, a, b), então, a f.d.p. é dada por

f(x) =
e−bx

B(a, b)(1 + e−x)a+b

=
1

B(a, b)

e−bx

(1 + e−x)a+b

=
1

B(a, b)

[

e−x

(1 + e−x)

]b [
1

(1 + e−x)

]a

=
1

B(a, b)
[1−G(x)]b[G(x)]a,em que G(x) é a f.d.a. da distribuição Lo(µ = 0, σ = π√

3

).2.3.2 Relação e convergência para outras distribuiçõesConsiderando a variável aleatória X ∼ BLo(µ, σ, a, b). Para valores especí�cosdestes parâmetros é possível estabelecer relações ou mesmo veri�car a convergênciada distribuição beta logística para outras distribuições apresentadas na literatura.Algumas destas relações são listadas a seguir:



2.3 Caracterização da beta logística 381- Se b = 1 e a=α, então X ∼ Distribuição logística generalizada tipo I.2- Se a = b=α, então X ∼ Distribuição logística generalizada tipo III.3- Se a = b = 1, µ = 0 e σ = π√
3
, então X ∼ Lo

(

0, π√
3

).4- Se S = log
(

T
1−T

) e T ∼ Beta(a, b), então S ∼ X .5- Se S = − log V e V ∼ F (2p, 2q), então S d−→ X (onde "d"denota a convergên-cia em distribuição de S em X).6- Se a→ ∞, então X ∼ Lognormal(µ, σ2).7- Se a = 1 e b→ ∞, então X ∼Weibull(λ, k).8- Se a→ ∞ e b→ ∞, então X ∼ Normal(µ, σ).



Capítulo 3
Inferência

Nesta seção apresentamos os estimadores aproximados de máxima verossimi-lhança dos parâmetros da distribuição beta logística e deduzimos a matriz de in-formação esperada. Posteriormente, desenvolvemos a teoria assintótica referente àdistribuição BLo, utilizamos alguns critérios de comparação de modelos estatísticose �nalmente veri�camos a bondade do ajuste proposto.
3.1 InferênciaSeja x o valor observado de uma variável aleatória X que possui distribuiçãobeta logística (BLo), com o vetor de parâmetros θ=(µ, σ, a, b)T . A função de log-verossimilhança l(θ) é dada pela seguinte expressão:
l(θ) = log(π)−log(σ)−1

2
log(3)−log[B(a, b)]− bπ√

3

(

x− µ

σ

)

−(a+b) log
[

1 + e
− π√

3
(x−µ

σ
)
]

.Substituindo t = π√
3
(x−µ

σ
), temos

l(θ) = log(π)− log(σ)− 1

2
log(3)− log[B(a, b)]− bt− (a+ b) log

[

1 + e−t
]39



3.1 Inferência 40As derivadas parciais de t em relação µ e σ, são dadas, respectivamente, por ∂t
∂µ

=

− π

σ
√
3

e ∂t
∂σ

= − π√
3

(

x−µ

σ2

)

.Os componentes do vetor escore U =
(

∂l
∂µ
, ∂l
∂σ
, ∂l
∂a
, ∂l
∂b

)T , são obtidos por dife-renciação, isto é,
∂l

∂µ
=

bπ

σ
√
3
− (a+ b)

[

πe−t

σ
√
3(1 + e−t)

]

,

∂l

∂σ
=

bt

σ
− (a+ b)

[

te−t

σ(1 + e−t)

]

,

∂l

∂a
= −ψ(a) + ψ(a+ b)− log(1 + e−t)e

∂l

∂b
= −ψ(b) + ψ(a+ b)− log(1 + e−t),em que ψ(·) é a função digama.Para uma amostra aleatória x1, ..., xn de tamanho n, o logaritmo da funçãode verossimilhança é denotado por ln = ln(µ, σ, a, b) =

∑n

i=1 l
(i), em que l(i) é ologaritmo da função de verossimilhança para a i-ésima observação, i = 1, ..., n. Afunção escore é denotada por Un =

∑

U
(i), em que cada U

(i) é de�nido acima. Oestimador de máxima verossimilhança (EMV) θ̂ de θ é a solução de equações nãolineares Un = 0. Neste trabalho a solução é obtida numericamente.As segundas derivadas da função de log-verossimilhança são apresentadas noApêndice B.A matriz de informação esperada é utilizada para desenvolver a estimação por



3.1 Inferência 41intervalo e testes de hipóteses sobre os parâmetros em questão. É denotada por
K = K(θ) =



















kµ,µ kµ,σ kµ,a kµ,b

kσ,µ kσ,σ kσ,a kσ,b

ka,µ ka,σ ka,a ka,b

kb,µ kb,σ kb,a kb,b



















.

Os elementos da matriz de informação esperada K(θ) para os parâmetros µ, σ, a e bda distribuição beta logística são
kµ,µ =

π2(a + b)

3σ2
E

[

e−T

(1 + e−T )2

]

,

kµ,σ =
−bπ√
3σ4

E
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+
bπ√
3σ4

E

[

Te−T
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]
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3σ2

E
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3σ2
E
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]

,

kµ,a =
π√
3σ
E

(

e−T

1 + e−T

)

,

kµ,b =
π√
3σ
E

(

e−T

(1 + e−T

)

,

kσ,σ = − 1

σ2
+

b

σ2
E(T )− 2π(a+ b)√

3σ2
E

[

Te−T

1 + e−T

]

,

− π(a+ b)√
3σ2

E

[

T

(1 + e−T )2

]

,

kσ,a =
1

σ
E

[

Te−T

1 + e−T

]

,

kσ,b =
1

σ
E

[

Te−T

1 + e−T

]

,

ka,a = ψ
′
(a)− ψ

′
(a+ b),

kb,b = ψ
′
(b)− ψ

′
(a+ b) ,

ka,b = −ψ′
(a+ b).Sob certas condições que são satisfeitas para os parâmetros no interior do es-paço paramétrico, exceto na fronteira. A distribuição assintótica √

n(θ̂ − θ) de umadistribuição de probabilidade é expressa por N4(0,K(θ)−1). A estimativa do vetor



3.1 Inferência 42de parâmetros da distribuição assintótica normal multivariada N4(0, n
−1
K(θ̂

−1
), θ̂,pode ser aplicado para determinar os parâmetros do intervalo de con�ança da dis-tribuição beta logística e compará-la com outros através de alguns testes estatísticosassintóticos, tais como, estatística da razão de verossimilhanças (RV), escore(s) e aestatística de Wald (W).Para determinar um intervalo de con�ança assintótico, com coe�ciente de con�-ança 1-γ, para cada um dos parâmetros θi é dado por

ICA(θi, (1− γ)) =
(

θ̂i − z γ

2

√

k̂θi,θi, θ̂i + z γ

2

√

k̂θi,θi
)em que k̂θi,θi é o i-ésimo elemento da diagonal da matriz n−1

K(θ)−1 calculado em
θ=θ̂ para i = 1, ..., 4 e z γ

2
é o quantil 1− γ

2
da distribuição normal padrão.A partição θ = (θT

1 , θ
T
2 )

T determina os testes de hipóteses do tipo H0 : θ1 = θ
(0)
1contra HA : θ1 6= θ

(0)
1 . A estatística de RV é expressa por w = 2

[

l(θ̂)− l(θ̃)
] emque θ̂ e θ̃ são os EMVs de θ sob H0 e HA, respectivamente. Sob a hipótese nula, H0 :

w → X2
q , em que q é a dimensão do vetor θ1. O teste da RV rejeita H0 se w > ζγ,em que ζγ denota o quantil 100γ da distribuição X2

q .Ao compararmos dois modelos estatísticos, podemos utilizar critérios de seleção demodelos, tais como o critério de informação de Akaike - AIC (Akaike, 1974), critériode informação de Schwarz - BIC (Schwarz, 1978), critério de informação de Akaikecorrigido -CAIC (Liang e Zou, 2007) e critério de informação Hannan-Quinn - HQC(1979). Estes critérios são baseados no valor do logaritmo da função de verossimi-lhança do modelo e dependem dos números de observações e parâmetros.O critério AIC é de�nido por AIC = −2l(θ) + 2p, em que p representa onúmero de parâmetros do modelo.O critério de informação de Schwarz, é obtido por BIC = −2l(θ)+ p log(n),



3.1 Inferência 43em que n denota o número de observações do conjunto de dados.O critério de informação Hannan-Quinn é dado por HQC = −2l(θ) +

2p log[ log(n)].Liang e Zou (2007) propuseram um AIC melhorado (CAIC) dado por
CAIC = AIC +

2p(p+ 1)

n− p− 1
.Valores menores de AIC, BIC, HQC e CAIC indicam modelos mais adequados.Após uma análise paramétrica, propomos um estudo não paramétrico cujo enfoqueé comparar a função empírica com algumas distribuições. Neste contexto utilizamoso teste de Kolgomorov-Smirnov, denotado por K-S.O teste não paramétrico (KS) é utilizado para determinar se duas distribuiçõesde probabilidade diferem uma da outra ou se uma das distribuições de probabilidadedifere da distribuição em teste, em qualquer dos casos com base em amostras �nitas.As hipótese do teste são H0 : F = Fn vsHA : F 6= Fn, em que F é a f.d.a. dadistribuição em estudo e Fn é a f.d.a. da distribuição empírica.A estatística do teste Kolmogorov-Smirnov é expressa por

D = sup |Fn(x)− F (x)|em que Fn(i) =
i−0.5
n

.



Capítulo 4
Simulação e aplicação

Neste capítulo realizamos um estudo de simulação da distribuição BLo. Posteri-ormente são apresentados dois conjuntos de dados relacionados às ciências biomédicase às ciências dos materiais, respectivamente. Fazemos um estudo paramétrico nos da-dos, obtendo de forma numérica as estimativas de máxima verossimilhança (EMVs) eos respectivos erros padrão, as estatísticas de comparação entre modelos (AIC, BIC,CAIC e HQC). Ajustamos os dados com as distribuições beta logística, logística, betanormal, beta Weibull e beta logística generalizada. Além disso, construímos grá�cosQQ para veri�carmos o ajuste da distribuição beta logística com as distribuições ecomparamos os modelos através de testes de hipóteses. Após esta análise, realizamosum estudo de bondade do ajuste utilizando o teste K-S.
4.1 Estudo de simulaçãoPara simular amostras da distribuição beta logística com f.d.p. dada pela equação(2.1), realizamos os seguintes passos: 44



4.1 Estudo de simulação 45Passo 1: Seja Y uma variável aleatória que segue uma distribuição beta com parâmetros
a e b, isto é, Y ∼ Beta(a, b). Seja G(X) a f.d.a. da distribuição Lo(µ, σ).Passo 2: Consideramos X = G−1(Y ). Esta aplicação determina a distribuição BLo, ouseja, X ∼ BLo(µ, σ, a, b).Por meio de simulação, geramos uma amostra de tamanho 60 da variávelaleatória da distribuição BLo com parâmetros (µ = 4; σ = 3; a = 1, 5; b = 2).A Figura 4.1 apresenta o grá�co da função densidade da distribuição BLo com-parado com o histograma dos dados simulados para os valores dos parâmetros men-cionados anteriormente.
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Figura 4.1: Grá�co da função densidade da distribuição BLoPara o desenvolvimento da simulação foi utilizado o software estatístico R (RDevelopment Core Team, 2012)



4.2 Dados de células cancerígenas 464.2 Dados de células cancerígenasO conjunto de dados de cDNA consiste de várias observações medidas em 60 célulashumanas cancerosas (NC160). Mais detalhes sobre este conjunto de dados pode serencontrado no sítio http://discover.nci.nih.gov/datsetsNature2000.jsp. O conjuntode dados contém as medidas de 1375 níveis de expressão gênica nas 60 células can-cerosas e é chamado de Matrix-T com dimensão 1375 × 60. Cada coluna da matrizrepresenta uma célula de cancer. Para esta análise de dados, consideramos uma dascolunas desta matriz chamada de CO:KM12.Na Tabela 4.1 apresentamos os EMVs e os correspondentes erros padrão (queestão entre parênteses) para os parâmetros das distribuições beta logística (BLo),logística (Lo), beta normal (BN) e beta logística generalizada (BGL).Tabela 4.1: EMVs (erros padrão) dos parâmetros das distribuições BLo, Lo, BN eBGL para dados célula cancerígenas ParâmetrosDistribuições µ σ a bBLo 0,56 0,88 0,39 0,97(0,37) (0,45) (0,33) (0,57)Lo -0,30 1,45 1 1(26,69) (30,04) - -BN 2,72 1,62 0,46 6,44(0,31) (1,62) (0,71) (0,49)p q a bBGL 4,08 0,53 0,26 4,42(11,41) (44,70) (148,18) (4,56)



4.2 Dados de células cancerígenas 47Podem ser vistos os valores das estatísticas AIC, BIC, HQC e CAIC para asdistribuições BLo, Lo, BN e BGL. Estes resultados indicam que a distribuição BLotem o menor valor em cada estatística entre as distribuições ajustadas. Portanto,esta distribuição apresenta o melhor ajuste, conforme a Tabela 4.2.Tabela 4.2: Estatísticas AIC, BIC, CAIC e HQC das distribuições BLo, Lo, BN eBGL para dados célula de câncerDistribuições AIC BIC CAIC HQCBLo 4715,51 4736,34 4715,54 4723,31Lo 4824,01 4844,84 4824,04 4823,91BN 4746,56 4767,39 4746,59 4754,36BGL 4733,79 4754,62 4733,82 4741,59A Figura 4.2 mostra o ajuste das funções de densidade das distribuições BLo,Lo, BN e BGL. Podemos observar que o melhor ajuste é apresentado pela distribuiçãobeta logística.
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Figura 4.2: Função de densidade estimada para dados de célula de câncer



4.2 Dados de células cancerígenas 48Os grá�cos QQ das distribuições BLo, Lo, BN e BGL são apresentados na Figura4.3. Podemos observar que há um melhor ajuste na distribuição BLo quando com-parada com as outras distribuições.
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Figura 4.3: Grá�cos QQ das distribuições (a)BLo, (b)Lo, (c)BN e (d)BGLUtilizamos a estatística da razão de verossimilhanças (RV) para comparar dis-tribuições encaixados H0 : Lo vs HA : BLo, cujo resultado é dado por w = 108, 722(p < 0,0001), com 2 graus de liberdade. Assim, a distribuição BLo ajusta os dadossigni�cativamente melhor do que a distribuição Lo.



4.2 Dados de células cancerígenas 49Para comparar modelos não encaixados, tais como, as distribuições BN e BGL,utilizamos a estatística da razão de verossimilhanças generalizada (RVG). Consideredois modelos não encaixados Fθ e Gλ com f.d.p. f(yi; xi, θ) e g(yi; xi, λ), respectiva-mente Vuong (1989) propõe a estatística
TLR,NN =

{

1√
n

n
∑

1

log
f(yi; xi, θ)

g(yi; xi, λ)

}

×







1

n

n
∑

1

(

log
f(yi; xi, θ)

g(yi; xi, λ)

)2

−
(

1

n

n
∑

1

log
f(yi; xi, θ)

g(yi; xi, λ)

)2






−1

A distribuição da estatística TLR,NN converge sob a hipótese nula, se os modelossão equivalentes, para a distribuição normal padrão. A hipótese nula não é rejeitada se
TLR,NN ≤ zα

2
(nível de signi�cância=α). E rejeita-se a hipótese nula se TLR,NN > zα.Para comparar distribuições não encaixados, tais como, beta normal (BN) e betalogística generalizada (BGL), cada uma destas distribuições versus a distribuição betalogística (BLo). Por exemplo, podemos considerar que f(yi; xi, θ) e g(yi; xi, λ) são asdensidades da distribuição BN e BLo, respectivamente. Consideramos as hipóteses

H0 : BN vs HA : BLo e H0 : BGL vs HA : BLo as estatísticas do teste RVGassumem os valores 10,584 (p < 0,0001) e 20,395 (p < 0,0001), respectivamente.Assim, podemos concluir que a distribuição BLo apresenta o melhor ajuste que asoutras distribuições em estudo.Após fazer um estudo paramétrico nos dados de célula de câncer, percebemosque a distribuição BLo é mais adequada no ajuste dos dados se compararmos comas outras distribuições. Para comprovar esta tendência, foi realizado um teste debondade do ajuste, enfocando a aplicação da função empírica e o teste Kolmogorov-Smirnov(KS) nos dados.A Figura 4.4 mostra a função distribuição empírica e as funções de distribuição



4.3 Dados de resistência de �bra de vidro 50acumulada das distribuições beta logística, logística, beta normal e beta logísticageneralizada.
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Figura 4.4: Grá�co da função empírica e das funções de distribuição acumulada dasdistribuições BLo, Lo, BN e BGL.Para veri�car a bondade do ajuste, propormos o teste não paramétrico K-S e obte-mos as estatísticas do teste para cada distribuição, BLo (KS=0,0239; p=0,4227), Lo(KS=0,0505; p=0,0021), BN (KS=0,0558; p=0,0004) e BGL (KS=0,0443; p=0,0009).Ao nível de 5% a única com ajuste satisfatório é a distribuição BLo.
4.3 Dados de resistência de �bra de vidroFibra de vidro é um material composto da aglomeração de �níssimos �lamentosde vidro, que não são rígidos e são altamente �exíveis. Quando adicionado resinapoliéster (ou outro tipo de resina), transforma-se em um composto popularmenteconhecido como �bra de vidro, mas na verdade o nome correto é PRFV, ou seja,"Polímero Reforçado com Fibra de Vidro".



4.3 Dados de resistência de �bra de vidro 51O conjunto de dados corresponde a resistência à ruptura de n = 63 �bras de vidrode 1,5 cm de comprimento, originalmente obtidos por trabalhadores no LaboratórioNacional de Física do Reino Unido (Smith e Naylor, 1987).Na Tabela 4.3 , apresentamos os EMVs e os erros-padrão para cada distribuição.Tabela 4.3: EMVs (erros padrão) dos parâmetros das distribuições BLo, Lo, BN, BWe BGL para dados de �bra de vidro. ParâmetrosDistribuições µ σ a bBLo 1,69 0,05 0,10 0,21(34,34) (166,76) (77,92) (28,45)Lo 1,54 0,31 1 1(0,19) (0,19 - -BN 2,27 0,36 0,45 8,18(0,94) (3,47) (0,64) (0,62)
λ q a bBW 0,94 6,00 0,66 0,07(0,63) (0,58) (1,08) (0,04)p q a bBGL 14,64 2,27 2,13 6,00(2,95) (1,17) (1,33) (2,31)As estatísticas AIC, BIC, HQC e CAIC para as distribuições BLo, Lo, BN, BWe BGL são apresentadas na Tabela 4.4. Estes resultados indicam que a distribuição

BLo tem o menor valor em cada estatística entre as distribuições ajustadas, assim,esta distribuição apresenta o melhor ajuste.



4.3 Dados de resistência de �bra de vidro 52Tabela 4.4: Estatísticas AIC, BIC, CAIC e HQC das distribuições BLo, Lo, BN, BWe BGL para dados �bra de vidroDistribuições AIC BIC CAIC HQCBLo 31,11 51,95 31,15 38,92Lo 40,04 60,87 40,07 39,94BN 39,17 60,00 39,20 46,97BW 36,62 57,45 36,65 44,42BGL 45,05 53,62 45,74 42,74A Figura 4.5 mostra o ajuste das funções de densidade das distribuições BLo, Lo,BN, BW e BGL. Observamos que o melhor ajuste é apresentado pela distribuiçãoBLo.
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Figura 4.5: Função de densidade estimada para dados �bra de vidro



4.3 Dados de resistência de �bra de vidro 53Os grá�cos QQ das distribuições beta logística, logística, beta normal, betaWeibull e beta logística generalizada são apresentados na Figura 4.6. Podemos obser-var que há um melhor ajuste na distribuição BLo do que comparadas com as outrasdistribuições.Para comparar distribuições, utilizamos a estatística da razão de verossimilhanças(RV) para modelos encaixados e estatística da razão de verossimilhança generalizada(RVG) para comparar modelos não encaixados.Considerando as hipóteses H0 : Lo vs HA : BLo, a estatística de RV assumeo valor w =10,04 (p=0,0001), assim, a distribuição BLo é signi�cativamente melhornos ajuste dos dados.Para comparar distribuições beta normal (BN), beta Weibull(BW) beta logís-tica generalizada (BGL)cada uma delas versus a distribuição beta logística (BLo).Consideramos as hipóteses H0 : BN vs HA : BLo, H0 : BW vs HA : BLo e
H0 : BGL vs HA : BLo, respectivamente. As estatísticas da RVG são dadas por:5,50 (p < 0,0001), 3,25 (p = 0,0006) e 4,54 (p < 0,0001), respectivamente. Portanto,a distribuição BLo apresenta o melhor ajuste que as outras distribuições em estudo.Para veri�car que a distribuição BLo é mais adequada no ajuste dos dados, rea-lizamos um teste de bondade do ajuste para rati�car este comportamento.A Figura 4.7 mostra a função empírica e as funções de distribuição acumuladadas distribuições BLo, Lo, BN, BW e BGL.Para veri�car quais modelos ajustam melhor os dados, aplicamos o teste nãoparamétrico K-S. As estatísticas do teste para cada distribuição são: BLo (KS=0,0987;p=0,5719), Lo (KS=0,1305; p=0,2332), BN (KS=0,1187; p=0.3375), BW (KS=0,1559;p=0,0935) e BGL (KS=0,191; p=0,0202). Ao nível de 5% a única com ajuste insa-



4.3 Dados de resistência de �bra de vidro 54tisfatório é a distribuição BGL.
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Figura 4.7: Grá�co função empírica e função de distribuição acumulada das dis-tribuições BLo, Lo, BN, BW e BGL



Capítulo 5
Considerações �nais

Neste trabalho foi proposta a distribuição beta logística a partir do trabalhode Eugene et al. (2002). Determinamos expressões matemáticas para algumas pro-priedades, tais como, função densidade de probabilidade, função de distribuição acu-mulada, função de risco, momentos, distribuições das estatísticas de ordem, medidasde tendência central, função geradora de momentos, entropias, os desvios médios, ascurvas de Lorenz e Bonferroni. Examinamos o processo de estimação dos parâmetrosaplicando o método de máxima verossimilhança e determinamos a matriz de infor-mação esperada.Duas aplicações da distribuição beta logística foram realizadas para mostrara �exibilidade na análise dos dados. Foram realizados testes de razão de verossimi-lhanças e o teste da razão de verossimilhanças generalizado em modelos encaixa-dos e não encaixados, respectivamente. Mostramos que a distribuição beta logísticaapresenta melhor ajuste se comparada com outras distribuições. Para rati�car estaa�rmação aplicamos um teste de bondade do ajuste nos dados que comprova que adistribuição beta logística é mais adequada no ajuste do conjunto de dados.57



58Em termos de pesquisa futura, pretendemos propor a distribuição beta logís-tica em modelos de regressão, caso seja possível.



59Apêndice APropriedades da distribuição logísticaMomentosO n-ésimo momento da distribuição logística (Lo) pode ser obtido pela seguinteexpressão
τ =

∞
∫

−∞

xn
e−

(x−µ)
s

s[1 + e−
(x−µ)

s ]2
dx.Substituindo t = x−µ

s
, temos
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∞
∫
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(µ+ st)n
[
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]

=
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ζ(j),em que ζ(j) =∑∞
r=1 r

−j e j > 1 é chamada de função zeta de Riemann.EsperançaA esperança de uma distribuição de probabilidade é de�nida por
E[x] =

∞
∫

−∞

xf(x)dx, (5.1)substituindo a equação (1.2) em (5.1), obtemos
E[x] =
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2s
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dx



60fazendo t = x−µ

2s
, temos

E[x] =
1

2
µ

∞
∫

−∞

sech2t dt+ s

∞
∫

−∞

t sech2t dt.Portanto, a esperança da distribuição logística (Lo) é dada por
E(x) = µ.MedianaA mediana de uma distribuição de probabilidade é de�nida por

P (X ≤ m) = P (X ≥ m) =

∞
∫

m

f(x)dx = 0, 5em que f(x) é a função de probabilidade de uma distribuição contínua. No caso dadistribuição Lo, temos
∞
∫

m

1

4s
sech2

(

x− µ

2s

)

dx = 0, 5substituindo t = x−µ

2s
, obtemos

∞
∫

m−µ

2s

sech2t dt = 1.Logo, a mediana da distribuição Lo é representada por
m = µ.



61ModaA moda de uma distribuição é obtida pela maximização do logaritmo da funçãodensidade (1.1), então
f

′
(x) = −1

s
+

2e−
(x−µ)

s

s[1 + e−
(x−µ)

s ]
, (5.2)onde f ′(x) é a primeira derivada da f.d.p. da distribuição Lo.Igualando a equação (5.2) a zero, temos a moda da distribuição Lo.

x = µ.Momento CentralO n-ésimo momento central pode ser expresso em termos da função quantil, istoé,
E[(x− µ)n] =

∞
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−∞

(x− µ)ndF (x). (5.3)A função quantil da distribuição Lo é dado por
F−1(p;µ, s) = µ+ s log

(
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1− p

)

. (5.4)Introduzindo a equação (5.4) em (5.3), obtemos
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= sn
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= snπn(2n − 2)|Bn|, (5.5)onde Bn são números de Bernoulli.



62VariânciaAplicando a equação (5.5) para encontrar a variância da distribuição Lo obtemos
E[(x− µ)2] = s2π2(22 − 2)|B2| =

π2s2

3
.AssimetriaA assimetria de distribuição Lo é dada por

E

[
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σ
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= 0,porque os Bn ímpares são nulos, se n 6= 1.CurtoseA curtose da distribuição Lo é representada como
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63Apêndice BDerivadas parcias de segunda ordem em relação aos parâmetros da dis-tribuição beta logística
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