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Resumo

Neste trabalho é proposta uma nova abordagem da distribuicao beta logistica
pertencente a classe de distribuigoes beta generalizada.Esta distribuicao ja se encontra
na literatura e é denominada de distribuicao logistica generalizada do tipo /V. Para
essa nova abordagem, foi realizado o estudo da funcao densidade de probabilidade,
funcao de distribuicao acumulada e funcao de risco. Apresentaremos expressoes para
as principais propriedades desta distribuicao, tais como, momentos, funcao geradora
de momentos, medidas de tendéncia central e funcao densidade de probabilidade
das estatisticas de ordem, entre outros. O estimador de maxima verossimilhancga
é proposto para estimar os parametros desta distribuicao e a matriz de informacao
esperada é calculada. Para ilustrar a aplicacao da distribuicao beta logistica uti-
lizamos dois conjuntos de dados reais, mostrando que ela é mais flexivel que outras

distribuicoes existentes na literatura.

Palavras — chaves : Distribuigao logistica; Distribuicao beta logistica; Estimagao de

maxima verossimilhanca.



Abstract

This work proposes a new approach to the beta logistic distribution belonging
to the class of generalized beta distributions. This distribution is known in literature
and is called the generalized logistic distribution of type IV. For this new approach,
the study was conducted of the probability density function, cumulative distribution
function and hazard function. We present expressions for the moments, moment
generating function, measures of central tendency, probability density function of
order statistics, average deviations, entropies, and Lorenz and Bonferroni curves.
The estimator of maximum likelihood is proposed to estimate the parameters this
distribution and the expected information matrix is calculated. To illustrate the
application of the beta logistic distribution we used two real data sets showing that

it is more flexible than other distributions in the literature.
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Capitulo 1

Introducao

O modelo logistico surgiu inicialmente para modelar estudos demograficos por
Verhulst. Reed e Berkson chegaram a chamaé-la de modelo de Verhulst, uma home-
nagem ao seu precursor. Outros autores aplicaram a distribuicao logistica para esti-

mar o crescimento da popula¢ao humana, por exemplo, Schultz (1930).

Generalizagoes da distribuicao logistica surgiram inicialmente com Perks
(1932), que propos uma distribui¢ao que inclui todas as generalizacoes da distribuicao
logistica conhecidas como Tipos I, I1, III e IV. A distribuicao logistica genera-
lizada tipo I tem recebido consideravel atengao com respeito as caracterizagoes, tais
como os momentos e estatisticas de ordem. A distribuicao do tipo /1 inclui varias pro-
priedades da distribuigao do tipo I; por exemplo, se X é uma variavel aleatoria (v.a.)
com distribuicao logistica generalizada do tipo I, entao, -X é uma v.a. que segue a
distribuicao generalizada logistica do tipo I1. A distribuicao logistica generalizada
do tipo I11 é simétrica e extremamente 1til como aproximacao a outras distribuicoes
simétricas, como por exemplo, a distribuicao t de Student. A distribuicao logistica

generalizada do tipo IV é a mais geral, pois inclui as distribui¢oes do tipo I e 111

11



12

€OImo casos especiais.

Prentice (1975) prop6s uma nova familia de distribuigoes, que inclui algumas
distribuicoes importantes como casos especiais, tais como as distribuicoes, normal,
logistica, valor extremo e logistica generalizada. Distribui¢oes de probabilidade com
suporte nos reais positivos incluem as distribuicoes exponencial, log-normal, Weibull,

gama, gama generalizada, log-logistico, qui-quadrado, t e F'.

McDonald e Xu (1995) apresentam uma classe de distribui¢des beta com
cinco parametros que inclui as distribuicoes beta generalizada e gama generalizada.
Estas distribuicoes incluem mais de trinta distribuicoes como casos especiais. A
distribuicao beta generalizada gera a distribui¢ao beta generalizada exponencial, o
qual inclui formas generalizadas das distribuigoes logistica, exponencial, Gompertz e

Gumbel e a distribuigao normal como caso especial.

Eugene et al. (2002) desenvolveram também um método de generalizar dis-
tribuicoes, introduzindo a classe beta generalizada (beta-G) de distribui¢oes. Eles
apresentaram a distribui¢ao beta normal a partir da aplicagao entre as distribuicoes
beta e normal. Uma vantagem da distribuicao beta normal em relacao a distribuicao
normal, é que ela pode assumir a forma unimodal ou bimodal. Esta classe de dis-
tribuicoes generaliza uma distribuicao padrao adicionando dois parametros de forma.
Por isso, a forma generalizada proporciona maior flexibilidade na anélise dos dados
observados. Vérios trabalhos surgiram na literatura nesta mesma linha de pesquisa.
Estes trabalhos introduzem uma nova distribuicao da classe beta-G, deduzindo al-
gumas propriedades que caracterizam a distribuicao e propoem uma aplicacao para
o modelo. Neste sentido, citamos algumas distribuicoes, tais como, beta Gumbel
(Nadarajah e Kotz, 2004), beta exponencial (Nadarajah e Kotz, 2005), beta secante
hiperbolico (Fischer e Vaughan, 2007), beta power (Cordeiro e Brito, 2010), beta
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Weibull (Cordeiro et al, 2010) e beta logistica generalizada (Morais et al., 2010),

entre outros.

Neste contexto, o objetivo deste trabalho é propor uma nova abordagem
da distribuicao beta logistica, pertencente a classe de distribuicoes beta generali-
zada. Determinamos expressoes matematicas para as propriedades que caracterizam
a distribuicao. Estudamos a teoria de inferéncia para a distribuicao. Ainda, deter-
minamos expressoes para os estimadores de méxima verossimilhanca dos parametros
da distribuicao e para verificar a flexibilidade da distribuicao beta logistica, desen-
volvemos uma aplicagao com dois conjuntos de dados reais, comparando com outras

distribuicoes.

Esta dissertacao esta dividida em cinco capitulos e contém dois anexos. No
Capitulo 2 apresentamos a distribuicao beta logistica explorando suas propriedades.
No Capitulo 3 desenvolvemos a teoria de inferéncia da distribuicao BLo. No Capitulo
4 um estudo de simulacao é realizado e apresentamos duas aplicacoes da distribuicao

beta logistica. Finalmente, consideracoes finais sao apresentadas no Capitulo 5.

1.1 Preliminares

O objetivo desta secao é apresentar alguns conceitos para o desenvolvimento

deste trabalho, assim como estabelecer a notacao e terminologias pertinentes.
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1.1.1 Distribuicao logistica

A fungao de densidade de probabilidade (f.d.p.) da distribuigao logistica de parame-

tros u e o, denotada por Lo(u, o), é dada por

_(z—p)
f(.fE) - ‘ L(zfu) N VS §R, S > O, (11)
sll+e 5 2

emques:"—‘/gea>0.
™

Esta funcao de densidade de probabilidade da distribuicao Lo é considerada
mais geral, porque ela inclui a distribuigao logistica padrao Lo(0,1). O termo s é

utilizado apenas para simplificar as notacoes da distribuicao Lo.

Uma outra forma alternativa para a f.d.p. pode ser escrita como

() = S sech? (x — ”) . (1.2)

4s 2s

Por consequéncia da equagao (1.2), a funcdo de distribuigdo acumulada (f.d.a.) da
distribuicao logistica ¢ denotada por

Fla) = — 2 (1.3)

— G-

14+e 5

aqui, também podemos estabelecer de uma outra forma a f.d.a., dada por

F(z) = % [1 + tanh (‘CQ_S”)} .

Para as equagoes (1.2) e (1.3), a fungao de risco da distribui¢do Lo pode ser

escrita como
1

(z—p)

h(ﬂU) - S [1 + e_IT} '

A Figura 1.1 apresenta os graficos da funcao densidade de probabilidade e fun¢ao
de distribuicao acumulada da distribuicao Lo para alguns valores dos parametros, u

e 0.
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Figura 1.1: Gréaficos da f.d.p. (1.1) e f.d.a. (1.3) da distribuicdo Lo para alguns

valores dos parametros y e o

As principais propriedades que caracterizam a distribuicao logistica sao apre-

sentadas no Apéndice A.

1.1.2 Classe de distribuicoes beta generalizada

A classe de distribuicoes beta generalizada é aplicada em anélise de dados com
distribuicao assimétrica que nao podem ser bem ajustados pelas distribuicoes exis-
tentes na literatura (Eugene et al, 2002). Assim, esta classe de distribuigdes pode ser

definida da seguinte forma:

Sejam Z e Y duas variaveis aleatorias (v.a.), em que Z ~ Beta(a,b) e YV
com fungao de distribui¢do acumulada G(y), chamada de distribui¢do primitiva. A
aplicagio X = G3'(2) produz X seguindo a fun¢io de densidade de probabilidade

da distribuicao beta generalizada com expressao

fla;a, B,7) = Gy 1 = Gy, (1.4)

B(a, B)
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em que B(a, ) é a fungao beta, g(y) é a f.d.p. de G(y) e v sao os parametros da

distribuicao primitiva da v.a. Y

A f.d.a. da distribuicao beta generalizada pode ser escrita como

BGy(avﬁ)

73(&’5) , (1.5)

F(x;a,8,7) =

em que Bg,(a, 3) é denominada fun¢ao beta incompleta e é dada por

G(y)
By (@, 8) = / (L1 — 1)t

Quando = B = 1 a funcao de distribuicao acumulada da distribuicao beta

generalizada coincide com a f.d.a. G(y) da distribui¢ao primitiva.

A adicao dos parametros de forma, o e 3, proporciona maior flexibilidade a

distribuicao, pois determinam assimetria e variabilidade ao peso das caudas.



Capitulo 2

Distribuicao beta logistica

Neste capitulo é proposta uma distribui¢ao com quatro parametros, denotada por
distribuigao beta logistica (BLo). Apresentamos a fungao densidade de probabilidade
(f.d.p.), fun¢ao de distribui¢do acumulada (f.d.a.), funcdo de risco, fun¢ao geradora de
momentos (f.g.m.), momentos, média, moda, mediana, estatistica de ordem, entropia,
momentos-L, desvios médios em relacao & média e & mediana e as curvas de Lorenz

e Bonferroni.

2.1 Definicao da distribuicao beta logistica

Sejam Z e Y duas variaveis aleatorias (v.a.), Z ~ Beta(a,b) e Y ~ Lo(u,o).

Como forma de combinar as duas variaveis, definimos X como

X =s log[%z} + p.

em que s = "T\/g Desta forma, a variavel aleatéria X segue uma distribuicao beta

logistica, denotada por, X ~ BLo(u,0,a,b).

17
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Utilizando a equagao (1.4), a funcao densidade de probabilidade da dis-

tribuicao beta logistica pode ser escrita como

[6_ (z:ﬂ) ]b

fz) = (2.1)

(z—p)

B(a,b)s[l +e ]“+b'

A funcao de distribuicao acumulada da distribuicao BLo é obtida a partir da

equagao (1.5), isto é,
(2.2)

-1y (U n > 0.

emquedn:(n)m

Das equacoes (2.1) e (2.2), a funcdo de risco da distribui¢do BLo pode ser

escrita como

o
_(z—p)

B(a,b) — [t (1 —t)btde

As Figuras 2.1, 2.2 e 2.3 apresentam os graficos das func¢oes densidade de
probabilidade, funcao de distribuicao acumulada e da funcao de risco para alguns

valores dos parametros pu, o, aeb.

Distribuicoes com maiores valores dos parametros a e b apresentam maior
curtose. Se a > b a curva da distribuicao BLo é assimétrica a esquerda e se a < b

a curva é assimétrica a direita.
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Figura 2.1: Gréficos da funcao de densidade de probabilidade da distribuicao BLo

para alguns valores dos parametros p, o, a e b
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Figura 2.2: Graficos da fungao de distribuicao acumulada da distribuicao BLo para

alguns valores dos parametros u, o, a e b
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Figura 2.3: Graficos da funcao de risco da distribuicao BLo para alguns valores dos

parametros p, o, a e b
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2.2 Caracteristicas da distribuicao beta logistica

Nesta secao desenvolvemos expressoes formais para funcao geradora de momentos,
momentos, esperanca, média, moda, mediana, estatistica de ordem, entropias de
Renyi, Shanon e Kullback, momentos L, foram também desenvolvidos desvios médios

em relacao a média e a mediana. Finalmente, as curvas de Lorenz e Bonferroni.

2.2.1 Funcao geradora de momentos

A funcao de geracao de momentos é utilizada para determinar os momentos de

uma distribuicao de probabilidade.

Utilizando a fun¢ao de densidade de probabilidade da distribuicao BlLo,

equagao (2.1), obtemos a func¢ao geradora de momentos (f.g.m.), dada por

00 o
[67( 5#)]b

M(t) = /et‘lC o d.
B(a,b)s(14+e 5 )atb

Substituindo v = *-*, temos

— 0o
fazendo m = =, obtemos
. 1
et
M) = (ts+a—1) 1— (b—ts—l)d
0 = gy [ = m)
0
etr

— B —
Bl (ts+a,b—ts)

e T(ts+a)l'(b—ts)

= Blab)  Ta+d) (2:3)

em que ts < b.
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2.2.2 Momentos

23

Os momentos de uma distribuicao de probabilidade sao importantes para deter-

minar algumas caracteristicas fundamentais, como por exemplo, esperanca, variancia,

assimetria e curtose.

A partir da definicao do n-ésimo momento da distribuicao beta-G, podemos

facilmente obter o n-ésimo momento da distribuicao BLo ap6s uma mudanca de

variaveis.

O n-ésimo momento da distribui¢ao beta-G pode ser escrito como

_ r . 9(2) a—1 -1
Tn —/x B(a,b)G(x) [1—G(x)]b dz.

Fazendo G(z) = u, obtemos z = G~*(u), isto &,

x:slog(lﬁ )+u G ().

Aplicando esta relagao na equagao (2.4), temos

Tp = /[G_l(u)]"B(& b)u“_l(l —u)"du

Usando a relacao
1

/(log 2)F ) log(1 — 2)]* 2?11 — 2)* tdx =

ak

m3(5704),

(2.4)
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em (2.5), o n-ésimo momento da distribuicdo BLo pode ser escrito como

B ()i

2.2.3 Esperanca

A esperanca da distribuicaio BLo pode ser facilmente encontrada a partir da

fungao geradora de momentos, calculando o primeiro momento.

Derivando a equagao (2.3) em relacdo a t, temos

d M(t) ['(ts+a)  T'(b—ts)

@ M Tsva) T —ts)

(2.6)
e tomando ¢ = 0 na equagao (2.6), obtemos a esperanga da distribui¢ao BLo
E(X) = p+ s[¥(a) — (b)),

em que ¥(-) denota a fungao digama.

2.2.4 Moda

Uma medida de tendéncia central, chamada moda, é o valor ou valores mais
frequentes em uma distribuicao de frequéncia. A moda é obtida pela maximizacao
do logaritmo da f.d.p. da equagao (2.1), isto é,

0l b 1 (= 1
Pt e [ ()]

S 14+e s

Derivando a expressao acima e igualando a 0, temos

b b
_+(a+ )
s s
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Assim, desenvolvendo a equac¢ao anterior, obtemos

_(z—p)

logo,

Xmo = i1+ s(log a —log b).

em que X,,, ¢ a moda da distribuicio BLo.

Na Tabela 2.1 apresentamos valores para a esperanca e moda da distribuicao beta

logistica para alguns valores dos parametros p, o, a e b.

Tabela 2.1: Valores esperados e moda para alguns valores dos parametros da dis-

tribuicao BLo.

Parametros E(X) Mo
I o a b
2 1 1 2 2

1 2 3 1 | 2,654 | 3,197
2 1 31 | 2827 | 3,100
0,1 10 1 4 |-7,543 | -10,008
10 0,4 1 4 19,694 | 9,600
1 2 10 04| 1,710 | 2,061
3 1 0,1 40 | 1,679 | -0,110
3 1 0,2 05| 2,800 | 2,267
3 1 40 25 | 3,104 | 3,105
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2.2.5 Mediana

A mediana de uma distribuicao continua é definida como
f 1
P(X <v)=P(X >v) = / f(z)dx = 5

Podemos mostrar que a distribuicao BLo nao tém forma fechada para a mediana,

isto é, a equacao
v

_(I—H) b
5 1
/ [6 ](z—u) dr = 5
Bla,b)s[l + e~ Jatb 2

nao pode ser resolvida analiticamente.

Fazendo a mudanca de varidveis ¢ = ¥, obtemos

vop

s

e bt 1
/ dt— L
B(a,b)(1 + e~t)atb 2

1

Substituindo m = Tre—7» temos
€

1
m* (1 —m)"tdm = 5"

A solugao desta equacao nao linear resulta no valor da mediana da distribuicao beta

logistica.

2.2.6 Estatisticas de ordem

Estatisticas de ordem sao consideradas de fundamental importancia na estatistica.
Importantes casos especiais das estatisticas de ordem sao consideradas o minimo e o

maximo valor de uma amostra.
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Considerando uma amostra aleatoria de tamanho n de uma distribuicao de

probabilidade continua, a expressao da funcao densidade da k-ésima estatistica de

ordem Xy., é dada por

f (=)

fk‘n(x) =
para k=1, ...,

f(z)

fkn(x) -

B(k,n—k+1)

n—k

B(k,n—k+1) n;) (n; k) (=1)"™F(z)™t 1,

F(x)" (1= F(x))"",

n. Expandindo em bindémio de Newton, temos

(2.7)

Substituindo a equagao (2.2) em (2.7), obtemos

f(x)
B(k,n—k+1)

fkn(x) =

Utilizando a identidade (377 dia")
onde

mn
Con =di € Cpm = (

na equacao (2.8), temos

n—k
o) = BT 2
em que

t+a

;Z];(nn—lk)(_

"= 3% ckn® (Gradshteyn e Ryzhik, 2000)

(kdo) 12

" [Z dtG(x)tJr“] : (2.8)

k
—k + l dlck I,ns
=0

(2.9)

)
) m Z Ct—l—a,m—l—k—lG(x)H—aa

t=0

Ctramtk—1 = [do(t + a)]™! Z[(m +k—1)l—(t+a)+diCtra—tmik—1-

=0

Substituindo a f.d.p. e a f.d.a. da distribuicdo Lo dadas pelas equagoes (1.1) e

respectivamente, em (2.9) temos

n—

Jn®) = = k 1)

00
X § Cttra,m+k—1 |i
t=0

m=

(1.3),

GV

< >B(a,b) [1+e (Z“TM

t+a
_(z—p) :| :

1+e

1

s

em que fr.,(z) é a fungdo densidade da estatistica de ordem da distribuigao BLo.
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2.2.7 Entropia de Shanon

O conceito de entropia de Shannon (Shannon, 1948) vem do campo da Teoria da
Informacao. Ela mede o grau de incerteza que existe em um sistema termodinamico

em evolucao.

A entropia de Shanon é definida como

o0

Blf) = / f(x)log f(x)dr. (2.10)

Substituindo a f.d.p. da BLo, equagao (2.1), em (2.10) obtemos

o0 _(z=p) _(z=p)
ol ol

le le

hlf] = 1 dx.
) /B(a,b)s[l%—e_(xsu)]‘”b o {B(a,b)s[l—i—e_(zsm]‘”b} )

Fazendo t = *-*, temos

o0

hlf] = O/O Bla, b)((i_jzbet)m log [B(a,b)ifl_teret)Hb]dt
) Z s dtZ ot Blo.) |yt
Z log {SB(Q, b)(el—b: e—t)‘”'b] dt
—(a+b) 7 log [(H@t)B(a,b)(el-b: e—t)a”’] "

—0o0

= —bEgro(T) —log B(a,b) —log (s) — (a + b)Eppoflog (1 +e )]

= —log [sB(a,b)] —bs[¥(a) — V(D) + (a + b)[V(a+ b) — Y(a)],

em que Epr, é a esperanca da distribuicao BLo.
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2.2.8 Entropia de Rényi

A entropia de Rényi (Rényi, 1961) é uma generalizacao da entropia Shannon.

A entropia de Rényi de ordem ~ de uma distribuicao continua é definida

como
1
1—x

Pl = — log /fv(x)dx , (2.11)

em que v > 0ey#1.

Substituindo a equagao (2.1) na equagao (2.11), obtemos que

oo @-m 7P 7
. [677}
r(f] = ——log / 2 dx.
L= | Bla,b)s [1 + e—(zl“)]
Fazendo t = *-*, temos
1 1 [ e
= 1 dt
V=155 % | e | e
Substituindo m = ﬁ, obtemos
i 1
rlf] = ! log b /m‘”_l(l —m)" tdm
1—7 BY(a,b)sr1
B 0
L Blay, by)
= og | ———B(a
1—~ & | BY(a, b)s7 1 o
1
iy S [log B(av,by) —~log B(a,b) — (v —1)log s].

2.2.9 Entropia de Kullback-Leibler

Na teoria de probabilidade a entropia de Kullback-Leibler é uma medida da diferenca

das funcgoes densidade f e g definida por

o0

1[F,G] = / log L2 p(w)ie (2.12)

—00
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em que [[F,G] > 0.

Considerando f(x) a f.d.p. da distribui¢cao BLo e g(x) a f.d.p. da distribuigao Lo,

substituindo as equagoes (2.1) e (1.1) em (2.12), obtemos

i Gy, Gy
s 1 S
IF,G] = / log e [sre )
e B(a,b)s[14e 5 Jatb e
ECEMIN
x ‘ ](z—m dx
B(a,b)s[l +e s Jotb
i o)y e
= /log [6 ¢ ]b ! [e 5 ]b o
e B(a,b)[1 + e_(mgu)]a“’—? B(a,b)s[1 + @—(z;”)]a%
b1z — bz
N / ( )(x M) (z—p) dx
e 5 Bla,b)s(1 + e 5 )atb
—log B(a,b) — /(a+b—2)log [1—1—6*@]
_pte=
x [EE) dz.
B(a,b)s(1 4+ e "5 )atb
Fazendo a mudanca de variaveis t = %, obtemos
7 bt
nrG = —b=1 [t dt —log B(a,b
e ( )/ B(a,b)s(1 + e—tyers " T8 (a,b)
r . o—bt
@+0-2) [1og (1)t

= —(b—1)EpLo(T) —log B(a,b) — (a+b—2)Epr,(log(1+ e~ 1))

= —log B(a,b) — (b—1){pu+s[¥(a) — YD)} + (a+b—2)[¥(a+b) — V(a)],

Se a = b =1 temos que I[F,G]=0
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2.2.10 Momentos-L

Os momentos-L sao estatisticas usadas para resumir a forma de uma distribuicao
de probabilidade. Eles sao andlogos aos momentos convencionais, mas sao definidos
como combinacoes lineares das estatisticas de ordem. Eles sao definidos por Hosking
(1990) como

—~ (-1*

Arpr =r(r+1)7" Z L E(Xs1-krt1))
k=1

parar =1,...
Os quatro primeiros momentos-L de uma distribuicao de probabilidade sao

M= E(X11), A =35E(X00— X12), A3 = %E(X3:3 —2Xo3+ X13)

1
2

A = 7B (Xyq — 3X5.4 + 3Xo0u — X1.4).

1
4

A partir das expansoes dos momentos das estatisticas de ordem dadas anterior-
mente, podemos obter expansoes para os momentos-L da distribuicao BL.o como com-
binacoes lineares ponderadas das esperancas de estatisticas de ordem da distribuicao

beta logistica.

2.2.11 Desvio médio em relacao a4 média

O desvio médio em relacao ao valor esperado de uma distribuicao é dado por

= [ o= ulf(wyds
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Desenvolvendo a integral da expressao acima temos

5 = [-af@dn+ [ pi@is =2 [ -
= QMF(M)—Q/xf(x)dx. (2.13)

Substituindo a f.d.p. da distribuigao BLo, equagao (2.1), em (2.13), obtemos

i [e (w—u)]b
0 = /x = dzx.

B(a,b)s[1 + e (%“)]‘”b

s

Fazendo t = % temos

(6_t)b
o= /“””Qmmmu+ewwﬁ

0
(e—t)b
= pF(0 t dt
P ( )+5/ B(a,b)(1 + e—t)atb
Substituindo m = Tle,t, obtemos

1
log m(1 —m)" 'm*tdm + / log (1 —m)(1 —m)" 'm*tdm
0

>,
fry
|
Sy
—~
fl®
S
S~—
o\ww

Portanto,

o = 2uF(p) —2pF(0)

log0,5x s [ (b—1Y, ., 1
+2{ B(a.b) ( ;e <a+j>2a+j”

Lo J1080.5 x5 Y -1\ fa+j—1 1 11
B(a,b) = = J k (k+ 121\ 2 (k+1)

} |
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2.2.12 Desvio médio em relacao & mediana

O desvio médio em relacao a mediana de uma distribuicao é dado por

g = / |z — M| f(x)dz

Desenvolvendo a integral da expressao acima, obtemos

M 00

5y = /(M—x)f(x)dm+/(x—]\/[)f(x)dx
= 27Mf(x)dx—27xf(a:)dm+E(a:)—M

= 2MF(M)+E(x)—M—2/xf(x)dx

De forma anéloga ao desvio médio em relagao a média, podemos concluir que o desvio

médio em relagao a mediana da distribuicao beta logistica é expresso por

6 = 2MF(M)+ E(z) — M — 2uF (M—M)

S

+2{B(Z,b)log L+ “S“} [Z: (b_l) jaij (1+ 1M "))m]}

(M—u)) (k+1)

b—1 a+j—1 . . <1 +e s
1o (b .1)<a+j 1)

1 1
1 _
e (k+1) {Og 428 T (it 1)}

2.2.13 Curva de Lorenz

A curva de Lorenz é um grafico utilizado para representar a distribuicao relativa
de uma varidvel em um dominio determinado. O dominio pode ser o conjunto de
pessoas de uma regiao ou pais, por exemplo. A variavel cuja distribuicao se estuda

pode ser a renda das pessoas. A curva é tracada considerando-se a percentagem
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acumulada de pessoas no eixo das abscissas e a percentagem acumulada de renda no
eixo das ordenadas. Ela foi desenvolvida pelo economista Max O. Lorenz em 1905

para representar a distribuicao de renda.

Cada ponto da curva é lido como percentagem cumulativa das pessoas. A curva
parte da origem (0,0) e termina no ponto (100,100). Se a renda estivesse distribuida
de forma perfeitamente equitativa, a curva coincidiria com a linha de 45 graus que

passa pela origem (por exemplo, 30% da populagao recebe 30% da renda).

Para uma variavel aleatéria X com funcao inversa da funcao distribuicao acumu-
lada dada por F~!1(X) (ou func¢ao de quantis de X). A curva de Lorenz ¢ definida

por
L(p) = —/F_l(x)dx, (2.14)
em que p = E(X).

A inversa da fungao beta incompleta, I7'(a,b), pode ser encontrada no sitio

http://functions.wolfram.com/06.23.06.0004.01.

B b—1, (b—1)(a®+3ab—a+5b—4,
I {a,b) = t+a+1t - 2(a+1)*(a+2) !
{(b —1)[a* + (6b — 1)a® + (b +2)(8b — 5)a2}
3(a+1)3(a+2)(a+3)]
{ (b— 1)[(33b% — 30b + 4)a + b(31b — 47) + 18]
3(a+1)3(a+2)(a+3)

}t4—|—0(z«5z),

em que ¢ = [az B(a,b)]=, para a > 0e b > 0.
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Podemos reescrever I *(a,b) como

I7'(a,b) = [az B(a, b)]é + <2:— 1) [az B(a,b)]

(b—1)(a*+ 3ab—a+5b — 4
+{ 20+ )(a +2) ][ Bla, b)) +

= %[az B(a, b)] +za[az B(a, b)] +Z“[&Z B(a,b)]« +

2
a

é
a

Qlw

= dlz% —+ dQZ% -+ d3Z% +
= D djzt,
j=1
_ (=1
em que d; = ¢jla B(a, b)] J=12,3, .. eci = gy

Para a distribuicao BLo, a funcao inversa da funcao distribuicao acumulada é

dada por

e

Fia)=I"1, (a, Zd { — #)] : (2.15)

(z u)
1+e

Aplicando a equacao (2.15) em (2.14), obtemos

/Zd [1 )]%da:.

Substituindo u = ——=, temos
te s

1+e
1 > J S
L = — ; a d
(®) uz,: / S —w ™
B 1+e%
o 14e~ (9
-xe >
=t 1+e's

Desenvolvendo a integral acima, a expressao da curva de Lorenz da distribuicao beta

logistica é dada por
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2.2.14 Curva de Bonferroni

Embora do ponto de vista formal a curva de Bonferroni represente a desigualdade em
um forma equivalente & curva de Lorenz, a informacao que produzem ¢é diferente. Os
valores de L(p) da curva de Lorenz sao fra¢oes da renda total, enquanto os valores de
Q(p), da curva de Bonferroni, referem-se os niveis de rendimento relativos. A curva
de Bonferroni é definida por
P
Q) = [ Fi(a)da,
DK )

A curva de Bonferroni da distribuicao BLo é analoga a curva de Lorenz. Por-

tanto,

2.3 Caracterizacao da beta logistica

Nesta secao apresentamos algumas caracteristicas e relagoes da distribuicao beta
logistica com outras distribuicoes existentes na literatura, que poderao ser tteis para

os estudos de diversas areas do conhecimento.

2.3.1 Caracteristicas da beta logistica

Uma das principais caracteristicas da distribuicao BLo é dada por:

Seja X uma variavel aleatoria com distribui¢ao BLo(u, 0, a, b), considerando p = 0

e o= %, a funcao de densidade de probabilidade de uma variavel com distribuicao
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BLo (0, %, a, b) é representada por

6—b$

B(a,b)s(1 + e=x)atb
B 1 e—ba:
~ Bla,b)s (14 ev)atb

flx) =

- B(al, b)s {(1 i:‘gﬁ)]b {(1 +16“”)]a

- B(b%cos {a +1>] {u few]

eax

B(a,b)s(1 + e*)att’

o que determina a f.d.p. de uma v.a. -X~ BLo(0, %, b,a). Assim podemos concluir

que se X~ BLo(0, %, a,b), entao, -X~ BLo(0, %, b,a).

A segunda caracteristica da distribuicao BLo é verificada se X é uma variavel

aleatoria BLo ~ (u= 0,0 = 75 @ b), entdo, a f.d.p. é dada por

efbx

B(a,b)(1 + e)atb
1 efbx
B(a,b) (1 + e—)etb

N B(; b) {a +>] [(1 +1ex>]a
_ %H—G@)P[G(m)r,

em que G(x) é af.d.a. da distribui¢do Lo <u =0,0 = %)

2.3.2 Relacao e convergéncia para outras distribuicoes

Considerando a variavel aleatoria X ~ BLo(u,0,a,b). Para valores especificos
destes parametros é possivel estabelecer relacoes ou mesmo verificar a convergéncia
da distribuicao beta logistica para outras distribuicoes apresentadas na literatura.

Algumas destas relagoes sao listadas a seguir:



2.3 Caracterizacao da beta logistica 38

Se b =1 e a=a, entao X ~ Distribuicao logistica generalizada tipo I.
Se a = b=a, entao X ~ Distribuicao logistica generalizada tipo III.
Sea=b=1, u:OeU:%, entéonLo(O,%).

Se S = log (%) e T~ Beta(a,b), entao S ~ X.

Se S=—logV eV ~ F(2p,2q), entao S INp's (onde "d"denota a convergén-

cia em distribuicdo de S em X).
Se a — oo, entao X ~ Lognormal(u,c?).
Sea=1eb— oo, entao X ~ Weibull(\, k).

Se a — oo e b — oo, entdao X ~ Normal(u, o).



Capitulo 3

Inferéncia

Nesta secao apresentamos os estimadores aproximados de méxima verossimi-
lhanca dos parametros da distribuicao beta logistica e deduzimos a matriz de in-
formacao esperada. Posteriormente, desenvolvemos a teoria assintOtica referente a
distribuicao BLo, utilizamos alguns critérios de comparacao de modelos estatisticos

e finalmente verificamos a bondade do ajuste proposto.

3.1 Inferéncia

Seja x o valor observado de uma variavel aleatéria X que possui distribuicao
beta logistica (BLo), com o vetor de parametros 0=(yu, 0, a,b)’. A fungio de log-
verossimilhanga (@) é dada pela seguinte expressao:

1(6) = log(r)—log(s) 3 log(3)log[Bla. b)]—% ("”” = “) ~(at) log [1+ 5],

Substituindo ¢ = %(ﬂ), temos

1(0) = log(m) — log(o) — élog(?)) —log[B(a,b)] — bt — (a+b) log [1+¢']

39
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As derivadas parciais de t em relacao u e o, sao dadas, respectivamente, por g—t =
n

— e e ft=—-2(%H)

T
Os componentes do vetor escore U = <g—i, g—fr, %, %) , sao obtidos por dife-

renciagao, isto é,

a _ b +b)[ e }

o~ os T lovBr e

a bt |t

s = oo

% — —(a) + d(a+b) —log(1+e™)
e

I -

a5 = () + d(a+b) —log(1+e™),

em que (-) é a fungao digama.

Para uma amostra aleatoria xq, ..., z, de tamanho n, o logaritmo da funcao
de verossimilhanga ¢ denotado por I, = I,(y,0,a,b) = > 1@ em que IV ¢ o
logaritmo da funcao de verossimilhanca para a i-ésima observacao, ¢ = 1,...,n. A
funcdo escore & denotada por U, = Y UW, em que cada U ¢ definido acima. O
estimador de maxima verossimilhanga (EMV) 0 de 0 ¢ a solucao de equacoes nao

lineares U, = 0. Neste trabalho a solucao é obtida numericamente.

As segundas derivadas da funcao de log-verossimilhanca sao apresentadas no

Apéndice B.

A matriz de informacao esperada é utilizada para desenvolver a estimacao por



3.1 Inferéncia 41

intervalo e testes de hipoteses sobre os parametros em questdo. E denotada por

kuvu klw ku,a kuyb
kop koo koo FEop
ka,,u ka,a’ ka,a ka,b
kb,u kb,a kb,a kb,b

Os elementos da matriz de informagao esperada K (0) para os parametros p,o,aeb
da distribuigao beta logistica sao
2 b =T
- w2 (a +b) B e |
’ 302 (14 e7T)2
—br e T br Te
[ E E ,
" V3ot {1 + eT] " o [(1 + eT)Q}
-T -T
B (a—i—b)E{ e ]_i_w(a—l—b)E{ Te ]’

2 1+e T V302 1+eT)2
Ko = <1—i—e—T)7
At ()

1 b 2m(a +b) Te T
koo = ———+—=FE(T)— FE ,
’ 02+02 (T) V302 {1+6_T:|
B (a—i—b)E{ T ]
V302 (I+eT)2]’
1 Te T
ka’a = —F s
’ o |:1—|—6T:|
1 Te T
kepy = —F ,
’ o {1+6_T:|
ka,a = ¢/(G)—¢/(a+b)>
kpy = ()= (a+b)
kay = —U(a+Db)

Sob certas condicoes que sao satisfeitas para os parametros no interior do es-
pago paramétrico, exceto na fronteira. A distribuigao assintotica y/n(6 — 6) de uma

distribuigao de probabilidade é expressa por N4 (0,K(8)7'). A estimativa do vetor
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Al o~
de parametros da distribui¢ao assintotica normal multivariada N,(0,n 'K(0 ), 6,

pode ser aplicado para determinar os parametros do intervalo de confianca da dis-
tribuicao beta logistica e comparé-la com outros através de alguns testes estatisticos

assintoticos, tais como, estatistica da razao de verossimilhangas (RV), escore(s) e a

estatistica de Wald (W).

Para determinar um intervalo de confianca assintético, com coeficiente de confi-

anca 1-v, para cada um dos parametros 6; ¢ dado por
ICA(0;,(1—7)) = (9 — 2 V00, + Z%N/,;ai,ai)

em que k%% & o i-ésimo elemento da diagonal da matriz n~'K(0)™! calculado em

0-6 parai=1,....,4 e z3 €0 quantil 1 — 3 da distribui¢ao normal padrao.

A particio @ = (67,01)7 determina os testes de hipoteses do tipo Hy : 8, = 0&0)
contra Hy : 0; # 6. A estatistica de RV é expressa por w = 2 [l(@) — l(é)] em
que 6 e 0 sio os EMVs de 6 sob Hy e H 4, respectivamente. Sob a hipotese nula, Hy :
w — Xq2, em que g é a dimensao do vetor 6,. O teste da RV rejeita Hy se w > (,,

em que ¢, denota o quantil 100y da distribuicao X7.

Ao compararmos dois modelos estatisticos, podemos utilizar critérios de selecao de
modelos, tais como o critério de informagao de Akaike - AIC (Akaike, 1974), critério
de informagao de Schwarz - BIC (Schwarz, 1978), critério de informacao de Akaike
corrigido -CAIC (Liang e Zou, 2007) e critério de informagao Hannan-Quinn - HQC
(1979). Estes critérios sdo baseados no valor do logaritmo da func¢do de verossimi-

lhanca do modelo e dependem dos niimeros de observacoes e parametros.

O critério AIC é definido por AIC = —2[(0) + 2p, em que p representa o

nimero de parametros do modelo.

O critério de informagao de Schwarz, é obtido por BIC' = —21(0) + p log(n),
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em que n denota o nimero de observagoes do conjunto de dados.

O critério de informac¢do Hannan-Quinn é dado por HQC = —2[(0) +

2p log[log(n)].
Liang e Zou (2007) propuseram um AIC melhorado (CAIC) dado por

2p(p+1)

CAIC = AIC + .
n—p—1

Valores menores de AIC, BIC, HQC e CAIC indicam modelos mais adequados.

Apo6s uma analise paramétrica, propomos um estudo nao paramétrico cujo enfoque
é comparar a funcao empirica com algumas distribui¢oes. Neste contexto utilizamos

o teste de Kolgomorov-Smirnov, denotado por K-S.

O teste nao paramétrico (KS) é utilizado para determinar se duas distribuigoes
de probabilidade diferem uma da outra ou se uma das distribuicoes de probabilidade
difere da distribuicao em teste, em qualquer dos casos com base em amostras finitas.
As hipotese do teste sao Hy : ' = F,vsHy : F # F,, em que F é a f.d.a. da

distribuicao em estudo e F;, é a f.d.a. da distribuicao empirica.
A estatistica do teste Kolmogorov-Smirnov é expressa por

D = sup| Fy(x) — F(x)|




Capitulo 4

Simulacao e aplicacao

Neste capitulo realizamos um estudo de simulagao da distribuicao BLo. Posteri-
ormente sao apresentados dois conjuntos de dados relacionados as ciéncias biomédicas
e as ciéncias dos materiais, respectivamente. Fazemos um estudo paramétrico nos da-
dos, obtendo de forma numérica as estimativas de maxima verossimilhanga (EMVs) e
os respectivos erros padrao, as estatisticas de comparagao entre modelos (AIC, BIC,
CAIC e HQC). Ajustamos os dados com as distribuicoes beta logistica, logistica, beta
normal, beta Weibull e beta logistica generalizada. Além disso, construimos graficos
QQ para verificarmos o ajuste da distribuicao beta logistica com as distribuicoes e
comparamos os modelos através de testes de hipoteses. Apos esta andlise, realizamos

um estudo de bondade do ajuste utilizando o teste K-S.

4.1 Estudo de simulacao

Para simular amostras da distribuicao beta logistica com f.d.p. dada pela equagao

(2.1), realizamos os seguintes passos:
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Passo 1: Seja Y uma variavel aleatoria que segue uma distribuicao beta com parametros

aeb,isto é, Y ~ Beta(a,b). Seja G(X) a f.d.a. da distribui¢ao Lo(u, o).

Passo 2: Consideramos X = G~(Y). Esta aplica¢ao determina a distribuigao BLo, ou

seja, X ~ BLo(u,0,a,b).

Por meio de simulagao, geramos uma amostra de tamanho 60 da variavel

aleatoria da distribui¢do BLo com parametros (u = 4;0 = 3;a =1,5;b = 2).

A Figura 4.1 apresenta o grafico da funcao densidade da distribuicao BLo com-
parado com o histograma dos dados simulados para os valores dos parametros men-

cionados anteriormente.
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0.05

0.00
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Figura 4.1: Grafico da funcao densidade da distribuicao BLo

Para o desenvolvimento da simulagao foi utilizado o software estatistico R (R

Development Core Team, 2012)



4.2 Dados de células cancerigenas 46

4.2 Dados de células cancerigenas

O conjunto de dados de cDNA consiste de varias observacoes medidas em 60 células
humanas cancerosas (NC160). Mais detalhes sobre este conjunto de dados pode ser
encontrado no sitio http://discover.nci.nih.gov/datsetsNature2000.jsp. O conjunto
de dados contém as medidas de 1375 niveis de expressao génica nas 60 células can-
cerosas e é chamado de Matrix-T com dimensao 1375 x 60. Cada coluna da matriz
representa uma célula de cancer. Para esta analise de dados, consideramos uma das

colunas desta matriz chamada de CO:KM12.

Na Tabela 4.1 apresentamos os EMVs e os correspondentes erros padrao (que
estdo entre parénteses) para os parametros das distribuigoes beta logistica (BLo),

logistica (Lo), beta normal (BN) e beta logistica generalizada (BGL).

Tabela 4.1: EMVs (erros padrao) dos parametros das distribui¢oes BLo, Lo, BN e

BGL para dados célula cancerigenas

Parametros
Distribuigoes W o a b
BLo 0,56 0,88 0,39 0,97
(0,37) (0,45) (0,33)  (0,57)
Lo -0,30 1,45 1 1

(26,69)  (30,04) - -

BN 2,72 1,62 0,46 6,44
(0,31) (1,62) (0,71)  (0,49)

p q a b
BGL 4,08 0,53 0,26 4,42

(11,41)  (44,70)  (148,18) (4,56)
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Podem ser vistos os valores das estatisticas AIC, BIC, HQC e CAIC para as
distribuicoes BLo, Lo, BN e BGL. Estes resultados indicam que a distribuicao BLo
tem o menor valor em cada estatistica entre as distribuicoes ajustadas. Portanto,

esta distribuicao apresenta o melhor ajuste, conforme a Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Estatisticas AIC, BIC, CAIC e HQC das distribuicoes BLo, Lo, BN e

BGL para dados célula de cancer

Distribuicoes  AIC BIC CAIC HQC

BLo 4715,51 4736,34 4715,54 4723,31
Lo 4824,01 4844,84 4824,04 482391
BN 4746,56 4767,39 4746,59 4754,36
BGL 4733,79 4754,62 4733,82 4741,59

A Figura 4.2 mostra o ajuste das funcoes de densidade das distribuicées BLo,
Lo, BN e BGL. Podemos observar que o melhor ajuste é apresentado pela distribuicao

beta logistica.
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Figura 4.2: Funcao de densidade estimada para dados de célula de cancer
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Os graficos QQ das distribuicoes BLo, Lo, BN e BGL sao apresentados na Figura
4.3. Podemos observar que ha um melhor ajuste na distribuicao B Lo quando com-

parada com as outras distribuigoes.
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Figura 4.3: Graficos QQ das distribuig¢oes (a)BLo, (b)Lo, (¢)BN e (d)BGL

Utilizamos a estatistica da razdo de verossimilhangas (RV) para comparar dis-
tribuicoes encaixados Hy : Lo vs H, : BLo, cujo resultado é dado por w = 108, 722
(p < 0,0001), com 2 graus de liberdade. Assim, a distribuigao BLo ajusta os dados

significativamente melhor do que a distribuigao Lo.
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Para comparar modelos nao encaixados, tais como, as distribuicoes BN e BGL,
utilizamos a estatistica da razao de verossimilhangas generalizada (RVG). Considere
dois modelos nao encaixados Fy e G com f.d.p. f(y;;2,60) e g(y;; zi, A), respectiva-

mente Vuong (1989) propoe a estatistica
J (i @3, 0)
Tirnn = log
Vi Z 9(ys; i, \)

2
1 - f(yz7$Z7 > yuIZ? )
x{ = log £ log
n Z < 9(yi; i, ) Z g(yi; 23, A)

1

-1

A distribuicao da estatistica 17, vy converge sob a hipotese nula, se os modelos
sao equivalentes, para a distribuicao normal padrao. A hipotese nula nao é rejeitada se

Trrny < ze (nivel de significancia=a). E rejeita-se a hipotese nula se Trr vy > 2q-

Para comparar distribuigbes nao encaixados, tais como, beta normal (BN) e beta
logistica generalizada (BGL), cada uma destas distribuigdes versus a distribuigao beta
logistica (BLo). Por exemplo, podemos considerar que f(y;; i, 0) e g(y;; x;, A) sdo as
densidades da distribuicao BN e BLo, respectivamente. Consideramos as hipoteses
Hy: BN ws Hy:BlLoe Hy: BGL wvs Hy,: BLo as estatisticas do teste RVG
assumem os valores 10,584 (p < 0,0001) e 20,395 (p < 0,0001), respectivamente.
Assim, podemos concluir que a distribuicao BLo apresenta o melhor ajuste que as

outras distribuicoes em estudo.

Apos fazer um estudo paramétrico nos dados de célula de cancer, percebemos
que a distribuicao BLo é mais adequada no ajuste dos dados se compararmos com
as outras distribui¢oes. Para comprovar esta tendéncia, foi realizado um teste de
bondade do ajuste, enfocando a aplicacao da funcao empirica e o teste Kolmogorov-

Smirnov(KS) nos dados.

A Figura 4.4 mostra a funcao distribuicao empirica e as fungoes de distribuicao
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acumulada das distribuicoes beta logistica, logistica, beta normal e beta logistica

generalizada.

Femp

nivel de expresséo génica

Figura 4.4: Grafico da funcao empirica e das fungoes de distribuicao acumulada das

distribuicoes BLo, Lo, BN e BGL.

Para verificar a bondade do ajuste, propormos o teste nao paramétrico K-S e obte-
mos as estatisticas do teste para cada distribuigao, BLo (KS=0,0239; p=0,4227), Lo
(KS=0,0505; p=0,0021), BN (KS=0,0558; p=0,0004) e BGL (KS=0,0443; p=0,0009).

Ao nivel de 5% a tnica com ajuste satisfatorio é a distribuicao BLo.

4.3 Dados de resisténcia de fibra de vidro

Fibra de vidro é um material composto da aglomeracao de finissimos filamentos
de vidro, que nao sao rigidos e sao altamente flexiveis. Quando adicionado resina
poliéster (ou outro tipo de resina), transforma-se em um composto popularmente
conhecido como fibra de vidro, mas na verdade o nome correto é PRFV, ou seja,

"Polimero Refor¢ado com Fibra de Vidro".
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O conjunto de dados corresponde a resisténcia a ruptura de n = 63 fibras de vidro
de 1,5 cm de comprimento, originalmente obtidos por trabalhadores no Laboratério

Nacional de Fisica do Reino Unido (Smith e Naylor, 1987).
Na Tabela 4.3 , apresentamos os EMVs e os erros-padrao para cada distribuicao.

Tabela 4.3: EMVs (erros padrao) dos parametros das distribui¢des BLo, Lo, BN, BW
e BGL para dados de fibra de vidro.

Parametros
Distribuicgoes W o a b
BLo 1,69 0,05 0,10 0,21
(34,34) (166,76) (77,92) (28,45)
Lo 1,54 0,31 1 1
(0,19) (0,19 - -
BN 2,27 0,36 0,45 8,18
(0,94) (3,47) (0,64) (0,62)
A q a b
BW 0,94 6,00 0,66 0,07

(0,63) (0,58) (1,08)  (0,04)

p q a b

BGL 14,64 2,27 2,13 6,00
(2,95) (1,17) (1,33)  (2,31)

As estatisticas AIC, BIC, HQC e CAIC para as distribui¢coes BLo, Lo, BN, BW
e BGL sao apresentadas na Tabela 4.4. Estes resultados indicam que a distribuicao
BLo tem o menor valor em cada estatistica entre as distribui¢oes ajustadas, assim,

esta distribuicao apresenta o melhor ajuste.
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Tabela 4.4: Estatisticas AIC, BIC, CAIC e HQC das distribuicoes BLo, Lo, BN, BW
e BGL para dados fibra de vidro

Distribuigoes AIC  BIC CAIC HQC

BLo 31,11 51,95 31,15 38,92
Lo 40,04 60,87 40,07 39,94
BN 39,17 60,00 39,20 46,97
BW 36,62 57,45 36,65 44,42
BGL 45,05 53,62 45,74 42,74

A Figura 4.5 mostra o ajuste das func¢oes de densidade das distribui¢oes BLo, Lo,
BN, BW e BGL. Observamos que o melhor ajuste ¢ apresentado pela distribuicao
BLo.

2.0

Densidade
1.0
|
d

0.0

0.5 1.0 15 2.0

Resisténcia a ruptura

Figura 4.5: Fungao de densidade estimada para dados fibra de vidro
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Os graficos QQ das distribuicoes beta logistica, logistica, beta normal, beta
Weibull e beta logistica generalizada sao apresentados na Figura 4.6. Podemos obser-
var que ha um melhor ajuste na distribuicao BLo do que comparadas com as outras

distribuicoes.

Para comparar distribuicoes, utilizamos a estatistica da razao de verossimilhancas
(RV) para modelos encaixados e estatistica da razao de verossimilhanga generalizada

(RVG) para comparar modelos ndo encaixados.

Considerando as hipoteses Hy : Lo wvs Hy : BLo, a estatistica de RV assume
o valor w =10,04 (p=0,0001), assim, a distribui¢cao BLo é significativamente melhor

nos ajuste dos dados.

Para comparar distribui¢oes beta normal (BN), beta Weibull(BW) beta logis-
tica generalizada (BGL)cada uma delas versus a distribuigao beta logistica (BLo).
Consideramos as hipoteses Hy : BN wvs Hy : BLo, Hy: BW wvs Hy: Bloe
Hy: BGL wvs Hy: BLo, respectivamente. As estatisticas da RVG sao dadas por:
5,50 (p < 0,0001), 3,25 (p = 0,0006) e 4,54 (p < 0,0001), respectivamente. Portanto,

a distribuicao BLo apresenta o melhor ajuste que as outras distribui¢oes em estudo.

Para verificar que a distribuicao BLo é mais adequada no ajuste dos dados, rea-

lizamos um teste de bondade do ajuste para ratificar este comportamento.

A Figura 4.7 mostra a funcao empirica e as fun¢oes de distribuicao acumulada

das distribui¢oes BLo, Lo, BN, BW e BGL.

Para verificar quais modelos ajustam melhor os dados, aplicamos o teste nao
paramétrico K-S. As estatisticas do teste para cada distribuic¢ao sdo: BLo (KS=0,0987;
p=0,5719), Lo (KS=0,1305; p=0,2332), BN (KS=0,1187; p=0.3375), BW (KS=0,1559;
p=0,0935) e BGL (KS=0,191; p=0,0202). Ao nivel de 5% a tinica com ajuste insa-
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tisfatorio é a distribuicao BGL.
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Figura 4.6: Grafico QQ das distribuigoes (a)BLo, (b)Lo, (¢)BN, (d)BW e (e)BGL
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Femp

Resisténcia a ruptura

Figura 4.7: Grafico funcao empirica e funcao de distribuicao acumulada das dis-

tribuicoes BLo, Lo, BN, BW e BGL



Capitulo 5

Consideracoes finais

Neste trabalho foi proposta a distribuicao beta logistica a partir do trabalho
de Eugene et al. (2002). Determinamos expressoes mateméticas para algumas pro-
priedades, tais como, funcao densidade de probabilidade, funcao de distribuicao acu-
mulada, funcao de risco, momentos, distribuicoes das estatisticas de ordem, medidas
de tendéncia central, funcao geradora de momentos, entropias, os desvios médios, as
curvas de Lorenz e Bonferroni. Examinamos o processo de estimacao dos parametros
aplicando o método de maxima verossimilhanca e determinamos a matriz de infor-

macao esperada.

Duas aplicagoes da distribuicao beta logistica foram realizadas para mostrar
a flexibilidade na analise dos dados. Foram realizados testes de razao de verossimi-
lhancas e o teste da razao de verossimilhancas generalizado em modelos encaixa-
dos e nao encaixados, respectivamente. Mostramos que a distribuicao beta logistica
apresenta melhor ajuste se comparada com outras distribuicoes. Para ratificar esta
afirmacao aplicamos um teste de bondade do ajuste nos dados que comprova que a

distribuicao beta logistica é mais adequada no ajuste do conjunto de dados.
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Em termos de pesquisa futura, pretendemos propor a distribuicao beta logis-

tica em modelos de regressao, caso seja possivel.
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Apéndice A

Propriedades da distribuicao logistica
Momentos

O n-ésimo momento da distribuicdo logistica (Lo) pode ser obtido pela seguinte

expressao
_(z—p)

¢]
T = /.Tn ¢ S(m_#) dz.
sll+e 5 |2
—00

Substituindo ¢ = *£, temos

o0

= Joor ]

T n . . e*t
= W | ————— | dt
[E 6 e

= > (?) SpI2-T(j+ 1) [1 = 27071 ¢(j),

J=0

em que ((j) =>.>2, r7 e j>1échamada de fungio zeta de Riemann.

Esperanca

A esperanca de uma distribuicao de probabilidade é definida por

oo

Elz] = / o f (x)de, (5.1)
substituindo a equagao (1.2) em (5.1), obtemos

o0

Elz] = 2L sech? (u) dx
4s 2s

—00
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fazendo ¢t = , temos
1 o0 [o¢]
Elx] = S / sech®t dt + s / t sech’t dt.

Portanto, a esperanca da distribuicdo logistica (Lo) é dada por

E(x) =p

Mediana

A mediana de uma distribuicao de probabilidade é definida por
P(X <m)=P(X>m)= /f(x)dx =

em que f(z) é a func¢do de probabilidade de uma distribui¢ao continua. No caso da

r1
/4— ech2( M)dx=0,5
2s

substituindo ¢ = %, obtemos

distribuicao Lo, temos

/ sech*tdt = 1.

2s

Logo, a mediana da distribuicao Lo é representada por

m = (.
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Moda

A moda de uma distribuicao é obtida pela maximizacao do logaritmo da funcao

densidade (1.1), entdo
(z—p)

/ 1 27 s
f(z)= 57 ma (5.2)

onde f'(z) é a primeira derivada da f.d.p. da distribuigao Lo.

Igualando a equagao (5.2) a zero, temos a moda da distribui¢ao Lo.

T = [

Momento Central

O n-ésimo momento central pode ser expresso em termos da funcao quantil, isto

o0

mu—MWha/u—umﬁm» (5.3)

A funcao quantil da distribuicao Lo é dado por

F~Y(p;p,8) = p+ s log (1].%]3) : (5.4)

Introduzindo a equagao (5.4) em (5.3), obtemos

1

El(x — )" =(/w*@wwm@

ol

—2)|Bul; (5.5)

== S

onde B,, sao numeros de Bernoulli.



62

Variancia

Aplicando a equagao (5.5) para encontrar a variancia da distribui¢do Lo obtemos

w2s?
El(x — p)?] = s7%(2* — 2)| By =
Assimetria
A assimetria de distribuicao Lo é dada por
3
E {L")] —0,
o
porque os B, impares sao nulos, se n # 1.
Curtose
A curtose da distribuicao Lo é representada como
4 4,4(94
— 2*—2)|B
S ET0] L L
TS
d (=-)
s (20 - 2) (55) 5 6
- mist YTy

9
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Apéndice B

Derivadas parcias de segunda ordem em relagcao aos parametros da dis-

tribuicao beta logistica

o] m?(a +b)e™"
o2 302(1 4 e t)2
02l _br 7(a+d) {_ e N t [ et ]}
opdo o2/3 V3 o?(1+et) o2 |(1+et)?2]])’
oL m et
opda — 0\/3 {(H@tJ ’
o’r T et
oudb — o\/3 {(1 + e—t)} ’
ol 1 bt 7w(a+b)

ote~! V3 t\?
do? 2 o2 3 _02(1+e—t)_§(1+e—t) :
9%l
Jdoda
0%l
0o db

2
Ol = )+ at)
0%l
b2
9%l
0adb
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