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Resumo

Em teoria de filas, estuda-se seu comportamento, seu processo de formagao e
analisam-se caracteristicas de desempenho, tais como o nimero esperado de clien-
tes no sistema e na fila, a intensidade do trafego, definida como sendo a razao entre
a taxa de chegada e a taxa de atendimento, entre outros. No entanto, sabe-se que
na maioria das vezes os parametros envolvidos no processo nao sao conhecidos e
precisam ser estimados através de algum método estatistico. Esta tese visa obter
estimativas para algumas medidas de desempenho em filas markovianas finitas e
infinitas com um tnico servidor, denominadas respectivamente por M/M/1/K e
M/M/1, na notagao de Kendall. Uma metodologia sobre o enfoque frequentista
e bayesiano é apresentada. Do ponto de vista classico, foi constatada a presenca
de vicio no estimador de méxima verossimilhanca para p e investigada a utilizacao
do conhecido método bootstrap nao paramétrico para sua correcao. Sob o enfoque
bayesiano, foram obtidas distribuicoes a posteriori e preditivas para parametros de
interesse. Amostras foram obtidas através de simulacao. Os resultados apontaram
para uma correcao efetiva do vicio, possibilitando reducao no tamanho de amos-
tra, com consequente diminui¢ao nos custos e tempo para a obtencao da medidas
de desempenho. Quanto ao método bayesiano, observou-se pelo fator de Bayes
que varias sao as distribuicoes a priori que poderiam se empregadas, entre as in-
formativas e ndo informativas. Também, para filas M/M/1/K, os estimadores

bayesianos para p apresentaram a menor variabilidade entre todos, embora nao



tenham sido aqueles com os menores erros de estimagao médios.

Palavras-chaves: Filas markovianas; predicao bayesiana; medidas de desempe-

nho; intensidade de trafego.



Abstract

In queueing theory, the behavior and formation process of queues are studied
and their performance measures are analyzed, including the number of customer
in the system and in the queue, the traffic intensity, which is defined as the ratio
between the arrival rate and the service rate, among others. However, the pa-
rameters of the process are usually unknown and must be estimated using some
statistical inferential method. This thesis aims at obtaining estimates for some
performance measures of M/M/1/K and M/M/1 queues, which, in Kendall no-
tation, stands for Markovian single-server finite and infinity queues, respectively.
A methodology based on the classical frequentist and Bayesian approaches is pre-
sented. From the classical point of view, the maximum likelihood estimator for
p was shown to be biased and a correction based on the well-known nonparame-
tric bootstrap method for correction was proposed and investigated. Under the
Bayesian approach a posteriori and predictive distributions were obtained for the
parameters of interest. Samples were obtained through simulations. The results
have shown an effective correction of bias, enabling reduction in the sample size,
with consequent reduction in costs and time to obtain the performance measures.
Concerning the Bayesian method, it was observed from the Bayes factor that se-
veral a priori distributions could be used, among informative and non-informative
ones. Also, for M/M/1/K queues, Bayesian estimators for p presented the lowest

variability although they were not the ones with the lowest bias in average.



Keywords: Markovian queues; Bayesian prediction; performance measures; traf-

fic intensity.



Glossario

Algumas defini¢coes de simbolos e abreviagoes, usadas frequentemente ao longo
deste texto, s@o apresentadas neste glossario. As defini¢oes estao listadas em ordem

alfabética, com as letras gregas inseridas de acordo com seu nome em portugueés.

A/B/X/Y/Z: Notagao usual para descrever um modelo de filas, em que A re-
presenta o padrao de chegada, B, o de servico, X, o nimero de canais de
servigo, Y, a capacidade total do sistema (incluindo os itens em servico) e

Z, a disciplina da fila;
A: Matriz geradora, para o processo de nascimento-e-morte de um sistema de filas;
Bji: Fator de Bayes para comparar dois modelos M; e Mj;
E(M]z): Representa a esperanga preditiva a posteriori do ntiimero de clientes (M );
EMYV: Estimador de méaxima verossimilhancga;
EPM: Erro padrao da média;

FIFO: Disciplina de fila ‘primeiro a chegar, primeiro a ser atendido’ (do inglés

‘First-In, First-Out’);
f(t): Densidade de probabilidade dos tempos entre chegadas;

g(t): Densidade de probabilidade dos tempos de servigo;
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I(0): Informacao de Fisher para 6;
K: Capacidade total (incluindo os itens em servigo) de um sistema de filas;
L: Numero esperado de clientes no sistema;

LIFO: Disciplina de fila ‘4ltimo a chegar, primeiro a ser atendido’ (do inglés ‘ Last-

In, First-Out’);
L,: Tamanho médio da fila;
A: Taxa de chegada na fila;
M: Numero de clientes no sistema no momento da partida;

M: Processo markoviano (quando inserido na notacao A/B/X/Y/Z, para descre-

ver um modelo de filas);
p: Taxa de servico na fila;
pn: Probabilidade estacionaria de haver n clientes no sistema de filas;

P,(t): Probabilidade estaciondaria de haver n usudrios no sistema de filas em tempo

continuo;
p(6): Distribuigao de probabilidade a priori;
p(z|0) ou L(0; x): Funcao de verossimilhanga;
P(0|z): Distribuicao de probabilidade a posteriori;
p: Intensidade de trafego, definida como p = \/p;
f: Parametro desconhecido, sobre o qual se deseja realizar inferéncia;

x ={xy, 29, -+ ,x,}: Representa uma amostra aleatéria do niimero de clientes que

ficaram no sistema em n momentos de partidas de usuarios;

11



W: Tempo médio de espera no sistema;

W,: Tempo médio de espera na fila.

12
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Capitulo 1

Introducao

Teoria de filas é um ramo da matematica que analisa a formacao e o com-
portamento das filas. E uma importante area de pequisa e atrai interesse dos
pesquisadores. Isso porque as filas fazem parte do nosso dia-a-dia. No supermer-
cado, no banco, nos centros lotéricos, nos postos de gasolina, enfim, em pratica-
mente qualquer lugar podemos nos deparar com um sistema de filas. Sabe-se que
as filas sempre ocorrem quando a procura por um determinado servico apresenta
estocasticidade.

Diversos sao os modelos de filas. Na notagao de Kendall (1953), um sistema de
filas é descrito por uma série de simbolos e barras, tais como A/B/X/Y/Z, em que
A indica de alguma forma a distribuigdo do tempo entre chegadas (por exemplo,
M de markoviano, para chegadas Poisson), B, o padrao de servigo, descrito por
uma distribuicao de probabilidade para o tempo de servigo (por exemplo, M de
markoviano, para tempos de servico exponenciais), X, o numero de canais de
servico em paralelo, Y, a capacidade méxima do sistema, incluindo os itens em
atendimento (que, quando omitida, significa filas com capacidade infinita), e Z, a
disciplina da fila (por exemplo, disciplina FIFO, ou ‘primeiro a chegar, primeiro

a ser atendido’, do inglés First-In, First-Out, que, quando omitida, é a disciplina



subentendida).

O grande interesse é a possibilidade de otimizar os sistemas de filas, garantindo
assim uma reducao dos seus custos operacionais e melhorando seu desempenho.
Logo, para o gestor, é essencial o conhecimento de algumas das caracteristicas
das filas tais como a taxa de chegada, A\, a taxa de servigo, u, a intensidade
do trafego!, p, definida como sendo a razao entre A\ e u, ntimero esperado de
clientes no sistema, L, e o tamanho médio da fila, L,, entre outras. Tais medidas
podem ser quantificadas e avaliadas através de funcoes advindas da teoria de filas

(Gross et al., 2009).

1.1 Motivacao

Conforme ja ressaltamos, é de importancia para o gestor saber o comporta-
mento do seu sistema baseado em filas, de modo que ele possa ser otimizado,
reduzindo seus custos operacionais e tenha melhorado seu desempenho. Assim,
a motivagao para o desenvolvimento desta tese é responder questoes tais como:
Para qual tipo de problema certo modelo de filas é util? Qual metodologia infe-
rencial estatistica podemos utilizar? Como obter as estimativas para as medidas
de desempenho? Que tipo de dados podem ser usados para obter tais estimativas?
Como podem ser coletados? Como avaliar a significancia dos resultados? Estes
e outros aspectos do processo inferencial em modelos de filas markovianas serao
abordados nesta tese.

A literatura apresenta uma grande quantidade de artigos que descrevem estu-

dos sobre estimacao em modelos de filas, tanto por métodos inferenciais classicos,

'Embora neste trabalho seja dada preferéncia para a denominacdo intensidade de trdfego,

note-se que as vezes o p é chamado de fator de utilizacao da estacao de servigo.



quanto por métodos bayesianos. Entre os métodos classicos, pode-se citar por
exemplo o trabalho de Clarke (1957), que apresenta estimadores de maxima veros-
similhanca e aproximacoes para estimar a taxa de chegada A e o tempo de servigo .
No artigo de Aigner (1974) é apresentada uma comparacao de alguns estimadores
assintéticos para os parametros do modelo M /M /1, isto é, filas markovianas de ser-
vidor unico. Eles apresentam também variancias assintoticas para os parametros
do modelo. Schruben & Kulkarni (1982) mostram que estimar taxas de chegada e
taxas de servico resulta em uma diferenca notavel entre a distribuicao do estado
do modelo (parametros estimados) e a distribui¢ao do estado do sistema real (pa-
rametros conhecidos). Schruben & Kulkarni (1982) também mostram problemas
nos estimadores quando p > 1. Zheng & Seila (2000) exploram alguns dos proble-
mas encontrados por Schruben & Kulkarni (1982) e apresentam algumas propostas
para estimar o tempo de espera na fila, W,, nimero de clientes na fila, L,, tempo
médio de espera no sistema, W, e o nimero médio de clientes no sistema, L, para
filas M /M /1. Kannan & Jabarali (2014) descrevem uma aplicagao de filas M /M/1
e apresentam estimativas de maxima verossimilhanca para filas formadas durante
dois periodos, de demanda normal e em periodo de férias. Pereira et al. (2015)
mostram via simulacoes Monte Carlo que o estimador de maxima verossimilhanca
para p em filas M/M/1 é viciado, e propoem um estimador bootstrap para cor-
rigir este vicio, melhorando consequentemente estimativas de outras medidas de
desempenho, tais como L e L,. Por fim, ainda no contexto classico, para aplicacao
em filas markovianas finitas, modelo M /M /1/K, tem-se o trabalho de Alouf et al.
(2001), em que sao apresentadas inferéncias para K (capacidade do sistema) e \.
Dois métodos sao apresentados para tais estimativas.

Sob o enfoque bayesiano, um dos primeiros trabalhos foi desenvolvido por
Muddapur (1972), que estendeu a metodologia desenvolvida por Clarke (1957)

atribuindo distribui¢oes de probabilidade para A e . Combinando com a fungao



de verossimilhanga conjunta para (A, i), realizou o processo inferencial para filas
M/M/1 e M/M/oco, através do estimador de Bayes para p, A e u. Mais tarde,
Mcgrath et al. (1987a;b) apresentam aproximagoes em um contexto mais subje-
tivo para filas M/M/1 e M/M/1/K. FEles apresentam também uma comparacao
entre os estimadores bayesianos e os estimadores classicos. Ao final, Mcgrath et al.
(1987b) utilizam uma medida de informagao de Shannon para avaliar diferentes
tipos de dados a partir do processo de filas.

Armero (1994) apresenta uma andlise bayesiana e verifica a condi¢do de er-
godicidade para alguns modelos de filas. Armero (1994) também apresenta os
resultados do estudo para filas M/M/c. Armero & Bayarri (1994a;b) estudam
distribuicoes preditivas para estimar algumas medidas de desempenho usuais em
filas M/M/1 e mostram também algumas distribui¢bes a priori que podem ser
utilizadas para realizar inferéncia para 6 = (A, p, p). Ao final, Armero & Bayarri
(1994b) utilizam a metodologia em uma aplicagao para dados reais e apresentam
estimativas para L e W.

Tais trabalhos visaram apresentar uma metodologia inferencial que especifica
distribuicoes para A e p, para encontrar assim um estimador para a intensidade do
trafego, dado por p = A /1, reforcando a necessidade de se conhecer ambas as taxas
de chegada e de servigo dos clientes. Outra estratégia de coleta de dados, entre-
tanto, é proposta por Choudhury & Borthakur (2008), em que sdo apresentados
momentos da distribuicao a posteriori e intervalos de credibilidade para p para filas
M/M/1. O importante no trabalho de Choudhury & Borthakur (2008) é que ficou
demonstrado que nao é necessario conhecer as taxas A e p para inferéncia sobre
algumas medidas de desempenho importantes. De fato, Choudhury & Borthakur
(2008) mostram que, a partir do conhecimento da distribui¢ao do nimero de cli-
entes no sistema nos momentos de partida de um usuario, é possivel obter varias

medidas de desempenho. Um diagrama morfolégico das abordagens mencionadas



é apresentado na Figura 1.1.

A proposta desta tese é desenvolver uma abordagem classica e bayesiana como
métodos de aproximacao dos parametros de interesse em modelagem de fila. Os
modelos considerados podem representar, dentre outros aspectos, sistemas de in-
teresse pratico. Na abordagem bayesiana e por meio de uma distribuicao a priori
sobre os parametros a serem estimados, inferéncias podem ser feitas, o que torna

o modelo um pouco mais robusto e flexivel.

1.2 Contribuicoes

Apresentar ao gestor um modelo que seja ao mesmo tempo flexivel e robusto
na hora de tomar decisao ¢ de interesse pratico. Sendo assim, as principais contri-

buigoes desta tese incluem:

1. Apresentacao de um resumo sobre teoria de filas, assim como sobre os mo-

delos mais usuais;

2. Demonstracao de como a inferéncia cléssica e bayesiana pode ser aplicada
aos modelos de filas markovianas e ao processo de estimacao dos parametros

envolvidos;

3. Extensao do processo inferencial obtido por Choudhury & Borthakur (2008),
utilizando outras distribuigoes a priori, assim como para modelos de filas

M/M/1/K;

4. Desenvolvimento de um estudo de simulacao a fim de verificar o comporta-
mento das estimativas dos parametros e das medidas de desempenho da fila,

a partir da distribuicao a priori.

Neste aspecto, demonstra-se ao gestor como o conhecimento a prior: pode
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Figura 1.1: Diagrama morfolégico das abordagens inferenciais para filas markovianas



contribuir para inferir sobre a intensidade do trafego, assim como para as

outras medidas de desempenho.

1.3 Organizacao

Esta tese encontra-se assim organizada. No Capitulo 2 apresentamos itens
fundamentais, com uma revisao da literatura da &rea e as metodologia inferen-
ciais classica e bayesiana, para filas markovianas. No Capitulo 3 estd descrita a
metodologia desenvolvida, com o detalhamento dos estimadores de maxima veros-
similhanca, das distribuicoes a posteriori e do método para correcao de vicio via
bootstrap de estimadores para p, L e L,. Os resultados de extensivos experimentos
computacionais sao apresentados e comentados no Capitulo 4. O Capitulo 5 en-
cerra esta tese, com as principais conclusoes obtidas e a discussao de tépicos para

futuras pesquisas na area de inferéncia em filas.



Capitulo 2

Itens Fundamentais

2.1 Introducao a Teoria de Filas

Segundo Medhi (2003), a teoria de filas surgiu a partir de 1909 quando Agner
Krarup Erlang publicou um artigo sobre o congestionamento no trafego telefonico.
Desde entao, a literatura aborda diversas metodologias sobre o assunto. Do ponto
de vista tedrico, sabe-se que é um ramo da matemadtica que analisa o comporta-
mento das filas.

Entretanto, por que as filas se formam? A resposta estd no fato de existir uma
demanda maior pelo servico do que recursos para realiza-los. Isso ocorre porque
existem poucos servidores. Isto é, ha indisponibilidade em oferecer um servico
de tal nivel que evitasse a formacao de filas. H& situacoes em que ha limitacao
do espago fisico, tanto para alocar mais servidores, quanto para comportar uma
quantidade maior de clientes. Ha ainda questoes financeiras, tais como restri¢oes
or¢amentarias, que impedem investimentos em espaco fisico, infraestrutura ou em
pessoal.

Do ponto de vista pratico, quando um cliente procura por um determinado

servico, ha entao um sistema formado por cliente e servidor. Como exemplos, hé



clientes que vao até ao banco, processos que chegam para serem analisados ou entao
chamadas telefonicas que necessitam ser completadas. Assim, quando a demanda
para executar o servico excede a capacidade de o sistema atender ao cliente até um
determinado tempo, ha um processo de formacao de uma fila de espera. Assim,
um sistema de filas é composto por clientes (ou unidades), e servidor (também
chamado de canal de servico).

Como forma de aferir o comportamento do sistema de filas, associam-se medidas
de desempenho, tais como o tempo médio de espera dos clientes na fila, tempo
médio entre chegada de clientes, a probabilidade de encontrar o sistema vazio,
entre muitas outras. Dessa forma, a teoria de filas procura encontrar, através de
analises matematicas detalhadas, um ponto de equilibrio que satisfaca ao cliente
(ou linha de producao) e seja vidavel economicamente para o provedor do servigo.
Conhecer a terminologia empregada nos estudos de sistemas de filas é o primeiro
passo no estudo dessa que é uma das areas da pesquisa operacional.

Um sistema de fila é formado basicamente por seis caracteristicas, quais sejam:
(i) o processo de chegada, (ii) a distribuigao do tempo de servigo, (iii) o nimero de
servidores, (iv) a capacidade do sistema, (v) a populagao de usuérios e (vi) a dis-
ciplina de atendimento. Faremos uma descricao de cada uma delas, em que os trés
primeiros sao obrigatorios e os trés ultimos, se nao informados, sao considerados

conhecidos.

2.1.1 Padrao de Chegada dos Clientes

O padrao de chegada no sistema de fila é, as vezes, definido em termos do nt-
mero médio de chegadas por unidade de tempo (taxa média de chegada). Assim,
o modelo de chegada é usualmente especificado pelo tempo entre as chegadas dos
usuarios. Pode ser deterministico, isto é, as chegadas ocorrem em intervalos de

tempo exatamente iguais (tempo entre as chegadas é constante), ou ser uma varia-



vel aleatéria, quando o tempo entre as chegadas é variavel e segue uma distribuicao
de probabilidades presumivelmente conhecida. Além de sabermos se o modelo de
chegada é deterministico ou é uma variavel aleatéria, precisamos também saber a
taxa de chegada A. A constante A é a taxa média de chegadas dos usudrios por

unidade de tempo.

2.1.2 Padrao de Servico

O padrao de servigo (ou padrao de atendimento aos usudrios) é normalmente
especificado pelo tempo de servico, isto é, o tempo requerido pelo servidor para
concluir o atendimento. Da mesma forma que o padrao de chegada, pode ser deter-
ministico (constante) ou uma variavel aleatéria (quando o tempo de atendimento
é varidvel e segue uma distribuigao de probabilidades presumivelmente conhecida).
Neste tltimo caso, valem as mesmas consideragoes feitas a distribuicao de proba-
bilidades associada ao padrao de chegada dos clientes do servigo. A constante p é

a taxa média de atendimentos por unidade de tempo, por servidor.

2.1.3 Numero de Servidores

O numero de servidores (ou nimero de canais de servigo) é o niimero de aten-
dentes disponiveis no sistema e que podem atender simultaneamente aos clientes.
A Figura 2.1 ilustra um sistema de fila tnica e canal simples, enquanto as Figu-
ras 2.2 e 2.3 mostram duas variacoes dos sistemas multicanais. Os dois sistemas
multicanais diferem pelo fato de que o primeiro possui uma unica fila, enquanto
o segundo possui uma fila para cada canal. Uma barbearia com vérias cadeiras é
um exemplo do primeiro tipo de multicanal, assumindo que nao exista um estilo
particular de corte de cabelo. Por outro lado, um supermercado e um restaurante
fast-food preenche a segunda categoria de sistema multicanal. E geralmente as-

sumido que os mecanismos de canais paralelos operam independentemente um do
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outro.

Clientes
Partindo
Clientes

Chegando

Figura 2.1: Sistema com canal simples com fila tinica

Clientes
. Partindo

Clientes
Partindo
Clientes
Chegando Clientes
®™  Partindo

Figura 2.2: Sistema multicanal com fila tinica

2.1.4 Capacidade do Sistema e Estagios de Servigo

Em alguns processos de filas existe uma limitagao fisica da quantidade de
espaco na fila, de modo que, se as filas alcancarem um certo comprimento, ne-
nhum novo cliente podera entrar no sistema até que um espaco seja obtido com o
atendimento de um cliente e a consequente diminuicao do tamanho da fila. Estas
situacoes sao referidas como sistemas de filas finitos, ou seja, existe um limite finito
no tamanho do sistema.

Um sistema de filas também pode ter um tnico estagio de servico, como no

caso da barbearia, ou pode ter varios estagios. Um sistema de multi-estagio pode
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Clientes Clientes

Chegando ' @ Partindo

Clientes Clientes
— - :

Chegando Partindo

Clientes :
Clientes
Chegando —» ™ Partindo

Figura 2.3: Sistema multicanal com filas em paralelo

ser exemplificado como um procedimento de exame fisico, em que cada paciente
passa por diversos exames, tais como, sangue, oftalmolégico, urina etc. Em alguns
sistemas multi-estagio, reciclagem (ou retorno) podem ocorrer. Reciclagem é co-
mum em processos de manufatura, em que inspecoes de controle de qualidade sao
realizadas, sendo que alguma peca que nao se adeque ele deve ser reprocessada.

Um exemplo de sistema multiestdgio com retorno é mostrado na Figura 2.4.

2° Estagio

Clientes Clientes
— —
Chegando Partindo

) |

1° Estagio

Figura 2.4: Sistema com retroalimentagao (feedback)
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2.1.5 Populacao de Usuarios

Aqui retrata-se o nimero potencial de clientes que podem chegar a um sistema,

que pode ser finito ou infinito.

2.1.6 Disciplina da Fila

A disciplina de atendimento refere-se a maneira pela qual os clientes sao se-
lecionados para o servico quando a fila estd formada. A disciplina mais comum
que tem sido observada é ‘primeiro a chegar, primeiro a ser servido’ (ou disciplina
FIFO, do inglés ‘First-In, First-Out’). Outra disciplina comum de atendimento é
“altimo a chegar, primeiro a ser servido’ (ou disciplina LIFO, do inglés ‘Last-In,
First-Out’), que se aplica a muitos sistemas de estoque, quando nao ha obsoles-
céncia de unidades armazenadas, uma vez que é mais facil atingir os itens mais

préximos, no caso o ultimo que chegou.

2.2 Processos de Nascimento-e-Morte

Antes de introduzirmos os modelos de filas, é necessario fazer uma breve intro-
dugao sobre um processo interessante que ocorre em uma fila. E o comportamento
do nimero de clientes no sistema. Sob o ponto de vista de um processo de Markov,
é conhecido como ‘processo de nascimento-e-morte’. Corresponde ao fato de que,
em sistema de filas, eventos, como chegadas e partidas, estao acontecendo.

Os termos ‘nascimento’ e ‘morte’ representam respectivamente a chegada do
cliente no sistema e sua saida. Assim, se a populacao é n, entao A, e ju, representam
a transicao desse processo. Assim, quando a populacao é o numero de clientes no
sistema, A, e i, indicam as taxas de chegada e de servigo, que dependem do niimero
de clientes no sistema. Baseado nas propriedades do processo de Poisson, ou seja,

quando as chegadas sao um processo de Poisson e o tempo de servico é exponencial,
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é possivel fazer as seguintes afirmagoes (Bhat, 2008), sobre as probabilidades de

transicao durante o tempo (¢, ¢+ At]:

e Nascimento (n > 0):

P(um nascimento) = A\, At + o(At),

P(nenhum nascimento) = 1 — A\, At + o(At),

P(mais que um nascimento) = o(At);

e Morte (n > 0):

P(um nascimento) = pu, At + o(At),

P(nenhum nascimento) = 1 — u,, At + o(At),

P(mais que um nascimento) = o(At),

em que o( At) é tal que o(At)/At — 0, quando At — 0, em que em cada um
dos dois casos, o termo o(At) deve somar 0, para que a probabilidade total

dos trés eventos seja igual a 1.

Seja Q(t) o nimero de clientes no sistema até o tempo ¢. Assim define-se:

Fin(t) = P[Q(t) = n|Q(0) = i].
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Incorporando as probabilidades para as transigdes durante (¢, + At), como

mencionado acima, obtém-se:

P (At) = N\ At +0o(At), n=0,1,2,...,

Ppn1(At) = pp At 4+ o(At), n=1,2,3,...,

P, (At) =1 — N At — p, At +o(At), n=1,2,3,...,

P, i(At) =0(At), j #n—1,n,n+ 1.

Assim, derivando-se os termos no lado direito dessas equacoes, é possivel en-
contrar as taxas de transicao infinitesimais, o que leva a seguinte matriz geradora,

para o processo de nascimento-e-morte do modelo do sistema de filas:

—Xo Ao 0 0
pr =M+ pa) A 0
0 — (A9 + A
A fi2 (A2 + p2) 2 2.1)
0 0 143 — (A3 4 p3)
0 0 0 4

A matriz geradora A conduz as equagoes de Kolmogorov para Pj,(t) (veja

Bhat, 2008, para mais detalhes). Pode-se entao rescrever Py, = P,(t) e inserir o

estado inicial 7 somente quando for necessario. Assim, reescrevem-se as seguintes

equacoes:

Py(t) = =XoFo(t) + pu Pi(t),
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Pl(t) = —(N\n + o) Pu(t) + M1 Poi (8) + pns1 Poga (), n=1,2,. .. (2.3)

Para determinar P,(t), deve ser resolvido o sistema das Equagoes (2.2) e (2.3),
juntamente com a condigao inicial P;(0) = 1, P,(0), paran # i. O mais importante
aqui é analisar os limites das Equagoes (2.2) e (2.3), quando t — oo. Um resultado

geral em processos de Markov é (Bhat, 2008):

Teorema 2.1 1. Se o processo de Markov € irredutivel (todos os estados), en-
tao a distribuicao limite limy_,o. P,(t) = p, eziste e € independente das con-
digoes iniciais do processo. Os limites {p,,n € S} sao tais que ambos de-
saparecem de forma idéntica (isto €, p, = 0, para todo n € S) ou sdo todos

positivos e formam uma distribuicaio de probabilidade (isto €, p, > 0 para

todon €8, €Y opn=1).

2. A distribui¢ao limite {p,,n € S} de um processo de Markov recorrente irre-
dutivel € dado por uma unica solucao da equacao pA =0 e ZjeSpj =1, em
que p = (p07p17p27 - )

Os resultados apresentados no Teorema 2.1 sao essenciais para o estado
de equilibrio no processo estocastico. No estado de equilibrio, também conhecido

como estado estaciondrio, o comportamento do processo é independente do tempo

e do valor inicial, isto é,

lim P, (t) = p,, n=20,1,2,...
t—00

e, consequentemente, temos que P/ (t) — 0 quando t — oo.

Com isso, usando este resultado na Eq. (2.3), tem-se:

0 = —Xopo + p1p1, (2.4)
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0=—(N\o+ tbn)Pn + Anc1Pn1 + tns1Pns1, n=1,2,. .. (2.5)
Estas equacoes podem ser facilmente resolvidas através do método recursivo.
Rearranjando o primeiro termo na Equacao (2.4), tem-se:
Ao

= —np. 2.6
y%i Nlpo ( )

Para n = 1, a segunda equacao é dada por

A1 o

(A1 + p1)p1 = Aopo + pape = pa = Do- (2.7)
M2t
Assim, continuando o método recursivo para n = 2,3, ..., tem-se:
)\0)\1 e )\n,1
HnPn = )\nflpnfl = Pp=—"""Do. (28)
Mot - - - Hn

Logo, pelo Teorema 2.1, a condigao de normalizagao é aplicada, ) qpn = 1,

encontrando-se assim:

-1
DS VIS W
po = 1+Z%} . (2.9)

1 HMoH1---fn

Com isso, a distribuicao limite do estado de um modelo de fila considerando um

processo de nascimento-e-morte {p,,n = 0,1,2,...} é dada pelas Equacoes (2.8)
e (2.9). Por fim, o Teorema 2.2, apresentando em Bhat (2008), garante umas
das propriedades da distribuicao limite do processo de Markov, que trata sobre a

estacionariedade do processo.

Teorema 2.2 A distribuicao limite de um processo de Markov irredutivel recor-

rente positivo € também estaciondrio.

Com isso, um processo é dito ser estaciondrio se a distribuicao de estado é
independente do tempo. Portanto, se P,(0) = p,,n = 0,1,2,..., entdao tem-se

P.(t) = p,, Vt.
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2.3 Inferéncia Classica

A inferéncia cldssica apresenta varias maneiras de realizar estimacao pontual.
Dentre elas, podemos citar o método de estimacao através da funcao de verossi-
milhanca dos dados, também chamado de estimador da maxima verossimilhanca
(EMV). Esta maneira geralmente é preferida em relagao a outras porque apresenta
melhores propriedades de eficiéncia. No entanto, ha situacoes em que o EMV nao
pode ser encontrado de maneira analitica.

Esta técnica foi desenvolvida pelos anos de 1920 pelo estatistico Sir Fisher,
sendo um dos melhores métodos para obter um estimador de um parametro. Aqui
o estimador sera o valor do parametro que maximize a funcao de verossimilhanca
(Montgomery & Runger, 2012).

Suponha que X seja uma variavel aleatéria que tenha distribuicao de pro-
babilidade dada por f(z,0), em que 6 é um parametro desconhecido. Se z =
(21,29, ...,2,) T, sd0 0s n valores amostrais observados, a fungao verossimilhanca

desta amostra é dada por

L(0; ) = f(z1;0) X f(@2;6) x -+ X f(2n;0). (2.10)

A funcao de verossimilhanga L(6; x) é agora uma fungao somente do parametro
desconhecido #. Logo, o EMV para ¢ é um valor 0 que maximiza esta funcao de

verossimilhanga L(6; x).

2.4 Correcao Bootstrap de Vicio

Um método utilizado para correcao de vicio em estimadores é o bootstrap
(Efron & Tibshirani, 1993). Na sua versao nao paramétrica, para estimar o vicio
de um parametro de interesse, 6, diversas reamostragens (com reposi¢ao) sao reali-

zadas e o parametro é reestimado para cada reamostragem. Tira-se entao a média
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de tais estimativas, é(.). O vicio pode entao ser estimado da seguinte forma:

vicio = fa) — 0. (2.11)

Uma versao corrigida do estimador, pelo método bootstrap nao paramétrico,

pode ser obtida por:

0p =20 — 0. (2.12)

Este método foi usado por diversos pesquisadores no passado, com resulta-
dos bastante satisfatérios em corregao de vicio (Cruz et al., 2004), construcao de

intervalos de confianga (Domingues et al., 2015), entre outros.

2.5 Inferéncia Bayesiana

A metodologia bayesiana constitui uma outra forma para se realizar inferén-
cia. Uma das principais diferengas em relacao a metodologia cldssica é que na
inferéncia bayesiana é permitida a incorporacao da informacao a priori sobre os
parametros desconhecidos do modelo. Além disso, ao contrario dos métodos clas-
sicos, os métodos bayesianos consideram os parametros como variaveis aleatorias,
associando a eles na maioria das vezes uma distribuigao de probabilidade. Assim
o conhecimento que o gestor tem sobre um determinado parametro desconhecido
pode ser levado em consideracao.

Suponha que se deseja estimar o valor do parametro desconhecido. Segundo
Ehlers (2003), a informacao a priori que se tem sobre este parametro é de fun-
damental importancia. Do ponto de vista bayesiano a incerteza sobre o valor
desconhecido pode ser quantificada a partir de uma distribuicao de probabilidade
definida em um espaco paramétrico, representado por ©. Esta informacao a pri-

ori é representada na maioria das vezes por uma distribuicao de probabilidade
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chamada de distribuicao a priori.

Conforme lembra Paulino et al. (2003), a informacao inicial depende apenas
do conhecimento do pesquisador sobre o problema estudado. Logo, pode-se ter
diferentes distribui¢oes (ou modelos) a priori associadas ao parametro 6, repre-
sentadas por p(0), e definidas em ©. Assim, coleta-se uma amostra aleatéria da
variavel de interesse X, em que a distribuicao amostral pode ser representada por
p(z|f) ou L(#;x), denominada de funcao de verossimilhanga. Combina-se entao
a distribuicao a priori com a funcao de verossimilhanca, a partir do Teorema de
Bayes, a fim de encontrar uma distribuicao a posteriori p(0|z) para 6, encontrada

por:

pb,x) _ p(x|0)p(6)
p(z) p()

em que 1/p(z) é uma constante normalizadora da distribuigao a posteriori p(6|z).

p(flx) =

, (2.13)

Assim, a distribuigao a posteriori, na Equagao (2.13), representa um modelo
com informacao sobre 6, atualizado pelos dados. A distribuicao a posteriori é de
suma importancia na abordagem bayesiana, pois ¢é ela que serd utilizada para a
realizacao de todas as inferéncias, como estimacgao pontual, construgao de regioes
de credibilidade, ou intervalos HPD (Highest Posterior Density), e teste de hipé-
teses. Diferentemente da abordagem inferencial classica, na abordagem bayesiana
considera-se que 0 é uma variavel aleatoria e a observacao amostral é fixa.

Com o conhecimento prévio sobre o parametro #, pode-se construir uma familia
paramétrica de densidades, de modo que as distribuicoes a priori e a posteriori
pertengam a mesma classe de distribuigoes, isto €, sejam conjugadas. Neste caso,
a distribuicao a posteriori tem a mesma distribuicao a priori, com os hiperpa-
rametros da distribuicao atualizados pela informagao que a amostra (fungao de
verossimilhanga) contém. Dentre algumas distribuigdes que apresentam conjuga-

¢ao, tem-se, por exemplo, a distribuicao beta, que é conjugada natural da familia
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Bernoulli. Para maiores detalhes sobre esta e outras classes de distribuicoes a
priori, ver Paulino et al. (2003).

Em algumas situacoes, o pesquisador tem pouca informagao sobre o parame-
tro desconhecido, ou até mesmo nenhuma informagao, tanto para o parametro 6,
quanto para a forma da distribuicdo. Nestes casos, é comum utilizar as chamadas
distribuicoes a priori nulas ou nao-informativas. Assim, espera-se que a infor-
macao contida na amostra seja dominante no processo de inferéncia. Para esses
casos, representa-se a distribuicao a priori por uma constante. Alguns métodos
foram desenvolvidos de modo a representar o maximo possivel a informacao a pri-
ort, por mais que ela seja vaga ou nula, dentre eles pode-se citar o método de
Bayes-Laplace, Box-Tiao e a priori nao informativa de Jeffreys (ver Paulino et al.,

2003).

2.6 Observacoes Finais

Neste capitulo vimos alguns itens que sao fundamentais para o entendimento
de um sistema de filas e para inferéncias sobre seus parametros. E de suma im-
portancia o conhecimento do processo, uma vez que o padrao de tal processo ira
determinar qual modelo deve ser utilizado. Também vimos fundamentos de in-
feréncia classica e bayesiana, bem como de correcao de vicio via bootstrap. No
proximo capitulo veremos a metodologia inferencial proposta para estimacao de

p, L e L, em modelos de filas markovianas de servidor tnico finitas e infinitas.
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Capitulo 3

Metodologia Inferencial

3.1 Filas M/M/1

3.1.1 Introducgao

O modelo de filas markovianas de servidor unico, também conhecido como
M /M /1 na notagao de Kendall (1953), baseia-se nas caracteristicas dos processos
de chegada e de servigo (atendimento) assumidos markovianos. Assim, assume-se
que o nimero de chegadas na unidade de tempo segue uma distribuicao de Poisson,
com taxa A, e o tempo de servico segue uma distribuicao exponencial, com taxa

1. Em outras palavras, sao filas com:

e densidade para os tempos entre chegadas: f(t) = e ™, t >0,

(3.1)
e densidade para os tempos de servico: g(t) =pe ™ t>0,
em que:
Blt tre as chegadas] = !
empo entre as chegadas] = — = :

P & i\ taxa de1 chegada (3.2)

E[tempo de servico| = - = —.

1 taxa de servigo
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A razao entre as taxas de chegada e de servico, também conhecida por inten-
sidade de trdfego, é uma importante medida de desempenho da fila e é definida

COIMoO:

taxa de chegada A (3.3)
taxa de servico ' '

p

Observa-se que as filas M/M/1 sao um caso especial de um modelo geral de
nascimento-e-morte em que A\, = A e p, = p. Assim, rearranjando-se a Equa-

¢ao (2.5), tem-se que:

ADo = [p1, (3-4)

AN+ 1)pn = Apn1 + tpns1, n=1,2,... (3.5)

Resolvendo-se este sistema de equacoes e usando-se o fato de que >~ " p, = 1,

encontra-se:

pn=p"(1=p),n=0,1,..., parap=A/pu<1. (3.6)

Note-se que a Equacgao (3.6) caracteriza uma distribui¢ao de probabilidade geo-
métrica, que depende somente do quociente da taxa de chegada e de atendimento,
A1, isto é, da intensidade de tréfego, p. A probabilidade de o servidor estar ocu-
pado é também uma medida importante no sistema de filas, que pode ser calculada
por p =1 — py. Com relagao a p, Wagner (1986) lembra a importancia de que se
verifique a relagdo p < 1 (ou, equivalentemente, A < pu), para garantir-se que o
sistema atinja o estado estacionario. Caso contrario, a fila s6 aumentaria.

Associada a esta intensidade de trafego, podem-se encontrar algumas outras
importantes medidas de desempenho para o modelo M/M/1, dado que a Equa-

¢ao (3.6) caracteriza a distribuicao do nimero de clientes no sistema no momento
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da partida, como reforcado por Choudhury & Borthakur (2008). Assim, relem-

brando que @Q(t) é o nimero de clientes no sistema, fazendo Q(c0) = Q e @, o

ntimero de clientes na fila, excluindo-se o que esté em servigo, tem-se que L = E(Q)

é o nimero esperado de clientes no sistema, L, = E((),) é o nimero esperado de

clientes na fila e V(@) ¢ a variancia do nimero de clientes no sistema. Logo, a

partir da Eq. (3.6), tem-se respectivamente que:

n

=1
A P

1
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3.1.2 Inferéncia Classica

A metodologia apresentada a seguir é descrita por Almeida & Cruz (2015a),
que estende o trabalho de Choudhury & Borthakur (2008). Considerando-se a
suposicao de estado estaciondrio, ou seja, que A < p, um resultado apresentado em
teoria de fila é a férmula de Pollaczek-Khinchine, conforme pode ser encontrado no
artigo de Medhi (2003). Esta féormula garante que, na Equacao (3.6), tem-se uma
variavel aleatéria nao negativa que representa o ntimero de clientes no sistema
no momento da partida de um usuario do sistema, que segue uma distribuigao
geométrica. Assim, apos o equilibrio, o niimero de clientes no sistema no momento

da partida, M, é dado por:

POM = m) = pP(l—p), m=0,1,2,..., (3.10)
0, caso contrario.

Portanto, para se obter dados desta natureza, faz-se necessario observar o sis-
tema no momento das partidas dos usudrios. Considere-se entao uma amostra ale-
atéria, z = (z1, 29, ...,7,)T, que representa o ntimero de clientes que ficaram no
sistema em n partidas de usuarios, em momentos aleatorios. Um fato importante
descrito por Choudhury & Borthakur (2008) é que se X, representa o nimero de
clientes até a partida do m-ésimo usudrio, entao pl(f) = P(Xpar = j1Xm = 1).
A propriedade da ergodicidade garante os limites das probabilidades dadas por
v; = limy pl(-f),j =0,1,... Assim, vj, 7 =0,1,..., existem e sao independentes

do estado inicial i, desde que o sistema esteja no estado estacionario. Com isso, a

funcao de verossimilhanca pode ser escrita como:

L(p;x) = p*(1 = p)", (3.11)

em que y = X ,z;. Este modo de geracao de dados garante a independéncia das

observagoes amostrais, levando em conta a propriedade de ergodicidade da cadeia
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de Markov.
Derivando-se a Eq. (3.11) e igualando a zero, encontra-se o estimador de ma-

xima verossimilhanga (EMV) para p:

vy 1
n+y nfy+1

Uma das caracteristica mais atrativas do método de maxima verossimilhanca é

p= (3.12)

sua invariancia a transformagoes (Mukhopadhyay, 2000). Ou seja, se 6 ¢ o EMV

de 6 e a = h(f) é uma funcio de 6, entdao & = h(f) é o EMV de a. Desta forma,
sao os seguinte os EMV para o nimero esperado de clientes e tamanho médio da

fila, respectivamente:

P 1

l/:: =
1—p 1/p—1

(3.13)

~2
S P
Li=1—

(3.14)

As implementacoes dos estimadores para p, L L,, em R (R Core Team, 2013),

podem ser visualizadas na Listagem 3.1.

EMVRo<—function (amostra) {
return(1/(14+length (amostra)/sum(amostra)))

}

EMVI<—function (amostra) {
return(1/(1/EMVRo(amostra)—1))

}

EMVL—function (amostra) {
roHat<—EMVRo( amostra )
return(roHat"2/(1—roHat))

}

Listagem 3.1: Implementacao do EMV para p, L e L,
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3.1.3 Correcao de Vicio via Bootstrap

A implementacgao em R (R Core Team, 2013) do EMV corrigido via bootstrap

pode ser visualizada na Listagem 3.2.

ECBoot<—function (amostra , fEst) {
2 B<-10
soma<—0
4 for (i in 1:B) {
reamostra<—sample (amostra ,replace=T)
6 estm<—fEst (reamostra )
soma<—soma-+testm }
8 estmStar=soma/B

return(2*fEst (amostra)—estmStar)

Listagem 3.2: Implementacao do EMV corrigido via bootstrap

3.1.4 Inferéncia Bayesiana

Para fazer inferéncia sobre p, partindo da Equagao (3.11), vérios tipos de
informacgoes a priori podem ser consideradas, em termos de distribui¢oes. Con-
sideraremos aqui uma que é conjugada natural e duas outras nao-informativas
(Zacharias et al., 2004). Maiores detalhes sobre as distribui¢oes a priori nao-
informativas podem ser encontrados facilmente na literatura da drea (consultar,

por exemplo, Paulino et al., 2003, ou referéncias por eles citadas).

Priori Conjugada Beta

Esta opgao garante que distribuicoes a priori e a posteriori pertencam a mesma
familia paramétrica. Assim, a distribuicao beta com parametros a e b pode ser

utilizada (Choudhury & Borthakur, 2008), ou seja, p ~ beta(a,b). Esta é uma
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distribuicao flexivel e que pode assumir diversas formas, além de ser uma conjugada
natural da Equacao (3.11). Em outras palavras, tem-se que:
[(a+0) P (L= p)!

pi(p) = Wﬂa_l(l —p)t = Blab) (3.15)

1
para 0 < p <1, a >0, b > 0, em que B(a,b) = / P~ (1 = p)ldp é a funcdo
0
beta (Abramowitz & Stegun, 1972).
Assim, é possivel encontrar a distribuicao a posteriori de p combinando-se as

Equagoes (2.13), (3.11), e (3.15):

L(p; z) X pi(p)
1
/ Mm@Xm@Mp
0
a—1¢(1_ ,\b—1
p(L = p) x [ £

fro-or =]

pi(plz) =

para0<p<1l,a>0,0>0,comy=2>X", .

Assim, ap6s cancelar a constante B(a, b) e rearranjar os termos, tem-se que:

y+a—1 1— n+b—1
P’ (1= p) C0<p<l,
pi(plz) = By +a,n+0b) (3.16)
0, caso contrario,

lembrando-se que B(y + a,n +b) = /1 pUTOTL(1 — p)H=1d, & a definicdo da
funcao beta, com parametros y + a e0 n + b, resultando portanto numa distri-
buicao a posteriori que é também uma beta, com parametros y + a e n + b,
plr ~ beta(y + a,n + b), a partir da qual todas as estimativas podem ser en-
contradas (Choudhury & Borthakur, 2008).

De fato, assumindo-se uma funcao de perda quadratica para o erro e tomando-

se a média da funcdo de densidade de probabilidade beta(y + a,n + b), Equa-
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¢ao (3.16), é possivel deduzir os estimadores pontuais bayesianos para p, L e L,

dados respectivamente por:

= 3.17
P y+a+n+b (3.17)
~ y+a
L, = 3.1
T (3.18)
e
. 1

T n+b—Dy+a+n+b)

Se, apds observar a amostra z, existir um interesse em predizer o nimero (M)

de clientes no sistema no momento da partida, também relacionada com p e descrito
probabilisticamente por P(M = m|p), entao define-se a distribuigao preditiva a
posteriori P(M = m|x) (Ehlers, 2003). Pode-se entao analisar a distribui¢ao
preditiva para o nimero de clientes no sistema no momento da partida, em estado

estacionario, dada por:

Bly+a+m,n+b+1)

P (M = =
i m|z) B(y +a,n+b)

, param=1,2,..., (3.20)

A implementacao em R (R Core Team, 2013) dos estimadores bayesianos, para
p, L e Ly, e da distribui¢ao preditiva, para a priori beta, pode ser vista na Lista-

gem 3.3.

Priort Uniforme

Se nao existe uma informacao palpavel a priori a respeito de p, uma distribui-
¢ao uniforme poderia ser utilizada. Como temos que p pertence ao intervalo (0, 1),

a uniforme poderia ser definida nestes limites, mas em muitos sistemas os gerentes
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EPRol<—function (amostra ,a,b) {
n<—length (amostra)
y<-sum(amostra)
return ((y+a)/(y+atntb))

}

EPLI<—function (amostra ,a,b) {
n<—length (amostra)
y<-sum(amostra)
return((y+a)/(nt+b))

}

EPLql<—function (amostra ,a,b) {

n<—length (amostra)

y<-sum(amostra)

return ((y+a+1)*(y+a)/((ntb—1)*(y+atntb)))
}
PPIl<—function (amostra ,a,b,m) {

n<—length (amostra)

y<-sum(amostra)

return(beta(y+a+m,nt+b+1)/beta(y+a,ntb))

Listagem 3.3: Implementacao dos estimadores bayesianos e da preditiva para a

priori beta

operacionais podem oferecer limites mais justos (Choudhury & Borthakur, 2008),
de tal forma que 0 < ¢ < p < d < 1. Ou seja, apesar de p poder estar entre 0
e 1, sabe-se que sao incomuns na pratica valores tais que p < c ou p > d. Logo,

pode-se assumir uma distribuicao uniforme truncada para p, dada por:

1
pa(p) = T e<p< d. (3.21)

De forma andloga ao caso anteriormente apresentado, combinado-se as Equa-

¢oes (2.13), (3.11), e (3.21), obtém-se:
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L(p;x) x pa(p)
/ L(p;x) x p2(p)dp

P (1 —p)" x (=)

/cdpy(l—p)" X (dic) dp’

Logo, apds cancelar as constantes e rearranjar os termos, tem-se que:

pa(ple) =

para ¢ < p < d.

y+1-1(1 _ p)n+1-1
P (1 —p) Ce<p<d
0, caso contrario,

em que Bag(y+1,n+1) = /d pUTIL(1 — p)tU=1d)p é a definicdo da funcio
beta incompleta generalizada (iNolfram Research Inc., 2015), com parametros c,
d, y+1en+ 1, o que resulta numa distribuicao a posteriori beta generalizada,
com estes mesmos parametros, p|z ~ beta(c,d,y + 1,n + 1), a partir da qual as
estimativas podem ser encontradas (Choudhury & Borthakur, 2008).

De fato, assumindo-se uma funcao de perda quadratica para o erro e tomando-se
a média da funcao de densidade de probabilidade beta(c,d,y + 1,n + 1), Equa-
cao (3.22), deduzem-se os seguintes estimadores pontuais bayesianos para p, L e

L .

q-

by = Bea(y+2,n+1)
B(qd)(y + 1, n + 1)’

(3.23)

) B, 2,
P (cd)(y +2,n)

- , 3.24
2 B(c,d)<y+ 1,n+1) ( )
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. Bea(y+3,n
o= () ( ) (3.25)
(cay+1,n+1)
A distribuicao preditiva a posteriori é dada por:
Brea(y+1+m,n+2
Py(M = m|z) = ey L ), param =1,2,..., (3.26)

B(Qd) (y —+ 1, n + 1)
A implementacao em R (R Core Team, 2013) dos estimadores bayesianos, para
p, L e L,, e a distribuicao preditiva, para a priori uniforme, pode ser vista na

Listagem 3.4. As avaliagoes da funcao beta incompleta, Ibeta, sdo feitas por meio

do pacote zipfR (Evert & Baroni, 2006; 2007) do R.

Priori de Jeffreys

Esta secao refere-se ao uso da especificacao de distribuicoes a priori quando o
interesse é que a informacao dos dados seja dominante, no sentido de que a nossa
informacao a priori é vaga. Por outro lado, reconhece-se a necessidade de alguma
forma de andlise que, em algum sentido, consiga captar esta nogao de uma priori
que tenha um efeito minimo, relativamente aos dados, na inferéncia final.

Tal analise pode ser pensada como um ponto de partida quando nao se consegue
fazer uma elicitacao detalhada do ‘verdadeiro’ conhecimento a priori. Assim, um
outro tipo de informacao a priori também pode ser utilizado para p, que é utilizar
uma classe de prioris nao informativas proposta por Jeffreys (ver Paulino et al.,
2003), que é invariante a transformagoes 1 a 1. Embora em geral seja imprépria,
em alguns casos a distribuicao a posteriori é garantida ser prépria. Baseada na

informacao de Fisher, que é dada conforme se segue:

R logp(X|9)] | (3.27)

1(6) :E[ o
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require (zipfR)
2 EPRo2<—function (amostra ,c,d) {
n<—length (amostra)
4  y<-sum(amostra)
return((Ibeta(c,y+2,n+1)—Ibeta(d,y+2,n+1))/
6 (Ibeta(c,y+1,n+1)—Ibeta(d,y+1,n+1)))
}
8 EPL2<—function (amostra ,c,d) {
n<—length (amostra)
10  y<-sum(amostra)
return ((Ibeta(c,y+2,n)—Ibeta(d,y+2,n))/
12 (Ibeta(c,y+1,n+1)—Ibeta(d,y+1,n+1)))
}

EPLg2<—function (amostra ,c,d) {

.
IS

n<—length (amostra)
16 y<-sum(amostra)
return ((Ibeta(c,y+3,n)—Ibeta(d,y+3,n))/
18 (Ibeta(c,y+1,n+1)—Ibeta(d,y+1,n+1)))
}
20 PP2<—function (amostra ,c,d,m) {

n<—length (amostra)

22 y<-sum(amostra)
return ((Ibeta(c,y+1+m,n+2)—Ibeta (d,y+1l+m,n+2))/
24 (Ibeta(c,y+1,n+1)—Ibeta(d,y+1,n+1)))
}

Listagem 3.4: Implementacao dos estimadores bayesianos e a preditiva para a

priori uniforme

a seguinte distribuicao a priori para o parametro 6 pode entao ser obtida:

p(6) o [I(0))V2 (3.28)

Com isso, a partir da Equacao (3.6), a p(p) pode ser encontrada por:

_82 logp(X|p)} . (3.29)

1) = & |-
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O logaritmo da distribuigao p(X|p), dada pela Equagao (3.10), é dado por

log p(X|p) = log [p™ (1 — p)] = log(1 — p) + X log p. (3.30)

A primeira e segunda derivadas sao dadas por:

dlogp(X|p) 1 X  *logp(X|p) 1
= + == = — - 3.31
dp l—p p Ip? (L=p)3? p? (3:51)
Como E[X|p| = 125 temos que:
) FEL N S . TR )
(L=p2 p» (d=p2 (A—=pp ' '
Assim,
I(p) o< [[(0)]2 = p~"2(1 = p) 7. (3.33)

Com isso, combinando-se a priori de Jeffreys, dada pela Equacao (3.33), e
a verossimilhanga, Equagao (3.11), é possivel encontrar a seguinte distribuigao a

posterior: de p:

L(p; z) x p3(p)
/01 L(p; ) x p3(p)dp
p'(L—=p)" < [p 21— p)"]
[ =y < e -

para 0 < p <1, com y = X' | z;.

pa(plr) =

Assim, apds rearranjar os termos, tem-se que:

y+1/2—1 1 — p)n1
p (1-p) C0<p<l,
ps(plr) = By +1/2,n) (3.34)
0, caso contrario,
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em que B(y +1/2,n) = /1 PV — p)"ldp é a definicao da funcdo beta
(Abramowitz & Stegun, 19% ), com parametros y + 1/2 e n, o que resulta na
distribuicao a posteriori p|x ~ beta(y+1/2,n). Note-se que, ao contrario dos casos
anteriormente expostos, Equagoes (3.16) e (3.22), esta distribuigao a posteriori é
fixa. De fato, nao é possivel variar a forma da distribuicao a priori de Jeffreys,
que assume uma forma especifica.

A partir desta distribuicao a posteriori, estimativas bayesianas pontuais podem
ser encontradas. Se uma funcao de perda quadratica é assumida, tomando-se entao

a média, deduzem-se os seguintes estimadores:

. y+1/2
__ytr/e 3.35
) 1/2
fy = Y12 (3.36)
n

i Wt3/2)(y+1/2)

= . 3.37
CT (n=1)(y+1/2+n) (3.37)
A distribuicao preditiva a posterior: é dada por:
B 1/2 1
Py M = mjg) = SW L2 mnt ) =12, (3.38)

By +1/2,n)
A implementacao em R (R Core Team, 2013) dos estimadores bayesianos, para
p, L e Ly, e a distribui¢ao preditiva, para a priori de Jeffreys, pode ser vista na

Listagem 3.5.

Observacgoes Finais

Como observacao final, é importante ressaltar que as densidades preditivas de-
sempenham um papel importante na selecao do modelo bayesiano e na sua compa-

racao (Gamerman & Lopes, 2006). As chances a posteriori do modelo M; relativo
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EPRo3<—function (amostra) {
n<—length (amostra)
y<—sum(amostra)
return ((1/24+y)/(y+1/2+n))
}
EPL3<—function (amostra) {
n<—length (amostra)
y<-sum(amostra)
return((1/2+y)/n)
}
EPLg3<—function (amostra) {
n<—length (amostra)
y<-sum(amostra)
return ((y+3/2)*(y+1/2)/((n=1)*(y+1/2+4n)))
}
PP3<—function (amostra ,m) {
n<—length (amostra)
y<-sum(amostra)
return(beta(y+1/24m,n+1)/beta(y+1/2,n))
}

Listagem 3.5: Implementagao dos estimadores bayesianos e a preditiva para a

priori de Jeffreys

a um modelo M, sao definidas como P(M; = m|z)/P(M; = m|z), as quais sao a
razao das chances a priori, P(M;)/P(My), do modelo M; relativo ao modelo My,
chamado de fator de Bayes, dado por:

ML) RO = ml)

Para decidir entre os modelos M; e M, é recomendada a utilizacao da seguinte

=0,1,2,... (3.39)

regra (Jeffreys, 1998): considera-se que hé provas (i) decisivas, (ii) fortes ou (iii)
substanciais contra Mj, quando Bjj é (i) superior a 100, (ii) estd entre 10 e 100 ou

(iii) esta entre 3 e 10, respectivamente.

36



3.2 Filas M/M/1/K

3.2.1 Introducao

Quando se tem servidores simples em um espaco limitado para a espera, cha-
mamos de filas M/M/1/K, em que K representa o limite de clientes que poderao
ficar simultaneamente no sistema de filas. Quando K é muito grande (— o0),
tem-se entdao uma fila M /M /1. A solugao da Equacao (2.5), paran =0,1,--- , K,
é (Wagner, 1986):

p"(1—p)
, Ppara 1
po = { T PR (3.40)
1
B para p = 1.

Percebe-se que quando p < 1 e K — 00, tem-se que a Equagao (3.40) coincide
com a Equagao (3.6). O numero esperado de clientes E[N] e o tempo médio no
sistema E[W], para p # 1, sao dados respectivamente por:

p pPNTHE )

EIN| = — 3.41

B 1 - Kp¥
Bl = p(l—p)  p(l—pk) 342)

3.2.2 Inferéncia Classica

Alguns trabalhos tém sido desenvolvidos para filas markovianas finitas de ser-
vidor tnico, modelo M/M/1/K. Dentre eles pode-se citar Kuumola et al. (2002),
que estudam o tamanho médio da fila, L,, por meio de um sistema de equagoes
ordinarias diferenciais e métodos numéricos para aproximar a distribuicao estaci-
onaria.

Uma medologia semelhante aquela proposta na Se¢ao 3.1 foi desenvolvida para

filas M/M/1/K. Baseado no processo markoviano com um servidor simples e
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considerando a distribuicao de probabilidade estacionaria apresentada na Equa-
cao (3.40), considere agora que x = (r1, 2, - ,Z,)T seja uma amostra aleatéria
que representa o nimero de clientes que ficaram no sistema em n partidas de usua-
rios. Neste caso apenas é permitido que no maximo K clientes podem permanecer

no sistema. Assim, a funcao de verossimilhanca pode ser dada como

, p" (1= p) p"(1—p)
L(p;x) = e Co X e
_ pZ?:1 Ti (1 — p)" (3 43)
(1— pKtiyn :

Apos a obtencgao de uma estimativa para p, medidas de desempenho de interesse
podem ser estimadas, tais como L e L,, dadas por (Gross et al., 2009):
Y

Lq:1—/3_ et (3.44)

~ ~ 1—9p
L=1L,+ (1 - 1—7,515“) , (3.45)
em que p é uma estimativa para p.

Na inferéncia classica, temos o método dos momentos e da maxima verossi-
milhanga, dentre os mais populares métodos de estimacao pontual. Nesta tese
utilizaremos este que, desenvolvido por Fisher, na década de 20, é considerado
um dos melhores. Conforme pode ser inferido pelo nome do método, o estima-
dor sera aquele valor do parametro que maximize a funcao de verossimilhanca,
Equacao (3.43).

Poderfamos tentar obter o maximo da Equacao (3.43) utilizando-nos dos recur-
sos do calculo diferencial, isto é, possivelmente tirando o logaritmo da verossimi-
lhanca, para transformar os produtos em somas, para buscar o ponto p que anula

a derivada dlog L(p; x)/dp e determinar o vicio e variabilidade do EMV de forma
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analitica. Entretanto, por conveniéncia optaremos pela maximizacao numérica e
simulacao Monte Carlo.

A implementagao do EMV utilizada nesta tese, em R (R Core Team, 2013),
pode ser visualizada na Listagem 3.6. Note-se que, por conveniéncia, foi conside-
rado o logaritmo da funcao de verossimilhanca, com a facilidade de transformar
produtos em somas. A maximizacao da log-verossimilhanca é feita numericamente,
por meio de fungao interna do R. Testes (nao apresentados) foram realizados com
a funcao de verossimilhanca original e indicaram que os resultados nao mudaram

significativamente, em termos de precisao ou de esfor¢o computacional.

EMVRoOMMIK<—function (K, amostra) {
loglike . f<—function (rho ,K,n,sumxi) {
sumxi*log(rho) + nxlog(l—rho) — nxlog(l—rho " (K+1))
}
Eps .EMV<—1e—06
n<—length (amostra)
sumxi<—sum(amostra)
res<—optimize(loglike.f , c(Eps.EMV,1—Eps.EMV) ,K,n,sumxi , maximum=TRUE, tol=Eps.EMV)

return (res$maximum)

Listagem 3.6: Implementacao do EMV para p

3.2.3 Correcao Bootstrap

Foi desenvolvida uma versao do EMV com correcao via bootstrap, conforme
descrito na Secao 2.4. O cddigo, em R (R Core Team, 2013), utilizado nesta tese é
mostrado na Listagem 3.7. O parametro K é o nimero maximo de usudrios simul-
taneamente (em servigo e na fila de espera) na fila markoviana finita, M/M/1/K.
Note-se que foram utilizadas 1.000 replicacoes bootstrap e que a correcao da-se

sobre o EMV (ver Listagem 3.6).
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EBoRoMMIK<—function (K, amostra) {
2 B<—1000
soma<—0
4 for (i in 1:B) {

reamostra<—sample (amostra ,replace=T)

6 estm<—EMVRoMMIK(K, reamostra )
soma<—soma-+estm }
8 estmStar=soma/B
return (2*EMVRoOMMIK(K, amostra)—estmStar)
10 }

Listagem 3.7: Implementacao do EMV corrigido via bootstrap

3.2.4 Inferéncia Bayesiana

Neste caso, o processo inferencial para estimar p a partir da Equagao (3.43)
serd o mesmo adotado para filas M/M /1, assumindo uma distribui¢ao a priori
beta, com parametros a e b, Equagao (3.15), ou seja, p(p) ~ beta(a,b). Assim, a

distribuicao a posteriori para p é dada por:

p(plz) o< L(p;x) x p(p)
p=ti(l—p)t Tlatb) oD
(1=pfth)r T(a)l'(b)
pZ?:l $i+a—1(1 _ p)n—l—b—l

x T . (3.46)

(1—p)Y

Ao contrario do caso das filas M/M/1, Segao 3.1.4, a Eq. (3.46) nao é uma
distribuicao padrao. Portanto, a obtencao exata de medidas de posicao e de dis-
persao, ou mesmo a obtencao de uma amostra, pode se tornar uma tarefa bas-
tante ardua. Para resolver o problema, justifica-se entao a utilizagao de métodos
Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC), que tém sido fundamentais para
o desenvolvimento e difusao da inferéncia bayesiana. Dentre os métodos MCMC,

encontram-se os algoritmos de Metropolis et al. (1953) e Hastings (1970) e seus

40



derivados. Em particular, nesta tese serd utilizado o método adaptative rejection
Metropolis sampling (ARMS, de Gilks et al., 1995), que torna possivel a iteragao
da cadeia mesmo sob distribui¢oes nao-padrao, como é o caso aqui.

Apdés encontrar uma amostra da distribuicao a posteriori, faz-se necessario en-
contrar a distribuigao preditiva, que é uma abordagem centrada nas predigoes. Ou
seja, as quantidades desconhecidas de interesse nao sao os parametros, mas sim as
variaveis aleatorias futuras (Paulino et al., 2003). Assim, a definigdo de densidade
preditiva é fundamental para a inferéncia preditiva. Desta forma, Berger (1985)
comenta uma tipica situacao que envolve a predicao de uma variavel aleatoria,
com densidade g(z|0), com 6 desconhecido, em que existem dados disponiveis, z,
com densidade p(z|f). No nosso caso, x representa dados de clientes no sistema,
e deseja-se predizer a futura varidvel resposta. Assim, pode ser definida como a
distribuicao conjunta de z e 6 dado z, e integrando com relacao a 6 teremos a

distribuicao de z dado x:

peke) = [ o(:100l2)a8 = [ o(:10Wp@)p(alo)as (3.47)
em que p(z|x) é a densidade preditiva da variavel aleatéria Z, g(z|0) é a densidade
de z dado 0, e p(f|z) é a densidade a posteriori de 6.

Apés obter uma amostra da distribuicao a posteriori, as medidas de desempe-
nho L, e L podem ser estimadas, em que p é a média obtida a partir de p(p|x).

A implementacao do estimador bayesiano utilizada nesta tese, no ambiente R
(R Core Team, 2013), pode ser visualizada na Listagem 3.8. A extragao da amostra
da distribuicao a posteriori é feita por meio da fungao arms (utilizado o tamanho
5.000), disponivel no pacote HI (Petris & Tardella, 2013) do R. A distribuigao
a posteriori é representada por meio do logaritmo da sua fungdo densidade (a
menos da constante de normalizagdo). Como foi considerada a fungao de perda

quadratica, o estimador pontual de Bayes ¢ a média aritmética simples da amostra.

41



require (HI)

2 EBaRoMMIK<—function (K, amostra ,a,b) {

10

logpost. f<—function(rho ,K,n,sumxi,a,b) {
(sumxita—1)*log(rho) + (nt+b—1)*log(l—rho) — nxlog(l—rho " (K+1))

}

sSize<—5000

n<—length (amostra)

sumxi<—sum(amostra)

res<—arms(runif(1),logpost.f,function(x,K,n,sumxi,a,b) ((x>0)*(x<1)),sSize ,K,n,
sumxi,a,b)

return(mean(res))

Listagem 3.8: Implementacao do estimador bayesiano

3.2.5 Simulacao

Em filas M/M/1/K, ao contrario do modelo de filas M/M/1 que segue uma
distribui¢ao conhecida (geométrica), é necessario utilizar algum método de geracao
de variaveis aleatoérias para distribuicao discreta geral. Usaremos um anélogo
discreto do método da transformacao inversa, em que, basicamente, é necessario
gerar numeros R ~ unif(0, 1), isto é, de uma distribui¢ao uniforme entre 0 e 1, e
conhecer as probabilidades de interesse, P{N = n;} = p;, Vj. Assim, para simular

uma variavel aleatéria discreta N com funcao de probabilidade

J

deve-se fazer:

42



no, se R < Py,

nq, SGPO<R§PQ+P1,

Jj—1 J
nj, se » P<R<Y P,
i=0

1=0

Como

j-1 j
P{N =n,} = P{Zpi <R< sz} =Dy

i=0 i=0
entao N segue a distribuicao desejada.

No caso do modelo de filas markovians finitas, M/M/1/K, tem-se da Eq. (3.40)

que p, = P{N =n} = fi(;;ff, n=0,1,..., K, para p # 1. Segue entao que:

n

1_pn+1
Zpl:]_—ipl("'l’ TL:O,l,...,K.
=0

K+

Fazendo ¢ = 1 — p&*1, segue que:

N-1 N
Y omi< R <Y pi=
i=0 i=0

1 — oV _ N+1
P < R < P =
c c
1—pN< Re Sl—pN+1:>
—1 4 pNt! —Re <—1+pV =




Portanto,

_ [log(1 = Re)
M= [ log(p) 4 ’ (348)

em que [2] é o menor inteiro nao inferior a .
A Listagem 3.9 apresenta a implementacao utilizada nesta tese, codificada em

R (R Core Team, 2013), e um exemplo de chamada.

rmmlk<—function (tam,rho ,K){ # simulate
u<—runif(tam,0,1)
x<—log(l—ux(1—rho " (K+1)))%/log(rho)

return(x)

> set.seed (13579)
> rmmlk(tam=10,rho=0.20,K=5)
(1] 0101000210

Listagem 3.9: Implementagao da geracao de amostras de uma fila M/M/1/K

3.3 Observacoes Finais

Neste secao foram apresentadas as metodologias inferenciais classica e baye-
siana, para modelos de filas markovianas de servidor tinico infinitas e finitas, res-
pectivamente, para os modelos M/M/1 e M/M/1/K, bem como um estimador
corrigido via bootstrap baseado no estimador de maxima verossimilhanga para p.
No proximo capitulo serao apresentados e discutidos os principais resultados com-

putacionais que foram obtidos.
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Capitulo 4

Resultados Computacionais e

Discussao

Neste capitulo serao apresentados os resultados computacionais obtidos, a
partir de codigos escritos em R (R Core Team, 2013), disponiveis nos Apéndices A

e B, ou diretamente com o autor.

4.1 Filas M/M/1

A implementacao para a geracao de amostras para o numero de clientes no

sistema, em R (R Core Team, 2013), pode ser visualizada na Listagem 4.1.

1 gerAmosRo<—function (tam,rho) { # simulate

return (rgeom(tam,1—rho))

3}

Listagem 4.1: Geragao das amostras

Na Listagem 4.2 é apresentada a implementacao em R (R Core Team, 2013) de
uma funcao para a analise de desempenho dos estimadores via simulacao Monte

Carlo, que determina média e erro padrao da média (EPM), para 10.000 repli-
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13

cacoes'. A funcao fESt(K,amostra,...) pode ser qualquer uma daqueles esti-
madores, para p, L ou L, (EMV, EMV corrigido via bootstrap e¢ bayesianos). O
estado da semente aleatéria .GlobalEnv$.Random.seed é armazenado imediata-
mente antes da chamada a fungao fESt (K, amostra, . ..), que pode ser estocastica
(p.e., nos casos bootstrap e bayesianos), para garantir que as amostras geradas para

estimacao serao as mesmas para todos os estimadores.

MtCa<—function (tam,rho ,fEst ,...) {

rep<—10000

amostra<—numeric (tam)

est<—numeric(rep)

for (i in 1l:rep) {
# gerar dados
amostra<—gerAmosRo (tam, rho)
oldseed<—. GlobalEnv$.Random. seed
# ajustar modelo e guardar ajuste
est [i|<—fEst (amostra ,...)
.GlobalEnv$.Random . seed<—oldseed}

return(c(mean(est) ,sqrt(var(est)/rep)))

Listagem 4.2: Implementacao do Monte Carlo para avaliagao dos estimadores

4.1.1 Inferéncia Classica

Todos os calculos foram realizados com as implementacoes apresentadas no Ca-
pitulo 3, desenvolvidas para o ambiente R (R Core Team, 2013). Foram realizadas
simulagoes de amostras com tamanhos n € {10;20; 50; 100; 200} e intensidades de
trafego p € {0,01;0,10;0,20;0,50;0,90;0,99}. Foram calculadas estimativas mé-
dias de p pelo EMV, Equagao (3.12), e pela sua versao corrigida via bootstrap,

Equacao (2.12), com os respectivos erros-padrao da média (EPM), com 10.000 re-

LObserve-se que é também bastante comum em estudos de simulacdo a apresentacio da

raiz do erro quadratico médio (ou o RMSE, do inglés ‘root mean square error’), definido como

>

1~ - -
RMSE(0) = - Z(Gl —0)2 = \/Vici0(9)2 + Var(f), que agrega a informagao de média e erro.
i=1
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plicacoes Monte Carlo, para todos os cenarios. Os resultados podem ser vistos na
Tabela 4.1, que se encontram sintetizados na Figura 4.2.

Podemos confirmar o vicio do EMV para p, para amostras pequenas e mode-
radas e para intensidades de trafego p ~ 0,50. Este comportamento é conhecido,
uma vez que a distribuicao envolvida é a geométrica classica. Para valores extre-
mos (i.e.,, p~ 0,99 e p = 0,01), as estimativas sao bastante satisfatérias, conforme
visto nas Figuras 4.2-(a) e -(b), com pequenos erros de estimagao e baixo erro-
padrao da média, o que sugere que estes sao os valores mais faceis de estimar na
pratica. Também para amostras grandes (n > 100), o desempenho é melhor, con-
forme visto nas Figuras 4.2-(c) e -(d), que mostra pequenos valores para os erros
de estimacao e erro-padrao da média. Portanto, as medidas de desempenho da fila
que sao estimadas a partir de p também deverao apresentar vicio, o que deve ser
uma preocupagao para o pesquisador. Sobre o estimador corrigido via bootstrap é
suficiente dizer que ele apresenta sempre menores erros médios de estimagao, sem
inflacao da variancia, conforme constatado pela semelhanca entre os erros-padrao
da média dos dois estimadores, EMV e bootstrap, Figuras 4.2-(b) e -(d).

Também foram realizados experimentos computacionais para os estimadores de
L, Equacao (3.13), e L,, Equacao (3.14), bem como com suas versoes corrigidas
via bootstrap. Sao apresentados nas Tabelas 4.3 e 4.5 e nas Figuras 4.4 e 4.6 os
resultados obtidos para L e L, € {0,5;1;2;5;10;20}, para tamanhos de amostras
n € {10;20; 50; 100; 200} e 10.000 replicagdes Monte Carlo. E possivel notar pelos
resultados que, com o esforco computacional extra do método bootstrap, o pes-
quisador pode alcancar com amostras de tamanho n = 10 estimativas para o L e
L, com o mesmo erro médio que obteria com o EMV, para amostras de tamanho
n = 200. Esta reducao pode ser bastante importante do ponto de vista pratico,
pela diminuicao que pode acarretar nos tempos para obtencao das amostras e nos

custos de estimacao.
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Figura 4.1: Estimativas cldssicas médias de p e EPM (entre parénteses)
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Figura 4.3: Estimativas cldssicas médias de L e EPM (entre parénteses)
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Figura 4.5: Estimativas cldssicas médias de L, ¢ EPM (entre parénteses)
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4.1.2 Inferéncia Bayesiana

Para a metodologia bayesiana proposta, também foram geradas amostras do
ntumero de clientes no sistema no momento da partida, a partir da Equagao (3.6),
utilizando amostras de tamanho n € {10;20; 50; 100; 200} para p € {0,2;0,5;0,9}.
O procedimento foi realizado 10.000 vezes. Quatro tipos de distribuicoes a pri-
ori foram utilizadas, duas distribuicoes a priori beta, p ~ beta(1,5;2,5) e p ~
beta(2,5;1,5), e uma distribui¢do uniforme truncada, p ~ unif(0, 05;0,95), con-

forme mostrado na Figura 4.7, e a distribuicao a prior: de Jeffreys.

o
—
o
S
=
o
L0 \
o ] 1
[}
[}
|
R —— Beta(1,5;2,5) 1
e - - Beta(2,5;1,5) !
o _| .7 -+ Unif(0,05;0,95 AN
o
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p

Figura 4.7: Distribuicoes a priori beta e uniforme truncada para p

A Tabela 4.1 mostra as estimativas para cada tamanho de amostra e valor

de p. Observa-se que com o aumento do tamanho amostral, as estimativas se
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aproximam do verdadeiro valor de p utilizado, sendo que as estimativas utilizando
a distribuicao a priori de Jeffreys parecem estar mais proximas para p de 0,2 e
0,5. Por outro lado, quando o valor de p é 0,5, os resultados sao melhores quando
utilizamos a distribuigao p ~ beta(2,5;1,5). Outro fato importante é que quando
utilizamos distribuicoes a priori beta proximas do verdadeiro valor, as estimativas
para p sao melhores. Com isso, podemos dizer que, para o gestor, quanto melhor
ele poder quantificar a sua informagao inicial sobre p, os resultados tendem a ser
mais precisos.

A Tabela 4.2 mostra algumas caracteristicas de operagao da fila. Observa-se
que com o aumento do tamanho amostral as estimativas se aproximam dos valores
exatos para o numero de clientes no sistema e o tamanho da fila. As estimativas
baseadas na distribuicao a prior: de Jeffreys parece ter um desempenho um pouco
melhor. Quando o p é 0,9, as estimativas para o numero de clientes no sistema e
na fila sao melhores ao utilizar a distribuicao a priori uniforme, para um tamanho
amostral maior que 100.

Para determinar qual modelo melhor se ajustou aos dados (simulados), fixou-
se um tamanho amostral de 200 e obteve-se a distribuicao preditiva do nimero
de clientes no sistema no momento de partida, para o ntimero de clientes de 0
a b, e calculou-se o fator de Bayes para cada um deles. A partir da Tabela 4.3
observa-se que o fator de Bayes ficou proximo de 1 para todos os valores de p, nao
evidenciando para este parametro que algum dos modelos utilizados seja superior
ao outro. Utilizando a priori de Jeffreys, o fator de Bayes, em comparacgao com as

outras distribuicoes utilizada, também apresentou um valor préximo de 1.
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Tabela 4.1: Estimativas bayesianas médias de p e EPM (entre parénteses)

Distribuicao

n

10

20

50

100

200

0,2

Beta(1,5;2,5)
Beta(2,5;1,5)
Uniforme

Jeffreys

0,2358 (0,0008)
0,2970 (0,0007)
0,2420 (0,0008)
0,2195 (0,0010)

0,2198 (0,0007)
0,2544 (0,0006)
0,2205 (0,0007)
0,2098 (0,0007)

0,2080 (0,0005)
0,2231 (0,0005)
0,2069 (0,0005)
0,2035 (0,0005)

0,2044 (0,0003)
0,2122 (0,0003)
0,2037 (0,0003)
0,2021 (0,0003)

0,2020 (0,0002)
0,2060 (0,0002)
0,2016 (0,0002)
0,2008 (0,0002)

0,5

Beta(1,5;2,5)
Beta(2,5;1,5)
Uniforme

Jeffreys

0,4628 (0,0010)
0,5057 (0,0009)
0,4813 (0,0008
0,4906 (0,0011

0,4790 (0,0007)
0,5021 (0,0007)
0,4895 (0,0007
0,4950 (0,0008

0,4906 (0,0005)
0,5003 (0,0005)
0,4953 (0,0004
0,4976 (0,0005

0,4956 (0,0003)
0,5006 (0,0003)
0,4981 (0,0003
0,4993 (0,0003

0,4975 (0,0002)
0,4999 (0,0002)
0,4987 (0,0002
0,4993 (0,0002

0,9

Beta(1,5;2,5)
Beta(2,5;1,5)
Uniforme

Jeffreys

0,8791 (0,0004
0,8803 (0,0004
0,8905 (0,0004)

( )
( )
0,8686 (0,0004)
( )
( )

0,8896 (0,0002
0,8907 (0,0002
0,8953 (0,0002)

( )
( )
0,8844 (0,0002)
( )
( )

0,8958 (0,0001
0,8964 (0,0001
0,8981 (0,0001)

( )
( )
0,8938 (0,0001)
( )
( )

0,8978 (0,0001
0,8981
0,8990 (0,0001)

( )
( )
0,8968 (0,0001)
( )
( )

0,0001

0,8988 (0,0001
0,8990 (0,0001
0,8994 (0,0001)

( )
( )
0,8983 (0,0001)
( )
( )

Obs.: Melhores valores em negrito
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Tabela 4.2: Valores exatos e estimativas médias para L e L,

n
10 20 50 100 200

L L, Distribuicao L [:q L I:q L I:q L [:q L I:q

0,25 0,05 Beta(1,5;2,5) 0,3232 0,1155 0,2912 0,0849 0,2670 0,0642 0,2593 0,0574 0,2543 0,0536
Beta(2,5;1,5) 0,4383 0,1831 0,3512 0,1139  0,2916 0,0743 0,2717 0,0622 0,2606 0,0559
Uniforme 0,3667 0,1246  0,3068 0,0863 0,2707 0,0638 0,2608 0,0571  0,2550 0,0534
Jeffreys 0,3040 0,1184 0,2776 0,0824 0,2603 0,0621 0,2558 0,0562 0,2525 0,0530

1,00 0,50 Beta(1,5;2,5) 0,9249 0,5425 0,9591 0,5247 0,9811 0,5095 0,9920 0,5062 0,9947 0,5022
Beta(2,5;1,5) 1,0923 0,6905 1,0502 0,5993 1,0196 0,5394 1,0116 0,5212  1,0046 0,5097
Uniforme 1,1064 0,6251 1,0540 0,5644  1,0202 0,5249  1,0118 0,5138  1,0047 0,5060
Jeffreys 1,0561 0,6828 1,0290 0,5881 11,0102 0,5331 1,0068 0,5177 1,0022 0,5079

9,00 8,10 Beta(1,5;2,5) 7,2939 7,0595 8,0376 17,5270  8,5815 7,8543  8,7799 17,9696  8,8808 8,0265
Beta(2,5;1,5) 8,0151 7,8993 8,4580 7,9810 8,7675 8,0453 8,8763 8,0667  8,9298 8.0755
Uniforme 8,6913 77,8111 89495 8,0588 §8,9996 8,1032 8,9944 8,0963 8,9893 8,0903
Jeffreys 9,0173 9,1288 8,9923 88,5703 8,9906 8,2759 89894 8§,1812  8,9868 §8,1325

Obs.: Melhores valores em negrito
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Tabela 4.3: Probabilidade preditiva a posteriori do ntimero de clientes no sistema e o fator de Bayes

p N° de Clientes Beta(1,5;2,5) Uniforme Jeffreys By B3 Bos
0,2 0 0,7980 0,7984 0,7992 1,0005 1,0015 1,0010
1 0,1600 0,1597 0,1592 0,9981 0,9950 0,9969
2 0,0330 0,0329 0,0327 0,9970 0,9909 0,9939
3 0,0070 0,0070 0,0069 1,0000 0,9857 0,9857
4 0,0015 0,0015 0,0015 1,0000 1,0000 1,0000
) 0,0003 0,0003 0,0003 1,0000 1,0000 1,0000
0,5 0 0,5025 0,5013 0,5007 0,9976 0,9964 0,9988
1 0,2488 0,2488 0,2488 1,0000 1,0000 1,0000
2 0,1238 0,1241 0,1242 1,0024 1,0032 1,0008
3 0,0619 0,0622 0,0623 1,0048 1,0065 1,0016
4 0,0311 0,0313 0,0314 1,0064 1,0096 1,0032
) 0,0157 0,0158 0,0159 1,0064 1,0127 1,0063
0,9 0 0,1017 0,1010 0,1006 0,9931 0,9892 0,9960
1 0,0912 0,0907 0,0904 0,9945 0,9912 0,9967
2 0,0819 0,0815 0,0812 0,9951 0,9915 0,9963
3 0,0735 0,0732 0,0730 0,9959 0,9932 0,9973
4 0,0660 0,0658 0,0656 0,9970 0,9939 0,9970
) 0,0592 0,0591 0,0590 0,9983 0,9966 0,9983
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4.2 Filas M/M/1/K

Para analise de desempenho dos estimadores, 10.000 replicagoes Monte Carlo
foram realizadas, de acordo com o cédigo, em R (R Core Team, 2013), apresentado
na Listagem 4.3. Note-se que a fungao fESt (K,amostra,...) pode ser qualquer
uma das que implementam estimadores para p (EMV, bayesiano e EMV corri-
gido via bootstrap) e também que é armazenado o estado da semente aleatdria
.GlobalEnv$.Random.seed, imediatamente antes da chamada a esta funcao, que
pode ser estocastica, para garantir que as amostras geradas para estimagao serao

as mesmas para todos os estimadores.

MtCaRoMMI1K<—function (tam,rho ,K, fEst ,...) {

rep<—10000

amostra<—numeric (tam)

est<—numeric(rep)

for (i in 1l:rep) {
# gerar dados
amostra<—rmmlk(tam,rho ,K)
oldseed<—. GlobalEnv$.Random. seed
# ajustar modelo e guardar ajuste
est [1]<—fEst (K, amostra ,...)
.GlobalEnv$.Random . seed<—oldseed

}

c(mean(est) ,sqrt(var(est)/rep))

Listagem 4.3: Implementacao da simulacao Monte Carlo

Foram realizadas simulagoes de amostras, a partir da Eq. (3.48) e c6digo da Lis-
tagem 3.9, para os tamanhos n € {10;20; 50; 100; 200} e as intensidades de trafego
p € {0,01;0,10;0,20;0,50;0,90;0,99}. Para todos esses cendrios, foram calcu-
ladas médias, para 10.000 replicagoes Monte Carlo (via cédigo da Listagem 4.3),
das estimativas pontuais de p (i) pelo EMV, via maximizagdo numérica da ve-

rossimilhanca, Eq. (3.43) e cédigo da Listagem 3.6; (ii) pelo método bayesiano,
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com priori p ~ beta(l,5;2,5), via médias de amostras de tamanho 5.000 da dis-
tribuicao a posteriori, Eq. (3.46), obtidas pelo método ARMS Gilks et al. (1995)
do pacote HI Petris & Tardella (2013) do R, via cédigo da Listagem 3.8; (iii) e
estimativas pontuais pelo EMV, corrigidas pelo método bootstrap, Eq. (2.12) e c6-
digo da Listagem 3.7. Também foram calculadas os respectivos erros padrao da
média (EPM). Os resultados podem ser vistos nas Tabelas 4.4, 4.5 e 4.6, que se
encontram sintetizados nas Figuras 4.8, 4.9 e 4.10.

Nas Figuras 4.8, 4.9 e 4.10, encontram-se representados os erros de estimacao
médios e os EPM médios, em fungdo da intensidade de tréfego p (média entre
todos os tamanhos de amostra) e em funcao do tamanho da amostra n (média
entre todas as intensidades de trafego). Para as filas com capacidade K = 5,
Figura 4.8, notamos um erro de estimacao médio aproximadamente constante para
o EMV e EMV corrigido pelo bootstrap, exceto quando p ~ 1,0 (Figura 4.8-
a). O estimador bayesiano nao apresentou desempenho equivalente, inclusive as
estimativas tendem a superestimar o valor verdadeiro (erro positivo), quando p <
0,5, e a subestimar, caso contrario. Em relacao ao tamanho da amostra n, todos
os estimadores apresentaram uma redu¢ao monotonica no erro (Figura 4.8-¢). Do
lado do EPM, que mede a variabilidade das estimativas, o estimador bayesiano
apresenta-se como a melhor alternativa, uma vez que apresenta sempre os menores
valores. Entre o EMV e EMV corrigido bootstrap, os valores sao semelhantes, com
uma vantagem para o EMV original.

Aumentando-se um pouco a capacidade da fila, para K = 20, Figura 4.9,
notamos um comportamento bastante semelhante. Entretanto, a dificuldade de
estimagao para intensidades de trafego p &~ 1,0 parece ter diminuido, sendo que os
maiores erros de estimacao médios ocorrem com p == 0, 5, para os estimadores EMV
e EMV corrigido. Este comportamento é aquele observado para filas markovianas

infinitas, M /M /1, anteriormente estudadas. Por seu lado, o estimador bayesiano
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Tabela 4.4: Estimativas médias de p e EPM (entre parénteses) para K =5

K  Estimador

p

n

10

20

50

100

200

5 EMV

0,01
0,10
0,20
0,50
0,90
0,99

0,00928 (0,00029
0,09172 (0,00084
0,18449 (0,00109
0,48492 (0,00139
0,87146 (0,00127
0,92503 (0,00103

0,00960 (0,00021
0,09614 (0,00062
0,19235 (0,00080
0,49422 (0,00096
0,88854 (0,00097
0,94638 (0,00074

0,01000 (0,00014
0,09845 (0,00040
0,19700 (0,00051
0,49824 (0,00060
0,89839 (0,00068
0,96396 (0,00049

0,01003 (0,00010
0,09907 (0,00028
0,19833 (0,00036
0,49884 (0,00042
0,90021 (0,00052
0,97225 (0,00036

0,01007 (0,00007
0,09964 (0,00020
0,19921 (0,00025
0,49952 (0,00030
0,90044 (0,00038
0,97854 (0,00026

beta(1,5;2,5)

0,01
0,10
0,20
0,50
0,90
0,99

0,11359 (0,00019
0,17032 (0,00060

0,47449 (0,00110
0,74065 (0,00078
0,77650 (0,00066

0,06994 (0,00017
0,13921 (0,00050

0,48763 (0,00087
0,79179 (0,00061
0,83119 (0,00049

0,03646 (0,00012
0,11622 (0,00036

0,49495 (0,00058
0,84140 (0,00045
0,88520 (0,00034

0,02366 (0,00009
0,10822 (0,00027

0,49769 (0,00041
0,86479 (0,00037
0,91462 (0,00025

0,01704 (0,00007
0,10402 (0,00020

0,49900 (0,00030
0,88099 (0,00030
0,93702 (0,00019

Bootstrap

0,01
0,10
0,20
0,50
0,90
0,99

0,00992 (0,00031
0,09746 (0,00089
0,19446 (0,00113
0,49647 (0,00137
0,89517 (0,00141

(

(

(

(

(

(

(

(
0,23721 (0,00081

(

(

(

(

(

(

(

(
0,95119 (0,00114

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

0,01000 (0,00022
0,09970 (0,00064
0,19837 (0,00082
0,50011 (0,00095
0,90321 (0,00108

( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
0,22125 (0,00067)
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
0,96522 (0,00083)

0,01018 (0,00014
0,10009 (0,00041
0,19976 (0,00051
0,50065 (0,00059
0,90473 (0,00076

(
(
(
(
(
(
(
(
0,20848 (0,00047
(
(
(
(
(
(
(
(
0,97635 (0,00055

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

0,01013 (0,00010
0,09993 (0,00029
0,19977 (0,00036
0,50007 (0,00042
0,90256 (0,00056

( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
0,20457 (0,00035)
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
0,98100 (0,00040)

0,01012 (0,00007
0,10007 (0,00020
0,19994 (0,00025
0,50012 (0,00030
0,90074 (0,00039

(
(
(
(
(
(
(
(
0,20214 (0,00025
(
(
(
(
(
(
(
(
0,98475 (0,00030

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
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Tabela 4.5: Estimativas médias de p e EPM (entre parénteses) para K = 20

K  Estimador

n

10

20

50

100

200

20 EMV

0,01
0,10
0,20
0,50
0,90
0,99

0,00928 (0,00029
0,09158 (0,00084
0,18345 (0,00107
0,47371 (0,00116
0,89316 (0,00057
0,97283 (0,00036

0,00960 (0,00021
0,09609 (0,00062
0,19186 (0,00079
0,48785 (0,00081
0,89758 (0,00039
0,97979 (0,00025

0,01000 (0,00014
0,09844 (0,00040
0,19684 (0,00050
0,49543 (0,00050
0,89922 (0,00024
0,98507 (0,00017

0,01003 (0,00010
0,09906 (0,00028
0,19827 (0,00036
0,49750 (0,00036
0,89956 (0,00017
0,98728 (0,00013

0,01007 (0,00007
0,09964 (0,00020
0,19919 (0,00025
0,49885 (0,00025
0,89979 (0,00012
0,98877 (0,00010

beta(1,5;2,5)

0,01
0,10
0,20
0,50
0,90
0,99

0,11295 (0,00018
0,16848 (0,00057

0,46271 (0,00098
0,85476 (0,00048
0,91812 (0,00028

0,06982 (0,00017
0,13939 (0,00050

0,47892 (0,00074
0,87577 (0,00034
0,94089 (0,00019

0,03639 (0,00012
0,11722 (0,00037

0,49092 (0,00049
0,89079 (0,00023
0,96086 (0,00012

0,02396 (0,00009
0,10846 (0,00027

0,49474 (0,00035
0,89523 (0,00017
0,97061 (0,00009

0,01704 (0,00007
0,10397 (0,00020
0,20221 (0,00025
0,49781 (0,00025
0,89754 (0,00012

0,97753 (0,00007

Bootstrap

0,01
0,10
0,20
0,50
0,90
0,99

0,00993 (0,00031
0,09763 (0,00089
0,19462 (0,00113
0,49385 (0,00118
0,90117 (0,00056

( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
0,23420 (0,00077)
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
0,98215 (0,00038)

0,01000 (0,00022
0,09976 (0,00064
0,19846 (0,00081
0,49896 (0,00081
0,90065 (0,00038

(

(

(

(

(

(

(

(
0,21768 (0,00066

(

(

(

(

(

(

(

(
0,98590 (0,00027

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

0,01018 (0,00014
0,10010 (0,00041
0,19982 (0,00051
0,50019 (0,00050
0,90021 (0,00024

(
(
(
(
(
(
(
(
0,20773 (0,00046
(
(
(
(
(
(
(
(
0,98872 (0,00019

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

0,01013 (0,00010
0,09994 (0,00029
0,19982 (0,00036
0,49995 (0,00036
0,90004 (0,00017

(
(
(
(
(
(
(
(
0,20430 (0,00034
(
(
(
(
(
(
(
(
0,98963 (0,00014

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

0,01012 (0,00007
0,10007 (0,00020
0,19997 (0,00025
0,50008 (0,00025
0,90002 (0,00012

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
0,99023 (0,00011

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
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Tabela 4.6: Estimativas médias de p e EPM (entre parénteses) para K = 80

K Estimacao

n

10

20

50

100

200

80 EMV

0,01
0,10
0,20
0,50
0,90
0,99

0,00928 (0,00029
0,09158 (0,00084
0,18345 (0,00107
0,47366 (0,00116
0,89001 (0,00037
0,98737 (0,00012

0,00960 (0,00021
0,09609 (0,00062
0,19186 (0,00079
0,48783 (0,00081
0,89551 (0,00023
0,98903 (0,00009

0,01000 (0,00021
0,09844 (0,00062
0,19684 (0,00079
0,49543 (0,00081
0,89835 (0,00023
0,98982 (0,00009

0,01003 (0,00010
0,09906 (0,00028
0,19827 (0,00036
0,49750 (0,00036
0,89915 (0,00010
0,98995 (0,00004

0,01007 (0,00007
0,09964 (0,00020
0,19919 (0,00025
0,49885 (0,00025
0,89960 (0,00007
0,98998 (0,00003

beta(1,5;2,5)

0,01
0,10
0,20
0,50
0,90
0,99

0,11310 (0,00018
0,16896 (0,00057

0,46323 (0,00098
0,86916 (0,00040
0,97255 (0,00010

0,06992 (0,00017
0,13844 (0,00050

0,47879 (0,00074
0,88449 (0,00025
0,97946 (0,00007

0,03640 (0,00017
0,11715 (0,00050
0,20822
0,49021 (0,00074
0,89418 (0,00025
0,98483 (0,00007

0,02396 (0,00009
0,10872 (0,00027

0,49475 (0,00035
0,89688 (0,00010
0,98708 (0,00003

0,01704 (0,00007
0,10440 (0,00019
0,20206 (0,00025
0,49723 (0,00025
0,89855 (0,00007

0,98852 (0,00003

Bootstrap

0,01
0,10
0,20
0,50
0,90
0,99

0,00993 (0,00031
0,09763 (0,00089
0,19462 (0,00113
0,49390 (0,00118
0,89910 (0,00034

( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
0,23400 (0,00078)
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
0,99000 (0,00013)

0,01000 (0,00022
0,09976 (0,00064
0,19846 (0,00081
0,49897 (0,00081
0,89987 (0,00023

(
(
(
(
(
(
(
(
0,21867 (0,00065
(
(
(
(
(
(
(
(
0,99042 (0,00009

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

0,01018 (0,00014
0,10010 (0,00041
0,19982 (0,00051
0,50019 (0,00050
0,90008 (0,00014

(
(
(
(
(
(
(
(
(0,00065
(
(
(
(
(
(
(
(
0,99031 (0,00006

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

0,01013 (0,00010
0,09994 (0,00029
0,19982 (0,00036
0,49995 (0,00036
0,90002 (0,00010

(
(
(
(
(
(
(
(
0,20430 (0,00034
(
(
(
(
(
(
(
(
0,99012 (0,00004

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

0,01012 (0,00007
0,10007 (0,00020
0,19997 (0,00025
0,50008 (0,00025
0,90003 (0,00007

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
0,99002 (0,00003

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
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mantem seu padrao de desempenho, que é pior, em termos de erro de estimacao
médio. As estimativas sao superestimadas para p < 0,5 e subestimadas, caso
contrario. Todos os estimadores apresentam erros que convergem para zero, a
medida que o tamanho da amostra cresce, com destaque para o estimador EMV
corrigido, que apresenta erro de estimacao médio aproximadamente zero, para
amostras n > 50. Do ponto de vista do EPM, novamente os menores valores
sao aqueles obtidos para o estimador bayesiano, que parece apresentar a menor
variabilidade, embora nao tenha os menores erros de estimacao médios.
Finalmente, para filas com K = 80, Figura 4.10, o comportamento observado
pode ser considerado, para fins praticos, como sendo igual ao das filas markovianas
infinitas, em termos de erros de estimacao médios e EPM. Esta constatagao é uma
evidéncia da correcao das nossas implementacoes e da qualidade dos resultados

computacionais apresentados.

4.3 Observacoes Finais

Neste capitulo foram apresentados os principais resultados, com a metodologia
proposta, utilizando a inferéncia classica e bayesiana, para sistema de filas simples
infinitas e finitas. No capitulo seguinte sera apresentado as principais conclusoes

obtidas e algumas recomendagoes para trabalhos futuros.
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Capitulo 5

Conclusoes e Observacoes Finais

5.1 Sumario

Nesta tese, foi apresentada uma continuidade, uma extensao, do trabalho
de Choudhury & Borthakur (2008). Foram desenvolvidas ferramentas inferenci-
ais para filas markovianas de servidor unico infinitas e finitas, ou, na notacao de
Kendall (1953), filas M/M/1 e M/M/1/K. Foram consideradas apenas amostras
do nimero de clientes no sistema nos momentos de partidas aleatorias. Dada a
importancia das filas no dia a dia das pessoas, esta tese abordou o problema da
estimacao de algumas das suas medidas de desempenho, mais especificamente, da
intensidade de trafego, p, do nimero esperado de clientes no sistema, L, e do ta-
manho médio da fila, L,. Apesar de o foco ter sido nos tipos mais simples de
filas, M/M/1 e M/M/1/K, isto é, com chegadas Poisson, tempos de servigo ex-
ponenciais, servidor tnico e capacidades infinita ou finita, tais modelos sao uma
aproximacao acurada para varios problemas praticos e uma base sélida para mo-
delos mais complexos e especificos.

Foi constatada a presenca de vicio no estimador de maxima verossimilhanca

para p, para valores proximos de 0,5, e investigada a utilizacao do conhecido mé-
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todo bootstrap nao paramétrico para sua correcao. Resultados computacionais
apresentados apontaram para uma correcao efetiva do vicio pelo bootstrap, sobre-
tudo em amostras pequenas, o que possibilita uma redugao no seu tamanho, com
consequente diminuicao nos tempos para sua obtencao e nos custos de estima-
¢ao. Sob ponto de vista bayesiano, outras distribuigdes a priori foram utilizadas.
Observa-se que com o uso da distribuicao a priori de Jeffreys, as estimativas tam-
bém apresentam um vicio menor, e, com o aumento do tamanho amostral, este
vicio tende a diminuir.

Para o modelo M/M/1/K, o problema de estimagao da intensidade de trafego
apresenta-se como bastante desafiador. De fato, nenhum estimador foi absoluta-
mente superior a outro, considerandos os quesitos erro de estimacao e EPM. A
estimacao pelos métodos EMV e EMV corrigido apresenta menor vicio que o es-
timador bayesiano, mas apresenta uma maior variabilidade. Possivelmente pela
assimetria da distribuicao a posteriori, o estimador bayesiano nao foi competitivo,
em termos de erro de estimacao. Em geral, para amostras de tamanho n = 50 e
filas com K > 20, os erros de estimacao médios foram inferiores a 0,005, superando
este valor apenas para o estimador bayesiano, em filas de capacidade total K = 5.

No que diz respeito ao comportamento dos erros de estimacao médios e EPM
médios em funcao da intensidade de trafego p, podemos confirmar os maiores erros
quando as amostras sao pequenas (n < 20) e as intensidades de trafego p ~ 1,0,
diferentemente do que ocorre com as filas M /M /1, que possuem maior vicio para
p ~ 0,5. Possivelmente devido ao truncamento do ntiimero de usuarios no tamanho
maximo da fila, K, os sistemas com altas intensidades de trafego apresentam-se
como os que exigem maior esfor¢co computacional e que sao os mais dificeis de
estimar.

E importante ressaltar que, para filas com capacidade K = 80, o sistema

comporta-se de forma similar as filas markovianas infinitas, M/M/1, conforme
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esperado. Isto é, o erro de estimacao médio é maior e o EPM ¢é mais alto quando

p~0,5.

5.2 Propostas de Continuidade
Como trabalhos futuros, pode-se citar os seguintes:

e Fazer uma aplicacao da metodologia apresentada a dados reais;

e Investigar as estimativas das medidas de desempenho utilizando outros for-

mas de informacao a priori;

e Estender o estudo de filas M/M/1/K para outras medidas de desempenho,
tais como o numero de clientes no sistema, L, tamanho médio da fila, L,,

entre outras;

e Estender o processo inferencial para filas com servidores multiplos, modelos

M/M/ce M/M]x;

e Utilizar critérios de comparacao de modelos para analisar o impacto do uso

da informacao a prior: nas estimativas;

e Realizar uma andlise de custo para os modelos estudados.

Investigacoes futuras também incluem a avaliacao da qualidade da correcao via
bootstrap em outras medidas de desempenho da fila, tais como a probabilidade de
servidor ocioso, P(M = 0), o tempo esperado no sistema, W, e o tempo médio
na fila, W,. Também outros tipos de filas devem ser investigados, tais como filas
markovianas multi-servidoras infinitas, M /M /c, finitas, M/M/c/K, e assim por
diante. Estes sao apenas alguns tépicos para trabalhos futuros nesta instigante

linha de pesquisa.
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Apeéendice A

Listagem dos Programas em R

para Filas M/M/1

MM1.160216.R

# functions for M/M/1 queue

gerAmosRo<—function (tam,rho) { # simulate

return (rgeom (tam,1—rho) )}

# mazimum likelihood estimate for rho, L, and Lgq

EMVR<—function (amostra) {
return(1/(14+length (amostra)/sum(amostra)))}
EMVI<—function (amostra) {
return(1/(1/EMVRo(amostra)—1))}
EMVL—function (amostra) {
roHat<—EMVRo(amostra )
return (roHat"2/(1—roHat))}

# Boostrap—corrected estimate

ECBoot<—function (amostra, fEst) {

B<—10

soma<—0

for (i in 1:B) {
reamostra<—sample(amostra ,replace=T)
estm<—fEst (reamostra )
soma<—soma-+testm }

estmStar=soma/B

return (2xfEst (amostra)—estmStar)}
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# Bayesian estimate rho ~ Beta(a,b), L, and Lg

EPRol<—function (amostra,a,b) {
n<—length (amostra)
y<—sum (amostra )
return ((aty)/(y+atntb))}
EPLI<—function (amostra,a,b) {
n<—length (amostra)
y<—sum(amostra )
return ((aty)/(nt+b))}
EPLql<—function (amostra,a,b) {
n<—length (amostra)
y<—sum (amostra)

return ((a+y+1)*(y+a)/ ((n+b—1)*(y+a+n+b)))}

# Bayesian estimate rho ~ Unif(c,d), L, and Lg

library (zipfR)
require (zipfR) # required package
EPRo2<—function (amostra,c,d) {

n<—length (amostra)

y<—sum (amostra)

return ((Ibeta(c,y+2,n+1)—Ibeta(d,y+2,n+1))/

(Ibeta(c,y+1,n+1)—Ibeta(d,y+1,n+1)))

EPL2<—function (amostra,c,d) {

}

n<—length (amostra)

y<—sum (amostra)

return ((Ibeta(c,y+2,n)—Ibeta(d,y+2,n))/
(Ibeta(c,y+1,n+1)—Ibeta(d,y+1,n+1)))}

EPLg2<—function (amostra ,c,d) {

n<—length (amostra)

y<—sum (amostra)

return ((Ibeta(c,y+3,n)—Ibeta(d,y+3,n))/
(Ibeta(c,y+1,n+1)—Ibeta(d,y+1,n+1)))}

# Bayesian estimate rho ~ Jeffreys, L, and Lgq

EPRo3<—function (amostra) {
n<—length (amostra)
y<—sum (amostra )
return ((1/2+y)/(y+1/24n))}

EPL3<—function (amostra) {
n<—length (amostra)
y<—sum (amostra)
return((1/24+y)/n)}

EPLg3<—function (amostra) {
n<—length (amostra)
y<—sum (amostra )

return ((y+3/2)*(y+1/2) /((n—1)*(y+1/24+n)))}

# predictive probability

PPl<—function(amostra ,a,b,m) {
n<—length (amostra)
y<—sum(amostra )

return (beta(y+a+m,n+b+1)/beta(y+a,n+b))}
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PP2<—function (amostra ,c,d,m) {

n<—length (amostra)

y<—sum (amostra )

return ((Ibeta(c,y+1l+m,n+2)—Ibeta(d, y+1+m,n+2))/

(Ibeta(c,y+1,n+1)—Ibeta(d,y+1,n+1)))}

PP3<—function (amostra ,m) {

n<—length (amostra)

y<—sum (amostra)

return (beta(y+1/24m,n+1)/beta(y+1/2,n))}

# monte carlo estimates

MtCa<—function (tam,rho ,fEst ,...) {

rep<—10000

amostra<—numeric (tam)

est<—numeric (rep)

for (i in 1l:rep) {
# gerar dados
amostra<—gerAmosRo (tam,rho)
oldseed<—.GlobalEnv$.Random. seed
# ajustar modelo e guardar ajuste
est [i]<—fEst (amostra ,...)
.GlobalEnv$.Random. seed<—oldseed}

return (c(mean(est) ,sqrt (var(est)/rep)))}

# monte carlo tables

TabMtCa<—function (tam,rho , fEst ,...) {
res<—matrix (nrow=length (rho) ,ncol=2xlength (tam))
for (i in 1l:length(rho)) {
for (j in 1l:length(tam)) {
set.seed (13579)

res[i,(2%j—1):(2%j)]<—MtCa(tam[j],rho[i],fEst ,...

return(res)}

# generate MLE tables for rho

tam<—c (10,20,50,100,200)

rho=c (0.01,0.10,0.20,0.50,0.90,0.99)

r .EMVRo<—TabMtCa(tam ,rho ,EMVRo)

save (tam,rho ,r .EMVRo, file="TabEMVRo. RData”)
#load (file ="TabEMVRo.RData”)

# generate bootstrap tables for rho

tam<—c (10,20,50,100,200)
rho=c(0.01,0.10,0.20,0.50,0.90,0.99)

r . ECBootRo<—TabMtCa(tam ,rho , ECBoot ,EMVRo)

save (tam,rho ,r .EMVRo, file="TabECBootRo.RData”)
#load (file ="TabECBootRo.RData”)

# expected nmumber of clients L and queue size Lgq

espL<—function(rho) {
return(1/(1/rho—1))}
espLg<—function(rho) {
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return(rho”2/(1—rho))}

# inverse functions; rho as a function of L and Lgq

fRoL<—function (L) {
return(1/(14+1/L))}

fRoLg<—function (Lq) {
return((—Lqgt+sqrt (Lq 24+4xLq))/2)}

# generate MLE tables for L

tam<—c (10,20,50,100,200)

L=c(0.5,1,2,5,10,20)

#r . EMVIK—TabMtCa(tam , fRoL (L) ,EMVL)

r .EMVI<—TabMtCa(tam , fRoL (L) ,EMVRo)

r .EMVL[,(1:(2*length (tam) )%%2) !=0]<—espL (r .EMVL[ ,(1:(2=length (tam) )%%2) !=0])
save (tam,L, r .EMVL, file="TabEMVL.RData”)

#load ( file ="TabEMVL. RData”)

# generate bootstrap tables for L

tam<—c (10,20,50,100,200)

L=c(0.5,1,2,5,10,20)

#r . ECBootL<—TabMtCa(tam , fRoL (L) ,ECBoot, EMVL)

r . ECBootL<—TabMtCa(tam , fRoL (L) ,ECBoot ,EMVRo)

r . ECBootL[,(1:(2=*length (tam) )%%2) !=0]<—espL (r.ECBootL[,(1:(2*length (tam) )%%2) !=0])
save (tam,L,r.ECBootL, file="TabECBootL.RData”)

#load ( file ="TabECBootL. RData”)

# generate MLE tables for Lg

tam<—c (10,20,50,100,200)

Lg=c(0.5,1,2,5,10,20)

#r . EMVLe—TabMtCa(tam , fRoLq(Lq) ,EMVLq)

r .EMVL—TabMtCa(tam , fRoLq (Lq) ,EMVRo)

r .EMVLq[,(1:(2=*length (tam) )%%2) !=0]<—espLq(r .EMVLq[,(1:(2*length (tam) )%%2) !=0])
save (tam,Lq, r .EMVLq, file="TabEMVLq. RData”)

#load (file="TabEMVLq.RData”)

# generate bootstrap tables for Lgq

tam<—c (10,20,50,100,200)

Lg=c(0.5,1,2,5,10,20)

#r . ECBootL¢<—TabMtCa(tam , fRoLq(Lq),ECBoot, EMVLq)

r . ECBootLg<—TabMtCa(tam , fRoLq (Lq) ,ECBoot ,EMVRo)

r . ECBootLq [,(1:(2x*length (tam) )%%2) !=0]<—espLq(r.ECBootLq[,(1:(2x*length (tam) )%%2) !=0])
save (tam,L,r.ECBootL, file="TabECBootL.RData”)

#load (file ="TabECBootL. RData”)

# Bayesian estimates for rho, L, and Lgq

# rho ~ B(1.5;2.5)

tam<—c (10,20,50,100,200)
rho=c(0.20,0.50,0.90)
a<—1.5
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b<—2.5

r . EPRol<—TabMtCa(tam,rho ,EPRol,a,b)

save (tam,rho,a,b,r.EPRol, file="TabEPRol.RData”)
#load ( file ="TabEPRol1.RData”)

r . EPL1<—TabMtCa(tam ,rho ,EPL1,a,b)

save (tam,rho,a,b,r.EPL1, file="TabEPL1.RData”)
#load (file ="TabEPL1.RData”)

r . EPLql<—TabMtCa(tam ,rho ,EPLql,a,b)

save (tam,rho,a,b,r.EPLql, file="TabEPLql.RData”)
#load (file="TabEPLql.RData”)

# rho = B(2.5;1.5)

tam<—c (10,20,50,100,200)

rho=c (0.20,0.50,0.90)

a<—2.5

b<—1.5

r . EPRolb<—TabMtCa(tam ,rho ,EPRol,a,b)

save (tam,rho,a,b,r.EPRolb, file="TabEPRolb.RData”)
#load (file="TabEPRo1b. RData ")

r . EPL1b<—TabMtCa(tam,rho ,EPLl,a,b)

save (tam,rho,a,b,r.EPLlb, file="TabEPL1b.RData”)
#load (file ="TabEPL1b.RData”)

r . EPLglb<—TabMtCa(tam ,rho ,EPLql,a,b)

save (tam,rho,a,b,r.EPLqlb, file="TabEPLqlb.RData”)
#load (file="TabEPLqlb. RData”)

# rho ~ U(0.05;0.95)

tam<—c (10,20,50,100,200)

rho=c (0.20,0.50,0.90)

c<—0.05

d<—0.95

r . EPRo2<—TabMtCa(tam ,rho ,EPRo2,c,d)

save (tam,rho,a,b,r.EPRo2, file="TabEPRo2.RData”)
#load ( file ="TabEPRo2. RData”)

r . EPL2<—TabMtCa(tam ,rho ,EPL2,c,d)

save (tam,rho ,a,b,r.EPL2, file="TabEPL2. RData”)
#load (file ="TabEPL2. RData”)

r . EPLg2<—TabMtCa(tam,rho ,EPLqg2,c,d)

save (tam,rho ,a,b,r.EPLq2, file="TabEPLq2.RData”)
#load (file="TabEPLq2. RData”)

# rho = Jeffreys

tam<—c (10,20,50,100,200)

rho=c (0.20,0.50,0.90)

r . EPRo3<—TabMtCa(tam ,rho ,EPRo3)

save (tam,rho,a,b,r.EPRo3, file="TabEPRo3.RData”)
#load ( file ="TabEPRoS. RData”)

r . EPL3<—TabMtCa(tam ,rho ,EPL3)

save (tam,rho ,a,b,r.EPL3, file="TabEPL3.RData”)
#load (file ="TabEPL3. RData”)

r . EPLg3<—TabMtCa(tam ,rho ,EPLqg3)

save (tam,rho,a,b,r.EPLqg3, file="TabEPLqg3.RData”)
#load (file="TabEPLq3. RData”)
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# posterior probability and Bayes factor

tam<—c (200)

rho=c (0.2,0.5,0.9)

a<—1.5

b<—2.5

c<—0.05

d<—0.95

m<—seq (0,5)

dist=3

r.predit<—matrix (nrow=length (m) ,ncol=(dist+3)*length (rho))

for (i in m) {
resl<—TabMtCa(tam,rho ,PPl,a,b,i)
res2<—TabMtCa(tam ,rho ,PP2,c,d,i)
res3<—TabMtCa(tam ,rho ,PP3,1)
for (j in 1l:length(rho)) {

r.predit [i+1,(dist+3)*j—(dist+3—1)]<—resl[j, 1]
r.predit [i+1,(dist+3)*j—(dist+3—2)]<—res2[j,1]
r.predit[i+1,(dist+3)*j—(dist+3—-3)]<—res3[j,1]

r.predit[i+1,(dist+3)*j—(dist+3—-5)]<—res3[j,1]/resl[j, 1]

(
(
(

r.predit [i+1,(dist+3)*j—(dist+3—4)]<—res2[j,1]/resl[j, 1]
(
[i,1]/res2[j,1]

r.predit [i+1,(dist+3)*j—(dist+3—6)]<—res3
}

save (tam,rho,a,b,c,d,r.predit , file="Tabpredit.RData”)
#load (file="Tabpredit.RData”)
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Apeéendice B

Listagem dos Programas em R

para Filas M/M/1/K

MMI1K_160314.R

# functions for M/M/1/K queue

dmmlk<—function(n,rho ,K){ #probability
p<—NULL
p<—sapply(floor (n), function(n) if(n>K) 0

else (1—rho)*rho”(n)/(1—rho " (K+1)))

return (p)}

pmmlk<—function(n,rho ,K){ #CDF
p<—NULL
p<—sapply(n, function(n) if(n>K) 1

else (1—rho " (n+1))/(1—rho " (K+1)))

return(p)}

gmmlk<—function(p,rho ,K){ # gquantile
a<-NULL
g<—log(l—px*(l—rho " (K+1)))/log(rho)—1
return (round(q)) }

rmmlk<—function (tam,rho ,K){ # simulate
u<—runif (tam,0,1)
x<—log(l—ux(l—rho " (K+1)))%/%%log (rho)
return(x)}

geom . trunc <— function (tam,rho, k){
xi<—NULL
u<—runif (tam,0,1)
xi<—14(log(l—ux(l1—rho " (k+1)))%/%log (rho) —1)

return(xi)}

# mazimum likelihood estimate for rho
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like . f<—function (rho ,K,n,sumxi) {
(1—rho) "nxrho " (sumxi)/(1—rho " (K+1)) "n}
loglike . f<—function(rho ,K,n,sumxi) {
n*log(l—rho)+sumxi*log(rho)—nx*log(l—rho " (K+1))}
EMVRoMMIK<—function (K, amostra ) {
Eps.EMV<—1e —06
n<—length (amostra)
sumxi<—sum(amostra )
res<—optimize(loglike .f,c(Eps.EMV,1—-Eps.EMV) ,K,n,sumxi, maximum=TRUE, tol=Eps.EMV)

return (res$maximum) }

# Bayesian estimate rho ~ Unif(0,1)

require (HI)
EBURoMMIK<—function (K, amostra) {
sSize<—5000
n<—length (amostra)
sumxi<—sum(amostra )
res<—arms(runif (1) ,loglike.f,function(x,K,n,sumxi) ((x>0)*(x<1)),sSize ,K,n,sumxi)

return (mean(res))}

# Bayesian estimate rho = Beta(a,b)

logpost . f<—function(rho ,K,n,sumxi,a,b) {
(ntb—1)*log(l—rho)+(sumxita—1)*log(rho)—n*log(l—rho " (K+1))}
EBaRoMM1K<—function (K, amostra,a,b) {
sSize<—5000
n<—length (amostra)
sumxi<—sum(amostra)
res<—arms(runif(1l) ,logpost.f,function(x,K,n,sumxi,a,b) ((x>0)*(x<1)),sSize ,K,n,sumxi,a,b)
# summary(res);mean(res);sd(res)/sqrt(n)
hist (res,prob=TRUE, main="fPost”)
# boxzplot(res)

return (mean(res))}

Sk

# Boostrap—corrected estimate

EBoRoMMI1K<—function (K, amostra) {

B<—1000

soma<—0

for (i in 1:B) {
reamostra<—sample(amostra ,replace=T)
estm<—EMVRoMMIK (K, reamostra )
soma<—soma-+testm }

estmStar=soma/B

return (2+*EMVRoMMIK (K, amostra )—estmStar ) }

# monte carlo estimates

MtCaRoMMI1K<—function (tam,rho ,K, fEst ,...) {
rep<—10000
amostra<—numeric (tam)
est<—numeric (rep)
for (i in 1l:rep) {
# gerar dados
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amostra<—rmmlk (tam ,rho ,K)
oldseed<—.GlobalEnv$.Random. seed
# ajustar modelo e guardar ajuste
est [i]<—fEst (K, amostra,...)
.GlobalEnv$.Random.seed<—oldseed

¥

c(mean(est) ,sqrt (var(est)/rep))}

MtCaRoMM1KComp<—function (tam,rho ,K, fEstl ,fEst2 ,fEst3) {

rep<—100

amostra<—numeric (tam)

estl<—numeric (rep)

est2<—numeric (rep)

est3<—numeric (rep)

a<—1.5

b<—2.5

for (i in 1l:rep) {
# gerar dados
amostra<—rmmlk (tam , rho ,K)
print (amostra)
oldseed<—.GlobalEnv$.Random. seed
# ajustar modelo e guardar ajuste
estl [i]<—fEstl (K, amostra)
print (estl[i])
est2 [i]<—fEst2 (K, amostra)
print (est2[i])
.GlobalEnv$.Random. seed<—oldseed
est3 [i]<—fEst3 (K, amostra,a,b)
print (est3[i])
.GlobalEnv$.Random.seed<—oldseed

¥

c(mean(estl) ,sqrt(var(estl)/rep),
mean(est2) ,sqrt (var(est2)/rep) ,
mean(est3) ,sqrt (var(est3)/rep))}

# compute monte carlo tables

TabMtCaRoMM1K<—function (tam,rho ,K, fEst , ) A
res<—matrix (nrow=length (rho) ,ncol=2xlength (
for (i in 1l:length(rho)) {
for (j in 1l:length(tam)) {
set.seed (13579)

tam) )

res [i,(2%j—1):(2%])]<—MtCaRoMMI1K(tam [j],rho[i] ,K,fEst ,...

res}

# tests for random generation

tam=10
rho=0.20
K=5

n=seq (0,K)

dmmlk(n, rho ,K)

pmmlk(n, rho ,K)

gmmlk (pmmlk(n, rho ,K) ,rho ,K)
set.seed (13579)

rmmlk (tam, rho ,K)

set.seed (13579)
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geom . trunc (tam,rho ,K)

# tests for mazimum likelihood

tam<—10

rho<—0.20

K<—5

set.seed (13579)

amostra<—rmmlk (tam , rho ,K)

n<—length (amostra)

sumxi<—sum (amostra )

rhos<—seq(0,1,0.01)

plot(rhos,like.f(rhos ,K,n,sumxi) ,type="17)
hatrho<—EMVRoMMIK (K, amostra )

lines (hatrho ,like . f(hatrho ,K,n,sumxi) ,type="h")
plot(rhos,loglike.f(rhos ,K,n,sumxi),type="1")
hatrho<—EMVRoMMIK (K, amostra )

lines (hatrho ,loglike . f(hatrho ,K,n,sumxi) ,type="h")

# test for Bayesian estimates

tam<—10

rho<—0.20

K<—5

a<—1.5

b<—2.5

set.seed (13579)

amostra<—rmmlk (tam , rho ,K)

n<—length (amostra)

sumxi<—sum(amostra )

rhos<—seq(0,1,0.01)

plot(rhos ,logpost . f(rhos ,K,n,sumxi,a,b) ,type="1")
set.seed (13579)

hatrho<—EBaRoMMI1K (K, amostra ,a,b)

lines (hatrho ,logpost.f(hatrho ,K,n,sumxi,a,b) ,type="h")
plot(rhos,loglike.f(rhos ,K,n,sumxi),type="1")
set.seed (13579)

hatrho<—EBURoMMIK (K, amostra )

lines (hatrho ,loglike . f(hatrho ,K,n,sumxi) ,type="h")

# compute averages

tam<—10

rho<—0.20

K<—5

a<—1.5

b<—2.5

set.seed (13579)

MtCaRoMMIK (tam , rho , K,EMVRoMMIK)
set.seed (13579)

MtCaRoMMIK (tam , rho , K,EBUROMMIK)
set.seed (13579)

MtCaRoMMIK (tam , rho , K, EBaRoMMIK, a , b)
set.seed (13579)

MtCaRoMMIK (tam , rho , K, EBoRoMMIK)
set.seed (13579)
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MtCaRoMM1KComp ( tam , rho , K, EMVRoMMIK, EBURoMMIK, EBaRoMMI1K )

# generate MLE tables

tam<—c(10,20,50,100,200)
rho=c(0.01,0.10,0.20,0.50,0.90,0.99)

K<—5

r . EMVRoMM105<—TabMtCaRoMMI1K (tam , rho , K,EMVRoMMIK)

save (tam,rho ,K, r .EMVRoMM105, file="TabEMVRoMM105. RData” )
#load ( file ="TabEMVRoMM105. RData”)

K<—-20

r . EMVRoMM120<—TabMtCaRoMMI1K (tam , rho , K,EMVRoMMIK)

save (tam,rho ,K, r . EMVRoMMI120, file="TabEMVRoMM120. RData” )
#load ( file ="TabEMVRoMM120. RData”)

K<-80

r . EMVRoMM180<—TabMtCaRoMMI1K (tam , rho ,K,EMVRoMMIK)

save (tam,rho ,K, r . EMVRoMMI180, file="TabEMVRoMM180. RData” )
#load ( file ="TabEMVRoMM180. RData”)

# generate Bayesian tables — wuniform distribution

tam<—c (10,20,50,100,200)

rho=c (0.01,0.10,0.20,0.50,0.90,0.99)

K<—5

r . EBURoMM105<—TabMtCaRoMMI1K (tam , rho , K,EBURoMMIK)

#save (tam , rho ,K, r. EBURoMMI105, file ="TabEBURoMM105. RData”)
#load ( file ="TabEBURoMM105. RData”)

K<—20

r . EBURoMM120<—TabMtCaRoMMI1K (tam , rho , K,EBURoMMIK)

#save (tam ,rho ,K, r. EBURoMM120, file ="TabEBURoMM120. RData ")
#load ( file ="TabEBURoMM120. RData”)

K<—80

r . EBURoMM180<—TabMtCaRoMMI1K (tam , rho ,K,EBURoMMIK )

#save (tam ,rho ,K, r. EBURoMM180, file ="TabEBURoMM180. RData ")
#load ( file ="TabEBURoMM180. RData”)

# generate Bayesian tables — beta(a,b) distribution

tam<—c (10,20,50,100,200)

rho=c (0.01,0.10,0.20,0.50,0.90,0.99)

a<—1.5

b<—2.5

K<—5

r . EBaRoMM105<—TabMtCaRoMMI1K (tam , rho ,K,EBaRoMMI1K, a ,b)
#save (tam ,rho ,K, r. EBaRoMM105, file ="TabEBaRoMM105. RData”)
#load ( file ="TabEBaRoMM105. RData ")

K<—-20

r . EBaRoMM120<—TabMtCaRoMMIK (tam , rho , K, EBaRoMMIK, a , b)
#save (tam ,rho ,K, r. EBaRoMM120, file ="TabEBaRoMM120. RData ")
#load ( file ="TabEBaRoMM120. RData”)

K<—-80

r . EBaRoMM180<—TabMtCaRoMMIK (tam , rho , K, EBaRoMMIK, a , b)
#save (tam ,rho ,K, r. EBaRoMM180, file ="TabEBaRoMM180. RData”)
#load (file ="TabEBaRoMM180. RData ")

# generate bootstrap tables
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tam<—c(10,20,50,100,200)
rho=c(0.01,0.10,0.20,0.50,0.90,0.99)

K<—5

r . EBoRoMM105<—TabMtCaRoMM1K (tam , rho , K, EBoRoMMI1K)

save (tam,rho ,K, r . EBoRoMM1KO05, file="TabEBoRoMM105. RData”)
#load ( file ="TabEBoRoMM105. RData”)

K<—20

r . EBoRoMM120<—TabMtCaRoMMI1K (tam , rho ,K, EBoRoMM1K)

save (tam,rho ,K, r . EBoRoMM120, file="TabEBoRoMM120. RData” )
#load ( file ="TabEBoRoMM120. RData”)

K<-80

r . EBoRoMM180<—TabMtCaRoMMI1K (tam , rho , K, EBoRoMMI1K)

save (tam,rho ,K, r . EBoORoMM180, file="TabEBoRoMM180. RData” )
#load ( file ="TabEBoRoMM180. RData ")
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