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Resumo

Em análise de sobrevivência, dizemos que a censura é intervalar quando sabe-se somente

que o tempo de sobrevivência dos indivíduos em análise pertence a um intervalo de tempo.

Assim, esta tese de doutorado tem como objetivo propor extensões ao modelo exponencial

por partes com grade aleatória, via estrutura de agrupamento do modelo partição produto,

sob uma abordagem dinâmica, para dados de sobrevivência sujeitos à censura intervalar.

Propomos modelos para dois tipos de população: sem e com fração de curados. Para dados

sem fração de curados, apresentamos três propostas de modelagem. A primeira, represen-

tando o MEP com grade aleatória com efeito da covariável �xo no tempo, e as seguintes

representando extensões de dois modelos dinâmicos, um com grade �xa e outro com grade

aleatória, em que ambos permitem que o efeito da covariável varie no tempo. Para este tipo

de população, ilustramos os modelos propostos, e modelos disponíveis na literatura, com

dados de câncer de mama, avaliando o tempo até a deterioração da mama das pacientes.

Como resultado principal, observamos que o modelo dinâmico com grade �xa e efeito vari-

ando no tempo proposto apresentou os melhores resultados quando comparado aos demais.

Em situações em que há presença de uma fração de curados na população, apresentamos

duas propostas de modelos com fração de cura. A primeira é um MEP dinâmico com grade

�xa e a segunda sendo a versão com grade aleatória via estrutura de agrupamento do modelo

partição produto, construídos com base no modelo de tempos de promoção. Neste cenário,

ilustramos os modelos propostos utilizando dados de tempos de infecção por HIV-1 em paci-

entes hemofílicos. Os resultados mostraram que o modelo com fração de cura dinâmico com

grade aleatória, quando comparado com o modelo dinâmico com grade �xa, apresentou a

melhor adequação aos dados.

Palavras-chave: Censura intervalar, Fração de cura, Modelagem dinâmica, MEP com grade

aleatória.
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Abstract

In survival analysis we say that the data is subejct to interval-censored when it is known

that the survival time of the individuals is in a interval time. Thus, this thesis aims to

propose extensions to the piecewise exponential model with random grid, via the product

partition model clustering structure under a dynamic approach, to survival data subject

to interval-censored. We propose models for two types of populations: with and without

a cured fraction. For population without a cured fraction, we present three modeling pro-

posal. The �rst one representing the PEM with random time grid, with time-independent

coe�cients. In addition two dynamic models representing extensions, one with �xed time

grid and another with random time grid, both allowing time-dependent coe�cients. For this

type of population, we illustrate the proposed models, and those available in the literature,

using a breast cancer data, analysing the deterioration time of the patients. The main re-

sult shows that the proposed dynamic model with �xed time grid and time-independent

coe�cient has the best results when compared to the others. For situations with cured frac-

tion in the population, we present two proposals of cure rate models. The �rst one, is the

dynamic MEP with �xed time grid, and the second being the random time grid version,

using the product partition model clustering structure, built based on the promotion time

model. In this scenario, we illustrate an proposed models, using the infection time data.

The results show that the dynamic cure rate model with a random time grid, showed the

best �t to the data, when compared with the dynamic cure rate model with a �xed grid time.

Keywords: Interval-censored, Cure rate model, Dinamic approach, Random grid PEM.
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Capítulo 1

Introdução

Análise de sobrevivência é a expressão utilizada para designar a análise estatística de

dados quando a variável resposta em estudo representa o tempo desde um instante inicial

até a ocorrência de determinado evento de interesse. O evento de interesse pode ser, por

exemplo, a morte de um paciente, a cura ou recidiva de uma doença ou a ocorrência de uma

falha em um equipamento.

O estado da arte da análise de sobrevivência é o produto de um longo processo que

sofreu um grande crescimento nos últimos 50 anos. De acordo com Colosimo & Giolo (2006),

a análise de sobrevivência é uma das áreas da estatística que mais cresceu nas últimas

décadas, impulsionada pelo aperfeiçoamento de procedimentos estatísticos e computacionais

observados neste período.

Uma característica peculiar dos dados de sobrevivência é a presença de censura, caracte-

rizada pela observação incompleta da variável de interesse para alguns indivíduos do estudo,

seja por iniciativa dos mesmos em sair do estudo, perda de contato durante o acompanha-

mento, término do estudo sem a ocorrência do evento de interesse, etc. A censura pode ser

classi�cada como:

• Censura à direita: o tempo de ocorrência do evento de interesse é maior que o tempo

registrado.

• Censura à esquerda: o tempo registrado é maior que o tempo de ocorrência do evento

de interesse.

• Censura intervalar: ocorre quando se sabe apenas que o tempo de ocorrência do evento

de interesse está em um certo intervalo de tempo.

Segundo Kalb�eisch & Prentice (2002) e Collett (2015), entre outros, o tipo de censura

à direita é o que ocorre com maior frequência em problemas práticos. No entanto, situações

em que a censura é intervalar também ocorrem com bastante frequência, especialmente na

área médica. Peto (1973), por exemplo, relata dados de consultas anuais com 196 meninas,

com o objetivo de avaliar o tempo até o desenvolvimento da maturidade sexual, registrado

1
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no momento de cada consulta. Outro exemplo é o tratamento de mulheres com câncer de

mama, em que os retornos ao especialista ocorrem a cada quatro a seis meses e, durante

as visitas, os médicos avaliam a aparência da paciente, principalmente a retração da mama,

a qual apresenta um impacto negativo na aparência e estética geral da paciente, represen-

tando o evento de interesse a ser estudado (Finkelstein, 1986). Nos artigos de Kongerud &

Samuelsen (1991) e Samuelsen & Kongerud (1993) são relatados dois estudos sobre sintomas

respiratórios e asmáticos, respectivamente, de funcionários noruegueses de uma determinada

fábrica que trabalhavam com alumínio. Em tais estudos, sabe-se somente que o tempo até o

desenvolvimento para ambos sintomas ocorre quando é atestado o diagnóstico após visitas

médicas. No estudo sobre a exposição à tuberculose realizado por Smith et al. (1997), os tem-

pos de infecção por tuberculose não são observados de forma exata, havendo a necessidade

de se registrar o intervalo de tempo de�nido pela conversão tuberculínica, caracterizando-se

assim um cenário em que a censura é intervalar. Outro exemplo pode ser encontrado em

Sun (2006), que apresenta um estudo envolvendo 16 centros, avaliando os tempos de infec-

ção por HIV em hemofílicos, divididos em grupos tratamento e placebo, que são avaliados

trimestralmente. Mais exemplos podem ser encontrados em Klein & Moechsberger (2003),

Gómez et al. (2004), Sun (2006) e Colosimo & Giolo (2006), entre outros.

Existe uma vasta literatura relacionada aos modelos de sobrevivência para dados com

censura intervalar. O artigo de Finkelstein (1986) foi um dos primeiros trabalhos publicados

para dados com censura intervalar utilizando o modelo de riscos proporcionais de Cox (1972).

Sun (1996) apresentou uma extensão do teste log rank, ilustrando com dados de pacientes

com AIDS. Mais tarde, Sun (1997) apresenta uma proposta de modelagem para dados com

censura intervalar utilizando regressão logística. Artigos de autores como Huang (1996) e

Kim (2003) apresentam resultados assintóticos para o modelo de riscos proporcionais, para

dados truncados à esquerda. Zhao et al. (2005) apresentam métodos de equação de estimação

como procedimento para a obtenção das estimativas dos parâmetros do modelo de riscos

proporcionais proposto por Cox (1972), quando tanto os tempos de sobrevivência quanto

as covariáveis estão sujeitos a censura intervalar. Em Henschel et al. (2009) é apresentada

uma nova proposta de extensão do modelo de riscos proporcionais para acomodar dados de

sobrevivência com censura intervalar em que a função de risco basal é modelada via splines

cúbicos. Entre os artigos de revisão, os trabalhos de Zhang & Sun (2010) e Klein et al. (2013)

capítulo 18, apresentam conceitos e métodos sobre censura intervalar e recentes avanços na

área.

Um modelo semiparamétrico bastante popular em análise de sobrevivência é o modelo

exponencial por partes (MEP). Este modelo, apesar de ser paramétrico em um senso estrito,

não requer suposições quanto à forma da função risco, o que é considerado uma vantagem

quando comparado a um modelo paramétrico que restringe a forma da função risco. Segundo

Ibrahim et al. (2001), o MEP é caracterizado pela aproximação da função risco por segmentos

de retas constantes, cujos comprimentos são determinados por uma grade de pontos τ que

divide o eixo dos tempos em um número �nito de intervalos. A grade τ desempenha um
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papel fundamental nas estimativas dos parâmetros de interesse, bem como na qualidade do

ajuste do modelo, uma vez que τ determina o número de intervalos para aproximação da

função risco.

A literatura relacionada ao MEP é bastante extensa. Friedman (1982) utiliza o MEP

para modelar a função risco de base do modelo de Cox (1972), apresentando as condições

de existência e a distribuição assintótica dos estimadores de máxima verossimilhança para

as taxas de falha e coe�cientes de regressão. Em Kim & Proschan (1991), são apresentadas

algumas vantagens do MEP, na ausência de covariáveis, comparativamente ao estimador

limite produto da função de sobrevivência proposto por Kaplan & Meier (1958). No artigo

de Chen & Ibrahim (2001) é empregado o método da máxima verossimilhança para ajustar

as taxas de falha do MEP na presença de dados faltantes e fração de curados.

Sob uma perspectiva Bayesiana, Gamerman (1991) estende o modelo de Cox propondo

uma abordagem dinâmica para dados de sobrevivência em que os efeitos das covariáveis

mudam com o tempo. Posteriormente, Gamerman (1994) apresenta uma abordagem dinâ-

mica (na ausência de covariáveis), ao introduzir uma estrutura de correlação entre as taxas

de falha do MEP, associadas aos sucessivos intervalos, através dos hiperparâmetros da dis-

tribuição a priori dessas taxas. No contexto de modelos de fragilidade, Sahu et al. (1997)

utiliza um processo correlacionado a priori para as taxas da falha do MEP para modelagem

de dados de sobrevivência. Mais detalhes sobre o enfoque Bayesiano para o ajuste de modelos

de sobrevivência podem ser encontrados em Ibrahim et al. (2001).

Embora a literatura relacionada ao MEP seja bastante extensa, na maioria dos trabalhos

existentes a grade é escolhida de forma arbitrária. Na prática, o problema de especi�carmos

uma grade apropriada para o ajuste do MEP pode ser resolvido assumindo-se que τ é mais

um parâmetro a ser estimado. Observe que sob um enfoque Bsayesiano a extensão é direta,

uma vez que basta incluir uma distribuição a priori para τ . O primeiro esforço efetivo

nesta direção é devido a Arjas & Gasbarra (1994). Estes autores assumem que os pontos

�nais dos intervalos são de�nidos de acordo com um processo de saltos baseados na teoria de

martingais, incluído no modelo através de distribuições a priori. Extensões desta abordagem

podem ser encontradas em Mckeague & Tighiouart (2000) e Kim et al. (2006).

Demarqui et al. (2008) apresentam uma abordagem, também Bayesiana, que utiliza a es-

trutura de agrupamento do modelo partição produto (MPP), proposto por Barry & Hartigan

(1992), para modelar diretamente a aleatoriedade de τ . Sob tal abordagem, a modelagem

da grade é feita levando-se em conta a disposição dos tempos de falha no eixo do tempo, e a

existência de pelo menos um tempo de falha em cada intervalo induzido pela grade aleatória

do MEP é garantida. Além disto, apesar de o número de parâmetros a serem estimados

poder variar, esta forma de modelagem mantém �xado o número máximo de parâmetros

do modelo. Mais recentemente, Demarqui (2010) apresentam extensões do modelo dinâmico

proposto em Gamerman (1994) e Gamerman (1991), respectivamente, em que τ é conside-

rado como uma quantidade aleatória. Em seguida, em Demarqui et al. (2014) é proposta

uma versão do MEP com grade aleatória para um cenário com presença de fração de curados,
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em que neste caso, a especi�cação da distribuição a priori para as taxas de falha do MEP

é feita assumindo uma estrutura hierárquica.

Apesar da popularidade do MEP, a literatura relacionada a esse modelo para o ajuste de

dados de sobrevivência sujeitos a censura intervalar ainda é relativamente pequena, sendo

menor ainda, quando pensamos em tratar τ como mais um parâmetro a ser estimado. Um

trabalho bastante citado é o artigo de Lindsey & Ryan (1998), que apresentam um tutorial

envolvendo modelos e métodos paramétricos e não paramétricos, em que o MEP é um dos

modelos utilizados na modelagem dos dados de sobrevivência com censura intervalar. No

artigo de Sinha et al. (1999) é apresentada uma abordagem Bayesiana semiparamétrica

assumindo o MEP para modelagem da função de risco basal, e com efeito das covariáveis

variando no tempo. O modelo de Sinha et al. (1999) é baseado na ampliação de dados, em

que pseudotempos de falha são gerados através de uma distribuição condicional baseada nos

próprios intervalos observados e nos valores dos parâmetros de interesse. Sob uma abordagem

clássica, Seaman & Bird (2001) utilizaram o MEP para modelar o risco de infecção por HIV

pelo uso de drogas injetáveis dentro da prisão com covariáveis mudando no tempo.

Recentemente, Wang et al. (2013) apresentam uma nova proposta de modelagem Baye-

siana semiparamétrica, baseada no MEP, para modelar dados de sobrevivência sujeitos a

censura intervalar que considera uma estrutura dinâmica entre os coe�cientes de regressão,

permitindo dessa maneira captar mudanças nos efeitos das covariáveis ao longo do tempo.

Assim como em Sinha et al. (1999), o algoritmo de ampliação de dados também é utilizado

em Wang et al. (2013), que imputa pseudotempos de falha para cada intervalo de tempo

observado. Além disso, a grade τ é tratada como uma quantidade aleatória, e o algoritmo de

Monte Carlo via cadeias de Markov com saltos reversíveis (RJMCMC), proposto por Green

(1995), é utilizado para amostrar da distribuição a posteriori. Independente do tipo de cen-

sura, a principal diferença entre as abordagens propostas em Demarqui et al. (2008) e Wang

et al. (2013), respectivamente, está relacionada com o algoritmo utilizado para modelar a

grade τ , pois em Demarqui et al. (2008) é utilizado a estrutura de agrupamento do MPP ao

invés do RJMCMC que é utilizado para amostrar da distribuição a posteriori.

Situações em que há a presença de uma fração de curados na população também são re-

correntes em dados de sobrevivência sujeitos à censura intervalar. No entanto, a quantidade

de trabalhos envolvendo tal cenário é bem menor quando comparado a da censura à direita.

Sob uma abordagem frequentista, citamos alguns trabalhos nesta linha, como por exemplo

Liu & Shen (2009), que apresentam um modelo de tempos de promoção em que a estimação

dos parâmetros de interesse é baseada em uma variação do algoritmo EM para dados com

censura intervalar. Posteriormente, Hu & Xiang (2013), propõem um modelo de tempos de

promoção semiparamétrico via método de estimação Spline-Based Sieve. Lam et al. (2013)

consideram um modelo de fragilidade com distribuição contínua positiva e massa no ponto

zero para contemplar indivíduos não suscetíveis, caracterizando também a heterogeneidade

das condições de saúde dos pacientes suscetíveis. Mais recentemente, Hashimoto et al. (2015),

desenvolveram o modelo binomial negativo-Weibull como uma nova forma de modelar dados
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de sobrevivência com censura intervalar, baseado no modelo de de Castro et al. (2009). Em

um cenário Bayesiano, Banerjee & Carlin (2004) apresentam uma proposta de modelagem

completamente paramétrica, baseada no modelo de mistura padrão (Berkson & Gage, 1952),

em que é assumida a distribuição de Weibull para modelar os indivíduos não curados, per-

mitindo uma correlação espacial entre os tempos. Thompson & Chhikara (2003) apresentam

um modelo de fragilidade Bayesiano com fração de cura baseado no modelo de tempos de

promoção em que a distribuição log-normal é utilizada para modelar a distribuição dos tem-

pos de promoção. Sobre o uso do MEP em dados com indivíduos sujeitos a censura intervalar

em uma população com a presença de fração de curados, sob uma abordagem frequentista

Kim & Jhun (2008) propõem um modelo de fragilidade semiparamétrico baseado no modelo

de mistura padrão.

1.1 Objetivos

Esta tese tem como objetivo propor modelos Bayesianos semiparamétricos para dados de

sobrevivência sujeitos a censura intervalar. A proposta básica está em desenvolver modelos

dinâmicos, baseando-se no MEP com grade aleatória, utilizando a estrutura de agrupamento

do MPP, para dados de sobrevivência com censura intervalar, sem e com fração de curados

na população em estudo.

Para uma população sem fração de curados, adaptamos o modelo dinâmico proposto

por Demarqui et al. (2012) para acomodar dados de sobrevivência com censura intervalar

com o efeito das covariáveis variando no tempo. Em situações que envolvem uma fração de

curados na população, propomos um novo modelo dinâmico com fração de cura utilizando a

abordagem de tempos de promoção (Yakovlev et al., 1993), baseado na extensão do modelo

com fração de cura proposto em Demarqui et al. (2014).

1.2 Justi�cativa

Uma das vantagens de se trabalhar com o MEP é que esse modelo apresenta a �exibilidade

dos modelos não paramétricos sem perder as vantagens associadas aos modelos paramétricos,

ao não impor restrições sobre a função risco. Artigos como o de Arjas & Gasbarra (1994),

Mckeague & Tighiouart (2000), Kim et al. (2006), Demarqui et al. (2008) e Wang et al.

(2013) apontam que o MEP com grade aleatória, em geral, fornece melhores resultados que

o MEP ajustado através de escolhas ad-hoc para a grade τ . Além disso, o uso do MEP

com grade aleatória foi pouco explorado em situações para dados de sobrevivência sujeitos a

censura intervalar. Desta forma, a generalização da abordagem proposta por Demarqui et al.

(2008) para acomodar dados de sobrevivência com censura intervalar tem uma contribuição

importante, dada a escassez de trabalhos relacionados ao assunto. Concomitantemente, os

artigos de Demarqui et al. (2012) e Demarqui et al. (2014) nos indicam que utilizar uma
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estrutura que correlacione as taxas do MEP pode resultar em uma melhora na qualidade de

ajuste do modelo aos dados. Portanto, espera-se que os modelos que estão sendo propostos

nesta tese possam propiciar melhores resultados para o analista de dados de sobrevivência.

1.3 Organização da tese

Esta tese está organizada da seguinte forma. No Capítulo 2 apresentamos os conceitos

básicos em análise de sobrevivência, envolvendo terminologia em análise de sobrevivência,

modelo de riscos proporcionais e o modelo com fração de cura. Apresentamos também uma

seção especí�ca para dados sujeitos a censura intervalar, onde são discutidos conceitos bási-

cos, função de verossimilhança, para dados com e sem fração de cura, e �nalizamos o capítulo

com a descrição do algoritmo de ampliação de dados para a imputação dos pseudotempos

de falha para os intervalos observados.

No Capítulo 3, apresentamos uma descrição genérica do MPP e em seguida construção

do modelo exponencial por partes via estrutura de agrupamento MPP. No Capítulo 4 des-

crevemos os modelos dinâmicos que discutiremos nesta tese. Para modelos sem fração de

curados, apresentamos uma breve descrição das opções disponíveis na literatura, para �ns

de comparação. Em seguida, é apresentada uma extensão do modelo proposto por Demar-

qui et al. (2012), capaz de acomodar dados de sobrevivência sujeitos à censura intervalar,

apresentando em seguida o algoritmo de ampliação de dados. Na seção seguinte, apresen-

tamos uma extensão do modelo proposto por Demarqui (2010), propondo um novo modelo

de fração de cura dinâmico, baseando-o no modelo de tempos de promoção para dados de

sobrevivência com censura intervalar.

Apresentamos no Capítulo 5 os resultados dos ajustes dos modelos propostos e os uti-

lizados para a comparação. Neste capítulo dispomos aplicações a dados simulados e reais

para modelos sem e com fração de cura, respectivamente. Para os modelos sem fração de

cura, utilizamos inicialmente um conjunto de dados simulados e em seguida apresentamos

os resultados dos mesmos modelos referente a aplicação aos dados de pacientes com câncer

de mama. Por outro, os modelos com fração de cura foram também aplicados a dados simu-

lados e aos dados de soroconversão para o HIV-1 em pacientes hemofílicos. Finalmente, no

Capítulo 6 apresentamos as conclusões referentes aos resultados e pesquisas futuras acerca

do trabalho desenvolvido nesta tese.



Capítulo 2

Conceitos Gerais

Nas seções seguintes são descritos alguns conceitos importantes que servirão como alicerce

para a construção dos modelos desta tese. Na Seção 2.1 apresentamos alguns conceitos

básicos sobre análise de sobrevivência. Em seguida, o modelo de riscos proporcionais e o

modelo de fração de cura baseado no modelo de tempo de promoção (Yakovlev et al., 1993)

são discutidos. Finalmente, apresentamos uma seção relacionada a dados de sobrevivência

sujeitos a censura intervalar, descrevendo os conceitos básicos para a construção de modelos

e o algoritmo de ampliação de dados para a geração dos pseudotempos de falha de uma

maneira geral.

2.1 Conceitos básicos em análise de sobrevivência

Seja T uma variável aleatória contínua e não negativa, correspondendo ao tempo até

a ocorrência de um evento de interesse, com função densidade e função de distribuição

acumulada denotadas, respectivamente, por f(t) e F (t). Uma das funções mais importantes

em análise de sobrevivência, que fornece a probabilidade de um indivíduo sobreviver por

mais que um tempo t, é chamada de função de sobrevivência, e é de�nida por

S(t) = 1− F (t) = P (T > t) =

∫ ∞

t

f(u)du. (2.1)

A função de sobrevivência possui as seguintes propriedades:

1. é monótona não crescente;

2. S(0) = 1, isto é, no início do estudo todos os indivíduos ainda estão sob risco;

3. lim
t→∞

S(t) = 0, ou seja, quando o tempo tende ao in�nito a probabilidade de falha tende

a 1.

Outra função de grande importância em análise de sobrevivência é a função risco, que re-

7
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presenta a taxa de falha instantânea no tempo t, e é de�nida da seguinte forma

h(t) = lim
∆t→0

P (t < T ≤ t+ ∆t|T > t)

∆t
. (2.2)

As funções f(t), S(t), F (t) e h(t), associadas à variável aleatória T são matematicamente

relacionadas, ou seja, para sabermos a distribuição de T basta conhecermos a expressão de

pelo menos uma delas. Dessa forma, usando a função em (2.2), tem-se

h(t) =
f(t)

S(t)
= −S

′
(t)

S(t)
= − d

dt
log(S(t)), (2.3)

e a função de sobrevivência em (2.1) pode ser expressa como

S(t) = exp

(
−
∫ t

0

h(u)du

)
= exp (−H(t)) , (2.4)

em que H(t) é a função risco acumulado. Assim, combinando as relações em (2.3) e (2.4),

temos que a função densidade pode ser expressa em termos de h(t) e S(t) da seguinte forma:

f(t) = − d

dt
S(t) = h(t)S(t) = h(t) exp (−H(t)) . (2.5)

Agora, considerando uma amostra aleatória de n indivíduos, referente a tempos de falha

e de censura, denote por Ti como a variável aleatória associada ao tempo de falha e Ci como a

variável aleatória associada ao tempo até a ocorrência de censura para o i−ésimo indivíduo.

Sob um cenário de censura à direita, Yi = min(Ti, Ci) representa o tempo observável e

δi = 1{Ti≤Ci} é a variável indicadora de falha ou censura, para i = 1, 2, . . . , n. As funções

densidade e sobrevivência para Ti, serão denotadas por f(·|Θ) e S(·|Θ), respectivamente,

em que Θ é o vetor de parâmetros de interesse associado à distribuição do tempo de falha

T .

É importante ressaltar que um dos principais interesses em análise de sobrevivência é

fazer inferências sobre o vetor de parâmetros Θ, ou seja, aqueles parâmetros que estão

associados à distribuição do tempo até a falha. Assim, o vetor de parâmetros associado à

distribuição dos tempos de censura é considerado de perturbação.

Então, sob a suposição de que o mecanismo de censura é não informativo, ou seja, que

T e C são independentes, a função de verossimilhança é dada por

L(Θ|D) ∝
n∏

i=1

f(yi|Θ)δiS(yi|Θ)1−δi ,

em que D = {(yi, δi) : i = 1, . . . , n}. Utilizando a relação em (2.3), a função de verossimi-
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lhança em (2.6) pode ser expressa como

L(Θ|D) ∝
n∏

i=1

h(yi|Θ)δiS(yi|Θ). (2.6)

Em análise de sobrevivência é bastante comum introduzir covariáveis na modelagem

para avaliar a relação das mesmas com o risco de ocorrência do evento de interesse. Um

dos modelos que utiliza esta estrutura é o modelo de riscos proporcionais proposto por Cox

(1972), que será discutido na próxima seção.

2.2 Modelo de riscos proporcionais

A estrutura do modelo de riscos proporcionais possui a seguinte expressão para a função

risco

h(t|β,x) = h0(t) exp
{
x>β

}
, (2.7)

em que h0(t) é chamada função risco basal, x é um vetor de dimensão p× 1 de covariáveis

e β = (β1, β2, . . . , βp) é um vetor p× 1 de coe�cientes de regressão.

O modelo de Cox (1972), que utiliza a estrutura do modelo de riscos proporcionais, tem

sido amplamente utilizado, principalmente na área médica (Colosimo & Giolo, 2006), devido

a �exibilidade que este proporciona ao analista dos dados de sobrevivência. As suposições

assumidas acerca deste modelo são de que não há nenhuma restrição sobre a distribuição

de probabilidade para os tempos de falha T, consequentemente, não é imposta nenhuma

forma analítica conhecida para h0(t), e dessa forma h0(t) é modelada não parametricamente.

Assume-se também a proporcionalidade dos riscos, ou seja, a razão de funções risco entre os

indivíduos i e j,

h(t|xi)
h(t|xj)

=
h0(t) exp

{
x>i β

}

h0(t) exp
{
x>j β

} = exp
{
β(x>i − x>j )

}
,

não depende do tempo t.

Sem especi�car uma forma analítica para a função risco basal, o vetor de coe�cientes β

pode ser estimado utilizando uma função de verossimilhança parcial (Cox, 1972; Kalb�eisch,

1978). Por outro lado, se a função de risco basal h0(t) for modelada parametricamente, a

função de verossimilhança em (2.6) assume a seguinte forma

L(Θ,β|D) ∝
n∏

i=1

[
h0(yi|Θ) exp

(
x>i β

)]δi
exp

{
−H0(yi|Θ) exp

(
x>i β

)}
, (2.8)

em que D = {(yi, δi,xi) : i = 1, . . . , n}.
Considerando a estrutura do modelo de riscos proporcionais, em que uma forma paramé-

trica é atribuída para h0(t), sob a perspectiva bayesiana, inferências sobre os parâmetros de
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interesse, Θ e β são realizadas baseando-as na seguinte distribuição a posteriori conjunta,

p(Θ,β | D) ∝
n∏

i=1

[
h0(yi|Θ) exp

{
x>i β

}]δi
exp

{
−H0(yi|Θ) exp

{
x>i β

}}
p(Θ,β), (2.9)

em que p(Θ,β) é a distribuição a priori conjunta de Θ e β. Como a distribuição a posteriori

em (2.9) não apresenta forma analítica conhecida, utilizamos como solução ao problema

métodos de Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC), mais especi�camente o amostrador

de Gibbs, que é baseado na geração de amostras da distribuição alvo (2.9), através de suas

respectivas distribuições condicionais completas (Geman & Geman, 1984; Gelfand & Smith,

1990).

Independente da distribuição de T , a distribuição condicional completa para o vetor

β baseada em (2.9), não apresenta uma forma analítica conhecida. Entretanto, pode ser

mostrado que a distribuição condicional completa do vetor β é log-côncava em cada um

de seus componentes (Dellaportas & Smith, 1993). Desta forma, o algoritmo da rejeição

adaptativa (ARS), proposto por Gilks & Wild (1992), pode ser utilizado para amostrar o

vetor β.

2.3 Modelo com fração de cura

Algumas vezes, ao analisarmos dados de sobrevivência, percebemos que, após o tér-

mino do estudo, um número considerável de indivíduos não experimentaram o evento de

interesse. Esse fato pode ser uma indicação de que, para uma parcela dos indivíduos sob

estudo, o evento de interesse nunca ocorrerá, ou seja, podemos ter uma fração da população

que é imune ao evento de interesse (ou que é curada). Esse tipo de situação ocorre em muitos

estudos clínicos, como por exemplo, em estudos envolvendo pacientes diagnosticados com

diferentes tipos de câncer, nos quais apresentam uma fração de pacientes que são curados,

pois tem-se observado um percentual cada vez maior de pacientes considerados curados da

doença.

A constatação da existência de uma fração de curados na população pode ser feita de

maneira empírica através da inspeção da função de sobrevivência estimada a partir de algum

método não paramétrico, como por exemplo o estimador de Kaplan e Meyer (Kaplan &

Meier, 1958). Se o grá�co da função de sobrevivência estimada apresentar um platô nos

maiores tempos de acompanhamento, temos uma indicação da presença de uma fração de

curados na população.

Um modelo simples que incorpora a presença de fração de curados em uma determi-

nada população é o chamado modelo de mistura. Este modelo, originalmente proposto por

Boag (1949) e Berkson & Gage (1952), considera uma proporção π de indivíduos imunes ou
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curados. Dessa forma, a função de sobrevivência populacional é dada por:

Spop(t) = π + (1− π)SNC(t), (2.10)

em que π é fração de cura e SNC(t) é a função de sobrevivência associada aos elementos não

curados na população. Existe um número expressivo de trabalhos envolvendo o modelo de

mistura para modelar dados de sobrevivência com fração de cura. Este modelo foi extensi-

vamente discutido, como por exemplo, em Farewell (1982, 1986), Kuk & Chen (1992),Maller

(1996) e Sy & Taylor (2001), entre outros.

Segundo Ibrahim et al. (2001), apesar da sua simplicidade e popularidade, o modelo de

mistura, em (2.10), apresenta alguns problemas, como por exemplo, na presença de covariá-

veis:

• não apresenta a propriedade de riscos proporcionais se as covariáveis forem introduzidas

por π via função de ligação logística;

• produz distribuições a posteriori impróprias para os coe�cientes de regressão, mesmos

para distribuições conhecidas, como por exemplo, a distribuição uniforme, necessitando

fornecer distribuições a priori próprias.

O modelo de tempo de promoção é um modelo alternativo ao modelo de mistura que

contorna os problemas apresentados anteriormente.

2.3.1 Modelo de tempo de promoção

O modelo de fração de cura considerado neste trabalho de tese é o modelo de tempo de

promoção proposto por Yakovlev et al. (1993). O apelo utilizado para a construção deste

modelo é totalmente biológico, pois em Yakovlev et al. (1993) estuda-se o tempo de evento

para duas características distintas sobre o crescimento do tumor cancerígeno. No entanto, o

modelo de tempo de promoção pode ser aplicado para vários tipos de dados de sobrevivência

com fração de cura (Ibrahim et al., 2001), como por exemplo, o tempo até a morte de um

indivíduo, até a primeira infecção de uma doença, etc. Neste caso, podemos pensar que o

modelo é construído baseando-se em M fatores latentes, em que M representa o número de

causas ou riscos para a ocorrência de um evento de interesse, caracterizando uma estrutura

de riscos competitivos.

Construindo o modelo baseado na motivação biológica, seja M o número de células po-

tencialmente cancerígenas para um indivíduo em uma determinada população. Denote por

Rc o tempo até que a c-ésima célula cancerígena produza um câncer detectável. Assumimos

que, condicional em M , as variáveis Rc, c = 1, 2, . . . ,M , são independentes e identicamente

distribuídas, com função de distribuição de probabilidade acumulada F (r) e função de so-

brevivência S(r) = 1 − F (r). Assumimos também que M é independente de R1, R2, . . . O



2 MODELO COM FRAÇÃO DE CURA 12

tempo até a recidiva é de�nido como T = min(R0, R1, R2, . . . , RM), em que P (R0 =∞) = 1.

É assumido também que M segue uma distribuição de Poisson com média θ, ou seja,

P (M = m) =
e−θθm

m!
, m = 0, 1, 2, . . . .

Dessa forma, a função de sobrevivência populacional para T é obtida da seguinte forma

Spop(t) = P (T > t) = P (min{R0, R1, . . . , RM} > t,M ≥ 0)

= e−θ + e−θ
∞∑

m=1

[S(t)θ]m

m!

= e−θF (t). (2.11)

Note que

lim
t→∞

Spop(t) = exp(−θ) = P (M = 0) = π,

em que π é a fração de cura, ou seja, a probabilidade de um indivíduo apresentar nenhuma

célula cancerígena. Assim, como Spop(t) não tende a 0 quando t tende ao in�nito, dizemos

que Spop(t) é uma função de sobrevivência imprópria (Chen et al., 1999).

Usando as relações em (2.3) e (2.4), temos que a função densidade populacional é dada

por

fpop(t) = − d

dt
[Spop(t)] = − d

dt

[
e−θF (t)

]

= −
[
e−θF (t)

] [
−θF ′(t)

]
= e−θF (t)θf(t)

= θf(t)e−θF (t). (2.12)

É importante observar que fpop(t) também é uma função de densidade imprópria pois é

obtida a partir da derivada de Spop(t).

A função risco populacional é dada por

hpop(t) =
fpop(t)

Spop(t)
= θf(t). (2.13)

Conforme mostrado em Ibrahim et al. (2001), a função de sobrevivência para os não

curados, SNC(t) é dada por

SNC(t) = P (T > t |M ≥ 1) =
P (T > t,M ≥ 1)

P (M ≥ 1)
=
e−θF (t) − e−θ

1− e−θ . (2.14)

Utilizando as relações descritas na Seção 2.1, temos que a função densidade para os não

curados é expressa por

fNC(t) = − d

dt
SNC(t) =

θf(t)e−θF (t)

1− e−θ .
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Consequentemente, a função risco para os não curados é

hNC(t) =
fNC(t)

SNC(t)
=

θf(t)e−θF (t)

e−θF (t) − e−θ .

Existe uma relação biunívoca entre o modelo de tempo de promoção e o modelo de

mistura padrão. De fato, como mostrado em Ibrahim et al. (2001), o modelo de tempo de

promoção pode ser expresso na forma de um modelo de mistura, em que

Spop(t) = exp(−θ) + {1− exp(−θ)}SNC(t). (2.15)

Dessa forma, o modelo de mistura padrão é visto como um caso particular do modelo de

tempo de promoção, em que a fração de cura é π = exp(−θ).
Assim como no modelo de riscos proporcionais, descritos anteriormente, é de interesse

para alguns pesquisadores incluir covariáveis na modelagem dos dados a �m de avaliar a

relação das mesmas com a fração de cura dos indivíduos. Em geral, as covariáveis são intro-

duzidas pelo parâmetro θ (média de M) utilizando a seguinte relação

θ = exp(z>ψ),

em que z> = (1, z1, . . . , zp)
> é um vetor de covariáveis para o i -ésimo indivíduo e ψ =

(ψ0, ψ1, . . . , ψp) é um vetor (p+ 1)-dimensional de coe�cientes de regressão. Dessa forma, a

fração de cura é expressa da seguinte forma

π = exp
[
− exp

(
z>ψ

)]
. (2.16)

Reescrevendo a função risco populacional em termos da covariáveis temos que

hpop(t | z) = exp(z>ψ)f(t). (2.17)

Note que a função risco em (2.17) possui a propriedade de riscos proporcionais, pois hpop(t |
zi)/hpop(t | zj) não depende do tempo t. De fato, Rodrigues et al. (2009a) mostram que a

estrutura de riscos proporcionais é válida somente quando a distribuição da variável latente

M é Poisson.

Considere uma amostra aleatória de tamanho n de tempos de falha em que o tipo de

censura é a direita. Como já de�nido, a variável Ti = min(Ri0, Ri1, Ri2, . . . , RiM) representa

o tempo até a recidiva e de�na Ci como o tempo até a ocorrência de censura para o i−ésimo

indivíduo. O tempo observado é de�nido como Yi = min(Ti, Ci) e δi = I(Ti ≤ Ci) é a variável

indicadora de falha, para i = 1, 2, . . . , n. Assim denote D = {(yi, δi, zi), i = 1, . . . , n} como os

dados observados e Dc = {(yi, δi,mi, zi), i = 1, . . . , n} como o conjunto dos dados completos,

baseados nos dados observados e número de causas latentes.

Sejam f(·,Θ) e S(·,Θ) as funções densidade e de sobrevivência, respectivamente, associ-
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adas à Rc, em que Θ é um vetor de parâmetros da distribuição de probabilidade dos tempo

de promoção Rc. Assumindo que o mecanismo de censura é não informativo, temos que a

função de verossimilhança para dos dados completos é dada por

L(Θ,ψ | Dc) =
n∏

i=1

[mih(yi | Θ)]δi S(yi | Θ)mi

× exp

{
n∑

i=1

miz
>
i ψ − log(mi!)− ez

>
i ψ

}
. (2.18)

A função de verossimilhança para os dados observados é obtida somando nos valores de

M . Assim,

L(Θ,ψ | D) =
∑

M

n∏

i=1

{
[mif(yi | Θ)]δi S(yi | Θ)mi−δi

} e−ez
>
i ψez

>
i ψ

mi

mi!

=
n∏

i=1

fpop(yi | Θ,ψ, zi)
δiSpop(yi | Θ,ψ, zi)

1−δi . (2.19)

Substituindo (2.11) e (2.12) em (2.19), a função de verossimilhança observada é dada por

L(Θ,ψ | D) =
n∏

i=1

[
θif(yi | Θ)e−θiF (yi|Θ)

]δi [
e−θiF (yi|Θ)

]1−δi
. (2.20)

Combinando a função de verossimilhança (2.19) com a distribuição a priori conjunta

p(Θ,ψ), temos que a distribuição a posteriori conjunta para o modelo de tempo de promoção

tem a forma,

p(Θ,ψ | D) ∝
n∏

i=1

fpop(yi | Θ,ψ)δiSpop(yi | Θ,ψ)1−δip(Θ,ψ)

∝
n∏

i=1

[
θif(yi | Θ)e−θiF (yi|Θ)

]δi [
e−θiF (yi|Θ)

]1−δi
p(Θ,ψ). (2.21)

Obter as estimativas a posteriori para Θ e ψ através de (2.21) não é uma tarefa fácil. Então,

baseamos a distribuição a posteriori no vetor de variáveis latentes M para obter expressões

mais simples do ponto de vista do tratamento analítico (Ibrahim et al., 2001) e obtemos a

seguinte expressão:

p(Θ,ψ,M | D) ∝
n∏

i=1

[mif(yi | Θ)]δi S(yi | Θ)mi−δi

× exp

(
n∑

i=1

miz
>
i ψ − log(mi!)− ez

>
i ψ

)
p(Θ,ψ). (2.22)
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Dessa forma, dividiremos a amostragem de (Θ,ψ,M | D), em duas distribuições condi-

cionais, (Θ,M | ψ, D) e (ψ | Θ, D) obtidas a partir da expressão (2.21). Tal estratégia

representa o amostrador de Gibbs colapsado proposto por Liu (1994), pois a distribuição

condicional completa para o vetor ψ é obtida utilizando a função de verossimilhança somada

no vetor do número de causas M.

Como visto em Ibrahim et al. (2001), independente da distribuição de probabilidade

assumida para o tempo de promoção, pode ser mostrado que a distribuição condicional

completa para o número de causas latentes é dada por

[Mi | Θ,ψ, D] ∼ Poisson
(
S(yi | Θ) exp(z>i ψ)

)
+ δi, i = 1, . . . , n.

Neste caso, uma importante informação é que a propriedade de log-concavidade é ga-

rantida para cada componente da distribuição condicional completa de ψ (Dellaportas &

Smith, 1993), dessa forma utilizamos o ARS para gerar da distribuição condicional completa

de ψ.

2.4 Censura Intervalar

2.4.1 Conceitos iniciais

Para dados sujeitos a censura intervalar, tem-se somente o conhecimento de que os tempos

de falha T não são mais observados de forma exata, ou seja, sabe-se somente que o evento

de interesse ocorreu em algum momento de um intervalo de tempo do tipo (L,R], em L <

T ≤ R. Quando L = R, observamos um tempo de falha de forma exata.

Na prática, os valores de L e R referem-se a tempos de avaliação e, assim, para alguns

indivíduos o evento poderá ocorrer após a última visita com o avaliador, caracterizando

observações sujeitas a censura à direita e dessa forma o tempo de falha T pode ocorrer no

intervalo (L,∞). De maneira similar, para alguns indivíduos o evento de interesse pode ter

ocorrido anteriormente a primeira avaliação, representando indivíduos sujeitos a censura à

esquerda, ou seja, o intervalo observado é (0, R] com L = 0 que representa o início do estudo

e R o tempo decorrido desde o início até a primeira visita. Na Tabela 2.1 é apresentado um

resumo sobre a estrutura de dados com censura intervalar e seus casos especiais.

Tabela 2.1: Resumo de cenários para dados censurados.

Tempo de falha exato T = t
Censurado à direita T ∈ (L,∞)
Censurado à esquerda T ∈ (0, R]
Com tempo intervalar T ∈ (L,R]

Sun (2006) apresenta diferentes estruturas dos dados de sobrevivência com censura in-

tervalar e apresentamos a seguir alguns casos que geralmente ocorrem na prática.
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A censura intervalar denominada do caso I ocorre quando somente sabemos que T é

maior ou menor do que um tempo de monitoramento U . Dessa forma, temos o par (Ti, Ui, i =

1, . . . , n), assumindo que Ti é independente de Ui. O elemento i é inspecionado no tempo Ui
e δi = 1{Ti≤Ui} nos indica o estado atual do elemento com respeito a um determinado evento.

Por esse motivo, a censura intervalar do caso I é frequentemente denominada de dados

de estado corrente (current status data). Sendo assim, o intervalo observado é expresso da

seguinte forma:

(Li, Ri] =

{
(0, Ui], se Ti ≤ Ui

(Ui,∞), se Ti > Ui.

Ilustramos o caso I pela Figura 2.1 a seguir. Note que neste caso o indivíduo não foi

avaliado após o tempo de monitoramento U , apresentando um intervalo observado (L =

0;R = u].

Tempo de falha

Intervalo observado

Tempos de observação

T
bc

bc

U

bc bc

L = 0 R = U

Figura 2.1: Ilustração de dados de sobrevivência com censura intervalar do caso I.

Hoel & Walburg (1972) utilizaram dados sobre o tempo de aparecimento de câncer de

pulmão em 144 camundongos machos com uma taxa de câncer muito alta, como um exemplo

de censura intervalar do caso I. Os camundongos foram divididos em dois grupos: ambiente

convencional (96 ratos) e um ambiente livre de germes (48 ratos). Os tumores pulmonares

foram assumidos como sendo não letais. Ao realizar o sacrifício do camundongo, em um

tempo aleatório, os pesquisadores avaliavam se o animal apresentava ou não tumores no

pulmão. Se os pesquisadores descobrissem tumores pulmonares no momento do sacrifício,

era sabido então sobre o aparecimento do câncer de pulmão, que havia ocorrido em algum

tempo anterior. Por outro lado, se houvesse a ausência de tumores no momento do sacrifício

tinha-se o conhecimento que o aparecimento do câncer poderia ocorrer em algum tempo

depois, ou talvez não. Observe que em ambas situações os pesquisadores não observaram

o aparecimento de câncer exatamente, caracterizando um cenário de censura intervalar no

caso I.

Suponha agora que �xamos dois tempos de observação denotados por U e V com U < V ,

ambos observados para cada indivíduo, representando dados com censura intervalar no caso

II. Note que, se U = V regredimos ao caso I. Sabemos somente que o tempo de falha T
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ocorre antes do primeiro tempo de monitoramento U, entre os dois tempos de observação ou

após o segundo tempo V. O intervalo observado para o i-ésimo indivíduo pode ser escrito

da seguinte forma:

(Li, Ri] =





(0, Ui], se Ti ≤ Ui

(Ui, Vi], se Ti ∈ (Ui, Vi]

(Vi,∞), se Ti > Vi.

A Figura 2.1 mostra um exemplo que ilustra o caso II. Podemos perceber que o tempos

de falha pertence aos dois tempos de monitoramento U e V , resultando em um intervalo

observado igual a (L = U ;R = V ].

Tempo de falha

Intervalo observado

Tempos de observação

T
bc

bc

U

bc bc

L = U R = V

bc

V

Figura 2.2: Ilustração de dados de sobrevivência com censura intervalar do caso II.

Como ilustração de uma situação em que dados de sobrevivência com censura intervalar

são do caso II, suponha que estamos interessados na distribuição dos tempos de infecção por

HIV em uma determinada população. Para tal situação, obtemos uma amostra representativa

desta população, e que será acompanhada por um período de 2 anos, sendo administrados

dois testes para avaliar a infecção HIV em dois tempos distintos do período determinado.

Uma generalização de dados no caso I e II acontece quando existem K tempos de ob-

servação �xados por indivíduo, O1, O2, . . . , OK . Neste caso, o evento de interesse ocorre em

dois tempos de inspeção consecutivos Ol e Ol+1. Dessa forma, observamos um intervalo do

tipo (Ol, Ol+1]. O vetor de tempos observados é determinado por

(Li, Ri] = (0, Oi1]1{Ti≤Oi1} +
K∑

l=2

(Oi(l−1), Oil]1{Oi(l−1)<Ti≤Oil} + (OiK ,∞)1{Ti>OiK},

para i = 1, 2, . . . , n. Gómez et al. (2004) denominam esta situação como caso K.

De maneira geral, ilustramos o casoK pela Figura 2.3. Observe aqui que de�nimosK = 6

tempos de observação para um determinado indivíduo. Vimos que o tempo real de falha T

pertence ao intervalo de inspeção O2 e O3, dessa forma, temos que o intervalo observado é

(L = O2, R = O3].

No trabalho de Finkelstein & Wolfe (1985) são apresentados dados envolvendo pacientes
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Tempo de falha

Intervalo observado

Tempos de observação

T

bc

bc bc bc bcbc bc

O1 O2 O3 O4 O5 O6

bc bc

L = O2 R = O3

Figura 2.3: Ilustração de dados de sobrevivência com censura intervalar do caso K.

com câncer de mama em que consideraram dois grupos de tratamentos: somente radioterapia

ou radioterapia com quimioterapia. As pacientes foram atendidas em várias visitas à clínica

do especialista. Nesta situação, o número de visitas clínicas pode variar de paciente para

paciente, e em uma das visitas, o médico diagnostica a retração da mama, que é um efeito

colateral afetando a aparência da paciente.

Em situações em que os indivíduos são inspecionados nos mesmos tempos de monitora-

mento, dizemos que os dados são agrupados. Os dados de tempo até a seca de mangueiras

é um exemplo de dados agrupados (Colosimo & Giolo, 2006), pois nesta situação, as man-

gueiras são examinadas no mesmo tempo de observação para serem avaliadas com respeito

à presença ou não de praga.

No oitavo capítulo do livro de Sun (2006) é apresentado um outro tipo de censura inter-

valar chamado censura intervalar dupla. Neste caso, o tempo de interesse T é determinado

pela diferença entre dois tempos relacionados, um tempo inicial X e um tempo subsequente

B, ou seja,

T = B −X

em que X ∈ (L,R] e B ∈ (U, V ]. Note que, se V = ∞, o tempo B é uma censura a

direita, reduzindo ao caso usual de censura intervalar. Segundo Sun (2006), geralmente esta

característica para censura intervalar pode aparecer em estudos de progressão de doenças

em que dois eventos podem ocorrer, um representando o tempo de infecção e em seguida o

tempo do aparecimento de uma determinada doença. Como por exemplo, X representando

o tempo de infecção do HIV e B como o tempo até o diagnóstico da AIDS.
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2.4.2 Função de verossimilhança e ampliação de dados

De maneira geral, assumindo que o mecanismo gerador da censura é não informativo, a

função de verossimilhança para dados com censura intervalar é dada por:

L(Θ,β | D) =
n∏

i=1

[S(li|Θ,β,xi)− S(ri|Θ,β,xi)]
δi [S(li|Θ,β,xi)]

1−δi , (2.23)

em que D = {(li, ri, δi,xi) : i = 1, 2, . . . , n} representa o conjunto dos dados observados,

S(·|Θ) é a função de sobrevivência e δi é o indicador de falha.

Dessa forma, a distribuição a posteriori para Θ e β é expressa da seguinte forma

p(Θ,β | D) ∝ L(Θ,β | D) p(Θ,β)

∝
{

n∏

i=1

[S(li|Θ,β,xi)− S(ri|Θ,β,xi)]
δi [S(li|Θ,β,xi)]

1−δi

}

×p(Θ,β), (2.24)

em que p(Θ,β) representa a distribuição a priori conjunta para Θ e β. A função de ve-

rossimilhança dada em (2.23) assume uma forma complicada, envolvendo um produto de

diferenças de funções de sobrevivência, trazendo di�culdades do ponto de vista da imple-

mentação computacional, tanto na abordagem clássica quanto Bayesiana.

Uma estratégia alternativa, e que se mostra bastante atrativa, consiste em imputar os

tempos de sobrevivência, o que contorna o problema de utilizar a função de verossimilhança

em (2.23) além de propiciar uma distribuição a posteriori mais tratável, tanto do ponto de

vista analítico quanto do ponto de vista computacional. Sob esta abordagem, modelos de-

senvolvidos para dados com censura à direita podem ser utilizados num contexto de censura

intervalar.

Em Sun (2006), no Capítulo 2, são apresentadas duas formas de se trabalhar dados

com censura intervalar, tomando um tempo de sobrevivência exato para cada intervalo

observado. Na primeira, sabendo que o evento de interesse ocorreu em um intervalo de

tempo, assume-se como tempo observado o limite inferior, o limite superior ou então o ponto

médio do intervalo, a �m de viabilizar a aplicação de métodos para dados com censura à

direita, uma vez que existem poucos pacotes que acomodam dados com censura intervalar. No

entanto, autores como Rücker & Messerer (1988), Odell et al. (1992) e Dorey et al. (1993),

ressaltam que tempos imputados para dados com censura intervalar utilizando o método

mencionado acima podem conduzir a vícios para a estimação dos parâmetros de interesse.

A segunda forma consiste em estimar um tempo de sobrevivência exato através de uma

distribuição condicional nos intervalos de tempos observados e nos valores dos parâmetros,

que descrevemos com mais detalhes na Seção 2.4.3. Dessa forma, de�nimos Dc como os dados

completos, ou os dados aumentados, em que Dc = {(yi, δi) : i = 1, . . . , n}. Note que yi é um
pseudotempo de falha para cada indivíduo que tenha experimentado o evento de interesse,
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isto é, yi corresponde a um tempo imputado para (li, ri], se δi = 1, e yi = li caso contrário,

para i = 1, . . . , n.

A utilização do algoritmo de ampliação de dados consiste em obter uma forma simples

para L(Θ | Dc) e dessa forma amostrar da distribuição a posteriori p(Θ | Dc) e da dis-

tribuição condicional p(T | D,Θ), tornando um processo muito mais fácil do que amostrar

diretamente de (2.24). Uma discussão mais detalhada sobre o uso do algoritmo de ampliação

de dados, não somente num contexto de análise de sobrevivência, pode ser encontrada em

Tanner & Wong (1987), Tanner (1991), Wei & Tanner (1991) e van Dyk & Meng (2001).

Assim, ao utilizar o algoritmo de ampliação de dados para dados de sobrevivência sem

fração de curados, a função de verossimilhança em (2.23) poder ser reexpressa da seguinte

forma

L(Θ,β|Dc) =
n∏

i=1

[h(yi|Θ,β,xi)]
δiexp {−H(yi|Θ,β,xi)}, (2.25)

como Dc = {(yi, δi,xi) : i = 1, 2, . . . , n}, assumindo a mesma formulação como em (2.8),

para um cenário em que a censura é à direita. Assim, a distribuição a posteriori para Θ e

β segue da mesma forma como descrito na Seção 2.2.

Para um cenário com fração de curados na população, temos que a função de verossi-

milhança para dados de sobrevivência sujeitos a censura intervalar é expressa da seguinte

maneira

L(Θ,ψ | D) =
n∏

i=1

[Spop(li|Θ,ψ, zi)− Spop(ri|Θ,ψ, zi)]
δi [Spop(li|Θ,ψ, zi)]

1−δi ,

(2.26)

em que D = {(li, ri, δi, zi) : i = 1, 2, . . . , n}. A demonstração deste resultado pode ser

encontrada em Hashimoto et al. (2015). Assumindo a estrutura do modelo de tempos de

promoção descrito na Seção 2.3, a função de verossimilhança em (2.26) é escrita da seguinte

forma

L(Θ,ψ | D) =
n∏

i=1

[
e− exp(z>i ψ)(1−S(li|Θ)) − e− exp(z>i ψ)(1−S(ri|Θ))

]δi [
e− exp(z>i ψ)(1−S(li|Θ))

]1−δi
.

(2.27)

Ao utilizar o algoritmo de ampliação de dados, temos que a função de verossimilhança

baseada nos dados aumentados assume a forma

L(Θ,ψ | Dc) =
n∏

i=1

fpop(yi | Θ,ψ)δiSpop(yi | Θ,ψ)1−δi

=
n∏

i=1

{
θif(yi | Θ)e−θiF (yi|Θ)

}δi {
e−θiF (yi|Θ)

}1−δi
, (2.28)

em que Dc = {(yi, δi, zi), i = 1, 2, . . . , n}. Note que a função acima é análoga a função de

verossimilhança para os dados observados em (2.19), com T sendo uma variável aleatória
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observável. Na presença dos pseudotempos de falha, a função de verossimilhança condicional

no número de causas M é dada por

L(Θ,ψ | Dc) =
n∏

i=1

[mif(yi | Θ)]δi S(yi | Θ)mi−δi

× exp

[
n∑

i=1

miz
>
i ψ − log(mi!)− ez

>
i ψ

]
, (2.29)

em que D∗c = {(yi, δi, zi,mi), i = 1, 2, . . . , n}, em que yi | δi = 1 e mi são valores não

observáveis, ou seja, quantidades aleatórias. Note que a verossimilhança acima apresenta

o mesmo formato da expressão em (2.18), representando um formato bem mais atrativo

quando comparado ao da expressão 2.27.

2.4.3 Algoritmo de ampliação de dados

Nesta seção apresentamos, de maneira geral, o algoritmo de ampliação de dados para a

geração dos pseudotempos de falha. Vimos que para dados de sobrevivência sujeitos à censura

intervalar os dados observados são de�nidos como D = {(li, ri, δi, xi) : i = 1, 2, . . . , n} e Ti
como o tempo de falha não observável associado ao i−ésimo indivíduo que ocorreram em

intervalos do tipo (li, ri], para o i−ésimo indivíduo, com li ≤ ri, para i = 1, . . . , n.

Seguindo Gómez et al. (2004), assumindo que T tem função de distribuição F (t | Θ,β)

e função densidade f(t | Θ,β), temos que a distribuição condicional nos dados observados

p(T | Θ,β, D) para os pseudotempos de falha é dada por

q(ti | Θ,β, D) =
f(ti | Θ,β)

F (ri | Θ,β)− F (li | Θ,β)
,

com li ≤ ti ≤ ri, i = 1, . . . , n e q(ti | Θ,β, D) é uma função densidade de probabilidade

truncada nos intervalos observados [li, ri]. A função de distribuição acumulada truncada em

[li, ri] é dada por

Q(ti | Θ,β, D) =





F (ti | Θ,β)− F (li | Θ,β)

F (ri | Θ,β)− F (li | Θ,β)
, li ≤ ti ≤ ri,

0, caso contrário.

i = 1, . . . , n. Dessa forma, pelo método da transformação inversa temos que

vi =
F (ti | Θ,β)− F (li | Θ,β)

F (ri | Θ,β)− F (li | Θ,β)
⇔ F (ti | Θ,β) = F (li | Θ,β) + vi [F (ri | Θ,β)− F (li | Θ,β)]︸ ︷︷ ︸

hi

,

em que vi ∼ Unif [0, 1]. Assim, se F tenha inversa, os pseudotempos de falha são gerados

da seguinte forma

ti = F−1(hi | Θ,β, D), i = 1, . . . , n.
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Uma estratégia equivalente consiste gerar os pseudotempos de falha utilizando a seguinte

expressão:

ti = F−1(wi | Θ,β, D), i = 1, . . . , n,

em que

wi ∼ Unif [F (li | Θ,β), F (ri | Θ,β)] .

Dessa forma, o amostrador de Gibbs tem os seguintes passos:

1. Gerar wi ∼ Unif [F (li | Θ,β), F (ri | Θ,β)] para intervalos observados com δi = 1;

2. Atualizar o vetor de parâmetros de interesse Θ e β, condicional nos pesudotempos de

falha e nos dados observados.

3. Retornar ao passo 1 até a convergência da cadeia.

Uma vez gerados os pseudotempos de falha temos que os dados completos (ou ampliados),

são da seguinte forma:

yi =

{
ti, se δi = 1

li, se δi = 0

sendo ti e li o i−ésimo pseudo-tempo de falha gerado e o limite inferior do intervalo obser-

vado, respectivamente.



Capítulo 3

Modelo exponencial por partes

Segundo Ibrahim et al. (2001), o MEP é um dos modelos mais populares na mode-

lagem semiparamétrica de dados de sobrevivência, pois apesar de ser paramétrico em um

senso estrito, não impõe restrições quanto a forma da função risco, diferentemente de outros

modelos paramétricos como: exponencial, Weibull e lognormal, entre outros.

Como visto em Ibrahim et al. (2001) o MEP é construído com base em uma apro-

ximação da função risco por segmentos de retas, cujos comprimentos são determinados

por uma grade de tempos τ que divide o eixo dos tempos em um número �nito de in-

tervalos. Matematicamente, a grade de tempos é de�nida como τ = {s0, s1, ..., sb}, em que

0 = s0 < s1 < ... < sb =∞, que induz intervalos da forma Ij = (sj−1, sj], para j = 1, 2, ..., b.

A função risco é de�nida da seguinte forma:

h(t|λ, τ) = λj, se t ∈ Ij, λj > 0 j = 1, ..., b, (3.1)

em que λ = (λ1, λ2, ..., λb)
>.

Segundo Demarqui (2010), para a obtenção de H(t) e S(t), é conveniente de�nir

tj =





sj−1, se t ≤ sj−1,

t, se t ∈ Ij,
sj, se t > sj,

(3.2)

para j = 1, . . . , b. Então, utilizando as equações (3.1) e (3.2), a função risco acumulado pode

ser escrito da seguinte forma

H(t|λ, τ) =
b∑

j=1

λj(tj − sj−1). (3.3)

Logo, a função de sobrevivência pode ser escrita como

S(t|λ, τ) = exp

{
−

b∑

j=1

λj(tj − sj−1)

}
. (3.4)

23
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Assim, dizemos que T segue uma distribuição exponencial por partes com grade de

tempos τ e vetor de taxas de falha λ = (λ1, λ2, ..., λb)
>, denotada por T ∼ MEP (λ, τ), se

sua função densidade é dada por

f(t|λ, τ) = λj exp

{
−

b∑

j=1

λj(tj − sj−1)

}
,

para t ∈ Ij, j = 1, 2, ..., b. Observe que se b = 1, o modelo se reduz ao modelo exponencial.

Apesar da grande �exibilidade do MEP, o impacto da escolha de τ tem um papel muito

importante na estimação dos parâmetros de interesse, bem como na qualidade do ajuste

do modelo. Esta questão tem sido um dos grandes desa�os para se trabalhar com o MEP.

Embora exista uma vasta literatura relacionada a este modelo, na maioria dos trabalhos

a escolha de τ é feita de maneira arbitrária. Algumas discussões sobre a escolha da grade

podem ser encontradas em Kalb�eisch (1973), Breslow (1974) e Sahu et al. (1997), entre

outros.

Uma solução para evitarmos de escolher arbitrariamente τ é encontrada em Demarqui

et al. (2008), que propuseram uma extensão do MEP, utilizando a estrutura de agrupa-

mento do Modelo Partição Produto para modelar a aleatoriedade de τ , quando os dados de

sobrevivência são sujeitos à censura a direita. A seguir apresentaremos de maneira resumida

a formulação geral do modelo MPP e posteriormente mostraremos como sua estrutura de

agrupamento pode ser utilizada para modelar o MEP com grade aleatória.

3.1 Modelo partição produto

A seguir apresentamos uma breve revisão sobre o Modelo Partição Produto, proposto

por Barry & Hartigan (1992), para identi�car pontos de mudança em uma sequência de

observações obtida em pontos consecutivos no tempo. Uma discussão mais detalhada sobre

este modelo pode ser encontrada em Barry & Hartigan (1992), e Loschi & Cruz (2005), e

Quintana & Iglesias (2003), entre outros.

Considere T = (T1, T2, . . . , Tn) um vetor de variáveis aleatórias obtidas sequencialmente

no tempo, e denote por I = {1, 2, . . . , n} o conjunto de índices associados a T. Seja ρ =

{i0, i1, ..., ib} uma partição aleatória relacionada ao conjuntos dos índices I, satisfazendo
0 = i0 < i1 < ... < ib = n, de tal forma que cada partição aleatória ρ divida T em

subsequências (blocos) contíguas, denotadas por

T[ij−1,ij ] =
(
Tij−1+1, . . . , Tij

)
,

para j = 1, . . . , b. Para facilitar o entendimento utilizaremos o exemplo descrito em Demarqui

(2008) sobre possíveis relações da partição aleatória ρ com o conjunto de observações T.

Na Tabela 3.1 apresentamos as relações de uma partição aleatória ρ com uma sequência

T = (T1, T2, T3). Podemos notar facilmente que o número de maneiras possíveis de formar
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blocos contíguos com os elementos do vetor T é igual a 2n−1, em que neste caso n = 3.

Tabela 3.1: Diferentes blocos contíguos formados para T1, T2, T3.

Blocos No de blocos ρ
[T1][T2][T3] 3 {0, 1, 2, 3}
[T1, T2][T3] 2 {0, 2, 3}
[T1][T2, T3] 2 {0, 1, 3}
[T1, T2, T3] 1 {0, 3}

Segundo Barry & Hartigan (1992), dizemos que (T1, T2 . . . , Tn, ρ) ∼MPP se:

1. A distribuição a priori de ρ assume a seguinte forma produto

p(ρ) = K−1

b∏

j=1

c[ij−1,ij−1],

em que K é uma constante de�nida como a soma sobre todas as partições seja igual a

1, e c[ij−1,ij−1] é denominada de coesão a priori, que mede o grau de similaridade das

observações que estão sendo agrupadas no bloco [ij−1; ij];

2. Condicional em ρ, a função densidade conjunta é dada por

f(T | ρ) =
b∏

j=1

f
(
T[ij−1,ij−1]

)
.

Sob um enfoque paramétrico, denotamos a função densidade por f(T | θ), com θ =

{θ1, . . . , θn}. Assumimos que, θ1, . . . , θn, T1, . . . , Tn são independentes. Assim, temos que

a função densidade conjunta é dada por

f(T | θ) =
n∏

i=1

f(Ti | θi),

em que θ = (θ1, θ2, . . . , θn). A construção da distribuição a priori para θ1, θ2, . . . , θn é feita

da seguinte forma:

1. Dada a partição aleatória ρ, assumimos que a sequência de parâmetros θ1, θ2, . . . , θn

pode ser dividida em b blocos contíguos, em que θi são parâmetros comuns dentro de

cada bloco, ou seja,

θi = θ[ij−1,ij ], ∀ ij−1 < i ≤ ij,

2. Assumimos que os parâmetros comuns θi0,i1 , θi1,i2 , . . . , θib−1,ib são independentes e se-

guem uma distribuição a priori p[ij−1,ij−1](θ[ij−1,ij−1]) para j = 1, . . . , b.
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A distribuição conjunta das observações e dos parâmetros de interesse é dada por

f(T; θ | ρ) =
b∏

j=1

f(T[ij−1,ij−1]; θ[ij−1,ij−1]),

em que

f(T[ij−1,ij−1]; θ[ij−1,ij−1]) =

ij∏

r=ij−1+1

f(Tr | θ[ij−1,ij−1])p[ij−1,ij−1](θ[ij−1,ij−1]),

em que f(T[ij−1,ij−1]; θ[ij−1,ij−1]) representa a função de densidade conjunta para da bloco

[ij−1, ij−1].

A distribuição preditiva associada ao bloco [ij−1; ij] é expressa por

f(T[ij−1,ij−1]) =

ij∏

r=ij−1+1

∫

θ

f(Tk | θ[ij−1,ij−1])p[ij−1,ij−1](θ[ij−1,ij−1]) dθ[ij−1,ij−1].

Consequentemente, a distribuição a posteriori para a partição aleatória é dada por

p(ρ | T) ∝
b∏

j=1

f(T[ij−1,ij−1]) c[ij−1,ij−1]

Para amostrarmos da distribuição a posteriori de ρ, utilizamos o algoritmo amostrador de

Gibbs proposto por Barry & Hartigan (1993).

Para realizarmos inferência para θ1, θ2, . . . , θn, de�nimos inicialmente a distribuição a

posteriori para cada bloco dos parâmetros, tendo como base as observações dispostas em

cada bloco, pela seguinte expressão

p[ij−1,ij−1](θ[ij−1,ij ] | T[ij−1,ij ]) ∝ f(T[ij−1,ij ] | θ[ij−1,ij ])p[ij−1,ij−1](θ[ij−1,ij ]).

Então, condicional em T, a distribuição a posteriori de θr, para r = 1, . . . , n, é obtida pela

mistura das densidades a posteriori associados aos diferentes blocos é dada por

p(θr | D) =
∑

ij−1<r<ij

p(θk | T[ij−1,ij−1])R([ij−1; ij])

em que quantidade R([ij−1; ij]) representa a probabilidade a posteriori do bloco [ij−1; ij]

aparecer na partição ρ = {i0, i1, ..., ib} denominada de relevância a posteriori de�nida pela

seguinte expressão

R([ij−1; ij]) =
ai0ij−1

c∗ij−1ij
aijib

ai0ib

com aij−1ij =
∑n

i=1

∏b
j=1 c

∗
ij−1ij

e c∗ij−1ij
= f(T[ij−1,ij ])c[ij−1,ij ]. O cálculo direto da relevância

a posteriori requer um grande esforço computacional. Dessa forma, utilizaremos o algoritmo
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amostrador de Gibbs proposto por Barry & Hartigan (1993) que dispensam o cálculo das

relevâncias.

3.1.1 Algoritmo de Barry & Hartigan (1993)

Apresentamos nesta seção o algoritmo amostrador de Gibbs, proposto por Barry & Har-

tigan (1993), para a atualização da partição aleatória ρ. O algoritmo desenvolvido por Barry

& Hartigan (1993) foi proposto para determinar blocos de observações, ou seja, de agrupar

uma sequencia de de observações dispostas no tempo. Outra característica do algoritmo é

que as relevâncias a a posteriori podem ser calculas numericamente.

Seja E = (E1, E2, . . . , En−1) uma sequência de variáveis aleatórias tais que

Ei =

{
1, θi = θi+1

0, θi 6= θi+1,
j = 1, . . . , n− 1.

Quando Ei = 1 os blocos [ij−1; ij] e [ij; ij+1] associados a θ[ij−1;ij ] e θ[ij ;ij+1], respectivamente,

são denotados por [ij−1; ij+1], com taxa θ[ij−1;ij+1] e quando Ei = 0 os blocos [ij−1; ij] e

[ij; ij+1] são separados. Note que a partição aleatória ρ = {i0, i1, ..., ib} pode ser representada
por E = {E1, E2, . . . , En−1}, em que cada componente de E nos indica quais são os pontos

de mudança em ρ.

O algoritmo para a atualização de ρ segue os seguintes passos:

1. Inicie com s = 0 o vetor E(s) = (E
(s)
1 , E

(s)
2 , . . . , E

(s)
n−1), com E

(0)
i = 0 para i = 1, . . . , n−

1.

2. Para o atualizar a i−ésima componente de E(s), condicional em todas as demais com-

ponentes, ou seja,

E
(s)
i | E(s)

1 , E
(s)
2 , . . . , E

(s)
i−1, E

(s−1)
i+1 , . . . , E

(s−1)
n−1 , i = 1, . . . , n− 1,

faça a seguinte razão

R
(s)
i =

P (E
(s)
i = 1 | E−i, D)

P (E
(s)
i = 0 | E−i, D)

=

b−1∏

j=1

f(T[ij−1,ij−1]) c[ij−1,ij−1]

b∏

j=1

f(T[ij−1,ij−1]) c[ij−1,ij−1]

, i = 1, . . . , n− 1,

em que E−i =
(
E

(s)
1 , E

(s)
2 , . . . , E

(s)
i−1, E

(s−1)
i+1 , . . . , E

(s−1)
n−1

)
. Assim,

E
(s)
i =

{
1, R

(s)
i ≥ u/1− u

0, cc,
, i = 1, . . . , n− 1
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em que u ∼ Unif [0, 1].

3. Incremente s+ 1, e volte ao passo 2, até a convergência da cadeia.

A seguir descreveremos como utilizar a estrutura de agrupamento do MPP para modelar

a grade dos tempos do MEP.

3.2 MEP com grade aleatória

Denote por F = {0, t1, ..., tm} o conjunto formado pela origem e m tempos de falha

distintos e ordenados de uma amostra de tamanho n. Considere τ ′ = {0, t′1, ..., t′m′−1, t
′
m′},

como sendo uma grade de tempos inicial, satisfazendo τ ′ ⊆ F , para, 1 ≤ m′ ≤ m. Dessa

forma, τ ′ induz o seguinte conjunto de intervalos

Ij =

{
(0, t′1], se j = 1,

(t′j−1, t
′
j], para j = 2, 3, . . . ,m′.

A abordagem proposta por Demarqui et al. (2008) consiste em especi�car uma grade

inicial τ ′ admitida a priori e usar os dados para agrupar os intervalos induzidos por τ ′. Denote

por I = {1, ...,m′} o conjunto de índices associados a I1, ..., Im′ e considere ρ = {i0, i1, ..., ib},
0 = i0 < i1 < ... < ib = m′, uma partição aleatória de I que divide os m′ intervalos iniciais

em b novos intervalos aleatórios contíguos e disjuntos. De�na τ = τ(ρ) = {s0, s1, ..., sb} uma

grade aleatória tal que

sj =

{
0, se j = 0,

t′ij , se j = 1, . . . , b.

Observe que os intervalos agrupados induzidos por ρ = {i0, i1, ..., ib} são da forma

I(j)
ρ = ∪ijr=ij−1+1Ir = (sj−1, sj], j = 1, ..., b.

Então, dado ρ = {i0, i1, ..., ib}, assumimos que a função risco é dada por

h(t) = λr ≡ λ(j)
ρ ,

em que λ(j)
ρ denota a taxa comum associada ao intervalo agrupado I(j)

ρ , para ij−1 < r ≤ ij,

com r = 1, ...,m′ e j = 1, ..., b. A equivalência acima estabelece uma relação entre a taxa da

grade inicial e as taxas de falha referentes aos intervalos agrupados. A Figura 3.1 fornece

uma ilustração da estrutura de agrupamento proposta por Demarqui et al. (2008).
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τ
′
= {0, t′1, t

′
2, t

′
3, t

′
4, t

′
5} ↔ I = {1, 2, 3, 4, 5}

↓

I1 = (0, t
′
1];︸ ︷︷ ︸

λ1

I2 = (t
′
1, t

′
2];︸ ︷︷ ︸

λ2

I3 = (t
′
2, t

′
3];︸ ︷︷ ︸

λ3

I4 = (t
′
3, t

′
4];︸ ︷︷ ︸

λ4

I5 = (t
′
4, t

′
5]︸ ︷︷ ︸

λ5

I = {1, 2, 3, 4, 5} → ρ = {i0 = 0, i1 = 3, i2 = 5}

↓

↓

I(1)ρ = (0, t
′
3];︸ ︷︷ ︸

λ
(1)
ρ

I(2)ρ = (t
′
3, t

′
5]︸ ︷︷ ︸

λ
(2)
ρ

Figura 3.1: Ilustração da estrutura de agrupamento do MPP , com m′ = 5 e b = 2.

Suponha uma amostra de tamanho n em que os indivíduos estão sujeitos a censura à

direita, em que yi = min (ti, ci) é o valor observado. Para construirmos a função de verossi-

milhança sobre os b intervalos induzidos por τ(ρ) = {s0, s1, ..., sb}, é conveniente de�nirmos

yij =





sj−1, se yi < sj−1,

yi, se yi ∈ I(j)
ρ ,

sj, se yi > sj,

e

δij =

{
1, se yi ∈ I(j)

ρ e δi=1,

0, caso contrário,

em que I(j)
ρ = (sj−1, sj], com j = 1, ..., b e i = 1, ..., n. Então, utilizando (2.8), a função de

verossimilhança pode ser expressa da seguinte forma

L(λρ, ρ|D) =
n∏

i=1

[
b∏

j=1

(
λ(j)
ρ

)δij
exp

{
−λ(j)

ρ (yij − sj−1)
}
]

=
b∏

j=1

(
λ(j)
ρ

)νj
exp

(
−λ(j)

ρ ξj
)
, (3.5)

em que D = {(yi, δi) : i = 1, . . . , n}, νj =
n∑

i=1

δij e ξj =
n∑

i=1

(yij − sj−1), j = 1, ..., b.

Observe que a verossimilhança dada em (3.5) fatora em um produto de núcleos de distribui-

ções gama, permitindo assim que a estrutura de agrupamento do modelo partição produto

proposto por Barry & Hartigan (1992) seja utilizada para modelar a grade τ (Demarqui
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et al., 2008).

3.3 Distribuições a priori

A distribuição a priori conjunta para (λρ, ρ) é dada por

p(λρ, ρ) = p(λρ | ρ)p(ρ). (3.6)

É importante observar que há uma estrutura hierárquica entre λρ e ρ. Dessa forma, apre-

sentamos primeiramente a distribuição a priori para a partição aleatória ρ, e, em seguida,

a distribuição a priori para λρ, condicional em ρ.

A distribuição a priori para a partição aleatória ρ é dada pela seguinte forma produto

p(ρ = {i0, i1, . . . , ib}) = K−1

b∏

j=1

c
I
(j)
ρ
, (3.7)

em que 0 = i0 < i1 < · · · < ib = m
′
, b ∈ I e c

I
(j)
ρ

é um valor positivo denominado de coesão a

priori, que representa o grau de similaridade entre os intervalos associados a grade inicial que

serão agrupados. A coesão a priori é uma quantidade muito importante, pois é através dela

que induzimos a forma de agrupamento dos intervalos, ou seja, se temos algum conhecimento

prévio acerca do agrupamento dos intervalos, essa informação pode ser representada por c
I
(j)
ρ
.

A constante é de�nida como K =
∑

C

∏b
j=1 cI(j)ρ

.

Note que o MEP com grade �xa corresponde ao caso particular do MEP com grade

aleatória quando p(ρ = {i0, i1, . . . , ib}) = 1 para uma particular partição.

A distribuição a priori de (λρ | ρ) é expressa na forma de produto, ou seja,

p(λρ | ρ) ∝
b∏

j=1

p(λ(j)
ρ ).

Para a distribuição a priori de λ(j)
ρ , assumimos uma distribuição gama com parâmetros de

forma e escala αj e γj, com j = 1, . . . , b. A distribuição gama é rica em formas e corresponde

à distribuição a priori conjugada para as taxas de falha λ
(j)
ρ que compõem a função de

verossimilhança em (3.5), permitindo dessa forma utilizar a estrutura de agrupamento do

MPP para modelar a grade do MEP.

Assim, substituindo os elementos da distribuição a priori conjunta de (λρ, ρ) em (3.6),

temos

p(λρ, ρ) ∝
b∏

j=1

{(
λ(j)
ρ

)αj−1
exp

(
−γjλ(j)

ρ

)
c
I
(j)
ρ

}
. (3.8)

Através da função de verossimilhança em (3.5), e da distribuição a priori em (3.8), a
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distribuição dos dados, condicional em ρ, também segue uma forma produto, isto é,

f(D | ρ) =

∫ b∏

j=1

L(λρ, ρ|D) p(λ(j)
ρ ) dλ(j)

ρ

=
b∏

j=1

∫ (
λ(j)
ρ

)νj
exp

(
−λ(j)

ρ ξj
) γ

αj
j

Γ (αj)

(
λ(j)
ρ

)αj−1
exp

(
−γjλ(j)

ρ

)
dλ(j)

ρ

=
b∏

j=1

∫
γ
αj
j

Γ (αj)

(
λ(j)
ρ

)νj+αj−1
exp

{
−λ(j)

ρ (ξj + γj)
}
dλ(j)

ρ

=
b∏

j=1

γ
αj
j

Γ (αj)

Γ (νj + αj)

(ξj + γj)νj+αj
. (3.9)

3.3.1 Distribuição a posteriori

A distribuição a posteriori conjunta de (λρ, ρ) é escrita da seguinte forma:

p(λρ, ρ | D) ∝
b∏

j=1

γ
αj
j

Γ (αj)

(
λ(j)
ρ

)νj+αj−1
exp

{
−λ(j)

ρ (ξj + γj)
}
c
I
(j)
ρ
. (3.10)

Ao observar a distribuição a posteriori em (3.10), notamos que a mesma não tem uma

forma analítica conhecida. Portanto, métodos MCMC devem ser utilizados para se obter

uma amostra de (λρ, ρ).

Utilizando a distribuição dos dados em (3.9) e a distribuição a priori de ρ em (3.7), a

distribuição a posteriori para ρ é dada por

p(ρ | D) ∝ f(D | ρ)p(ρ)

∝
b∏

j=1

γ
αj
j

Γ (αj)

Γ (νj + αj)

(ξj + γj)νj+αj
c
I
(j)
ρ
. (3.11)

Para amostrar da distribuição a posteriori da partição aleatória ρ, será utilizado o amostra-

dor de Gibbs proposto em Barry & Hartigan (1993).

Condicionado à partição aleatória ρ, a distribuição condicional completa para as taxas

de cada intervalo agrupado induzido por ρ é escrita da seguinte forma:

p(λρ | ρ,D) ∝
b∏

j=1

(
λ(j)
ρ

)νj+αj−1
exp

{
−λ(j)

ρ (ξj + γj)
}
. (3.12)

Observe que
(
λ

(j)
ρ | ρ,D

)
∼ Gama(νj + αj, ξj + γj), para j = 1, . . . , b. Portanto, amostras

de λ(j)
ρ podem ser geradas de forma direta. Dessa forma, seguindo a estrutura do MPP, a

distribuição a posteriori para λk, com k = 1, 2, . . . ,m
′
, ou seja, a distribuição da taxa de
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falha associada à grade inicial, é determinada pela seguinte mistura de distribuições,

p(λk | D) =
∑

ij−1<k<ij

p(λ(j)
ρ | D)R(I(j)

ρ ), (3.13)

em que R(I
(j)
ρ ) denota a relevância a posteriori, e aqui representa a probabilidade de cada

intervalo agrupado I
(j)
ρ pertencer à grade aleatória induzida pela partição aleatória ρ, e

p(λ
(j)
ρ | D) representa a distribuição a posteriori com taxa λ(j)

ρ comum, com j = 1, 2, . . . , b.

A função de sobrevivência a posteriori, baseada no MEP com grade aleatória é dada por

S(t | D) =
∑

ρ

S(t | D, ρ)p(ρ | D), (3.14)

em que

S(t | D, ρ) =

∫
S(t | λρ, ρ) p(λρ) dλρ

=

(
1 +

t− sj−1

γj

)αj j−1∏

r=1

(
1 +

sr − sr−1

γr

)αr
, (3.15)

com t ∈ I
(j)
ρ , com j = 1, . . . , b.



Capítulo 4

Modelos semiparamétricos para dados

de sobrevivência com censura intervalar

Neste capítulo apresentamos as contribuições desta tese para a modelagem de dados de

sobrevivência com censura intervalar. Para o caso sem fração de cura, descrevemos os modelos

propostos por Sinha et al. (1999) e Wang et al. (2013) com intuito de comparação. A seguir,

apresentamos a adaptação do modelo de Demarqui et al. (2012) para dados de sobrevivência

com censura intervalar. Com base na estrutura dinâmica apresentada em Demarqui (2010),

apresentamos um novo modelo dinâmico semiparamétrico para dados de sobrevivência com

censura intervalar e com a presença de uma fração de curados.

4.1 Modelos de sobrevivência sem fração de cura

Nesta seção, apresentamos os modelos a serem aplicados a dados de sobrevivência sujeitos

à censura intervalar. Inicialmente iremos mostrar dois modelos já disponíveis na literatura

para dados de sobrevivência com censura intervalar, os quais iremos comparar em seguida

com os modelos propostos nesta tese.

4.1.1 Modelos de Sinha et al. (1999)

Sinha et al. (1999) propuseram uma abordagem Bayesiana semiparametrica para a mode-

lagem de dados de sobrevivência sujeitos à censura intervalar em que a função risco de base

é modelada pelo MEP com grade �xa. No modelo proposto por estes autores, é assumido

ainda um vetor de coe�cientes da regressão diferente para cada intervalo da grade de tempos

que de�ne o MEP, permitindo desta forma que os efeitos das covariáveis variem no tempo.

A função risco do modelo proposto por Sinha et al. (1999) é dada por

h(t|x,λ,βj) = λj exp(x>βj), se t ∈ Ij, j = 1, 2, . . . , b, (4.1)

em que Ij = (sj−1, sj], β = (β>j : j = 1, 2, . . . , b), com βj = (βj1, βj2, . . . , βjp)
>, dessa forma,

33
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βj é o mesmo em cada intervalo de tempo e 0 = s0 < s1 < · · · < sb =∞.

Observe que a equação (4.1) é uma extensão ao modelo de riscos proporcionais, uma vez

que utiliza uma estrutura que permite o vetor dos coe�cientes da regressão variar no tempo

e, assim, a propriedade de riscos proporcionais não é mais satisfeita, uma vez que a razão

dos riscos entre o i−ésimo e j−ésimo indivíduo depende do tempo.

Seja Dc = {(yi, δi, ξi) : i = 1, . . . , n} o conjunto dos dados completos. Logo, a função de

verossimilhança condicional em Dc, é dada por

L(λ,β|Dc) =
b∏

j=1

exp

(
n∑

i=1

δijx
>
i βj

)
(λj)

νj exp (−λjξj) , (4.2)

em que νj =
n∑

i=1

δij é o número total de falhas no j-ésimo intervalo e

ξj =
n∑

i=1

exp
(
x>i βj

)
(yij − sj−1),

com yij de�nido como em (3.2).

A distribuição a priori conjunta para λ e β é dada por

p(λ,β) = p(λ) p(β) =
b∏

j=1

[p(λj) p(βj|βj−1)] .

Observe que os componentes do vetor β são correlacionados. Para as taxas do MEP, assume-

se que os λ′js são independentes a priori e λj ∼ Gama(αj, γj), com j = 1, 2, . . . , b. A estrutura

dinâmica que acomoda os coe�cientes dependendo do tempo é da forma

βj = βj−1 + Qj, Qj ∼ Np(0,Σj),

em que Σj = diag(ω2
1j, ω

2
2j, . . . , ω

2
pj). Então, βj|βj−1 ∼ Np(βj−1,Σj) e por simplicidade toma-

mos p(βj|βj−1) =

p∏

k=1

f(βk(j)|βk(j−1), w
2
kj), em que f(βk(j)|βk(j−1), w

2
kj) é a função densidade

de uma distribuição normal com média βk(j−1) e variância w2
kj, para j = 1, ..., b.

A distribuição a posteriori, conjunta condicional nos dados completos, é dada por

p(λ,β|Dc) ∝ L(λ,β|Dc) p(λ,β)

∝
b∏

j=1

exp

(
n∑

i=1

δijx
>
i βj

)
(λj)

νj exp (−λjξj) p(λj) p(βj|βj−1). (4.3)

Observe que a distribuição a posteriori conjunta acima não apresenta forma analítica conhe-

cida. Neste caso, precisamos de algum método de aproximação para a obtenção das estima-

tivas de λ e β. No amostrador de Gibbs, as distribuições condicionais completas baseadas
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nos dados completos são

[λj|β, Dc] ∼ Gama(αj + νj, γj + ξj),

e

[βj|λ,β(−r)
j , Dc] ∝

b∏

j=1

e
∑n
i=1 δijx

>
i βj exp (−λjξj) p(βj|βj−1),

em que β(−r)
j , representa o vetor βj sem a r−ésima componente. Fixado o intervalo j, o

método ARS pode ser utilizado para gerar de cada componente de βj, pois p(βj|λ,β(−r)
j , Dc)

é log-côncava em cada componente do vetor βj.

4.1.2 O modelo de Wang et al. (2013)

Uma extensão ao modelo proposto por Sinha et al. (1999) é o modelo proposto por Wang

et al. (2013). Segundo Wang et al. (2013), fazer o uso de distribuições gamas independen-

tes para as taxas do MEP pode acarretar em uma sobreparametrização do modelo e, desta

forma, as estimativas a posteriori dos parâmetros apresentarão grandes variações. Outro

problema consiste em termos que especi�car a variância ω2
j para cada intervalo, ao assumir

uma distribuição normal para cada componente do vetor de coe�cientes de regressão. Este

problema se torna mais acentuado quando o número de intervalos é grande, podendo ocasi-

onar instabilidade numérica. Além disso, em Wang et al. (2013) a grade τ é tratada como

um parâmetro adicional a ser estimado.

Uma solução a esses problemas, proposta por Wang et al. (2013), consiste em modelar

simultaneamente β0j = log(λj) (como um intercepto aleatório) e βkj, para k = 1, . . . , p e

j = 1, . . . , b, através de uma função θ(t) que combina ambas quantidades, ou seja, utilizamos

θ(t) como um vetor de contém β0j = log(λj) e os outros componentes βkj. Nesta abordagem

é utilizado um processo Markoviano a priori para θ(t).

As especi�cações a priori para a construção do modelo são as seguintes:

1. Assuma que o número de saltos b em θ(t) siga uma distribuição uniforme discreta com

amplitude de 1 a m
′
, em que m

′
é número máximo de intervalos. Dado b, os tempos de

saltos são determinados por 0 < s1 < s2 < · · · < sb, em que somente o último ponto

de salto não pode ser selecionado de maneira aleatória. Note que, assim como no MEP

via MPP, no modelo proposto por Wang et al. (2013) também é necessário especi�car

um grade inicial, que pode ser construída a partir dos limites observados e distintos li
e ri ou uma grade de tempos equiespaçados.

2. A distribuição a priori baseada no processo Markoviano para θ(t) é dada por
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θ(s1) | ω2 ∼ N(0, a0ω
2),

θ(sj) | θ(sj−1), ω2 ∼ N(θ(sj−1), ω2), j = 2, . . . , b, (4.4)

ω2 ∼ GI(α0, η0),

em que a0 é um hiperparâmetro (a0 > 0) que controla a variabilidade no primeiro intervalo,

GI(α0, η0) denota uma distribuição gama inversa com parâmetros de forma α0 > 0 e escala

η0 > 0, com média η0/(α0 − 1) e variância (η0/(α0 − 1)2(α0 − 2)), para α > 2. Dessa forma,

a distribuição a priori conjunta é escrita como segue:

p(θ(t), ω2) ∝ η0
α0

Γ(α0)
(ω2)−α0−1 exp

( η0

ω2

)
(ω2)−

b
2 exp

{
−θ(s1)2

2a0ω2

}

×
b∏

j=2

exp

{
−(θ(sj)− θ(sj−1))2

2ω2

}
.

A distribuição a posteriori conjunta, condicional nos dados completos, é dada por

p(β, ω2, b | Dc) ∝ L(λ,β|Dc) p(θ(t), ω
2)

∝
b∏

j=1

exp

(
n∑

i=1

δijx
>
i βj

)
(λj)

νj exp (−λjξj)

× η0
α0

Γ(α0)
(ω2)−α0−1 exp

( η0

ω2

)
(ω2)−

b
2 exp

{
−θ(s1)2

2a0ω2

}
(4.5)

×
b∏

j=2

exp

{
−(θ(sj)− θ(sj−1))2

2ω2

}
.

Observe que a distribuição a posteriori acima permite que a dimensão do espaço para-

métrico varie, uma vez que o número de saltos b é aleatório, tornando necessário o uso do

algoritmo de Monte Carlo via cadeias de Markov com saltos reversíveis (Green, 1995), para

amostrar da distribuição a posteriori em (4.5). A descrição completa do algoritmo RJMCMC

para este modelo pode ser encontrada em Wang et al. (2013) ou em Chen et al. (2013) (no

Capítulo 7).

4.1.3 Modelo dinâmico com efeito variando no tempo

O modelo de Gamerman (1991) estende o modelo de riscos proporcionais proposto por

Cox (1972), admitindo que os coe�cientes das covariáveis variem em intervalos de tempo,

através de um sistema de equações que fornecem uma descrição da evolução estocástica dos

parâmetros ao longo do tempo. Tal abordagem utiliza uma análise sequencial, baseada na

fatoração da função de verossimilhança nos intervalos de tempo, assumindo a distribuição

exponencial por partes para os tempos de falha. Em Demarqui et al. (2012) é apresentada

uma extensão do modelo proposto por Gamerman (1991) em que a grade τ é considerada

uma quantidade aleatória.
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Apresentamos a seguir uma extensão do modelo proposto por Demarqui et al. (2012) para

acomodar dados de sobrevivência sujeitos a censura intervalar, condicionando nos pseudo-

tempos de falha gerados para cada intervalo observado. Observe que, condicional nos dados

ampliados, os modelos de Demarqui et al. (2012) e Gamerman (1991) podem ser utilizados.

O desenvolvimento a seguir é realizado condicionando-se nos dados ampliados e na par-

tição aleatória ρ, resultando em uma descrição da abordagem proposta por Gamerman

(1991). Então, seja T é uma variável aleatória representando o tempo de falha, tal que

T ∼MEP (λρ, ρ), em que a função de taxa de falha é

h(t | x,λρ, ρ) = λ(j)
ρ = exp(x>β(j)

ρ ), (4.6)

em que t ∈ I(j)
ρ = (sj−1, sj], j = 1, . . . , b e que x = (1, x1, . . . , xp)

>, com xk, k = 1, . . . , p,

sendo o valor da k−ésima covariável para o i−ésimo indivíduo e β(j)′
ρ = (β

(j0)
ρ ,β

(j1)
ρ , . . . ,β

(jp)
ρ )

é o conjunto de coe�cientes de regressão associado ao j−ésimo intervalo.

Dessa forma, a modelagem é composta pelas seguintes componentes:

1. Equação de observação:

Ti ∼MEP (λ(i)
ρ , ρ), λ(i)

ρ =
(
λ(i1)
ρ , λ(i2)

ρ , . . . , λ(ib)
ρ

)
, i = 1, . . . , n.

2. Equação de evolução:

β(j)
ρ = G(j)

ρ β
(j−1)
ρ +w(j)

ρ , w(j)
ρ ∼ [0,W(j)

ρ ], (4.7)

em que G(j)
ρ é a matriz conhecida, relacionada ao sistema de evolução, e w

(j)
ρ é o erro

acumulado até o intervalo I(j)
ρ . A notação w(j)

ρ ∼ [0,W(j)
ρ ] signi�ca que a distribuição de

w
(j)
ρ é parcialmente especi�cada em termos do vetor de médias e matriz de covariâncias.

Assim, a distribuição de β(j)
ρ também será parcialmente especi�cada em termos de seus

momentos.

A informação dos dados é processada de maneira sequencial, levando em consideração

toda a informação disponível em cada intervalo I(j)
ρ induzido pela partição aleatória ρ. As

funções de sobrevivência e densidade de T , dado T ≥ sj−1, que são necessárias para a análise

sequencial, são dadas por

S(t | T ≥ sj−1) = exp{−λjρ(t− sj−1)} (4.8)

e

f(t | T ≥ sj−1) = λjρ exp{−λjρ(t− sj−1)}, (4.9)

para t ∈ I(j)
ρ , j = 1, . . . , b.
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Utilizando as funções (4.8) e (4.9), a função de verossimilhança é de�nida como

L =
b∏

j=1

Lj, (4.10)

com

Lj =

nj∏

i=1

(λ(ij)
ρ )δij exp

{
−λ(ij)

ρ (yij − sj−1)
}
,

em que nj é o número de indivíduos que estão sob risco no início de cada intervalo I(j)
ρ , e yij é

dado por (3.2). Observe que a função de verossimilhança em (4.10) depende dos coe�cientes

de regressão pela seguinte relação:

λ(ij)
ρ = exp{x>i β(j)

ρ },

com i = 1, . . . , n e j = 1, . . . , b.

Análise sequencial

A inferência sobre os parâmetros do modelo envolve duas etapas. Na primeira é realizada

uma atualização online, ou seja, a distribuição a posteriori de β(j)
ρ é obtida com base em toda

informação disponível até o intervalo j, que será denotada aqui por D(j)
c , compreendendo a

informação dos dados observados e não observados, e a informação subjetiva obtendo-se dessa

maneira a distribuição online de (β
(j)
ρ | D(j)

c ). É importante notar que em Gamerman (1991) e

Demarqui et al. (2012), D(j)
c é representado somente pelos dados observados. Para a segunda

etapa, a distribuição a posteriori de β(j)
ρ é obtida condicionando-se em toda a informação

processada D(b)
c , obtendo assim a distribuição suavizada (β

(j)
ρ | D(b)

c ), j = 1, . . . , b.

Distribuições online

A abordagem dinâmica aqui utilizada é formalizada assim como em Gamerman (1991) e

Demarqui et al. (2012), em que em cada passo da análise sequencial as distribuições a priori

e a posteriori para os coe�cientes da regressão são parcialmente especi�cadas em termos de

seus momentos.

Assuma que a distribuição a posteriori para β(j−1)
ρ tem vetor de médias E(β

(j−1)
ρ |

D
(j−1)
ρ ) = mj−1 e V ar(β(j−1)

ρ | D(j−1)
ρ ) = Cj−1, ou seja,

[
β(j−1)
ρ | D(j−1)

ρ

]
∼ [mj−1,Cj−1] .

Utilizando a equação de evolução em (4.7), temos que a distribuição a priori p(β
(j)
ρ | D(j−1)

ρ )

é dada por [
β(j)
ρ |D(j−1)

ρ

]
∼ [aj;Pj] ,

em que aj = Gjmj−1 e Pj = GjCj−1G
′
j +Wj.
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A escolha dos parâmetros de suavização pertencentes a diagonal principal da matriz Wj

é uma tarefa complicada, uma vez que temos que especi�car quais os valores referentes a

variabilidade em cada intervalo. Uma maneira de se contornar essa di�culdade consiste em

reescreverWj em função de um parâmetro φ, denominado fator de desconto, e que permite a

utilização de um mecanismo automático para a especi�cação deWj. Com esse propósito, re-

escrevemosWj em termos do fator de desconto φ ∈ (0, 1] que controla a quantidade de infor-

mação que passa de intervalo para intervalo. Quanto mais próximo de 1 for o valor de φ, mais

informação passa entre os sucessivos intervalos. Por outro lado, quando φ → 0 , nenhuma

informação passa para o intervalo seguinte. Assim, assumindo que Pj = (1/φ)GjCj−1G
′
j,

temos as seguintes relações,

Pj = GjCj−1G
′
j + Wj ⇒ (1/φ)GjCj−1G

′
j = GjCj−1G

′
j + Wj.

Logo, isolando Wj temos que

Wj = ((1/φ)− 1)GjCj−1G
′
j

Os momentos a posteriori de [β
(j)
ρ | D(j)

c ] podem ser obtidos processando-se a informação

dos indivíduos sob risco em cada intervalo j de forma sequencial. Como citado anteriormente,

assuma que existam nj indivíduos sob risco no início do j−ésimo intervalo e denote por

D
(i−1;j−1)
c , para i = 1, 2, . . . , nj, toda a informação disponível até I(j−1)

ρ , juntamente com a

informação processada associada aos primeiros i − 1 indivíduos que ainda estão sob risco

no início do intervalo I(j)
ρ . A distribuição condicional a priori de β(j)

ρ , antes de processar a

informação do i−ésimo indivíduo, é denotada por [β
(j)
ρ |D(i−1;j−1)

c ] ∼ [aij;Pij]. Uma vez que

log
(
λ

(ij)
ρ

)
= x>i β

(j)
ρ , a distribuição conjunta a priori de [β

(j)
ρ , log λ

(ij)
ρ ] é dada por







β
(j)
ρ

log λ
(ij)
ρ


 | D(i−1;j−1)

c


 ∼







aij

fij


 ,




Pij vij

v>ij qij





 , (4.11)

em que vij = Pijx
>
i , fij = x>i aij, aij = Pijxi, qij = x>i vij e λ

(ij)
ρ é a função de taxa de fa-

lha para o i−ésimo indivíduo no j−ésimo intervalo. Para obtermos conjugação, e podermos

utilizar a estrutura de agrupamento do MPP, a distribuição gama é assumida como distri-

buição a priori para as taxas de falha λ(ij)
ρ , ou seja, assumimos que λ(ij)

ρ ∼ Gama(αij, γij).

Os hiperparâmetros αij e γij são obtidos através dos momentos de λ(ij)
ρ = exp

(
x>i β

(j)
ρ

)
, que

por sua vez são obtidos a partir de (4.11), via aproximação por série de Taylor de primeira

ordem, de tal forma que αij = q−1
ij e γij = q−1

ij exp(fij) (Gamerman, 1994).

Como há conjugação com a componente da função de verossimilhança em (4.10) com a

distribuição a priori de
[
λ

(ij)
ρ | D(i−1;j−1)

c

]
, a distribuição a posteriori para λ(ij)

ρ é dada por

[
λ(ij)
ρ | D(i;j−1)

c

]
∼ Gama [αij + δij, γij + (yij − sj−1)] .
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A distribuição a posteriori [β
(ij)
ρ |D(i;j−1)

c ] ∼ [mij;Cij] é obtida através do método Baye-

siano linear descrito em West & Harrison (1997). Assim, atualizamos [β
(ij)
ρ |Di−1;j−1

c ] para a

distribuição a posteriori [β
(ij)
ρ |Di;j−1

c ] ∼ [mij;Cij] em que

mij = aij +
vij
qij

log

{
1 + qijδij

1 + qij(tij − aj−1) exp(fij)

}

e

Cij = Pij −
δij

1 + qijδij
vijv

>
ij.

Para cada intervalo tomamos, inicialmente, a0j = aj, P0j = Pj e D(0;j−1)
c = D

(j−1)
c .

Como a evolução paramétrica em (4.7) é realizada apenas entre os sucessivos intervalos, após

o processamento da informação do i-ésimo indivíduo sob risco no intervalo I(j)
ρ , tomamos

ai+1;j = mij e Pi+1;j = Cij, e repetimos o processo até que toda informação dos nj elementos

seja processada. Em seguida, tomamos mnj ,j = mj, Cnj ,j = Cj e D
nj ,j
c = D

(j)
c . Ao processar

toda informação no intervalo j, realizamos a evolução paramétrica através a equação (4.7)

e iniciamos o ciclo novamente para os demais intervalos até que toda a informação D(b)
c seja

processada.

Distribuição suavizada

Vimos que a distribuição online, que a estimativa da taxa de falha de um determinado

intervalo é baseada em toda a informação disponível até aquele intervalo. Entretanto, a partir

das distribuições online obtemos as distribuições a posteriori suavizadas para os coe�cientes

de regressão condicionando na informação disponível em todos os intervalos através de uma

análise recursiva.

Segundo Gamerman (1991), a distribuição suavizada para [β
(j)
ρ |D(b)

c ] é dada por

[β(j)
ρ |D(b)

c ] ∼ [mb
j,C

b
j], j = 1, . . . , b,

em que

mb
j = mj +CjP

−1
j+1[mb

j+1 − aj] (4.12)

e

Cb
j = Cj −CjP

−1
j+1[Pj+1 −Cb

j+1]P−1
j+1Cj, (4.13)

com mb
b = mb e C

b
b = Cb.

Após obter a distribuição suavizada para [β
(j)
ρ |D(b)

c ], podemos obter a distribuição suavi-

zada de [λ
(ij)
ρ | D(b)

c ] usando a relação λ(ij)
ρ = exp(x>i β

(j)
ρ ), obtendo os momentos de primeira

e segunda ordem, de tal forma que

[
λ(ij)
ρ | D(b)

c

]
∼ Gama(αbij, γ

b
ij),



4 MODELOS DE SOBREVIVÊNCIA SEM FRAÇÃO DE CURA 41

em que

αbij =

[
exp

(
x>i m

b
j

)]2
[
exp

(
x>i m

b
j

)]
x>i C

b
jx
[
exp

(
x>i m

b
j

)]′

e

γbij =
exp

(
x>i m

b
j

)
[
exp

(
x>i m

b
j

)]
x>i C

b
jxi
[
exp

(
x>i m

b
j

)]′ .

Modelagem da partição aleatória ρ

Seguindo a mesma estratégia descrita no Capítulo 3, para a modelagem da grade τ , temos

que a distribuição dos dados completos condicional na partição ρ assume a seguinte forma:

f(Dc | ρ) =

∫

λρ

L(λρ, ρ | Dc) p(λρ) dλρ

=
b∏

j=1

n∏

i=1

∫

λ
(ij)
ρ

(
λ(ij)
ρ

)δij
exp

{
−λ(ij)

ρ (yij − sj−1)
}

×
γ
αij
ij

Γ (αij)

(
λ(ij)
ρ

)αij
exp

(
−λ(ij)

ρ γij
)
dλ(ij)

ρ

=
b∏

j=1

n∏

i=1

γ
αij
ij

Γ (αij)

Γ (αij + δij)

(γij + yij − sj−1)αij+δij
. (4.14)

Assumimos que a distribuição a priori para ρ é da mesma forma como em (3.8). Então, a

distribuição condicional completa de ρ é dada por

p(ρ | Dc) = f(Dc | ρ)p(ρ)

∝
b∏

j=1

n∏

i=1

γ
αij
ij

Γ (αij)

Γ (αij + δij)

(γij + tij − sj−1)αij+δij
c
I
(j)
ρ
. (4.15)

Utilizamos o algoritmo proposto em Barry & Hartigan (1993) para gerar de p(ρ | Dc). Um

ponto importante a ressaltar é que, condicional nos dados completos, ou seja, nos pseudo-

tempos de falha, a expressão (4.15) é a mesma encontrada em Demarqui et al. (2012).

Uma estimativa a posteriori para a função de sobrevivência para um novo indivíduo com

vetor de covariáveis x é dada por

S(t | Dc) =
∑

ρ

S(t | Dc, ρ)p(ρ | Dc), (4.16)

em que,

S(t | Dc, ρ) =

∫
S(t | λ(x)

ρ , ρ)p(λ(x)
ρ )dλ(x)

ρ

=

(
1 +

t− sj−1

γ
(x)
j

)α
(x)
j j−1∏

r=1

(
1 +

sr − sr−1

γ
(x)
r

)α
(x)
r

, t ∈ I(j)
ρ , (4.17)
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e λ(x)
ρ = (λ

(1;x)
ρ , . . . ,λ

(b;x)
ρ ). Observe que em (4.16), a função de sobrevivência a posteriori é

obtida tomando a média sobre todas as partições ρ = (i0, i1, . . . , ib).

A distribuição a posteriori para βk, com k = 1, . . . ,m
′
é determinada como uma mistura

de distribuições, ou seja,

p(βk | D) =
∑

ij−1<k<ij

p(β(j)
ρ | D(b)

c )R(I(j)
ρ ),

em que p(β(j)
ρ | D(b)

c ), é a distribuição a posteriori suavizada de β(j)
ρ , para j = 1, . . . , b.

4.1.4 Amostragem dos pseudotempos de falha

Na presença de dados de sobrevivência com censura intervalar, vimos que os modelos

desenvolvidos aqui são condicionais nos pseudotempos de falha. Assim, nesta seção apresen-

tamos os passos para a amostragem dos pseudotempos de falha, assumindo o MEP para a

função risco basal.

De forma simpli�cada, considere D = {(li, ri] : i = 1, 2, . . . , n} como sendo os valores

dos intervalos observados. Ao iniciar o algoritmo, tomamos os primeiros pseudotempos de

falha como os pontos médios dos intervalos observados e para as censuras como os limites

inferiores dos intervalos observados, ou seja,

ti =





li + ri
2

, se δi = 1

li, se δi = 0
,

No caso do MEP com efeito das covariáveis �xo no tempo temos a seguinte função de

distribuição acumulada,

F (t | λρ, ρ,β,x, τ) = 1− exp
{
− exp

(
x>β

)
λ(j)
ρ (t− sj−1)

}

× exp

{
− exp

(
x>β

) j−1∑

g=1

λ(g)
ρ (sj − sj−1)

}
, t ∈ Ij. (4.18)

Assim, para este modelo, e seguindo os passos do algoritmo genérico descrito na Subse-

ção 2.4.3, temos a forma de geração dos pseudotempos de falha são obtidos pela seguinte

expressão

ti =

− log(1− ui)− exp(x>i β)

j−1∑

g=1

λ(g)
ρ ∆g

λ
(j)
ρ exp(x>i β)

+ sj−1, ti ∈ Ij, para δi = 1, (4.19)

em que ∆g = sg − sg−1 e ui é um valor gerado de uma distribuição uniforme no intervalo

[F (li);F (ri)] para o i−ésimo indivíduo, sendo F (·) a função de distribuição do MEP avaliadas

nos limites inferior e superior dos intervalos observados.
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Para os modelos com efeito variando no tempo apresentados na Seção 4.1.3, imputamos

os pseudotempos de falha para cada intervalo através da expressão

ti =

− log(1− ui)−
j−1∑

g=1

λ(ig)
ρ ∆g

λ
(ij)
ρ

+ sj−1, ti ∈ I(j)
ρ , ∀δi = 1, (4.20)

em que λ(ij)
ρ = exp

(
x>i βj

)
para ti ∈ I(j)

ρ .

Ilustramos gra�camente através da Figura 4.1 o esquema de geração de um pseudotempo

de falha. Observe que, gerado o valor de ui ∼ Unif[F (li);F (ri)] o valor de ti é obtido

diretamente.

0 s1 sj−1 sj

1

F (t)

sb. . . . . .
T

li ri

F (ri)

F (li)

ui

ti

Figura 4.1: Geração dos pseudotempos de falha.

4.2 Modelo com fração de cura

Dados de sobrevivência sujeitos a censura intervalar também podem apresentar uma par-

cela de indivíduos na população que não são suscetíveis à ocorrência do evento de interesse,

caracterizando assim um cenário com fração de curados. Por exemplo, em uma determinada

população de fumantes, podemos ter o interesse em estudar o tempo até a interrupção do

fumo (Banerjee & Carlin, 2004). Neste caso, uma parcela dos indivíduos continuarão sendo

fumantes ativos. Kim et al. (1993), Sun (2006) e Hashimoto et al. (2015) utilizam dados

de tempo até a soro conversão de HIV-1 em pacientes hemofílicos. Neste caso, dependendo

do tratamento e outras características, indivíduos podem não desenvolver a soroconversão,

representando uma população com fração de curados. Observe que em ambos os casos, não
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há possibilidade de o tempo de falha ser observado de forma exata, pois não sabemos exa-

tamente quando o indivíduos parou de fumar, assim como, quando houve a soroconversão,

caracterizando assim exemplos de dados de sobrevivência sujeitos a censura intervalar.

Nesta seção apresentamos um novo modelo de fração de cura de tempos de promoção

para dados de sobrevivência sujeitos a censura intervalar. Utilizamos aqui o algoritmo de

ampliação de dados descrito na Subseção 2.4.3. O MEP com grade aleatória é assumido

para a modelagem dos tempos de promoção, e uma estrutura dinâmica é considerada para

modelar as taxas de falha do MEP.

Seja T = min(R0, R1, R2, . . . , RM) uma variável aleatória, não observável, representando

o tempo até a ocorrência do evento de interesse. Assumimos que R ∼ MEP (λρ, τ), ρ é

a partição aleatória e λρ = (λ
(1)
ρ , λ

(2)
ρ , . . . , λ

(b)
ρ ) é o vetor de taxas do MEP, e τ é a grade

dos tempos induzidos pela partição ρ. Denote por Dc = {(yi, δi, zi,mi) : i = 1, . . . , n}
denotando os dados aumentados. Assim a função de verossimilhança em (2.29) assume a

seguinte expressão

L(λρ,β,ψ|Dc) =
n∏

i=1

[
b∏

j=1

m
δij
i

(
λ(j)
ρ

)δij
exp

{
−miλ

(j)
ρ (yij − sj−1)

}
P (Mi = mi)

]

=
b∏

j=1

(
λ(j)
ρ

)νj
exp

{
−λ(j)

ρ ξj
}

× exp

{
n∑

i=1

(δij log(mi) +mi log(θi)− log(mi)− θi)
}

(4.21)

em que ξj =
n∑

i=1

mi(yij − sj−1), j = 1, ..., b e θi = exp
{
z>i ψ

}
. Note que em Dc, tanto yi

(para δi = 1) quanto mi são valores não observáveis. Além disso, assim como em Demarqui

et al. (2014), a função de verossimilhança dada em (4.21) (como função das taxas) fatora

em um produto de núcleos de distribuições gama. Esse fato permite utilizar a estrutura de

agrupamento do MPP para modelar a grade do MEP.

4.2.1 Modelagem dinâmica

Um caso particular do modelo dinâmico proposto em Demarqui et al. (2012) é o mo-

delo desenvolvido por Demarqui (2010), que por sua vez corresponde a uma extensão do

modelo dinâmico desenvolvido por Gamerman (1994) ao considerar a grade τ como sendo

uma quantidade aleatória. Assim, apresentamos a seguir um novo modelo de fração de cura

dinâmico baseado na estrutura do modelo de tempos de promoção, assumindo o MEP com

grade aleatória (Demarqui et al., 2008) e correlacionando as taxas do MEP (Gamerman,

1994), para dados de sobrevivência com censura intervalar.

O modelo com fração de cura dinâmico é determinado da seguinte forma:

i) R ∼MEP (λρ, ρ), λρ = (λ
(1)
ρ , λ

(2)
ρ , . . . , λ

(b)
ρ ).
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ii)
[
λ

(j)
ρ | D(j−1)

c

]
∼ Gama(φαj−1;φγj−1), j = 1, . . . , b.

em que D(j−1)
c representa toda informação disponível até o intervalo j − 1, ou seja, a in-

formação dos dados observados e não observados e a informação subjetiva, αj−1 e γj−1

correspondem aos parâmetros da distribuição a posteriori de lambda(j−1)
rho , e φ representa o

fator de desconto, e controla a quantidade de informação que é passada entre os sucessivos

intervalos. Diferentemente do que foi proposto em Gamerman (1994) e Demarqui (2010),

introduzimos uma distribuição a priori para modelar o fator de desconto φ, o que é uma

vantagem pois evitamos uma análise de sensibilidade para o mesmo. No item ii), do modelo

com fração de cura dinâmico de�nido acima, assumimos uma distribuição gama para garan-

tir a conjugação e assim utilizar a estrutura de agrupamento do MPP para a modelagem da

grade do MEP.

Seja D(0)
c a informação inicial, totalmente subjetiva, disponível antes de os dados serem

obtidos. Sendo assim, os passos para a análise sequencial são os seguintes:

1. Tomar j = 1 e especi�car
[
λ

(j)
ρ | D(j−1)

c , ρ
]
∼ Gama(αj−1; γj−1);

2. Atualizar a informação a priori contida em
[
λ

(j)
ρ | D(j−1)

c , ρ, φ
]
com a informação dos

dados disponível em I
(j)
ρ , resultando em

[
λ

(j)
ρ | D(j)

c , ρ, φ
]
∼ Gama(αj; γj), em que

αj = αj−1 +νj e γj = γj−1 + ξj, com νj =
∑n

i=1 δij, ξj =
∑n

i=1 mi(yij− sj−1) e yij como

de�nido em (3.2);

3. Realizar a evolução paramétrica:
[
λ

(j+1)
ρ | D(j)

c , ρ, φ
]
∼ Gama (φαj ; φγj);

4. Fazer j = j + 1, retornar ao passo (2) e repetir o ciclo até que toda informação seja

processada.

De maneira similar ao desenvolvimento do modelo descrito na Subseção 4.1.3, a análise

sequencial acima está relacionada com a seguinte equação de evolução:

log
(
λ(j)
ρ

)
= log

(
λ(j−1)
ρ

)
+ wj, wj ∼ [0,Wj], j = 1, . . . , b, (4.22)

em que wj ∼ [0,Wj] corresponde à distribuição dos erros, que é parcialmente especi�cada

em termos de E(wj) = 0 e V ar(wj) = Wj em que

Wj =

(
1

φ
− 1

)
V ar

[
log
(
λ(j−1)
ρ

)
|D(j−1)

c

]
, (4.23)

para j = 1, . . . , b.

A dependência entre os elementos do vetor λρ associados aos intervalos induzidos pela

partição aleatória ρ é introduzida via hiperparâmetros da distribuição a priori. Dessa forma,

os componentes do vetor λρ são condicionalmente independentes e, consequentemente, a dis-

tribuição conjunta a priori para (λρ, ρ) pode ser expressa na forma produto, o que garante
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que a abordagem proposta por Demarqui et al. (2008) possa ser utilizada para a modelagem

da grade τ . Além disso, a introdução da dependência das taxas de falha através dos hiperpa-

râmetros da distribuição gama nos permite a estimação do fator de desconto, diferentemente

do modelo descrito na Subseção 4.1.3.

Dessa forma, a distribuição a priori conjunta para (λρ,ψ, φ, ρ) é dada por

p(λρ, φ,ψ, ρ) = p(λρ | φ, ρ)p(φ)p(ρ)p(ψ). (4.24)

Assumimos para a partição aleatória ρ a seguinte distribuição a priori

p(ρ) ∝
b∏

j=1

c
I
(j)
ρ
. (4.25)

Para o fator de desconto φ, atribuímos uma distribuição a priori beta com parâmetros θ1 e

θ2, cuja função densidade é

p(φ) =
Γ(θ1 + θ2)

Γ(θ1)Γ(θ2)
φθ1−1(1− φ)θ2−1. (4.26)

em que θ1 > 0 e θ2 > 0.

Condicional à partição aleatória ρ e no fator de desconto φ, a distribuição a priori de

[λρ | φ, ρ] é expressa da seguinte forma:

p(λρ | φ, ρ) =
γα0

0

Γ(α0)

(
λ(1)
ρ

)α0−1
eλ

(1)
ρ γ0

b∏

j=2

(φγj−1)φαj−1

Γ(φαj−1)

(
λ(j)
ρ

)φαj−1−1
eλ

(j)
ρ φγj−1 . (4.27)

Finalmente, assumimos uma distribuição normal para cada componente do vetor ψ como a

distribuição a priori. Então, substituindo os elementos na distribuição a priori conjunta de

[λρ, φ ψ, ρ] em (4.24) temos

p(λρ, φ,ψ, ρ) ∝ γα0
0

Γ(α0)

(
λ(1)
ρ

)α0−1
eλ

(1)
ρ γ0c

I
(1)
ρ

×
b∏

j=2

(φγj−1)φαj−1

Γ(φαj−1)

(
λ(j)
ρ

)φαj−1−1
eλ

(j)
ρ φγj−1c

I
(j)
ρ

× exp

{
− 1

2σ2
(ψ − µ)2

}
. (4.28)

Assim, a distribuição a posteriori para o modelo de tempo de promoção dinâmico é dada
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por

p(λρ,ψ, ρ, φ | Dc) ∝ L(λρ,ψ | Dc)p(λρ | ρ, φ)p(ρ)p(φ)p(ψ)

∝
(
λ(1)
ρ

)ν1+α0
exp

{
−λ(1)

ρ (ξ1 + γ0)
}
c
I
(1)
ρ

×
b∏

j=2

(
λ(j)
ρ

)νj+φαj−1−1
exp

{
−λ(j)

ρ (ξj + φγj−1)
}
c
I
(j)
ρ

× exp

{
n∑

i=1

miz
>
i ψ − log(mi!)− ez

>
i ψ

}

×φθ1−1(1− φ)θ2−1 exp

{
− 1

2σ2
(ψ − µ)2

}
. (4.29)

Devido ao fato de que a distribuição a posteriori em (4.29) não apresentar forma analítica

conhecida, métodos MCMC serão empregados para a realização da análise bayesiana. Espe-

ci�camente, com o intuito de melhorar a convergência da cadeia, será utilizado o algoritmo

de Gibbs colapsado proposto por Liu (1994).

A distribuição condicional completa para ψ tem a seguinte forma:

p(ψ | λρ, ρ,D∗c ) ∝ L(λρ,ψ | D∗c )p(ψ)

∝ exp

{
n∑

i=1

δiz
>
i ψ − exp(z>i ψ) exp (−λρ(yij − sj−1))

}
p(ψ),

em que D∗c = {(yi, δi, zi) : i = 1, . . . , n}, contém apenas os pseudotempos de falha como

quantidades latentes, e L(λρ,ψ | D∗c ) é a função de verossimilhança obtida pela soma emM ,

como em (2.20). Pode ser mostrado que a distribuição condicional completa de [ψ | λρ, ρ,Dc]

é log-côncava para cada componente de ψ. Dessa forma, o algoritmo ARS pode ser utilizado

para amostrar de [ψ | λρ, ρ,Dc].

Conforme discutido na Subseção 2.3.1, a distribuição condicional para o número de causas

latentes é

[Mi | ψ,λρ, ρ,D∗c ] ∼ Poisson

(
exp

(
z>i ψ −

b∑

j=1

λ(j)
ρ (yij − sj−1)

))
+ δi, (4.30)

para i = 1, . . . , n. Logo, amostras de [Mi | ψ,λρ, ρ,D∗c ] podem ser obtidas de maneira direta.

Baseando-se na função de verossimilhança em (4.21) e na distribuição a priori em (4.27),
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a distribuição dos dados completos, condicional em ψ, φ e ρ, tem a seguinte forma:

f(Dc | φ,ψ, ρ) ∝
b∏

j=1

∫

λ
(j)
ρ

L(Θ,ψ | Dc)p(λ
(j)
ρ )dλ(j)

ρ

∝ γα0
0

Γ (α0)

Γ (ν1 + α0)

(ξ1 + γ0)ν1+α0

×
b∏

j=2

(φγ
φαj−1

j−1 )

Γ (φαj−1)

Γ (νj + φαj−1)

(ξj + φγj−1)νj+φαj−1
. (4.31)

Dessa forma, a distribuição condicional completa para ρ é dada por

p(ρ | Dc, φ) ∝
b∏

j=1

∫
L(Θ,ψ | Dc)p(λ

(j)
ρ )dλ(j)

ρ

∝ γα0
0

Γ (α0)

Γ (ν1 + α0)

(ξ1 + γ0)ν1+α0
c
I
(1)
ρ

×
b∏

j=2

(φγ
φαj−1

j−1 )

Γ (φαj−1)

Γ (νj + φαj−1)

(ξj + φγj−1)νj+φαj−1
c
I
(j)
ρ
. (4.32)

Utilizamos o algoritmo de Barry & Hartigan (1993) para realizar a atualização da partição

aleatória ρ. Pela equação (4.31), temos que a distribuição condicional completa para φ tem

a seguinte expressão:

p(φ | ρ,Dc) ∝
b∏

j=2

(φγj−1)φαj−1

Γ (φαj−1)

Γ (νj + φαj−1)

(ξj + φγj−1)νj+φαj−1
φθ1−1(1− φ)θ2−1. (4.33)

Como a distribuição [φ|ρ,Dc] não é log-côncava, utilizamos o algoritmo da amostragem

por rejeição adaptativa com passo de metropolis (ARMS), proposto por Gilks et al. (1995),

para obter amostras de [φ|ρ,Dc].

A distribuição condicional completa para o vetor λρ é dada por

p(λρ | ψ, ρ, φ,Dc) ∝ L(Θ,ψ | Dc)p(λρ | ρ, φ)

∝
[(
λ(1)
ρ

)ν1+α0
exp

{
−λ(1)

ρ (ξ1 + γ0)
}]

×
[

b∏

j=2

(
λ(j)
ρ

)νj+φαj−1−1
exp

{
−λ(j)

ρ (ξj + φγj−1)
}
]
. (4.34)

A distribuição condicional completa acima é expressa em termos das distribuições online

para o vetor λρ. No entanto, inferências sobre as componentes do vetor λρ são realizadas

com base nas distribuições a posteriori suavizadas, que podem ser obtidas utilizando-se o

algoritmo recursivo apresentado na Subseção 4.1.3, considerando-se o vetor β(j)
ρ como um

vetor contendo apenas o intercepto.

Como consequência, a distribuição condicional completa para λk, com k = 1, . . . ,m
′
, ou seja,
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as taxas de falha associadas à partição inicial, é dada por

p(λk | ψ, φ, ρ,Dc) =
∑

ij−1<k≤j

p(λ(j)
ρ | ψ, φ, ρ,D(b)

c )R(I(j)
ρ | ψ, φ, ρ,D(b)

c ),

em que a quantidade R(I
(j)
ρ | ψ, φ, ρ,D(b)

c ) é chamada de relevância a posteriori e representa

a probabilidade de cada intervalo I(j)
ρ pertencer à partição aleatória ρ, e p(λ(j)

ρ | ψ, φ, ρ,D(b)
c )

representa a distribuição a posteriori suavizada para as taxas comuns λ(j)
ρ , para j = 1, . . . , b

e b ∈ {1, . . . ,m′}.
Seguindo os passos descritos na Subseção 4.1.4, para a geração dos pseudotempo de falha

utilizamos a função de distribuição associada aos indivíduos não curados, uma vez que os

elementos que falharam são os não curados. Dessa forma, pela expressão (2.14), temos que

a função de distribuição para os indivíduos não curados é dada por

FNC(t | λρ, ρ,z,ψ, τ) = 1− e−θF (t) − e−θ
1− e−θ ,

em que F (t) é a função de distribuição acumulada do MEP e θ = exp
(
z>ψ

)
. Então, temos

que a expressão utilizada para a geração dos pseudotempos de falha é dada por

ti = − 1

λ
(j)
ρ

{
log

[
1 +

log((1− ui)(1− exp(θi)) + exp(θi))

θi

]
+

j−1∑

g=1

λ(g)
ρ (sj − sj−1)

}
+ sj−1,

(4.35)

para ti ∈ I(j)
ρ e i = 1 . . . , n. O valor ui é gerado por uma distribuição uniforme no intervalo

[FNC(li); FNC(ri)] para o i−ésimo indivíduo.

4.3 Seleção de modelos

Com o objetivo de comparar os modelos descritos nas seções anteriores, serão utilizados

alguns critérios bayesianos para comparação de modelos, a saber: o logaritmo da pseudove-

rossimilhança marginal (LPML), critério de informação da desviância (DIC) e critério de

informação de Watanabe (WAIC).

4.3.1 Ordenada da preditiva condicional

A ordenada preditiva condicional (CPO) é uma abordagem de validação cruzada bastante

utilizada na literatura Bayesiana (Gelfand et al., 1992). Segundo Sinha et al. (1999), dado

um modelo de sobrevivência para dados sujeitos a censura intervalar, a estatística CPO para

o i−ésimo individuo é de�nida como

CPOi = P (Ti ∈ (li, ri]|D(−i)),
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em queD(−i) são os dados observados sem a i−ésima observação. Essa estatística corresponde

à probabilidade preditiva a posteriori para a i−ésima observação condicional em todas as

outras observações no modelo. Valores grandes de CPOi indicam que a i−ésima observação

favorece o modelo ajustado. De acordo com Sinha et al. (1999), a CPOi pode ser calculada

utilizando a seguinte expressão

CPOi =

(
E

[
1

P (Ti ∈ (li, ri]|Θ)

]
| D
)−1

, (4.36)

com P (Ti ∈ (li, ri]|Θ) sendo a contribuição do i−ésimo indivíduo para a função de verossi-

milhança.

A esperança em (4.36) é tomada com respeito à distribuição a posteriori conjunta de

Θ dado D. Como discutido em Dey et al. (1997), a CPOi pode ser calculada através de

uma média harmônica das cópias de P (Ti ∈ (li, ri]|Θ) avaliadas pelas amostras MCMC da

distribuição a posteriori de Θ. Então, seja Θ(1),Θ(2), . . . ,Θ(Q) uma amostra de tamanho Q

da distribuição a posteriori p(Θ|D). Assim, a aproximação de Monte Carlo de CPOi é dada

por

ĈPOi =

(
1

Q

Q∑

q=1

[
1

P (Ti ∈ (li, ri]|Θ(q))

])−1

, i = 1, . . . , n. (4.37)

Uma quantidade bastante utilizada para a comparação de modelos Bayesianos pode ser

obtida resumindo os valores das CPO
′
is. Ela é denominada LPML, e pode ser estimada da

seguinte forma

LPML =
n∑

i=1

log(ĈPOi).

O modelo com maior valor de LPML é melhor em termos de ajuste.

4.3.2 Critério de informação da desviância

O critério de informação da desviância (DIC) proposto por Spiegelhalter et al. (2002)

é outra medida de qualidade de ajuste e complexidade do modelo. A desviância (deviance)

possui a seguinte expressão

D(Θ) = −2
n∑

i=1

log [P (Ti ∈ (li, ri]|Θ)] ,

em que P (Ti ∈ (li, ri]|Θ) é a contribuição na verossimilhança referente a i−ésima observação.

Sejam Θ̄ e D̄ = E(D(Θ) | D) a média a posteriori para Θ e D(Θ), respectivamente. Dessa

forma, o DIC é de�nido por

DIC = D̄ − 2 pD,

em que pD = D(D̄) é o número efetivo de parâmetros.

A média a posteriori da desviância pode ser aproximada através da amostra MCMC por
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D̄ =

Q∑

q=1

D(Θq)/Q. Gelman et al. (2003) nos mostram que o DIC pode ser estimado por

D̂IC = D̄ + 0.5 pD,

em que pD pode ser estimado utilizando a seguinte expressão:

p̂D = V̂ ar(D(Θ)) =
1

Q− 1

Q∑

q=1

[D(Θ(q))− D̄]2.

Sob este critério, o modelo que melhor se adequa aos dados é aquele que apresentar o DIC

de menor valor.

4.3.3 Critério de informação de Watanabe

O critério de informação de Watanabe, proposto por Watanabe (2010) é mais um critério

de seleção de modelos Bayesianos que tem sido bastante utilizado na literatura, e que pode

ser visto como o critério DIC aprimorado (Gelman et al., 2013). O logaritmo da densidade

preditiva é de�nido como

lpd =
n∑

i=1

log (ppost(yi)) =
n∑

i=1

log

(∫
P (Ti ∈ (li, ri]|Θ)ppost(Θ)dΘ

)
,

em que ppost(yi) é a distribuição preditiva a posteriori. Na prática, o lpd pode ser aproximado

utilizando as amostras geradas pela distribuição a posteriori p(Θ | D). Dessa forma,

l̂pd =
n∑

i=1

log

(
1

Q

Q∑

q=1

P (Ti ∈ (li, ri]|Θs)

)
,

em que P (Ti ∈ (li, ri]|Θs) representa a função de densidade dos dados observados avaliada

na s−ésima amostra a posteriori de Θ. De�nimos a variância do logaritmo da densidade

preditiva como

pd =
n∑

i=1

V arpost [log (P (Ti ∈ (li, ri]|Θ))] ,

em que a aproximação pode ser computada da seguinte forma:

p̂d =
n∑

i=1

V S
s=1 [log (P (Ti ∈ (li, ri]|Θs))] ,

com V S
s=1 [log (P (Ti ∈ (li, ri]|Θs))] sendo a variância amostral, em que

V S
s=1a

s =
1

S − 1

S∑

s=1

(as − ā) ,
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de acordo com Gelman et al. (2013). Assim, temos que o critérioWAIC é estimado utilizando

a seguinte expressão

ŴAIC = l̂pd− p̂d.

Maior valor de WAIC indica que o modelo é preferível aos outros modelos.

Para facilitar a apresentação dos resultados dos modelos, apresentamos os critérios na

mesma escala, multiplicando os valores de LPML e WAIC por −2 e dessa forma avaliamos

o melhor modelo com o menor valor de critério (Gelman et al., 2013).



Capítulo 5

Aplicações

Com o intuito de ilustrar os modelos propostos no Capítulo 4, apresentamos nesse ca-

pítulo a análise de bancos de dados simulados e bancos de dados reais sem e com fração

de cura, respectivamente. Sobre a análise de dados sem fração de cura, aplicamos os mode-

los a dados um conjunto de dados simulados e aos dados de câncer de mama previamente

analisados por Finkelstein (1986) e Sinha et al. (1999). Na análise de dados com fração de

cura, ilustramos os modelos com fração de cura dinâmicos através de um conjunto de dados

simulados e para os dados reais utilizamos os dados de tempo até a soroconversão de HIV

em pacientes hemofílicos (Goedert et al., 1989; Kroner et al., 1994). Para a obtenção dos

intervalos de tempo para cada observação sujeita a censura intervalar nos dados simulados,

utilizamos o mesmo algoritmo descrito em da Costa (2016) e os códigos para a geração dos

dados está disponíveis no Apêndice B. * Conforme sugerido por Wang et al. (2013), duas

formas de construção para a grade mais �na τ
′
foram consideradas. Denotamos a grade do

Tipo 1 a grade que é formada pelos limites inferiores e superiores distintos dos intervalos de

tempo observados, enquanto a grade do Tipo 2 é determinada por intervalos equidistantes.

Tanto nos dados reais quanto nos dados simulados os modelos foram comparados através

dos critérios de seleção LPML, DIC e WAIC, descritos na Seção 4.3.

Para os modelos que utilizam a estrutura de agrupamento do MPP proposta por Demar-

qui et al. (2008), assumimos que c
I
(j)
ρ

= 1, j = 1, . . . , b, por não contarmos com nenhuma

informação acerca da similaridade entre os intervalos. Dessa forma, a distribuição a priori

para a partição aleatória ρ será do tipo Bayes-Laplace, ou seja, uma distribuição uniforme

discreta.

Toda a modelagem proposta nesta tese foi implementada em linguagem R (R Core Team,

2016), versão 3.2.2, assim como a organização dos resultados. Usamos a função ars do

pacote ars (Rodriguez, 2014) para gerar amostra de distribuições com função densidade de

probabilidade log-côncavas e a função arms disponível no pacote dlm (Petris, 2010) para

obter amostras de distribuições com funções densidade que não são log-côncavas. O pacote

dynsurv (Wang et al., 2014) foi utilizado para ajustar os modelos propostos em Sinha

et al. (1999) e Wang et al. (2013). Para a obtenção das curvas de sobrevivência através

53



5 ANÁLISE DE DADOS SEM FRAÇÃO DE CURA 54

do estimador de Turnbull (1976), foi utilizado o pacote interval (Fay & Shaw, 2010). Os

testes de convergência das cadeias, Geweke (1992) e Heidelberger &Welch (1983), disponíveis

no pacote coda (Plummer et al., 2006), foram utilizados para veri�car a convergência das

cadeias geradas, apresentando resultados satisfatórios em todos os casos.

5.1 Análise de dados sem fração de cura

Nesta seção apresentamos os resultados referentes aos modelos ajustados aos dados simu-

lados e a dados reais sem fração de cura. Para facilitar a exposição dos resultados, utilizamos

a seguinte nomenclatura para os modelos ajustados:

M0 : MEP com grade �xa e coe�cientes de regressão �xo no tempo (Sinha et al., 1999);

M1 : MEP com grade �xa e coe�cientes de regressão variando no tempo (Sinha et al., 1999);

M2 : MEP com grade aleatória e coe�cientes de regressão variando no tempo (Wang et al.,

2013);

M3 : MEP com grade aleatória e coe�cientes de regressão �xo no tempo;

M4 : MEP dinâmico com grade �xa e coe�cientes de regressão variando no tempo;

M5 : MEP dinâmico com grade aleatória e coe�cientes de regressão variando no tempo,

em que os modelosM3,M4 eM5 representam os modelos propostos nesta tese.

5.1.1 Dados simulados

Nesta subseção apresentamos o algoritmo para a geração dos dados de sobrevivência

sujeitos a censura intervalar em que a função risco tem a seguinte forma

h(t) = h0(t) exp (xβ(t)) .

Dessa forma, pelo método da transformação inversa temos que os valores dos tempos de

falha são obtidos através da solução da seguinte expressão

u−H0(t) exp (xβ(t)) = 0, (5.1)

em que u ∼ Unif(0, 1).

Assumimos uma distribuiçãoWeibull para modelar a função risco de base, ou seja, h0(t) =

αγtα−1, em que α e γ são os parâmetros de forma e escala. Para garantir que o efeito da

covariável varie no tempo utilizamos a seguinte função

β(t) =

{
0, 6 , se t ≤ 1, 5,

1, 4 , se t > 1, 5,
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e x ∼ Bernoulli(0.5). De acordo com da Costa (2016), o algoritmo para a geração dos dados

de sobrevivência com censura intervalar é dado por:

1. Obtenha uma amostra de tamanho n de tempos de falha resolvendo numericamente a

expressão (5.1).

2. Para a geração dos tempos censura assumimos que Ci ∼Weibull(a, b) e obtenha δi =

I(Ti ≤ Ci), para i = 1, . . . , n.

3. Para construir os intervalos de tempo, assuma que Li = Ci e Ri = ∞, se δi = 0,

representando um caso de censura a direita.

4. Caso δi = 1, gere V tempos de monitoramento a partir da soma de unidades com

distribuição uniforme Ug ∼ Unif(d1, d2), para g = 1, . . . , V . Assuma que o primeiro

tempo de monitoramento seja igual a 0, ou seja, U0 = 0. Assim os intervalos de tempo

são obtidos tomando Li =
∑V−1

g=0 Ug e Ri =
∑V

g=0 Ug.

Para esta análise estipulamos um tamanho amostral igual a 500 observações. Os valores

reais dos parâmetros utilizados na geração dos dados são os seguintes:

• Para a distribuição dos tempos de falha os valores dos parâmetros da distribuição

Weibull são: α = 1, 5 e γ = 0, 3;

• E para a distribuição dos tempos de censura os valores dos parâmetros da distribuição

Weibull foram iguais a, a = 1, 5 e b = 0, 1.

• Os valores de d1 = 0, 1 e d2 = 0, 5.

Os valores especi�cados para as distribuições a priori foram escolhidos para representar

a informação vaga acerca dos parâmetros de interesse. Assim, as especi�cações a priori para

os modelos nesta aplicação foram:

M0 e M1: Os valores dos hiperparâmetros da distribuição gama são: αj = 0.01 e γj = 0.01,

para j = 1, . . . , b. Para o modeloM0, assumimos uma distribuição normal para cada

componente do vetor de coe�cientes de regressão, com média 0 e variância ω2 = 1000.

Para o modeloM1, assumimos média 0 somente para j = 1 uma vez que para j ≥ 2

é utilizado um passeio aleatório, e variância ω2
j = 1000, para j = 1, . . . , b.

M2: Neste modelo assumimos uma distribuição normal a priori para cada componente do

vetor θ(t), uma distribuição a priori gama invertida, com hiperparâmetros de forma e

escala iguais a 2 e 1, respectivamente, assim como em (4.4) , o incremento na variância

do primeiro intervalo a0 = 1 e uma distribuição uniforme discreta para o número de

saltos b, ou seja, p(b) ∝ 1/m
′
, em quem

′
é o número de intervalos associados a partição

inicial.
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M3: As especi�cações para os coe�cientes de regressão e para o vetor das taxas do MEP

foram mesma que no modeloM0.

M4 e M5: Temos as seguintes especi�cações iniciais,

m0 =

(
0

0

)
e C0 =

[
1 0

0 1

]
,

G(j)
ρ = I, para j = 1, . . . , b. Para avaliar a sensibilidade de φ nos ajustes consideramos

uma malha de 7 valores, 0.1, 0.2, 0.4, 0.5, 0.6, 0.8, 0.9.

Comparamos os modelos M0 a M5 utilizando somente para a grade inicial do Tipo 1

e valores de m
′
iguais a 10, 20 e 30. A análise bayesiana contou com um total de 100000

iterações, com um preaquecimento da cadeia de 50000 iterações, um espaçamento de 10,

resultando em uma amostra a posteriori de tamanho 5000.

A Tabela 5.1 fornece os valores dos critérios de seleção para os modelos M0 a M3. É

possível observar que, o modelo M2 se sobressai quando comparado aos demais modelos

ajustados, com valores de LPML igual a 1943,27, WAIC da ordem de 1949,25 e DIC igual

a 1944,01, para m
′

= 30. Um ponto importante a ressaltar é que para alguns valores de

m
′
, principalmente para o WAIC, os modelos apresentaram alguns problemas para obter

as funções de verossimilhança avaliadas nas amostras a posteriori, impossibilitado o cálculo

dos critérios. Vale ressaltar que os modelos com problemas, foram ajustados com a ajuda do

pacote dynsurv.

Tabela 5.1: Critérios LPML, WAIC e DIC para os modelosM0 aM3.

Critérios Modelos
m
′

10 20 30

LPML

M0 2634,10 - 2598,22
M1 2510,40 - 2498,97
M2 1959,27 - 1943,88
M3 2533,14 2503,00 2505,09

WAIC

M0 2700,04 - -
M1 2582,40 - -
M2 1961,02 - 1949,25
M3 2661,31 2619,41 2623,69

DIC

M0 4422,55 - 4228,57
M1 3828,87 - 3247,11
M2 1970,74 - 1944,01
M3 4069,20 3926,20 3791,01
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Para os modelosM4 eM5, observamos nas Tabelas 5.2, 5.3 e 5.4 os critérios de seleção

LPML, WAIC e DIC, respectivamente. Observamos que o modelo M4 apresentou me-

lhores resultados quando comparado ao modelo M5, com os valores de LPML, WAIC e

DIC iguais a 1953, 92, 1953, 62 e 1963, 39, respectivamente. Com esses resultados o modelo

indicado é M4 com m
′

= 30 e fator de desconto igual a 0,2. É importante observar que

tanto o modeloM2 quanto o modeloM4 apresentam os melhores valores de critérios, que

M2 aparece com um ajuste aos dados um pouco melhor.

Tabela 5.2: Critério LPML para os modelosM4 eM5.

Fator LPML
de τ �xo τ aleatório τ �xo τ aleatório τ �xo τ aleatório
desconto m

′
= 10 m

′
= 20 m

′
= 30

0,1 1964,76 2021,01 1955,90 1987,31 1955,22 1974,66
0,2 1969,93 2027,77 1960,51 1990,60 1953,92 1976,38
0,4 1975,68 2036,76 1964,04 1995,18 1955,13 1977,52
0,5 1984,33 2051,05 1967,53 2003,74 1957,69 1982,26
0,6 1997,78 2066,90 1972,06 2014,45 1960,90 1989,68
0,8 2018,11 2086,73 1979,71 2031,34 1965,60 2001,92
0,9 2134,57 2164,21 2087,33 2135,45 2053,71 2010,88

Tabela 5.3: Critério WAIC para os modelosM4 eM5.

Fator WAIC
de τ �xo τ aleatório τ �xo τ aleatório τ �xo τ aleatório
desconto m

′
= 10 m

′
= 20 m

′
= 30

0,1 1964,68 2021,00 1955,57 1987,12 1954,53 1974,41
0,2 1969,90 2027,81 1960,44 1990,50 1953,62 1976,22
0,4 1975,67 2036,78 1964,01 1995,10 1955,02 1977,42
0,5 1984,33 2051,08 1967,53 2003,73 1957,65 1982,22
0,6 1997,78 2066,92 1972,06 2014,45 1960,88 1989,66
0,8 2018,11 2086,75 1979,71 2031,34 1965,60 2001,91
0,9 2134,57 2164,21 2087,33 2135,45 2053,71 2010,01

Tabela 5.4: Critério DIC para os modelosM4 eM5.

Fator DIC
de τ �xo τ aleatório τ �xo τ aleatório τ �xo τ aleatório
desconto m

′
= 10 m

′
= 20 m

′
= 30

0,1 1974,92 2755,21 1966,74 2127,68 1964,19 2028,10
0,2 1978,59 2749,89 1971,25 2148,50 1963,39 2040,20
0,4 1983,27 2760,83 1972,86 2186,29 1964,42 2042,65
0,5 1990,86 2758,23 1975,20 2238,46 1965,93 2066,19
0,6 2003,98 2702,57 1978,82 2283,00 1967,68 2109,44
0,8 2022,94 2624,76 1985,23 2345,74 1971,69 2163,98
0,9 2136,65 2234,30 2089,57 2236,42 2056,24 2200,14
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Apresentamos nas Figuras 5.1 a 5.6 uma comparação das funções de sobrevivências esti-

madas pelos modelo ajustados, pelo método de Turnbull e da função de sobrevivência real.

Assim como observamos na análise dos critérios, os modelo M2, M4 e M5 acompanham

bem o comportamento da curvas de sobrevivência via Turnbull e real.
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Figura 5.1: Estimativa da função de sobrevi-
vência para o modeloM0
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Figura 5.2: Estimativa da função de sobrevi-
vência para o modeloM1
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Figura 5.3: Estimativa da função de sobrevi-
vência para o modeloM2

0 1 2 3 4 5 6

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Tempos

S
(t)

x=1
x=0

Turnbull
Real
Estimada

Figura 5.4: Estimativa da função de sobrevi-
vência para o modeloM3
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Figura 5.5: Estimativa da função de sobrevi-
vência para o modeloM4

0 1 2 3 4 5 6

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Tempos

S
(t)

x=1
x=0

Turnbull
Real
Estimada

Figura 5.6: Estimativa da função de sobrevi-
vência para o modeloM5

As Figuras 5.7 a 5.10 representam a média a posteriori de β1 para o modelo comparando

o efeito real do coe�ciente. Observamos que, todos os modelos com coe�cientes de regressão

que variam no tempo, conseguem acompanhar o comportamento real do efeito ao longo do

tempo, antes de após o ponto de mudança.
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Figura 5.7:Média a posteriori de β1 comparado
ao efeito real para o modeloM1.
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Figura 5.8:Média a posteriori de β1 comparado
ao efeito real para o modeloM2.
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Figura 5.9:Média a posteriori de β1 comparado
ao efeito real para o modeloM4.
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Figura 5.10: Média a posteriori de β1 compa-
rado ao efeito real para o modeloM4.

Na Tabela 5.5 apresentamos as estatísticas descritivas sobre a amostra a posteriori do

número de intervalos estimados pelos modelos com grade aleatória. Podemos notar que o

modeloM3 apresentou o maior número de intervalos a posteriori com uma moda igual a 24

e com intervalo HPD 95% de [20; 27].

Tabela 5.5: Estatísticas descritivas para a amostra a posteriori do número de intervalos.

Modelos Mínimo Máximo Média Mediana Moda Desvio-padrão HPD 95%
M2 6 24 15,57 16 15 2,66 [10;20]
M3 16 30 24,25 24 24 1,93 [20;27]
M5φ=0,2

4 18 10,56 11 11 2,14 [6;14]
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5.1.2 Dados de câncer de mama

Nesta subseção apresentamos uma análise a dados reais, em que utilizamos os dados de

câncer de mama inicialmente analisados em Finkelstein (1986), que têm sido extensivamente

utilizados para ilustrar inúmeras propostas de modelagem para dados de sobrevivência com

censura intervalar (veja, Sinha et al. (1999); Goetghebeur & Ryan (2000); Pan (2000); Chen

et al. (2013)), entre outros. O objetivo do estudo era avaliar o estado da paciente e um dos

quesitos incluía a deterioração da mama. O tempo até a deterioração da mama das pacientes

é a variável resposta de interesse. Devido às consultas com o especialista ocorrerem entre 4 a

6 semanas e não sabermos quando houve exatamente a deterioração, mas somente o intervalo

de tempo da ocorrência, os dados são caracterizados pela presença de censura intervalar.

O dados contam com um total de 94 pacientes, dos quais aproximadamente 60% tiveram

a mama deteriorada. As pacientes foram divididas em dois grupos para comparação: 46 paci-

entes que receberam somente radioterapia (x = 0) e 48 pacientes que receberam radioterapia

mais quimioterapia (x = 1).

Assim como em Sinha et al. (1999), para os modelosM0 eM1 especi�camos os valores

de hiperparâmetros αj = 0.2 e γj = 0.4, para j = 1, . . . , b. Para os coe�cientes de regres-

são, no modeloM0, assumimos uma distribuição normal para cada componente do vetor de

coe�cientes, com média 0 e variância ω2 = 1000. Similarmente, para o modeloM1, assumi-

mos média 0 para o primeiro intervalo e um passeio aleatório para os demais com variância

ω2
j = 1000, para j = 1, . . . , b.

Para o modeloM2, assumimos uma distribuição normal a priori para cada componente

do vetor θ(t) induzido pelos pontos de saltos, uma distribuição a priori gama invertida

para ω2, com hiperparâmetros de escala e locação iguais a 2 e 1, respectivamente, e a0 = 1

sendo o valor de controle da variabilidade no primeiro intervalo no mesmo formato como

apresentamos na expressão (4.4) na Subseção 4.1.2. Para os pontos de saltos tomamos uma

distribuição uniforme discreta para o número de saltos b, ou seja, p(b) ∝ 1/m
′
. Para o modelo

M3, foram utilizadas as mesmas especi�cações a priori do modeloM0.

Finalmente, para os modelosM4 eM5, as especi�cações para os momentos dos coe�ci-

entes de regressão foram as seguintes:

m0 =

(
0

0

)
e C0 =

[
1 0

0 1

]
.

Com o objetivo de avaliar o impacto da especi�cação do fator de desconto φ sobre a

qualidade do ajuste dos modelos, foi realizada uma análise de sensibilidade considerando

uma malha de dezoito valores para φ, variando de 0, 10 a 0, 95, com espaçamento de 0.05.

Também foi assumido que G(j)
ρ = I, para j = 1, . . . , b. Para todos os modelos, avaliamos os

valores de m
′
iguais a 10, 20, 30 e 41, para os dois tipos especi�cações de grade descritos

anteriormente. Para cada modelo ajustado foi considerado apenas uma cadeia de 100000

iterações, com 50000 descartadas no aquecimento da cadeia, com um espaçamento de 10,
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resultando em uma amostra a posteriori de tamanho 5000.

A Tabela 5.6 mostra os valores de LPML, DIC eWAIC para os modelosM0 eM1. Ao

compararM0 eM1, observamos que o modelo que melhor se ajustou aos dados de câncer

de mama foiM1, apresentando um valor de LPML igual a 299,73, WAIC igual a 299,01 e

DIC igual a 292,22, para m
′
= 41 e grade do Tipo 2.

Similarmente, para o modeloM0, o melhor tipo de grade foi o Tipo 2 e m
′

= 41. Veja

que dois dos três critérios de comparação de modelos, WAIC e DIC, com valores iguais

a 302,76 e 297,80, apontaram esta con�guração, apesar de somente o critério LPML, com

valor igual a 304,71, indicar a grade do Tipo 1, para ambos os modelos, os critérios estão

indicando que um maior número de intervalos iniciais leva a um melhor qualidade de ajuste

do modelo aos dados. Similar aos ajustes com dados simulados, alguns valores dos critérios

de seleção não puderam ser obtidos.

Tabela 5.6: Critérios LPML, WAIC e DIC para os modelosM0 eM1.

Tipos de m
′

LPML WAIC DIC
M0

m = 10 m = 20 m = 30 m = 41 m = 10 m = 20 m = 30 m = 41 m = 10 m = 20 m = 30 m = 41
Tipo 1 - 352,08 305,81 304,71 - - - 302,82 - 308,78 300,30 298,91
Tipo 2 - 317,34 310,02 304,74 - - - 302,76 - 308,77 301,63 297,80

M1

Tipo 1 - 348,97 303,16 302,91 - - - 301,32 - 303,73 295,09 294,03
Tipo 2 - 315,99 306,15 299,73 - - - 299,01 - 302,85 295,71 292,22

Na Tabela 5.7, os resultados de LPML,WAIC e DIC indicam para o modeloM2 que a

melhor con�guração para modelar os dados de câncer é através de uma grade do Tipo 2 com

m
′
= 30, devido aos valores de LPML e DIC de 289,72 e 288,92, respectivamente. Mais uma

vez, segundo os critérios LPML e DIC, há evidências em não utilizar valores pequenos para

m
′
. Assim como na análise de dados simulados, houveram problemas no cálculo da função

de verossimilhança avaliadas nas amostras a posteriori e consequentemente no cálculo dos

critérios.

Tabela 5.7: Critérios LPML, WAIC e DIC para o modeloM2.

Tipos de m
′ LPML WAIC DIC
m = 10 m = 20 m = 30 m = 41 m = 10 m = 20 m = 30 m = 41 m = 10 m = 20 m = 30 m = 41

Tipo 1 - 295,50 294,32 291,81 - - - 292,00 - 294,76 293,25 290,79
Tipo 2 - 294,80 289,72 291,47 - - - 291,54 - 293,84 288,92 290,88

Podemos observar na Tabela 5.8 os resultados dos critérios de seleção para o modelo

M3. Observamos que os valores de LPML, WAIC e DIC iguais a 304,96, 304,43 e 314,74,

respectivamente, nos indicam que a melhor con�guração para o modelo é obtida quando

m
′
= 10 e grade do Tipo 1.

Tabela 5.8: Critérios LPML, DIC e WAIC para o modeloM3 .

Tipos de m
′ LPML WAIC DIC
m = 10 m = 20 m = 30 m = 41 m = 10 m = 20 m = 30 m = 41 m = 10 m = 20 m = 30 m = 41

Tipo 1 304,96 317,15 314,92 315,60 304,43 314,55 311,79 311,79 314,74 399,89 361,59 348,59
Tipo 2 317,00 324,34 322,66 317,64 314,09 319,92 318,73 314,89 508,33 555,90 457,02 369,81
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Devido ao problema com o cálculo dos critérios, principalmente para os valores deWAIC,

não comparamos os modelosM0,M1,M2 eM3 através de �guras para o mesmo, somente

no formato de tabelas.

Nas Figuras 5.11 e 5.12 apresentamos a comparação entre os modelosM0 aM3 discuti-

dos. Observe que, em ambos os grá�cos há a presença de um comportamento monótono para

os dois tipos de grade, em que a medida que m
′
aumenta, a qualidade de ajuste melhora, ex-

ceto para o modeloM3. Note também que o modeloM2 apresenta um melhor desempenho

quando comparado com os modelosM0,M1 eM3.
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Finalmente apresentamos os resultados dos critérios de seleção de modelos LPML,

WAIC e DIC para os modelos M4 e M5, nas Tabelas 5.9, 5.10 e 5.11, respectivamente.

Observamos que o melhor modeloM4 é com grade do Tipo 1, m
′
= 20 e com φ = 0, 7, com

valores de LPML, WAIC iguais a 286,92 e 268,85, respectivamente. Para o modeloM5, os

valores de LPML e WAIC são iguais a 291.25 e 291.14, respectivamente, para a grade do

tipo 1 e m
′

= 20 para um valor de φ igual a 0.6. Dessa forma, o modeloM4φ=0.7
apresenta

melhor qualidade de ajuste aos dados quando comparado ao modeloM5φ=0.6
.

Tabela 5.9: Valores dos critérios LPML para os modelosM4 eM5 para grade do Tipo 1.

LPML
φ m

′
= 10 m

′
= 20 m

′
= 30 m

′
= 41

τ �xo τ aleatório τ �xo τ aleatório τ �xo τ aleatório τ �xo τ aleatório
Grade tipo 1

0,1 301,75 312,71 309,48 304,23 315,04 309,93 314,00 310,75
0,15 298,53 300,02 307,12 301,45 314,17 304,76 317,87 308,90
0,2 296,17 294,02 303,97 299,58 310,95 303,20 318,13 306,39
0,25 296,79 292,54 301,24 297,16 306,68 299,78 311,25 303,37
0,3 292,20 296,19 297,37 296,05 306,59 298,57 307,64 300,49
0,35 291,21 293,99 295,49 294,43 302,36 296,50 306,06 298,69
0,4 290,29 293,74 293,23 293,18 299,73 295,30 304,51 296,72
0,45 289,72 293,70 291,63 292,50 297,98 294,44 300,87 296,12
0,5 289,24 293,67 290,10 291,96 295,93 293,29 299,13 294,43
0,55 289,00 294,06 289,02 291,39 294,94 293,27 297,12 293,63
0,6 288,96 294,47 287,94 291,25 293,76 292,67 294,85 291,99
0,65 289,48 294,97 287,33 291,30 293,13 292,61 293,24 292,05
0,7 290,18 295,77 286,92 291,66 292,66 292,45 292,24 291,60
0,75 291,16 296,58 286,99 292,36 292,42 293,48 291,40 291,55
0,8 292,56 297,47 287,68 293,46 292,07 294,27 291,46 292,45
0,85 294,38 298,68 289,04 294,87 293,65 295,87 291,11 293,80
0,9 296,53 299,71 291,57 296,69 297,01 297,89 293,48 296,03
0,95 299,08 301,17 295,46 299,12 300,95 301,12 297,45 300,67
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Tabela 5.10: Valores dos critérios WAIC para os modelosM4 eM5 para grade do Tipo 1.

WAIC
φ m

′
= 10 m

′
= 20 m

′
= 30 m

′
= 41

τ �xo τ aleatório τ �xo τ aleatório τ �xo τ aleatório τ �xo τ aleatório
Grade tipo 1

0,1 299,81 305,88 305,13 301,81 304,08 303,98 306,11 305,14
0,15 297,21 298,19 302,74 299,35 304,61 301,96 307,09 303,56
0,2 295,14 293,26 300,35 297,73 304,73 299,93 307,16 301,73
0,25 293,57 291,47 298,48 295,87 303,59 298,29 306,49 299,86
0,3 292,01 295,45 295,86 294,96 302,19 296,92 305,03 298,52
0,35 291,05 293,80 294,24 293,71 300,83 295,58 303,68 297,04
0,4 290,12 293,53 292,51 292,78 299,05 294,65 302,18 295,61
0,45 289,61 293,64 291,00 291,98 297,47 293,66 300,00 294,62
0,5 289,15 293,61 289,70 291,66 295,74 292,88 298,29 293,56
0,55 288,96 294,00 288,77 291,24 294,76 292,54 296,38 292,51
0,6 288,94 294,45 287,76 291,14 293,69 292,18 294,53 291,64
0,65 289,47 294,95 287,20 291,25 293,10 292,17 293,08 291,51
0,7 290,17 295,74 286,85 291,61 292,59 292,24 291,90 291,21
0,75 291,15 296,57 286,95 292,32 292,33 293,03 291,33 291,18
0,8 292,56 297,46 287,66 293,44 292,13 293,85 291,33 291,91
0,85 294,38 298,68 289,02 294,86 293,51 295,25 291,07 293,42
0,9 296,53 299,70 291,57 296,68 295,99 297,60 293,11 295,49
0,95 299,08 301,16 295,46 299,12 299,83 300,78 296,83 299,56

Tabela 5.11: Valores dos critérios DIC para os modelosM4 eM5 para grade do Tipo 1.

DIC
φ m

′
= 10 m

′
= 20 m

′
= 30 m

′
= 41

τ �xo τ aleatório τ �xo τ aleatório τ �xo τ aleatório τ �xo τ aleatório
Grade tipo 1

0,1 306,74 314,25 313,53 308,90 314,12 311,27 315,90 313,65
0,15 303,52 304,14 311,45 306,35 314,19 308,63 316,33 310,83
0,2 302,28 298,11 308,09 304,32 313,90 306,03 316,29 308,28
0,25 299,71 304,17 305,42 301,77 313,11 304,16 315,37 306,48
0,3 297,21 318,95 302,10 300,39 310,58 301,96 312,86 304,21
0,35 296,31 304,40 300,13 299,42 308,29 301,53 311,65 302,62
0,4 294,57 303,97 298,16 298,60 306,91 300,01 310,02 301,29
0,45 293,68 303,89 295,98 297,40 304,26 299,22 306,93 299,96
0,5 292,95 304,09 294,58 297,15 302,63 297,83 305,50 298,96
0,55 292,69 304,10 293,10 296,65 302,03 299,70 302,95 298,00
0,6 292,30 303,76 291,58 296,91 300,63 300,98 301,11 296,31
0,65 292,71 303,57 290,52 296,92 301,22 302,39 298,93 298,97
0,7 293,01 303,55 289,81 297,58 302,70 300,51 298,32 297,97
0,75 293,55 303,41 289,56 297,99 306,72 309,80 299,33 299,44
0,8 294,81 302,92 289,93 298,88 305,95 312,29 303,63 303,23
0,85 296,38 302,89 291,05 299,34 319,76 317,97 304,00 310,45
0,9 298,31 302,57 293,08 299,91 331,75 317,75 322,71 315,98
0,95 300,41 303,16 296,53 301,10 351,90 323,82 334,89 335,77
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As Figuras 5.13 a 5.15 apresentam os valores dos critérios de seleção, LPML, WAIC e

DIC, para diferentes valores de fator de desconto, m
′
e tipos de grade para os modelosM4

eM5.

Observamos nas Figuras 5.13 a 5.15 que para todos os valores de m
′
e grade do Tipo 1,

no modelo M4, a curva dos valores dos critérios apresentam um comportamento convexo,

enquanto para o modelo M5, o comportamento é convexo somente para alguns valores de

φ menores que 0.3, talvez por alguma instabilidade numérica em passar pouca informação

entre os intervalos. Observe para a grade do Tipo 1 e m
′

= 10, os critérios apresentaram

instabilidade numérica para valores pequenos de φ, que nos dá um indicativo que é necessário

passar mais informações entre os intervalos mesmo com m
′
= 10, aumentando o valor de φ.
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Figura 5.13: Comparação dos modelos M4 e M5, via LPML, para os diferentes valores φ, m
′
s e grade

Tipo 1.
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Figura 5.14: Comparação dos modelos M4 e M5, via WAIC, para os diferentes valores φ, m
′
s e grade

Tipo 1.
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Figura 5.15: Comparação dos modelosM4 eM5, via DIC, para os diferentes valores φ, m
′
s e grade Tipo

1.

Os resultados para a grade do Tipo 2 para os modelos M4 e M5 são similares aos da

grade do Tipo 1 e estão disponíveis no Apêndice A.

De maneira resumida, os melhores modelos são apresentados na Tabela 5.12. Nas situa-

ções em que os critérios não foram concordantes, optamos por escolher os melhores modelos

pelo valor de LPML e/ou WAIC, uma vez que o DIC pode apresentar problemas (Spie-

gelhalter et al., 2014). Rati�cando, M4φ=0.7
foi o modelo que melhor se ajustou aos dados

de câncer de mama, quando comparado aos demais, apresentando os menores valores de

LPML, WAIC e DIC. Observamos também através dos critérios, que há uma maior quan-

tidade de modelos indicando usar a grade do Tipo 1 para os mais diferentes valores de m
′
e

que somente os modelosM0,M1 eM2 indicam utilizar uma grade o Tipo 2 com tamanhos

grandes de m
′
iguais a 41, 41 e 30, respectivamente.
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Tabela 5.12: Modelos com menor LPML, DIC e WAIC.

Modelos m
′
LPML WAIC DIC Tipo da grade

M0 41 304,74 302,76 297,80 2
M1 41 299,72 299,01 292,22 2
M2 30 289,72 - 288,92 2
M3 10 304,96 304,43 314,74 1
M4φ=0.7

20 286,92 286,85 289,56 1
M5φ=0.6

20 291,25 291,14 296,91 1

As estimativas dos parâmetros de interesse dos melhores modelos com β �xo no tempo,

M0 eM3, respectivamente, são apresentadas na Tabela 5.13. Note que as estimativas para

β representam o efeito de grupo (quimioterapia e radioterapia) e os valores de exp{β} repre-
sentam as estimativas da razão de riscos entre um paciente do grupo quimioterapia com um

do grupo quimioterapia e radioterapia. No modeloM0 o efeito do grupo tratamento é não

signi�cativo, pois o intervalo HPD de 95% contém o valor 0. A signi�cância da covariável

tratamento é observada no modelo M3. No entanto, quando observamos o intervalo HPD

exp{β} percebemos que o tratamento combinado é não signi�cativo em ambos os modelos.

Tabela 5.13: Resumos a posteriori para os modelos selecionados.

Modelos Parâmtros Média Intervalo HPD 95%

M0
β 0,52 -0,02 1,07

exp{β} 1,75 0,86 2,72

M3
β 1,03 0,14 2,11

exp{β} 3,20 0,48 6,46

Uma forma de comparar os melhores modelos ajustados consiste confrontar a função de

sobrevivência empírica com a ajustada pelo modelo. No caso de censura à direita, comparar

a curva de sobrevivência estimada com o estimador de Kaplan-Meier (Kaplan & Meier,

1958) é uma forma interessante de saber se o modelo em questão está bem ajustado. Para

dados com censura intervalar uma extensão ao estimador de Kaplan-Meier é o estimador

não paramétrico proposto por Turnbull (1976), que será utilizado para avaliar a adequação

dos modelos ajustados. Dessa forma, apresentamos as funções de sobrevivência estimadas

nas Figuras 5.16 a 5.21, em comparação com a função de sobrevivência empírica estimada

via estimador de Turnbull. Observamos que o modelo M0 (Figura 5.16) foi o modelo que

apresentou a pior adequação aos dados, por não acompanhar a estimativa de Turnbull. No

outro extremo, os modelos M2 e M4 (Figuras 5.19 e 5.20) apresentaram visualmente a

melhor adequação aos dados de câncer de mama assim como os critérios haviam con�rmado.

Todos os ajustes e comparações podem encontrados nas �guras a seguir.
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Figura 5.16: Estimativa da função de sobrevi-
vência para o modeloM0
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Figura 5.17: Estimativa da função de sobrevi-
vência para o modeloM1
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Figura 5.18: Estimativa da função de sobrevi-
vência para o modeloM2
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Figura 5.19: Estimativa da função de sobrevi-
vência para o modeloM3



5 ANÁLISE DE DADOS SEM FRAÇÃO DE CURA 71

0 10 20 30 40 50 60

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Tempo (em meses)

S
(t)

M4−Radio+Quimio
M4−Radio

Figura 5.20: Estimativa da função de sobrevi-
vência para o modeloM4
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Figura 5.21: Estimativa da função de sobrevi-
vência para o modeloM5

As Figuras 5.22 a 5.25 apresentam a estimativa do efeito do tratamento ao longo do

tempo para os modelos M1, M2, M4 e M5. Podemos notar que o modelo M1 (Figuras

5.22) é o modelo que apresenta maior variabilidade na estimativa de seu coe�ciente ao longo

do tempo, quando comparado com os demais modelos. Uma possível justi�cativa para tal

resultado pode ser o uso de distribuições gamas independentes para as taxas do MEP, pela

pouca presença de informações por intervalo. Por outro lado, as curvas mais suaves, ou seja,

de menor variabilidade, são referentes aos modelosM4 eM5 (Figuras 5.24 e 5.25). Observe

também, que em todas as �guras há um aumento do efeito da covariável tratamento em

torno de 20 semanas.
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Figura 5.22: Estimativa do efeito da covariável
radioterapia e químioterapia ao longo do tempo
para o modeloM1. (As linhas tracejadas repre-
sentam os intervalos de credibilidade de 95%.)
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Figura 5.23: Estimativa do efeito da covariá-
vel radioterapia e químioterapia longo do tempo
para o modeloM2. (As linhas tracejadas repre-
sentam os intervalos de credibilidade de 95%.)
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Figura 5.24: Estimativa do efeito da covariá-
vel radioterapia e químioterapia longo do tempo
para o modeloM4. (As linhas tracejadas repre-
sentam os intervalos de credibilidade de 95%.)
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Figura 5.25: Estimativa do efeito da covariá-
vel radioterapia e químioterapia longo do tempo
para o modeloM5. (As linhas tracejadas repre-
sentam os intervalos de credibilidade de 95%.)

Na Tabela 5.14 apresentamos alguns resultados descritivos sobre a modelagem da grade

envolvendo os modelos M2, M3 e M5. O modelo M2 mostrou que, iniciando m
′

= 30, o

número mais provável de intervalos é em média 6,49 com intervalo HPD de 95% igual a

[2;13]. Para os modelos baseados no MPP, observamos M3, que a moda a posteriori é da

ordem de 3 intervalos na grade com HPD de 95% igual a [2;5]. A partição mais provável

a posteriori neste igual a {0, 7, 15, 23,∞} com probabilidade 0.0716 (com valor de m
′

=

10). Para o modelo M5φ=0,6
, partindo de m

′
= 20, temos moda a posteriori igual a 11

intervalos e HPD de 95% igual a [6;14]; neste caso, a partição mais provável é igual a

{0, 5, 11, 15, 21, 26, 38, 40, 45, 48,∞} com probabilidade 0,002.

Tabela 5.14: Estatísticas descritivas para o número de intervalos a posteriori.

Modelos Mínimo Máximo Média Mediana Moda Desvio-padrão HPD 95%
M2 1 21 6,49 6 5 3.22 [2;13]
M3 1 8 3,28 3 3 1,07 [2;5]
M5φ=0,6

4 19 10,53 11 11 2.20 [6;14]
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5.2 Análise de dados com fração de cura

Nesta seção apresentamos os resultados dos modelos aplicados aos dados simulados e

dados reais com fração de curados. Para esta análise, utilizamos a seguinte nomenclatura

para os modelos:

M0 : Modelo de fração de cura dinâmico com grade �xa;

M1 : Modelo de fração de cura dinâmico com grade aleatória.

5.2.1 Reescrevendo a partição mais �na

Os modelos desenvolvidos nesta tese utilizam o algoritmo de ampliação de dados para o

ajuste dos modelos. Devido a fração de curados, uma região do platô é formada e não irá

apresentar muitos indivíduos com tempo de falha e dessa forma, os resultados dos modelos

podem apresentar problemas de instabilidade numérica nas estimativas das taxas do MEP

induzidas por τ
′
. Assim, para o ajuste dos modelos com fração de cura, de�nimos um limiar

para o início da região do platô. Por exemplo, na Figura 5.26, apresentamos a estimativa da

função de sobrevivência, via estimador de Turnbull, para os dados de pacientes hemofílicos.

Note que, a partir de aproximadamente 26 meses, é formado um platô nos indicando a

presença de poucos tempos de infecção após este limiar.
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Figura 5.26: Estimativa da função de sobrevivência para pacientes hemofílicos, via estimador Turnbull
(Turnbull, 1976).

Através do limiar do platô, estipulamos um certo percentual de intervalos na região do

platô, como uma solução para o problema. Assim, é permitido determinar uma quantidade

menor de intervalos nesta região através do limiar.

A quantidade de intervalos após limiar de tempo é obtida através de um percentual

baseado no número máximo m
′
de intervalos admitidos a priori. Por exemplo, se m

′
= 10 e
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se estipulamos um percentual de 10% de intervalos após o limiar do platô, teremos somente

um intervalo após o limiar determinado.

5.2.2 Dados simulados

Para gerarmos dados com fração de cura a partir do modelo de tempos de promoção,

assumimos que o número de causas latentes M segue uma distribuição Poisson, em que

M ∼ Poisson(θ), com θ = exp
{
z>ψ

}
. Para a geração dos tempos de promoção, tomamos

o mínimo de M tempos de promoção obtidos a partir de uma distribuição de Weibull, com

a seguinte função densidade

f(r) = αγrα−1 exp {−γrα} , r > 0, α > 0, γ > 0.

O algoritmo para a geração dos dados de sobrevivência com censura intervalar para o modelo

de tempos de promoção é o seguinte:

1. Para i = 1, . . . , n, geramosMi através de uma distribuição Poisson commédia exp {ψ0 + ψ1zi},
em que zi ∼ Bernoulli(0.5).

2. Se Mi = 0, assuma que Ti = ∞ representando um indivíduo curado, caso contrário,

gereMi tempos de promoção de uma distribuição Weibull com parâmetros α e γ e tome

o mínimo entre os tempos gerados para representar o tempo do evento de interesse Ti.

3. Para i = 1, . . . , n, gere os tempos de censura como Ci = min(a, b × A), em que

A ∼ Exp(ζ), em que a e b são constantes relacionadas a proporção de censura, e

tome δi = I(Ti ≤ Ci).

4. Para a construção dos intervalos de tempo utilize os passos 3 e 4 descritos na Subseção

5.1.1.

Ao utilizar o algoritmo de geração dos dados, optamos em utilizar um tamanho amostral

igual a 500. Os valores dos parâmetros para a geração dos dados foram os seguintes:

• No preditor linear, assumimos ψ0 = 0.5 e ψ1 = −2.5;

• Os parâmetros da distribuição Weibull foram, α = 1, 5 e γ = 0, 03;

• Para determinar o percentual de censura e de curados utilizamos os seguintes valores

de a e b iguais a 27 e 15, respectivamente, o que nos fornece um tempo de no máximo

de 27 e ζ = 0, 01.

• Os valores de d1 e d2 foram 0, 1 e 0, 5, respectivamente.

As especi�cações a priori para os modelos M0 e M1 foram as seguintes: α0 = 0.01 e

γ0 = 0.01 e uma distribuição a priori φ ∼ Unif(1, 1) para o fator de desconto. Para os
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coe�cientes de regressão assumimos uma distribuição N(µ, σ2), em que ψ0 ∼ N(0, 1) e ψ1 ∼
N(0, 100),. A escolha da variância de ψ0 é para garantir a estabilidade nas estimativas

dos parâmetros de interesse dos modelos . Exceto para ψ0, todos os valores especi�cados a

priori uma informação vaga para os parâmetros de interesse. Comparamos os modelosM0

eM1 usando a grade inicial somente do Tipo 1 nos valores de m
′
iguais a 10, 20, 30 e 40.

Para a realização da análise bayesiana foi considerado um total de 100000 iterações, com

um aquecimento da cadeia de 50000 iterações, um espaçamento de 10, resultando em uma

amostra a posteriori de tamanho 5000.

Na Tabela 5.15 apresentamos dos valores dos critérios de seleção para os modelos M0

e M1. De acordo com o critério LPML, o modelo que melhor se ajustou aos dados foi o

modeloM1 com m
′

= 20. Por outro lado, o WAIC nos mostra que o melhor também é o

modeloM1 com m
′
= 10. E �nalmente, o critério DIC nos indica que o modelo que melhor

se ajusta aos dado é o modeloM1 com grade inicial contendo 40 intervalos. Por simplicidade,

optamos pelo modelo mais parcimonioso. Dessa forma, baseamos toda a análise através dos

ajustes obtidos pelos modelosM0 eM1, com m
′
= 10 e grade do Tipo 1.

Tabela 5.15: Critérios LPML, WAIC e DIC para os modelosM0 eM1.

Critérios Modelos m
′

10 20 30 40
LPML M0 2737,80 2737,23 2737,45 2736,45

M1 2735,71 2735,64 2736,96 2737,18
WAIC M0 2742,31 2741,75 2741,93 2740,89

M1 2740,06 2740,11 2741,36 2741,72
DIC M0 3608,25 3608,05 3618,62 3607,68

M1 3602,37 3628,99 3590,45 3623,23

São apresentados nas Figuras 5.27, 5.28 e 5.29 os valores dos critérios de seleção de acordo

com o valor de m
′
e o tipo de grade. Observamos que pelas Figuras 5.27 e 5.28, para a grade

do Tipo 1, que no para o modeloM1, que a medida que o tamanho da grade inicial aumenta

a qualidade de ajuste do modelo aos dados diminui.
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Figura 5.27: Comparação dos modelosM0 eM1 via LPML.
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Figura 5.28: Comparação dos modelosM0 eM1 via WAIC.
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Figura 5.29: Comparação dos modelosM0 eM1 via DIC.

Na Figura 5.30 apresentamos as amostras a posteriori para o fator de desconto, para

os modelosM0 eM1, grade do Tipo 1, e para as diferentes escolhas de m
′
. Os resultados

indicam que, independente do tipo de grade, a distribuição a posteriori do fator de desconto

associada ao modeloM0 está sempre concentrada em maiores valores que aqueles associados

ao modelo M1. Uma possível explicação para isso é que M0 contém mais intervalos que

M1 e assim, pelo maior número de intervalos, menor informação �cará disponível em cada

intervalo, compensando assim com o aumento do fator de desconto.
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Figura 5.30: Amostra a posteriori para φ no modeloM0 eM0, com grade do Tipo 1.

A seguir apresentamos as amostras a posteriori para os coe�cientes da regressão conjun-

tamente com o valor real atribuído na geração dos dados, com os seus respectivos intervalos

HPD de 95%. Para o modelo M0 observamos nas Figuras 5.31 e 5.32 as amostras de β0

e β1 nos indicam que a cadeia está convergindo para os valores reais, 0,45 e -2,50, respec-

tivamente. Observamos também, que para os diferentes tipos valores de m
′
os limites dos

intervalos HPD contemplam 95% incluem os valores reais.
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Figura 5.31: Amostra a posteriori para β0 no modeloM0 e grade do Tipo 1 (Valor real na linha escura).
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Figura 5.32: Amostra a posteriori para β1 no modeloM0 e grade do Tipo 1 (Valor real na linha escura).

Com relação ao modeloM1, apresentamos na Figuras 5.33 e 5.33 as amostras a posteriori

para β0 e β1, respectivamente. Neste caso, os resultados foram simulares os obtidos pelo

modelo M0. Para a grade do Tipo 2, os resultados foram simulares e encontram-se no

Apêndice A
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Figura 5.33: Amostra a posteriori para β0 no modeloM1 e grade do Tipo 1 (Valor real na linha escura).
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Figura 5.34: Amostra a posteriori para β1 no modeloM1 e grade do Tipo 1 (Valor real na linha escura).

Apresentamos as funções de risco basal estimada para os modelos M0 e M1, respecti-

vamente. Observamos em todas as comparações dos modelos e para os diferentes valores de

m
′
, um comportamento côncavo assim como estipulado na geração dos dados, no entanto,

os modelos com m
′
= 10 foi o modelo que mais se aproximou mais do comportamento real.
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Figura 5.35: Estimativa a posteriori para a função risco basal para os tempos de promoção.

As funções de sobrevivência populacionais estimadas pelos modelosM0 eM1 são apre-

sentadas nas Figuras 5.36 e 5.37, respectivamente, conjuntamente com as funções de so-

brevivências reais e via estimador de Turnbull. Observamos que para ambos modelos, as

estimativas das funções de sobrevivência populacional acompanham de maneira satisfató-

ria a curva de sobrevivência real, por outro lado notamos que tanto o modelos M0 e M1

acompanham bem o comportamento do estimador de Turnbull.
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Figura 5.36: Estimativa da função de sobrevi-
vência populacional para o modeloM0 (linha em
vermelho) e curvas reais (linha em preto).
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Figura 5.37: Estimativa da função de sobrevi-
vência populacional para o modeloM1 (linha em
vermelho) e curvas reais (linha em preto).

O valor real da fração de cura para x = 1 é dada por

exp (− exp (0, 5− 2, 5)) = 0, 87.

Assim, apresentamos na Tabela 5.16 as estimativas pontuais e intervalares para a fração de

cura quando x = 1. Observamos que todas as estimativas pontuais estão próximas do valor

real, para os diferentes valores de m
′
, e todos os intervalos HPD de 95% contém o verdadeiro

valor.

Tabela 5.16: Estimativas da fração de cura para os modelosM0 eM1 para x = 1.

Modelo m
′

Real Média Mediana Moda Desvio padrão HPD 95%

M0

10

0,87

0,8678 0,8690 0,8970 0,0226 0,8211 0,9083
20 0,8663 0,8680 0,8925 0,0236 0,8222 0,9136
30 0,8660 0,8672 0,8855 0,0236 0,8179 0,9081
40 0,8658 0,8668 0,8869 0,0240 0,8205 0,9124

M1

10

0,87

0,8657 0,8668 0,8681 0,0233 0,8194 0,9105
20 0,8658 0,8670 0,8673 0,0230 0,8230 0,9111
30 0,8659 0,8673 0,8686 0,0232 0,8227 0,9126
40 0,8650 0,8661 0,8786 0,0228 0,8194 0,9075
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Quando x = 0, temos que o valor real da fração de cura dada por

exp (− exp (0, 5)) = 0, 19.

Na Tabela 5.17 as estimativas pontuais e intervalares para a fração de cura quando x = 0.

Assim como para o caso anterior, notamos que todas as estimativas pontuais estão próximas

do valor real, como também, os intervalos HPD de 95% contém o verdadeiro valor, para os

diferentes valores de m
′
.

Tabela 5.17: Estimativas da fração de cura para os modelosM0 eM1 para x = 0.

Modelo m
′

Real Média Mediana Moda Desvio padrão HPD 95%

M0

10

0, 19

0,2022 0,2021 0,1926 0,0286 0,1451 0,2586
20 0,2020 0,2017 0,2589 0,0283 0,1501 0,2600
30 0,2005 0,2003 0,1910 0,0289 0,1448 0,2585
40 0,2002 0,2006 0,2231 0,0284 0,1481 0,2568

M1

10

0, 19

0,2059 0,2054 0,2157 0,0277 0,1519 0,2598
20 0,2033 0,2028 0,2296 0,0274 0,1520 0,2592
30 0,2022 0,2021 0,1877 0,0275 0,1501 0,2583
40 0,2019 0,2021 0,2470 0,0286 0,1503 0,2584

Observamos na Tabela 5.18 as estimativas descritivas da amostra a posteriori do número

de intervalos referente ao modeloM1 com m
′

= 10. Notamos que, a moda a posteriori foi

igual a 6 intervalos com intervalo HPD 95% igual a [3; 8]. Podemos perceber também que,

o número de intervalos a posteriori estabiliza, em geral, para um valor um pouco maior que

a metade do número de intervalos admitidos na grade inicial (m
′
= 10).

Tabela 5.18: Resumos descritivos para a amostra a posteriori do número de intervalos para o modeloM1.

Mínimo Máximo Média Moda Mediana Desvio-padrão HPD 95%
2 10 5,88 6 6 1,34 [3;8]
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5.2.3 Dados de infecção por HIV-1 em pacientes hemofílicos

Os dados analisados nesta seção foram coletados como parte de um estudo prospectivo

multicêntrico que teve por objetivo avaliar a taxa de infecção por HIV-1 entre pacientes com

hemo�lia (Goedert et al., 1989; Kroner et al., 1994). Em particular, os indivíduos do estudo

formavam um grupo de risco para a contração de HIV-1 a partir de produtos derivados de

sangue feitos a partir de doadores.

O estudo é caracterizado por se tratar de dados de sobrevivência com censura intervalar,

pois não sabemos exatamente em qual momento os pacientes contraíram HIV-1. No entanto,

temos o conhecimento dos intervalos de tempo (em meses) em que a soro conversão ocorreu,

determinados pelos tempos de monitoramento.

Este estudo contou com um total de 544 pacientes, com um percentual de infecção de

aproximadamente 49%. Com base na sua dose média anual de produtos derivados do sangue,

os pacientes foram classi�cados em quatro grupos: alta, média, baixa ou nenhuma dose.

Neste trabalho, utilizamos os dados supracitados para ilustrar o modelo proposto em

na Seção 4.2. Como variável preditora, dicotomizamos a variável do estudo original, para

simpli�car a análise, em 308 pacientes tratados com pelo menos alguma dose (x = 0) e 236

paciente tratados com nenhuma dose (x = 1). Os dados estão disponíveis no pacote ICsurv

(McMahan & Wang, 2014).

As especi�cações a priori para os modelosM0 eM1 são: α0 = 0.01 e γ0 = 0.01 e uma

distribuição a priori Beta(θ1, θ2) para o fator de desconto, com θ1 = 1, θ2 = 1, represen-

tando uma distribuição uniforme no intervalo [0, 1]. Assumimos também, uma distribuição

N(µ, σ2), em que µ = 0 e σ2 = 100, para cada componente do vetor ψ. A análise Bayesiana

contou com um aquecimento das cadeias de 50000 iterações, espaçamento de 20 e um total

de amostras a posteriori de 5000, contabilizando um total de 150000 iterações.

Baseado na grade mais �na τ
′
para limites dos distintos intervalos observados, grade do

Tipo 1, observamos que o número de intervalos máximo é m
′

= 28. No entanto, para uma

análise de sensibilidade, valores de m
′
iguais a 10 e 20 também foram considerados. Para a

grade do Tipo 2, grade com intervalos equidistante, avaliamos os seguintes valores de m
′
:

10, 20, 28, 30 e 40.

Os valores dos critérios de seleção (LPML, WAIC e DIC) calculados para os dois

modelos ajustados são apresentados na Tabela 5.19. De acordo com esses critérios, o modelo

dinâmico com grade aleatória (M1) apresenta, de maneira geral, melhor ajuste quando

comparado ao modelo M0, ou seja, utilizar a estrutura de agrupamento do MPP para

modelar a grade dos tempos do MEP melhorou na qualidade de ajuste do modelo aos dados.
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Tabela 5.19: Critérios de seleção para os modelosM0 eM1.

Critérios Modelos Tipo 1 Tipo 2
10 20 28 10 20 28 30 40

LPML M0 1720,35 1733,09 1719,87 1732,30 1712,10 1745,08 1771,66 1758,37
M1 1714,69 1735,40 1713,41 1729,31 1748,78 1727,48 1714,12 1693,04

WAIC M0 1720,14 1731,88 1719,49 1731,54 1711,98 1744,35 1771,66 1757,98
M1 1714,54 1734,53 1712,52 1728,90 1747,46 1726,98 1714,05 1692,57

DIC M0 2592,21 2618,74 2566,50 2603,36 2537,00 2664,78 2791,71 2705,34
M1 2552,82 2623,19 2570,79 2620,84 2685,45 2620,15 2542,32 2450,60

Uma comparação entre todos os modelos baseando-se no critério LPML é apresentada

na Figura 5.38. Para a grade do Tipo 2, observamos na Figura 5.38, que o modelo M1

apresenta melhor ajuste comparado ao modelo M0 à medida que o número de intervalos

aumenta, a partir de m
′
= 28.

Tipo 1 Tipo 2

1690
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M

L Modelo
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Figura 5.38: Valores de LPML para os modelos ajustados.

Similarmente para o critério LPML, na Figura 5.39, os valores do critérioWAIC indicam

que o modelo M1 fornece um melhor ajuste aos dados quando comparado ao modelo M0

para quase todos os valores de m
′
e tipos de grade. Observamos também que, assim como

para o critério LPML, há uma perda de qualidade de ajuste no modeloM1 a medida que

o valor de m
′
diminui.
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Figura 5.39: Valores de WAIC para os modelos ajustados.

Na Figura 5.40 apresentamos os valores do critério DIC para os modelos em questão.

Observamos que, na grade do Tipo 1, os modelosM0 eM0 apresentam resultados similares

para os números de intervalos para m
′
igual à 20 e 28.

Um ponto importante a ressaltar é que, para todos os critérios, há um comportamento

similar entre os modelos M0 e M1 para a grade do Tipo 1, diferentemente dos modelos

ajustados utilizando a grade Tipo 2. No Tipo 2, para valores dem
′
maiores que 28 intervalos,

há uma melhor qualidade de ajuste ao considerar mais intervalos.
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Figura 5.40: Valores de DIC para os modelos ajustados.

Em linhas gerais, com os valores de LPML (1693,04),WAIC (1692,57) eDIC (2450,60),

respectivamente, para grade do Tipo 2, temos que o modelo M1 é o mais indicado para

modelar os dados de pacientes hemofílicos quando comparado ao modeloM0. Dessa forma,

optamos em modelar os dados de pacientes hemofílicos com m
′
= 40 e grade do Tipo 2. Para

�ns comparativos, essa con�guração de modelo será utilizada para o modelo dinâmico com

grade �xa para analisar os dados de tempos de soroconversão.
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A seguir apresentamos pelas Figuras 5.41 e 5.42 os grá�cos de caixa das amostras a

posteriori para o fator de desconto nos modelos M0 e M1 para a grade do Tipo 1 e 2.

Observamos um resultado muito similar ao encontrado para os dados simulados.
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Figura 5.41: Grá�cos de caixa das amostras a posteriori para o fator de desconto nos modelosM0 eM1

para a grade do Tipo 1.
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Figura 5.42: Grá�cos de caixa das amostras a posteriori para o fator de desconto nos modelosM0 eM1

para a grade do Tipo 2.

As Figuras 5.43 e 5.44 apresentam as estimativas da função risco basal h0(t) para aos

tempos de promoção. Observe que h0(t) apresenta um comportamento crescente para todos

os valores de m
′
e tipos de grade, sugerindo que o risco de infecção aumenta a partir de

aproximadamente 20 meses de acompanhamento.
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Figura 5.43: Estimativa a posteriori para a função risco basal para os tempos de promoção e grade do
Tipo 1.
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Figura 5.44: Estimativa a posteriori para a função risco basal para os tempos de promoção e grade do
Tipo 2.

As estimativas dos parâmetros de interesse de cada modelos com as melhores qualidade

de ajuste aos dados, modeloM0 eM1, com m
′

= 40 e grade Tipo 2, são apresentadas na

Tabela 5.20. De maneira geral, ambos modelos ajustados mostram que a variável tratamento

é signi�cativa uma vez que o intervalos HPD 95% não contém o valor 0, ou seja, há diferença

entre o grupo que não recebe nenhuma dose com o tratado com alguma dose. Em outras pa-

lavras, observamos que não receber dose aumenta a probabilidade dos pacientes hemofílicos

de não contrair HIV-1.
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Tabela 5.20: Resultados descritivos dos modelos mais bem ajustados segundo os critérios de seleção, com
m

′
= 40 e grade do Tipo 2.

Modelos Parâmetros Média Desvio padrão HPD 95%

M0

ψ0 0,43 0,07 [0,30;0,58]
ψ1 -2,49 0,20 [-2,88;-2,12]
φ 0,22 0,07 [0,08;0,36]

M1

ψ0 0,44 0,07 [0,31;0,58]
ψ1 -2,50 0,20 [-2,88;-2,10]
φ 0,38 0,08 [0,23;0,53]

Podemos observar na Tabela 5.21 que o número mais provável de intervalos é igual a 22

(com probabilidade de 0,1272) e o intervalo HPD de 95% igual a [16;27]. É possível notar

que neste ajuste, de um número de intervalos admitidos a priori igual a 40, o modelo reduziu

para pouco mais da metade. Outras medidas podem ser encontradas na Tabela 5.21, assim

como a distribuição do número de intervalos apresentado na Figura 5.45.

Tabela 5.21: Resumos descritivos para a distribuição a posteriori do número de intervalos para o modelo
M1, com m

′
= 40.

Mínimo Máximo Média Moda Mediana Desvio padrão HPD 95%
8 33 21.28 22 21 3.06 [16;27]
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Figura 5.45: Histograma representando a distribuição a posteriori do número de intervalos para o modelo
M1.

Na Tabela 5.22 são apresentadas as estimativas a posteriori para a fração de curados por

tipo de tratamento pelos modelosM0 eM1. Para o modeloM1, a fração de cura para paci-

entes hemofílicos tratados com alguma dose é 22,35% e 87,65% em pacientes sem nenhuma

dose. Podemos dizer que pacientes sem nenhuma dose de produtos derivados do sangue tem

uma probabilidade de aproximadamente 88% de não contrair HIV-1. Observamos também,
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que as estimativas associadas ao modeloM0 são bastante similares aquelas fornecidas pelo

modeloM1.

Tabela 5.22: Resultados descritivos da fração de cura por tipo de tratamento, para os modelosM0 eM1,
com m

′
= 40.

Modelo Tratamento Média Desvio padrão HPD 95%

M0
Com dose 0,8771 0,0216 [0,8341;0,9183]
Sem dose 0,2224 0,0230 [0,1757;0,2666]

M1
Com dose 0,8765 0,0214 [0,8317;0,9155]
Sem dose 0,2234 0,0235 [0,1772;0,2690]

As funções de sobrevivência populacionais estimadas para os modelos M0 e M1, res-

pectivamente, são apresentadas nas Figuras 5.46 e 5.47. Como comparação, apresentamos

também a estimativa da função de sobrevivência populacional via estimador de Turnbull.

Observamos que os resultados foram bastantes similares, sugerindo que os modelos estão

bem ajustados aos dados. No entanto, o modeloM1 se aproxima um pouco mais da curva

do estimador de Turnbull, quando avaliamos o grupo com alguma dose. Observamos também

que, em ambas as �guras, o platô estabiliza nos valores da fração de cura apresentados na

Tabela 5.22, aproximadamente.
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Figura 5.46: Estimativa da função de sobre-
vivência populacional para o modelo M0 (linha
mais suave) e estimador de Turnbull (linha me-
nos suave).
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Figura 5.47: Estimativa da função de sobre-
vivência populacional para o modelo M1 (linha
mais suave) e estimador de Turnbull (linha me-
nos suave).



Capítulo 6

Considerações �nais e trabalhos futuros

Apresentamos nesta tese duas propostas de extensões do MEP com grade aleatória para

o ajuste de dados de sobrevivência sujeitos a censura intervalar envolvendo dados sem e com

fração de cura. Estendemos o modelo dinâmico proposto por Demarqui et al. (2012) para

dados sem fração de cura e o modelo introduzido por Demarqui et al. (2014) para o ajuste de

dados de sobrevivência com fração de cura. Foi realizada uma análise de sensibilidade para

avaliar o efeito do número máximo de intervalos admitidos a priori, bem como a especi�cação

da grade inicial, sobre a qualidade de ajuste dos modelos.

Para os modelos sem fração de curados, vimos que as versões dinâmicas propostas por

Gamerman (1991) e Demarqui et al. (2012) são casos particulares da modelagem proposta

nesta tese quando condicionamos nos pseudotempos de falha. Ao ajustar os modelos propos-

tos, aos dados de câncer de mama (Finkelstein, 1986), observamos que a extensão do modelo

de Gamerman (1991) para dados sujeitos a censura intervalar, obteve o melhor ajuste aos

dados, quando comparado aos demais modelos. Podemos perceber também que a abordagem

dinâmica apresenta melhores resultados quando comparada aos modelos com efeito �xo no

tempo. Entre os modelos propostos, vimos que m
′

= 20 é o tamanho de grade admitido a

priori preferível entre os modelos com grade inicial especi�cada pela grade do Tipo 1. Por

outro lado, entre os modelos disponíveis na literatura, m
′

= 41 é o tamanho de grade que

mais se adequou aos dados.

De maneira geral, vimos que, ao introduzir uma estrutura de agrupamento para modelar

a grade dos tempos do MEP, obtivemos melhores resultados em relação ao modelo com

grade �xa. Sobre a estrutura dinâmica, vimos que o fator de desconto se adapta a medida

que o número máximo de intervalos admitidos a priori varia, sempre compensando quando

há a presença de mais ou menos dados a cada agrupamento de intervalo. Os ajustes para os

dados de soro conversão de HIV-1 em pacientes hemofílicos, indicaram o modelo com fração

de cura dinâmico com grade aleatória (m
′
= 40) e grade especi�cada nos valores observados,

é o que melhor se ajusta aos dados quando comparado ao caso com grade �xa. Neste modelo,

os dados indicam que o número de intervalos mais provável é 22, com 40 intervalos admitidos

a priori. Observamos também, que para o grupo tratado com �nenhuma dose� a fração de

91
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cura estimada foi de 87,65%, indicando que aproximadamente 88% da população de pacientes

hemofílicos tratados com nenhuma dose nunca irão desenvolver o HIV-1, conforme também

indicado na estimativa da função de sobrevivência populacional.

Mostramos para os dados simulados sem fração de cura que os modelos dinâmicos pro-

postosM4 eM5 conseguem retornar de maneira satisfatória o efeito real da covariável que

apresenta um comportamento que varia no tempo além de apresentam um comportamento

bem similar para com a função de sobrevivência real.

Com respeito aos dados com fração de curados gerados arti�cialmente, observamos, assim

como na aos dados reais com fração de cura, que introduzir a estrutura de agrupamento do

MPP para modelar a grade dos tempos na modelagem dinâmica nos permite obter o modelos

dinâmicos com grade aleatória podemos conseguir uma melhor qualidade de ajuste aos dados.

Para esses ajustes precisamos ressaltar que foi preciso reduzir a variabilidade na distribuição

a priori para ψ0, para melhorar a convergência das cadeias e garantir uma estabilidade nas

estimativas dos parâmetros de interesse.

Um outro ponto a ressaltar é a respeito do limiar de tempo que de�ne a origem do

platô na curva de sobrevivência estimada pelo método de Tunrbull. Avaliamos somente um

valor como limiar. Futuramente, iremos realizar uma análise de sensibilidade para este limiar

poderia apresentar outros resultados para os critérios de seleção de modelos, favorecendo ou

não o modelo dinâmico com grade aleatória.

Em linhas gerais, percebemos que com a utilização do algoritmo de ampliação de dados,

podemos propor sempre novos modelos para dados de sobrevivência sujeitos a censura à

direita e aplica-los para situações de censura intervalar.

Existem muitas propostas para trabalhos futuros envolvendo os modelos desenvolvidos.

Uma delas, consiste em estender o modelo dinâmico com grade aleatória, sem covariáveis,

proposto por Demarqui (2010), para fator de desconto aleatório e dados de sobrevivência

sem fração de cura e sujeitos a censura intervalar.

No cenário de fração de curados com dados sujeitos a censura intervalar podemos obter

algumas extensões. Por exemplo:

• Estender o modelo de mistura padrão (Berkson & Gage, 1952) baseando-se no modelo

dinâmico descrito na Seção 4.2.

• Utilizar outras distribuições de probabilidade para M, como por exemplo, a distri-

buição Binomial negativa (de Castro et al., 2009) e COM-Poisson (Rodrigues et al.,

2009b), entre outras.

• Na disponibilidade de informações espaciais, podemos propor uma extensão ao modelo

de Banerjee & Carlin (2004), incluindo uma fragilidade espacial no modelo dinâmico

com fração de cura e grade aleatória para dados sujeitos a censura intervalar.

Nos modelos com fração de cura, vimos que ao introduzir a estrutura dinâmica para cor-

relacionar as taxas do MEP, assim como da estrutura de agrupamento do MPP para modelar
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a grade τ , a qualidade de ajuste melhora. Dessa forma, podemos realizar uma comparação

do modelo de fração de cura dinâmico com grade aleatória proposto, com os modelos de Kim

et al. (2006) e Demarqui et al. (2014), estendendo-os para dados de sobrevivência sujeitos a

censura intervalar.



Apêndice A

Resultados das aplicações

A.1 Dados reais

Apresentamos a seguir, os resultados da análise de dados reais, dados de pacientes com

câncer de mama, referente aos modelosM4 eM5.

Tabela A.1: Valores dos critérios LPML para os modelosM4 eM5 para grade tipo 2.

Fator LPML
de τ �xo τ aleatório τ �xo τ aleatório τ �xo τ aleatório τ �xo τ aleatório
desconto m

′
= 10 m

′
= 20 m

′
= 30 m

′
= 41

Grade tipo 2
0,1 299.03 300.49 304.57 301.92 310.43 302.91 313.73 306.44
0,15 297.19 298.26 300.25 298.75 308.58 301.80 311.95 302.78
0,2 294.99 297.92 298.98 297.28 302.97 299.12 308.93 300.47
0,25 293.83 296.66 296.55 296.05 300.20 296.76 305.93 298.51
0,3 292.47 296.32 295.51 294.84 298.27 295.70 303.91 297.02
0,35 291.66 296.00 293.84 294.17 296.70 294.70 300.88 295.45
0,4 291.20 296.06 292.84 294.08 295.55 294.10 297.82 294.39
0,45 290.92 296.21 291.65 293.82 293.49 293.81 295.82 293.65
0,5 290.96 296.14 291.56 293.68 292.10 292.68 293.68 292.58
0,55 291.18 296.54 291.24 294.08 291.32 292.67 292.54 291.93
0,6 291.69 296.67 291.49 294.78 290.60 292.97 291.15 291.45
0,65 292.32 297.36 291.99 295.11 290.25 293.08 290.12 291.31
0,7 293.21 297.87 293.00 295.79 289.97 293.62 289.32 291.92
0,75 294.11 298.46 294.25 297.89 290.47 294.69 288.73 292.45
0,8 295.48 299.13 296.52 300.38 291.45 296.50 288.89 293.92
0,85 296.79 299.85 299.07 301.59 293.33 298.06 290.18 295.98
0,9 298.31 300.84 301.80 302.28 296.21 300.56 293.06 298.45
0,95 300.16 301.78 304.92 305.06 301.11 303.67 297.71 302.29
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Tabela A.2: Valores dos critérios WAIC para os modelosM4 eM5 para grade tipo 2.

Fator WAIC
de τ �xo τ aleatório τ �xo τ aleatório τ �xo τ aleatório τ �xo τ aleatório
desconto m

′
= 10 m

′
= 20 m

′
= 30 m

′
= 41

Grade tipo 2
0,1 297,87 299,26 299,76 299,21 303,65 304,51 307,12 302,68
0,15 295,97 297,81 298,03 297,49 302,47 304,51 306,46 300,61
0,2 294,18 296,98 297,07 296,30 300,94 304,51 305,42 298,91
0,25 293,17 296,36 295,56 295,50 298,88 304,51 303,23 297,44
0,3 292,12 296,08 294,52 294,41 297,30 295,14 301,40 296,12
0,35 291,47 295,84 293,35 293,87 295,73 294,19 298,78 294,72
0,4 291,06 295,86 292,55 293,81 294,38 293,75 296,92 293,84
0,45 290,81 295,96 291,56 293,58 293,20 293,30 295,07 292,84
0,5 290,86 296,08 291,47 293,53 291,97 293,30 293,31 292,14
0,55 291,13 296,50 291,17 293,89 291,27 293,30 292,30 291,72
0,6 291,64 296,63 291,39 294,46 290,54 293,30 290,84 291,22
0,65 292,30 297,33 291,88 294,89 290,15 293,30 289,98 291,20
0,7 293,20 297,86 292,89 295,69 289,86 293,30 289,19 291,73
0,75 294,10 298,46 294,15 297,52 290,34 293,30 288,58 292,31
0,8 295,47 299,12 296,30 299,48 291,22 293,30 288,73 293,76
0,85 296,79 299,85 298,72 300,13 293,04 293,30 290,01 295,72
0,9 298,31 300,84 301,39 302,01 295,96 293,30 292,55 298,24
0,95 300,16 301,78 304,40 304,51 300,74 293,30 297,55 302,01

Tabela A.3: Valores dos critérios DIC para os modelosM4 eM5 para grade tipo 2.

Fator DIC
de τ �xo τ aleatório τ �xo τ aleatório τ �xo τ aleatório τ �xo τ aleatório
desconto m

′
= 10 m

′
= 20 m

′
= 30 m

′
= 41

Grade tipo 2
0,1 303.17 312.48 307.49 307.19 314.03 308.09 316.06 309.76
0,15 301.33 310.82 305.39 305.60 310.81 305.95 315.13 307.36
0,2 298.55 309.81 303.32 304.31 308.40 304.31 314.30 305.21
0,25 297.62 309.22 301.88 303.43 305.34 302.02 311.50 303.42
0,3 296.56 309.10 300.29 301.95 303.96 300.81 309.11 302.06
0,35 295.63 308.33 298.60 302.08 301.67 299.89 305.76 300.42
0,4 294.87 308.73 297.74 301.37 300.04 300.07 302.91 298.62
0,45 294.28 307.82 297.16 303.76 299.09 300.21 301.49 297.88
0,5 294.30 307.29 297.15 303.42 297.36 298.11 298.58 298.44
0,55 294.28 306.74 298.05 303.99 296.67 300.57 297.36 297.22
0,6 294.46 305.58 300.77 311.47 295.94 303.98 296.16 296.63
0,65 295.04 305.56 304.43 310.94 297.27 303.75 294.59 297.15
0,7 295.80 304.76 310.55 309.30 297.59 304.78 294.53 301.44
0,75 296.33 303.95 315.40 323.86 300.90 308.64 293.56 302.32
0,8 297.63 303.45 329.20 338.39 308.05 318.76 295.25 307.22
0,85 298.59 303.22 339.66 323.50 314.45 318.42 300.90 316.31
0,9 299.90 303.25 344.47 329.36 318.36 324.15 308.51 318.36
0,95 301.46 303.61 351.46 341.44 332.92 333.21 316.76 330.33
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Figura A.1: Comparação dos modelosM4 eM5, via LPML, para os diferentes valores φ, m
′
s e grade tipo

2.
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Apêndice B

Códigos - Geração dos dados arti�ciais

Neste Apêndice serão apresentados os códigos utilizados para a obtenção dos dados ar-

ti�ciais.

B.1 Dados sem fração de cura

#-----------------------------------------------------

rm(list=ls(all=TRUE))

set.seed(1234567890)

#--- Função com o efeito variando no tempo:

time <- function(t, alpha, gama, cov1, unif.val){

if(t <= 1.5){

elimpred <- exp(0.6*cov2)

f <- -alpha*(t^gama)*elimpred-log(unif.val)

return(f)

}else{

elimpred <- exp(1.4*cov2)

f <- -alpha*(t^gama)*elimpred-log(unif.val)

return(f)

}

}

#--- Especificações da amostra:

n <- 500

alpha <- 0.3

gama <- 1.5
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u <- runif(n)

x1 <- rbinom(n,1,0.5)

t.falha <- rep(NA, n)

for(i in 1:n){

raiz <- uniroot(time, c(0, 10000), alpha=alpha,

gama=gama, cov1=x1[i], unif.val=u[i])

t.falha[i] <- raiz$root

}

#--- Tempos observados:

t.cens <- rexp(n, 0.1)

tempo <- pmin(t.falha, t.cens)

delta <- ifelse(t.falha<=t.cens, 1, 0)

#--- Obtendo os intervalos

L <- rep(NA, length(tempo))

R <- rep(NA, length(tempo))

for(i in 1:n){

if(delta[i]==0){

L[i] <- tempo[i]

R[i] <- Inf

}else{

L[i] <- 0

soma <- runif(1, 0.1, 0.5)

R[i] <- soma

while((L[i] <= tempo[i] & tempo[i] < R[i])==FALSE){

L[i] <- L[i] + soma

soma <- runif(1, 0.1, 0.5)

R[i] <- R[i] + soma

}

}

}

dados <- as.data.frame(cbind(L, tempo, R, delta, x1))

names(mydata) <- c("left","time","right", "delta", "x1")
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#-----------------------------------------------------

B.2 Dados com fração de cura

#-----------------------------------------------------

rm(list=ls(all=TRUE))

set.seed(1234567890)

#--- Especificações da amostra:

n <- 500

lambda <- 0.03

shape <- 1.5

beta0 <- 0.45

beta1 <- -2.5

beta <- c(beta0,beta1)

beta.real <- beta

x1 <- rbinom(n,1,0.5)

X <- cbind(1,x1)

#--- Preditor linear:

theta <- exp(X%*%beta)

mi <- rpois(n, lambda = theta)

time <- rep(0, n)

#--- Gerando os tempos de promoção via distribuição de Weibull:

for( i in 1:n ){

if( mi[i]==0 ){

time[i] <- Inf # Cured indivíduals

}else{

pro.time <- c()

for(m in 1:mi[i]){

u <- runif(1)
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aux <- (-log(u)/lambda)^(1/shape)

pro.time <- c(pro.time, aux)

}

time[i] <- min(pro.time)

}

}

#--- tempos de censura:

a <- 27

b <- 15

C <- pmin(a, b*rexp(n, rate=0.1))

#--- Tempos observados:

t <- pmin(time, C)

delta <- ifelse(time <= C, 1, 0)

#--- Obtendo os intervalos

L <- rep(NA, length(tempo))

R <- rep(NA, length(tempo))

for(i in 1:n){

if(delta[i]==0){

L[i] <- tempo[i]

R[i] <- Inf

}else{

L[i] <- 0

soma <- runif(1, 0.1, 0.5)

R[i] <- soma

while((L[i] <= tempo[i] & tempo[i] < R[i])==FALSE){

L[i] <- L[i] + soma

soma <- runif(1, 0.1, 0.5)

R[i] <- R[i] + soma

}

}

}

dados <- as.data.frame(cbind(L, tempo, R, delta, x1))

names(mydata) <- c("left","time","right", "delta", "x1")
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#-----------------------------------------------------
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