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Nesse trabalho, propõe-se uma extensão do Modelo Partição Produto para a iden-

ti�
ação de múltiplos pontos de mudança, ao longo do tempo, no vetor de médias

e na matriz de variân
ia e 
ovariân
ia de uma sequên
ia de dados 
om distribuição

normal multivariada. Para isso, distribuições a priori 
onjugadas foram utilizadas

para estimar o vetor de médias e a matriz de variân
ia e 
ovariân
ia ao longo do

tempo. Também propõe-se realizar uma 
omparação de 
ada parâmetro sequen
ial-

mente. Para este �m, 
onstrói-se intervalos de mais alta densidade (intervalos HPD)

a posteriori para a diferença de parâmetros em su
essivos instantes de tempo. Para

avaliar o modelo proposto, foram 
onsiderados alguns 
enários simulados e realizada

uma apli
ação em dados �nan
eiros, mais espe
i�
amente uma análise do impa
to

da saída do Reino Unido da União Europeia.
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Introdução

A identi�
ação de pontos de mudança é um problema estatísti
o relevante, pois

possibilita 
onje
turar sobre os fen�menos que os 
ausaram e auxilia na avaliação

de ações a serem tomada. Nesse sentido, um ponto de mudança pode ser entendido


omo uma quebra estrutural em uma série temporal ou, simplesmente, um valor

atípi
o que o
orre em um ban
o de dados.

O problema de identi�
ação de pontos de mudança, em dados observados sequen-


ialmente, esta presente em diversas áreas 
omo, por exemplo, em estudo hidrológi-


os (Perreault et al. [36℄), 
limatológi
os (Ruggieri [40℄), e
on�mi
os (Arellano-Valle

et al. [2℄) e so
ais (Los
hi et al. [27℄). Problemas de pontos de mudança também

o
orrem em segmentação de textos 
omo pode ser visto em Kehagias et al. [17℄.

Nesse sentido, se faz ne
essária a utilização de modelos estatísti
os em 
onjunto


om ferramentas 
omputa
ionais 
apazes de re
onhe
e - los adequadamente e, 
on-

sequentemente, ajudar nas tomadas de de
isões. Assim, diversas abordagens e me-

todologias foram desenvolvidas para a 
aptação dos pontos de mudança em 
onjunto

de dados observados sequen
ialmente, entre as quais desta
am-se a metodologia de

máxima verossimilhança (Hinkley [13℄, Bhatta
harya [5℄, Liu [21℄) e pro
edimentos

Bayesianos baseados em métodos paramétri
os e não paramétri
os (Martínez et al.

[31℄, Allen et al. [1℄ e Hartigan [12℄).

Do ponto de vista Bayesiano paramétri
o e 
onsiderando apenas um ponto de

mudança, desta
a-se o trabalho de Smith [42℄ que 
onsiderou o problema de mu-

dança na média de uma sequên
ia de variáveis aleatórias 
om distribuições normal

e binomial. Lee & Heghinian [20℄ também estudaram uma mudança na média em

uma sequên
ia de variáveis aleatórias independentes 
om distribuição normal, va-

riân
ia des
onhe
ida e 
omum. Trabalhos apli
ados na área e
on�mi
a podem ser

vistos em Booth & Smith [6℄, Diaz [9℄, Holbert [14℄ e Salazar [41℄. Ainda sobre

a perspe
tiva Bayesiana paramétri
a, 
ita-se os trabalhos de Perreault et al. [37℄,

que 
onsiderou um ponto de mudança no vetor de médias e Son & Kim [43℄, que


onsiderou um ponto de mudança tanto no vetor de médias quanto na matriz de 
o-

variân
ia, em uma sequên
ia de variáveis aleatórias independentes 
om distribuição

normal multivariada.

Modelos que identi�
am apenas um ponto de mudança são muito restritivos,

1



pois em muitas situações a série pode apresentar várias mudanças. Hartigan [12℄

prop�s o Modelo Partição Produto (MPP) em que 
onsidera a suposição da exis-

tên
ia de múltiplos pontos de mudança. No MPP tanto o número de pontos de

mudança quanto os instantes em que o
orreram são quantidades des
onhe
idas as

quais devem ser estimadas, logo, tornando o modelo mais �exível. Barry & Hartigan

[3℄ desenvolveram uma versão do MPP para a identi�
ação de pontos de mudança

em dados observados sequen
ialmente, no qual apenas blo
os 
ontíguos são 
on-

siderados. Posteriormente, Barry & Hartigan [4℄ apli
aram o MPP para inferir

sobre múltiplos pontos de mudança na média da distribuição normal 
om variân
ia


onstante e des
onhe
ida. Uma grande 
ontribuição de Barry & Hartigan [4℄ foi o

desenvolvimento de um algoritmo para gerar da distribuição a posteriori de uma

partição 
om blo
os 
ontíguos, em que usam o amostrador de Gibbs. Apli
ações e

extensões do MPP podem ser vistos em Los
hi et al. [28℄, Monteiro et al. [32℄, Los
hi

et al. [24℄, Quintana & Iglesias [38℄, Müller et al. [34℄ e entre muitos outros

A dete
ção de múltiplas mudanças em séries temporais multivariadas é de grande

interesse e um problema ainda pou
o explorado. Se estas séries são 
orrela
ionadas, a

o
orrên
ia de alguma mudança no 
omportamento de uma delas pode gerar mudança

em alguma outra. Nesse 
enário, o presente trabalho 
onsidera que uma sequên
ia

de vetores aleatórios, Y1, ...,Yn, de dimensão p× 1 são independentes e distribuídos

segundo uma distribuição normal multivariada 
om vetores de médias µk, p × 1,

e matriz de 
ovariân
ia Σk, p × p, para k = 1, ..., n. Assim sendo, temos 
omo

objetivos utilizar o MPP para identi�
ar múltiplos pontos de mudanças no vetor de

médias e na matriz de variân
ia-
ovariân
ia. Além de estimar µk e Σk para todo k,

também estima-se o número de pontos de mudança e as posições onde as mudanças

o
orreram. Distribuições a priori 
onjugadas são utilizadas para µk e Σ.

O modelo apresentado nesse trabalho é uma extensão ao propostos em Cheon

& Kim [8℄ e em Moura [33℄. Moura [33℄, por exemplo, utilizou o modelo partição

produto para a identi�
ação de mudanças na matriz de variân
ia e 
ovariân
ia para

uma sequên
ia de dados 
om distribuição normal multivariada 
entrado no vetor

nulo. Cheon & Kim [8℄ apli
aram o algoritmo Monte Carlo 
om aproximação esto-


ásti
a para a dete
ção de múltiplos pontos de mudanças no vetor de médias e na

matriz de variân
ia e 
ovariân
ia de dados 
om distribuição normal multivariada.

No entanto, Cheon & Kim [8℄ 
onsideraram uma distribuição a priori vaga para

o vetor de médias, ou seja, π(µk) = 1 e estimam apenas a partição dos dados, o

número de blo
os e a probabilidade de 
ada instante ser um ponto de mudança,

não forne
endo estimativas para os parâmetros no instante k e, 
onsequentemente,

não havendo a identi�
ação em qual parâmetro e em qual variável houve a mu-

dança. Além desses trabalhos, desta
am-se também o de Lavielle & Teyssiere [19℄,

por exemplo, que propõem um método adaptativo para a identi�
ação de mudança

2



na estrutura da matriz de 
ovariân
ia. Mabaera et al. [29℄ apli
aram o método de

máxima verossimilhança para a dete
ção de múltiplos pontos de mudança em séries

multivariadas. Re
entemente, James & Matteson [15℄ disponibilizaram o pa
ote e
p

no software R Core Team [39℄, no qual utiliza da abordagem não paramétri
a para

a análise de múltiplos pontos de mudança em dados multivariados.

Em estudos de pontos de mudança usando o MPP, 
omumente o
orrem pro-

blemas de falta de identi�
abilidade. Por exemplo, no problema de identi�
ação

de múltiplas mudanças na média e variân
ia de uma sequên
ia de variáveis nor-

malmente distribuídas (Los
hi & Cruz [22℄), a mudança real pode o
orrer apenas

no média e não na variân
ia. No entanto, estudos simulados mostram que as es-

timativas forne
idas pelo modelo indi
arão também uma mudança na variân
ia e

em instantes próximos a mudança dete
tada na média. Problemas similares a este

também o
orrerão no 
ontexto multivariado. Neste 
aso, podemos, por exemplo,

inferir que há mudança em todas as série quando apenas uma destas experimentou

a mudança. Para analisar os resultados e minimizar este tipo de problema da falta

de identi�
ação, propõe-se realizar uma 
omparação de 
ada parâmetro sequen
ial-

mente. Para este �m, 
onstrói-se intervalos de mais alta densidade (intervalos HPD)

a posteriori para a diferença de parâmetros em su
essivos instantes de tempo. O

intervalo HPD se rela
iona 
om a evidên
ia a posteriori forne
ida pelo teste de signi-

�
ân
ia bayesiano 
ompleto (FBST) introduzido por Bragança Pereira & Stern [7℄.

Assim, pode-se 
onsidera-lo para testar se a diferença de 
ada parâmetro em instan-

tes su
essivos de tempo é signi�
amente diferente de zero, 
on
luindo-se diferença

signi�
ativa quando o valor zero não perten
e ao intervalo.

Para avaliar o desempenho do modelo, 
onsiderou-se alguns ban
os de dados si-

mulados. Além disso, também realizou-se uma apli
ação em que 
onsiste em avaliar

o efeito do Brexit na e
onomia de oito países. Esse termo é a abreviação das palavras

em inglês Britain (Grã-Bretanha) e exit (saída) e designa a saída do Reino Unido

da União Europeia. Para esse estudos foram 
onsiderados nove índi
es �nan
eiros:

DAX (Deuts
her Aktienindex ) da Alemanha, IBEX 35 (Iberia Index ) da Espanha,

CAC 40 ( Cotation Assistée en Continu) da França, ATG (Athens General) da

Gré
ia, FTSE MIB (Finan
ial Times Sto
k Ex
hange Milano Indi
e di Borsa) da

Itália, PSI-20 (Portuguese Sto
k Index ) de Portugal, FTSE 100 Reino Unido (Fi-

nan
ial Times Sto
k Ex
hange), SMI (Swiss Market Index) da Suíça e S&P 500

(Standard & Poor's 500) dos Estados Unidos. Tais índi
es são responsáveis por

medir o desempenho e
on�mi
o dos países em estudo

Este trabalho está organizado 
omo segue. No Capítulo 1, é apresentado uma

revisão do MPP desenvolvido em Barry & Hartigan [3℄ e Barry & Hartigan [4℄, as

extensões proposta em Los
hi & Cruz [25℄ e o método 
omputa
ional para obter-se as

distribuições a posteriori das partições. No Capítulo 2, é de�nido o modelo partição

3



produto para a distribuição Normal Multivariada e é apresentado um algoritmo para

realizar os testes sequen
iais. No Capítulo 3, é realizado uma análise de sensibilidade

do modelo proposto através de três 
enários sob diferentes óti
as. No Capítulo 4, é

analisado o efeito do Brexit na e
onomia de oito países.
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Capítulo 1

Modelo Partição Produto para dados

sequen
ialmente observados: uma

revisão

O Modelo Partição Produto foi de�nido, na sua forma mais geral, em Hartigan [12℄

e 
onsidera a suposição da existên
ia de múltiplos pontos de mudança em um de-

terminado ban
o de dados. Dessa forma, o MPP é mais �exível quando 
omparado

aos modelos que 
onsideram a presença de apenas um ponto de mudança. No MPP

tanto o número de pontos de mudanças quanto os instantes em que estes o
orreram

são quantidades a serem estimadas. Barry & Hartigan [3℄ parti
ularizaram o MPP

para a identi�
ação de pontos de mudança em dados observados sequen
ialmente

por assumirem que apenas blo
os 
ontíguos são 
onsiderados. Barry & Hartigan [3℄

forne
eram expressões analíti
as para as distribuições a posteriori dos parâmetros

que indexam a função de distribuição dos dados e para suas esperanças. Posterior-

mente, Barry & Hartigan [4℄ apli
aram o MPP para inferir sobre múltiplos pontos

de mudança na média de uma sequên
ia de dados normalmente distribuídos e as-

sumindo variân
ia 
omum e des
onhe
ida em 
ada instante do tempo. Além disso,

propuseram um algoritmo baseado no amostrador de Gibbs para gerar da distribui-

ção a posteriori da partição aleatória quando apenas blo
os 
ontíguos são possíveis.

Mais tarde,Los
hi et al. [23℄ implementou o amostrador de Gibbs para gerar da dis-

tribuição a posteriori do número de pontos de mudanças e para os instantes nos

quais estes o
orreram. Los
hi et al. [23℄ também 
onsiderou a 
oesão de�nida em

Yao [44℄, no qual depende de uma probabilidade p de haver mudança em algum

instante, assumindo uma distribuição a priori degenerada para a p. Los
hi et al.

[26℄ fez uma extensão de Los
hi et al. [23℄ assumindo distribuições a priori não de-

generadas para a p. Posteriormente, Ferreira et al. [10℄ apresenta uma versão do

MPP no qual 
onsidera os blo
os 
orrela
ionados.
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Neste 
apítulo será feito uma revisão do MPP. Na Seção 1.1 são apresentada as

de�nições e 
on
eitos bási
os inerentes ao MPP. Na Seção 1.2 é de�nido o MPP no


aso paramétri
o e são apresentadas as distribuições a priori e a posteriori da par-

tição aleatória, do número de blo
os e a probabilidade a posteriori de 
ada instante

ser um ponto de mudança. Por �m, na Seção 1.3, é des
rito o método 
omputa
ional

que é utilizado para a obtenção das estimativas de interesse do MPP.

1.1 Modelo Partição Produto

Sejam y1, ...yn uma série temporal observada e I o 
onjunto formado pelos índi
es

{1, ..., n} que indexam tais observações. Denote por ρ a partição aleatória do 
on-

junto I
⋃

{0} e B o número de blo
os da partição ρ. Denote por [ij] o sub
onjunto

de I formado pelos indi
ies {i + 1, ..., j}, para i < j e i, j ∈ I
⋃

{0}, e por y[ij] o

blo
o formado pelas observações yi+1, ..., yj.

Assumindo que somente blo
os 
ontíguos de observações são possíveis, 
ada valor

da partição aleatória ρ é da forma ρ = {i0, i1, ..., ib}, em que 0 = i0 < i1 < ... < ib =

n, para b ∈ I, a qual divide 
onjunto de obervações em B = b blo
os vizinhos da

seguinte forma:

[y1, ..., yi1] [yi1+1, ..., yi2] ...
[

yib−1+1, ..., yib
]

.

A o
orrên
ia da partição ρ = {i0, i1, ..., ib} impli
a na o
orrên
ia de b − 1 mu-

danças no 
omportamento da série observada nos instantes i1 + 1, ..., ib−1 + 1. Para

melhor 
ompreensão, ver Tabela (1.1).

Exemplo 1.1.1 Seja y1, y2, y3 uma série temporal observada. Então, tem-se que

I
⋃

0 = {0, 1, 2, 3} e os dados podem ser divididos de 2n−1
formas diferentes 
omo

mostra a Tabela 1.1.

Tabela 1.1: Relação entre a partição ρ e o número de blo
os B.
Blo
o de observações Valores de ρ Valores de B

[y1, y2, y3] {i0 = 0, i1 = 3} 1

[y1] , [y2, y3] {i0 = 0, i1 = 1, i2 = 3} 2

[y1, y2] , [y3] {i0 = 0, i1 = 2, i2 = 3} 2

[y1] , [y2] , [y3] {i0 = 0, i1 = 1, i2 = 2, i3 = 3} 3

De�nidos esses elementos bási
os, na próxima seção será apresentado o MPP em

sua versão paramétri
a.
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1.2 Construção do Modelo Partição Produto

Seja θ1, ..., θn uma sequên
ia de parâmetros sobre o espaço paramétri
o Θ e Y1, .., Yn

uma sequên
ia de variáveis aleatórias. Considere que, dados θ1, ..., θn, as variáveis

Y1, .., Yn são independentes e 
om 
omportamento dado por f1(y1|θ1), ..., fn(yn|θn),

respe
tivamente. No MPP assume-se que:

1 Dado ρ = {i0, i1, ..., ib}, a sequên
ia de parâmetros θ1, ..., θn é parti
ionada

em b blo
os 
ontíguos, no qual θ[ij] denota o parâmetro 
omum que indexa a

distribuição das variáveis aleatórias do blo
o Y[ij], ou seja

θk = θ[ir−1ir ] ∀ ir−1 < k ≤ ir, k = 1, ..., n e r = 1, ..., b.

Desta forma, o vetor de parâmetros θ = (θ1, ...θ1) pode ser rees
rito da seguinte

forma:

θ =

b
∑

r=1

(

θ[ir−1ir ]1{ir−1 < 1 ≤ ir}, ..., θ[ir−1ir]1{ir−1 < n ≤ ir}
)

,

onde 1{A} denota a função indi
adora do evento A

2 Dado ρ = {i0, i1, ..., ib}, tem-se que os parâmetros 
omuns θ[i0i1], ..., θ[ib−1ib] são

independentes e θ[ij] possui distribuição a priori π[ij](θ) 
om θ ∈ Θ[ij], onde

Θ[ij] é o espaço paramétri
o de θ[ij].

O MPP estabele
e a distribuição 
onjunta de ρ, das observações e dos parâmetros


omo mostra a de�nição abaixo.

De�nição 1.2.1 A quantidade aleatória ((Y1, θ1), ..., (Yn, θn); ρ) possui o seu 
om-

portamento des
rito pelo MPP paramétri
o, denotado por ((Y1, θ1), ..., (Yn, θn); ρ) ∼

MPP , se:

(1) A distribuição a priori para ρ é uma distribuição produto, ou seja:

P (ρ = {i0, i1, ..., ib}) =

∏b
r=1 c[ir−1ir ]

∑

C

∏b
r=1 c[ir−1ir ]

,

onde c[ij] é a 
oesão do blo
o [ij] (ver detalhes a seguir) e C é o 
onjunto de

todas as possíveis partições de I em b blo
os 
ontíguos ∀b ∈ I.

(2) Condi
ional em ρ = {i0, i1, ..., ib}, tem-se que as observações em diferentes blo-


os são independentes e as observações em 
ada blo
o y[ij] possuem distribuição
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indexada pelo parâmetro θ[ij], ou seja:

f(y1, ..., yn; θ1, ..., θn|ρ = {i0, i1, ..., ib}) =

b
∏

r=1

ir
∏

k=ir−1+1

f(yk|θ[ij])π[ir−1ir ](θ[ij]).

(3) Condi
ional em ρ, a distribuição a priori para θ = (θ1, ..., θn) é

π(θ) = π(θ[i0i1]) · · ·π(θ[ib−1ib])

=
b
∏

r=1

π(θ[ir−1ir ]).

Uma partição tende a agregar em um mesmo blo
o observações 
om 
omporta-

mentos semelhantes. Diante disso, para des
rever a in
erteza ini
ial sobre ρ, Harti-

gan [12℄ de�ne c[ij] a 
oesão asso
iada ao blo
o de observações [ij]. Segundo Hartigan

[12℄, c[ij] é um valor numéri
o e não negativo que representa o grau de similaridade

existente entre observações do blo
o [ij], podendo ser interpretada, quando os dados

são sequen
ialmente observados, 
omo uma probabilidade de transição da 
adeia de

Markov Za, a ∈ {0, ..., n}, onde Za assume valores em {i0, i1, ..., ib}, isto é, 
orres-

ponde ao instante em que o
orre a a - ésima mudança na estrutura da distribuição.

Desse modo, tem-se que a 
oesão do blo
o c[ij] é a probabilidade do instante da

a-ésima mudança ser o j dado que a (a − 1)-ésima mudança o
orreu no instante i

([3℄).

Como 
onsequên
ia da De�nição 1.2.1, tem-se que a distribuição 
onjunta de

y1, ..., yn dado ρ, é dada por

f(y1, ..., yn|ρ = {i0, i1, ..., ib}) =

b
∏

r=1

f[ir−1ir](y[ir−1ir ]),

onde

f[ir−1ir ](y[ir−1ir ]) =

∫ ir
∏

k=ir−1+1

f(yk|θ)π[ir−1ir ](θ)dθ

é denominada fator de dados e 
orresponde a distribuição preditiva a priori asso
iada

ao blo
o [ij].

A partir da De�nição 1.2.1, pode ser mostrado que a distribuição a priori do

número de blo
os na partição ρ é dado por:

P (B = b) =
∑

C′

∏b
r=1 cir−1ir

∑

C

∏b
r=1 cir−1ir

,
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onde C
′

é um sub
onjunto de todas as partições em I 
om exatamente b blo
os.

Barry & Hartigan [3℄ também mostraram que as distribuições a posteriori para

ρ e B são dadas, respe
tivamente, por:

P (ρ|y1, ...., yn) ∝
b
∏

r=1

c∗ir−1ir

P (B = b|y1, ...., yn) ∝
∑

C′

b
∏

r=1

c∗ir−1ir ∀b ∈ I ,

onde c∗[ij] = c[ij]f[ij](y[ij]), ∀i, j ∈{0, ..., n} e i < j, denota a 
oesão a posteriori do

blo
o [ij].

Em geral, a distribuição a posteriori de ρ forne
e uma boa informação sobre

a probabilidade de 
ada instante ser um ponto de mudança. Los
hi & Cruz [25℄

prop�s um método para 
al
ular a probabilidade a posteriori de 
ada instante ser

um ponto de mudança.

Seja Ck um subgrupo de C que 
ontém todas as partições que in
luem o instante

k 
omo ponto de mudança, ou seja, 
ada partição em Ck é da forma {i0, ..., il−1, il =

k−1, il+1, ..., ib} para algum l ∈ I. Seja o evento Ak que denota o k-ésimo instante é

um ponto de mudança, para k = 2, ..., n. Portanto, a probabilidade de um instante

k ser um ponto de mudança é

P (Ak|y1, ..., yn) =
∑

Ck

P ({i0, ..., il−1, il = k − 1, il+1, ..., ib}|y1, ..., yn)

∝
∑

Ck

(

l−1
∏

r=1

c∗[ir−1ir]

)

c∗[il−1(k−1)]c
∗
[(k−1)il+1]

(

b
∏

r=l+1

c∗[ir−1ir]

)

.

Similarmente, a probabilidade a posteriori para dois instantes espe
í�
os, k
′

e k∗
,

serem pontos de mudanças pode ser obtida a partir da probabilidade de Ak′ ∩ Ak∗ ,

e assim por diante.

Considerando o item (2) da De�nição 1.2.1, observa-se que o 
omportamento a

posteriori do parâmetro θ[ij] depende do blo
o y[ij] a que está asso
iado. Portanto,


omo mostrado em Barry & Hartigan [3℄, a distribuição a posteriori para 
ada θk,

k = 1, ..., n, é dada por

f(θk|y1, ..., yn) =
k−1
∑

i=0

n
∑

j=k

r∗[ij]f(θk|y[ij]), (1.1)

onde r∗[ij] denota a relevân
ia a posteriori do blo
o [ij], a qual é de�nida 
omo

sendo, r∗[ij] = P ([ij] ∈ ρ|Y1, ..., Yn). Barry & Hartigan [3℄ também mostraram que

assumindo a perda quadráti
a, a estimativa produto de θk é obtida através da média
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a posteriori de 
ada θk, ou seja,

θ̂k = E(θk|y1, ..., yn) =
k−1
∑

i=0

n
∑

j=k

r∗[ij]E(θk|y[ij]).

A es
olha da 
oesão c[ij] expressa a per
epção ini
ial do pesquisador em relação

ao grau de similaridade entre as observações perten
entes ao blo
o [ij] ou sobre o

quão provável tais observações perten
erem ao mesmo 
luster. Portanto, a es
olha

da 
oesão é fundamental no pro
esso de inferên
ia. Algumas 
oesões utilizadas

frequentemente são:

• c[ij] = 1: assumindo esta 
oesão para todos os 
lusters, tem-se que a distribui-

ção a priori para ρ será uma uniforme no 
onjunto de todas as partições em

blo
os 
ontíguos de I, ou seja, P (ρ = {i0, ..., ib}) = 2−(n−1)
;

• c[ij] =
1

j − i
: assumindo esta 
oesão, tem-se que a 
on
epção ini
ial do pesqui-

sador revela que as observações são pou
os similares, pois este tipo de 
oesão

atribui alta probabilidade a blo
os 
om pou
as observações, induzindo parti-

ções 
om muitos blo
os.

• c[ij] = j − i: assumindo esta 
oesão, tem-se que a 
on
epção ini
ial do pesqui-

sador revela que as observações são similares, pois este tipo de 
oesão atribui

pesos maiores a blo
os 
om muita observações, formando, 
om grande proba-

bilidade, partições 
om pou
os blo
os.

No presente trabalho, será adotada a 
oesão proposta por Yao [44℄. Seja p a

probabilidade de que uma nova mudança o
orra em algum instante da sequên
ia de

observações. Então, a 
oesão a priori para o blo
o [ij] é dada por:

c[ij] =

{

p(1− p)j−i−1, se j < n,

(1− p)i−j−1, se j = n,
(1.2)

onde i, j ∈ I ∪ 0 e i < j. Tal 
oesão 
orresponde à probabilidade que uma nova

mudança o
orra após j − i instantes, dado que o
orreu uma mudança no instante

i. Condi
ional em p, as distribuições a priori de ρ e B são, respe
tivamente, dadas

por:

p(ρ = i0, ..., ib|p) = pb−1(1− p)n−b, b ∈ I,
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P (B = b|p) =

(

n− 1

b− 1

)

pb−1(1− p)n−b, b ∈ I .

Atribuindo uma distribuição a priori π(p), obtem-se as distribuições a priori de

ρ e B 
omo segue. A distribuição a priori de ρ é dada por

P (ρ = {i0, ..., ib}) =

∫ 1

0

(ρ = {i0, ..., ib} | p) π(p)dp

=

∫ 1

0

pb−1 (1− p)n−b π(p)dp,

P (B = b) =

∫ 1

0

P (B = b | p)π(p)dp

=

(

n− 1

b− 1

)
∫ 1

0

pb−1 (1− p)n−b π(p)dp.

Como 
onsequên
ia, tem-se que as distribuições a posteriori de ρ e B são dadas,

respe
tivamente, por:

P (ρ = {i0, ..., ib} | y1, ..., yn) =
P (ρ; y1, ..., yn)

P (y1, ..., yn)

∝

∫ 1

0

P (y1, ..., yn; ρ, p) dp

∝

∫ 1

0

P (y1, ..., yn | ρ, p)P (ρ | p)π(p)dp

∝

∫ 1

0

b
∏

r=1

fir−1ir

(

yir−1ir

)

pb−1 (1− p)n−b π(p)dp

∝

b
∏

r=1

fir−1ir

(

yir−1ir

)

∫ 1

0

pb−1 (1− p)n−b π(p)dp (1.3)

e
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P (B = b | y1, ..., yn) =
∑

C′

P (ρ = {i0, ..., ib} | y1, ..., yn)

=
∑

C′

P (ρ = {i0, ..., ib} , y1, ..., yn)

P (y1, ..., yn)

∝
∑

C′

∫ 1

0

P (y1, ..., yn | ρ, p)P (ρ | p)π(p)dp

∝

(

n− 1

b− 1

) b
∏

r=1

fir−1ir

(

yir−1ir

)

∫ 1

0

pb−1 (1− p)n−b π(p)dp.

Além disso, tem-se que a probabilidade a posteriori de um parti
ular instante k

ser um ponto de mudança e a distribuição a posteriori de p são dadas, respe
tiva-

mente, dada por:

P (Ak | y1, ..., yn) =
∑

Ck

P (ρ = {i0, ..., il−1, il = k − 1, il+1, ..., ib} | y1, ..., yn)

=
∑

Ck

P (ρ = {i0, ..., il−1, il = k − 1, il+1, ..., ib} ; y1, ..., yn)

P (y1, ..., yn)

∝
∑

Ck

∫ 1

0

P (y1, ..., yn | ρ, p)P (ρ | p) π(p)dp

∝
∑

Ck

b
∏

r=1

f
(

yir−1ir

)

∫ 1

0

pb−1 (1− p)n−b π(p)dp, (1.4)

e

P (p | y1, ..., yn) =
P (y1, ..., yn; p)

P (y1, ..., yn)

∝
∑

C

P (y1, ..., yn; ρ, p)

∝
∑

C

P (y1, ..., yn | ρ, p)P (ρ | p)π(p)

∝
∑

C

b
∏

r=1

f
(

yir−1ir

)

pb−1 (1− p)n−b π(p), (1.5)

onde Ck é o sub
onjunto de C que 
ontém todas as partições que in
luem o instante

k 
omo ponto de mudança.

Para 
ompletar as espe
i�
ações do modelo pode-se utilizar uma distribuição a

priori para p. Neste trabalho, p ∼ Beta(α, β), 
om α > 0 e β > 0. Consequente-

mente as, distribuições a priori de ρ e B serão, respe
tivamente:
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P (ρ = {i0, ..., ib}) =

∫ 1

0

P (ρ = {i0, ..., ib} | p) π(p)dp

=
Γ (α + β) Γ (α + b− 1) Γ (n + β − b)

Γ (α) Γ (β) Γ (n+ α + β − 1)

P (B = b) =

∫ 1

0

P (B = b | p)π(p)dp

=

(

n− 1

b− 1

)

Γ (α + β) Γ (α + b− 1) Γ (n + β − b)

Γ (α) Γ (β) Γ (n+ α + β − 1)
.

Note que B = W + 1, onde W é uma variável aleatória 
om distribuição Beta-

Binomial de parâmetros n − 1, α e β, para α > 0 e β > 0, denotada por W ∼

Bb(n− 1, α, β). A função de probabilidade de W é dada por:

f(W | n−1, α, β) =

(

n− 1

w

)

Γ (α + β) Γ (α+ w) Γ (n+ β − w − 1)

Γ (α) Γ (β) Γ (n+ α + β − 1)
, w = 0, 1, ..., n−1.

A esperança e a variân
ia de W é dada, respe
tivamente, por

E(W ) = (n− 1)
α

α+ β

e

V ar(W ) = (n− 1)
αβ(α+ β + n− 1)

(α+ β)2(α + β + 1)
.

Consequentemente, tem-se que a esperança e a variân
ia da variável aleatória B

são dadas, respe
tivamente, por

E(B) = (n− 1)
α

α+ β
+ 1

e

V ar(B) = (n− 1)
αβ(α+ β + n− 1)

(α + β)2(α+ β + 1)
.

A partir da Equação (1.3), tem-se que a distribuição a posteriori de ρ é:

P (ρ = {i0, ..., ib} | y1, ..., yn) ∝

b
∏

r=1

fir−1ir

(

yir−1ir

) Γ (α + β) Γ (α+ b− 1) Γ (n+ β − b)

Γ (α) Γ (β) Γ (n+ α + β − 1)
.

(1.6)

Enquanto a posteriori para B é dada por:
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P (B = b | y1, ..., yn) ∝

(

n− 1

b− 1

) b
∏

r=1

fir−1ir

(

yir−1ir

) Γ (α + β) Γ (α + b− 1) Γ (n + β − b)

Γ (α) Γ (β) Γ (n+ α + β − 1)

Além disso, das equações (1.4) e (1.5) tem-se que as distribuições a posteriori de

Ak e p são dadas, respe
tivamente, por:

P (Ak | y1, ..., yn) ∝
∑

Ck

b
∏

r=1

f
(

yir−1ir

) Γ (α + β) Γ (α+ β − 1) Γ (n+ β − b)

Γ (α) Γ (β) Γ (n+ α + β − 1)

P (p | y1, ..., yn) ∝
∑

C

b
∏

r=1

f
(

yir−1ir

)

pα+b−2(1− p)n+β−b−1. (1.7)

1.3 Métodos 
omputa
ionais

Observe que não é trivial gerar amostras de ρ a partir da distribuição 
ondi
ional


ompleta, pois a dimensão de ρ não é �xa e o número de partições possíveis 
res
e a

medida que n aumenta. Para 
ontornar esta di�
uldade Barry & Hartigan [4℄ prop�s

uma transformação de variáveis em que ρ é representada 
omo um vetor 
ujas as


omponentes são variáveis binárias. Ao fazer isto, pode-se gerar da distribuição a

posteriori de ρ via amostrador de Gibbs. Tal pro
edimento é mostrado a seguir.

Considere uma quantidade aleatória Ur que re�ete se houve ou não mudança no

instante r + 1, ou seja,

Ur =

{

1, se θr = θr+1,

0, se θr 6= θr+1,

para r = 1, ..., n − 1. Assumindo esta transformação, 
ada valor de ρ pode ser

identi�
ado por um valor do vetor U = (U1, ..., Un−1), isto é,

ρ = {i0, ..., ib} ⇔ (U1 = 1, ..., Ui1−1 = 1, Ui1 = 0, Ui1+1 = 1, Ui2−1 = 0, Ui2 = 0, ...,

Uib−1−1 = 1, Uib−1
= 0, Uib−1+1 = 1, ..., Uib = 1).

Para melhor 
ompreensão, ver Tabela 1.2.

Uma das vantagens de se 
onsiderar a transformação U é que este terá dimensão

�xa em 
ada parte do algoritmo. Então, 
ada partição (Us
1 , ..., U

s
n−1), s ≥ 1, é

gerada a partir das distribuições 
ondi
ionais 
ompletas a posteriori, isto é, para r-
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Tabela 1.2: Relação entre ρ e U
Blo
o de observações Valores de ρ Valores de U

[y1, y2, y3] {i0 = 0, i1 = 3} {U1 = 1, U2 = 1}
[y1] , [y2, y3] {i0 = 0, i1 = 1, i2 = 3} {U1 = 0, U2 = 1}
[y1, y2] , [y3] {i0 = 0, i1 = 2, i2 = 3} {U1 = 1, U2 = 0}
[y1] , [y2] , [y3] {i0 = 0, i1 = 1, i2 = 2, i3 = 3} {U1 = 0, U2 = 0}

ésimo elemento no passo s do algoritmo, Us
r de U , é gerada a partir da distribuição


ondi
ional

Ur|U
s
1 , ..., U

s
r−1, U

s−1
r+1 , ..., U

s−1
n−1, p, y1, ..., yn,

para r = 1, ..., n − 1. Como Ur é uma variável binária, para gerar amostras de U,

sugere-se 
onsiderar a seguinte razão:

Rr =
P (Ur = 1|V s

r , p, y1, ..., yn)

P (Ur = 0|V s
r , p, y1, ..., yn)

,

para r = 1, ..., n−1 e V s
r = {Us

1 = u1, ..., U
s
r−1 = ur−1, U

s−1
r+1 = ur+1, ..., U

s−1
n−1 = un−1}.

Assumindo a 
oesão apresentada na Equação (1.2) e fazendo p ∼ Beta(α, β), 
om

α > 0 e β > 0, então o valor de Rr é dado por:

Rr =
f[xl](y[xl])Γ(n + β − b+ 1)Γ(b+ α− 2)

f[xr](y[xr])f[rl](y[rl])Γ(b+ α− 1)Γ(n+ β − b)
,

para b = 1, ..., n,

x =

{

max{r∗; 0 < r∗ < r, Us
r∗ = 0}, se Ur∗ = 0, r∗ ∈ {1, ..., r − 1},

0, 
aso 
ontrário,

e

l =

{

min{r∗; r < r∗ < n, Us−1
r∗ = 0}, se Us−1

r∗ = 0, r∗ ∈ {r + 1, ..., n− 1},

n, 
aso 
ontrário.

para mais detalhes, ver Los
hi & Cruz [22℄.

Usando o amostrador de Gibbs, gera-se amostra de U 
onsiderando o seguinte


ritério para a simulação da variável aleatória Us
r :

Us
r =







1, se Rr ≥
1− z

z
,

0, 
aso 
ontrário,

onde r = 1, ..., n− 1 e z ∼ U(0, 1).

Após gerar um número grande de amostras do objeto aleatório (U1, ..., Un−1),
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a estimativa Monte Carlo para a probabilidade a posteriori de 
ada partição

ρ = {i0, ..., ib} é dada pela proporção de vetores (U1 = 1, ..., Ui1−1 = 1, Ui1 =

0, Ui1+1 = 1, Ui2−1 = 0, Ui2 = 0, ..., Uib−1−1 = 1, Uib−1
= 0, Uib−1+1 = 1, ..., Uib = 1)

que apare
eram no total de amostras úteis. Além disso, a amostra da distribuição a

posteriori para número de blo
os em ρ pode ser obtida 
onsiderando-se a seguinte

relação

B = 1 +

n−1
∑

r=1

(1− Ur).

Consequentemente, para 
ada vetor gerado (Us
1 , ..., U

s
n−1) obtém-se um valor Bs =

1 +
∑n−1

r (1 − Us
r ) e a estimativa Monte Carlo para probabilidade a posteriori do

número de blo
os é dada por

P (B = b|y1, ...yn) =

∑T
s=1 1{B

s = b}

T
, ∀b ∈ I,

onde T é o número total de amostras a posteriori e 1{Bs = b} é a função indi
adora.

Além disso, Los
hi & Cruz [25℄ mostra que a estimativa Monte Carlo para a

probabilidade a posteriori do instante k ser um ponto de mudança é dada por

P (Ak|y1, ..., yn) =
N

T
,

onde k = 2, ..., n, N é o número de vetores observados 
om Uk−1 = 0 e T é o tamanho

da amostra da distribuição a posteriori.

Assumindo que p ∼ Beta(α, β), 
om α > 0 e β > 0, 
omo mostrado em Los
hi

& Cruz [25℄, tem-se que 
ada amostra da distribuição a posteriori de p é da seguinte

distribuição 
ondi
ional 
ompleta a posteriori :

ps | θ, ρ, y1, ..., yn ∼ beta(bs + α− 1;n+ β − bs),

onde bs é o número de blo
os observados no vetor (Us
1 , ..., U

s
n−1).

No próximo 
apítulo, apli
a-se o MPP para a identi�
ação de pontos de mudança

no vetor de médias e na matriz de variân
ia e 
ovariân
ia de dados multivariados e

normalmente distribuídos. Os resultados estendem o trabalho de Moura [33℄, pois

assume que o vetor de médias também pode sofrer modi�
ações ao longo do tempo.
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Capítulo 2

Identi�
ando múltiplas mudanças na

média e na 
ovariân
ia de dados

Normal Multivariados

O estudo de séries temporais multivariadas permite avaliar a in�uên
ia do 
ompor-

tamento que uma determinada série exer
e sobre as demais. No estudo de dados

�nan
eiros, por exemplo, tal in�uên
ia é denominada 
ontágio e pode ser mensu-

rada através da 
orrelação entre as séries. Nesse sentido, a identi�
ação de múltiplos

ponto de mudanças no 
ontexto multivariado é mais uma forma de estudar as rela-

ções existente entre as séries.

Diante disso, alguns métodos foram utilizados para a identi�
ação de múltiplos

pontos de mudanças, no qual desta
am-se o de Moura [33℄ e Cheon & Kim [8℄.

Moura [33℄, por exemplo, utilizou o modelo partição produto para a identi�
ação de

mudanças na matriz de variân
ia e 
ovariân
ia para uma sequên
ia de dados 
om

distribuição normal p-variada. Cheon & Kim [8℄ apli
aram o algoritmo Monte Carlo


om aproximação esto
ásti
a para a dete
ção de múltiplos pontos de mudanças no

vetor de médias e na matriz de variân
ia e 
ovariân
ia de dados 
om distribuição

normal p-variada. No entanto, Cheon & Kim [8℄ 
onsideraram uma distribuição

a priori vaga para o vetor de médias, ou seja, π(µk) = 1 e estimam apenas a

partição dos dados, o número de blo
os e a probabilidade de 
ada instante ser um

ponto de mudança, não forne
endo estimativas para os parâmetros no instante k

e, 
onsequentemente, não havendo a identi�
ação em qual parâmetro e em qual

variável houve a mudança.

Neste 
apítulo, tem-se 
omo meta estudar o 
omportamento de séries temporais

multivariadas e avaliar se há mudanças ao longo do tempo tanto no vetor de médias

quanto na matriz de variân
ia-
ovariân
ia. Assim, tem-se 
omo avaliar, por exem-

plo, se as 
orrelações entre as séries se modi�
am ao longo do tempo. Para isso,

17



será 
onsiderado o Modelo Partição Produto para a dete
ção de múltiplos pontos

de mudanças no vetor de médias e na matriz de variân
ia e 
ovariân
ia de uma

sequên
ia de vetores aleatórios 
om distribuição normal multivariada, no qual, di-

ferente de Cheon & Kim [8℄, distribuições a priori 
onjugadas serão utilizadas para

o vetor de médias e para matriz de variân
ia 
ovariân
ia. Estimativas do vetor de

médias e da matriz de variân
ia e 
ovariân
ia para 
ada instante do tempo também

serão forne
idas. Além disso, será apresentado um pro
edimento para 
ompara-

ções sequen
ias dos parâmetros de forma a auxiliar na identi�
ação de mudanças

signi�
ativas nos parâmetros de diferentes séries. Na Seção 2.1 são apresentadas

alguns resultados úteis para a 
onstrução do modelo partição produto para dados

multivariados normalmente distribuídos (MPPNM). Na Seção 2.2 é apresentada a


onstrução do MPPNM. Na Seção 2.3 é forne
ido o algoritmo para gerar da distri-

buição a posteriori 
onjunta de (µk,Σk) e para realizar as 
omparações sequen
iais

dos parâmetros.

2.1 Inferên
ia Bayesiana no modelo normal multi-

variado

Neste primeiro momento, serão apresentados alguns resultados úteis para a 
onstru-

ção do MPPNM apresentado na Seção 2.2. As funções densidade de probabilidade

das distribuições 
onsideradas neste trabalho, normal p-variada, t-matriz variada e

Wishart-inversa, são apresentadas no Apêndi
e A. As propriedades matri
iais utili-

zadas no trabalho estão no Apêndi
e C.

Considere uma amostra aleatória y1, ...,yn de vetores p× 1 provenientes de uma

distribuição normal p-variada 
om vetor de médias µ de dimensão p × 1 e matriz

de variân
ia-
ovariân
ia Σ de dimensão p × p, a qual é denotada por y1, ...,yn |

µ,Σ ∼ Np(µ,Σ). Considerando Equação (A.1) do Apêndi
e A, obtém-se que a

verossimilhança, asso
iada a este experimento, é dada por:

L(µ,Σ|y1, ...,yn) = (2π)(−np/2)|Σ|−n/2

× exp

{

−
1

2

[

(n− 1)tr
[

Σ
−1
S
]

+ n(ȳ − µ)tΣ−1(ȳ − µ)
]

}

,

onde

ȳ =
n
∑

k=1

1

n
yk
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é o vetor de médias amostrais de dimensão p× 1 e

S =
1

n− 1

n
∑

k=1

(yk − ȳ)(yk − ȳ)t

é a matriz de variân
ia 
ovariân
ia amostral de dimensão p× p. O desenvolvimento

função de verossimilhança é apresentado no Apêndi
e B e, para mais detalhes, ver

Johnson et al. [16℄.

Uma forma alternativa de es
rever, em termos matri
iais, a funçã de verossimi-

lhança é:

L(µ,Σ|Y) = (2π)(−np/2)|Σ|−n/2 exp

{

−
1

2
tr
[

Σ
−1(Y − 1nµ

t)tIn(Y − 1nµ
t)
]

}

,

(2.1)

onde Y = (y1, ...,yn)
t, In é a matriz identidade de ordem n×n e 1n denota um vetor

de uns de ordem n×1. A verossimilhança apresentada na Equação (2.1) foi utilizada

para no 
ál
ulo da distribuição preditiva a priori. A Proposição 2.1.1 apresenta

alguns resultados úteis quando distribuições priori 
onjugadas são utilizadas para

des
rever a in
erteza sobre (µ, Σ). A demonstração dessa proposição pode ser

en
ontrada no Apêndi
e B.

Denote por WI(D, d) a distribuição Wishart-inversa 
om parâmetros d ∈ ℜ+
,

tal que d ≥ p e D é uma matriz positiva de�nida de dimensão p × p. Denote

por tν(µ,Σ) a distribuição t-Student multivariada 
om lo
ação µ ∈ ℜp
, matriz

de dispersão Σ ∈ ℜp×p
e graus de liberdade ν. Denote por Tn×p(ν,M,Ω,Σ) a

distribuição t-Student matriz variada, onde Ω é uma matriz positiva de�nida de

dimensão n×n, Σ é uma matriz positiva de�nida de dimensão p×p, M uma matriz

de lo
ação de dimensão n × p e ν é o grau de liberdade. As respe
tivas funções

densidades de probabilidade e algumas propriedades en
ontram-se no Apêndi
e A.

Proposição 2.1.1 Seja y1, ...,yn uma amostra aleatória de vetores, p× 1, de uma

distribuição normal p-variada, ou seja, yk|µ,Σ
iid
∼ Np(µ,Σ), onde µ é um vetor de

médias de dimensão p×1, Σ é a matriz de variân
ia-
ovariân
ia de dimensão p×p

e k = 1, ..., n. Se, a priori, µ|Σ ∼ Np

(

(m,
1

v
Σ

)

e Σ ∼ WI(D, d), em que m é um

vetor de médias de dimensão p×1 e v e d são números reais positivos, então tem-se

que:

a) A distribuição a posteriori 
onjunta de (µ,Σ) é tal que

µ|Σ,y1, ...,yn ∼ Np(M, (v + n)−1
D

∗);

Σ|y1, ...,yn ∼ WI(D∗, d+ n);
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b) a distribuição a posteriori de µ é

µ|y1, ...,yn ∼ td+n+1−p(M, (d+ n+ 1− p)−1(v + n)−1
D

∗);


) a distribuição preditiva a priori de Y é

Y ∼ Tn×p

(

d+ 1− p,1nm
t, In +

1n1
t
n

v
,D

)

,

onde M = (n + v)−1(nȳ + vm) e D
∗ = D+ (n− 1)S+

nv

n+ v
[(ȳ −m)(ȳ −m)t].

Os resultados apresentados na Proposição 2.1.1 são 
onhe
idos e serão úteis na

obtenção das distribuições a posteriori envolvidas no MPP desenvolvido na próxima

seção.

2.2 Construção do MPP

O objetivo nesta seção é 
onstruir um modelo que permita identi�
ar múltiplas

mudanças, ao longo do tempo, no vetor de médias e na matriz de 
ovariân
ia quando

os dados são normalmente distribuídos. Para isso, será utilizado o modelo des
rito

no Capítulo 1.

Seja Y1, ...,Yn uma sequên
ia de vetores aleatórios de dimensão p × 1, onde

Yk = (Y1k, ..., Ypk)
t
, µ1, ...,µn é uma sequên
ia de vetores das médias de dimensão

p × 1 e Σ1, ...,Σn é uma sequên
ia de matrizes de variân
ia 
ovariân
ia, de ordem

p× p, simétri
a e positiva de�nida. O modelo será 
onstruído assumindo que, para

k = 1, ..., n,

Yk|µk,Σk
ind
∼ Np(µk,Σk)

µk|Σk
ind
∼ Np(m,

1

v
Σk)

Σk
iid
∼ WI(D, d),

onde m é um vetor de médias, p× 1, D é uma matriz positiva de dimensão p× p e

v e d são reais positivos.

Considerando a notação similar a apresentada no Capítulo 1, denote por

Y[ij] = (yi+1,yi+2, ...,yj)
t =













y(i+1)1 . . . y(i+1)p

y(i+2)1 . . . y(i+2)p

.

.

.

.

.

.

.

.

.

yj1 . . . yjp












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a matriz blo
o de observações de dimensão (j − i)× p. Além disso, denote por µ[ij]

e Σ[ij] o vetor de médias e a matriz de 
ovariân
ia que indexam a distribuição das

observações no blo
o Y[ij]. Adi
ionalmente, assuma que

(i) As observações yi+1,yi+2, ...,yj são independentes e identi
amente distribuí-

das, 
ondi
ionalmente em µ[ij] e Σ[ij], 
om uma distribuição normal p-variada,

isto é:

Yk|µ[ij],Σ[ij]
iid
∼ Np(µ[ij],Σ[ij]) para k = i+ 1, ..., j;

(ii) Dada uma partição ρ = {i0, ..., in}, existem os parâmetros 
omuns

(µ[i0i1],Σ[i0i1]), ..., (µ[ib−1ib],Σ[ib−1ib]) que são independentes e identi
amente

distribuídos tais que

µ[ij]|Σ[ij]∼Np

(

m,
1

v
Σ[ij]

)

Σ[ij]∼WI(D, d).

(iii) Dada uma partição ρ = {i0, ..., in} e os parâmetros 
omuns

(µ[i0i1],Σ[i0i1]), ..., (µ[ib−1ib],Σ[ib−1ib]), as observações em diferentes blo
os

Yi0,i1,..., Yib−1,ib são independentes.

Denote por nr = ir− ir−1 e θ = (θ1, ..., θn), onde θk = (µk,Σk) para k = 1, ..., n.

Considerando as suposições (i) e (iii), obtém-se a verossimilhança 
omo

L(θ, ρ | y1, ...,yn) =
b
∏

r=1

f
(

y[ir−1ir ] | µ[ir−1ir ],Σ[ir−1ir ]

)

=

b
∏

r=1

ir
∏

k=ir−1+1

f
(

yk | µ[ir−1ir ],Σ[ir−1ir]

)

=
b
∏

r=1

(

(2π)−
nrp

2 |Σ[ir−1ir ]|
−nr

2 exp

{

−
1

2

{

(nr − 1)tr
[

Σ
−1
[ir−1ir ]

S[ir−1ir ]

]}

}

× exp
{

nr(ȳ[ir−1ir ] − µ[ir−1ir])
t
Σ

−1
[ir−1ir ]

(ȳ[ir−1ir ] − µ[ir−1ir])
})

(2.2)

Como 
onsequên
ia das suposições anteriores, segue que a distribuição a posteriori

de θk = (µk,Σk) é dada pela expressão em 1.1, em que

f(θk | yi+1, ...,yj) = f (µk | Σk,yi+1, ...,yj) f (Σk | yi+1, ...,yj) .
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Dos resultados apresentados na Proposição 2.1.1, segue que

µk | Σk, ρ,yi+1, ...,yj ∼ Np(M[ij], (j − i+ v)−1
Σ[ij]),

Σk | ρ,yi+1, ...,yj ∼ WI(D∗
[ij], d+ j − i),

onde M[ij] = (j − i + v)−1((j − i)ȳ[ij] + vm), D
∗
[ij] = D + (j − i − 1)S[ij] +

(j − i)v

j − i+ v

[

(ȳ[ij] −m)(ȳ[ij] −m)t
]

, S[ij] =
1

j − i− 1

∑j
k=i+1(yk − ȳ[ij])(yk − ȳ[ij])

t

e ȳ[ij] =
∑j

k=i+1

1

j − i
yk.

As distribuições a posteriori para ρ e p são obtidas, respe
tivamente, das Equa-

ções (1.6) e (1.7), onde o fator dados é dado pela seguinte distribuição preditiva a

priori por blo
os

Y[ij] ∼ T(j−i)×p

(

d+ 1− p,1(j−i)m
t, I(j−i) +

1(j−i)1
t
(j−i)

v
,D

)

,

obtida no item (
) da Proposição 2.1.1.

2.3 Falta de identi�
abilidade na identi�
ação da

mudança

Na utilização do MPP na dete
ção de pontos de mudança podem o
orrer problemas

de falta de identi�
abilidade, ou seja, a mudança pode o
orre apenas no vetor de

médias e, no entanto, o modelo identi�
a mudanças também na matriz de variân
ia

e 
ovariân
ia, por exemplo.

Para auxiliar na identi�
ação dos parâmetros que, de fato, experimentaram mu-

dança, minimizando o problema de falta de identi�
abilidade, aqui propõe-se 
onsi-

derar o estudo do 
omportamento da distribuição a posteriori de θk − θk−1 e para

todo k = 2, ..., n testar as hipóteses

H0 : θk − θk−1 = 0

Ha : θk − θk−1 6= 0.

Caso H0 seja a
eita, tem-se evidên
ias de que o parâmetros su
essivos no tempo não

são substan
ialmente diferentes. A evidên
ia a favor de H0 pode ser obtida usando

o teste de signi�
ân
ia Bayesiano Completo (Bragança Pereira & Stern [7℄). No

entanto, de
isões baseada em tal teste é equivalente a de
idir por H0 se o valor zero

perten
er a região de mais alta densidade a posteriori (regiões HPD). Considerando

a estrutura do MPP, é mais simples obter-se as regiões HPD, uma vez que tem-se
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um algoritmo e�
iente para gerar das distribuições de 
ada θk. O seguinte algoritmo

é proposto para amostrar da distribuição produto dos parâmetros θk e da diferença

a posteriori de θk − θk−1.

Para s = 1, ..., T ,

1. Gere uma partição ρs de π(ρ|µs−1
k , (Σk)

s−1, p,y1, ...,yn);

2. Para 
ada k = 1, ..., n

En
ontre o blo
o [ij] na partição ρs tal que k ∈ [ij];

Gere uma amostra (µs
k, (Σk)

s) a partir da distribuição a posteriori por

blo
o de (µk,Σk), isto é:

µs
k|ρ

s,Σs
k,yi+1, ...,yj ∼ Np(M[ij], (j − i+ v)−1

Σ
s
k);

Σ
s
k|ρ

s,yi+1, ...,yj ∼ WI(D∗
[ij], d+ j − i).

3. Para k = 2, ..., n, 
al
ule θ
(s)
k − θ

(s)
k−1 ;

4. Determine a região HPD para θk − θk−1.

Los
hi et al. [28℄ prop�s uma aproximação da estimação produto a partir das se-

guintes estimações Monte Carlo:

µ̂k =

∑T
s=1µ

s
k

T
e Σ̂k =

∑T
s=1(Σk)

s

T
.

Além das estimativas produto proposta por Barry & Hartigan [3℄ e Barry &

Hartigan [4℄, neste trabalho, também foram utilizadas 
omo medidas resumos a

mediana e intervalos de 
redibilidades a posteriori de 
ada parâmetro.

No próximo 
apítulo será realizada uma análise de sensibilidade para MPPNMV

através de 
enários que possibilita avaliar o desempenho do modelo em algumas

situações.
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Capítulo 3

Análise de sensibilidade do Modelo

Partição Produto para Normal

Multivariada

Neste 
apítulo, será feita uma análise de sensibilidade no MPPNM proposto no

Capítulo 2. O objetivo é observar o efeito de diferentes espe
i�
ações a priori

para (µk,Σk) nas inferên
ias a posteriori das partições, do número de blo
os, da

probabilidade de 
ada instante ser um ponto de mudança e de haver uma mudança

em um instante qualquer do tempo. Além disso, também estamos interessados em


omo essas diferentes espe
i�
ações in�uen
iam nas estimações de (µk,Σk). Para

isso, três 
enários foram propostos.

Nos 
enários 1 e 2 são geradas uma sequên
ia de 100 amostras aleatórias de

ordem 2 × 1, no qual o vetor yk, é gerado a partir de uma distribuição normal

N2(µk,Σk), onde µk é um vetor de médias de ordem 2 × 1 e Σk é a matriz de

variân
ia 
ovariân
ia de ordem 2 × 2. Para o 
enário 1, des
rito na seção 3.1, foi


onsiderada uma mudança na média de uma das séries. Para o 
enário 2, des
rito

na 3.2, foi 
onsiderada uma mudança na variân
ia de uma das séries.

Foi assumido que, dada a partição, os parâmetros 
omuns possuem as seguintes

distribuições a priori

µ[ij]|Σ[ij]∼N2

((

0

0

)

,
1

v
Σ[ij]

)

,

Σ[ij]∼WI(D, d),

em que diferentes valores de v, d e D serão 
onsiderados em 
ada 
enário. Resumos

das distribuições a priori 
onsideradas podem ser en
ontrados nas Tabelas 3.1 e 3.4.

O 
enário 3 é baseado na geração apresentada em Cheon & Kim [8℄. Foi gerada

uma série de tamanho 1000 de ordem 2 × 1, no qual o vetor yk é gerado de uma
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distribuição normal N2(µk,Σk). Foram 
onsideradas oito pontos de mudança em

todos os parâmetros. Detalhes sobre os valores dos parâmetros 
onsiderados neste


enário estão na seção 3.3. Para analisar os dados foi assumido que, dada a partição,

os parâmetros 
omuns possuem as seguintes distribuições a priori :

µ[ij]|Σ[ij]∼N2

[(

0

0

)

,
1

0.01
Σ[ij]

]

,

Σ[ij]∼WI

((

0.1 0.01

0.01 0.1

)

, 4

)

.

Assumindo essas espe
i�
ações, as estimativas a priori para µ[ij] e Σ[ij] são

apresentadas na Tabela 3.7.

Como em Moura [33℄, assume-se que p ∼ Beta(2, 198) nos três 
enários. Com

isto, tem-se que a média e o desvio padrão a priori de p são, respe
tivamente, 0.01

e 0.0070181 e, 
onsequentemente, a média e o desvio padrão a priori de b são,

respe
tivamente, 1.99 e 1.20746, o que é 
ompatível 
om o número de mudanças nas

séries 
onsideradas nos 
enários 1 e 2.

Foram geradas 10000 amostras do vetor U partindo de um vetor ini
ial (U1 =

0, U2 = 0, ..., Un−1 = 0), onde n = 100 para os 
enários 1 e 2 e n = 1000 para o 
ená-

rio 3. Para a formação da amostra a posteriori, foram des
artadas as 4000 primeiras

gerações e, 
om lag 10, foram sele
ionadas 600 observações das 6000 restantes. O

algoritmo foi 
odi�
ado em R Core Team [39℄ e pro
essado no 
omputador Intel

Core i7, 3.40GHz e 8 GB RAM. Os tempos estimados para os 
enários 1 e 2 foram

de aproximadamente 60 minutos. Para o 
enário 3, foi de aproximadamente três

dias. No 
enário 3, houve o problema de over�ow , e para 
ontorna-lo foi utilizada

a função mpfr do pa
ote Rmpfr, Mae
hler [30℄. As 
adeias de alguns parâmetros

podem ser vistos no Apêndi
e D.

3.1 Cenário 1: mudança na média

Neste 
enário, tem-se 
omo objetivo avaliar o desempenho do MPPNM sobre dife-

rentes óti
as quando há uma mudança na média de apenas uma das séries. Para

isso, uma série bivariada de tamanho 100 foi simulada 
onsiderando um ponto de

mudança no instante 51 da seguinte forma:
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Yk ∼































N2

[(

2

2

)

,

(

0.1 0.09

0.09 0.1

)]

para k = 1, ..., 50,

N2

[(

2

2.5

)

,

(

0.1 0.09

0.09 0.1

)]

para k = 51, ..., 100.

Esta série é apresentada na Figura 3.1. Para avaliar o efeito da es
olha do parâme-

tro D que indexa a distribuição a priori de Σ[ij], três situações são 
onsideradas.

As Situações 1, 2 e 3 são diferen
iadas pelas es
olhas de diferentes D, assumindo,

respe
tivamente, os valores D =

(

0.1 0.09

0.09 0.1

)

, D =

(

1 0

0 1

)

e D =

(

10 0

0 10

)

.

Diferentes valores de d (d = 4, d = 6 e d = 20) e v (v = 0.01, v = 1 e v = 10)

também são assumidos.

Série 1

Série 2

1.5

2.0

2.5

3.0

1.5

2.0

2.5

3.0

0 25 50 75 100
Instantes−k

V
al

or
es

Figura 3.1: Valores das séries para o 
enário 1.

A Tabela 3.1, mostra todas as distribuições a priori 
onsideradas e alguns de

seus resumos sobre o efeito das es
olhas de D, v e d nas estimativas a priori do

vetor de médias e da matriz de 
ovariân
ia. Menores valores es
olhidos para v

indi
am maior variabilidade e portanto a in
erteza a priori sobre o vetor de médias

aumenta. Em relação a es
olha de d, per
ebe-se que o aumento do valor de d induz

uma distribuição a priori muito informativa para a matriz de 
ovariân
ia.
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Tabela 3.1: Estatísti
as a priori, l = 1, 2.
Situação 1

d v E(µl) V ar(µl) E(σ2
l ) V ar(σ2

l ) E(σ2
12) V ar(σ2

12)
4 0.01 0 10.0000 0.1000 - 0.09 -

4 1 0 0.1000 0.1000 - 0.09 -

4 10 0 0.0100 0.1000 - 0.09 -

6 0.01 0 3.3333 0.0333 0.0022 0.03 0.0053

6 1 0 0.0333 0.0333 0.0022 0.03 0.0053

6 10 0 0.0033 0.0333 0.0022 0.03 0.0053

20 0.01 0 0.5882 0.0059 0.0000 0.005294 0.0000

20 1 0 0.0059 0.0059 0.0000 0.005294 0.0000

20 10 0 0.0006 0.0059 0.0000 0.005294 0.0000

Situação 2

d v E(µl) V ar(µl) E(σ2
l ) V ar(σ2

l ) E(σ2
12) V ar(σ2

12)
4 0.01 0 100.0000 1.0000 - 0 -

4 1 0 1.0000 1.0000 - 0 -

4 10 0 0.1000 1.0000 - 0 -

6 0.01 0 33.3333 0.3333 0.2222 0 0.0833

6 1 0 0.3333 0.3333 0.2222 0 0.0833

6 10 0 0.0333 0.3333 0.2222 0 0.0833

20 0.01 0 5.8824 0.0588 0.0005 0 0.0002

20 1 0 0.0588 0.0588 0.0005 0 0.0002

20 10 0 0.0059 0.0588 0.0005 0 0.0002

Situação 3

d v E(µl) V ar(µl) E(σ2
l ) V ar(σ2

l ) E(σ2
12) V ar(σ2

12)
4 0.01 0 1000.0000 10.0000 - 0 -

4 1 0 10.0000 10.0000 - 0 -

4 10 0 1.0000 10.0000 - 0 -

6 0.01 0 333.3333 3.3333 22.2222 0 8.3333

6 1 0 3.3333 3.3333 22.2222 0 8.3333

6 10 0 0.3333 3.3333 22.2222 0 8.3333

20 0.01 0 58.8235 0.5882 0.0461 0 0.0218

20 1 0 0.5882 0.5882 0.0461 0 0.0218

20 10 0 0.0588 0.5882 0.0461 0 0.0218

Inferên
ia sobre a partição, número de blo
os e pro-

babilidade de um instante ser mudança

A Tabela 3.2 mostra as probabilidades a posteriori das partições para as Situações 1,

2 e 3 
onsiderando as diferentes es
olhas de d e v. Na Situação 1, a es
olha de d = 20

e v = 10 faz 
om que o modelo identi�que a partição ρ = {0, 100}, que indi
a não

o
orrên
ia de mudança na série, 
om probabilidade 1. Es
olhendo d = 20 e v = 1,

o modelo identi�
a mudança no instante 49, o que se aproxima da partição real.

Per
ebe-se também que para es
olha de v = 0.01, a partição 
orreta é identi�
ada


om probabilidade a
ima de 0.93683 para todos os três valores de d. Para outras


ombinações de v e d, o modelo identi�
ou a partição 
orreta 
om probabilidade 1.

Per
ebe-se também que para Situação 1 o aumento do valor de d e a diminuição do

valor de v leva o modelo à es
olher a partição 
orreta 
om alta probabilidade. Na

Situação 2, per
ebe-se que houve um de
res
imento da probabilidade a posteriori da

partição 
orreta se d = 20 e v = 0.01. Na es
olha de v = 1, houve um 
res
imento

da probabilidade a posteriori da partição 
orreta quando d aumentou de 4 para 6.

Para d = 20 obteve-se, a posteriori, probabilidade 1 para uma partição próxima da


orreta. A es
olha de v = 10 fez 
om que o modelo identi�
asse a partição errada


om probabilidade 1 para todos valores de d. Em relação a Situação 3, para todas

as es
olhas de d e v, o modelo identi�
ou, erroneamente 
om probabilidade 1, a
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partição que indi
a não o
orrên
ia de mudança na série.

Tabela 3.2: Probabilidade a posteriori das partições mais prováveis.

Situação 1

d v ρ Frequên
ia de ρ P (ρ | y1, ...,yn)
4 0.01 {0, 50, 100} 599 0.9983

4 1 {0, 50, 100} 600 1

4 10 {0, 50, 100} 600 1

6 0.01 {0, 50, 100} 592 0.9867

6 1 {0, 50, 100} 600 1

6 10 {0, 50, 100} 600 1

20 0.01 {0, 50, 100} 581 0.9683

20 1 {0, 49, 100} 600 1

20 10 {0, 100} 600 1

Situação 2

d v ρ Frequên
ia de ρ P (ρ | y1, ...,yn)
4 0.01 {0, 50, 100} 600 1

4 1 {0, 50, 100} 537 0.895

4 10 {0, 100} 600 1

6 0.01 {0, 50, 100} 600 1

6 1 {0, 50, 100} 600 1

6 10 {0, 100} 599 0.9983

20 0.01 {0, 50, 100} 500 0.8333

20 1 {0, 49, 100} 600 1

20 10 {0, 100} 600 1

Situação 3

d v ρ Frequên
ia de ρ P (ρ | y1, ...,yn)
4 0.01 {0, 100} 600 1

4 1 {0, 100} 600 1

4 10 {0, 100} 600 1

6 0.01 {0, 100} 600 1

6 1 {0, 100} 600 1

6 10 {0, 100} 600 1

20 0.01 {0, 100} 600 1

20 1 {0, 100} 600 1

20 10 {0, 100} 600 1

Outra importante observação, é o fato de que as es
olhas de D in�uen
iaram

na identi�
ação das partições. Na Situação 1, foi a qual obteve os melhores resul-

tados. No entanto, vale ressaltar que mesmo 
om essa es
olha o modelo identi�
ou

a partição errada quando houve a 
ombinação d = 20 e v = 10. De maneira geral,

nota-se se o valor D for distante da matriz de 
ovariân
ia utilizada na geração das

observações, o modelo tende a identi�
ar partições do tipo ρ = {0, 100} 
om alta

probabilidade.

A Figura 3.2 mostra as probabilidades a posteriori para o número de blo
os,


onsiderando as distribuições a priori da Tabela 3.1. Na Situação 1, per
ebe-se que

para d ≤ 20 e v ≤ 1 o modelo 
onseguiu identi�
ar dois blo
os 
om probabilidade

alta. No entanto, 
onsiderando d = 20 e v = 10 o modelo identi�
ou apenas 1

blo
o 
om probabilidade 1. Na Situação 2, per
ebe-se que se v = 10, o modelo

identi�
a apenas um blo
o para qualquer que seja a es
olha de d. Para as demais


ombinações, foi identi�
ado dois blo
os 
om alta probabilidade. Na Situação 3,

todas as 
ombinações de d e v levaram a identi�
ação a posteriori de apenas um

blo
o.

A Tabela 3.3 apresenta as estimativas a posteriori para p. Em geral a média

a posteriori de p é inferior ao que assumido a priori (E(p) = 0.01) e nos 
enários

onde isto não é observado, a média a posteriori é bem próxima de 0.01. Note que

nas partições que indi
am presença de dois blo
os, as estimativas a posteriori, para

a probabilidade de haver mudança em um instante qualquer, estão em torno de 0.01
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Figura 3.2: Probabilidade a posteriori para o número de blo
os.

(média) ou 0.0092 (mediana), enquanto para aquelas que identi�
aram apenas um

blo
o as estimativas estão próximas de 0.0066 (média) ou 0.0054 (mediana). Na

Tabela 3.3: Estimativas a posteriori para a probabilidade p de ponto de mudança.

Situação 1

d v Média Mediana Desvio padrão

4 0.01 0.0105 0.0092 0.0061

4 1 0.0104 0.0092 0.0060

4 10 0.0104 0.0092 0.0060

6 0.01 0.0102 0.0090 0.0063

6 1 0.0099 0.0089 0.0058

6 10 0.0099 0.0089 0.0058

20 0.01 0.0101 0.0089 0.0058

20 1 0.0098 0.0087 0.0058

20 10 0.0066 0.0058 0.0047

Situação 2

d v Média Mediana Desvio padrão

4 0.01 0.0103 0.0092 0.0059

4 1 0.0103 0.0092 0.0057

4 10 0.0064 0.0054 0.0046

6 0.01 0.0099 0.0089 0.0058

6 1 0.0099 0.0089 0.0058

6 10 0.0066 0.0054 0.0046

20 0.01 0.0100 0.0089 0.0057

20 1 0.0099 0.0088 0.0059

20 10 0.0066 0.0058 0.0047

Situação 3

d v Média Mediana Desvio padrão

4 0.01 0.0064 0.0054 0.0046

4 1 0.0064 0.0054 0.0046

4 10 0.0064 0.0054 0.0046

6 0.01 0.0066 0.0054 0.0046

6 1 0.0066 0.0054 0.0046

6 10 0.0066 0.0054 0.0046

20 0.01 0.0066 0.0058 0.0047

20 1 0.0066 0.0058 0.0047

20 10 0.0066 0.0058 0.0047
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Figura D.5 (Apêndi
e D) são apresentadas as distribuições a posteriori da probabi-

lidade de mudança p para as três situações.

A Figura 3.3 apresenta a probabilidade a posteriori de 
ada instante ser um ponto

de mudança para as Situações 1 e 2. Na Situação 3, a probabilidade a posteriori

de 
ada instante ser um ponto de mudança é zero em todos os instantes. Este


omportamento também é observado na Situação 1 quando v = 10 e d = 20 e na

Situação 2 quado v = 10. Na Situação 1, o instante 51 assume alta probabilidade ser

mudança para todas es
olhas de d e v, ex
etuando-se quando v = 1 e d = 20, onde

identi�
a-se o instante 50 
om alta probabilidade. Na Situação 2, a es
olha de v = 1

e d = 20 também identi�
ou o instante 50 
om alta probabilidade de mudança. Para

as demais 
ombinações, o modelo identi�
ou o instante 51 
om alta probabilidade a

posteriori de ser ponto de mudança.
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Figura 3.3: Probabilidade a posteriori de 
ada instante ser um ponto de mudança

para as Situações 1 (topo) e 2 (base).
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Análise de µ e Σ

A Figura 3.4 mostra as estimativas (média, mediana e HPD a posteriori) de µk

para série 1 nas Situações 1, 2 e 3. Per
ebe-se que na Situação 1, para es
olha de

v = 10 houve uma subestimação, in
lusive para as es
olhas de d no qual o modelo

identi�
ou a partição 
orreta 
om probabilidade 1. Para v = 1, note que para os

instantes de 1 a 50 houve uma superestimação enquanto para 51 a 100 houve uma

subestimação. Para v = 0.01, a estimativa apresentou o mesmo 
omportamento

de v = 1. Para v = 1, apesar de haver uma superestimação, as estimativas estão

mais próximas dos valores reais para os instantes de 1 a 50, quando 
omparados


om as obtidas para os instantes 51 a 100. No entanto, para v = 0.01, apesar da

subestimação, as estimativas estão mais próximas dos valores reais para os instantes

de 51 a 100. O mesmo 
omportamento é identi�
ado para a Situação 2. Per
ebe-

se que, na Situação 3, as estimativas �
aram bem próximas dos valores reais para

as es
olhas de v = 0.01 e v = 1, porém neste mesmo 
aso o modelo identi�
ou a

partição errada dos dados.

Em relação a diferença entre as médias em tempos 
onse
utivos da série 1, não

houveram diferenças signi�
ativas em nenhuma das três situações, por isso os grá�-


os foram omitidos.

A Figura 3.5 mostra as estimações de µk para série 2. Nota-se que para a

situação 1, houve também uma subestimação das médias em 
ada instante quando

v = 10, in
lusive nos valores de d no qual o modelo identi�
ou a partição 
orreta


om o probabilidade 1. Isso o
orre devido ao fato de que a es
olha de v = 10 torna

distribuição a priori de µmuita informativa. Observa-se que para as demais es
olhas

de v, o modelo 
onseguiu forne
er valores bem próximo dos reais. A Situação 2

apresentou um 
omportamento pare
ido 
om a Situação 1. Em relação a Situação

3, também observa-se o efeito da es
olha de v na estimativa dos parâmetros.

Na Figura 3.6 podem serem observados os intervalos HPD 
om 95% de probabi-

lidade para a diferença entre as médias em instantes 
onse
utivos para série 2. Para

a maioria dos 
asos, dete
tou-se que a média no instante 51 difere signi�
ativamente

da média no instante 50, indi
ando haver uma mudança neste parâmetro ao longo

do tempo. Para os 
asos das Situações 1 e 2, se d = 20 e v = 1 a média do instante

49 diferiu signi�
ativamente do instante 48. Observa-se que para d = 4, v = 1 e

Situação 2, a média do instante 51 não diferen
iou-se signi�
avelmente da média

do instante 50, apesar de o modelo ter identi�
a a partição 
orreta dos dados 
om

probabilidade de 0.895. O mesmo a
onte
e quando assumido v = 0.01 e d = 20.

Como na situação 3 o modelo identi�
ou apenas partições do tipo ρ = {0, 100} 
om

probabilidade 1 para todas as es
olhas de d e v, logo não existe ponto de mudança

para essa situação, por isso o grá�
o foi omitido. Na Figura D.2 do Apêndi
e D é
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apresentada a distribuição da diferença entre µ51 − µ50.
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Figura 3.4: Estimativas a posteriori do parâmetro µk da série 1 para as Situações 1

(topo), 2 (meio) e 3 (base). A parte sombreada 
orresponde ao intervalo HPD 
om

95%.
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A Figura 3.7 mostra a estimativa de σ2
k para série 1. Note que para v = 10

houve uma superestimação da variân
ia nas três situações, in
lusive nos 
asos em

que a média a priori da variân
ia da série 1 está subestimando ou era igual ao valor

real. Per
ebe-se também que a medida que o valor de v diminui, as estimativas se

aproximam dos valores reais. Tal efeito o
orre devido ao fato de que o valor de v está

rela
ionado ao vetor de médias amostrais presente no parâmetro D
∗
da distribuição

a posteriori de Σk. Dessa forma, o aumento de v faz 
om que o vetor de médias

amostrais tenham maior in�uên
ia na estimativa da variân
ia. Observa-se que a

medida que o valor de d aumenta, as estimativas �
am mais próximas dos valores

reais.

A partir do intervalo HPD da diferença entre os instantes 
onse
utivos, per
ebe-

se que não existem diferenças signi�
ativas entre σ2
k e σ2

k−1, eviden
iando que a

variân
ia não se modi�
a ao longo do tempo (grá�
o omitido).

A Figura 3.8 apresenta as estimativas de σ2
k da série 2. Per
ebe-se, novamente, o

efeito proveniente das médias amostrais ponderada pela a es
olha de v. Em relação

σ2
k − σ2

k−1, não houveram diferenças signi�
ativas entre os instantes 
onse
utivos

(grá�
o omitido), in
lusive na Situação 1 onde v = 10 e d = 4 ou v = 10 e d = 6.

As estimativas para a 
ovariân
ia podem serem observadas na Figura 3.9. Tam-

bém pode-se notar o efeito da es
olha do v na estimativa. Para σ2
(12)k − σ2

(12)k−1

também não houve mudança signi�
ativa, indi
ando que a 
orrelação não muda ao

longo do tempo (grá�
o omitido).

De forma geral, per
ebe-se que os modelos 
om as espe
i�
ações D =
(

0.1 0.09

0.09 0.1

)

, v = 0.01, d = 4 e D =

(

1 0

0 1

)

, v = 0.01 e d = 4 foram os que

apresentaram melhores resultados 
onjuntamente para os parâmetros.

34



v=0.01 v=1 v=10

1.6

1.8

2.0

2.2

2.4

2.6

1.6

1.8

2.0

2.2

2.4

2.6

1.6

1.8

2.0

2.2

2.4

2.6

d
=

4
d

=
6

d
=

2
0

0 25 50 75 100 0 25 50 75 100 0 25 50 75 100

Instantes

m

Estimação

Média

Mediana

Valor Real

v=0.01 v=1 v=10

2.0

2.2

2.4

2.6

2.0

2.2

2.4

2.6

2.0

2.2

2.4

2.6

d
=

4
d

=
6

d
=

2
0

0 25 50 75 100 0 25 50 75 100 0 25 50 75 100

Instantes

m

Estimação

Média

Mediana

Valor Real

v=0.01 v=1 v=10

1.6

1.8

2.0

2.2

2.4

1.6

1.8

2.0

2.2

2.4

1.6

1.8

2.0

2.2

2.4

d
=

4
d

=
6

d
=

2
0

0 25 50 75 100 0 25 50 75 100 0 25 50 75 100

Instantes

m

Estimação

Média

Mediana

Valor Real

Figura 3.5: Estimativas a posteriori do parâmetro µk da série 2 para as Situações 1

(topo), 2 (meio) e 3 (base). A parte sombreada 
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om
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Figura 3.7: Estimativas do parâmetro σ2
k da série 1 para as Situações 1 (topo), 2

(meio) e 3 (base). A parte sombreada 
orresponde ao intervalo HPD de 95%.
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Figura 3.8: Estimativas do parâmetro σ2
k da série 2 para as Situações 1 (topo), 2

(meio) e 3 (base). A parte sombreada 
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Figura 3.9: Estimativas do parâmetro σ2
12(k) para as Situações 1 (topo), 2 (meio) e

3 (base). A parte sombreada 
orresponde ao intervalo HPD de 95%.
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3.2 Cenário 2: mudança na variân
ia

Neste 
enário, tem-se 
omo objetivo avaliar o desempenho do MMPNM sobre di-

ferentes óti
as quando há uma pequena mudança na variân
ia de apenas uma das

séries e quando há uma alta 
orrelação entre ambas. Para isso, uma série bivariada

de tamanho 100 foi simulada 
onsiderando um ponto de mudança no instante 51 da

seguinte forma:

Yk ∼































N2

[(

2

2

)

,

(

0.1 0.09

0.09 0.1

)]

para k = 1, ..., 50,

N2

[(

2

2

)

,

(

0.1 0.09

0.09 0.5

)]

para k = 51, ..., 100.

Os dados simulados podem ser vistos na Figura 3.10.

Série 1

Série 2

1

2

3

1

2

3

0 25 50 75 100
Instantes−k

V
al

or
es

Figura 3.10: Valores das séries para o 
enário 1.

Para avaliar o efeito da es
olha do parâmetro D que indexam a distribuição a

priori de Σ[ij], três situações são 
onsideradas. Para a Situação 1, de�ne-se D =
(

0.1 0.09

0.09 0.5

)

. As es
olhas de D para Situações 2 e 3 são as mesmas apresentadas

na Seção 3.1

O efeito da es
olha de D, v e d nas estimativas a priori parâmetros (µk,Σk),

quando a situação 1 é 
onsiderada, pode ser vista na Tabela 3.4.
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Tabela 3.4: Estimativas a priori, l = 1, 2.
d v E(µl) V ar(µ1) V ar(µ2) E(σ2

1) E(σ2
12) E(σ2

2) V ar(σ2
1) V ar(σ2

2) V ar(σ2
12)

4 0.01 0 10.0000 50.0000 0.1000 0.0900 0.5000 - - -

4 1 0 0.1000 0.5000 0.1000 0.0900 0.5000 - - -

4 10 0 0.0100 0.0500 0.1000 0.0900 0.5000 - - -

6 0.01 0 3.3333 16.6667 0.0333 0.0300 0.1667 2.2222e-03 5.5556e-02 5.2917e-03

6 1 0 0.0333 0.1667 0.0333 0.0300 0.1667 2.2222e-03 5.5556e-02 5.2917e-03

6 10 0 0.0033 0.0167 0.0333 0.0300 0.1667 2.2222e-03 5.5556e-02 5.2917e-03

20 0.01 0 0.5882 2.9412 0.0059 0.0053 0.0294 4.6136e-06 1.1534e-04 1.2866e-05

20 1 0 0.0059 0.0294 0.0059 0.0053 0.0294 4.6136e-06 1.1534e-04 1.2866e-05

20 10 0 0.0006 0.0029 0.0059 0.0053 0.0294 4.6136e-06 1.1534e-04 1.2866e-05

Inferên
ia sobre a partição, número de blo
os e pro-

babilidade de um instante ser mudança

Da Tabela 3.5, pode ser observada as probabilidades a posteriori das partições para

as Situações 1, 2 e 3. Observa-se que tanto na Situação 1 quanto na Situação 2, a

partição ρ = {0, 52, 100} foi a mais identi�
ada pelo modelo. Para a Situação 1, há

uma diminuição da probabilidade a medida que d 
res
e e o valor de v é �xado em

0.01. Nota-se que para o valor de v �xo em 1 e o 
res
imento do valor de d, o modelo

passou a identi�
ar a partição ρ = {0, 100}. O mesmo 
omportamento o
orre para

v = 10 em relação a Situação 2. Note que para Situação 3, o modelo identi�
ou

a partição ρ = {0, 100} 
om probabilidade 1 para todas as 
ombinações de v e d.

Nota-se também que a medida que o valor de D �
a mais distante da matriz de


ovariân
ia que gerou os dados, o modelo tende a identi�
ar 
om probabilidade 1 a

partição do tipo ρ = {0, 100}.

Na Figura 3.11 é apresentada a probabilidade a posteriori do número de blo
os.

Nota-se que para a Situação 1, o modelo identi�
ou 
om alta probabilidade dois

blo
os, quantidade 
orreta, para todas as 
ombinações de v e d, ex
eto d = 20 e

v = 1 ou d = 20 e v = 10. Em relação a Situação 2, nota-se que para o valor de

v = 0.01, o modelo tende identi�
ar dois blo
os 
om alta probabilidade. Na Situação

3, o modelo identi�
ou um blo
o 
om probabilidade 1 para todas as 
ombinações de

v e d.

A Tabela 3.6 apresenta as estimativas a posteriori da probabilidade de mudança

p. Note que a probabilidade de mudança para as partições que obtiveram dois

blo
os estão em torno de 0.01 (média) ou 0.0092 (mediana), enquanto para aquelas

que identi�
aram apenas um blo
o as estimativas estão próximas de 0.0066 (média)

ou 0.0054 (mediana). Na Figura D.9 (Apêndi
e D) são apresentadas as distribuições

a posteriori da probabilidade de mudança p para as três situações.

Na Figura 3.12 é apresentada a probabilidade a posteriori de 
ada instante ser um

ponto de mudança para as situações 1 e 2, pois para a Situação 3 a probabilidade
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Tabela 3.5: Probabilidade a posteriori das partições mais prováveis.

Situação 1

d v ρ Frequên
ia de ρ P (ρ | y1, ...,yn)
4 0.01 {0, 52, 100} 464 0.7733

4 1 {0, 52, 100} 600 1

4 10 {0, 52, 100} 429 0.715

6 0.01 {0, 51, 100} 302 0.5033

6 1 {0, 52, 100} 600 1

6 10 {0, 100} 260 0.4333

20 0.01 {0, 52, 100} 322 0.5367

20 1 {0, 100} 590 0.9833

20 10 {0, 100} 600 1

Situação 2

d v ρ Frequên
ia de ρ P (ρ | y1, ...,yn)
4 0.01 {0, 52, 100} 599 0.9983

4 1 {0, 52, 100} 330 0.55

4 10 {0, 100} 600 1

6 0.01 {0, 52, 100} 599 0.9983

6 1 {0, 52, 100} 388 0.6467

6 10 {0, 100} 600 1

20 0.01 {0, 51, 100} 218 0.3633

20 1 {0, 100} 390 0.65

20 10 {0, 100} 600 1

Situação 3

d v ρ Frequên
ia de ρ P (ρ | y1, ...,yn)
4 0.01 {0, 100} 600 1

4 1 {0, 100} 600 1

4 10 {0, 100} 600 1

6 0.01 {0, 100} 600 1

6 1 {0, 100} 600 1

6 10 {0, 100} 600 1

20 0.01 {0, 100} 600 1

20 1 {0, 100} 600 1

20 10 {0, 100} 600 1

de 
ada instante ser um ponto de mudança é zero. Note que na Situação 1, o

instante 53 assume alta probabilidade para algumas es
olhas de d e v, em outras


ombinações o instante 52 também apresenta alta probabilidade. Para as demais


ombinações, todos os instantes assumem probabilidades muito pequenas ou zero.

A Situação 2, apresenta um 
omportamento pare
ido 
om a Situação 1, assumindo

alta probabilidade para o instante 53 e para algumas 
ombinações de v e d há um


onfundimento 
om outros instantes.
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Figura 3.11: Probabilidade a posteriori para o número de blo
os.

Tabela 3.6: Estimativas para a probabilidade p de ponto de mudança

Situação 1

d v Média Mediana Desvio padrão

4 0.01 0.0101 0.0089 0.0058

4 1 0.0103 0.0091 0.0060

4 10 0.0106 0.0093 0.0062

6 0.01 0.0102 0.0089 0.0061

6 1 0.0099 0.0088 0.0059

6 10 0.0086 0.0078 0.0054

20 0.01 0.0102 0.0089 0.0061

20 1 0.0067 0.0058 0.0046

20 10 0.0066 0.0058 0.0047

Situação 2

d v Média Mediana Desvio padrão

4 0.01 0.0103 0.0090 0.0060

4 1 0.0092 0.0082 0.0057

4 10 0.0064 0.0054 0.0046

6 0.01 0.0098 0.0088 0.0057

6 1 0.0098 0.0089 0.0058

6 10 0.0066 0.0054 0.0046

20 0.01 0.0099 0.0088 0.0059

20 1 0.0080 0.0066 0.0055

20 10 0.0066 0.0058 0.0047

Situação 3 o

d v Média Mediana Desvio padrão

4 0.01 0.0064 0.0054 0.0046

4 1 0.0064 0.0054 0.0046

4 10 0.0064 0.0054 0.0046

6 0.01 0.0066 0.0054 0.0046

6 1 0.0066 0.0054 0.0046

6 10 0.0066 0.0054 0.0046

20 0.01 0.0066 0.0058 0.0047

20 1 0.0066 0.0058 0.0047

20 10 0.0066 0.0058 0.0047
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Figura 3.12: Probabilidade a posteriori de 
ada instante ser um ponto de mudança

para as Situações 1 (topo) e 2 (base). Os números a
ima da barra representam os

instantes.
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Análise de µk e Σk

A Figura 3.13 mostra as estimativas (média, mediana e HPD de 95%) de µk da

série 1. Nota-se que para Situações 1, 2 e 3, a es
olha de v = 10 fez 
om que

houvesse uma subestimação do modelo, isso o
orre devido ao fato que tal es
olha

de v torna a distribuição a priori muito informativa. Na Situação 1, per
ebe-se

que se v = 1 e d = 4 o modelo 
onseguiu estimar bem próximo dos valores reais,

lembrando que para tal es
olha a P (ρ = {0, 52, 100} | y1, ...,yn) = 1. Quando

v = 1 e d = 20 tem-se estimativas muito perto do valor real, no entanto para tal


ombinação a P (ρ = {0, 100} | y1, ...,yn) = 1. Na Situação 2, per
ebe-se que se

v = 1 as estimativas �
aram muito próximas do valor real. No entanto, quando

v = 1 e d = 20 o modelo identi�
a a partição ρ = {0, 100} 
om probabilidade 1.

Na es
olha de v = 0.01, nota-se também que as estimativas estão bem próximas do

valor real. Para essa es
olha, o modelo identi�
ou a partição ρ = {0, 52, 100} para

todos os valores de d. Em relação a Situação 3, as estimativas �
aram próximas

do valor real, porém para essa Situação a partição identi�
ada pelo modelo foi de

ρ = {0, 100}. Na Figura D.6, Apêndi
e D, pode ser observado o grá�
o de µk para

duas 
ombinações de v e d.

Na Figura 3.14 são apresentadas as estimativas de µk para a série 2 nas Situações

1, 2,e 3. Novamente, a Situação 3 apresenta estimativas próximas dos valores reais

para v 6= 10, no entanto o modelo não identi�
a a partição 
orreta. Para as Situações

1 e 2 as estimativas estão mais próximas dos valores reais. Também é possível notar o

efeito da es
olha de v nos valores estimados. Não houveram diferenças signi�
ativas

entre µk − µk−1, por isso os grá�
os foram omitidos.

Na Figura 3.15 são apresentadas as estimativas de σ2
k da série 1. Nota-se mais

uma vez o efeito do vetor de médias em D
∗
ponderada pelo valor de v. Per
ebe-se

que as estimativas foram �
ando mais próximas dos valores reais a medida que v

de
res
e nas três situações. Per
ebe-se também que mesmo nas situações onde o

modelo identi�
ou a partição ρ = {0, 52, 100}, a estimação �
ou próxima do valor

real.
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Figura 3.13: Estimativas a posteriori do parâmetro µk da série 1 para as Situações

1 (topo), 2 (meio) e 3 (base). A parte sombreada 
orresponde ao intervalo HPD


om 95%.
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A Figura 3.16 mostra as estimativas de σ2
k para a série 2. Na Situação 1, nota-se

que se d = 4 o modelo estimou bem os valores ex
eto 
om a 
ombinação v = 10.

Para d = 6 houve um 
omportamento pare
ido 
om d = 4. Em relação a d = 20,

apenas a 
ombinação 
om v = 0.01 gerou uma estimação que identi�
asse a quebra.

Nota-se que se d = 20 e v = 1 ou d = 20 e v = 10, o modelo identi�
ou a partição

ρ = {0, 100} 
om probabilidade 1. Em relação a Situação 2, per
ebe-se que se

v = 0.01 há uma subestimação a medida que d 
res
e. Tal a
onte
imento, está

rela
ionado a fato de que a es
olha de v = 0.01 e d = 20 faz 
om que o modelo

identi�que a partição ρ = {0, 51, 100} 
om uma probabilidade de 0.3633. Para

a es
olha v = 1 o 
omportamento se repete, ex
eto se v = 1 e d = 20, pois o

modelo identi�
a a partição ρ = {0, 100} 
om probabilidade 0.65. Na Figura 3.17

é apresentado o intervalo 
om 95% de 
redibilidade para diferença σ2
k − σ2

k−1 para

a série 2 quando são 
onsideradas as Situações 1 e 2. Nota-se que na Situação 1 se

v = 1 e d = 4 ou v = 1 e d = 6 o modelo identi�
ou uma mudança signi�
ativa na

variân
ia no instante 53. Na Situação 2, a variân
ia apresenta mudança signi�
ativa

no instante 53 se v = 0.01 e d = 4 ou v = 0.01 e d = 6. A situação 3 não mudança

signi�
ativa (grá�
o omitido). Para a série 1 não houve mudança signi�
ativas para

as Situações 1, 2 e 3, por isso os grá�
os foram omitidos.

As estimativas para 
ovariân
ia pode ser observada na Figura 3.18. Também

pode-se notar o efeito da es
olha do v na estimação. Para σ2
(12)k − σ2

(12)k−1 não

houveram mudanças signi�
ativas, indi
ando não haver mudanças ao longo do tempo

(grá�
o omitido).

De forma geral, per
ebe-se que o modelos 
om as espe
i�
ações D =
(

0.1 0.09

0.09 0.1

)

, v = 0.01 e d = 4 foi o que apresentou um melhor resultado 
on-

juntamente.
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Figura 3.14: Estimativas a posteriori do parâmetro µk da série 2 para as Situações

1 (topo), 2 (meio) e 3 (base). A parte sombreada 
orresponde ao intervalo HPD


om 95%.
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Figura 3.15: Estimativas do parâmetro σ2
k da série 1 para as Situações 1 (topo), 2

(meio) e 3 (base). A parte sombreada 
orresponde ao intervalo HPD de 95%.
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Figura 3.16: Estimativas do parâmetro σ2
k da série 2 para as Situações 1 (topo), 2

(meio) e 3 (base). A parte sombreada 
orresponde ao intervalo HPD de 95%.
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Figura 3.17: Intervalo HPD de 95% para σ2
k − σ2

k−1 da série 2 para a Situação 1

(topo) e Situação 2 (base).
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Figura 3.18: Estimativas do parâmetro σ2
12(k) para as Situações 1 (topo), 2 (meio) e

3 (base). A parte sombreada 
orresponde ao intervalo HPD de 95%.
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3.3 Cenário 3: mudanças em todos os parâmetros

Este 
enário foi o mesmo apresentado em Cheon & Kim [8℄. Através dele, tem-se

o objetivo avaliar o modelo quando há mudanças em todos os parâmetros. Foram

geradas 1000 amostras 
om 8 pontos de mudanças da seguinte maneira:

y1, ...,y120
iid
∼ N2

[(

−3.5

−3.5

)

,

(

1 0.1

0.1 1.3

)]

, y121, ...,y210
iid
∼ N2

[(

5.5

3

)

,

(

1.2 0.2

0.2 1.2

)]

,

y211, ...,y460
iid
∼ N2

[(

−4

−7.5

)

,

(

0.8 −0.1

−0.1 1.1

)]

, y461, ...,y530
iid
∼ N2

[(

4

0

)

,

(

1.1 0.1

0.1 1

)]

,

y531, ...,y615
iid
∼ N2

[(

−5.5

−7

)

,

(

0.9 0.2

0.2 1.2

)]

, y616, ...,y710
iid
∼ N2

[(

2

5

)

,

(

1.1 −0.1

−0.1 1.1

)]

,

y711, ...,y800
iid
∼ N2

[(

−4

−1

)

,

(

1.3 −0.1

−0.1 1

)]

, y801, ...,y950
iid
∼ N2

[(

4.5

7.5

)

,

(

1 0.2

0.2 1

)]

,

y951, ...,y1000
iid
∼ N2

[(

−3

−1

)

,

(

1.3 −0.1

−0.1 0.6

)]

.

Os dados simulados podem ser vistos na Figura 3.19.

Série 1

Série 2
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Figura 3.19: Valores das séries para o 
enário 3.

Tabela 3.7: Média e variân
ia a priori para l = 1, 2.
E(µl) V ar(µl) E(σ2

l ) V ar(σ2
l ) E(σ2

12) V ar(σ2
12)

0 10.0000 0.1000 - 0.01 -
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Inferên
ia sobre a partição, número de blo
os e pro-

babilidade de um instante ser mudança

Na Tabela 3.8 são apresentadas as dez partições a posteriori identi�
ada pelo mo-

delo. Nota-se que 
om probabilidade de 0.8517, o modelo 
onseguiu identi�
ar a

partição 
orreta dos dados. Da Figura 3.20, nota-se que o modelo identi�
ou 9

blo
os, quantidade 
orreta, 
om probabilidade 0.8517.

Tabela 3.8: Probabilidade a posteriori das partições.

ρ Frequên
ia de ρ P (ρ | y1, ...,yn)
{0, 120, 210, 460, 530, 615, 710, 800, 950, 1000} 511 0.8517

{0, 120, 210, 460, 530, 615, 710, 800, 950, 997, 1000} 45 0.0750

{0, 120, 210, 460, 530, 615, 710, 800, 950, 996, 1000} 22 0.0367

{0, 120, 210, 460, 530, 615, 710, 800, 950, 998, 1000} 7 0.0117

{0, 120, 210, 460, 527, 530, 615, 710, 800, 950, 1000} 4 0.0067

{0, 120, 210, 460, 461, 530, 615, 710, 800, 950, 1000} 2 0.0033

{0, 120, 209, 210, 460, 530, 615, 710, 800, 950, 1000} 1 0.0017

{0, 120, 210, 459, 460, 530, 615, 710, 800, 950, 1000} 1 0.0017

{0, 120, 210, 460, 527, 530, 615, 710, 800, 950, 997, 1000} 1 0.0017

{0, 120, 210, 460, 528, 530, 615, 710, 800, 950, 997, 1000} 1 0.0017

0.8517

0.1433

0.005
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

9 10 11
b

P
(B

=
b 

| y
1,

...
,,y

n
 )

Figura 3.20: Probabilidade a posteriori do número de blo
os.

Na Figura 3.21 é apresentada a distribuição a posteriori da probabilidade de

mudança. Note que a distribuição está 
on
entrada em valores pequenos, indi
ando
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que a probabilidade de ter mudança é baixa. A média e mediana de p são, respe
-

tivamente, 0.00915 e 0.00882, enquanto o desvio padrão é de 0.0030
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0.005 0.010 0.015 0.020
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F
re

qu
ên

ci
a

Figura 3.21: Distribuição a posteriori da probabilidade de mudança.

Na Figura 3.22 é apresentada a probabilidade a posteriori de 
ada instante ser um

ponto de mudança. Nota-se que os instantes reais de mudança foram identi�
ados


om probabilidade igual a 1 e os demais instantes tiveram probabilidade pequena

ou zero de serem pontos de mudança.

Cheon & Kim [8℄ apresentou dez partições identi�
ado pelo modelo, identi�
ando

a partição 
orreta dos dados através do Bayesian Information Criterion (BIC). Além

disso, atribuiu alta probabilidade para os instantes reais de mudanças e 
onsequente-

mente determinou de maneria 
orreta o número de pontos de mudanças. No entanto,

não realizou a estimação para a probabilidade de mudanças e nem para µk e Σk.
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Figura 3.22: Probabilidade a posteriori de 
ada instante ser um ponto de mudança.

Os números a
ima das barras representam os instantes

Analisando µk e Σk

A Figura 3.23 mostra as estimativas de µk da série 1 e 2. Nota-se que as estimativas

estão bem próximas dos valores reais. Da Figura 3.24, nota-se os instantes das

mudanças signi�
ativas no vetor de médias das séries 1 e 2. Per
ebe-se que houve

oito mudanças signi�
ativas no vetor médias, sendo todas identi�
adas de a
ordo


om a partição real dos dados.

Na Figura 3.25 é apresentada a estimação de σ2
k para as séries 1 e 2. Nota-se

que para alguns instante houve uma subestimação ou superestimação dos valores.

Em relação as mudanças signi�
ativas, o instante 121 é uma mudança signi�
ativa

da variân
ia da série 1 e o instante 951 é uma mudança signi�
ativa da variân
ia da

série 2.

A estimação da 
ovariân
ia entre as séries também é apresentada na Figura 3.25.

É possível notar superestimação ou subestimação dos valores. O instante em que

houve uma mudança signi�
ativa na 
ovariân
ia foi o 211.
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Figura 3.23: Estimativas do parâmetro µk das séries 1 (topo) e 2 (base). A parte

sombreada 
orresponde ao intervalo HPD de 95%.
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Figura 3.24: Intervalo HPD de 95% para µk − µk−1, séries 1 (topo) e 2 (base).
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Figura 3.25: Estimativas do parâmetro σ2
k das séries 1 (topo) e 2 (meio) e do parâ-

metro σ2
k(12) (base). A parte sombreada 
orresponde ao intervalo HPD de 95%.
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Capítulo 4

Avaliando o efeito do Brexit na

e
onomia

Em 23 de junho de 2016, os britâni
os realizaram um plebis
ito para de
idir se o

Reino Unido deveria ou não permane
er unido ao blo
o de países europeus 
onhe
ido


omo União Europeia (UE). A UE é uma união e
on�mi
a e políti
a 
omposta por

28 países a qual o Reino Unido aderiu em 1973. Entre outras 
oisas, este a
ordo


onhe
ido 
omo UE prevê a livre 
ir
ulação de bens e pessoas entre países que o


ompõe. Durante o período que ante
edeu a vitória do sim à separação, houve um

período de grande instabilidade e
on�mi
a devido as divergên
ias sobre os efeitos

e
on�mi
os oriundos desta espe
ulação de separação.

Diante disso, este 
apítulo tem 
omo objetivo avaliar efeito do Brexit na e
onomia

de oito países. Esse termo é a abreviação das palavras em inglês Britain (Grã-

Bretanha) e exit (saída) e designa a saída do Reino Unido da União Europeia.

A análise de séries multivariadas é de grande interesse quando tem-se o objetivo

de 
ompreender a relação existente entre as mesmas. No âmbito e
on�mi
o, por

exemplo, é interessante estudar 
omo os diferentes índi
es �nan
eiros se rela
ionam,

pois isso possibilita averiguar as 
ontaminações ou in�uên
ias que um determinado

índi
e impõe sobre os demais.

Para avaliar o efeito de tal a
onte
imento em importantes e
onomias mundiais,

será apli
ado modelo partição produto para dados normal multivariada (MPPNM),

desenvolvido no Capítulo 2, para a identi�
ação de possíveis pontos de mudanças,

ao longo do tempo, no vetor de médias e na estrutura de 
ovariân
ia de retornos

de nove índi
es que serão apresentados na Seção 4.1. Es
olheu-se os índi
es de

e
onomias fortes do blo
o europeu 
omo Alemanha, França e Suíça e também países

que estiveram re
entemente em 
rise 
omo Espanha, Itália, Gré
ia e Portugal. Uma

e
onomia fora do blo
o europeu também foi 
onsiderada, os Estados Unidos.
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4.1 Ban
o de dados

O ban
o de dados a ser analisado é formado pelas seguintes séries de retornos: DAX

(Deuts
her Aktienindex ) da Alemanha, IBEX 35 (Iberia Index ) da Espanha, CAC 40

(Cotation Assistée en Continu) da França, ATG (Athens General) da Gré
ia, FTSE

MIB (Finan
ial Times Sto
k Ex
hange Milano Indi
e di Borsa) da Itália, PSI-20

(Portuguese Sto
k Index ) de Portugal, FTSE 100 Reino Unido (Finan
ial Times

Sto
k Ex
hange), SMI (Swiss Market Index) da Suíça e S&P 500 (Standard & Poor's

500) dos Estados Unidos. Os dados estão disponíveis em http://br.investing.
om/.

Foi 
onsiderado um total de 200 observações que 
ompreende os retornos diários

(dias úteis) de tais índi
es observados no período entre 4 de janeiro de 2016 e 10

de outubro de 2016. A es
olha do período 
itado deve-se ao fato de que nesse

período houve o plebis
ito no dia 23 de junho que de�niu pela saída do Reino

Unido da União Europeia(UE). Tem-se o interesse de avaliar os impa
tos que tal

a
onte
imento propor
ionou na e
onomia dos demais países.

De�ne-se o retorno do índi
e l no instante k a variável Rlk =
Plk − Pl(k−1)

Pl(k−1)
,

em que Plk é o valor atingido pelo índi
e l no fe
hamento do mer
ado no dia k.

Assume-se que

Yk | µk,Σk ∼ N9(µk,Σk) para k = 1, ..., 200,

onde Yk é um vetor, de ordem 9 × 1, 
ujas 
omponentes Rlk, para l = 1, ..., 9,


orrespondem, respe
tivamente, aos retornos dos índi
es rela
ionados a Alemanha,

Espanha, EUA, França, Gré
ia, Itália, Portugal, Reino Unido e Suíça. Os valores

dos retornos são mostrados nas Figuras 4.1 e 4.2.
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Figura 4.1: Retornos dos índi
es �nan
eiros da Alemanha, EUA, França, Reino

Unido e Suíça.
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Figura 4.2: Retornos dos índi
es �nan
eiros da Espanha, Gré
ia, Itália e Portugal.

4.2 Espe
i�
ações a priori

Considerando as suposições do modelo MPPNM, apresentadas na seção 2.2, segue

que as espe
i�
ações a priori para os parâmetros 
omuns (µ[ij],Σ[ij]) são tais que

µ[ij]|Σ[ij]∼N9

[

m,
1

0.001
Σ[ij]

]

e

Σ[ij]∼WI (D, 13) ,

onde m é um vetor de zeros 
om ordem 9× 1 e D é uma matriz diagonal de ordem

9×9 
om a 
omponentes 0.00001. Dessa forma, assume-se que, a priori, as variân
ias

dos retornos são, em média, muito pequenas e que os retornos são independentes.

Estas espe
i�
ações também revelam que, a priori, a média dos retornos estão em

torno de zero, (ver Tabela 4.1).

Tabela 4.1: Média e variân
ia dos parâmetros, para l, t = 1, ..., 9

d v E(µl) V ar(µl) E(σ2
l ) V ar(σ2

l ) E(σ2
lt) E(σ2

lt)

1 13 0.001 0 0.0033 3e-06 2.2222e-11 0 8.333333e-12

Como as e
onomias que estão sob análise são razoavelmente estáveis e nenhum
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evento da magnitude do Brexit que pudesse afetar a e
onomia de toda a Europa

o
orreu no período em análise, espera-se que pou
os ou nenhum ponto de mudança.

o
orra Por 
ausa disto, 
onsidera-se a distribuição a priori da probabilidade p de

que o
orra uma mudança em um instante qualquer é uma distribuição Beta (2,198),

isto é p ∼ Beta(2, 198), 
uja, média e desvio padrão são, respe
tivamente, 0.01 e

0.0070181. Assumindo esta distribuição, o número esperado de blo
os a priori é

2.99 
om variân
ia de 3.910796.

Para o amostrador de Gibbs, foram geradas 10000 amostras. Para a formação

da amostra a posteriori, após a 
onvergên
ia ter sido atingida, foram des
artadas as

4000 primeiras gerações e, assumindo lag 10, foram sele
ionadas 600 observações das

6000 restantes. O algoritmo foi implementado em R Core Team [39℄ e pro
essado

no 
omputador Intel Core i7, 3.40GHz e 8 GB RAM. O tempo do CPU foi de 4.98

segundos. Para 
ontornar o problema de over�ow foi utilizada a função mpfr do

pa
ote Rmpfr, Mae
hler [30℄. As 
adeias de alguns parâmetros podem ser vistas no

Apêndi
e D.

4.3 Análise

Nesta seção serão apresentados os resultado obtidos a partir da utilização do

MPPNV no ban
o de dados des
ritos na seção 4.1. Diante desses resultados, te-

mos 
omo objetivos avaliar o impa
to da saída do Reino Unido da União Europeia

através da identi�
ação de possíveis pontos de mudança.

Inferên
ia sobre a partição, número de blo
os e pro-

babilidade de um instante ser mudança

A Tabela 4.2 mostra as probabilidades a posteriori das partições identi�
a-

das pelo modelo. Note que, 
om probabilidade de 0.9817, a partição ρ =

{0, 23/06, 24/06, 27/06, 10/10} é mais a provável. Per
eba que 
om tal partição,

os pontos de mudança identi�
ados pelo modelo são 24/06, 27/06 e 28/06, datas

próximas a o
orrên
ia do Brexit. Tais pontos de mudanças também podem ser

observados nas outras partições que o
orrem 
om menor probabilidade.

Tabela 4.2: Probabilidade a posteriori das partições.

ρ Frequên
ia de ρ P (ρ | y1, ...,yn)
{0, 23/06, 24/06, 27/06, 10/10} 589 0.9817

{0, 23/06, 24/06, 10/10} 9 0.0150

{0, 1/4, 23/06, 24/06, 27/6, 10/10} 1 0.0017

{0, 23/06, 24/06, 27/06, 28/6, 10/10} 1 0.0017
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Figura 4.3: Probabilidade a posteriori dos blo
os.

A Figura 4.3 mostra a probabilidade a posteriori do número de blo
os observados

na série multivariada. Com probabilidade a posteriori de 0.9817, são observados 4

blo
os, indi
ando que, provavelmente, três mudanças 
orreram na série.

Analisando Tabela 4.3, per
ebe-se que a média da distribuição a posteriori é

de 0.01245, apenas um pou
o maior do que foi assumido a priori. Na Figura 4.4

é mostrada a distribuição a posteriori da probabilidade de mudança p. Per
eba

que tal distribuição 
on
entra massa probabilísti
a em valores pequenos, logo, a

probabilidade de haver mudança em algum instante do tempo é pequena.

A Figura 4.5 mostra as probabilidades a posteriori de 
ada instante ser um

ponto de mudança. Per
eba que os instantes 24/6 e 27/6 são identi�
ados 
omo

pontos de mudança 
om probabilidade 1, enquanto 28/6 é ponto de mudança 
om

probabilidade de 0.985. Tais pontos estão próximo do dia 23/6 em que houve a

votação favorável à saída do Reino Unido da UE, logo, havendo indí
ios de que tal

a
onte
imento possa ter afetado a e
onomia dos países envolvidos. Diante disso, se

faz ne
essário analisar 
omo a
onte
e essa 
ontaminação entre os índi
es, ou seja,

se tais pontos são de
orridos de mudanças no vetor de médias ou na estrutura de


ovariân
ia ou em ambas ao mesmo tempo e de 
omo essas mudanças interferem nas

diferentes séries em estudo.

Tabela 4.3: Estimativas a posteriori para a probabilidade de mudança.

Média Mediana Desvio padrão

0.01245 0.0117 0.0057
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Análise de µk e Σk

Das Figuras 4.6, 4.7 e 4.8, per
ebe-se que o retorno médio dos índi
es estão bem

pare
idos até o dia 23/06, onde os instantes 124, 125 e 126 
orrespondem as datas

24/06/2016, 27/06/2016 e 28/06/2016 respe
tivamente. Dentre tais índi
es, desta
a-

se o retorno do Reino Unido que possui um 
omportamento em torno de zero até

o dia 23/06 e passando obter uma reação positiva após o dia 24/06, indi
ando um

fortale
imento da sua e
onomia após a votação favorável a saída da UE.

Das Figuras 4.9, 4.10 e 4.11, per
ebe-se que a variabilidade dos retornos são

diferentes. O índi
e rela
ionado a Gré
ia, por exemplo, apresenta a maior variabili-

dade, enquanto o do EUA exibe a menor, seguido dos índi
es da Suíça e do Reino

Unido, indi
ando que tais e
onomias são bastante estáveis. Nota-se que após 28/06

as variân
ias dos retornos registraram um de
rés
imo, 
onsequentemente indi
ando

uma maior estabilidade do mer
ado após a saída do Reino Unido.

As Figuras 4.12, 4.13 e 4.14 apresentam as 
ovariân
ias do índi
e do Reino Unido


om os demais, as outras relações de 
ovariân
ia são apresentadas no Apêndi
e D.

Nota-se que a maior 
ovariân
ia o
orre entre Reino Unido e Itália e a menor entre

Reino Unido e EUA. Per
ebe-se também que, assim 
omo na variân
ia, houve um

de
rés
imo na 
ovariân
ia entre os índi
es.

Mudanças signi�
ativas no vetor de médias foram dete
tadas nos instantes 24/6,

27/6 e 28/6. No entanto, nota-se que tais mudanças in�uen
iam de maneira diferente

a média dos índi
es. Para a média do retorno dos EUA, por exemplo, o dia 24/6

registrou um aumento, enquanto para os demais países houve uma queda na média,

sendo o índi
e rela
ionado ao Reino Unido 
om a menor queda e o índi
e da Gré
ia


om a maior queda. No entanto, o dia 27/6 registrou uma queda na média do índi
e

rela
ionado ao EUA e para os demais houve um aumento. Após o dia 28/06 houve

um 
res
imento na média dos retornos, sendo o índi
e rela
ionado ao Reino Unido


om o maior aumento registrado.

As variân
ias dos retornos apresentaram mudanças signi�
ativas nos dias 24/6

e 28/6. No dia 24/6 houve uma queda na variabilidade do retorno para todos

os índi
es e no 28/6 houve um aumento também para todos. Na 
ovariân
ia, os

instantes de mudanças signi�
ativas foram os mesmos registrados na variân
ia. Tais

instantes identi�
aram queda seguido de 
res
imento. Assim 
omo na variân
ia,

também houve um de
res
imento na 
ovariân
ia entre os índi
es após o dia 28/6.
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Figura 4.6: Estimativas µk (esquerda) e o intervalo HPD de 95% para µk − µk−1

(direita) para os índi
es da Alemanha, Espanha e Estados Unidos.
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Figura 4.7: Estimativas µk (esquerda) e o intervalo HPD de 95% para µk − µk−1

(direita) para os índi
es da França, Gré
ia e Itália.
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Figura 4.8: Estimativas µk (esquerda) e o intervalo HPD de 95% para µk − µk−1

(direita) para os índi
es de Portugal, Reino Unido e Suíça.
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(direita) para os índi
es da Alemanha, Espanha e Estados Unidos.
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Figura 4.10: Estimativas de σ2
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Figura 4.11: Estimativas de σ2
k (esquerda) e o intervalo HPD de 95% para σ2

k −σ2
k−1

(direita) para os índi
es de Portugal, Reino Unido e Suíça.
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Figura 4.12: Estimativas de σ2
WZ(k) (esquerda) e intervalos HPD's de 95% para

σ2
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WZ(k−1) (direita) entre os índi
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Figura 4.13: Estimativas de σ2
WZ(k) (esquerda) e intervalos HPD's de 95% para

σ2
(WZ)k − σ2

WZ(k−1) (direita) entre os índi
es Reino Unido e França, Reino Unido e

Gré
ia e Reino Unido e Itália.
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Figura 4.14: Estimativas de σ2
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Capítulo 5

Con
lusão

Neste trabalho, 
onsiderou-se o modelo partição produto para dete
tar múltiplas

mudanças no vetor de médias e na matriz de variân
ia e 
ovariân
ia de uma sequên
ia

de dados 
om distribuição normal multivariada. Estendeu-se os resultados emMoura

[33℄ por assumir o vetor de médias não nulo.

Diferentemente de Cheon & Kim [8℄, foram utilizadas distribuiçõesa priori 
on-

jugadas para (µk,Σk) tonando o modelo mais geral. Também foi proposto um pro-


edimento para avaliar em quais parâmetros a mudança foi signi�
ativa, baseando-se

em 
omparações dos parâmetros em instantes su
essivos do tempo.

A partir das análises de sensibilidade realizada no Capítulo 3, notou-se 
omo as

espe
i�
ações a priori in�uen
iam nas estimações. Do 
enário 1, pequena mudança

apenas na média de uma das séries, o modelo mostrou-se bastante satisfatório na

identi�
ação da partição 
orreta dos dados, atribuindo alta probabilidade para os

instantes reais de mudança e 
onsequentemente estimando 
orretamente o número

de blo
os para as situações 1 e 2. Também per
ebeu-se o efeito das es
olhas a

priori de v, d e D nas estimações. Foi 
onstatado que quanto mais distante for

o valor de D da matriz de 
ovariân
ia real, o modelo tende a identi�
ar partições

do tipo ρ = {0, 100}. Também p�de-se notar que mesmo para es
olha de D igual

a matriz de 
ovariân
ia real, os valores de v e d também podem in�uen
iar na

identi�
ação das partições quando ambos apresentam valores altos. De forma geral,

a inferên
ia para o vetor de médias e para a matriz de 
ovariân
ia também foi

bastante satisfatória, sendo identi�
ado 
omo ponto de mudança signi�
ativa apenas

o instante real rela
ionado ao vetor de médias. No entanto, 
onstatou-se que a


ombinação de v, d e D in�uen
iam de maneiras diferentes os parâmetros, isto é,


om uma 
ombinação de v e d o modelo pode identi�
ar a partição 
orreta 
om

alta probabilidade, porém as estimativas para µk e Σk podem não ser boas. De

forma geral, per
ebeu-se que os modelos 
om as espe
i�
ações D =

(

0.1 0.09

0.09 0.1

)

,
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v = 0.01, d = 4 e D =

(

1 0

0 1

)

, v = 0.01 e d = 4 foram os que apresentaram

melhores resultados 
onjuntamente para os parâmetros.

Do 
enário 2, mudança na variân
ia de apenas em uma das séries, também

pode-se observar o efeito das 
ombinações de v, d e D. Notou-se que o modelo

identi�
ou uma partição próxima da 
orreta, identi�
ando o ponto de mudança 
om

atraso. Identi�
ou de maneira 
orreta o número de blo
o na maioria das 
ombinações

de v, d e D. Assim 
omo para o 
enário 1, a probabilidade de mudança em um

instante qualquer também foi muito baixa. Constatou-se, assim 
omo no 
enário 1,

o efeito que a es
olha de v exer
e sobre a estimação de µk e Σk, ressaltando que

tal efeito sobre Σk é devido ao fato de que o parâmetro da distribuição a posteriori

depender do vetor de médias amostrais, sendo o valor de v uma espé
ie de peso

sobre tal vetores. Para este 
enário, a inferên
ia sobre µk e Σ também foi bastante

satisfatória, identi�
ando uma mudança signi�
ativa apenas entre os instantes 50

e 51 da variân
ia da série 2. De forma geral, per
ebeu-se que o modelos 
om as

espe
i�
ações D =

(

0.1 0.09

0.09 0.1

)

, v = 0.01 e d = 4 foi o que apresentou um melhor

resultado 
onjuntamente.

No 
enário 3, o modelo identi�
ou dez partições diferentes, atribuindo alta pro-

babilidade para a 
orreta. Também notou-se que os instantes reais de mudanças

foram identi�
ados 
om probabilidade 1. O número 
orreto de blo
os também foi

identi�
ado pelo modelo 
om alta probabilidade. Para estimação do vetor de mé-

dias, o modelo foi bastante satisfatório. No entanto, para a matriz de variân
ia e


ovariân
ia o modelo superestimou ou subestimou em alguns instantes. Isso pode

ter o
orrido devido a es
olha de D. A partir da realização dos testes sequen
ias

realizados no 
enário 3, p�de-se observar que os ponto de mudanças agem de forma

diferente nos parâmetros µk e Σ, isto é, um determinado instante que é ponto de

mudança na média pode não ser na matriz de variân
ia e 
ovariân
ia.

A partir da apli
ação, p�de-se notar que o modelo apontou de forma satisfatória

o impa
to e
on�mi
o do Brexit na e
onomia dos países envolvidos no estudo. O

modelo identi�
ou mudanças o
orridas próximas ao dia 23 de junho, data em que

houve a votação que de
idiu a saída do Reino Unido da União Europeia. P�de-se

notar que tal impa
to in�uen
iou de maneira diferente o retorno médio e a relação

existente entre os índi
es. Para alguns índi
es, o dia 24/6, por exemplo, identi�
ou

uma queda e para outros um 
res
imento. Per
ebeu-se também, através dos testes

sequen
iais, que o dia 27/06 foi mudança signi�
ativa no vetor de médias, porém

não foi na matriz de variân
ia e 
ovariân
ia.

Em relação as 
omparações sequen
iais, p�de-se per
eber que foi uma alternativa

satisfatória para auxiliar na identi�
ação da mudanças no vetor de médias ou na
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matriz de variân
ia e 
ovariân
ia, pois possibilita analisar de maneira mais detalhada

a origem dos pontos de mudanças identi�
adas pelo modelo

Para trabalhos futuros, pretende-se 
al
ular a distribuição da diferença a pos-

teiori entre θk − θk e estender os resultados obtidos nesse trabalho 
onsiderando a

hipótese das médias 
orrela
ionadas no tempo.

79



Apêndi
e A

Distribuições

Neste apêndi
e são apresentadas as funções densidades de probabilidade e algumas

propriedades das distribuições utilizadas na 
onstrução do Modelo Partição Produto.

Distribuição Normal Multivariada

Considere o vetor aleatório X = (X1, ..., Xp)
t
e x = (x1, ..., xp)

t
uma observação

asso
iada a esse vetor. Então, tem-se que X possui uma distribuição normal p-

variada, denotada por X|µ,Σ ∼ Np(µp×1,Σp×1), onde µp×1 é o vetor de médias de

dimensão p× 1 e Σp×p é a matriz de variân
ia-
ovariân
ia de dimensão p× p, se sua

função densidade é dada por

fX|µ,Σ(x) = (2π)(−p/2)|Σ|−1/2 exp

{

−
1

2
(x− µ)tΣ−1(x− µ)

}

. (A.1)

Neste 
aso, tem-se que a média e a variân
ia são dadas, respe
tivamente, por

E(X|µ,Σ) = µ

V ar(X|µ,Σ) = Σ.

Para mais detalhes sobre a distribuição normal p-variada, ver Johnson et al. [16℄.

Distribuição t-Student matriz variada

SejamX uma matriz de dimensão n×p, Ω uma matriz positiva de�nida de dimensão

n×n, Σ uma matriz positiva de�nida de dimensão p×p, M uma matriz de lo
ação

de dimensão n × p e ν o grau de liberdade. Diz-se que X possui uma distribuição

t-Student matriz-variada, denotada por X|M,Σ,Ω, ν ∼ Tn×p(ν,M,Ω,Σ), se a sua
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função de densidade é dada por

fX|M,Σ,Ω,ν(X) =

Γp

(

ν + n+ p− 1

2

)

|Ω|−p/2|Σ|−n/2

Γp

(

ν + p− 1

2

)

(π)np/2

× |In +Ω
−1(X−M)Σ−1(X−M)t|−

ν+n+p−1
2 .

O valor esperado e a variân
ia de X são dadas, respe
tivamente por,

E(X|M,Σ,Ω, ν) = M

V ar(X|M,Σ,Ω, ν) =
Ω⊗Σ

ν − 2
se ν > 2,

onde ⊗ denota o produto de Krone
ker. Para mais detalhes, ver Kotz & Nadarajah

[18℄ e Gupta & Nagar [11℄.

Distribuição t-Student multivariada

Diz-se que X possui uma distribuição t-Multivariada, denotada por X ∼ tν(µ,Σ),

se sua função densidade é dada por

fX|µ,Σ,ν(x) =

Γ

(

ν + p

2

)

|Σ|−1/2
[

1 + 1
ν
(x− µ)tΣ−1(x− µ)

]− ν+p

2

Γ
(ν

2

)

(νπ)p/2
,

onde µ é o vetor de lo
ação de ordem p× 1, Σ é a matriz p× p, simétri
a e positiva

de�nida e ν é o grau de liberdade. Então, tem-se que o vetor de média e a matriz

de 
ovariân
ia de X são dadas, respe
tivamente, por

E(X|µ,Σ, ν) = µ,

V ar(X|µ,Σ, ν) =
ν

ν − 2
Σ se, ν > 2.

Para mais detalhes sobre a distribuição t- Student p-variada, ver Kotz & Nadarajah

[18℄.

Distribuição Wishart-inversa

Seja X uma matriz aleatória de dimensão p× p, simétri
a e positiva de�nida. Con-

sidere D uma matriz positiva de�nida e um es
alar d ≥ p. Então, tem-se que X

possui uma distribuição Wishart Invertida, denotada por X|D, d ∼ WI(D, d), se

81



sua função de densidade é dada por

fX|D,d(X) =

|D|d/2|x|−
d+p+1

2 exp

{

tr(X−1
D)

2

}

2dp/2Γp

(

d
2

) ,

onde Γp(a) = πp(p−1)/4
∏p

i=1 Γ

(

a+
1− i

2

)

e tr é denota a função traço. A esperança

e moda de X são dadas, respe
tivamente por

E(X|D, d) =
D

d− p− 1
, se d > (p+ 1),

Moda(X|D, d) =
D

d+ p+ 1
.

A variân
ia de 
ada elemento de x é dada por

V ar(xij) =
(ν − p + 1)D2

ij + (ν − p− 1)DiiDjj

(ν − p)(ν − p− 1)2(ν − p− 3)
, se ν > p+ 3.

Para mais detalhes sobre a distribuição Wishart invertida, ver O'Hagan & Forster

[35℄ e Gupta & Nagar [11℄.
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Apêndi
e B

Demonstração da Proposição 3.1.1

Neste apêndi
e, apresenta-se a prova dos resultados exibidos na Proposição 2.1.1 do

Capítulo 2. Ini
ia-se desenvolvendo a função de verossimilhança de forma que seja

mais 
onveniente os 
ál
ulos das distribuições a posteriori e preditiva a priori.

Cál
ulo da verossimilhança

Como y1, ...,yn
ind
∼ Np(µ,Σ), a função verossimilhança é dada por

L(µ,Σ|y1, ...,yn) =

n
∏

k=1

(2π)(−p/2)|Σ|−1/2exp

{

−
1

2
(yk − µ)tΣ−1(yk − µ)

}

= (2π)(−np/2)|Σ|−n/2exp

{

−
1

2

n
∑

k=1

(yk − µ)tΣ−1(yk − µ)

}
(B.1)

Denote por S =
1

n− 1

∑n
k=1(yk − ȳ)(yk − ȳ)t a matriz de 
ovariân
ia amostral

de ordem p × p e ȳ =
1

n

∑n
k=1 yk o vetor de médias amostrais de ordem p × 1.
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Considerando as propriedades 1 e 2 do Apêndi
e C, temos que

n
∑

k=1

(yk − µ)tΣ−1(yk − µ)=

n
∑

k=1

tr
[

Σ
−1 (yk − µ) (yk − µ)t

]

=tr

[

Σ
−1

n
∑

k=1

(yk − µ) (yk − µ)t
]

=tr

[

Σ
−1

n
∑

k=1

[

((yk − ȳ) + (ȳ − µ)) ((yk − ȳ) + (ȳ − µ))t
]

]

=tr

[

Σ
−1

[

n
∑

k=1

(yk − ȳ) (yk − ȳ)t + n (ȳ − µ) (ȳ − µ)t
]]

=tr
[

Σ
−1
[

(n− 1)S+ n (ȳ − µ) (ȳ − µ)t
]]

.

(B.2)

Substituindo o resultado obtido em (B.2) na expressão (B.1), segue que a função de

verossimilhança assume a seguinte forma:

L(µ,Σ|y1, ...,yn) = (2π)(−np/2)|Σ|−n/2

× exp

{

−
1

2

[

(n− 1)tr
[

Σ
−1
S
]

+ n(ȳ − µ)tΣ−1(ȳ − µ)
]

}

.
(B.3)

Cál
ulo da distribuição a posteriori

Assumindo as distribuições a priori da Proposição 2.1.1 e 
onsiderando a função

de verossimilhança em (B.3), pelo teorema de Bayes temos que a distribuição a

posteriori 
onjunta de (µ,Σ) é

f(µ,Σ|y1, ...,yn) ∝ L(µ,Σ|y1, ...,yn)f(µ|Σ)f(Σ)

∝ |Σ|(−n/2)exp

{

−
1

2

[

(n− 1)tr(Σ−1
S) + n(ȳ − µ)tΣ−1(ȳ − µ)

]

}

|Σ|−
d+p+1

2

× exp

{

−
1

2
tr
(

Σ
−1
D
)

}

|Σ|−1/2exp

{

−
1

2
v (µ−m)tΣ−1 (µ−m)

}

∝ |Σ|−
d+n+p+1

2 exp

{

−
1

2
tr
[

Σ
−1 ((n− 1)S+D)

]

}

× |Σ|−1/2exp

{

−
1

2

[

tr
[

Σ
−1
(

n(ȳ − µ)(ȳ − µ)t + v(µ−m)(µ−m)t
)]]

}

.
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Note que

(

n(ȳ − µ)(ȳ − µ)t + v(µ−m)(µ−m)t
)

= (n+ v)µµt − µ
(

nȳt + vmt
)

− (nȳ + vm)µt

+nȳȳt + vmm
t

= (n+ v)
[

µµt − µ
(

nȳt + vmt
)

(n+ v)−1

− (nȳ + vm)µt(n+ v)−1 ±MM
t
]

+ nȳȳt + vmm
t

= (n+ v)
[

(µ−M) (µ−M)t −MM
t
]

+ nȳȳt + vmm
t.

Consequentemente, segue que

f(µ,Σ|y1, ...,yn) ∝ |Σ|−
d+n+p+1

2 exp

{

−
1

2
tr
[

Σ
−1
(

D+ (n− 1)S+ nȳȳt + vmm
t − (n+ v)MM

t
)]

}

× |(n+ v)−1
Σ|−1/2exp

{

−
1

2
(n+ v) (µ−M)tΣ−1 (µ−M)

}

,

onde M = (n+ v)−1(nȳ + vm). Observe que

nȳȳt + vmm
t − (n+ v)MM

t=
nv

n+ v

[

ȳȳt +mm
t − ȳmt −mȳt

]

=
nv

n + v

[

(ȳ −m) (ȳ −m)t
]

.

Consequentemente, segue que

f(µ,Σ|y1, ...,yn) ∝ |Σ|−
d+n+p+1

2 exp

{

−
1

2
tr

[

Σ
−1

(

D+ (n− 1)S+
nv

n+ v

[

(ȳ −m) (ȳ −m)t
]

)]}

× |(n+ v)−1
Σ|−1/2exp

{

−
1

2
(µ−M)t ((n+ v)−1

Σ)−1 (µ−M)

}

.

(B.4)

Portanto, segue de (B.4) que

µ|Σ,y1, ...,yn ∼ Np

(

M, (n+ v)−1
Σ
)

e

Σ|y1, ...,yn ∼ IW (D∗, d∗),

onde D
∗ = D+ (n− 1)S+

nv

n + v

[

(ȳ −m) (ȳ −m)t
]

e d∗ = d+ n.

Cál
ulo da distribuição a posteriori µ

Considere as distribuições a posteriori de µ|Σ,y1, ...,yn e Σ|y1, ...,yn obtidas em

B.4. Então, segue que a distribuição a posteriori de µ é dada por
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f(µ | y1, ...,yn) =

∫

f(µ | Σ,y1, ...,yn)f(Σ | y1, ...,yn)dΣ

=
(2π)−p/2 (n+ v)p/2 |D∗|d

∗/2

2d∗p/2Γp

(

d∗

2

)

∫

|Σ|−
d∗+1+p+1

2

× exp

{

−
1

2
tr
[

Σ
−1
(

D
∗ + (n + v)(µ−M)(µ−M)t

)]

}

dΣ.

Completando os termos faltantes da distribuição WI(D∗ + (n + v)(µ − M)(µ −

M)t, d+ n+ 1) e 
an
elando os termos semelhantes, segue que

f(µ | y1, ...,yn) =
Γp

(

d+n+1
2

)

Γp

(

d+n
2

)

πp/2
(n + v)p/2 |D∗|(d+n)/2

∣

∣D
∗ + (n+ v)(µ−M)(µ−M)t

∣

∣

− d+n+1
2

Note que

Γp

(

d+ n+ 1

2

)

Γp

(

d+ n

2

) =

π
p(p−1)

4

∏p
j=1 Γ

(

d+ n + 1 + 1− j

2

)

π
p(p−1)

4

∏p
j=1 Γ

(

d+ n+ 1− j

2

) =

Γ

(

d+ n+ 1

2

)

Γ

(

d+ n + 1− p

2

) .

Utilizando a Propriedade 4, Apêndi
e C, em |D∗ + (n+ v)(µ−M)(µ−M)t|, segue

que

f(µ | y1, ...,yn) =
Γ
(

ν+p
2

)

Γ
(

ν
2

)

1

(πν)p/2

∣

∣ν−1 (n+ v)−1
D

∗
∣

∣

−1/2

×

(

1 +
1

ν
(µ−M)t(ν−1(n+ v)−1

D
∗)−1(µ−M)

)− ν+p

2

. (B.5)

Portanto, segue de B.5 que µ | y1, ...,yn ∼ tν (M, ν−1(n+ v)−1
D

∗) onde ν =

d+ n+ 1− p.

Cál
ulo da Preditiva a priori

Considere a função de verossimilhança em (2.1) e as distribuições a priori da Pro-

posição 2.1.1. Então, segue que a distribuição preditiva a priori de Y é dada por
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f(Y) =

∫ ∫

L(µ,Σ|Y)f(µ|Σ)f(Σ)dµdΣ

=
(2π)−np/2|D|d/2vp/2

2dp/2Γp

(

d

2

)

∫

|Σ|−
d+n+p+1

2 exp

{

−
1

2
tr
(

Σ
−1
D
)

} [
∫

(2π)−p/2|Σ|−1/2

× exp

{

−
1

2
tr
(

Σ
−1
[

(

Y − 1µt
)t (

Y − 1µt
)

+ v (µ−m) (µ−m)t
])

}

dµ

]

dΣ.

Denote por B = (n + v)−1 (Yt
1+ vm) e note que

(

Y − 1µt
)t (

Y − 1µt
)

+ v (µ−m) (µ−m)t = (n+ v)µµt −
(

Y
t
1+ vm

)

µt − µ
(

1
t
Y + vmt

)

+Y
t
Y + vmm

t

= (n+ v)
[

µµt −
(

Y
t
1+ vm

)

µt(n+ v)−1

− µ
(

1
t
Y + vmt

)

(n+ v)−1 ±BB
t
]

+Y
t
Y + vmm

t

= (n+ v)
[

(µ−B) (µ−B)t −BB
t
]

+Y
t
Y + vmm

t.

Consequentemente, segue que

f(Y) =
(2π)−np/2|D|d/2vp/2

2dp/2Γp

(

d

2

)

×

∫

|Σ|−
d+n+p+1

2 exp

{

−
1

2
tr
(

Σ
−1
[

D+Y
t
Y + vmm

t − (n+ v)BB
t
])

}

×

[∫

(2π)−p/2|(n+ v)−1
Σ|−1/2exp

{

−
1

2
(µ−B)t

(

(n+ v)−1
Σ
)−1

(µ−B)

}

dµ

]

(

1

n+ v

)p/2

dΣ.

Completando os termos faltantes da distribuição WI(D + Y
t
Y + vmm

t − (n +

v)BB
t, d+ n), logo a integral é 1. Note que µ ∼ Np(B, (n+ v)−1

Σ), logo a integral

também é 1. Então, segue que

f(Y) =
(2π)−np/2|D|d/2

2dp/2Γp

(

d

2

)

(

v

n+ v

)p/2

Γp

(

d+ n

2

)

2
(d+n)p

2 |D+Y
t
Y + vmm

t − (n + v)BB
t|−

d+n
2 .
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Observe que

Y
t
Y + vmm

t − (n + v)BB
t = Y

t

[

In −
11

t

n+ v

]

Y −
Y

t
1m

tv

n+ v
−

vm1
t
Y

n + v
+

nvmm
t

n + v

= Y
t
AY −Y

t
AA

−1
Z− Z

t
A

−1
AY ±

(

A
−1
Z
)t
AA

−1
Z+

nvmm
t

n+ v

=
(

Y −A
−1
Z
)t
A
(

Y −A
−1
Z
)

−
(

A
−1
Z
)t
AA

−1
Z+

nvmm
t

n+ v

=
(

Y − 1m
t
)t
[

In −
11

t

v

]

(

Y − 1m
t
)

,

onde A =

[

In −
11

t

n+ v

]

e Z =
1m

tv

n+ v
. Utilizando a Propriedade 8, Apêndi
e

C, segue que A
−1=

[

In −
11

t

v

]

. Portanto, A
−1
Z = 1m

t
e − (A−1

Z)
t
AA

−1
Z +

nvmm
t

n+ v
= 0. Consequentemente, segue que

f(Y) =

Γp

(

d+ n

2

)

Γp

(

d

2

)

πnp/2

(

v

n+ v

)p/2

|D|d/2
∣

∣

∣

∣

D+
(

Y − 1m
t
)t
[

In −
11

t

n + v

]

(

Y − 1m
t
)

∣

∣

∣

∣

− d+n
2

=

Γp

(

d+ n

2

)

Γp

(

d

2

)

πnp/2

∣

∣

∣

∣

In +
11

t

v

∣

∣

∣

∣

−p/2

|D|−n/2

∣

∣

∣

∣

Ip +D
−1
(

Y − 1m
t
)t
[

In −
11

t

n + v

]

(

Y − 1m
t
)

∣

∣

∣

∣

− d+n
2

.

Utilizando a Propriedade 7, Apêndi
e C, em

∣

∣

∣

∣

Ip +D
−1
(

Y − 1m
t
)t
[

In −
11

t

n+ v

]

(

Y − 1m
t
)

∣

∣

∣

∣

,

segue que

f(Y) =

Γp

(

d+ n

2

)

Γp

(

d

2

)

πnp/2

∣

∣

∣

∣

In +
11

t

v

∣

∣

∣

∣

−p/2

|D|−n/2

∣

∣

∣

∣

In +

[

In −
11

t

n + v

]

(

Y − 1m
t
)

D
−1
(

Y − 1m
t
)t

∣

∣

∣

∣

− d+n
2

=

Γp

(

(d+ 1− p) + n+ p− 1

2

)

Γp

(

(d+ 1− p) + p− 1

2

)

πnp/2

∣

∣

∣

∣

In +
11

t

v

∣

∣

∣

∣

−p/2

|D|−n/2

×

∣

∣

∣

∣

In +

[

In −
11

t

n+ v

]

(

Y − 1m
t
)

D
−1
(

Y − 1m
t
)t

∣

∣

∣

∣

− (d+1−p)+n+p−1
2

. (B.6)
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Portanto, segue de (B.6) que Y ∼ Tn×p

(

ν = d+ 1− p;1mt; I+
11

t

v
;D

)

.
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Apêndi
e C

Algumas propriedades matri
iais

Neste apêndi
e apresenta-se algumas propriedades de matrizes que são utilizadas

para a demonstração da preposição 2.1.1 do Capítulo 2.

Denote por A
t
e A

−1
as matrizes transposta e inversa de A, respe
tivamente.

Denote por |A| o determinante de A.

Propriedade 1. Seja A uma matriz simétri
a de dimensão p × p e x um vetor de

dimensão p× 1. Então, xt
Ax = tr (xt

Ax) = tr (Axx
t) .

Propriedade 2. Sejam A e B matrizes de dimensões p × p. Então, tr (A+B) =

tr (A) + tr (B) .

Propriedade 3. Seja A uma matriz de dimensão p× p e c uma 
onstante. Então,

|cA| = cp |A| .

Propriedade 4. Seja A uma matriz inversível de dimensão m × m, c um vetor

de dimensão m × 1 e r um vetor de dimensão 1 × m. Então, |A+ cr| =

|A| (1 + rA−1c).

Propriedade 5. Se A é inversível, então

(

A

−1
)t

=
(

A

t
)−1

.

Propriedade 6. Se A é simétri
a, então A = A
t
.

Propriedade 7. Sejam A e B matrizes de dimensões p×q e q×p, respe
tivamente.

Então, |Ip +AB| = |Iq +BA| onde Iq e Ip são matrizes identidades de ordem

q e p respe
tivamente.

Propriedade 8. Sejam Ap×p, Bq×q, Cp×q e Dq×p matrizes. Então,

(A+CBD)−1 = A
−1 −A

−1
CB

(

B+BDA
−1
CB

)−1
BDA

−1.
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Apêndi
e D

Grá�
os

Este apêndi
e mostra os grá�
os referentes aos 
enários apresentados no Capítulo 3

e a apli
ação realizada no Capítulo 4.
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Figura D.1: Diagnósti
o da 
adeia de µ50 e µ51 da série 2, situação 2, v = 1 e d = 6.
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Figura D.2: O primeiro grá�
o mostra a distribuição a posteriori de µ51 − µ50 da

série 2, situação 2, v = 1 e d = 6. O segundo grá�
o mostra a distribuição a

posteriori de µ51 − µ50 da série 2, situação 2, v = 1 e d = 4.
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Figura D.3: Diagnósti
o para p. Situação 2, d = 4 e v = 0.01.
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Figura D.4: O grá�
o do lado esquerdo mostra o diagnósti
o da 
adeia de σ2
51 da

série 2, situação 2, v = 0.01 e d = 4. O grá�
o do lado direito mostra a diferença

entre σ2
51 − σ2

50 da série 2, situação 1, v = 10 e d = 4.
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Figura D.5: Distribuição a posteriori da probabilidade de mudança para as Situações

1 (topo), 2 (meio) e 3 (base).
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Cenário 2
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Figura D.6: O grá�
o do lado esquerdo mostra o diagnósti
o da 
adeia de µ51 da

série 1, para d = 4. O grá�
o do lado direito mostra o diagnósti
o da 
adeia µ51 da

série 1 para d = 20. Para ambos grá�
os é 
onsiderada a situação 2 e v = 0.01.
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Figura D.7: O grá�
o do lado esquerdo mostra o diagnósti
o da 
adeia de σ2
52 da

série 2, para d = 4. O grá�
o do lado direito mostra o diagnósti
o da 
adeia σ2
52 da

série 2 para d = 20. Para ambos grá�
os é 
onsiderada a situação 2 e v = 0.01.

94



0

20

40

60

0.0 0.2 0.4 0.6

σ53
2 − σ52

2

F
re

qu
ên

ci
a

0

20

40

60

−0.25 0.00 0.25

σ53
2 − σ52

2

F
re

qu
ên

ci
a

Figura D.8: O grá�
o do lado esquerdo 
orresponde a diferença de σ2
53 − σ2

52 para

a 
ombinação de v = 0.01 e d = 4, enquanto o grá�
o do lado direito 
orresponde

a diferença de σ2
53 − σ2

52 para a 
ombinação de v = 0.01 e d = 20. Para ambas as

diferenças, foi 
onsiderada a situação 2.
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Figura D.9: Distribuição a posteriori da probabilidade de mudança para as Situações

1 (topo), 2 (meio) e 3 (base).
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Figura D.12: Estimativas para a 
ovariân
ia, da esquerda para a direita, Itália e

Portugal, Itália e Suíça e Portugal e Suíça

98



0e+00

1e-04

2e-04

jan abr jul out

Instantes

C
o
v
a
ri
â
n
c
ia

Estimação
Média
Mediana

0.0e+00

2.5e-05

5.0e-05

7.5e-05

1.0e-04

jan abr jul out

Instantes

C
o
v
a
ri
â
n
c
ia

Estimação
Média
Mediana

0e+00

1e-04

2e-04

jan abr jul out

Instantes

C
o
v
a
ri
â
n
c
ia

Estimação
Média
Mediana

0.00000

0.00005

0.00010

0.00015

0.00020

0.00025

jan abr jul out

Instantes

C
o
v
a
ri
â
n
c
ia

Estimação
Média
Mediana

0e+00

1e-04

2e-04

3e-04

jan abr jul out

Instantes

C
o
v
a
ri
â
n
c
ia

Estimação
Média
Mediana

0.00000

0.00005

0.00010

0.00015

0.00020

jan abr jul out

Instantes

C
o
v
a
ri
â
n
c
ia

Estimação
Média
Mediana

0.00000

0.00005

0.00010

0.00015

0.00020

jan abr jul out

Instantes

C
o
v
a
ri
â
n
c
ia

Estimação
Média
Mediana

Figura D.13: Estimativas para a 
ovariân
ia, da esquerda para direita, entre Ale-

manha e Espanha, Alemanha e EUA, Alemanha e França, Alemanha e Gré
ia,

Alemanha e Itália, Alemanha e Portugal, Alemanha e Suíça.
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Figura D.14: Estimativas para a 
ovariân
ia, da esquerda para a direita, entre

Espanha e EUA, Espanha e França, Espanha e Gré
ia, Espanha e Itália, Espanha e

Portugal, Espanha e Suíça.
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Figura D.15: Estimativas para a 
ovariân
ia, da esquerda para a direita, entre EUA

e França, EUA e Gré
ia, EUA e Itália, EUA e Portugal e EUA e Suíça.
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Figura D.16: Estimativas para a 
ovariân
ia, da esquerda para a direita, entre França

e Gré
ia, França e Itália, França e Portugal e França e Suíça.
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Figura D.17: Estimativas para a 
ovariân
ia, da esquerda para a direita, Gré
ia e

Itália, Gré
ia e Portugal e Gré
ia e Suíça.
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