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Resumo da Dissertacao apresentada ao Programa de Pos Graduacgao em Estatistica
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ANALISE DE MULTIPLOS PONTOS DE MUDANCA EM MODELOS
NORMAL MULTIVARIADOS

Leonardo Brandao Freitas do Nascimento

Janeiro/2017

Orientadora: Prof* Rosangela Helena Loschi, D.Sc.

Nesse trabalho, propoe-se uma extensao do Modelo Particao Produto para a iden-
tificacao de multiplos pontos de mudanca, ao longo do tempo, no vetor de médias
e na matriz de variancia e covariancia de uma sequéncia de dados com distribuicao
normal multivariada. Para isso, distribuicoes a priori conjugadas foram utilizadas
para estimar o vetor de médias e a matriz de variancia e covariancia ao longo do
tempo. Também propoe-se realizar uma comparacao de cada parametro sequencial-
mente. Para este fim, constroi-se intervalos de mais alta densidade (intervalos HPD)
a posteriori para a diferenca de parametros em sucessivos instantes de tempo. Para
avaliar o modelo proposto, foram considerados alguns cenarios simulados e realizada
uma aplicacao em dados financeiros, mais especificamente uma analise do impacto

da saida do Reino Unido da Uniao Europeia.
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Introducao

A identificacao de pontos de mudanca é um problema estatistico relevante, pois
possibilita conjecturar sobre os fenomenos que os causaram e auxilia na avaliacao
de acoes a serem tomada. Nesse sentido, um ponto de mudanca pode ser entendido
como uma quebra estrutural em uma série temporal ou, simplesmente, um valor
atipico que ocorre em um banco de dados.

O problema de identificacao de pontos de mudanca, em dados observados sequen-
cialmente, esta presente em diversas areas como, por exemplo, em estudo hidrologi-
cos (Perreault et al. [36]), climatologicos (Ruggieri [40]), economicos (Arellano-Valle
et al. [2]) e socais (Loschi et al. [27]). Problemas de pontos de mudanca também
ocorrem em segmentacao de textos como pode ser visto em Kehagias et al. [17].

Nesse sentido, se faz necessaria a utilizacao de modelos estatisticos em conjunto
com ferramentas computacionais capazes de reconhece - los adequadamente e, con-
sequentemente, ajudar nas tomadas de decisdes. Assim, diversas abordagens e me-
todologias foram desenvolvidas para a captacao dos pontos de mudanca em conjunto
de dados observados sequencialmente, entre as quais destacam-se a metodologia de
maxima verossimilhanga (Hinkley [13|, Bhattacharya [5], Liu [21]) e procedimentos
Bayesianos baseados em métodos paramétricos e ndo paramétricos (Martinez et al.
[31], Allen et al. [1] e Hartigan [12]).

Do ponto de vista Bayesiano paramétrico e considerando apenas um ponto de
mudanca, destaca-se o trabalho de Smith [42| que considerou o problema de mu-
danca na média de uma sequéncia de variaveis aleatoérias com distribui¢oes normal
e binomial. Lee & Heghinian [20] também estudaram uma mudanca na média em
uma sequéncia de variaveis aleatorias independentes com distribuicao normal, va-
riancia desconhecida e comum. Trabalhos aplicados na area econdmica podem ser
vistos em Booth & Smith [6], Diaz [9], Holbert [14] e Salazar [41]. Ainda sobre
a perspectiva Bayesiana paramétrica, cita-se os trabalhos de Perreault et al. [37],
que considerou um ponto de mudanga no vetor de médias e Son & Kim [43], que
considerou um ponto de mudanca tanto no vetor de médias quanto na matriz de co-
variancia, em uma sequéncia de variaveis aleatorias independentes com distribuicao
normal multivariada.

Modelos que identificam apenas um ponto de mudanca sao muito restritivos,



pois em muitas situa¢oes a série pode apresentar varias mudangas. Hartigan [12]
propos o Modelo Parti¢do Produto (MPP) em que considera a suposi¢do da exis-
téncia de multiplos pontos de mudanca. No MPP tanto o niimero de pontos de
mudanca quanto os instantes em que ocorreram sao quantidades desconhecidas as
quais devem ser estimadas, logo, tornando o modelo mais flexivel. Barry & Hartigan
[3] desenvolveram uma versao do MPP para a identificagdo de pontos de mudanga
em dados observados sequencialmente, no qual apenas blocos contiguos sao con-
siderados. Posteriormente, Barry & Hartigan [4] aplicaram o MPP para inferir
sobre multiplos pontos de mudanca na média da distribuicao normal com variancia
constante e desconhecida. Uma grande contribui¢ao de Barry & Hartigan [4] foi o
desenvolvimento de um algoritmo para gerar da distribuicao a posterior: de uma
particao com blocos contiguos, em que usam o amostrador de Gibbs. Aplicacoes e
extensoes do MPP podem ser vistos em Loschi et al. [28], Monteiro et al. [32], Loschi
et al. [24], Quintana & Iglesias [38], Miiller et al. [34] e entre muitos outros

A deteccao de miltiplas mudangas em séries temporais multivariadas é de grande
interesse e um problema ainda pouco explorado. Se estas séries sao correlacionadas, a
ocorréncia de alguma mudanca no comportamento de uma delas pode gerar mudanca
em alguma outra. Nesse cenario, o presente trabalho considera que uma sequéncia
de vetores aleatorios, Y7, ..., Y,, de dimensao p x 1 sao independentes e distribuidos
segundo uma distribuicao normal multivariada com vetores de médias py, p x 1,
e matriz de covariancia X, p X p, para k = 1,...,n. Assim sendo, temos como
objetivos utilizar o MPP para identificar miltiplos pontos de mudancas no vetor de
médias e na matriz de variancia-covariancia. Além de estimar p;, e X, para todo k,
também estima-se o nimero de pontos de mudanca e as posicoes onde as mudancas
ocorreram. Distribuicoes a priori conjugadas sao utilizadas para puy e 3.

O modelo apresentado nesse trabalho é uma extensao ao propostos em Cheon
& Kim [8] e em Moura [33]. Moura [33], por exemplo, utilizou o modelo parti¢ao
produto para a identificacao de mudancas na matriz de variancia e covariancia para
uma sequéncia de dados com distribuicao normal multivariada centrado no vetor
nulo. Cheon & Kim [8] aplicaram o algoritmo Monte Carlo com aproximagao esto-
castica para a deteccao de multiplos pontos de mudancas no vetor de médias e na
matriz de variancia e covariancia de dados com distribuicao normal multivariada.
No entanto, Cheon & Kim [8] consideraram uma distribuigdo a priori vaga para
o vetor de médias, ou seja, m(pr) = 1 e estimam apenas a parti¢do dos dados, o
nimero de blocos e a probabilidade de cada instante ser um ponto de mudanca,
nao fornecendo estimativas para os parametros no instante k e, consequentemente,
nao havendo a identificacao em qual parametro e em qual variavel houve a mu-
danga. Além desses trabalhos, destacam-se também o de Lavielle & Teyssiere [19],

por exemplo, que propoem um método adaptativo para a identificacao de mudanca



na estrutura da matriz de covariancia. Mabaera et al. [29] aplicaram o método de
maxima verossimilhanca para a deteccao de multiplos pontos de mudanca em séries
multivariadas. Recentemente, James & Matteson [15] disponibilizaram o pacote ecp
no software R Core Team [39], no qual utiliza da abordagem nao paramétrica para
a analise de miltiplos pontos de mudanca em dados multivariados.

Em estudos de pontos de mudanca usando o MPP, comumente ocorrem pro-
blemas de falta de identificabilidade. Por exemplo, no problema de identificacao
de maltiplas mudancas na média e variancia de uma sequéncia de varidveis nor-
malmente distribuidas (Loschi & Cruz [22]), a mudanca real pode ocorrer apenas
no média e nao na variancia. No entanto, estudos simulados mostram que as es-
timativas fornecidas pelo modelo indicarao também uma mudancga na variancia e
em instantes proximos a mudanca detectada na média. Problemas similares a este
também ocorrerao no contexto multivariado. Neste caso, podemos, por exemplo,
inferir que ha mudanca em todas as série quando apenas uma destas experimentou
a mudanca. Para analisar os resultados e minimizar este tipo de problema da falta
de identificacao, propoe-se realizar uma comparacao de cada parametro sequencial-
mente. Para este fim, constroi-se intervalos de mais alta densidade (intervalos HPD)
a posteriori para a diferenca de parametros em sucessivos instantes de tempo. O
intervalo HPD se relaciona com a evidéncia a posteriori fornecida pelo teste de signi-
ficancia bayesiano completo (FBST) introduzido por Braganga Pereira & Stern [7].
Assim, pode-se considera-lo para testar se a diferenca de cada parametro em instan-
tes sucessivos de tempo é significamente diferente de zero, concluindo-se diferenca
significativa quando o valor zero nao pertence ao intervalo.

Para avaliar o desempenho do modelo, considerou-se alguns bancos de dados si-
mulados. Além disso, também realizou-se uma aplicacao em que consiste em avaliar
o efeito do Brezit na economia de oito paises. Esse termo é a abreviacao das palavras
em inglés Britain (Gra-Bretanha) e erit (saida) e designa a saida do Reino Unido
da Uniao Europeia. Para esse estudos foram considerados nove indices financeiros:
DAX (Deutscher Aktienindezr) da Alemanha, IBEX 35 (Iberia Index) da Espanha,
CAC 40 ( Cotation Assistée en Continu) da Franca, ATG (Athens General) da
Grécia, FTSE MIB (Financial Times Stock Frchange Milano Indice di Borsa) da
Italia, PSI-20 (Portuguese Stock Index) de Portugal, FTSE 100 Reino Unido (Fi-
nancial Times Stock Exchange), SMI (Swiss Market Index) da Suica e S&P 500
(Standard & Poor’s 500) dos Estados Unidos. Tais indices sdo responsaveis por
medir o desempenho econdmico dos paises em estudo

Este trabalho esta organizado como segue. No Capitulo 1, é apresentado uma
revisdao do MPP desenvolvido em Barry & Hartigan [3| e Barry & Hartigan [4], as
extensoes proposta em Loschi & Cruz [25] e 0o método computacional para obter-se as

distribuicoes a posteriori das particoes. No Capitulo 2, é definido o modelo particao



produto para a distribuicao Normal Multivariada e é apresentado um algoritmo para
realizar os testes sequenciais. No Capitulo 3, é realizado uma anélise de sensibilidade
do modelo proposto através de trés cenérios sob diferentes 6ticas. No Capitulo 4, é

analisado o efeito do Brezit na economia de oito paises.



Capitulo 1

Modelo Particao Produto para dados
sequencialmente observados: uma

revisao

O Modelo Parti¢cao Produto foi definido, na sua forma mais geral, em Hartigan [12]
e considera a suposicao da existéncia de multiplos pontos de mudanca em um de-
terminado banco de dados. Dessa forma, o MPP é mais flexivel quando comparado
aos modelos que consideram a presenca de apenas um ponto de mudanca. No MPP
tanto o nimero de pontos de mudancas quanto os instantes em que estes ocorreram
sdo quantidades a serem estimadas. Barry & Hartigan [3] particularizaram o MPP
para a identificacao de pontos de mudanca em dados observados sequencialmente
por assumirem que apenas blocos contiguos sao considerados. Barry & Hartigan [3]
forneceram expressoes analiticas para as distribuicoes a posteriori dos parametros
que indexam a func¢ao de distribuicao dos dados e para suas esperancas. Posterior-
mente, Barry & Hartigan [4] aplicaram o MPP para inferir sobre miltiplos pontos
de mudanca na média de uma sequéncia de dados normalmente distribuidos e as-
sumindo variancia comum e desconhecida em cada instante do tempo. Além disso,
propuseram um algoritmo baseado no amostrador de Gibbs para gerar da distribui-
¢ao a posteriori da particao aleatéria quando apenas blocos contiguos sao possiveis.
Mais tarde,Loschi et al. [23] implementou o amostrador de Gibbs para gerar da dis-
tribuicao a posteriori do niimero de pontos de mudancas e para os instantes nos
quais estes ocorreram. Loschi et al. [23] também considerou a coesdo definida em
Yao [44], no qual depende de uma probabilidade p de haver mudanga em algum
instante, assumindo uma distribuicao a prior: degenerada para a p. Loschi et al.
[26] fez uma extensao de Loschi et al. [23] assumindo distribui¢oes a priori nao de-
generadas para a p. Posteriormente, Ferreira et al. [10] apresenta uma versdo do

MPP no qual considera os blocos correlacionados.



Neste capitulo sera feito uma revisao do MPP. Na Secao 1.1 sao apresentada as
defini¢oes e conceitos basicos inerentes ao MPP. Na Secao 1.2 é definido o MPP no
caso paramétrico e sao apresentadas as distribuicoes a priori e a posteriori da par-
ticao aleatoria, do nimero de blocos e a probabilidade a posteriori de cada instante
ser um ponto de mudanca. Por fim, na Secao 1.3, é descrito o método computacional

que é utilizado para a obtencao das estimativas de interesse do MPP.

1.1 Modelo Particao Produto

Sejam y1, ...y, uma série temporal observada e I o conjunto formado pelos indices
{1,...,n} que indexam tais observagoes. Denote por p a parti¢ao aleatoria do con-
junto I |J{0} e B o numero de blocos da partigao p. Denote por [ij] o subconjunto
de I formado pelos indicies {i + 1,...,j}, para i < j e 4,5 € I{J{0}, e por yy;] o
bloco formado pelas observagoes i1, ..., y;.

Assumindo que somente blocos contiguos de observacoes sao possiveis, cada valor
da partigao aleatoria p é da forma p = {ig, i1, ..., 5}, em que 0 = ig < iy < ... < iy =
n, para b € I, a qual divide conjunto de obervagoes em B = b blocos vizinhos da

seguinte forma:
[yb sy yll] [yilJrla ceey ym] [yib,1+17 ceey yib] .
A ocorréncia da parti¢do p = {ig, 41, ..., 4} implica na ocorréncia de b — 1 mu-
dancas no comportamento da série observada nos instantes i; + 1, ...,4,_1 + 1. Para

melhor compreensao, ver Tabela (1.1).

Exemplo 1.1.1 Seja yi1,ys,y3 uma série temporal observada. Entao, tem-se que
IJ0 = {0,1,2,3} e os dados podem ser divididos de 2" formas diferentes como

mostra a Tabela 1.1.

Tabela 1.1: Relacao entre a particao p e o nimero de blocos B.

Bloco de observacoes Valores de p Valores de B
[y1, Y2, y3] {ip=0,7, =3} 1
[yl] s [y27y3] {iO =0,11=1,ip = 3} 2
[y1,v2] s [ys] {io = 0,41 = 2,iy = 3} 2
[yl] ) [y2] ) [y3] {io - 07 il = 17i2 = 27i3 = 3} 3

Definidos esses elementos bésicos, na proxima secao sera apresentado o MPP em

sua versao paramétrica.



1.2 Construcao do Modelo Particao Produto

Seja 04, ..., 0, uma sequéncia de parametros sobre o espaco paramétrico O e Y7, ..,Y,
uma sequéncia de variaveis aleatorias. Considere que, dados 64, ..., 0,, as variaveis
Y1, .., Y, sdo independentes e com comportamento dado por fi(y1]6h), ..., fn(Yn|0n),

respectivamente. No MPP assume-se que:

1 Dado p = {io,?1,...,%}, a sequéncia de parametros 0y, ...,6, é particionada
em b blocos contiguos, no qual 0;; denota o parametro comum que indexa a

distribuigao das variaveis aleatorias do bloco Y1, ou seja
kaﬁ[ir_lir] V 4,1 < /{?Sir, k= 1,...,77, e r= 1,...,().

Desta forma, o vetor de parametros @ = (61, ...01) pode ser reescrito da seguinte

forma;:

0:

T

(O, i1 {1 <1<y}, ooy Oy 1{irm1 < < i }),

b
=1

onde 1{A} denota a fung¢ao indicadora do evento A

2 Dado p = {ig, i1, ..., iy}, tem-se que os parametros comuns Oligia]s -+ Oli_viy) SAO
independentes e 6;;; possui distribui¢do a priori m;;(0) com 6 € O;), onde

O[ij) € o espago paramétrico de 0.

O MPP estabelece a distribuicao conjunta de p, das observagoes e dos parametros

como mostra a defini¢cao abaixo.

Definicao 1.2.1 A quantidade aleatoria ((Y1,01), ..., (Yn, 0,); p) possui o seu com-
portamento descrito pelo MPP paramétrico, denotado por ((Y1,01), ..., (Yn,0,);p) ~
MPP, se:

(1) A distribuicao a priori para p € uma distribuicao produto, ou seja:

b
Hr:l C[ir—lir]
b
ZC: HT=1 C[irfl'ir}

P(p = {io,ih 7Zb}) =

Y

onde cpj) € a coesao do bloco [ij] (ver detalhes a sequir) e C' € o conjunto de

todas as possiveis particoes de I em b blocos contiguos Vb € 1.

(2) Condicional em p = {ig, i1, ...,1p}, tem-se que as observagoes em diferentes blo-

cos sao independentes e as observagoes em cada bloco yj;) possuem distribuigao



indezada pelo pardmetro O, ou seja:

b ir
F@rs oo tni 01, Onlp = Jioyin, i) = [T TT sl mi i (01)-

r=1k=ir_1+1

(8) Condicional em p, a distribuicao a priori para @ = (64, ...,0,) €

Uma particao tende a agregar em um mesmo bloco observagoes com comporta-
mentos semelhantes. Diante disso, para descrever a incerteza inicial sobre p, Harti-
gan [12| define cp;;) a coesao associada ao bloco de observagoes [ij]. Segundo Hartigan
[12], ¢ € um valor numérico e nao negativo que representa o grau de similaridade
existente entre observagoes do bloco [ij], podendo ser interpretada, quando os dados
sao sequencialmente observados, como uma probabilidade de transicao da cadeia de
Markov Z,,a € {0,...,n}, onde Z, assume valores em {ig, 1, ...,4}, isto é, corres-
ponde ao instante em que ocorre a a - ésima mudanca na estrutura da distribuicao.
Desse modo, tem-se que a coesao do bloco cj;;) € a probabilidade do instante da
a-ésima mudanga ser o j dado que a (a — 1)-ésima mudancga ocorreu no instante i
(I3D)-

Como consequéncia da Definicao 1.2.1, tem-se que a distribuicao conjunta de

Y1, ---, Yo dado p, é dada por

b
f(yh 7yn‘p = {i07i17 7Zb}) = H f[ir_lir] (y[iq«_u‘r])v
r=1

onde )
Sir i) Ylin i) = / T Fl®)mp, i (0)d6
k=i,_1+1
é denominada fator de dados e corresponde a distribuicao preditiva a priori associada
ao bloco [ij].
A partir da Definicao 1.2.1, pode ser mostrado que a distribuicao a priori do

numero de blocos na particao p é dado por:

P(B _ b) _ Z Hiil Ci'rflir
= = b s
C’ ; Hr:l cir—lir



onde C" ¢ um subconjunto de todas as particoes em I com exatamente b blocos.
Barry & Hartigan [3] também mostraram que as distribui¢oes a posteriori para

p e B sao dadas, respectivamente, por:

b

P(plys, -eesym) o< [ [ 5 s,

r=1

b

P(B=bly,...yn) x Y _[[ ¢ i. WET,

o r=1
onde Clij] = cin fi1(Wiig)s Vi, 5 €{0,...,n} e i < j, denota a coesao a posteriori do
bloco [ij].

Em geral, a distribuicao a posteriori de p fornece uma boa informagao sobre
a probabilidade de cada instante ser um ponto de mudanga. Loschi & Cruz [25]
propos um método para calcular a probabilidade a posteriori de cada instante ser
um ponto de mudanca.

Seja C', um subgrupo de C' que contém todas as particoes que incluem o instante
k como ponto de mudanca, ou seja, cada parti¢io em Cy, é da forma {ig, ..., 41,4 =
k—1,4141,...,1p} para algum [ € I. Seja o evento Ax que denota o k-ésimo instante é
um ponto de mudanca, para k = 2,...,n. Portanto, a probabilidade de um instante

k ser um ponto de mudanca é
P(Adyr, oy Yn) = ZP({@O, it iy =k = 11, ey b Y1y oo Un)

X Z (H c[lr 1%) Cliz—1 (k—1)] c[(k‘ 1)igq1] ( H CZT 1lr]>

r=l+1

Similarmente, a probabilidade a posteriori para dois instantes especificos, k' e k*,
serem pontos de mudancas pode ser obtida a partir da probabilidade de A,/ N A,
e assim por diante.

Considerando o item (2) da Definigdo 1.2.1, observa-se que o comportamento a
posteriori do parametro 0;; depende do bloco yj;;) a que estd associado. Portanto,
como mostrado em Barry & Hartigan [3], a distribuicao a posteriori para cada 6y,

k=1,...,n, édada por

k—1 n

FOlyr, oyn) =Y 'f’[w (6kygis)) (1.1)

=0 j=
onde rj;;) denota a relevancia a posteriori do bloco [ij], a qual é definida como
sendo, i, = P([ij] € p|Y3,....Yy,). Barry & Hartigan [3] também mostraram que

assumindo a perda quadratica, a estimativa produto de 8, é obtida através da média



a posteriori de cada 0y, ou seja,

T
A
3

i=0 j=k

Il
o

A escolha da coesao cj;; expressa a percepcao inicial do pesquisador em relagao
ao grau de similaridade entre as observagoes pertencentes ao bloco [ij] ou sobre o
quao provavel tais observacoes pertencerem ao mesmo cluster. Portanto, a escolha
da coesao é fundamental no processo de inferéncia. Algumas coesoes utilizadas

frequentemente sao:

e c;; = 1: assumindo esta coesao para todos os clusters, tem-se que a distribui-
¢ao a priori para p serd uma uniforme no conjunto de todas as parti¢oes em

blocos contiguos de I, ou seja, P(p = {iq, ..., 35}) = 271,

® ;) = —: assumindo esta coesdo, tem-se que a concepgao inicial do pesqui-
j—1

sador revela que as observacoes sao poucos similares, pois este tipo de coesao

atribui alta probabilidade a blocos com poucas observacoes, induzindo parti-

¢oes com muitos blocos.

® ;) = J —4: assumindo esta coesao, tem-se que a concepgao inicial do pesqui-
sador revela que as observagoes sao similares, pois este tipo de coesao atribui
pesos maiores a blocos com muita observagoes, formando, com grande proba-

bilidade, parti¢coes com poucos blocos.

No presente trabalho, serd adotada a coesdo proposta por Yao [44]. Seja p a
probabilidade de que uma nova mudanca ocorra em algum instante da sequéncia de

observacoes. Entao, a coesao a priori para o bloco [ij] é dada por:

oo PPy e j<m, (1.2)
Y (1—p) 77t se j=mn, '

onde 7,7 € TUO e 7 < j. Tal coesao corresponde & probabilidade que uma nova
mudanca ocorra ap6s j — ¢ instantes, dado que ocorreu uma mudanca no instante
i. Condicional em p, as distribuicoes a priori de p e B sao, respectivamente, dadas

por:
plp =0, ..iplp) =" (L —p)" ", beT

10



n—1\ ,_ e
Pw=tp - (3 )a-prt ver

Atribuindo uma distribuic¢do a priori 7(p), obtem-se as distribui¢bes a priori de

p e B como segue. A distribuicao a priori de p é dada por

P@z{m~ﬂﬁ%=l(pzﬁmmmﬁhﬁﬂmw
::Azflu—pw*w@mn

f%Bzm:Af%Bzwmﬂm@

= (2:11) /Olp”‘1 (1—p)" " n(p)dp.

Como consequéncia, tem-se que as distribuicoes a posteriori de p e B sao dadas,

respectivamente, por:

P (p7 Y1, 7yn)
P (yb 7yn)

1
0

P(p={io, - iv} [y, 9m) =

1
mfpwhﬂm@mpmmw@@
0
1 b
0</ Hfz‘rfm (Yi, i) 2" (L= p)" 7 (p)dp
0 r=1

b 1
mHﬁ%wmnAﬁIWwV%®®U&

11



P(B = b1 hovestn) = 3P (o = Lo it} | i)

_ Z (0= {lo, e T} S Yty ey Yn)

y17 ayn)

“ZAH%MMWWW@WW

x (n - 1) ﬁfz iv (Yir i) /1pb_1 (1—p)" " 7(p)dp.
b _ 1 e r—1%r r—1%r 0

Além disso, tem-se que a probabilidade a posteriori de um particular instante k

ser um ponto de mudanca e a distribuicao a posteriori de p sao dadas, respectiva-
mente, dada por:

P<Ak ‘ Y1, 7yn) = Zp<p = {i07 "'7il*17il =k — 17il+17 "'7ib} ‘ Y1, 7yn)
C,

P(p = {’io, ---,'L.l—lal.l =k-1 ’il+1, ...,'ib};yl, ,yn)
P(yla' ayn)

mZ/ (it | ) P o | ) ()
‘XZHf Yirrir / (1 =p)" " w(p)dp, (1.4)

Ckf'l

P (yla ) ynap)
P (yla ) yn)

> P (Y1, Yni psD)
C

P(p | yla"'ayn) =

<> P yn | p0) P (p | p) 7(p)

c

b
o Y T/ i) 2 (1 =p)" " 7 (p), (1.5)

C r=1

onde C}, é o subconjunto de C' que contém todas as particoes que incluem o instante
k como ponto de mudanca.

Para completar as especificacoes do modelo pode-se utilizar uma distribuicao a
priori para p. Neste trabalho, p ~ Beta(a, ), com o > 0 e § > 0. Consequente-

mente as, distribuicoes a priori de p e B serao, respectivamente:

12



P@:ﬁmw%D:[:P@:ﬁmw%HpM@Mp

_T(a+p)l'(a+b—-1)I'(n+3—b)
B o)) '(n+a+p-1)

P(B=1) :/0 P(B="b|p)r(p)dp

B (n—1)F(a+ﬁ)F(a+b—1)F(n+B—b)
S \b-1 L) (BT (n+a+p-1)

Note que B = W + 1, onde W é uma variavel aleatéria com distribuicao Beta-
Binomial de parametros n — 1, o e 3, para a > 0 e § > 0, denotada por W ~
Bb(n —1,«, ). A fung¢do de probabilidade de W é dada por:

n—N\T(a+B8)T'(a+w)'(n+8—w-—1)
-1 = =0,1,...,n—1.
A esperanca e a variancia de W é dada, respectivamente, por
Q@
EW)=(n-
W) =(n-1)5

af(a+B+n—1)
(a+B)2(a+B+1)

Consequentemente, tem-se que a esperanca e a variancia da variavel aleatéria B

Var(W) = (n—-1)

sao dadas, respectivamente, por

E(B) = (n—1)

+1
a—+p

afla+B+n—1)
@t B2(atprl)

A partir da Equagao (1.3), tem-se que a distribui¢do a posteriori de p é:

Var(B) = (n—1)

Fa+p) T (a+b—1)T'(n+5—10)
Fa) (BT (n+a+p-1)
(1.6)

b
P(p="{io;-iv} | Y1,y Yn) Hfz‘rfm (?/mm)
r=1
Enquanto a posteriori para B é dada por:

13



n—1 Fla+p)T'(a+b—-1)I'(n+5—10)
P(B:b|y1a 7yn (b_l)Hflr 1%r y'lr 12r) F(a)l"(ﬁ)l"(n+a+ﬁ—1)

Além disso, das equagdes (1.4) e (1.5) tem-se que as distribui¢des a posteriori de

Ay e p sao dadas, respectivamente, por:

b

F'a+8)T'(a+p-1)I'(n+p-0)
P (Ag [ y1, s yn) CZka(yirW) L()T(B)T (n+a+p-1)

b
Pyt yn) < Y]] f i) p°T72(1 = pytP (1.7)

C r=1
1.3 Meétodos computacionais

Observe que nao é trivial gerar amostras de p a partir da distribuicao condicional
completa, pois a dimensao de p nao é fixa e o niimero de particoes possiveis cresce a
medida que n aumenta. Para contornar esta dificuldade Barry & Hartigan [4] propos
uma transformacao de varidveis em que p é representada como um vetor cujas as
componentes sao variaveis binarias. Ao fazer isto, pode-se gerar da distribuicao a
posteriori de p via amostrador de Gibbs. Tal procedimento é mostrado a seguir.
Considere uma quantidade aleatoria U, que reflete se houve ou nao mudanca no

instante r 4+ 1, ou seja,

1 07’ = 97’ )
Ur _ , S€ +1
Oa se 07’ 7& 97’—}—1’

para r = 1,...,n — 1. Assumindo esta transformacao, cada valor de p pode ser

identificado por um valor do vetor U = (Uy, ..., U,_1), isto é,

P = {’io, ...,ib} p=— (U1 = 1, ey Uil—l = 1, Uil = O, Ui1+1 = 1, Ui2_1 = O, U}2 = O, ceey
Ui, 1=1U;,  =0U, +1=1..,U, =1).

-1

Para melhor compreensao, ver Tabela 1.2.
Uma das vantagens de se considerar a transformacao U é que este terd dimensao
fixa em cada parte do algoritmo. Entao, cada particao (U7,...,US_;), s > 1, é

n—1

gerada a partir das distribui¢oes condicionais completas a posteriori, isto é, para r-

14



Tabela 1.2: Relacao entre p e U

Bloco de observacoes Valores de p Valores de U
[y1, Y2, y3] {ip=0,7, = 3} {U1=1,U,=1}
(1] + [y vs] {io=0,i; = 1,iy = 3} {U, =0,U, =1}
[y1, v2] - [ys] {io =0,i, = 2,iy = 3} {U; =1,U, = 0}
[yl s [ya] , [ys] {io = 0,11 = 1,ip = 2,43 =3} | {U; = 0,0 =0}

ésimo elemento no passo s do algoritmo, U’ de U, é gerada a partir da distribui¢ao
condicional

n—1

s s s—1 s—1
UUL, UL U U0, 0, Y - Uns

parar = 1,....,n — 1. Como U, é uma variavel binaria, para gerar amostras de U,

sugere-se considerar a seguinte razao:

P(UT = 1|‘/7~87p7 Y1, 7yn)

Rr — )
P(UT = 0|‘/7»sup7 Y1, 7yn)

parar =1,..n—1eV  ={Uf =uy, ..Ul =1, US| = tUpi1, .., UST] = up 1}
Assumindo a coesdo apresentada na Equacao (1.2) e fazendo p ~ Beta(a, ), com

a>0ef >0, entao o valor de R, é dado por:

_ ST+ -0+ DI+ a —2)
" S W) Sy (W) D0+ o = DD (n+ 5 — b))’

parab=1,...,n,

Tr =
0, caso contrario,

{ mazx{r*;0 <r* <r,U% =0}, se U~ =0,7"€{l,...,r—1},

l—{ min{r*;r <r* <n, Ut =0}, se US'=0,r"e{r+1,.,n—1},

n, caso contrario.

para mais detalhes, ver Loschi & Cruz [22].
Usando o amostrador de Gibbs, gera-se amostra de U considerando o seguinte

critério para a simulagao da variavel aleatoria U}

1 R, >
U? = » € -z

T
0, caso contrario,

onder=1,..n—1ez~U(0,1).

Apo6s gerar um nimero grande de amostras do objeto aleatorio (Uy,...,U,_1),

15



a estimativa Monte Carlo para a probabilidade a posteriori de cada particao
p = {io,...,7} & dada pela propor¢ao de vetores (U; = 1,....U;; .1 = 1,U;, =
O, UZ‘1+1 — 1an2—1 — O, Uig — 07-~-anb_1—1 — 1,UZ — O,Uib_1+1 — ]-7-~-an — ].)

que apareceram no total de amostras tteis. Além disso, a amostra da distribuicao a

b—1

posteriori para nimero de blocos em p pode ser obtida considerando-se a seguinte

relacao
n—1

B=1+)» (1-U,).

S

Consequentemente, para cada vetor gerado (U7, ..., U?

% ) obtém-se um valor B* =

1+ fol(l — U;) e a estimativa Monte Carlo para probabilidade a posteriori do

niumero de blocos é dada por

T
1{B°*=0b
Zs:l { },VbEI,

P(B =bly,..yn) = T

onde T' é o nimero total de amostras a posteriori e 1{ B* = b} é a funcao indicadora.
Além disso, Loschi & Cruz [25] mostra que a estimativa Monte Carlo para a

probabilidade a posterior: do instante k£ ser um ponto de mudanca é dada por

N

P(Ak|y1a 7yn) = ?7

onde k = 2, ...,n, N é o nimero de vetores observados com U,_; = 0e T é o tamanho
da amostra da distribuicao a posteriori.

Assumindo que p ~ Beta(a, 5), com a > 0 e § > 0, como mostrado em Loschi

& Cruz [25], tem-se que cada amostra da distribuicdo a posteriori de p é da seguinte

distribuicao condicional completa a posteriori:

ps | ‘97/)7 Yis -y Yn ™~ beta’(bs + o — 17” + 6 - bs)7

n1):

No proximo capitulo, aplica-se o MPP para a identificacao de pontos de mudanca

onde b° é o niimero de blocos observados no vetor (U7, ...,
no vetor de médias e na matriz de variancia e covariancia de dados multivariados e

normalmente distribuidos. Os resultados estendem o trabalho de Moura [33], pois

assume que o vetor de médias também pode sofrer modificacoes ao longo do tempo.
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Capitulo 2

Identificando multiplas mudancas na
média e na covariancia de dados

Normal Multivariados

O estudo de séries temporais multivariadas permite avaliar a influéncia do compor-
tamento que uma determinada série exerce sobre as demais. No estudo de dados
financeiros, por exemplo, tal influéncia é denominada contagio e pode ser mensu-
rada através da correlacao entre as séries. Nesse sentido, a identificacao de multiplos
ponto de mudancas no contexto multivariado é mais uma forma de estudar as rela-
coes existente entre as séries.

Diante disso, alguns métodos foram utilizados para a identificacao de miltiplos
pontos de mudangas, no qual destacam-se o de Moura [33] e Cheon & Kim |8§].
Moura [33], por exemplo, utilizou o modelo parti¢do produto para a identificacdo de
mudancas na matriz de variancia e covariancia para uma sequéncia de dados com
distribuigao normal p-variada. Cheon & Kim [8] aplicaram o algoritmo Monte Carlo
com aproximacao estocéstica para a deteccao de multiplos pontos de mudancas no
vetor de médias e na matriz de variancia e covariancia de dados com distribuicao
normal p-variada. No entanto, Cheon & Kim [8] consideraram uma distribui¢ao
a priori vaga para o vetor de médias, ou seja, w(pr) = 1 e estimam apenas a
particao dos dados, o nimero de blocos e a probabilidade de cada instante ser um
ponto de mudanca, nao fornecendo estimativas para os parametros no instante k
e, consequentemente, nao havendo a identificacao em qual parametro e em qual
variavel houve a mudanca.

Neste capitulo, tem-se como meta estudar o comportamento de séries temporais
multivariadas e avaliar se hA mudancas ao longo do tempo tanto no vetor de médias
quanto na matriz de variancia-covariancia. Assim, tem-se como avaliar, por exem-

plo, se as correlagoes entre as séries se modificam ao longo do tempo. Para isso,
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serd considerado o Modelo Particao Produto para a deteccao de multiplos pontos
de mudancas no vetor de médias e na matriz de variancia e covariancia de uma
sequéncia de vetores aleatoérios com distribuicao normal multivariada, no qual, di-
ferente de Cheon & Kim [8], distribui¢oes a priori conjugadas serdo utilizadas para
o vetor de médias e para matriz de variancia covariancia. Estimativas do vetor de
médias e da matriz de variancia e covariancia para cada instante do tempo também
serao fornecidas. Além disso, serda apresentado um procedimento para compara-
coes sequencias dos parametros de forma a auxiliar na identificacao de mudancas
significativas nos parametros de diferentes séries. Na Secao 2.1 sao apresentadas
alguns resultados tteis para a construcao do modelo particao produto para dados
multivariados normalmente distribuidos (MPPNM). Na Se¢do 2.2 é apresentada a
constru¢ao do MPPNM. Na Sec¢ao 2.3 é fornecido o algoritmo para gerar da distri-
buigao a posteriori conjunta de (py, Xx) e para realizar as comparacoes sequenciais

dos parametros.

2.1 Inferéncia Bayesiana no modelo normal multi-

variado

Neste primeiro momento, serao apresentados alguns resultados tteis para a constru-
¢ao do MPPNM apresentado na Segao 2.2. As fun¢oes densidade de probabilidade
das distribuicoes consideradas neste trabalho, normal p-variada, t-matriz variada e
Wishart-inversa, sao apresentadas no Apéndice A. As propriedades matriciais utili-
zadas no trabalho estao no Apéndice C.

Considere uma amostra aleatoria yi, ..., y,, de vetores p X 1 provenientes de uma
distribuicao normal p-variada com vetor de médias g de dimensao p X 1 e matriz
de variancia-covariancia 3 de dimensdo p x p, a qual é denotada por y,...,y, |
@, X ~ N,(p,). Considerando Equagao (A.1) do Apeéndice A, obtém-se que a

verossimilhanca, associada a este experimento, é dada por:

L(p, By, oy yn) = (2m) 22|27/

X exp {—% [(n — )tr [2_18} +n(y—p)'EHy - p,)] } )

onde
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é o vetor de médias amostrais de dimensao p X 1 e

n

Z(yk —9)(yr — 3)'

k=1

1
n—1

S:

é a matriz de variancia covariancia amostral de dimensao p x p. O desenvolvimento
funcao de verossimilhanca é apresentado no Apéndice B e, para mais detalhes, ver
Johnson et al. [16].

Uma forma alternativa de escrever, em termos matriciais, a funca de verossimi-

lhanca é:

-, -n 1 -
L(p, 2Y) = 2m) /2|52 exp {—Etr [(Z7Y — 1,p)'L(Y — 1,p")] } ,

(2.1)

onde Y = (yy, ..., y,)", I, & a matriz identidade de ordem n xn e 1,, denota um vetor
de uns de ordem n x 1. A verossimilhanca apresentada na Equagao (2.1) foi utilizada
para no calculo da distribuicao preditiva a priori. A Proposicao 2.1.1 apresenta
alguns resultados tteis quando distribuicoes priori conjugadas sao utilizadas para
descrever a incerteza sobre (p, ). A demonstracido dessa proposi¢do pode ser
encontrada no Apéndice B.

Denote por WI(D,d) a distribuigao Wishart-inversa com parametros d € R,
tal que d > p e D é uma matriz positiva definida de dimensao p x p. Denote
por t,(m,X) a distribui¢do t-Student multivariada com locagdo p € RP, matriz
de dispersao X € RP*? e graus de liberdade v. Denote por T,x,(r,M,Q,3) a
distribuicao t-Student matriz variada, onde 2 é uma matriz positiva definida de
dimensao n X n, 3 é uma matriz positiva definida de dimensao p x p, M uma matriz
de locacao de dimensao n x p e v é o grau de liberdade. As respectivas funcoes

densidades de probabilidade e algumas propriedades encontram-se no Apéndice A.

Proposicao 2.1.1 Seja yy, ..., y, uma amostra aleatoria de vetores, p x 1, de uma
distribui¢cao normal p-variada, ou seja, yg|p, X i Ny(p,X), onde p é um vetor de

médias de dimensao px 1, 3 € a matriz de varidncia-covariancia de dimensao p X p
. 1

ek=1,..,n. Se, apriori, u|X ~ N, ((m;E e~ WI(D,d), em que m € um

vetor de médias de dimensao px 1 ewv e d sao nimeros reais positivos, entao tem-se

que:
a) A distribuicao a posteriori conjunta de (p,X) € tal que

HIZ. Y1, e ~ Ny(ML (04 ) 7D
Y|y, s yp ~ WI(D*, d + n);
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b) a distribuicao a posteriori de p €

IJ’|y17 ey Yn td+n+1—p(Ma (d +n+ 11— p)_l(v + n)_lD*)a

¢) a distribuicao preditiva a priori de' Y €

cp o bl
YN7;L><p d+1_pa]lnm7]ln+ D,
(%

nuv
n-—+uv

Os resultados apresentados na Proposicao 2.1.1 sao conhecidos e serao uteis na

[(y — m)(g —m)’].

onde M = (n+v) Y(ng+vm) e D* =D+ (n—1)S +

obtencao das distribuicoes a posterior: envolvidas no MPP desenvolvido na proxima,

secao.

2.2 Construcao do MPP

O objetivo nesta secao é construir um modelo que permita identificar multiplas
mudancas, ao longo do tempo, no vetor de médias e na matriz de covariancia quando
os dados sao normalmente distribuidos. Para isso, sera utilizado o modelo descrito
no Capitulo 1.

Seja Y1, ..., Y, uma sequéncia de vetores aleatorios de dimensao p x 1, onde
Y. = (Yik, oo, Yor)') H1, ...y b, € uma sequéncia de vetores das meédias de dimensao
px1e 3y, ..., 3, ¢ uma sequéncia de matrizes de variancia covariancia, de ordem
p X p, simétrica e positiva definida. O modelo serd construido assumindo que, para
k=1,..n,

ind
Yi|pr, X ~ Np(por, i)

ind 1
pi| 2k ~ Ny(m, ;Ek)

=, L WID,d),
onde m é um vetor de médias, p X 1, D é uma matriz positiva de dimensao p X p e

v e d sao reais positivos.

Considerando a notacao similar a apresentada no Capitulo 1, denote por

Ya+nr -+ Ya+)p
Y21 - Yi+2)

Y5 = (Yir1, Yisa, ...,yj)t — _ ‘ . P
Ui .. Yip
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a matriz bloco de observacoes de dimensao (j —i) x p. Além disso, denote por [
e X o vetor de médias e a matriz de covariancia que indexam a distribuicao das

observacgoes no bloco Y;;. Adicionalmente, assuma que

(i) As observacoes Y1, Yit2, ..., Y; sao independentes e identicamente distribui-
das, condicionalmente em pu[;; e X;;7, com uma distribui¢ao normal p-variada,
isto é:

1id . .

ii) Dada uma particao = {ig,...,1,}, existem os parametros comuns
ii) Dad particao p 05 -5 Inp, XISt paramet
(Bfioin] s Dfioia])s -+ (Biy_1iy]» 2fiy_14,)) due sdo independentes e identicamente
distribuidos tais que

1
Hiig)| B~ Ny (m> gz[zﬂ)

(iii) Dada uma particio p = {ig,...,i,} € o0s parametros comuns
(Kfioin]s Bfioia])s o> (Bjiy_yiy])» 2[iy_14y))s @S observagoes em diferentes blocos

Y Y sao independentes.

10,819 Th—1,%p

Denote por n, =i, —i,_1 ¢ @ = (01,...,0,,), onde 0 = (uy, Xy) parak =1,...,n.

Considerando as suposigoes (7) e (ii7), obtém-se a verossimilhanca como

b
L(07 p | yl’ R yn) = H f (y[ir—lir] | I"l’[ir—lir}’ E[Z’r—lir})
r=1

b ir
= H H f (yk | Hi_yir]s E[ir—lir})

r=1 k=i,_1+1

b
_nrp _nr 1 _
- H <(27T) ? |Z[ir—1ir]| 2 exp {_5 {(nT - ]_)t’l" [E[i:—lir]s[”—lir}] }}
r=1

X GIL‘p {nr(g[ir—lir} - I"l’[l’r—lir])tz[_i:_lir](g[ir—lir] - u[@"—l%‘})})
(2.2)

Como consequéncia das suposicoes anteriores, segue que a distribuicao a posteriori

de 0, = (i, Xy) é dada pela expressio em 1.1, em que

f(ek | yi+1,---,yj) = f(#k | Xk, Yit1s ---,yj)f(Ek | Yit1, ---,'!Jj)-

21



Dos resultados apresentados na Proposicao 2.1.1, segue que

293 | Zkapa Yit1, - Y~ Np(M[ZJ]a (j —i+ v)_lz[iﬂ)a
Zk | PsYi+1, 7yj ~ W[( E]}7d+3 - 2)7
onde M[z]] = (] — 7 + U)_l((j — Z)g[lﬂ + vm), E;]] = D + (] -7 — 1)8[”] —+
G=00 [ L ! !
m [(y[m - m)(y[ij] - m)t], Spij = ﬁ Zi:¢+1(yk - y[ij])(yk - y[z‘j])t
_ ; 1

e Yij] = D heis1 Eyk

As distribuicoes a posteriori para p e p sao obtidas, respectivamente, das Equa-
¢oes (1.6) e (1.7), onde o fator dados é dado pela seguinte distribuigao preditiva a

priori por blocos

Y d+1—p.1 B Loty D
i) ~ Tg—iyxp | d+ 1 —=p, L-pm", L + ” D,

obtida no item (c¢) da Proposi¢ao 2.1.1.

2.3 Falta de identificabilidade na identificacao da

mudanca

Na utilizagao do MPP na deteccao de pontos de mudanca podem ocorrer problemas
de falta de identificabilidade, ou seja, a mudanca pode ocorre apenas no vetor de
médias e, no entanto, o modelo identifica mudancas também na matriz de variancia
e covariancia, por exemplo.

Para auxiliar na identificacao dos parametros que, de fato, experimentaram mu-
danca, minimizando o problema de falta de identificabilidade, aqui propoe-se consi-
derar o estudo do comportamento da distribuicao a posteriori de 8, — @,_1 e para

todo k = 2, ..., n testar as hipoteses

HO:Ok—Ok_le
Ha:Ok—Hk_l#O.

Caso Hj seja aceita, tem-se evidéncias de que o parametros sucessivos no tempo nao
sao substancialmente diferentes. A evidéncia a favor de Hy pode ser obtida usando
o teste de significancia Bayesiano Completo (Braganga Pereira & Stern [7]). No
entanto, decisoes baseada em tal teste é equivalente a decidir por Hy se o valor zero
pertencer a regido de mais alta densidade a posteriori (regioes HPD). Considerando

a estrutura do MPP, é mais simples obter-se as regioes HPD, uma vez que tem-se
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um algoritmo eficiente para gerar das distribuicoes de cada 8. O seguinte algoritmo
é proposto para amostrar da distribuicao produto dos parametros @, e da diferenca
a posteriori de 8, — @5_1.

Para s =1,...,T,

1. Gere uma partigao p* de w(p|ps ™, (Zp)* L, 0, Yy ooy Un);

2. Paracada k=1,...,n
Encontre o bloco [ij] na parti¢do p® tal que k € [ij];

Gere uma amostra (pu;, (2y)®) a partir da distribuicdo a posteriori por

bloco de (pg, Xy), isto é:

131 0°, 30 Yt - Yy ~ Nyp(Miygp, (5 — 0+ 0) 7 30);
2010% Yiras Yy ~ WI( Bj},d—l—j — ).

3. Para k = 2,...,n, calcule 0,(:) — 0](:_)1 :
4. Determine a regiao HPD para 6, — 0;_;.

Loschi et al. [28] propos uma aproximacao da estimagao produto a partir das se-

guintes estimacoes Monte Carlo:

T S T S
ﬂk _ Zs:l Hi e Ek _ Zs:l(zk>
T T ’

Além das estimativas produto proposta por Barry & Hartigan [3] e Barry &
Hartigan [4], neste trabalho, também foram utilizadas como medidas resumos a
mediana e intervalos de credibilidades a posteriori de cada parametro.

No proximo capitulo sera realizada uma anélise de sensibilidade para MPPNMV
através de cenarios que possibilita avaliar o desempenho do modelo em algumas

situacoes.
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Capitulo 3

Analise de sensibilidade do Modelo

Particao Produto para Normal

Multivariada

Neste capitulo, sera feita uma analise de sensibilidade no MPPNM proposto no
Capitulo 2. O objetivo é observar o efeito de diferentes especificacoes a priori
para (g, Xx) nas inferéncias a posteriori das partigdes, do nimero de blocos, da
probabilidade de cada instante ser um ponto de mudanca e de haver uma mudanca
em um instante qualquer do tempo. Além disso, também estamos interessados em
como essas diferentes especificagoes influenciam nas estimagoes de (g, 3y). Para
isso, trés cenarios foram propostos.

Nos cenarios 1 e 2 sao geradas uma sequéncia de 100 amostras aleatorias de
ordem 2 x 1, no qual o vetor yi, ¢ gerado a partir de uma distribuicao normal
No(pg, i), onde py € um vetor de médias de ordem 2 x 1 e ¥j é a matriz de
variancia covariancia de ordem 2 x 2. Para o cenario 1, descrito na secao 3.1, foi
considerada uma mudanc¢a na média de uma das séries. Para o cenério 2, descrito
na 3.2, foi considerada uma mudanca na variancia de uma das séries.

Foi assumido que, dada a particao, os parametros comuns possuem as seguintes

0 1
i) | Bpig)~ N2 (( 0 ) ’EEM) )

S ~WI(D,d),

distribuicoes a priori

em que diferentes valores de v, d e D serao considerados em cada cenario. Resumos
das distribuicoes a priori consideradas podem ser encontrados nas Tabelas 3.1 e 3.4.
O cenério 3 é baseado na geragao apresentada em Cheon & Kim [8]. Foi gerada

uma série de tamanho 1000 de ordem 2 x 1, no qual o vetor y; ¢ gerado de uma
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distribuigdo normal No(py, Xx). Foram consideradas oito pontos de mudanca em
todos os parametros. Detalhes sobre os valores dos parametros considerados neste
cenario estao na secao 3.3. Para analisar os dados foi assumido que, dada a particao,

os parametros comuns possuem as seguintes distribuicoes a priori:

0) 1
IO N B > 9
Hiig) i)~ Ve [( 0 ) 001 [m] )
0.1 0.01
S~ W1 4.
0.01 0.1

Assumindo essas especificacoes, as estimativas a priori para ppj; e Xp;) sao
apresentadas na Tabela 3.7.

Como em Moura [33], assume-se que p ~ Beta(2,198) nos trés cenéarios. Com
isto, tem-se que a média e o desvio padrao a priori de p sao, respectivamente, 0.01
e 0.0070181 e, consequentemente, a média e o desvio padrao a priori de b sao,
respectivamente, 1.99 e 1.20746, o que é compativel com o niimero de mudancas nas
séries consideradas nos cendarios 1 e 2.

Foram geradas 10000 amostras do vetor U partindo de um vetor inicial (U; =
0,U;=0,...,U,_1 =0), onde n = 100 para os cenarios 1 e 2 e n = 1000 para o cena-
rio 3. Para a formacao da amostra a posteriori, foram descartadas as 4000 primeiras
geracoes e, com lag 10, foram selecionadas 600 observacoes das 6000 restantes. O
algoritmo foi codificado em R Core Team [39] e processado no computador Intel
Core i7, 3.40GHz e 8 GB RAM. Os tempos estimados para os cenarios 1 e 2 foram
de aproximadamente 60 minutos. Para o cenario 3, foi de aproximadamente trés
dias. No cenario 3, houve o problema de overflow , e para contorna-lo foi utilizada
a fungao mpfr do pacote Rmpfr, Maechler [30]. As cadeias de alguns parametros

podem ser vistos no Apéndice D.

3.1 Cenario 1: mudanca na média

Neste cenério, tem-se como objetivo avaliar o desempenho do MPPNM sobre dife-
rentes Oticas quando h4 uma mudanca na média de apenas uma das séries. Para
isso, uma série bivariada de tamanho 100 foi simulada considerando um ponto de

mudanca no instante 51 da seguinte forma:
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(
2 1 0.
Ns , X 0.09 para k=1,...,50,
2 0.09 0.1
2 0.1 0.09
Ny , para k =51,...,100.
\ 2.5 0.09 0.1

Esta série é apresentada na Figura 3.1. Para avaliar o efeito da escolha do parame-

tro D que indexa a distribuigao a priori de X, trés situagoes sao consideradas.

As Situacoes 1, 2 e 3 sao diferenciadas pelas escolhas de diferentes D, assumindo,

0.1 0.09 10 10 0
respectivamente, os valores D = , D = eD = .
0.09 0.1 0 1 0 10

Diferentes valores de d (d = 4,d = 6ed =20)ev (v =0.0lL,v=1ewv = 10)

também sao assumidos.

Série 1

3.0-

25-

2.0-

15-

Série 2

Valores

3.0-
25-
2.0-
15-

0 25 50 75 100
Instantes-k

Figura 3.1: Valores das séries para o cenéario 1.

A Tabela 3.1, mostra todas as distribuicoes a prior: consideradas e alguns de
seus resumos sobre o efeito das escolhas de D, v e d nas estimativas a priori do
vetor de médias e da matriz de covariancia. Menores valores escolhidos para v
indicam maior variabilidade e portanto a incerteza a priori sobre o vetor de médias
aumenta. Em relacao a escolha de d, percebe-se que o aumento do valor de d induz

uma distribuicao a prior: muito informativa para a matriz de covariancia.
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Tabela 3.1: Estatisticas a priori, [ = 1, 2.

Situagao 1

4 v B Valn) B0 Va(o) Bh) Varoh)
4 0.01 0 10.0000 0.1000 - 0.09 -
4 1 0 0.1000 0.1000 - 0.09 -
4 10 0 0.0100 0.1000 - 0.09 -
6 0.01 0 3.3333 0.0333 0.0022 0.03 0.0053
6 1 0 0.0333 0.0333 0.0022 0.03 0.0053
6 10 0 0.0033 0.0333 0.0022 0.03 0.0053
20 0.01 0 0.5882 0.0059 0.0000  0.005294  0.0000
20 1 0 0.0059 0.0059 0.0000  0.005294  0.0000
20 10 0 0.0006 0.0059 0.0000  0.005294  0.0000
Situagao 2
d v B(m) Var(w)  Elof) Var(ef) E(o},) Var(oh)
4 0.01 0 100.0000 1.0000 - 0 -
4 1 0 1.0000 1.0000 - 0 -
4 10 0 0.1000 1.0000 - 0 -
6 0.01 0 33.3333 0.3333 0.2222 0 0.0833
6 1 0 0.3333 0.3333 0.2222 0 0.0833
6 10 0 0.0333 0.3333 0.2222 0 0.0833
20 0.01 0 5.8824 0.0588 0.0005 0 0.0002
20 1 0 0.0588 0.0588 0.0005 0 0.0002
20 10 0 0.0059 0.0588 0.0005 0 0.0002
Situagao 3
d__ v E(m) Var(u)  B(of) Var(s}) E(o},) Var(oj)
4 0.01 0 1000.0000 10.0000 - 0 -
4 1 0 10.0000 10.0000 - 0 -
4 10 0 1.0000 10.0000 - 0 -
6 0.01 0 333.3333 3.3333 22.2222 0 8.3333
6 1 0 3.3333 3.3333 22.2222 0 8.3333
6 10 0 0.3333 3.3333 22.2222 0 8.3333
20 0.01 0 58.8235 0.5882 0.0461 0 0.0218
20 1 0 0.5882 0.5882 0.0461 0 0.0218
20 10 0 0.0588 0.5882 0.0461 0 0.0218

Inferéncia sobre a particao, niimero de blocos e pro-

babilidade de um instante ser mudanca

A Tabela 3.2 mostra as probabilidades a posterior: das particoes para as Situacoes 1,
2 e 3 considerando as diferentes escolhas de d e v. Na Situacao 1, a escolha de d = 20
e v = 10 faz com que o modelo identifique a parti¢do p = {0,100}, que indica nao
ocorréncia de mudanca na série, com probabilidade 1. Escolhendo d = 20 e v = 1,
o modelo identifica mudanca no instante 49, o que se aproxima da particao real.
Percebe-se também que para escolha de v = 0.01, a particao correta é identificada
com probabilidade acima de 0.93683 para todos os trés valores de d. Para outras
combinacoes de v e d, o modelo identificou a particao correta com probabilidade 1.
Percebe-se também que para Situacao 1 o aumento do valor de d e a diminuicao do
valor de v leva o modelo a escolher a particao correta com alta probabilidade. Na
Situacao 2, percebe-se que houve um decrescimento da probabilidade a posteriori da
particao correta se d = 20 e v = 0.01. Na escolha de v = 1, houve um crescimento
da probabilidade a posteriori da particao correta quando d aumentou de 4 para 6.
Para d = 20 obteve-se, a posteriori, probabilidade 1 para uma particao préxima da
correta. A escolha de v = 10 fez com que o modelo identificasse a particao errada
com probabilidade 1 para todos valores de d. Em relacao a Situagao 3, para todas

as escolhas de d e v, o modelo identificou, erroneamente com probabilidade 1, a
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particao que indica nao ocorréncia de mudanca na série.

Tabela 3.2: Probabilidade a posteriori das particoes mais provaveis.

Situagao 1
d v P Frequénciade p P(p | Y1, .y Yn)
4 0.01 {0,50,100} 599 0.9983
4 1 {0,50,100} 600 1
4 10 {0,50,100} 600 1
6 0.01 {0,50,100} 592 0.9867
6 1 {0,50,100} 600 1
6 10 {0,50,100} 600 1
20 0.01 {0,50,100} 581 0.9683
20 1 {049,100} 600 1
20 10 {0,100} 600 1
Situagao 2
d v p Frequénciade p P(p | Y1, .y Yn)
4 001 {0,50,100} 600 1
4 1 {0,50,100} 537 0.895
4 10 {0,100} 600 1
6 0.01 {0,50,100} 600 1
6 1 {0,50,100} 600 1
6 10 {0,100} 599 0.9983
20 0.01 {0,50,100} 500 0.8333
20 1 {0,49,100} 600 1
20 10 {0,100} 600 1
Situacao 3
d v p Frequénciade p P(p | y1,...,Yn)
1 001 {0,100} 600 1
4 1 {0,100} 600 1
4 10 {0,100} 600 1
6 001 {0,100} 600 1
6 1 {0,100} 600 1
6 10 {0,100} 600 1
20 0.01 {0,100} 600 1
20 1 {0,100} 600 1
20 10 {0,100} 600 1

Outra importante observacao, é o fato de que as escolhas de D influenciaram
na identificacao das particoes. Na Situacao 1, foi a qual obteve os melhores resul-
tados. No entanto, vale ressaltar que mesmo com essa escolha o modelo identificou
a particao errada quando houve a combinagao d = 20 e v = 10. De maneira geral,
nota-se se o valor D for distante da matriz de covariancia utilizada na geragao das
observagoes, o modelo tende a identificar parti¢des do tipo p = {0,100} com alta
probabilidade.

A Figura 3.2 mostra as probabilidades a posteriori para o nimero de blocos,
considerando as distribuicoes a priori da Tabela 3.1. Na Situacao 1, percebe-se que
para d < 20 e v < 1 o modelo conseguiu identificar dois blocos com probabilidade
alta. No entanto, considerando d = 20 e v = 10 o modelo identificou apenas 1
bloco com probabilidade 1. Na Situacao 2, percebe-se que se v = 10, o modelo
identifica apenas um bloco para qualquer que seja a escolha de d. Para as demais
combinacoes, foi identificado dois blocos com alta probabilidade. Na Situacao 3,
todas as combinagoes de d e v levaram a identificacao a posteriori de apenas um
bloco.

A Tabela 3.3 apresenta as estimativas a posteriori para p. Em geral a média
a posteriori de p é inferior ao que assumido a priori (E(p) = 0.01) e nos cenarios
onde isto nao é observado, a média a posterior: é bem proxima de 0.01. Note que
nas particoes que indicam presenca de dois blocos, as estimativas a posteriori, para

a probabilidade de haver mudanca em um instante qualquer, estao em torno de 0.01
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Figura 3.2: Probabilidade a posteriori para o nimero de blocos.

(média) ou 0.0092 (mediana), enquanto para aquelas que identificaram apenas um

bloco as estimativas estao proximas de 0.0066 (média) ou 0.0054 (mediana). Na

Tabela 3.3: Estimativas a posterior: para a probabilidade p de ponto de mudanca.

Situagao 1
d v Média  Mediana  Desvio padrao
4 0.01 0.0105 0.0092 0.0061
4 1 0.0104 0.0092 0.0060
4 10 0.0104 0.0092 0.0060
6 0.01 0.0102 0.0090 0.0063
6 1 0.0099 0.0089 0.0058
6 10 0.0099 0.0089 0.0058
20 0.01 0.0101 0.0089 0.0058
20 1 0.0098 0.0087 0.0058
20 10 0.0066 0.0058 0.0047

Situagao 2
d v Meédia Mediana Desvio padrao
4 0.01 0.0103 0.0092 0.0059
4 1 0.0103 0.0092 0.0057
4 10 0.0064 0.0054 0.0046
6 0.01 0.0099 0.0089 0.0058
6 1 0.0099 0.0089 0.0058
6 10 0.0066 0.0054 0.0046
20 0.01 0.0100 0.0089 0.0057
20 1  0.0099 0.0088 0.0059
20 10 0.0066 0.0058 0.0047

Situagao 3
d v Meédia  Mediana  Desvio padriao
4 0.01 0.0064 0.0054 0.0046
4 1 0.0064 0.0054 0.0046
4 10 0.0064 0.0054 0.0046
6 0.01 0.0066 0.0054 0.0046
6 1 0.0066 0.0054 0.0046
6 10 0.0066 0.0054 0.0046
20 0.01 0.0066 0.0058 0.0047
20 1  0.0066 0.0058 0.0047
20 10  0.0066 0.0058 0.0047

29



Figura D.5 (Apéndice D) sao apresentadas as distribui¢oes a posteriori da probabi-
lidade de mudanca p para as trés situacoes.

A Figura 3.3 apresenta a probabilidade a posteriori de cada instante ser um ponto
de mudanca para as Situacoes 1 e 2. Na Situacao 3, a probabilidade a posteriori
de cada instante ser um ponto de mudanca é zero em todos os instantes. Este
comportamento também é observado na Situacao 1 quando v = 10 e d = 20 e na
Situacao 2 quado v = 10. Na Situacao 1, o instante 51 assume alta probabilidade ser
mudanca para todas escolhas de d e v, excetuando-se quando v = 1 e d = 20, onde
identifica-se o instante 50 com alta probabilidade. Na Situacao 2, a escolha de v =1
e d = 20 também identificou o instante 50 com alta probabilidade de mudanca. Para
as demais combinacoes, o modelo identificou o instante 51 com alta probabilidade a

posteriori de ser ponto de mudanca.
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Figura 3.3: Probabilidade a posteriori de cada instante ser um ponto de mudanca
para as Situagoes 1 (topo) e 2 (base).
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Andlise de p e X

A Figura 3.4 mostra as estimativas (média, mediana e HPD a posteriori) de g
para série 1 nas Situagoes 1, 2 e 3. Percebe-se que na Situacao 1, para escolha de
v = 10 houve uma subestimacao, inclusive para as escolhas de d no qual o modelo
identificou a particao correta com probabilidade 1. Para v = 1, note que para os
instantes de 1 a 50 houve uma superestimacao enquanto para 51 a 100 houve uma
subestimacao. Para v = 0.01, a estimativa apresentou o mesmo comportamento
de v = 1. Para v = 1, apesar de haver uma superestimacao, as estimativas estao
mais proximas dos valores reais para os instantes de 1 a 50, quando comparados
com as obtidas para os instantes 51 a 100. No entanto, para v = 0.01, apesar da
subestimacao, as estimativas estao mais proximas dos valores reais para os instantes
de 51 a 100. O mesmo comportamento é identificado para a Situacao 2. Percebe-
se que, na Situacao 3, as estimativas ficaram bem proximas dos valores reais para
as escolhas de v = 0.01 e v = 1, porém neste mesmo caso o modelo identificou a
particao errada dos dados.

Em relacao a diferenca entre as médias em tempos consecutivos da série 1, nao
houveram diferencas significativas em nenhuma das trés situacoes, por isso os grafi-
cos foram omitidos.

A Figura 3.5 mostra as estimacgoes de puy para série 2. Nota-se que para a
situacao 1, houve também uma subestimacao das médias em cada instante quando
v = 10, inclusive nos valores de d no qual o modelo identificou a particao correta
com o probabilidade 1. Isso ocorre devido ao fato de que a escolha de v = 10 torna
distribuicao a priori de g muita informativa. Observa-se que para as demais escolhas
de v, o modelo conseguiu fornecer valores bem proximo dos reais. A Situagao 2
apresentou um comportamento parecido com a Situacao 1. Em relacao a Situacgao
3, também observa-se o efeito da escolha de v na estimativa dos parametros.

Na Figura 3.6 podem serem observados os intervalos HPD com 95% de probabi-
lidade para a diferenca entre as médias em instantes consecutivos para série 2. Para
a maioria dos casos, detectou-se que a média no instante 51 difere significativamente
da média no instante 50, indicando haver uma mudanca neste parametro ao longo
do tempo. Para os casos das Situagoes 1 e 2, se d = 20 e v = 1 a média do instante
49 diferiu significativamente do instante 48. Observa-se que para d = 4, v = 1 e
Situacao 2, a média do instante 51 nao diferenciou-se significavelmente da média
do instante 50, apesar de o modelo ter identifica a particao correta dos dados com
probabilidade de 0.895. O mesmo acontece quando assumido v = 0.01 e d = 20.
Como na situac¢ao 3 o modelo identificou apenas parti¢oes do tipo p = {0,100} com
probabilidade 1 para todas as escolhas de d e v, logo nao existe ponto de mudanca

para essa situacao, por isso o grafico foi omitido. Na Figura D.2 do Apéndice D é
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apresentada a distribuicao da diferenca entre ps; — pso.
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Figura 3.4: Estimativas a posteriori do parametro ju,; da série 1 para as Situacgoes 1
(topo), 2 (meio) e 3 (base). A parte sombreada corresponde ao intervalo HPD com
95%.
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A Figura 3.7 mostra a estimativa de o7 para série 1. Note que para v = 10
houve uma superestimacao da variancia nas trés situacoes, inclusive nos casos em
que a média a priori da variancia da série 1 esta subestimando ou era igual ao valor
real. Percebe-se também que a medida que o valor de v diminui, as estimativas se
aproximam dos valores reais. Tal efeito ocorre devido ao fato de que o valor de v esta
relacionado ao vetor de médias amostrais presente no parametro D* da distribuicao
a posteriori de Xj. Dessa forma, o aumento de v faz com que o vetor de médias
amostrais tenham maior influéncia na estimativa da variancia. Observa-se que a
medida que o valor de d aumenta, as estimativas ficam mais préximas dos valores
reais.

A partir do intervalo HPD da diferenca entre os instantes consecutivos, percebe-
se que nio existem diferengas significativas entre o7 e o ,, evidenciando que a
variancia nao se modifica ao longo do tempo (gréafico omitido).

A Figura 3.8 apresenta as estimativas de o} da série 2. Percebe-se, novamente, o
efeito proveniente das médias amostrais ponderada pela a escolha de v. Em relagao
o2 — o2, nao houveram diferengas significativas entre os instantes consecutivos
(grafico omitido), inclusive na Situac¢do 1 onde v =10e d=4 ouv =10 e d = 6.

As estimativas para a covariancia podem serem observadas na Figura 3.9. Tam-
bém pode-se notar o efeito da escolha do v na estimativa. Para 0(212)k — 0(212)1%1
também nao houve mudanca significativa, indicando que a correlagao nao muda ao
longo do tempo (grafico omitido).

De forma geral, percebe-se que os modelos com as especificacoes D =
0.1 0.09 10
,v=001,d=4eD = , v =20.01ed= 4 foram os que
0.09 0.1 0 1

apresentaram melhores resultados conjuntamente para os parametros.
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Figura 3.8: Estimativas do parametro o} da série 2 para as Situagdes 1 (topo), 2
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3.2 Cenario 2: mudanca na variancia

Neste cenario, tem-se como objetivo avaliar o desempenho do MMPNM sobre di-
ferentes oOticas quando ha uma pequena mudanca na variancia de apenas uma, das
séries e quando h& uma alta correlagao entre ambas. Para isso, uma série bivariada
de tamanho 100 foi simulada considerando um ponto de mudanca no instante 51 da

seguinte forma:
) _ -
2 .1 0.09
Ny , 0 0.0 para k=1,...,50,
|\ 2 0.09 0.1 /]

[ [ 2 0.1 0.09 \|
Ns , para k =51,...,100.
\ 2 0.09 05 /|

Os dados simulados podem ser vistos na Figura 3.10.

\

Série 1

gl Jyp

Série 2

Valores

0 25 50 75 100
Instantes-k

Figura 3.10: Valores das séries para o cenério 1.

Para avaliar o efeito da escolha do parametro D que indexam a distribuicao a
priori de Xy, trés situagoes sao consideradas. Para a Situagao 1, define-se D =
0.1 0.09

0.09 0.5
na Secao 3.1

O efeito da escolha de D, v e d nas estimativas a priori parametros (g, Xx),

. As escolhas de D para Situacoes 2 e 3 sao as mesmas apresentadas

quando a situacao 1 é considerada, pode ser vista na Tabela 3.4.
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Tabela 3.4: Estimativas a priori, [ = 1, 2.

d v E(m) Var(m) Var(ps) FE(of) E(of) E(o3) Var(of)  Var(o3) Var(od)
4 0.01 0 10.0000  50.0000 0.1000 0.0900 0.5000 - - -

4 1 0 0.1000 0.5000  0.1000 0.0900 0.5000 - - -

4 10 0 0.0100 0.0500  0.1000 0.0900 0.5000 - - -

6 0.01 0 3.3333  16.6667 0.0333 0.0300 0.1667 2.2222e-03 5.5556e-02 5.2917e-03
6 1 0 0.0333 0.1667  0.0333 0.0300 0.1667 2.2222e-03 5.5556e-02 5.2917e-03
6 10 0 0.0033 0.0167  0.0333 0.0300 0.1667 2.2222e-03 5.5556e-02 5.2917e-03
20 0.01 0 0.5882 2.9412  0.0059 0.0053 0.0294 4.6136e-06 1.1534e-04 1.2866e-05
20 1 0 0.0059 0.0294 0.0059 0.0053 0.0294 4.6136e-06 1.1534e-04 1.2866e-05
20 10 0 0.0006 0.0029  0.0059 0.0053 0.0294 4.6136e-06 1.1534e-04 1.2866e-05

Inferéncia sobre a particao, niimero de blocos e pro-

babilidade de um instante ser mudanca

Da Tabela 3.5, pode ser observada as probabilidades a posterior: das particoes para
as Situacoes 1, 2 e 3. Observa-se que tanto na Situacao 1 quanto na Situacao 2, a
parti¢do p = {0, 52,100} foi a mais identificada pelo modelo. Para a Situacao 1, ha
uma diminuicao da probabilidade a medida que d cresce e o valor de v é fixado em
0.01. Nota-se que para o valor de v fixo em 1 e o crescimento do valor de d, o modelo
passou a identificar a particio p = {0,100}. O mesmo comportamento ocorre para
v = 10 em relagao a Situacao 2. Note que para Situacao 3, o modelo identificou
a particao p = {0,100} com probabilidade 1 para todas as combinacoes de v e d.
Nota-se também que a medida que o valor de D fica mais distante da matriz de
covariancia que gerou os dados, o modelo tende a identificar com probabilidade 1 a
particao do tipo p = {0, 100}.

Na Figura 3.11 é apresentada a probabilidade a posterior: do nimero de blocos.
Nota-se que para a Situacao 1, o modelo identificou com alta probabilidade dois
blocos, quantidade correta, para todas as combinacoes de v e d, exceto d = 20 e
v=1oud=20ev=10. Em relacao a Situacao 2, nota-se que para o valor de
v = 0.01, o modelo tende identificar dois blocos com alta probabilidade. Na Situacao
3, o modelo identificou um bloco com probabilidade 1 para todas as combinacoes de
ved.

A Tabela 3.6 apresenta as estimativas a posteriori da probabilidade de mudanca
p. Note que a probabilidade de mudanca para as particoes que obtiveram dois
blocos estao em torno de 0.01 (média) ou 0.0092 (mediana), enquanto para aquelas
que identificaram apenas um bloco as estimativas estao proximas de 0.0066 (média)
ou 0.0054 (mediana). Na Figura D.9 (Apéndice D) sao apresentadas as distribuigoes
a posteriori da probabilidade de mudanca p para as trés situagoes.

Na Figura 3.12 é apresentada a probabilidade a posterior: de cada instante ser um

ponto de mudanca para as situacoes 1 e 2, pois para a Situacao 3 a probabilidade
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Tabela 3.5: Probabilidade a posteriori das particoes mais provaveis.

Situagao 1

d v p Frequénciade p Plp | y1,..., Yn)

4 001 {0,52,100} 464 0.7733

4 1 {0,52,100} 600 1

4 10 {0,52,100} 429 0.715

6 0.01 {0,51,100} 302 0.5033

6 1 {0,52,100} 600 1

6 10 {0,100} 260 0.4333

20 0.01 {0,52,100} 322 0.5367

20 1 {0,100} 590 0.9833

20 10 {0,100} 600 1
Situagao 2

d v p Frequénciade p P(p | Y1, ..., Yn)

4 001 {0,52,100} 599 0.9983

4 1 {0,52,100} 330 0.55

4 10 {0,100} 600 1

6 0.01 {0,52,100} 599 0.9983

6 1 {0,52,100} 388 0.6467

6 10 {0,100} 600 1

20 0.01 {0,51,100} 218 0.3633

20 1 {0,100} 390 0.65

20 10 {0,100} 600 1
Situagao 3

d v p Frequénciade p P(p | Y1, ... Yn)

1 001 {0,100} 600 1

4 1 {0,100} 600 1

4 10 {0,100} 600 1

6 001 {0,100} 600 1

6 1 {0,100} 600 1

6 10 {0,100} 600 1

20 0.01 {0,100} 600 1

20 1 {0,100} 600 1

20 10 {0,100} 600 1

de cada instante ser um ponto de mudanca é zero. Note que na Situacao 1, o
instante 53 assume alta probabilidade para algumas escolhas de d e v, em outras
combinagoes o instante 52 também apresenta alta probabilidade. Para as demais
combinagoes, todos os instantes assumem probabilidades muito pequenas ou zero.
A Situagao 2, apresenta um comportamento parecido com a Situacao 1, assumindo
alta probabilidade para o instante 53 e para algumas combinagoes de v e d ha um

confundimento com outros instantes.
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Figura 3.11: Probabilidade a posterior: para o nimero de blocos.

Tabela 3.6: Estimativas para a probabilidade p de ponto de mudanca

Situagao 1
d v Média Mediana  Desvio padrao
4 0.01 0.0101 0.0089 0.0058
4 1 0.0103 0.0091 0.0060
4 10 0.0106 0.0093 0.0062
6 0.01 0.0102 0.0089 0.0061
6 1 0.0099 0.0088 0.0059
6 10 0.0086 0.0078 0.0054
20 0.01 0.0102 0.0089 0.0061
20 1 0.0067 0.0058 0.0046
20 10  0.0066 0.0058 0.0047

Situagao 2
d v Média  Mediana  Desvio padrao
4 0.01 0.0103 0.0090 0.0060
4 1 0.0092 0.0082 0.0057
4 10 0.0064 0.0054 0.0046
6 0.01 0.0098 0.0088 0.0057
6 1 0.0098 0.0089 0.0058
6 10 0.0066 0.0054 0.0046
20 0.01 0.0099 0.0088 0.0059
20 1 0.0080 0.0066 0.0055
20 10  0.0066 0.0058 0.0047

Situagao 3 o
d v Média  Mediana  Desvio padrao
4 0.01 0.0064 0.0054 0.0046
4 1 0.0064 0.0054 0.0046
4 10 0.0064 0.0054 0.0046
6 0.01 0.0066 0.0054 0.0046
6 1 0.0066 0.0054 0.0046
6 10 0.0066 0.0054 0.0046
20 0.01 0.0066 0.0058 0.0047
20 1 0.0066 0.0058 0.0047
20 10 0.0066 0.0058 0.0047
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Analise de ;. e 3

A Figura 3.13 mostra as estimativas (média, mediana e HPD de 95%) de pu; da
série 1. Nota-se que para Situacoes 1, 2 e 3, a escolha de v = 10 fez com que
houvesse uma subestimacao do modelo, isso ocorre devido ao fato que tal escolha
de v torna a distribuicao a priori muito informativa. Na Situacao 1, percebe-se
que se v = 1 e d = 4 o modelo conseguiu estimar bem proximo dos valores reais
lembrando que para tal escolha a P(p = {0,52,100} | yi,...,4,) = 1. Quando
v =1¢ed = 20 tem-se estimativas muito perto do valor real, no entanto para tal
combinacao a P(p = {0,100} | y1,...,y,) = 1. Na Situacdo 2, percebe-se que se
v = 1 as estimativas ficaram muito proximas do valor real. No entanto, quando
v =1 e d = 20 o modelo identifica a particio p = {0,100} com probabilidade 1
Na escolha de v = 0.01, nota-se também que as estimativas estao bem proximas do
valor real. Para essa escolha, o modelo identificou a particdo p = {0, 52,100} para
todos os valores de d. Em relacao a Situacao 3, as estimativas ficaram proximas
do valor real, porém para essa Situacao a particao identificada pelo modelo foi de
p = {0,100}. Na Figura D.6, Apéndice D, pode ser observado o gréifico de py para
duas combinagoes de v e d.

Na Figura 3.14 sao apresentadas as estimativas de p; para a série 2 nas Situacoes
1, 2,e 3. Novamente, a Situacao 3 apresenta estimativas proximas dos valores reais
para v # 10, no entanto o modelo nao identifica a particao correta. Para as Situagoes
1 e 2 as estimativas estao mais proximas dos valores reais. Também é possivel notar o
efeito da escolha de v nos valores estimados. Nao houveram diferencas significativas
entre p — ptg_1, por isso os graficos foram omitidos.

Na Figura 3.15 sdao apresentadas as estimativas de o} da série 1. Nota-se mais
uma vez o efeito do vetor de médias em D* ponderada pelo valor de v. Percebe-se
que as estimativas foram ficando mais proximas dos valores reais a medida que v
decresce nas trés situacoes. Percebe-se também que mesmo nas situacoes onde o
modelo identificou a parti¢do p = {0,52,100}, a estimacao ficou proxima do valor

real.

45



v=0.01 v=1 v=10
——
2.0
1.8+ o
% .
1.6+
1.44
.
20 (e Estimagéo
18 al — Media
ol ---- Mediana
1.64 ==+ Valor Real
1.44
—
204 ===-=
1.8+ i
N
S
1.6
144 T T T T T T T T T T T T T T T
0 25 50 75 100 O 25 50 75 100 0 25 50 75 100
Instantes
v=0.01 v=1 v=10
2.1
2.0 L \
a
1.9+ T
(NSO
1.8+
174
2.1
‘T o | Estimacao
2.0+
| S———— o — Media
2194 & - Mediana
o At
1.84 -~ Valor Real
1.74
2.1
2.0+ e
o
i
1.9 N
A
1.8+
1.74
0 25 5 75 1000 25 5 75 1000 25 5 75 100
Instantes
v=0.01 v=1 v=10
2.1
———e
2.0+
1.9+ T
A A A
1.8+
174
2.1
20 RS eES Estimacao
— Media
o
1.9
= 3 ---- Mediana
A At A iAot
1.8+ - Valor Real
174
2.1
2.0+
o
1.94 o
S
T ——
1.8+
1.74

0 25 5 75 100 25 5 75 1000 25 5 75 100
Instantes

Figura 3.13: Estimativas a posteriori do parametro py da série 1 para as Situacoes
1 (topo), 2 (meio) e 3 (base). A parte sombreada corresponde ao intervalo HPD
com 95%.

46



A Figura 3.16 mostra as estimativas de o7 para a série 2. Na Situagio 1, nota-se
que se d = 4 o modelo estimou bem os valores exceto com a combinacao v = 10.
Para d = 6 houve um comportamento parecido com d = 4. Em relacao a d = 20,
apenas a combinacao com v = 0.01 gerou uma estimacgao que identificasse a quebra.
Nota-se que se d =20 e v =1 ou d = 20 e v = 10, o modelo identificou a particao
p = {0,100} com probabilidade 1. Em relagdo a Situagao 2, percebe-se que se
v = 0.01 ha uma subestimacao a medida que d cresce. Tal acontecimento, esta
relacionado a fato de que a escolha de v = 0.01 e d = 20 faz com que o modelo
identifique a parti¢gio p = {0,51,100} com uma probabilidade de 0.3633. Para
a escolha v = 1 o comportamento se repete, exceto se v = 1 e d = 20, pois o
modelo identifica a parti¢io p = {0,100} com probabilidade 0.65. Na Figura 3.17
¢ apresentado o intervalo com 95% de credibilidade para diferenga of — of_, para
a série 2 quando sao consideradas as Situacoes 1 e 2. Nota-se que na Situacao 1 se
v=1led=4ouv=1ed=6 o0 modelo identificou uma mudanca significativa na
variancia no instante 53. Na Situacao 2, a variancia apresenta mudanca significativa
no instante 53 se v = 0.0l e d =4 ou v = 0.01 e d = 6. A situacao 3 nao mudanga
significativa (grafico omitido). Para a série 1 ndo houve mudanca significativas para
as Situacoes 1, 2 e 3, por isso os graficos foram omitidos.

As estimativas para covariancia pode ser observada na Figura 3.18. Também
pode-se notar o efeito da escolha do v na estimacao. Para 0(212)k — 0(212)k_1 nao
houveram mudancas significativas, indicando nao haver mudancas ao longo do tempo
(grafico omitido).

De forma geral, percebe-se que o modelos com as especificagcoes D =
0.1 0.09

0.09 0.1 )

juntamente.

v = 0.01 e d = 4 foi o que apresentou um melhor resultado con-
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3.3 Cenario 3: mudancas em todos os parametros

Este cenério foi o mesmo apresentado em Cheon & Kim |[8].

o objetivo avaliar o modelo quando ha mudancas em todos os parametros.

geradas 1000 amostras com 8 pontos de mudancas da seguinte maneira:

iid

Y1, Y120 ~ Vo
Y211, -+, Y460 N, -
Y531, s Y615 N, -
Y711, -+, Y800 N, _

(+)
|
) (
)

Através dele, tem-se

Foram

1 0.1 o 55 >
<0_1 1.3>]ay121,. - Yar0 ~ No [( > <02
_0081 _1011 >] Ya61s s Yszo o Ny [( > < 1.1
82 ?; )] » Y6165 > Y710 id N, [( ) ( 011

—1(;.))1 —(1).1 )] L Ysot, - Yoso ~ Ny [( > < 012
Yo51s s Y1000 ~~ No [( ) ( 1031

Os dados simulados podem ser vistos na Figura 3.19.

Figura 3.19: Valores das séries para o cenério 3.

Tabela 3.7: Média e variancia a priori para l =1,2.
E(u) Var(u) E(of) Var(of) E(ofy) Var(of,)
0 10.0000  0.1000 - 0.01 -
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Inferéncia sobre a particao, niimero de blocos e pro-

babilidade de um instante ser mudanca

Na Tabela 3.8 sao apresentadas as dez particoes a posterior: identificada pelo mo-
delo. Nota-se que com probabilidade de 0.8517, o modelo conseguiu identificar a
particao correta dos dados. Da Figura 3.20, nota-se que o modelo identificou 9

blocos, quantidade correta, com probabilidade 0.8517.

Tabela 3.8: Probabilidade a posteriori das partigoes.

p Frequéncia de p P(p | y1,-.., Yn)
{0, 120, 210, 460, 530, 615, 710, 800, 950, 1000 } 511 0.8517
{0, 120, 210, 460, 530, 615, 710, 800, 950, 997, 1000} 45 0.0750
{0, 120, 210, 460, 530, 615, 710, 800, 950, 996, 1000} 22 0.0367
{0,120, 210, 460, 530, 615, 710, 800, 950, 998, 1000} 7 0.0117

{0,120, 210, 460, 527, 530, 615, 710, 800, 950, 1000} 4 0.0067
{0,120, 210, 460, 461, 530, 615, 710, 800, 950, 1000} 2 0.0033
{0, 120, 209, 210, 460, 530, 615, 710, 800, 950, 1000} 1 0.0017
{0, 120, 210, 459, 460, 530, 615, 710, 800, 950, 1000} 1 0.0017
{0,120, 210, 460, 527, 530, 615, 710, 800, 950, 997, 1000 } 1 0.0017
{0,120, 210, 460, 528, 530, 615, 710, 800, 950, 997, 1000 } 1 0.0017

0.8517

0.8

0.6

wYn)

0.4

b | Yiyee-

P(B=

0.2

0.1433

0.0 —

Figura 3.20: Probabilidade a posteriori do nimero de blocos.

Na Figura 3.21 é apresentada a distribuicao a posteriori da probabilidade de

mudanca. Note que a distribuicao esta concentrada em valores pequenos, indicando
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que a probabilidade de ter mudanca é baixa. A média e mediana de p sao, respec-
tivamente, 0.00915 e 0.00882, enquanto o desvio padrao é de 0.0030

40
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o
(&)
5
g 20
O
(]
S
L
| |“‘ |
o ndll I IIIIIIIIlIl 1. -
0.005 0.010 0.015 0.020
p

Figura 3.21: Distribuicao a posteriori da probabilidade de mudanca.

Na Figura 3.22 é apresentada a probabilidade a posteriori de cada instante ser um
ponto de mudanca. Nota-se que os instantes reais de mudanca foram identificados
com probabilidade igual a 1 e os demais instantes tiveram probabilidade pequena
ou zero de serem pontos de mudanca.

Cheon & Kim [8] apresentou dez partigoes identificado pelo modelo, identificando
a particao correta dos dados através do Bayesian Information Criterion (BIC). Além
disso, atribuiu alta probabilidade para os instantes reais de mudancas e consequente-
mente determinou de maneria correta o niimero de pontos de mudancas. No entanto,

nao realizou a estimacao para a probabilidade de mudancgas e nem para p; e 2.
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Figura 3.22: Probabilidade a posterior: de cada instante ser um ponto de mudanca.
Os niimeros acima das barras representam os instantes

Analisando p; e 3

A Figura 3.23 mostra as estimativas de py da série 1 e 2. Nota-se que as estimativas
estao bem proximas dos valores reais. Da Figura 3.24, nota-se os instantes das
mudancas significativas no vetor de médias das séries 1 e 2. Percebe-se que houve
oito mudancas significativas no vetor médias, sendo todas identificadas de acordo
com a particao real dos dados.

Na Figura 3.25 é apresentada a estimagiao de of para as séries 1 e 2. Nota-se
que para alguns instante houve uma subestimacao ou superestimacao dos valores.
Em relacao as mudancas significativas, o instante 121 é uma mudanca significativa
da variancia da série 1 e o instante 951 ¢ uma mudanca significativa da variancia da
série 2.

A estimagao da covaridncia entre as séries também é apresentada na Figura 3.25.
E possivel notar superestimacio ou subestimacdo dos valores. O instante em que

houve uma mudanca significativa na covariancia foi o 211.
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Figura 3.23: Estimativas do parametro p; das séries 1 (topo) e 2 (base). A parte
sombreada corresponde ao intervalo HPD de 95%.
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Capitulo 4

Avaliando o efeito do Brexit na

economia

Em 23 de junho de 2016, os britanicos realizaram um plebiscito para decidir se o
Reino Unido deveria ou nao permanecer unido ao bloco de paises europeus conhecido
como Uniao Europeia (UE). A UE é uma uniao economica e politica composta por
28 paises a qual o Reino Unido aderiu em 1973. Entre outras coisas, este acordo
conhecido como UE prevé a livre circulacao de bens e pessoas entre paises que o
compoe. Durante o periodo que antecedeu a vitoéria do sim a separacao, houve um
periodo de grande instabilidade economica devido as divergéncias sobre os efeitos
econdmicos oriundos desta especulacao de separacao.

Diante disso, este capitulo tem como objetivo avaliar efeito do Brexit na economia
de oito paises. Esse termo é a abreviacao das palavras em inglés Britain (Gra-
Bretanha) e exit (saida) e designa a saida do Reino Unido da Unido Europeia.
A anélise de séries multivariadas é de grande interesse quando tem-se o objetivo
de compreender a relacao existente entre as mesmas. No ambito econémico, por
exemplo, é interessante estudar como os diferentes indices financeiros se relacionam,
pois isso possibilita averiguar as contaminacoes ou influéncias que um determinado
indice impoe sobre os demais.

Para avaliar o efeito de tal acontecimento em importantes economias mundiais,
sera aplicado modelo partigdo produto para dados normal multivariada (MPPNM),
desenvolvido no Capitulo 2, para a identificacao de possiveis pontos de mudancas,
ao longo do tempo, no vetor de médias e na estrutura de covariancia de retornos
de nove indices que serao apresentados na Secao 4.1. Escolheu-se os indices de
economias fortes do bloco europeu como Alemanha, Franca e Suica e também paises
que estiveram recentemente em crise como Espanha, [talia, Grécia e Portugal. Uma

economia fora do bloco europeu também foi considerada, os Estados Unidos.
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4.1 Banco de dados

O banco de dados a ser analisado é formado pelas seguintes séries de retornos: DAX
(Deutscher Aktienindezr) da Alemanha, IBEX 35 (Iberia Index) da Espanha, CAC 40
(Cotation Assistée en Continu) da Franca, ATG (Athens General) da Grécia, FTSE
MIB (Financial Times Stock FErchange Milano Indice di Borsa) da Italia, PSI-20
(Portuguese Stock Index) de Portugal, FTSE 100 Reino Unido (Financial Times
Stock Ezchange), SMI (Swiss Market Index) da Suiga e S&P 500 (Standard & Poor’s
500) dos Estados Unidos. Os dados estao disponiveis em http://br.investing.com/.
Foi considerado um total de 200 observacoes que compreende os retornos didrios
(dias tuteis) de tais indices observados no periodo entre 4 de janeiro de 2016 e 10
de outubro de 2016. A escolha do periodo citado deve-se ao fato de que nesse
periodo houve o plebiscito no dia 23 de junho que definiu pela saida do Reino
Unido da Unido Europeia(UE). Tem-se o interesse de avaliar os impactos que tal

acontecimento proporcionou na economia dos demais paises.
Py, — Pye—1)

Py
em que Py é o valor atingido pelo indice [ no fechamento do mercado no dia k.

Define-se o retorno do indice [ no instante k a variavel Ry, =

Assume-se que
Y | pe, Bp ~ No(pr, ) para k=1,...,200,

onde Yp é um vetor, de ordem 9 x 1, cujas componentes Ry, para [ = 1,...,9,
correspondem, respectivamente, aos retornos dos indices relacionados a Alemanha,
Espanha, EUA, Franca, Grécia, Italia, Portugal, Reino Unido e Suica. Os valores

dos retornos sao mostrados nas Figuras 4.1 e 4.2.
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Figura 4.1: Retornos dos indices financeiros da Alemanha, EUA, Franca, Reino

Unido e Suiga.
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Figura 4.2: Retornos dos indices financeiros da Espanha, Grécia, Itdlia e Portugal.

4.2 Especificacoes a prior:

Considerando as suposi¢oes do modelo MPPNM, apresentadas na secao 2.2, segue

que as especificacoes a priori para os parametros comuns (u[ij],E[l-j]) sao tais que

1
i) i~ No {fm mzm] e

onde m é um vetor de zeros com ordem 9 x 1 e D é uma matriz diagonal de ordem
9x9 com a componentes 0.00001. Dessa forma, assume-se que, a priori, as variancias
dos retornos sao, em média, muito pequenas e que os retornos sao independentes.
Estas especificacoes também revelam que, a priori, a média dos retornos estao em

torno de zero, (ver Tabela 4.1).

Tabela 4.1: Média e variancia dos parametros, para [,t =1,...,9
d v E(w) Var(m) E(of) Var(ef) E(op)  E(op)
1 13 0.001 0 0.0033  3e-06 2.2222e-11 0 8.333333e-12

Como as economias que estao sob andlise sao razoavelmente estiveis e nenhum
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evento da magnitude do Brezit que pudesse afetar a economia de toda a FKuropa
ocorreu no periodo em andlise, espera-se que poucos ou nenhum ponto de mudanca.
ocorra Por causa disto, considera-se a distribuicao a priori da probabilidade p de
que ocorra uma mudanga em um instante qualquer é uma distribuigao Beta (2,198),
isto é p ~ Beta(2,198), cuja, média e desvio padrao sdo, respectivamente, 0.01 e
0.0070181. Assumindo esta distribui¢ao, o nimero esperado de blocos a priori é
2.99 com variancia de 3.910796.

Para o amostrador de Gibbs, foram geradas 10000 amostras. Para a formacao
da amostra a posteriori, apos a convergéncia ter sido atingida, foram descartadas as
4000 primeiras geracgoes e, assumindo lag 10, foram selecionadas 600 observagoes das
6000 restantes. O algoritmo foi implementado em R Core Team [39] e processado
no computador Intel Core i7, 3.40GHz e 8 GB RAM. O tempo do CPU foi de 4.98
segundos. Para contornar o problema de overflow foi utilizada a funcao mpfr do
pacote Rmpfr, Maechler [30]. As cadeias de alguns parametros podem ser vistas no
Apéndice D.

4.3 Analise

Nesta secao serao apresentados os resultado obtidos a partir da utilizacao do
MPPNYV no banco de dados descritos na secao 4.1. Diante desses resultados, te-
mos como objetivos avaliar o impacto da saida do Reino Unido da Uniao Europeia

através da identificacao de possiveis pontos de mudanca.

Inferéncia sobre a particao, niimero de blocos e pro-

babilidade de um instante ser mudanca

A Tabela 4.2 mostra as probabilidades a posterior: das particoes identifica-
das pelo modelo. Note que, com probabilidade de 0.9817, a particao p =
{0,23/06,24/06,27/06,10/10} é mais a provavel. Perceba que com tal particao,
os pontos de mudanca identificados pelo modelo sdo 24/06, 27/06 e 28/06, datas
proximas a ocorréncia do Brerit. Tais pontos de mudancas também podem ser

observados nas outras particoes que ocorrem com menor probabilidade.

Tabela 4.2: Probabilidade a posteriori das particoes.

P Frequénciade p  P(p | Y1, ..., Yn)
{0,23/06,24/06,27/06,10/10} 289 0.9817
{0,23/06,24/06,10/10} 9 0.0150
{0,1/4,23/06,24/06,27/6,10/10} 1 0.0017
{0,23/06,24/06, 27 /06, 28/6,10/10} 1 0.0017
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Figura 4.3: Probabilidade a posterior: dos blocos.

A Figura 4.3 mostra a probabilidade a posteriori do niimero de blocos observados
na série multivariada. Com probabilidade a posteriori de 0.9817, sao observados 4
blocos, indicando que, provavelmente, trés mudancas correram na série.

Analisando Tabela 4.3, percebe-se que a média da distribuicao a posteriori é
de 0.01245, apenas um pouco maior do que foi assumido a priori. Na Figura 4.4
é mostrada a distribuicao a posteriori da probabilidade de mudanca p. Perceba
que tal distribuicao concentra massa probabilistica em valores pequenos, logo, a
probabilidade de haver mudanca em algum instante do tempo é pequena.

A Figura 4.5 mostra as probabilidades a posteriori de cada instante ser um
ponto de mudanca. Perceba que os instantes 24/6 e 27/6 sdo identificados como
pontos de mudanga com probabilidade 1, enquanto 28/6 é ponto de mudanga com
probabilidade de 0.985. Tais pontos estao proximo do dia 23/6 em que houve a
votacao favoravel a saida do Reino Unido da UE, logo, havendo indicios de que tal
acontecimento possa ter afetado a economia dos paises envolvidos. Diante disso, se
faz necessario analisar como acontece essa contaminacao entre os indices, ou seja,
se tais pontos sao decorridos de mudancas no vetor de médias ou na estrutura de
covariancia ou em ambas ao mesmo tempo e de como essas mudancas interferem nas

diferentes séries em estudo.

Tabela 4.3: Estimativas a posterior: para a probabilidade de mudanca.
Média  Mediana Desvio padrao

0.01245  0.0117 0.0057
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1.00 pss

0.75
~
e
>

;] 0.50
2
<
N—r
o

0.25

0.00

jan abr jul out
Instantes—k

Figura 4.5: Probabilidade a posteriori de cada instante ser ponto de mudanca.
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Analise de ;. e 3

Das Figuras 4.6, 4.7 e 4.8, percebe-se que o retorno médio dos indices estao bem
parecidos até o dia 23/06, onde os instantes 124, 125 e 126 correspondem as datas
24/06/2016, 27/06,/2016 e 28/06/2016 respectivamente. Dentre tais indices, destaca-
se o retorno do Reino Unido que possui um comportamento em torno de zero até
o dia 23/06 e passando obter uma rea¢ao positiva apos o dia 24/06, indicando um
fortalecimento da sua economia apds a votacao favoravel a saida da UE.

Das Figuras 4.9, 4.10 e 4.11, percebe-se que a variabilidade dos retornos sao
diferentes. O indice relacionado a Grécia, por exemplo, apresenta a maior variabili-
dade, enquanto o do EUA exibe a menor, seguido dos indices da Suica e do Reino
Unido, indicando que tais economias sao bastante estaveis. Nota-se que apos 28/06
as variancias dos retornos registraram um decréscimo, consequentemente indicando
uma maior estabilidade do mercado apoés a saida do Reino Unido.

As Figuras 4.12, 4.13 e 4.14 apresentam as covariancias do indice do Reino Unido
com os demais, as outras relacoes de covariancia sao apresentadas no Apéndice D.
Nota-se que a maior covariancia ocorre entre Reino Unido e Itilia e a menor entre
Reino Unido e EUA. Percebe-se também que, assim como na variancia, houve um
decréscimo na covariancia entre os indices.

Mudangcas significativas no vetor de médias foram detectadas nos instantes 24/6,
27/6 € 28/6. No entanto, nota-se que tais mudancas influenciam de maneira diferente
a média dos indices. Para a média do retorno dos EUA, por exemplo, o dia 24/6
registrou um aumento, enquanto para os demais paises houve uma queda na média,
sendo o indice relacionado ao Reino Unido com a menor queda e o indice da Grécia
com a maior queda. No entanto, o dia 27/6 registrou uma queda na média do indice
relacionado ao EUA e para os demais houve um aumento. Apos o dia 28/06 houve
um crescimento na média dos retornos, sendo o indice relacionado ao Reino Unido
com o0 maior aumento registrado.

As variancias dos retornos apresentaram mudangas significativas nos dias 24/6
e 28/6. No dia 24/6 houve uma queda na variabilidade do retorno para todos
os indices e no 28/6 houve um aumento também para todos. Na covariancia, os
instantes de mudancas significativas foram os mesmos registrados na variancia. Tais
instantes identificaram queda seguido de crescimento. Assim como na varidncia,

também houve um decrescimento na covariancia entre os indices apos o dia 28/6.
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Capitulo 5
Conclusao

Neste trabalho, considerou-se o modelo particao produto para detectar miltiplas
mudancas no vetor de médias e na matriz de variancia e covariancia de uma sequéncia,
de dados com distribuicao normal multivariada. Estendeu-se os resultados em Moura
[33] por assumir o vetor de médias nao nulo.

Diferentemente de Cheon & Kim [8], foram utilizadas distribui¢éesa priori con-
jugadas para (py, 3y) tonando o modelo mais geral. Também foi proposto um pro-
cedimento para avaliar em quais parametros a mudanca foi significativa, baseando-se
em comparacoes dos parametros em instantes sucessivos do tempo.

A partir das anélises de sensibilidade realizada no Capitulo 3, notou-se como as
especificagoes a priori influenciam nas estimacoes. Do cenério 1, pequena mudanca
apenas na média de uma das séries, o modelo mostrou-se bastante satisfatério na
identificacao da particao correta dos dados, atribuindo alta probabilidade para os
instantes reais de mudanca e consequentemente estimando corretamente o nimero
de blocos para as situagoes 1 e 2. Também percebeu-se o efeito das escolhas a
priori de v, d e D nas estimacoes. Foi constatado que quanto mais distante for
o valor de D da matriz de covariancia real, o modelo tende a identificar particoes
do tipo p = {0,100}. Também pode-se notar que mesmo para escolha de D igual
a matriz de covariancia real, os valores de v e d também podem influenciar na
identificacao das particoes quando ambos apresentam valores altos. De forma geral,
a inferéncia para o vetor de médias e para a matriz de covariancia também foi
bastante satisfatoria, sendo identificado como ponto de mudanca significativa apenas
o instante real relacionado ao vetor de médias. No entanto, constatou-se que a
combinacao de v, d e D influenciam de maneiras diferentes os parametros, isto é,
com uma combinacao de v e d o modelo pode identificar a particao correta com

alta probabilidade, porém as estimativas para p; e ¥, podem nao ser boas. De

0.1 0.09
forma geral, percebeu-se que os modelos com as especificagoes D = (0 09 0.1 ) ’
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10
v=2001,d=4eD = 0 1) v = 0.01 e d = 4 foram os que apresentaram

melhores resultados conjuntamente para os parametros.

Do cenario 2, mudanga na variancia de apenas em uma das séries, também
pode-se observar o efeito das combinagoes de v, d e D. Notou-se que o modelo
identificou uma particao proxima da correta, identificando o ponto de mudanca com
atraso. Identificou de maneira correta o nimero de bloco na maioria das combinagoes
de v, d e D. Assim como para o cenario 1, a probabilidade de mudanca em um
instante qualquer também foi muito baixa. Constatou-se, assim como no cenéario 1,
o efeito que a escolha de v exerce sobre a estimacao de py e Xy, ressaltando que
tal efeito sobre X é devido ao fato de que o parametro da distribuicao a posteriori
depender do vetor de médias amostrais, sendo o valor de v uma espécie de peso
sobre tal vetores. Para este cenério, a inferéncia sobre p; e 3 também foi bastante
satisfatoria, identificando uma mudanca significativa apenas entre os instantes 50

e 51 da variancia da série 2. De forma geral, percebeu-se que o modelos com as

0.1 0.09
especificacoes D = 000 01 ] v =0.01 e d = 4 foi o que apresentou um melhor

resultado conjuntamente.

No cenério 3, o modelo identificou dez particoes diferentes, atribuindo alta pro-
babilidade para a correta. Também notou-se que os instantes reais de mudancas
foram identificados com probabilidade 1. O ntimero correto de blocos também foi
identificado pelo modelo com alta probabilidade. Para estimagao do vetor de mé-
dias, o modelo foi bastante satisfatorio. No entanto, para a matriz de variancia e
covariancia o modelo superestimou ou subestimou em alguns instantes. Isso pode
ter ocorrido devido a escolha de D. A partir da realizacao dos testes sequencias
realizados no cenario 3, pode-se observar que os ponto de mudancas agem de forma
diferente nos parametros p; e 3, isto é, um determinado instante que é ponto de
mudanca na média pode nao ser na matriz de variancia e covariancia.

A partir da aplicacao, pode-se notar que o modelo apontou de forma satisfatoria
o impacto economico do Brezit na economia dos paises envolvidos no estudo. O
modelo identificou mudancas ocorridas proximas ao dia 23 de junho, data em que
houve a votacao que decidiu a saida do Reino Unido da Uniao Europeia. Pode-se
notar que tal impacto influenciou de maneira diferente o retorno médio e a relagao
existente entre os indices. Para alguns indices, o dia 24/6, por exemplo, identificou
uma queda e para outros um crescimento. Percebeu-se também, através dos testes
sequenciais, que o dia 27/06 foi mudanga significativa no vetor de médias, porém
nao foi na matriz de variancia e covariancia.

Em relagao as comparacoes sequenciais, pode-se perceber que foi uma alternativa

satisfatoria para auxiliar na identificacao da mudancas no vetor de médias ou na
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matriz de variancia e covariancia, pois possibilita analisar de maneira mais detalhada
a origem dos pontos de mudancas identificadas pelo modelo
Para trabalhos futuros, pretende-se calcular a distribuicao da diferenca a pos-

teiori entre 0, — 0 e estender os resultados obtidos nesse trabalho considerando a

hipotese das médias correlacionadas no tempo.
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Apéndice A
Distribuicoes

Neste apéndice sao apresentadas as funcoes densidades de probabilidade e algumas

propriedades das distribuicoes utilizadas na construcao do Modelo Particao Produto.

Distribuicao Normal Multivariada

Considere o vetor aleatorio X = (Xi,...,X,)! e & = (z1,...,x,)" uma observagao
associada a esse vetor. Entao, tem-se que X possui uma distribuicao normal p-
variada, denotada por X |u, ¥ ~ Ny(fpx1, Xpx1), onde pr,«1 ¢ o vetor de médias de
dimensao p x 1 e 3, é a matriz de variancia-covariancia de dimensao p X p, se sua

funcao densidade é dada por
1
R i B
Neste caso, tem-se que a média e a variancia sao dadas, respectivamente, por

BE(X|p,2)=p
Var(X|p,X) = X.

Para mais detalhes sobre a distribuicdo normal p-variada, ver Johnson et al. [16].

Distribuicao t-Student matriz variada

Sejam X uma matriz de dimensao n x p, £ uma matriz positiva definida de dimensao
n X n, 3 uma matriz positiva definida de dimensao p x p, M uma matriz de locagao
de dimensao n X p e v o grau de liberdade. Diz-se que X possui uma distribui¢ao
t-Student matriz-variada, denotada por X|M, X, Q, v ~ T, (v, M, 2,3X), se a sua
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funcao de densidade é dada por

—1
r, () g
(%)

JxMm,z.0.0 =
B, 1
Pp (V+p ) (ﬂ-)np/Z
2
_v+n+p—1

x|, + QY X - M) HX - M)~ 2

O valor esperado e a variancia de X sao dadas, respectivamente por,

EX|M, X, Qv)=M
QX
v—2

Var(X|M, X, Q,v) = se v > 2,

onde ® denota o produto de Kronecker. Para mais detalhes, ver Kotz & Nadarajah
[18] e Gupta & Nagar [11].

Distribuicao t-Student multivariada

Diz-se que X possui uma distribui¢ao t-Multivariada, denotada por X ~ t,(u,X),

se sua funcao densidade é dada por

v+p

(£22) 5wt

(5o

onde p é o vetor de locacao de ordem p x 1, 3 é a matriz p X p, simétrica e positiva

fXIu,E,u(m) =

definida e v é o grau de liberdade. Entao, tem-se que o vetor de média e a matriz

de covariancia de X sao dadas, respectivamente, por

E(X|p,2,v) = p,

Var(X|p, 3, v) = LQE se, v>2.
V_

Para mais detalhes sobre a distribuigao t- Student p-variada, ver Kotz & Nadarajah
[18].

Distribuicao Wishart-inversa

Seja X uma matriz aleatoria de dimensao p X p, simétrica e positiva definida. Con-
sidere D uma matriz positiva definida e um escalar d > p. Entao, tem-se que X
possui uma distribui¢io Wishart Invertida, denotada por X|D,d ~ WI(D,d), se
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sua funcao de densidade é dada por

—1
|D|d/2‘X|7d+g+l exp {tT(X D) }
2
)

24021, (

fxp,a(X) =

)

1—i
onde I'y(a) = 7PP=VATTP_ T (a + TZ) e tr é denota a funcao traco. A esperanca

e moda de X sao dadas, respectivamente por

D

D
Moda(X|D,d) = ———.
oda(X|D,d) = ===

A variancia de cada elemento de x é dada por

Var(xij) = (I/—p)(l/_p_ 1)2(1/—]3_3) )

se v>p-+3.

Para mais detalhes sobre a distribuicao Wishart invertida, ver O’'Hagan & Forster
[35] e Gupta & Nagar [11].
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Apéndice B
Demonstracao da Proposicao 3.1.1

Neste apéndice, apresenta-se a prova dos resultados exibidos na Proposicao 2.1.1 do
Capitulo 2. Inicia-se desenvolvendo a funcao de verossimilhanca de forma que seja

mais conveniente os calculos das distribuicoes a posteriori e preditiva a priori.

Calculo da verossimilhanca

Como y1, ..., Yn g N,(p,>), a funcao verossimilhanca é dada por

n B B 1 B
L, Sl o) = TJC0 28] enn{ =S 005 - ) |
= . (B.1)
1
- (271-)(np/2)‘2|n/2€xp{_§ Z<yk _ H)t271<yk . H)}

k=1

t

1
Denote por S = p— Yo (yr — G)(yr — §)' a matriz de covariancia amostral
n —

1
de ordem p x p e § = =3 ,_, yp o vetor de médias amostrais de ordem p x 1.
n
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Considerando as propriedades 1 e 2 do Apéndice C, temos que

(B.2)

Substituindo o resultado obtido em (B.2) na expressao (B.1), segue que a fun¢io de

verossimilhanga assume a seguinte forma:

L(p, Bly1, ooy yn) = (2m) 22|27/

B.3
X exp {—% [(n—=Dtr [Z7'S] +n(y — )2 (y — p)] } : (B-3)

Calculo da distribuicao a posterior:

Assumindo as distribuicoes a priori da Proposicao 2.1.1 e considerando a funcao
de verossimilhanga em (B.3), pelo teorema de Bayes temos que a distribuigio a

posteriori conjunta de (p, X)) é

o [B TP eap {—% [(n = Dtr(Z7'8) + n(y — )= (g — p)] } =]

_dtp+1
2

1 1
X exp {—itr (ElD)} 1=~ 2exp {—511 (p—m)' 27 (- m)}
d+n+p+1

« |Z|7 2 eap {—%t'r’ = ((n-1)S +D)]}

X [B|Y2ep {—% [tr [£7" (n(g — W)@ — )' + v(pr — m)(p — m)")]] } ~
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Note que

(n(y — )y —p)' +o(p—m)(p—m)') = (n+v)pp’ — p(ng' +vm’) — (ng +vm) p'
+nyy" + vmm’
= (n+0) [pp' — p (ng" +ovm’) (n+v)™"!
— (ng +vm) p'(n+v)"' £ MM'] + ngy' + vmm’

=(n+v) [(p—M) (g — M) — MM'] + ngy" + vmm".

Consequentemente, segue que

dtndptl

1
f(, By, o yn) < |77 2 exp {_5” (="' (D+ (n—1)S+nyy' +vmm’ — (n+ v)MMt)}}

x \<n+v>—12\—1/2exp{—§<n+v> (- M) 5~ <u—M>},

onde M = (n + v)~!(ng + vm). Observe que

_ g t MM — nvoor_ ¢t ot] MW _ i—m)l
ngg' +vmm’ — (n+0) — vy’ +mm’ —gm’ —my'] = ——[(y —m) (y —m)’]
Consequentemente, segue que

_ d4ntptl 1 _ nv _ _
P01 Bl st) o 25 { o |57 (D (0= 05+ 20 (g - m) (- ) )| |

<n-+0) B e {0 = MY ((n40) %) (u - M) .

(B.4)

Portanto, segue de (B.4) que

1Sy, Yn ~ N, (M, (n 4+ 0) ')

Y|yt e, Yo ~ IW (D", d"),

nv

onde D =D+ (n —1)S + [(g—m)(g—m)t} e d*=d+n.

n—+uv

Calculo da distribuicao a posterior: u

Considere as distribui¢oes a posteriori de p|3,yq, ..., y, € 3|y, ..., y, obtidas em

B.4. Entao, segue que a distribuicao a posteriori de pu é dada por
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ﬂumhmgoszm|aqu%v@nwwq%mz

B (27T)_p/2 (n+v)p/2 ‘D*|d*/2/‘2|d*+12+p+1
= - =
20710, ()

X exp {—%tr (=71 (D*+ (n+v)(p — M)(p — M)")] } dx.

Completando os termos faltantes da distribuicdo WI(D* + (n + v)(p — M) (e —

M)t d+ n+ 1) e cancelando os termos semelhantes, segue que

Fp (d+721+1) p/2 x| (d+n)/2 * ¢t
f<u|y1,.-.,yn)=w(n+v) ID*| D" + (n+v)(p — M)(p — M)Y| ™ 2
p\ 72
Note que
d+n+1 p(p=1) d+n+1+1—-7 d+n+1
B(E) (T ()

d+n ey d+n+1—j d+n+1—-p\’
W) ()

Utilizando a Propriedade 4, Apéndice C, em |D* + (n + v)(p — M) (e — M)?|, segue

que

“r 1/2
A
< (14 M0+ D) =) L ()

Portanto, segue de B.5 que pu | y1,...,y, ~ t, (M, v} (n+v)"'D*) onde v =
d+n+1-p.

Calculo da Preditiva a prior:

Considere a fungao de verossimilhanca em (2.1) e as distribui¢oes a priori da Pro-

posicao 2.1.1. Entao, segue que a distribuicao preditiva a priori de Y é dada por
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/ / (1, SIY) (] ) f(S)dpd
(2 —np/2|D|4/2q)p/2 tptl 1
7T ‘ ‘ v /‘ —ddndptl eXp{—§t7“ (2 1D)} {/(27],)—17/2|E‘—1/2

de/Ql" ( )
2

X exp {—%tr (2_1 [(Y — ]lut)t (Y —1p') +o(p—m)(p— m)tD}du} dx.

Denote por B = (n +v)"} (Y1 + vm) e note que

(Y —1p) (Y = 1p) + v (g —m) (p—m)' = (n+v)pp’ — (Y +om) p' — p (1Y + om’)
+ Y'Y + vmm’
= (n+v) [pp' — (Y1 +ovm) p'(n+0v)™"!
— p (1Y + vm’) (n +v)~' £ BB']
+ Y'Y + vmm’

=(n+v)[(p—B)(p—B) —BB] + Y'Y + vmm’.

Consequentemente, segue que

(27T)_np/2|D|d/2Up/2

(]

/ |3|~ S o {—%tr (7' [D+ Y'Y + vmm’ — (n + v)BB'] )}

f(Y) =

| fem P o e { S - B) (4 0712) (0= B)

1 p/2
( ) ol
n—+v

Completando os termos faltantes da distribuicio WI(D + Y'Y + vmm' — (n +
v)BB,d +n), logo a integral é 1. Note que g ~ N,(B, (n+v)"'X), logo a integral

também é 1. Entao, segue que

9 ) /2| | 4/2 p/2 d p
fy) = 20 D] ( v ) T, (ﬂ) 2 |D 1+ Y'Y + vmm' — (n + v)BB!|~ ",
/2T <c_l) n+v 2
p
2
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Observe que

11t Yilm? 1Y t
Y'Y + vmm® — (n+ v)BBt —Y! []In o } Y _ mv vm nvmm

n—+v n—+v n—+v n—+v
t
—Y'AY - Y'AA'Z - Z'AT'AY + (A'Z) AAT'Z + "”Tm
n+wv
t
—(Y-A"'Z)'A(Y-A"'Z)- (A'2) AA 'z + T2
n+v
11t
= (Y - 1m?)’' []In -~ —} (Y —1m'),
v
11! Im’
onde A = []In — } e Z = mv. Utilizando a Propriedade 8, Apéndice
n—+v n-+wv
11!
C, segue que A~!= []In — —] Portanto, A~'Z = 1m' e — (A~'Z) AA~'Z +
v

numm’

= 0. Consequentemente, segue que

n+v
d+n

Pp ( B ) v p/2 . 11t _MTTL
f(Y) = ( ) ID|*?|D + (Y — 1m’) []In — } (Y — 1m’)

r d —np/2 n+wv n-+uv

P\ 2

r <—d+”) .

p ]l]lt —p/2 ]l]lt —%
_ 2 )+ X b2 g+ D (Y - 1w [nn_ }(Y—]lmt)
v n—+v

d
r(5) ™

Utilizando a Propriedade 7, Apéndice C, em

_ t 11t
I+ D' (Y im) lnn_ Hv} (Y — 1),
segue que
d+mn
b\ 11t/ 11! |
F(Y) = L+—|  [D["2|L, + |L, - (Y —1m") D7} (Y — 1m")
d v n+v
()
2
(d+1—-p)+n+p—1
Ly 2 11t —p/2
- d+1 1 L+—- DI
r,,<< +1-p)+p- )WW v
2
]l]lt _(d+1*p)2+n+p71
x |L, + []In - ] (Y - 1m') D7 (Y — 1m')’ (B.6)
n (%
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11°
Portanto, segue de (B.6) que Y ~ Ty, (1/ =d+1—pImhIT+ —; D),
v
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Apéndice C
Algumas propriedades matriciais

Neste apéndice apresenta-se algumas propriedades de matrizes que sao utilizadas
para a demonstracao da preposicao 2.1.1 do Capitulo 2.
Denote por A! e A~! as matrizes transposta e inversa de A, respectivamente.

Denote por |A| o determinante de A.

Propriedade 1. Seja A uma matriz simétrica de dimensao p X p e x um vetor de

dimensao p x 1. Entao, x'Ax = tr (x'Ax) = tr (Axx').

Propriedade 2. Sejam A e B matrizes de dimensoes p x p. Entao, tr (A + B) =
tr (A)+tr(B).

Propriedade 3. Seja A uma matriz de dimensao p X p e ¢ uma constante. Entao,
|cA| =P |A|.

Propriedade 4. Seja A uma matriz inversivel de dimensao m X m, ¢ um vetor
de dimensdo m x 1 e r um vetor de dimensdo 1 x m. Entdo, |A +cr| =
|A] (1+rA~1c).

Propriedade 5. Se A & inversivel, entdo (A_l)t = (At)_1 .
Propriedade 6. Se A ¢ simétrica, entao A = A'.

Propriedade 7. Sejam A e B matrizes de dimensoes p X q e ¢ X p, respectivamente.
Entdo, |I, + AB| = |I, + BA| onde I, e I, sdo matrizes identidades de ordem

q e p respectivamente.

Propriedade 8. Sejam A,,,, B, C,x, € Dyx, matrizes. Entao,

(A+CBD)'=A!'-A"'CB(B+BDA'CB) 'BDA .
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Apéndice D
Graficos

Este apéndice mostra os graficos referentes aos cenarios apresentados no Capitulo 3

e a aplicacao realizada no Capitulo 4.

Cenario 1
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Figura D.1: Diagnostico da cadeia de 50 e ps; da série 2, situagao 2, v =1e d = 6.
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Figura D.2: O primeiro grafico mostra a distribuicao a posteriori de ps, — pso da
série 2, situacao 2, v = 1 e d = 6. O segundo grafico mostra a distribuicao a
posteriori de sy — pso da série 2, situagao 2, v=1e d = 4.
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Figura D.3: Diagnostico para p. Situacao 2, d =4 e v = 0.01.
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Figura D.4: O grafico do lado esquerdo mostra o diagnostico da cadeia de o2, da
série 2, situacao 2, v = 0.01 e d = 4. O gréfico do lado direito mostra a diferenca
entre 02, — o2, da série 2, situacio 1, v =10e d = 4.
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Figura D.5: Distribuicao a posteriori da probabilidade de mudanca para as Situacoes
1 (topo), 2 (meio) e 3 (base).
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Cenario 2

Diagnéstico para pis;

Diagnéstico para pis;
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Figura D.6: O grafico do lado esquerdo mostra o diagnostico da cadeia de us da
série 1, para d = 4. O gréfico do lado direito mostra o diagnostico da cadeia us; da

série 1 para d = 20. Para ambos gréaficos é considerada a situacao 2 e v = 0.01.
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Figura D.7: O grafico do lado esquerdo mostra o diagnostico da cadeia de o2, da
série 2, para d = 4. O grafico do lado direito mostra o diagnostico da cadeia o2, da
série 2 para d = 20. Para ambos gréaficos é considerada a situacao 2 e v = 0.01.
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Figura D.8: O grafico do lado esquerdo corresponde a diferenga de o2, — 02, para
a combinacao de v = 0.01 e d = 4, enquanto o gréafico do lado direito corresponde
a diferenga de 02; — 02, para a combinagdo de v = 0.01 e d = 20. Para ambas as
diferencas, foi considerada a situacao 2.
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Figura D.9: Distribuicao a posteriori da probabilidade de mudanca para as Situacoes
1 (topo), 2 (meio) e 3 (base).
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Aplicacao

Figura D.10: Da esquerda para direita, diagnostico da média e da variancia do Reino
Unido e diagnostico da covariancia entre Reino Unido e Italia. Em todos os graficos
foram considerados o dia 28/6.
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Figura D.11: Diagnéstico para p.
3e-04
2e-04
by
8 2e-04 o g o
S Estimagdo S Estimagdo
= —|Média = —|Média
§ ---|Mediana § ---|Mediana
Q Q
Ie) Ie) 1e-04
0e+00 0e+00
jan abr jul out jan abr jul out
Instantes Instantes
0.00015
S 0.00010 o
S Estimagdo
s Média
g Mediana
s}
(&)
0.00005 P
0.00000
jan abr jul out
Instantes

Figura D.12: Estimativas para a covariancia, da esquerda para a direita, Italia
Portugal, [talia e Suica e Portugal e Suica
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Figura D.13: Estimativas para a covariancia, da esquerda para direita, entre Ale-
manha e Espanha, Alemanha e EUA, Alemanha e Franca, Alemanha e Grécia,
Alemanha e Italia, Alemanha e Portugal, Alemanha e Suica.
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Figura D.15: Estimativas para a covariancia, da esquerda para a direita, entre EUA
e Franca, EUA e Grécia, EUA e Italia, EUA e Portugal e EUA e Suica.
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Figura D.16: Estimativas para a covariancia, da esquerda para a direita, entre Franca
e Grécia, Franca e Italia, Franca e Portugal e Franca e Suica.
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