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E sabemos que todas as coisas concorrem para o bem daqueles
que amam a Deus, daqueles que sao chamados segundo o seu proposito.
Porque os que dantes conheceu, também os predestinou para serem
conformes & imagem de seu Filho, a fim de que Ele seja o primogénito
entre muitos irmaos; e aos que predestinou, a estes também chamou;
e aos que chamou, a estes também justificou; e aos que justificou,
a estes também glorificou.

Rm 8, 28-30.







Resumo

Comportamentos dindAmicos nao-lineares sao inerentes & maioria dos sis-
temas, senao a todos. Por isso mesmo, o estudo e a andlise de tais sistemas
é uma realidade nos mais diversos ramos das ciéncias. Desde a matemética
pura até ramos de aplicacao como as engenharias.

Um dos desafios mais comuns da ciéncia é a construcao de modelos que
expressem algumas caracteristicas de interesse de um dado sistema. A partir
de modelos, o sistema original vai sendo melhor compreendido. A obtencao de
modelos que expressem representativamente sistemas dindmicos nao-lineares
continua, no entanto, sendo um desafio.

Neste trabalho é investigado como as caracteristicas topologicas e dina-
micas de um sistema dinamico nao-linear podem auxiliar na reconstrucao de
campos vetoriais contidos no espaco de fases tridimensional. E mostrado, por
meio de alguns exemplos, que os modelos obtidos sao parcimoniosos e além
disso conseguem reproduzir o comportamento global do sistema, guardando
as propriedades locais. Para garantir formalmente a equivaléncia, ferramen-
tas de analise topologica sao empregadas.

O principal objetivo deste trabalho é a sintese de dinamicas nao-lineares
por meio de modelos afins por partes. Nesse sentido é desenvolvida uma
orientacao baseada na estrutura topologica de atratores estranhos para que
modelos afins por partes possam ser construidos. Também é explorada a
relacao entre superficie de chaveamento dos modelos e os parametros de bi-
furcacao dos sistemas abordados. Uma vez que os modelos obtidos, além de
representativos, sao parcimoniosos, circuitos eletronicos que implementam as
dindmicas foram projetados e montados.






Abstract

Nonlinear dynamics are inherent to the majority of the systems. There-
fore, the study and analysis of such systems it is a reality in most diverse
branches of sciences, from pure mathematics to applied sciences as enginee-
ring.

A common challenge of sciences is to built models that express some cha-
racteristics of interest in the system. From such models the original system
can be better understood. However, the building of models that express non-
linear dynamic systems representatively continues being an open challenge.

This work investigates how the topological characteristics and dynamics
of a nonlinear dynamical system can help in the vector field reconstruction
in the three-dimension phase space. It is shown by some examples that the
achieved models are parsimonious and moreover that, they reproduce the
global behavior of the system keeping the local properties. To guarantee
formal equivalence tools of topological analysis are used.

The main objective of this work is the nonlinear dynamic synthesis by
means of piecewise affine models. In this direction an orientation based on
the topological structure of strange attractors is developed so that piecewise
affine models can be constructed. Also the work explores the relation between
switching surface of the models and the system bifurcation parameters. Since
such representative models are parsimonious, electronic circuits that imple-
ment the dynamics were developed and tested.
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Capitulo 1

Introducao

Uma das mais importantes tarefas das ciéncias e, em particular, dos seus
ramos aplicados, é a construcao de modelos. A principal razdo é que modelos
sao um grande auxilio na compreensao da realidade e na resolugao de seus
problemas. Modelos servem para reduzir a complexidade da realidade de
maneira que se possa extrair caracteristicas de interesse. Construcao de
modelos é uma tarefa desafiante e ao mesmo tempo fascinante.

Entre as teorias desenvolvidas no sentido de explicar a realidade, encontra-
se a teoria de sistemas dinamicos nao-lineares. Por sistema entende-se uma
combinagao de componentes, que atuam conjuntamente e realizam um deter-
minado objetivo (Ogata, 1993). Um sistema é caracterizado como dinamico
quando a sua evolucao depende de seu estado anterior, isto é, o presente e o
futuro dependem de como foi o passado. Uma das atribuicoes dessa teoria
é descrever os possiveis regimes de operagao, ou seja, os possiveis comporta-
mentos de um dado sistema.

A teoria moderna de sistemas dindmicos nao-lineares foi desenvolvida por
Jules Henri Poincaré. Em 1890, Poincaré escreveu o trabalho que deu origem
ao que hoje é conhecido como teoria de sistemas dinamicos (Poincaré, 1890).
Nesse trabalho Poincaré preparou os fundamentos da anélise local e global
de sistemas dinamicos. Além de importantes conceitos que permeiam toda a
teoria como, por exemplo, o conceito de variedades, também foram utilizadas
ferramentas como o mapa de primeiro retorno (Holmes, 2005). Os trabalhos
de Poincaré deram a base para que se compreendesse o que hoje é conhecido
como comportamento dindmico cadtico.

Caos é um comportamento que apresenta uma aparente desordem quando
é verificada a sua evolucao temporal. Esse comportamento recebeu dife-
rentes denominagOes nas suas primeiras observagoes. Inicialmente, “fluxo
deterministico ndo-periddico” (Lorenz, 1963), e foi chamado até mesmo de
comportamento aleatério (Ueda, 1992). Apesar da aparente desordem, esse



2 Capitulo 1. INTRODUGAO

regime apresenta uma estrutura organizada e rica de informagao dinamica.
Verificou-se, mais tarde, que esse comportamento dindmico esté associado a
presenca de alguma nao-linearidade nas equagoes.

Até antes da década passada, a construcao de modelos estava quase que
exclusivamente restrita a equagoes que descrevem a fisica de processos. Ini-
cialmente, devido & complexidade dos sistemas, e associado a isso, a falta de
recursos computacionais, a maior parte das analises eram restritas a peque-
nas faixas de operagao. Os modelos resultantes dessa abordagem sao modelos
lineares. Cada vez mais tais modelos revelam-se insuficientes para satisfazer
objetivos modernos. Seja porque se deseja operar sistemas em maiores faixas,
ou porque se deseja conhecer e analisar regimes de operagao que nao podem
ser descritos por modelos lineares como, por exemplo, o comportamento ca6-
tico.

A partir de meados da década passada, um outro procedimento para cons-
trucao de modelos comegou a ser empregado de maneira crescente, a obtengao
de modelos a partir de dados experimentais (Aguirre, 2004). Essa préatica fi-
cou conhecida como modelagem empirica ou identificagao caixa preta. Mode-
los utilizados nesse segundo grupo possuem, em geral, grande capacidade de
aproximacao de funcoes ou até mesmo capacidade de aproximacao universal.
Dessas duas estratégias de construcao de modelos origina-se uma outra abor-
dagem que combina caracteristicas dos dois procedimentos. A construcao de
modelos é feita a partir de dados, porém utilizando alguma informacao au-
xiliar do sistema. Essa estratégia é conhecida como identificacao caixa cinza
(Corréa e Aguirre, 2004).

Modelos utilizados na modelagem empirica podem ser classificados em
dois grandes grupos: modelos globais e modelos com estruturas por partes.
Os modelos globais explicam toda a faixa de observagao da realidade com
uma tunica estrutura. Nos modelos com estrutura por partes, cada parte
do modelo se encarrega de explicar uma tnica parte das observagoes. Essa
segunda abordagem, pela propria filosofia de construcao, é capaz de fornecer
interpretacoes dos comportamentos locais, além de ser capaz de fornecer uma
explicacao para o comportamento global. Por isso mesmo, essa abordagem
apresenta grande proximidade com a forma como as engenharias resolvem
problemas. Ou seja, determinam-se pontos de operacao e, em torno desses
pontos, desenvolvem-se modelos simples, geralmente lineares.

O estudo das caracteristicas de modelos e o desenvolvimento de procedi-
mentos para determinagao de reconstrugao de regimes dinamicos apresenta-se
como uma importante contribuicao tanto para a area de dinamica nao-linear
quanto para a area de modelagem e identificagdo de sistemas.
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1.1 Objetivos

A partir da segunda metade da década de 80, foram desenvolvidas fer-
ramentas que permitiram a caracterizacao de sistemas dindmicos caoticos.
Essas ferramentas compoem o chamado método topolégico de caracteriza-
cao. Esse arcabouco de ferramentas possibilitou uma forma de conhecer a
estrutura topolégica do comportamento cadtico, bem como os mecanismos
que produzem a dinadmica. Apesar de tais métodos fornecerem um modelo,
no sentido de que explicam a formacao da dinamica, esses modelos nao sao
uma reconstrugao das equagoes que reproduzem a dindmica.

Para realizar essa reconstrucao pode-se empregar modelos globais ou mo-
delos com estrutura por partes. Esse segundo grupo foi adotado neste tra-
balho por apresentar relativa facilidade de fornecer nao apenas informacgao
local, mas também os elementos fundamentais que formam a dindmica, as
variedades.

Esses modelos, no entanto, apresentam duas dificuldades principais. A
primeira é que a determinacao da divisao do espaco é uma tarefa nada trivial.
Tanto assim que em (Shorten et al., 1999) é advertido que a obtencao de infor-
magcoes locais deve ser tomada com extrema cautela . A segunda dificuldade
refere-se ao elevado nimero de partes quando a complexidade dos sistemas
aumenta (Hiew, 1994; Storace e De Feo, 2004), caracteristica conhecida como
“a maldigdo da dimensionalidade” (the curse of dimensionality).

A metodologia proposta neste trabalho utiliza informacgoes do sistema,
obtidas por meio de anéalise topolégica, para orientar o processo de construgao
do modelo e, conseqiientemente, a reconstrucao da dinamica proposta.

Tendo em vista a proposta de construcao baseada em topologia, os obje-
tivos dai decorrentes sao assim resumidos:

e Investigar como a conexao entre as partes do modelo, isto ¢, os submo-
delos afins, determina o comportamento resultante. Assim, objetiva-se
escolher superficies de chaveamento de modo a garantir a equivaléncia
com as topologias de sistemas nao-lineares.

e Estudar formas de parametrizar o processo de chaveamento entre os
submodelos afins de modo que o modelo resultante possa representar o
sistema nao apenas para um tnico ajuste de parametro, mas em uma
ampla faixa de variacao desse parametro.

e Verificar como os modelos obtidos podem ser utilizados para sintese
de circuitos eletronicos. Para isso sistemas com diferentes estruturas
topologicas sao empregados para testar o procedimento de sintese de
circuito.
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1.2 Organizacao do texto

O Capitulo 2 apresenta alguns fundamentos de dinimica nao-linear e
anélise topologica necessarios para a leitura do trabalho. Optou-se por uma
abordagem mais geométrica dos fundamentos de dindmica nao-linear. No
final do capitulo sao apresentadas as ferramentas e o método de anélise to-
pologica.

Uma breve revisao da vasta area de modelos com estrutura por partes
é apresentada no Capitulo 3. Esse capitulo aborda algumas das vérias es-
truturas equivalentes aos modelos afins por partes. Também é detalhada a
estrutura desse tipo de modelo.

O Capitulo 4 apresenta uma investigagao da estrutura dos modelos afins
por partes tendo em vista a reconstrucao de campos vetoriais. Para isso,
verifica-se como essa representacao de modelo reconstréi os principais ele-
mentos topolégicos que compdem a dinamica cadtica. Os resultados dessa
investigacao servem como orientacao para o procedimento de construgao de
modelos afins por partes.

Reconstrucao de campos vetoriais por meio de modelos afins por partes é
tratada no Capitulo 5. E verificado como a superficie de chaveamento entre
os submodelos pode ser determinada de modo a reproduzir a dindmica de co-
nhecidos sistemas da literatura, os sistemas de Rossler e de Lorenz. Também
¢ mostrado nesse capitulo como parametrizar a superficie de chaveamento de
modo a reproduzir a seqiiéncia de bifurcagoes dos sistemas.

Aplicagoes sao tratadas no capitulo 6. Duas aplicacoes ilustram a meto-
dologia proposta. A primeira se refere a sintese de circuitos. Sao fornecidas
duas possiveis configuracoes de circuitos para reproduzir dinamicas codifica-
das na forma afim por partes. A outra aplicacao refere-se a identificacao de
um processo de eletrodissolugao potenciostatica do cobre. Nessa modelagem
parte-se apenas das medi¢oes de uma variavel do processo.

No capitulo 7, conclusoes finais e propostas de continuidade sao discuti-
das.



Capitulo 2

Fundamentos de Dinamica
Nao-Linear e Analise Topolbogica

Nos tltimos anos, o processo de identificagdo de sistemas dindmicos co-
nhecido como caixa-cinza vem sendo bastante empregado (Corréa, 2001).
Esse tipo de abordagem possui a relativa facilidade de obtencao de modelo,
caracteristica de processo caixa-preta e a possibilidade de utilizacao de co-
nhecimento a priori como auxilio tanto na escolha da estrutura quanto na
estimacao de parametros.

Extracao de informagao a partir de séries temporais ja é realizada para
pontos fixos (Aguirre e Souza, 1998), orbitas periodicas instéaveis (So et al.,
1997), diagramas de bifurcagio (Bagarinao et al., 1999a,c,b), invariantes to-
pologicos (Letellier et al., 1995c), entre outras. Essas informagoes contri-
buem para a utilizacao da estratégia caixa cinza. Neste trabalho informagao
de pontos fixos e da topologia do atrator sao utilizadas na construgao de
modelos afins por partes.

O objetivo deste capitulo é apresentar as definicoes de conceitos funda-
mentais na area de sistemas dinamicos nao-lineares, além de descrever as
ferramentas e o procedimento de andlise topoldgica utilizados nos préximos
capitulos.

2.1 Sistemas dinamicos nao-lineares

Quando se trata de sistema fisico, pode-se dizer que o sistema é dinamico
quando h4 algum elemento armazenador de energia. Em termos gerais, diz-se
que um sistema é dindmico quando o valor das varidveis, em um dado ins-
tante, possui alguma dependéncia temporal dos valores passados. A forma
matematica de representacao de um sistema dindmico em tempo continuo,
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adotada neste trabalho, é baseada em (Wiggins, 1990; Guckenheimer e Hol-
mes, 1983):
% = £(x.t; ), (2.1)

comx CUCR, tCICR!' epuecV CRP, sendo que o ponto & esquerda
na equagao (2.1) representa o operador “%” aplicado ao vetor de estados do
sistema x, R” é o espaco de estados, ¢ é o tempo, pu é o vetor de parametros e
f(-,-;-) uma funcdo suave nao-linear n-dimensional chamada campo vetorial.

A solucao da equacgdo (2.1) é uma fungao suave ¢(t,ty,xs,) definida para
todo p € U et eI, tal que

(10,510 er = £ (tst0,x10) 15 1), (2.2)

dt
para todo ¢ € U e 7 € I (Guckenheimer e Holmes, 1983). Ao conjunto
de todas as solugbes ¢(t,ty,xs,) dé-se o nome de fluro. Diz-se que o campo
vetorial f gera o fluxo (Guckenheimer e Holmes, 1983).
Quando nao ha necessidade de representar a dependéncia temporal ou
dos parametros, a fungdo ndo-linear f é descrita apenas como f(¢). A fun-

¢ao ¢(t)! ¢é interpretada geometricamente como uma curva em R* (Wiggins,
1990).

(2 ()

0.8F
0.6

0.4 05

0.2F

)
)

-0.2F

-0.4F

-06 1

0.5 20
-0.8F

71 70‘,8 ’D‘G 7014 *D‘,Z &10‘.2 0‘4 0.‘6 U‘.B ‘1 xl -1 0 t
Figura 2.1: Solugao do sistema dindmico (2.3) para condigao inicial [ 10 ]T.
(a) orbita (b) curva integral.

A fungdo ¢(t,tg,xs,) é referida como a trajetoria do sistema partindo do
ponto x;, em t = ty, isto é, partindo da condi¢do inicial x(¢y) no tempo
inicial ty. E definido como 6rbita o conjunto de pontos do espaco de estados

LComo os sistemas abordados neste trabalho sdo auténomos, isto é, podem ser expressos
omitindo-se a dependéncia temporal, a notagdo serd simplesmente ¢ ().
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associados com a trajetéria que passa pelo ponto x(#;). Como exemplo,
considere as equagoes do sistema linear (Wiggins, 1990),

{ f = o (2.3)

Z"Q = —T1.

A trajetoria que parte da condicdo inicial x = [ 10 ]T seré

z(t) | cos(t)
xo(t) | | —sen(t) |-
A orbita associada a essa condicao inicial é descrita pela relacao
.T12 + 1'22 =1.

Quando num mesmo grafico sdo impressos os valores da trajetéria e o cor-
respondente valor de tempo, da-se o nome de curva integral. Na Figura 2.1
sdo mostradas a orbita e a curva integral do sistema (2.3).

Um conceito que sera muito 1til no decorrer do texto é o conceito de
diagrama de fases ou retrato de fases. O retrato de fases é o conjunto de
todas as trajetorias do campo vetorial ou mapa (caso discreto) (Monteiro,
2002). O conhecimento da geometria do retrato de fases contribuird para a
construcao de sistemas dinadmicos nao-lineares, como sera visto nos proximos
capitulos.

“O estudo de sistemas dindmicos nao-lineares, de um ponto de vista ge-
ométrico, comeca exatamente com o estudo da evolucao da trajetéria no
retrato de fases” (Wiggins, 1990).

2.1.1 Propriedades gerais de campos vetoriais

Considere que a funcdo f(¢) em (2.1) é C", (r > 1) em algum conjunto
aberto U C R™.2 A seguir, ¢ enunciado o teorema que garante a ezisténcia e
unicidade de solugoes de (2.1) com respeito as condigoes iniciais.

Teorema 2.1.1 (Existéncia e Unicidade de solugbes) Seja x;,, € U.
Entdo existe uma solu¢io de (2.1) partindo de xyz, em t = 1y, denotada
por @(t,to,Xs,) com @(to,lo,Xe,) = Xe, para ||t — to|| suficientemente pequeno.
FEsta solugdo € inica no sentido que qualquer outra solug¢io de (2.1) partindo
de xy, em t = ty deve ser a mesma @(t,ty,xy,) no seu intervalo comum de
eristéncia. Além disso, ¢(t,ty,xy,) € uma fungdo r vezes diferencidvel C™ de
t, to e xy, (Wiggins, 1990).

2Uma funcdo é dita C™ se é continua e possui suas r derivadas continuas, no dominio
das varidveis.



8 Capitulo 2. DINAMICA NAO-LINEAR E ANALISE TOPOLOGICA

O teorema acima possui uma importante implicagao geométrica. Se existe
uma unica solugao partindo de x,, isso significa que as trajetérias de um
sistema dinamico nunca se cruzam. Essa observacao é importante quando se
deseja fazer a imersdo de um sinal, ou seja, reconstruir o atrator a partir de
uma série temporal.

A seguir serao apresentadas defini¢oes referentes ao comportamento as-
sintotico de sistemas dinamicos.

2.1.2 Conjuntos w e « limites

G. D. Birkhoff é conhecido na literatura como o maior continuador dos
trabalhos de Poincaré (Holmes, 2005). Os conceitos a seguir foram definidos
por Birkhoff, em 1922 (Monteiro, 2002).

Defini¢ao 2.1.1 (Ponto w limite) Um ponto q é um ponto w-limite de um
ponto p se existe uma seqiéncia @(t1,t0,p), @ (t2,t0,P),-- - de maneira que
d(t,to,p) = q quando t — oo.

O conjunto de todos os pontos w-limite de um sistema é chamado de conjunto
w-limite e é denotado por w(p).

Definicao 2.1.2 (Ponto « limite) Um ponto q é um ponto a-limite de um
ponto p se existe uma seqiéncia @(t1,t0,p), d(t2,t0,P),-..de maneira que
o(t,to,p) = q quando t — —oo.

De maneira similar, o conjunto de todos os pontos a-limite de um sistema, é
chamado de conjunto a-limite e é denotado por a(p). O conjunto w(p) esta
diretamente relacionado ao regime permanente de um sistema dinamico.

As definigoes a seguir estao relacionadas diretamente com os regimes de
um sistema. Esse conceito serd um dos elementos chave para que seja reali-
zada a reconstrucao da dinamica dos sistemas.

2.1.3 Atrator
A seguir o conceito de atrator é definido como em Wiggins (1990).

Defini¢ao 2.1.3 (Conjuntos invariantes) Seja um conjunto S € R".
FEsse conjunto € dito invariante em relagdo ao sistema x = f(x) se para
qualquer x(to) € S, ¢(t,to,xs,) € S Vt € R.

Definigao 2.1.4 (Conjunto atrativo) Um conjunto invariante fechado
S CR" € chamado um conjunto atrativo se hd alguma vizinhang¢a U de S
tal que Vxy € U, YVt > 0, ¢(t,to,xy) € U e ¢(t,to,xy) — S quando t — oo.
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Definicao 2.1.5 (Bacia de atragao) O dominio ou bacia de atragdo de S
é dado por |J ¢(t,to,xu).

Definigao 2.1.6 (Transitividade topolégica) Um conjunto fechado in-
variante S € dito ser topologicamente transitivo se, para qualquer dois con-
juntos abertos relativos U, V. C S, 3 t € R| ¢(t,to,xpg) NV # 0.

Definigao 2.1.7 (Atrator) Um atrator é um conjunto atrativo topologica-
mente transitivo.

2.1.4 Atratores em R®

Atratores sao particularmente importantes no estudo e analise de sistemas
dindmicos nao-lineares. Em geral, a analise de sistemas dinamicos comega
por um atrator de dimensao zero chamado ponto fixo.

Ponto fixo

O ponto fixo é todo ponto que satisfaz x(t) = X, V¢, sendo X um vetor
constante. A determinacdo de pontos fixos, seja analiticamente (Monteiro,
2002), ou por meio de estimagdo (Aguirre e Souza, 1998), é um topico de
grande relevancia, uma vez que a analise de estabilidade local de sistemas é
feita em torno desses pontos.

Para sistemas continuos, os pontos fixos sao as solucoes de:

x = f(x) = 0. (2.4)

A equacdo (2.4) mostra que ponto fixo, que tem dimensao zero, é todo ponto
em que a taxa de variacao x no tempo é nula.

Ciclo limite

O ciclo limite ¢ um objeto de dimensao 1. No dominio do tempo é ca-
racterizado por um comportamento oscilatério. A seguir é apresentada a
defini¢do ciclo limite (Monteiro, 2002).

Definicao 2.1.8 (Ciclo limite) Um ciclo limite é uma drbita associada a
uma trajetoria fechada e isolada, que pode aparecer no retrato de fases de
sistemas nao-lineares.

Trajetoria isolada significa auséncia de outras trajetorias fechadas infinitesi-
malmente préoximas. Um exemplo de ciclo limite é mostrado na Figura 2.2
(a). O ciclo limite foi produzido pelo circuito de Chua (Chua, 1992). Esse
regime foi obtido para valor de pardmetro R = 0,617. O parametro R é o
valor do resistor do circuito de Chua.
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Figura 2.2: (a) Ciclo limite apresentado pelo sistema de Chua para valor
do parametro R = 0,617 (b) Superficie toroidal obtida pela sistema A de
Sprott para condigdo inicial (x1,79,23) = (1,0,0) (c) comportamento cadtico
produzido pelo sistema de Shil’nikov para valor de parametro b = 0,82.

Superficie toroidal

Esse regime é caracterizado por comportamento periédico ou quase-
periddico. A principal distin¢cdo que se faz em relacao ao ciclo limite é que,
nesse caso, o regime é composto por duas freqiiéncias fundamentais indepen-
dentes cuja razao é irracional. O atrator resultante desse comportamento é o
toro, que é um objeto de dimensao 2. A Figura 2.2(b) mostra uma superficie
toroidal do sistema A de Sprott

.fl = T2
.fg = —I1 + ToT3
33.3 = 1- 33%

A superficie toroidal é obtida quando a condigdo inicial é (x1,22,23) = (1,0,0).
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Atrator estranho

O regime caoético é caracterizado pela aparente irregularidade no dominio
do tempo e pela impossibilidade de se fazer previsoes a longo prazo. De ma-
neira mais estrita caracteriza-se o regime cadtico por espectro de freqiiéncias
continuo, dimensao do atrator fracionaria, sensibilidade a condi¢oes iniciais
(Fiedler-Ferrara e Prado, 1994). Na figura 2.2 (c¢) é apresentado um exemplo
de atrator estranho produzido pelo sistema de Shil’nikov

.fl = X9
.fg = I3
.T.g = —T9 — 0,3375.’E3 + fc(ﬂfl).

sendo,

£(z1) = 1 — bz, se x1 >0
AT 1 40,6336252, se 21 < 0.

2.1.5 Estabilidade de pontos fixos

Em termos gerais, diz-se que um sistema é estavel se, para qualquer con-
digdo inicial x (o) proxima de um ponto fixo X, o sistema permanece préximo
ao ponto fixo para qualquer tempo posterior a t;. No caso de estabilidade
assintotica o sistema converge ao ponto fixo quando o tempo tende a infinito.
A seguir essas idéias sdo formalizadas como em Wiggins (1990).

Estabilidade de Lyapunov

Um ponto fixo X é estavel se, dado um e > 0 existe um § = d(e) > 0
tais que, para qualquer outra solugdo ¢(t), da equacdo (2.1), que satisfaz
IIX — &(to,to,xs,)|| < 9, entdo ||X — @(t,t0,x4,)|| < € para t > g, to € R.

Estabilidade assintotica

Um sistema serd assintoticamente estavel se o ponto fixo X é esta-
vel no sentido de Lyapunov e se existe uma constante b > 0 tal que, se
IIX — @(to,t0,Xxt,)|| < b, entdo lim; o ||X — ¢(t,t0,%¢,)|| = 0.

Determinacao de estabilidade

Sistemas lineares autonomos invariantes em tempo continuo tém a se-
guinte forma funcional:
x = Ax. (2.5)
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Para uma anélise da estabilidade desses sistemas basta calcular os autovalores
da matriz A. Tém-se trés situacoes possiveis em se tratando da estabilidade:

1. assintoticamente estavel: todos os autovalores possuem parte real ne-
gativa;

2. estavel no sentido de Lyapunov: nao tem autovalor algum com parte
real positiva;

3. instavel: pelo menos um dos autovalores possui parte real positiva.

Associado aos autovalores tem-se uma outra informacao importante sobre o
sistema, a geometria do retrato de fases em torno dos pontos fixos. Essa
geometria conduz a uma classificagao de pontos fixos. Detalhes sobre essa
classificagdo podem ser encontrados em (Fiedler-Ferrara e Prado, 1994). A
Figura 2.3 mostra trajetorias de diferentes retratos de fases bidimensionais.
Na Figura 2.4 sao mostradas trajetorias no espago tridimensional. Em traco
fino, trajetorias contidas em conjuntos invariantes tratados na proxima sub-
secao. A linha cheia mostra trajetorias contidas em conjuntos invariantes do
mesmo sistema apos serem alterados os autovetores. Essa ilustracao revela
que os autovetores determinam as direcoes dos conjuntos invariantes asso-
ciados a cada autovalor. Ou seja, autovetores determinam as direcoes de
estabilidade local de um sistema. Esses conjuntos invariantes, as variedades,
sao tratados na préxima subsecao.

Linearizacao

No caso de sistemas nao-lineares, uma alternativa para analise de estabi-
lidade local é linearizar o sistema em torno dos pontos fixos.
Dada uma regiao em torno de um ponto fixo py,

X=PgtYy. (2.6)

Substituindo a equagdo (2.6) em (2.1) e expandindo usando série de Taylor
em torno do ponto fixo py, resulta em:

X =p,+y=£f(p,) +I(p)y + Olyl*), (2.7)

sendo O(||ly||>) os termos de ordem maior ou igual a dois na expansdo de
Taylor. Usando f(p,) = 0, a equagao (2.7) torna-se:

y = 3(py)y + Olyll*). (2.8)
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()

Figura 2.3: Trajetorias dos diferentes retratos de fases bidimensionais. (a)
N6 estavel (b) foco estavel (c) foco instavel (d) centro.
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Figura 2.4: Trajetorias no espago tridimensional. Em traco fino, trajetorias
contidas em conjuntos invariantes (variedades dos pontos fixos). A linha cheia
mostra trajetorias contidas em conjuntos invariantes do mesmo sistema apo6s
serem alterados os autovetores.
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Tomando apenas o termo linear da expansao tem-se entao o seguinte sistema
linear associado:

y =J(py)y, (2.9)

sendo J(p,) a matriz jacobiana avaliada no ponto fixo p,. A matriz jacobiana
é definida como

dfi(x)  dfi(x) df1 (x)
dzx1 dxo dxy,
dh(x)  db(x)  dh(x)
Jx)=| % 2 7T dm (2.10)
Unx)  dfu(x) dfn ()
dzx1 dxo e dzxy,

Dessa aproximagao surge uma importante pergunta a ser respondida antes
de se utilizar a equagdo (2.9) para anéalise de estabilidade: em que condigGes
pode-se garantir equivaléncia local entre o sistema nao-linear e o sistema li-
nearizado? Isto é, a aproximagcao linear é suficiente para descrever o sistema
nao-linear em torno dos pontos fixos?

O seguinte teorema responde a essa pergunta.

Teorema 2.1.2 (Hartmam-Grobmam) Se a matriz jacobiana de um sis-
tema nao-linear tomada em um ponto fizo, nao possuir autovalores nulos
ou puramente imagindrios, entao existe uma fun¢do h (homeomorfismo) de-
finida em alguma vizinhanga do ponto fizo que localmente toma as orbitas
do fluxo nao-linear e as leva ao fluro linear associado. O homeomorfismo
preserva o sentido das orbitas e pode também ser escolhido para preservar a
parametrizacdo no tempo (Fiedler-Ferrara e Prado, 1994).

Respeitada a condicao do teorema acima, andlise local de sistemas nao-
lineares em torno dos pontos fixos pode ser feita por meio da matriz ja-
cobiana.

Na proxima subsecao o conceito de variedade é abordado. Esse conceito
é muito importante para o entendimento da reconstrucao de atratores a ser
tratada nos capitulos 4 e 5.

2.1.6 Variedades

O conceito completo de variedade é bastante amplo e seu tratamento
completo foge ao escopo deste trabalho. Para uma introducao ao assunto veja
(Lee, 2000). Dentro dos objetivos deste texto, variedade pode ser entendida
como:
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1. Contexto linear: O subconjunto E de um espaco vetorial R é uma
variedade linear de R” quando E = {p + S} para algum vetor p de R"
e algum subespago S de R* (Kaplan, 1973). O vetor p é chamado um
lider de E e o subespago S é chamado espaco base de E.

2. Contexto nao-linear: Uma superficie imersa no R" que pode ser local-
mente representada como um grafico de uma fungao (Wiggins, 1990).

Também é importante salientar que uma variedade possui localmente
a mesma estrutura de R". Ter a mesma estrutura significa que existem
transformacoes locais de variaveis que tomam os pontos da variedade e levam
aos pontos do espaco euclidiano de dimensao correspondente.

A terminologia usada para representar as variedades lineares estaveis,
instaveis e central sera Egd, E;,d e Ef,d. Sendo d a dimensédo da variedade, p o
ponto fixo associado a variedade e “7”, “e” e “¢” significam, respectivamente,
os termos instavel, estavel e central.

Os exemplos que seguem fornecem uma visao geométrica do conceito de
variedade. Serd possivel verificar que o ponto fixo € um ponto a-limite de
qualquer ponto da variedade instavel e, de maneira similar, € um ponto w-
limite de qualquer ponto da variedade estavel.

Os trés primeiros exemplos sao de sistemas lineares. A Figura 2.5 apre-
senta simulagoes desses sistemas, observa-se em tracgo fino trajetorias conti-
das nas variedades e, em linha cheia, trajetorias com condic¢ao inicial fora das
variedades.

O primeiro tem a seguinte equacao

:E.Q = 1 -1 0 T9
T3 0 01 T3

Esse sistema linear apresenta uma variedade linear estivel e uma varie-
dade linear instavel,

Ee.2 = {(371,.’172,373) € R2 ‘373(0) = 0},
EZ1 = {(.Tl,.Tg,.’Eg) eR | :cl(O) = 332(0) = 0} .

A Figura 2.5 (a) mostra trajetorias desse sistema. O segundo sistema é
descrito abaixo,

:fl —1 0 0 T
.’1}:2 = 0 -1 0 i)
.’1}:3 0 01 T3
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Nesse sistema linear tem-se duas variedades lineares estaveis e uma variedade
linear instavel,

ES = {(z1,22,23) €R | 15(0) =2 0
E% = {(331,.%‘2,333) eR | .7)1(0) = LL‘3(0) =0
E' = {(z1,72,23) €ER|2,(0) = 0

As trajetorias desse sistema sdo mostradas na Figura 2.5 (b). O sistema da
Figura 2.5 (c) é descrito como

i 01 0]z
g =100 a]|. (2.11)
o 00 1] s

O sistema (2.11) apresenta as variedades

EC.1 = {($1,$2,$3) eR | .’12'3(0) = 0},
EZ2 = {($1,$2,$3) € R2 | .’1?1(0) = 1'2(0) = 0} .

O chaveamento de poucos sistemas lineares pode resultar em comporta-
mentos complicados. A Figura 2.6 mostra um atrator estranho produzido
pelo oscilador de Chua (1992). Esse oscilador é composto localmente por um
sistema linear e dois sistemas afins. Em traco fino, mostram-se trajetorias
contidas nas variedades dos pontos fixos. Neste sistema, as variedades sao lo-
calmente lineares. Em linha cheia, o atrator estranho dupla volta do circuito
de Chua. Os valores para simulacio foram extraidos de Kennedy (1992).
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Figura 2.5: Trajetorias de retratos de fases referentes aos seguintes pontos
fixos: (a) ponto fixo sela-foco (b) ponto fixo sela-n6 (¢) Ponto fixo centro.
Como pode ser verificado, trajetorias que nao partem das variedades apre-
sentam um comportamento que é uma combinacao do comportamento nas
variedades. Em linha cheia, trajetérias que partem de condicgoes iniciais fora
das variedades. Em traco fino, trajetorias contidas nas variedades.
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7

=\
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Figura 2.6: Atrator cadtico dupla volta obtido pela combinacdo de variedades
lineares de 3 pontos fixos sela-foco. Os pontos fixos simétricos apresentam
variedades E¢' e E?, e o ponto fixo trivial E"* e E®%. As trajetérias contidas
nas variedades estao em traco fino e o atrator em linha cheia.

A seguir, um exemplo de variedade nao-linear quadratica (Hale e Kogak,
1991). Seja o sistema

Ilfl = —T
33.2 = +.’L’12 + Zo.
As solucoes analiticas para esse sistema sao:

z1(t) = z1(0)e ",

() = —%xl(O)Qe_Qt + (%xl(())? + x2(0)> . (2.12)
As variedades de (2.12) sao:
1 1 2
we = {($1,.T2) eR | l‘Q(O) = —5331(0) } , (213)
EY = {(z1,22) €R | z1(0) =0}, (2.14)

sendo, W¢ a variedade ndo-linear estavel e E*! a variedade linear instéavel,
ambas de dimensdo 1. A Figura 2.7 mostra trajetérias de (2.12).
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Figura 2.7: A variedade instavel é linear e a variedade estavel é uma funcao
quadratica.

2.2 Ferramentas de analise

Nesta secao serdao brevemente abordadas algumas ferramentas de ana-
lise de sistemas dindmicos nao-lineares, a saber: imersao, secao de Poincaré
e diagrama de bifurcagdo. Uma revisdo sobre o assunto é encontrada em
(Fiedler-Ferrara e Prado, 1994; Monteiro, 2002).

Imersao

Geralmente, em se tratando de problemas reais, é comum que se tenha
acesso a apenas uma das varidveis de estado do sistema. A técnica utilizada
para reconstruir o atrator, por meio de uma série temporal z(k), é conhecida
como imersao. Tomando a série z(k) e a série de valores passados z(k — 7)
é possivel obter uma reconstrucao da topologia do atrator do sistema e em
caso de baixa dimensao pode-se ter uma idéia até mesmo da dimensao do
atrator (Packard et al., 1980). Essa equivaléncia entre as variaveis de estado
e as coordenadas de atraso foi provada por Takens (1981). A Figura 2.8
ilustra o procedimento. Foi tomada a variavel z; do sistema de Rossler
para valores de parametros (a;b;c) = (0,432;2;4). Faz-se a reconstrugao
do atrator desenhando um gréfico que relaciona z(k) e z(k — 7), sendo 7 o
atraso de tempo. As Figuras 2.8(b) e (d) mostram casos de reconstrugoes
inadequadas. Para 7 = 10 verifica-se equivaléncia entre o atrator da Figura
2.8(a) e a reconstrugao da Figura 2.8(c).
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(b)

wQ(t)
z1(k—T1)

z1(k — 1)

Figura 2.8: Imersao da série temporal da varidvel x; do sistema de Rossler
(a) projecao do atrator de Rossler no plano z1z, (b) Imersao feita com 7 =1
(c) Imersao feita com 7 = 10 (d) Imerséao feita com 7 = 50.

E interessante observar que um atraso de tempo “baixo” para um deter-
minado sistema pode nao fornecer informacao sobre a topologia do atrator.
Quando o atraso é aumentado, verifica-se que é produzido um atrator re-
construido com as mesmas caracteristicas topologicas que o atrator original,
desde que seja atendida uma condicao de dimensao do espaco de imersao.
Para valor de atraso “muito alto”® o sistema reconstruido perde a informacao
do atrator, ou seja, a topologia reconstruida nao é equivalente.

A reconstrugao por coordenadas de atraso nao é a tinica forma de recons-
trucdo de atratores, também podem ser citadas imersao por espacgo de fases
diferenciais, decomposicao por valor singular, entre outras.

Secao de Poincaré

A secao de Poincaré consiste na interseccao entre trajetorias de um sis-
tema e um plano que corta o fluxo de maneira transversal. O uso de
secao de Poincaré proporciona reducao de dimensionalidade de um pro-

blema. Por exemplo, um sistema tridimensional continuo é reduzido para
um sistema bidimensional discreto na secao de Poincaré. Um ponto im-

30s termos muito alto, alto, bairo dependem da taxa de amostragem do sistema.
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portante a se observar na construcao de uma secao de Poincaré é que as
trajetorias devem cruzar o plano que determina a secao sempre no mesmo
sentido. A Figura 2.9 (a) mostra o atrator de Rossler sendo seccionado
por duas segdes de Poincaré. As Figuras 2.9 (b) e (¢) mostram as referi-
das segbes. A secao de Poincaré da Figura 2.9(b) pode ser definida como
P = {(x9,23) € R? | 2y =0,1236 ¢ &; > 0}. A outra secdao Figura 2.9(c)
foi definida como P, = {(z1,23) € R?| zo = —0,4689 e 15 > 0}.

()

0 L L L L L L L L L L L L
-5 -4.5 -4 73‘% -3 -2.5 -2 2 22 24 2.6 2‘% 3 3.2 3.4 36

Figura 2.9: (a) Atrator do sistema de Rossler e se¢oes de Poincaré (b) Secéo
de Poincaré em z; = 0,1236 e 21 > 0 (c) Segao de Poincaré em zo = —0,4689
e Zo > 0. Os valores tomados para x; e xo sao as coordenadas de do ponto
fixo envolvido pelo atrator cadtico.
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2.2.1 Bifurcacao local

Apenas sera abordada bifurcacao de pontos fixos. A bifurcagao de ciclos
pode ser estudada, em muitos casos, utilizando secoes de Poincaré, o que
reduz a analise ao estudo da bifurcacao de pontos fixos do mapa de Poincaré.

Foi Poincaré quem introduziu o termo em 1885, referindo-se & mudanca
qualitativa do retrato de fases de um sistema dinamico quando um parametro
i passa por um valor critico (Monteiro, 2002). O conceito também pode ser
entendido como uma mudanca da estabilidade e ou do niimero de pontos fixos
reais de um sistema. O nimero total de pontos fixos (reais e complexos) de
um sistema é um invariante topolégico (Gilmore e Lefranc, 2002).

Diferentes padrdes de bifurcacdo e suas respectivas formas normais* sao
comentados abaixo. A anélise de estabilidade pode ser encontrada em Fiedler-
Ferrara e Prado (1994).

Bifurcacao sela-né: Esta bifurcagao é marcada pela variagao do ntimero
de pontos fixos reais. Antes da bifurcacdo nao ha nenhum ponto fixo real,
apos a bifurcagao aparecem um ponto fixo estavel e um ponto fixo instavel.

Forma normal: & = u — 2.

Bifurcacao transcritica: Na bifurcacao transcritica nao ha variagao do
numero de pontos fixos reais, o que ocorre é mudanca de estabilidade dos
pontos fixo apos a bifurcagao.

Forma normal: & = ux — x°.

Bifurcacgao forquilha: A bifurcacao forquilha apresenta mudanca tanto
no nimero quanto na estabilidade de pontos fixos reais. Pode ser de dois
tipos:

e supercritica — Na supercritica ha o ponto fixo trivial estavel antes da
bifurcacdo. Apods a bifurcacao o ponto trivial torna-se instavel e além
desse ponto aparecem dois outros simétricos e estaveis.

Forma normal: & = px — x3.

e subcritica — Na subcritica h& dois pontos simétricos instaveis e o
ponto fixo trivial estavel antes da bifurcagao. Apds a bifurcacao apenas
encontra-se o ponto fixo trivial instavel.

Forma normal: & = px + 3.

Na Figura 2.10 sao mostrados diagramas de bifurcacdo de sistemas que apre-
sentam bifurcagoes sela-né, transcritica e forquilha.

4A forma normal de um campo vetorial é a forma mais simples em que se pode reescrevé-
lo, por meio de polindmios, de modo a ainda ser possivel reproduzir o retrato de fases
(Monteiro, 2002).
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Diagrama de bifurcacao

O diagrama de bifurcacao é um grafico que relaciona o parametro de
bifurcacdo e o comportamento estacionario da saida do sistema. E uma
ferramenta utilizada na analise do comportamento de um sistema em uma
faixa de valores do parametro de bifurcagdo. Por isso mesmo, essa ferramenta
vem sendo utilizada como método de validagdo de modelos em identificagao
de sistemas dindmicos nao-lineares (Aguirre e Billings, 1994; Corréa et al.,
1999).

(a) (b

0.8 4 08

0.6 1 061

04 1 0.4

0.2 4 0.2

.
.
L 1 L L L L L L L L L
l,l/ 05 1 -1 -08 -06 -04  -02 71 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.8 4 08

0.6 4 0.6

0.4 4 0.4

0.2f 1 0.2

.
-1 . . B S . .
-05 0 I«L 05 1 -1 -05 ILL 0 05

Figura 2.10: Diagramas de bifurcacdo: (a) bifurcagio sela-né (b) bifurca-
¢ao transcritica (c¢) bifurcagao forquilha supercritica (d) bifurcagao forquilha
subcritica.
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2.3 Dinamica global

Nesta secao sao abordados alguns aspectos de dinamica global, bem como
de bifurcagoes globais.

2.3.1 Orbitas homoclinicas e heteroclinicas

A verificacdo da presenca ou auséncia de oOrbitas homoclinicas e hete-
roclinicas ¢ uma importante informacao para o estudo global de sistemas
dinamicos nao-lineares.

Orbitas homoclinicas sdo érbitas de um ponto de sela que ligam o ponto
a si mesmo, isto é, a trajetoria ¢(t) tende ao ponto fixo p quando ¢t — +oc.
Tais orbitas sao parte de uma variedade estivel e parte de uma variedade
instavel do mesmo ponto fixo. Exemplo dessa érbita é mostrado na Figura
2.11. Essa orbita homoclinica é obtida pelo sistema de Shil'nikov.

Figura 2.11: Orbita homoclinica do sistema de Shil’nikov.

Shil’nikov provou que a existéncia de caos pode ser provada rigorosamente
se entre pontos fixos sela-foco existirem conexoes homoclinicas ou heterocli-
nicas (Silva, 1993).

As orbitas heteroclinicas sao conexoes entre variedades de diferentes pon-
tos fixos. A trajetoria ¢(t) tende ao ponto fixo p; quando t — +oo e tende
ao ponto fixo ps t = —oo. Nesse caso a oOrbita é parte de uma variedade
estavel de um ponto fixo e uma variedade instavel de outro ponto fixo. Or-
bitas heteroclinicas sao mostradas na Figura 2.12. As trajetorias da Figura
2.12 foram geradas pelas equagdes do péndulo ndo-linear (Fiedler-Ferrara e
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Prado, 1994)

iL:l = T2
Ty = —w?sen(x).

8r— T T
Orbitas Heteroclinicas

Figura 2.12: Conexodes heteroclinicas ligando os pontos fixos p; e ps do
péndulo nao-linear. O parametro foi ajustado em w = /10.

Ha outro conceito relacionado a essas Orbitas que é o de separatriz. A se-
paratriz divide o retrato de fases em regioes com diferentes comportamentos.
O modelo que gerou as trajetorias da Figura 2.13

{ 1= (2.15)

s 2
To =T1 — 17,

é conhecido como peixe, devido a forma de seu retrato de fases (Hale e
Kogak, 1991). Na Figura 2.13 verificam-se dois comportamentos distintos. O
sistema (2.15) linearizado em torno do ponto fixo trivial x = [0 0]” possui dois
autovalores reais, um positivo e um negativo (sela). Por isso, o ponto trivial
é instavel. O ponto x = [1 0]7 apresenta autovalores puramente complexos
no sistema linearizado o que caracteriza um centro. A érbita homoclinica
separatriz divide essas duas regioes.

A seguir bifurcacoes globais sao discutidas.



26 Capitulo 2. DiINAMICA NAO-LINEAR E ANALISE TOPOLOGICA
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Figura 2.13: A érbita homoclinica (linha grossa) separa a regiao de compor-
tamento periddico da regiao instével do retrato de fases.

2.3.2 Bifurcacoes globais

As bifurcagoes globais tratadas neste trabalho sao as bifurcacoes homocli-
nicas e heteroclinicas. Essas bifurcacoes recebem esse nome pois consistem
na quebra ou na formacao de uma conexao homoclinica ou heteroclinica.
Essa quebra (formagdo) produz uma mudanca no comportamento global do
sistema. As bifurcagoes homoclinicas e heteroclinicas sao classificadas como
bifurcacdes globais pois ndo podem ser previstas pelo calculo de autovalores,
ou seja, por meio de anéalise local (Monteiro, 2002).

As Figuras 2.14 e 2.15 mostram um exemplo de bifurcagao homoclinica
do sistema

37.1 = 23?2
{ To = 2x1 — 322 — mo (a3 — 2% + 22 — ¢). (2.16)

Esse sistema apresenta ponto fixo trivial do tipo sela e um outro ponto fixo
que é um foco instavel. A estabilidade desses pontos nao muda apdés a bifur-
cagao homoclinica que acontece da Figura 2.14 para Figura 2.15. Como se
vé na Figura 2.14, o sistema (2.16) é globalmente instavel para ¢ = 0,1. Para
¢ = 0 forma-se uma conexao homoclinica entre as variedades do ponto fixo
trivial. Os pontos interiores a essa conexao tendem & 6rbita homoclinica;
conseqiientemente, tendem ao ponto trivial. O retrato de fases para essa
condigao é visto na Figura 2.15.
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0.5

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

L1

Figura 2.14: Retrato de fases do sistema (2.16) com parametro de bifurcagio
ajustado em ¢ = 0,1.

0.5

Orbita Homoclinica
0.4

0.3

Figura 2.15: Retrato de fases do sistema (2.16) quando o parametro é ajus-
tado em ¢ = 0. Nesse caso verifica-se a formacao de uma conexao homocli-
nica.
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2.4 Analise topologica

Esta secao apresenta definicoes e ferramentas utilizadas na analise to-
pologica de sistemas dinamicos nao-lineares cadticos. Essas ferramentas fo-
ram desenvolvidas para caracterizar atratores caoticos (Mindlin et al., 1990;
Gilmore, 1998). Além de permitir uma caracterizacdo da dinimica, que é
robusta a variacao de parametros, a analise topologica vem sendo utilizada
com sucesso na valida¢ao de modelos de sistemas cadticos (Papoff et al., 1992;
Letellier et al., 1995b,c; Boulant et al., 1997; Letellier et al., 1998; Letellier,
2002).

O procedimento de analise topoloégica consiste em determinar uma fi-
gura bidimensional que descreve os mecanismos de expansao e contracao do
atrator (Birman e Williams, 1983). A essa figura da-se o nome de padrao
(template). A construgdo de padroes é feita por meio das informagoes extrai-
das da populacao de érbitas periddicas instaveis coexistentes com o atrator
estranho. O primeiro passo no procedimento de andlise topolégica consiste
em determinar uma secao de Poincaré do sistema e, por meio dessa secao,
construir o mapa de primeiro retorno.

2.4.1 Mapa de primeiro retorno

O mapa de primeiro retorno consiste em um grafico que relaciona pontos
da se¢do de Poincaré. Dado um conjunto de pontos y(k) de uma variavel na
secao de Poincaré, o mapa de primeiro retorno é construido tomando-se os
valores de y(k) e y(k + 1). Esse grafico apresenta informagoes fundamentais
para a analise topoldgica como, por exemplo, o nimero e a caracteristica
de cada simbolo que sera utilizado para descrever as oOrbitas instaveis. Ao
conjunto desses simbolos da-se o nome de alfabeto. A condigao para que esses
simbolos sejam extraidos diretamente é que o mapa de primeiro retorno seja
uma funcao injetora, isto é, cada valor da varidvel tenha um tnico valor
(adiantado) associado. Se essas condigbes ndo sdo atendidas, estratégias de
particionamento mais elaboradas devem ser empregadas (Lefranc et al., 1994;
Plumecoq e Lefranc, 1994).

A cada regiao monotonica do mapa é associado um simbolo. Se a re-
giao for ascendente, o simbolo serd par e, se descendente, impar. Cada um
desses simbolos esta diretamente relacionado com um dos ramos do padrao.
Podem-se definir os ramos como sendo trajetérias que possuem propriedades
topologicas semelhantes como, por exemplo, preservar ou inverter o sentido
do fluxo. Ao ponto limite entre os ramos da-se o nome de ponto critico.
O ponto critico é o ponto em que a inclinacdo do mapa muda de sinal ou
apresenta descontinuidade.
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A Figura 2.16 apresenta o mapa de primeiro retorno do sistema de Rdossler
para valor do parametro a = 0,398. A variavel utilizada para construcao do
mapa foi a varidvel y. O mapa apresenta um tinico ponto critico . em —3,2.
Como s6 hd um ponto critico e o mapa tem uma regido ascendente e outra
descendente, a codificacao utilizada serda 0 e 1. A codificacao simbolica de
um ponto y qualquer é feita da seguinte maneira

0,sey <y.e
1, sey > ye.

Ye = _372

Jd N

-5

-2.5r

Figura 2.16: Mapa de primeiro retorno do sistema de Réssler para a = 0,398.

Além da codificagao de orbitas periddicas instéveis, o mapa de primeiro
retorno também pode ser utilizado para checar a propriedade de simetria de
sistemas (Aguirre et al., 2004).

2.4.2 Orbitas periédicas instaveis

Um conjunto infinito de érbitas periddicas instaveis coexiste com o atrator
caotico. O grande interesse na observacao dessas Orbitas é explicado pelo fato
de ser possivel extrair delas caracteristicas invariantes do atrator caético. Ou
seja, as orbitas periddicas instaveis possuem os mesmos invariantes que o
atrator caotico (Auerbach et al., 1987; Lathrop e Kostelich, 1989). Um dos
invariantes topolégicos que podem ser extraidos é o niimero de conexoes. Esse
invariante descreve o modo como as 6Orbitas estao conectadas. Realizando a
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analise em algumas 6rbitas de baixa ordem, é possivel obter as caracteristicas
do atrator caotico.

As orbitas periddicas instaveis podem ser extraidas de um conjunto de
dados de um regime cao6tico. O algoritmo para extracao de érbitas periddi-
cas instaveis foi implementado em ambiente FORTRAN 77 por P. Dutertre
(Université de Rouen - Franca).

Extraidas as orbitas e uma vez construido o mapa de primeiro retorno,
é feita a codificacao. O conjunto de simbolos que codificam uma o6rbita
periodica é chamado palavra. A Figura 2.17 apresenta a 6rbita 2101 extraida
do conjunto de equacoes que descrevem o sistema de Rossler e os pontos da
secao de Poincaré referentes a essa 6rbita. Cada ponto na se¢ao de Poincaré
é codificado pela ordem de visitacao de cada regiao monoténica do mapa de
primeiro retorno. O primeiro simbolo se refere ao ramo em que estd situado
o ponto e os demais simbolos 0s proximos ramos na seqiiéncia de cruzamento
da 6rbita com a se¢ao de Poincaré.

-6

51

o =} > ) a 5 iy =
y(k)

Figura 2.17: (a) Orbita 2101 do sistema de Réssler p/ a = 0,52 (b) Mapa de
primeiro retorno e pontos da o6rbita 2101. Os pontos referentes a 6rbita sao
os pontos da linha tracejada que tocam o mapa

2.4.3 Numero de conexao (linking number)

Esse invariante informa a maneira como as 6rbitas estao conectadas. De-
pois que as oOrbitas foram extraidas de um conjunto de dados, é possivel cal-
cular o niimero de conexao. Se o fluxo é projetado em um plano de projecao
padrao® entao é possivel observar cruzamentos entre trajetorias do fluxo.

5Plano de projecao padrao é aquele em que ndo h4 mais de duas trajetérias passando
pelo mesmo cruzamento.
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Figura 2.18: Convencao para cruzamento de drbitas peri6dicas instaveis.

O procedimento para calcular o nimero de conexdes L (01,02) entre as
Orbitas 0; e 0, é descrito em (Le Sceller et al., 1994). Primeiramente é
necessario definir o numero €(p;) = +1 do cruzamento de cada ponto de
cruzamento p; segundo a convenc¢ao adotada na Figura 2.18. O nimero de
conexoes é definido como

p

Li(01,02) = %ZG(Pz) (2.17)

=1

Esses cruzamentos podem ser contados automaticamente por meio de uma
rotina desenvolvida em linguagem FORTRAN 77 por O. Ménard (Université
de Rouen - Franca). A Figura 2.19 mostra o cruzamento entre as 6rbitas 210
e 2101. A rotina encontrou 14 cruzamentos, sendo um positivo o que resulta
em um numero de conexao igual -6.

2.4.4 Padrao (template)

O padrao é uma superficie ramificada conveniente para visualizar fluxos
de sistemas dindmicos caoticos. O padrao é composto basicamente por dois
elementos que constroem a dinamica nao-linear, um processo de expansao e
um processo de contragdo (Gilmore, 1998). Uma representacao desses pro-
cessos ¢ mostrada na Figura 2.20. O mecanismo de expansao é obtido por um
dos meios: dobra ou rasgo. Exemplos classicos desses processos acontecem,
respectivamente, nos sistemas de Rossler e de Lorenz.

O processo de contracdao de um atrator cadtico acontece quando véarias
trajetorias se juntam na mesma regiao. Essa regiao é chamada de linha de
ramificacao.

As informacgdes contidas no padrao podem ser agrupadas em 3 categorias:

e Torcgao local

Refere-se & tor¢cao que um ramo d& em torno de si mesmo. Pode ser
determinado contando o niimero de cruzamentos entre duas trajetorias
que cruzam O mesmo ramo.
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Figura 2.19: Cruzamentos entre as érbitas 210 e 2101. O sinal + representa
cruzamentos positivos e o sinal - cruzamentos negativos.

| NN\ S

Ponto de rasgo ou
dobra

‘\/

~

Linha de ramificacao

Figura 2.20: Mecanismos de construgdo de dinamica cadtica: (a) Processo
de expansao (b) Processo de contragao
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e Torcao entre ramos
Refere-se a tor¢cao que um ramo da em torno de outro ramo. E deter-
minado somando o niimero de cruzamentos entre os ramos.

e Ordem de inser¢ao na linha de ramificacao
Refere-se & ordem em que os ramos sao inseridos na linha de ramifica-

¢ao. Nessa regiao também ocorrem cruzamentos.

A Figura 2.21 ilustra as diferentes regides do padrao.

Torcao Local

Tor¢ao entre ramos

Ordenamento na
linha de ramificacao

Figura 2.21: Padrao do sistema de Rossler para a = 0,492. Destacam-se as
regioes em que acontecem cruzamentos.

2.4.5 Descricao algébrica do padrao

A descricao do padrao é feita por meio de nimeros inteiros. Existem
diferentes propostas de descricao do padrao; a que seré apresentada aqui é
sugerida em (Mindlin et al., 1990). O padréao é descrito por duas matrizes.
A primeira delas fornece informagao das tor¢oes. Os elementos da diagonal
representam a torcao local de cada ramo, enquanto os elementos fora da
diagonal fornecem informacao da torcdo entre ramos. A segunda matriz
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descreve a ordem na qual os ramos sao inseridos na linha de ramificagao. Por
exemplo, o padrao da Figura 2.21 é descrito pelas seguintes matrizes,

[ 0 —1 —11
M= -1 -1 -2

[—1-4 —2y

L=[ 3 1 2].

A matriz M significa que o ramo 0 ndo apresenta tor¢ao local, o ramo 1
tem uma tor¢ao local e o ramo 2, duas torcoes locais. O ramo 0 tem uma
tor¢ao tanto com o ramo 1 quanto com o ramo 2 e os ramos 1 e 2 tém entre
si 2 torgoes.

A ordem de insercao na linha de ramificagdo, segundo a matriz L, serd
primeiro o ramo 1 em seguida o ramo 2 e por fim o ramo 0.

Os nimeros de conexao e os elementos da matriz M estao relacionados
pela seguinte relacao (Le Sceller et al., 1994):

pr1  p2

Lk(Ol,OQ) = Z Z M(5Z~,aj) + Nl(01,02) (218)

i=1 j=1

sendo 6; os simbolos que compo6em a drbita 01, 0; 0s simbolos que compoem a
orbita og € Ni(01,09) 0 niimero de cruzamentos que acontecem na regiao de in-
ser¢ao na linha de ramificagdo. Um procedimento para determinar N;(01,02)
é descrito em Le Sceller et al. (1994). Por exemplo, tomando as 6rbitas 2101
e 210 referentes ao padrao da Figura 2.21 a relagao sera

1
L(210,2101) = 3 [M(2,2) + M(2,1) + M(2,0) + M(2,1)+
M(1,2) + M(1,1) + M(1,0) + M(1,1) +
M(0,2) + M(0,1) + M(0,0) + M(0,1) + N,(210,2101)]
1
= -[-2-2-1-2-
2
—2-1-1-1-—
—1-140-1+3]
L(210,2101) = -6

2.4.6 Acomodacao das érbitas no padrao

Uma vez determinado o padrao, é possivel valida-lo utilizando 6rbitas
de ordem maior. Essas Orbitas sao desenhadas no padrao e o niimero de
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conexoes pode ser determinado. Se o nimero de conexdes obtido no padrao

for o mesmo nimero de conexoes obtido por Orbitas extraidas do sistema,

entao o padrao estd adequado. Essa é uma das propriedades importantes

desse invariante topologico: possibilidade de verificar se foi calculado errado.
O desenho das 6rbitas no padrao segue dois passos:

e determinar a ordem em que as 6rbitas cruzam uma se¢ao de Poincaré;

e executar permutacao circular para ligar os pontos da secao de Poincaré
da parte de cima do padrao com os pontos da secao de Poincaré da
parte de baixo.

Ordenamento das palavras na secao de Poincaré

A regra de ordenamento na se¢ao de Poincaré segue os seguintes passos:

1. por meio do mapa de primeiro retorno, definir o simbolo que ira repre-
sentar cada ramo. Para inclinacao positiva, simbolo par e inclinacao
negativa, simbolo fmpar;

2. determinar a paridade da palavra. A paridade é definida como sendo a
soma algébrica dos simbolos.

3. O ordenamento ascendente é determinado em fun¢ao da paridade, como
definido abaixo:

e Se a paridade entre o maior conjunto de simbolos comuns de duas
palavras é par, entao escolhe-se a palavra que possui o simbolo
seguinte menor.

e Se a paridade entre o maior conjunto de simbolos comuns de duas
palavras é impar, entao escolhe-se a palavra que possui o simbolo
seguinte maior.

Ordem de ligacao de pontos

Os pontos das duas se¢oes de Poincaré sao ligados segundo permutacao
circular das palavras que descrevem uma érbita. Por exemplo, a 6rbita 2101
apresenta, na secao de Poincaré, os seguintes pontos 2101, 1012, 0121 e 1210,
que serao ligados seguindo a ordem apresentada.

A Figura 2.22 ilustra as regras de acomodagao de érbitas no padrao do sis-
tema de Rossler para parametro a= 0,492. Uma anélise topoldgica exaustiva
do sistema de Rossler é apresentada em Letellier et al. (1995a).
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201 2020 2020 201 2012 — - m oo o 00122/\

N, OO0
0 00 21 201 20 oo R, oolw

Figura 2.22: Acomodagdo das orbitas 201 (verde), 2120 (azul) e 22001 (ver-
melho) no padrio do sistema de Réssler p/ a=0,492.
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2.5 Discussao final

Este capitulo apresentou os conceitos fundamentais da teoria de siste-
mas dindmicos nao-lineares. O procedimento de caracterizacao topologica
de atratores cadticos também foi apresentado. No capitulo 4 esses conceitos
serao empregados no desenvolvimento de uma metodologia de reconstrucao
de elementos topologicos fundamentais para construgao de um atrator estra-
nho.






Capitulo 3

Modelos Afins por partes

3.1 Introducao

Tem-se observado, nas tltimas décadas, crescente interesse por modelos
com estrutura por partes (piecewise models), principalmente nas areas de
identificacdo de sistemas e controle. Existem basicamente duas razoes para
isso. Em primeiro lugar, essa abordagem possui a caracteristica de reduzir
problemas grandes e/ou complicados em subproblemas menores e de mais
facil solugao. Em geral, essa abordagem conduz a subproblemas locais in-
terpretaveis possibilitando descri¢oes locais e globais do problema. Outra
caracteristica importante desses modelos é que sua estrutura é adequada
para implementacgao digital, o que os torna bons candidatos para estratégias
de controle.

Existe uma série de representacoes de modelos que utilizam a estrutura
por partes desenvolvidas principalmente a partir da década passada: redes
neurais com fung¢éo de ativagdo linear por partes (Batruni, 1991; Gad et al.,
2000; Lin e Unbehauen, 1995), hiperplanos conectados (do inglés hinging
hyperplanes) (Breiman, 1993; Pucar e Sjoberg, 1998; Roll et al., 2004), es-
truturas canonicas (Chua e Deng, 1986, 1988; Kahlert e Chua, 1990, 1992;
Giizelis e Gokner, 1991; Julian, 2003), modelos de Wiener e Hammerstein
em que o bloco nao-linear é uma fungdo linear por partes (Roll, 2001a; Roll
et al., 2004; Paoletti, 2004), modelos de complementaridade linear (Keve-
naar e Leenaerts, 1992; Heemels et al., 2002), sistema dindmico misto 1ogico
(Bemporad e Morari, 1999), modelos maz-min-plus scaling (De Schutter e
van den Boom, 2000), modelos nebulosos de Takagi-Sugeno-Kang (Takagi e
Sugeno, 1985; Sugeno e Kang, 1988).

Estas representacoes sao muitas vezes referidas como sistemas hibridos,
isto é, sistemas que possuem uma componente continua (discreta) e uma

39
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componente logica, responsavel pelo chaveamento entre diferentes regioes do
espaco. Apesar de haver varias representagoes, os sistemas hibridos pos-
suem entre si equivaléncia, se guardadas determinadas condi¢oes (Kevenaar
e Leenaerts, 1992; Bemporad et al., 2000; Heemels et al., 2001a,b). Essa equi-
valéncia é muito relevante uma vez que estratégias de construcao e analise
de modelos podem ser importadas de uma representacao para outra.

Modelos Afins por partes apresentam-se como uma das mais importantes
estruturas de sistemas hibridos seja pelos resultados de anélise e sintese,
seja porque sua estrutura é adequada para simulagdo (Bemporad, 2004).
A proxima segao apresenta uma descricao de algumas representacoes com
estrutura por partes.

3.2 Modelos com estrutura por partes

O conjunto dessas representacoes pode ser agrupado em duas grandes
classes de modelos: implicitos e explicitos. Os modelos implicitos sao aque-
les que nao produzem diretamente uma saida para uma entrada, antes um
algoritmo tem de ser executado de modo a “resolver” o modelo em termos de
suas variaveis auxiliares (Kevenaar e Leenaerts, 1992; Heemels et al., 2002).
Os modelos explicitos sdao, em geral, estruturas mais compactas. Nesses mo-
delos a saida é obtida por simples substituicdo das entradas. A estrutura
utilizada neste trabalho, o modelo afim por partes, pertence a esse segundo
grupo. Por isso, apenas algumas estruturas explicitas relacionadas direta-
mente com esse modelo serao comentadas a seguir.

3.2.1 Modelos explicitos

Formas canénicas

Esses modelos apareceram inicialmente no contexto de modelagem de
circuitos (Chua e Deng, 1986, 1988). A grande vantagem dessa represen-
tagdo estd no fato de que as informacoes das partes e do chaveamento sio
codificadas com um ntmero minimo de parametros e que, além disso, cobre
todas as func¢oes de uma varidvel. Apesar das vantagens dessa representacao,
para dimensoes maiores seu uso estava restrito a condicoes impostas pelas
caracteristicas das fungoes que seriam modeladas. A representacao na forma
canodnica é descrita pela relagao

y=ax+b+Zci|a,~x+bi|. (3.1)

=1
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Mais tarde essa representacao foi estendida para todas as fungoes bidimensio-
nais em R?. Basicamente, a idéia que possibilitou a extensdo foi a composicao
de fungoes modulo, isto €, a funcao resultante é obtida na forma “aninhada”.
Entre essas estruturas tém-se os modelos de Kahlert e Chua (1992) e de
Giizelis e Gokner (1991). Essa estrutura foi generalizada para dimensao ar-
bitraria por Julian (2003).

Redes neurais

Dependendo da escolha da arquitetura de uma rede neural, a equacao que
a descreve serd um modelo afim por partes. Uma rede neural resultara em
um modelo afim por partes, quando a funcao de ativagao dos neurdnios das
camadas ocultas for uma funcao nao-linear afim por partes. Como exemplo
citam-se as fungoes modulo, sigmoéide linear por partes, entre outras.

(2 W) @

25

1.5]

0.5

Figura 3.1: Fungoes de ativagdo: (a) modulo (b) sinal (c) sigmoide

A Figura 3.1 ilustra essas fungoes. Basicamente pode-se agrupar as fun-
coes de ativagao de redes lineares por partes em trés grupos:

1. mo6dulo;
2. sigmoidal;
3. func¢do de maximos ou minimos (hiperplanos conectados).

Em Batruni (1991) a fungao de ativagao utilizada é o operador de valor
absoluto, isto é, a funcado modulo. A rede é composta por K secoes sendo
cada se¢cdo composta por duas camadas. A camada mais oculta em cada secao
utiliza operadores de valor absoluto e a camada de saida func¢oes lineares. A
equacao abaixo descreve a saida da j-ésima secao da rede,

Y= B?Xj +a; + Z Cji |9jil (3:2)

=1
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sendo a entrada um vetor x; € RP e a saida y; € R™. Os parametros a; e cj;
€ R™, respectivamente, pesos e termos de polariza¢do (bias) dos neurdnios
de saida, enquanto a matriz B; € RP*™. O niimero de neurdnios n determina
o numero de parti¢des do modelo. O simbolo |-| representa a fun¢do médulo.
O escalar g;; é a saida do bloco somador dos neurénios da camada oculta,

gij = O!in + ﬁz (33)

Os parametros «o; € RP e 3; € R sao, respectivamente, os pesos e o termo de
polarizacdo dos neurénios da camada oculta. E importante ressaltar que o
vetor x;, em uma rede com k secoes, ¢ a saida da secao j — 1, o que implica
uma estrutura por partes. E essa estrutura que produz a capacidade de
aproximagao universal (Lin e Unbehauen, 1995).

yll

YIm

Camada oculta Camada de saida

K-ésima se¢do da rede

Figura 3.2: Rede neural afim por partes proposta por (Batruni, 1991).

A rede é treinada com o algoritmo backpropagation (Rumelhart et al.,
1986; Rumelhart e McClelland, 1986).

Uma justificativa para funcao de ativagao linear por partes é que, no caso
de implementacao digital de uma funcao de ativagdo sigmoidal, haveria a
necessidade de utilizar uma tabela (lookup table). Tal tabela apresenta um
consideravel consumo de memoria, que se agrava quando mais de uma forma
sigmoidal é empregada na rede.
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O treinamento é favorecido pelo emprego de funcao de ativagao afim por
partes. Nesse caso é garantido que a fun¢do erro médio quadratico é uma
funcdo quadratica nos parametros da rede, o que implica a inexisténcia de
minimos locais na superficie de erro.

Em (Lin e Unbehauen, 1995) argumenta-se que redes lineares por partes
contornam o problema das redes perceptron de multiplas camadas com fun-
coes de ativacao sigmoidais, isto ¢, aquelas redes permitem entender como
a rede construiu um determinado comportamento. No caso da rede neural
apresentada por Gad et al. (2000) a funcao de ativacdo empregada é uma
sigmoide linear por partes. Neste caso a rede nao utiliza o algoritmo back-
propagation e nem do célculo da derivada da funcao erro médio quadrético.
O algoritmo utiliza o erro absoluto.

Modelos fuzzy de Takagi-Sugeno-Kang

O modelo do tipo Takagi-Sugeno-Kang (TSK) foi sugerido em (Takagi e
Sugeno, 1985; Sugeno e Kang, 1988). Essa estrutura apresenta a particula-
ridade de utilizar conjuntos nebulosos apenas no antecedente de suas regras.
O conseqiiente é formado, geralmente, por fungoes lineares. A forma geral
das regras desses modelos é

“Se (z1 é py;) entdo y = fi(x)”,
sendo que o indice “7” indica ser a i-ésima regra. Para o caso de identificagao
de sistemas dindmicos em tempo continuo tem-se

“Se (z1 € p1;) e (T2 & o) € ... e (T, é ly;) entdo X = Ajx + Byu”.
Em tempo discreto,

“Se (x(k—1)é py)e (z(k—2)é py)e...e(x(k—n)é )
entio x(k) = a;x + b;u”,

sendo que nesse caso o vetor x é composto pelos valores em atraso da variavel
x(k). Para maiores detalhes sobre aplicagdo do modelo TSK em identificac¢ao
de sistemas veja Hellendoorn e Driankov (1997).

Uma escolha comum na obtencao de modelos Takagi-Sugeno-Kang é to-
mar u,; como funcao dos estados do sistema x. A func¢ao de pertinéncia p,;
determina como serd o chaveamento entre os subsistemas lineares. O sistema
dinamico nao-linear em tempo continuo obtido por meio do modelo fuzzy

sera S wi(x)(Aix(t) + Byu(t))
> im1 wilx) |

x(t) =
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sendo .
wi(z) = [ ] mis(=)-
7=1

Os modelos afins podem ser interpretados como caso particular da estru-
tura do modelo TSK. Na proxima secao é apresentada a parametrizagao de
modelos afins por partes utilizada nesse trabalho.

3.3 Sistemas afins por partes

A estrutura de modelos afins por partes (Sontag, 1981) é definida por trés
elementos:

1. Dwvisao do espacgo de estados.

O espaco é dividido em um certo nimero de politopos P;, sendo
que JP; = R* e (P; = ¢. Esses politopos sao determina-
dos por meio de desigualdades lineares que definem semi-espagos:
S; = {x € R"|c;x+d > 0}. O politopo P; pode ser definido como a
intersecdo de um certo nimero de semi-espacos (|S; = P;. Os hiper-
planos s; = {x € R"|c;x + d = 0}, que definem a parti¢io do espaco e,
conseqiientemente, dos semi-planos serdo referidos como superficie de
chaveamento.

2. Modelo afim de cada particao do espaco.

Uma vez determinadas as particoes do espaco, é necessario definir os
subsistemas que descreverao o comportamento do sistema em cada re-
gido. Os subsistemas locais podem ser definidos como x = A; (x — p;).
Sendo x, p; € R", A; € R™*".

3. Lei de chaveamento entre politopos.

Para concluir a definicao do sistema afim por partes, basta determinar
uma fungao que seleciona o subsistema referente ao politopo P;. Sejam
as seguintes fungoes f[d;(x)] e fld;(x)]:

1, sedi(x)>0
fld;(x)] = { 0, sed;(x)<0

. _J 0, sedi(x)>0
fld; (x)] = { 1, sed;(x) <0

Como pode ser verificado, a fungao f[d;(x)] é a fungdo complementar
de f[d;(x)], ou seja, f[d;(x)] = 1 — f[d;(x)]. Em politopos separados
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pelo(s) mesmo(s) hiperplano(s) a defini¢do de uma lei de chaveamento
¢ facilitada pelo uso da funcdo complementar f[-]. Se essas funcdes
nao forem cuidadosamente escolhidas, o sistema pode nao apresentar
unicidade de solucoes, nao podendo assim representar um sistema em
todo espaco. Essa caracteristica de unicidade de solucoes é conhecida,
na area de sistemas hibridos, como well-posedness.

Se o contradominio das funcdes f[-] e f[-] possuirem valores interme-
diarios entre 0 e 1 como, por exemplo, fungoes sigmoidais, o sistema
dindmico resultante tera transicao suave e pode ser interpretado como
um sistema nebuloso (Takagi e Sugeno, 1985). Se forem fungoes de
limiar, o sistema resultante serd entao um sistema afim por partes.

A fungdo d;(x) sera definida como a distdncia ao hiperplano s;,
d;(x) = ¢;x +d, o que significa que d(x) = 0 para x € s;, d(x) > 0 se
x€cx+d>0ed(x)<0casox € c;x+d<0.

A composi¢ao da fungdo f]-] com a fungdo distancia d;(x) determina
o chaveamento. Como um determinado politopo é definido como a
intersecao de um conjunto de semi-espacos, pode-se utilizar a funcao a
seguir para caracterizar a pertinéncia em um determinado politopo:

le;(x) = ﬂf[di(x)], (3.4)

sendo n, o nimero de hiperplanos que definem o politopo P;. A funcao
lc;(x) serd chamada lei de chaveamento e significa que:

1, sexeP;,,

lei(x) = { 0, sex¢P;

Assim, um sistema dindmico afim por partes pode ser descrito pela equa-
¢ao:

X = ilci(X)Ai(X — pz); (35)

sendo n, o nimero de politopos.

Tomando o Teorema 2.1.2 (Hartmam-Grobmam) no contexto de modelos
afins por partes, os seguintes resultados podem ser estabelecidos:

Corolario 1: Se um ponto fixo de um sistema for hiperbdlico, entao,
na sintese da dindmica nao-linear global, basta apenas um subsistema linear
para descrever a dindmica em torno do ponto fixo.

Corolario 2: Se um ponto fixo de um sistema for nao-hiperbdlico, entao,
na sintese da dindmica nao-linear global, necessariamente, a vizinhanca do
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ponto fixo tem de ser descrita por mais de um subsistema afim e, além disso,
uma das particoes do espago deve passar pelo ponto fixo.

Um ponto fixo é chamado de nao-hiperbélico se pelo menos um dos au-
tovalores da matriz jacobiana, da linearizacao do sistema em torno do ponto
fixo, for igual a zero.

3.4 Estimacao de parametros

A estimacao de parametros consiste em uma das etapas de um processo de
construcao de modelos. Depois da escolha da estrutura do modelo, utiliza-se
algum critério que minimize uma funcao custo, isto é, uma funcao que mede,
de alguma forma, a distancia entre a resposta do sistema e a resposta do
modelo. Em relagao a estimacao de parametros de sistemas com estrutura
por partes, divide-se inicialmente o problema em dois cenérios:

e A particao do espago € conhecida. Por meio de informacgao a priori ou
pelo conhecimento de um especialista, pode ser conhecida a particao
do espaco de estados. Ou seja, um especialista pode informar os pontos
de operagao de um sistema. Quando a particao do espago é conhecida,
pode-se utilizar técnicas classicas de estimacao de sistemas lineares. No
entanto, ressalta-se que essa nao é a situacao mais comum. Geralmente
a particao é uma das componentes que deve ser estimada.

e A particdo do espago nao é conhecida. Se a particdo nao é conhecida a
priori, a estimacao de parametros do modelo torna-se, em alguns casos,
um problema de otimizacao dificil de resolver.

Os véarios procedimentos para estimacao de parametros em sistemas afins
por partes, quando a particao nao é conhecida a priori, podem ser agrupados
segundo a classificacdo de Roll (2001b):

e Particoes e submodelos sao estimados simultaneamente

Nesse grupo os parametros sao obtidos pela minimizagao de uma fungao
custo. Por meio de dados e das equacgoes do modelo constroi-se a fungao
erro médio quadrético. Técnicas de otimizacao nao-linear padrao sao
empregadas para minimizar essa funcao custo. A vantagem desse grupo
é a simplicidade do método. A desvantagem é que o algoritmo pode
estagnar em minimos locais e, além disso, a interpretacao dos modelos
locais pode ser perdida porque o critério de ajuste do modelo é global.

Exemplos desse grupo sao redes neurais com func¢ao de ativagao linear
por partes (Batruni, 1991; Gad et al., 2000), hiperplanos conectados
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reparametrizados (Pucar e Sjoberg, 1996; Pucar e Sjoberg, 1998) e a
estrutura canonica (Pucar e Sjoberg, 1998). Em Batruni (1991) a es-
trutura candnica sugerida em (Kahlert e Chua, 1992) foi analisada na
forma de uma rede neural. Roll et al. (2004) busca solugdo 6tima de
duas subclasses de modelos afins por partes, modelos de hiperplanos
conectados ARX e modelos afins por partes Wiener ARX. Dentro do
contexto de sistemas nebulosos, a rede ANFIS (sistema de inferéncia
baseada em rede adaptativa) obtém modelos TSK dentro da perspec-
tiva desse grupo (Jang, 1993).

e Particoes e submodelos sao estimados simultaneamente, porém, apenas
uma particao € estimada por vez

Esse grupo é menos sujeito a problemas relacionados a minimos locais,
no entanto a determinagao do critério de parada pode conduzir a um
numero incorreto de divisdes do espaco.

Um exemplo de estrutura desse grupo sao os hiperplanos conectados.
Quando sugerido por Breiman (1993), os hiperplanos conectados acres-
centavam uma func¢do de conexdo de hiperplanos (hinge function) por
vez, isto é, a partir de um processo construtivo, o algoritmo acres-
centava funcoes de conexao para explicar o residuo resultante entre a
funcao a ser aproximada e a soma das funcoes de conexao ja acrescenta-
das. Um outro exemplo de abordagem construtiva é descrito em (Hush
e Horne, 1998). Os autores utilizam uma rede neural com funcoes de
ativagao lineares por partes. Cada neurdnio é gradualmente ajustado
pela mesma estratégia de ajuste de residuos.

Em (Heredia e Gonzalo, 1996) sdo obtidos sistemas afins por partes por
meio de uma representagio chamada decomposigao de limiar (threshold
decomposition). O sinal a ser modelado é particionado em varios niveis
(limiares). Cada limiar forma regides retangulares porque é paralelo ao
eixo do espago. Essa estrutura também apresenta propriedade constru-
tiva porque um limiar é acrescentado por vez. No trabalho de Ernst
(1998) aproximacao e identificagdo de sistemas sao feitas por meio de
hiperplanos conectados em um esquema de arvore. Apoés o ajuste da
primeira fungao de conexao, o algoritmo verifica qual dos dois hiper-
planos apresenta o pior ajuste. Esse hiperplano é substituido por uma
funcao de conexdo e assim sucessivamente. FEssa estrutura possui a
flexibilidade a mais de poder apresentar particionamentos que nao sao
necessariamente paralelos aos eixos coordenados, o que facilita o ajuste
em alguns casos.
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e Particoes e submodelos sao estimados iterativamente, sendo que apenas
a particao ou o modelo € estimado a cada passo

As principais caracteristicas deste grupo sao: 1) divisao do espago feita
por meio de técnicas de agrupamento ( clustering), 2) modelos locais nao
estimados no mesmo instante que as partices do espago. A vantagem
desse grupo é que a estimagao dos submodelos é geralmente simples.
No entanto, a determinacao do niimero de agrupamentos é uma tarefa
nada trivial. Como exemplo desse grupo, cita-se o trabalho de (Ferrari-
Trecate et al., 2003). No contexto de sistemas nebulosos, o trabalho
de (Hellendoorn e Driankov, 1997) determina modelos TSK por meio
dessa abordagem.

e Particoes sao estimadas utilizando grades regulares

Em (Hiew, 1994) modelos nebulosos sdo determinados por meio de gra-
des regulares. O grande problema dessa estrutura é o elevado niimero
de regioes necessarias para que haja um “bom” ajuste, isto é, um ajuste
que atenda a um critério de erro minimo. Por exemplo, na identificacao
dos sistemas de Rossler e Lorenz, nesse mesmo artigo, foram necessarias
32768 e 1024 regioes, respectivamente.

No contexto de redes neurais (Choi e Choi, 1994) o espago foi partici-
onado em células triangulares ou retangulares.

Julian (1999) trata da obtengdo de modelos candnicos de alto nivel em
um espaco de dimensao qualquer. No caso de R?, por exemplo, o espaco
é particionado em regides triangulares (simplices).

Storace e De Feo (2004) utilizam a estrutura de hiper-retdngulos para
realizar identificacao de sistemas dindmicos nao-lineares.

O esquema apresentado na Figura 3.3 sintetiza a classificacao proposta
por Roll (2001b).

3.5 Discussao final

Este capitulo apresentou as definicoes béasicas referentes a modelos com
estruturas por partes e, em particular, de modelos afins por partes. A de-
terminacao da particao do espaco é uma questao chave na construgao desses
modelos. Apesar de existirem vérios métodos para determinacao dessa par-
ticdo, esse ainda é um problema nao resolvido. Os proéximos capitulos irdao
abordar esse problema sob uma perspectiva de critérios baseados em infor-
macao da dinamica e da topologia de atratores.
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Técnicas classicas
de estimacdo linear

Estimacdo Estimacao
Parti¢do/parametros Parti¢do/parametros
de modelos locais de modelos locais
simultaneamente Diferentes etapas
I I
I l

Estrutura| | Estrutura | |Estimagdo iteratival Regiodes
“Fixa” ||construtiva Parti¢ao ou predeterminadas

parametros do
modelos locais

a cada passo

Figura 3.3: Classificacdo dos procedimentos de estimacao de sistemas com
estrutura por partes. Adaptado de Roll (2001b).






Capitulo 4

Relacao entre Modelos Afins por
Partes e Topologia

4.1 Introducao

A caracterizacao de sistemas dindmicos nao-lineares pode ser feita por
meio de trés grupos distintos de ferramentas. O primeiro grupo é composto
pelos chamados métodos geométricos ou métricos. Nesse grupo, objetiva-se
entre outras coisas, medir dimensoes (Grassberger e Procaccia, 1983). Exem-
plos de ferramentas desse grupo sao os algoritmos baseados em contagem de
caixas. O segundo grupo é constituido por métodos dinamicos. Um exemplo
desse grupo sao os expoentes de Lyapunov. Essa ferramenta descreve a taxa
média com que o fluxo expande ou contrai ao longo de sua evolucao temporal
(Eckmann e Ruelle, 1985; Eckmann et al., 1986; Abarbanel et al., 1993). Por
fim, o terceiro grupo usado na caracterizacao de sistemas é formado pelos
métodos topolodgicos. Ferramentas desse grupo descrevem o comportamento
global de um sistema dinamico (Gilmore, 1998).

Além de serem utilizadas com sucesso na validacao de modelos, ferramen-
tas topologicas possuem duas importantes caracteristicas que as distinguem
dos demais grupos. A primeira caracteristica é que invariantes topolégicos
sao robustos a perturbagoes nos parametros de controle ou de bifurcagao do
sistema, o que os torna menos sensiveis a presenca de ruido em dados expe-
rimentais. A outra caracteristica é que os invariantes topologicos fornecem
um modelo global da dindmica, isto é, descrevem os mecanismos de constru-
¢ao do comportamento global. J4 é conhecido na literatura (Letellier et al.,
2005) que métodos dinamicos como expoentes de Lyapunov podem falhar na
descricao de importantes mudangas globais de campos vetoriais. Mudancas
globais como, por exemplo, bifurcagdo de atratores estranhos (perestroika),

ol
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s6 sao bem descritas por meio de ferramentas topologicas.

Métodos topologicos sao, por natureza, os mais adequados para descrever
a estrutura dinamica global de sistemas nao-lineares. Existe, no entanto, uma
limitacao para sua aplicacdo. Métodos topologicos sao restritos ao espaco R?
ou ao espaco R? x S!. A razdo para essa limitacdo é que a teoria matematica
que embasa os métodos topoldgicos, a teoria dos nés (Manturov, 2004), falha
para dimensoes maiores que 3. Extensao de tais métodos a espagos de grande
dimensao ainda é um dos maiores desafios da &rea.

Entre as representacoes de modelos utilizadas na identificacdo e mo-
delagem de sistemas dinimicos nao-lineares, os modelos afins por partes
destacam-se por possibilitarem uma interpretacao global e local da dina-
mica reconstruida. No entanto, dependendo da maneira como os submodelos
locais sao determinados, o modelo resultante pode apresentar um nimero ex-
cessivo de subsistemas e, além disso, esses subsistemas podem nao ter relacao
com a dindmica local do sistema modelado.

Este capitulo mostra como caracteristicas topologicas de atratores estra-
nhos podem ser reconstruidas por meio de modelos afins por partes. Essas
caracteristicas sao, por exemplo, as singularidades, os mecanismos de cons-
trucdo de atratores estranhos em R?, entre outras. O principal objetivo em
verificar como esses modelos constroem elementos da estrutura topologica
global, é utilizar esse conhecimento para determinar uma metodologia de
contrucao desses modelos de modo a garantir comportamento global e local.

Como a metodologia ¢ fundamentada em caracteristicas topologicas, as
anélises que seguirao estarao restritas a sistemas dinamicos contidos no es-
paco euclidiano R®. Qutra restricio é que os sistemas tratados tenham apenas
pontos fixos hiperbdlicos. A razao para essa restri¢ao é que dessa forma fica
garantido que a vizinhanca de cada ponto fixo possa ser modelada com ape-
nas um subsistema afim. Dessa forma, garante-se o comportamento local e
o foco da anélise se concentra em verificar como determinar o chaveamento
de modo a reconstruir a topologia de um atrator estranho.

4.2 Atratores estranhos e variedades ramifica-
das

Considerando apenas os casos nao-degenerados, o tnico tipo de atrator
possivel para sistemas lineares contidos em R? sao pontos fixos. No caso de
sistemas dinamicos nao-lineares, mais 3 atratores sao possiveis: ciclo limite,
superficie toroidal e atrator estranho. Para o caso de um sistema contido
em R?, se a evolucdo de sua trajetoria leva assintoticamente para um atrator
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estranho, sua dinamica apresenta comportamento cadtico (Monteiro, 2002),
razao pela qual, muitas vezes esse atrator ¢ conhecido como atrator cadtico.
Sendo dindmicas ca6ticas o foco deste trabalho, o atrator tomado como objeto
de estudo seréd o atrator estranho.

Como determinado por Birman e Williams (1983) atratores estranhos
contidos no espaco R* podem ser projetados em variedades ramificadas bidi-
mensionais. Posteriormente verificou-se que essa estrutura é adequada para
classificar atratores estranhos (Mindlin et al., 1990). Essas variedades sdo
formadas por meio de dois componentes, sendo que, o primeiro é associado
ao processo de expansao. Esse componente da variedade ramificada tem a
caracteristica de dividir o fluxo em regides conhecidas como ramos. O outro
componente da variedade ramificada est4 associada ao processo de contracao
do fluxo, no qual os ramos sao reunidos. Esses componentes fazem com que
haja um caminho fechado ao longo da variedade ramificada. A topologia do
atrator é descrita por esse caminho fechado.

Para que comportamentos cadticos sejam descritos por meio de modelos
afins por partes, a primeira questdao que se coloca é: como modelos afins
por partes podem reproduzir os processos de expansao e contracao de uma
dindmica caotica? De maneira equivalente, pode-se reproduzir uma dada
variedade ramificada?

O processo de formacao de ramos, no caso de modelos afins, esté rela-
cionado diretamente com a variedade linear unidimensional estavel de um
submodelo. Se duas trajetorias partem de lados diferentes da variedade,
verifica-se, entao, a formacao de ramos. Por exemplo, seja o sistema

i 006 5 0][=
g = | -5 00 o]yl (4.1)
P 0 0 -10 || 2

Esse sistema foi simulado para varias condi¢oes iniciais (z, — x,1), sendo
x € [-2 2]. Como pode ser observado pela Figura 4.1, as trajetorias em que
as condigoes iniciais estao situadas em lados diferentes da variedade linear
estavel unidirecional (eixo z) produzirdo diferentes ramos. Condi¢oes iniciais
simétricas convergem assintoticamente para variedade instavel (plano zy).
Essas trajetorias formam no espago de estados a estrutura de um ramo com
tor¢ao local zero e um ramo com uma torgao local igual a 1.

Em se tratando de modelos afins por partes, também é possivel a forma-
¢ao de ramos por meio da combinagdao de regides como acontece quando a
trajetoria cruza a superficie de chaveamento algumas vezes antes de retornar
a linha de ramificacdao. Esse processo pode até mesmo originar caos multimo-
dal, isto é, atratores em que o mapa de primeiro retorno apresenta mais de
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N 05 “‘““.‘=_=_-- an

Linha de ramificacao~=

\

Figura 4.1: Conjunto de trajetoérias de um sistema afim que produzem dife-
rentes ramos. Em linha fina, ramo com tor¢ao local +1 e, em linha cheia,
ramo com torcao local zero.

dois ramos. Exemplo de caos multimodal obtido por meio de modelos afins
por partes serd apresentado no capitulo 6.

As singularidades da variedade ramificada estao relacionadas diretamente
com a formagao dos ramos. A seguir seré descrito como modelos afins podem
reproduzir essas singularidades e, conseqiientemente, dar origem a ramos.

4.3 Singularidades

Variedades ramificadas sao estruturas que sao variedades em quase todos
os pontos do espago, a nao ser nas singularidades. Por defini¢cao, varieda-
des sao estruturas localmente equivalentes ao espago euclidiano. Ou seja,
existe uma transformacao local de variaveis que leva os pontos da variedade
aos pontos do espago euclidiano. As singularidades sao pontos em que é
impossivel estabelecer a equivaléncia com o espaco euclidiano.

As singularidades presentes nas variedades bidimensionais ramificadas sao
de dois tipos: singularidades de separac¢do (split) e singularidades de jungao
(join).

Singularidade de separagao
A singularidade de separacao possui dimensao zero. Essa singularidade
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estd associada com a divisao da trajetéria em ramos. O processo de ex-
pansao do atrator tem relagao direta com essa singularidade. No entanto,
apenas observa-se essa singularidade quando o mecanismo de construgao da
dindmica for rasgo (tear). Os mecanismos serdo abordados na proxima segao.

Singularidade de juncao

A singularidade de juncao possui dimensao um. Esta associada & regidao
do atrator em que diferentes trajetorias se aproximam assintoticamente. Na
variedade ramificada é chamada de linha de ramificagao. A determinacao
do nimero de linhas de ramificacdo é uma importante informacao porque
associada a esse nimero esta a construgao do conjunto de Poincaré. O con-
junto de Poincaré é a generalizacao da secao de Poincaré para sistemas que
apresentam atratores com mais de um buraco em sua estrutura topologica.
No caso de um atrator estranho, o ntimero de discos disjuntos que formarao
o conjunto de Poincaré é igual ao niimero de linhas de ramificagao (Tsankov
e Gilmore, 2004). Se o conjunto de Poincaré for corretamente determinado,
o mapa de primeiro retorno revelard o niimero de ramos do padrao e os
mecanismos da dinamica cadtica.

4.4 Construcao de singularidades

A construcao de atratores estranhos por meio de modelos afins por partes
é auxiliada pela compreensao da funcao das variedades lineares e da superficie
de chaveamento na formagao das singularidades.

A singularidade de separagao é obtida quando parte da trajetoria de um
subsistema é desviada para regiao de predominéancia da variedade linear es-
tavel do ponto fixo de outro subsistema. A maneira pela qual um modelo
afim por partes desenvolve esse desvio é chavear a trajetoria para uma re-
giao do espaco em que a variedade linear estavel do subsistema adjacente
é predominante. E importante ressaltar que uma das funces da superficie
de chaveamento é conduzir a trajetoria de uma regiao do campo vetorial em
que existe a predominancia da variedade instavel para uma regiao em que ha
predominancia de uma variedade estével e, assim, garantir que a evolucao do
sistema seja globalmente estavel. Se a superficie de chaveamento nao pro-
cessar constantemente, na evolucao temporal, esse chaveamento, o sistema
torna-se globalmente instdvel. Como a superficie de chaveamento divide o
fluxo, entao o ponto de rasgo acontece na superficie de chaveamento.

Linhas de ramificacdo sao formadas quando diferentes ramos se aproxi-
mam assintoticamente da variedade instavel. Por isso, a linha de ramificacao
é formada no interior de um politopo.
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Para que um sistema afim por partes desenvolva uma linha de ramificacao,
a divisao do espaco de estados deve permitir que a trajetéria alcance a regiao
em que a variedade instavel é predominante. Exemplo da formacgao de uma
linha de ramificacao é mostrada na Figura 4.1.

4.5 Mecanismos da dinamica cadtica em R3

Tanto os atratores estranhos observados experimentalmente quanto aque-
les obtidos por simulacdo numérica, no espaco R?, possuem a dinamica for-
mada por meio dos mecanismos de dobra, rasgo ou os dois processos. O me-
canismo de dobra é caracterizado pela juncao de ramos adjacentes na mesma
linha de ramificagao. A caracteristica do mecanismo de rasgo é que ramos
que partem da mesma linha de ramificacao sdo direcionados para diferentes
linhas de ramificacao.

Mecanismo de dobra em modelos afins por partes

Modelos afins por partes podem sintetizar a dobra se as trajetorias da
variedade instavel forem direcionadas para a regiao do campo vetorial que
é determinada pela variedade estavel desse mesmo ponto fixo. O que faz
esse redirecionamento é o chaveamento para um segundo campo vetorial que
realiza o giro. O exemplo mais conhecido de sistema que apresenta esse
mecanismo é o sistema de Rossler, o qual seré tratado em detalhes no proximo
capitulo. As dobras também podem ser completamente desenvolvidas no
interior de um politopo. A Figura 4.1 ilustra o comportamento de dobra
nesse ultimo caso. Tanto em um como outro caso a linha de ramificacao
sempre é formada pela tendéncia assintotica da trajetoria para o plano da
variedade bidimensional instavel.

Mecanismo de rasgo em modelos afins por partes

Em termos da constru¢ao do mecanismo de rasgo, parte da trajetoria
governada pela variedade instavel sera direcionada, de maneira brusca, para
a variedade estavel de um outro ponto fixo. A Figura 4.2 (a) mostra um
atrator de um sistema afim por partes que apresenta o mecanismo de rasgo.
Como pode ser visto na Figura 4.2 (b) o ponto de rasgo acontece exatamente
na superficie de chaveamento.
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(a) (b)

Pontos de Rasgo

Figura 4.2: (a) Projegdao no plano zy de um atrator estranho formado pelo
mecanismo de rasgo (b) Detalhe da regido em que acontece o rasgo. A linha
tracejada é a projecao da superficie de chaveamento no plano zy.

4.6 Pontos fixos e toro limitante

E conhecido pelos trabalhos de Poincaré (1881), que a estrutura do campo
vetorial é fortemente determinada pelo ntimero, localizacao e tipo de pontos
fixos. O terceiro nivel de classificacao de atratores estranhos em R® é o toro
limitante (Tsankov e Gilmore, 2003, 2004). Por meio dessa estrutura que
delimita o atrator, foi verificada a funcao de pontos fixos do tipo sela-né e
sela-foco na organizagdo global do atrator. Por exemplo, foi verificado que
nao é possivel haver dois pontos sela-foco imersos em um atrator estranho
que nao sejam separados por um ponto sela-n6. O ponto fixo sela-né tem a
funcao de realizar a transicao de uma espiral, em torno de um ponto fixo,
para outra.

Os toros sao classificados, basicamente, por meio do nimero de buracos
em sua estrutura. Esse nimero é chamado de ordem (genus) do toro. Uma
classificacdo mais detalhada é fornecida por meio das formas candnicas. As
formas candnicas sao estruturas planas que apresentam interiormente circulos
e poligonos. Os circulos revelam os pontos fixos imersos no atrator enquanto
os poligonos fornecem informacao sobre as singularidades. A forma canonica
é descrita por meio do par (g,p), sendo g o nimero total de buracos do toro
e p o nimero de circulos. Essas formas canonicas descrevem o ntimero de
singularidade presentes no padrao. Pode ser mostrado que, a excecao do
toro de ordem 1, todos os demais possuem 2(g — 1) pares de singularidades.

A Figura 4.3(a) e (b) apresenta dois tipos de padrdo. O primeiro com
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mecanismo de dobra e o outro com o mecanismo de rasgo. O padrao da
4.3(a), por apresentar apenas um buraco, pode ser simplificado de modo a
ter uma tunica linha de ramificacdo e 4 ramos. As correspondentes formas
candnicas sdo mostradas nas Figuras 4.3(c) e (d).

(a) Padrao com dobra (b) Padrao com rasgo

(c¢) Forma canénica (1,1) (d) Forma canénica (3,2)

»
»

A

Figura 4.3: (a) padrdo com mecanismo de dobra, (b) Padrdo com mecanismo
de rasgo, (c) forma canonica equivalente ao toro do padrao de (a), (d) forma
candnica equivalente ao toro do padrao de (b).

Na construcao do comportamento cadtico por meio de modelos afins,
o chaveamento entre os subsistemas afins pode realizar o papel dos pontos
fixos do tipo sela-n6. Além disso, pode-se supor que o nimero de subsistemas
afins esté relacionado diretamente com o ntimero de pontos fixos do tipo sela-
foco e o equivalente nao-linear de pontos fixos virtuais. Pontos fixos virtuais
surgem no contexto de sistemas afins. Quando o ponto fixo de um submodelo
estd fora do politopo desse submodelo, entao esse ponto é chamado de virtual
(Shorten et al., 1999). Por exemplo, dindmicas contidas em um toro de ordem
1 sao obtidas por meio da combinacao de dois pontos fixos do tipo sela-foco.
No entanto, existem sistemas com atratores contidos em um toro de ordem 1
mas que apresentam apenas um ponto fixo no espaco e supostamente outro
ponto fixo é virtual.
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Como se supoe que o chaveamento possa substituir um ponto fixo do tipo
sela-no6 e foi verificado que esse tipo de ponto fixo esta relacionado as transi-
¢oes entre regioes circulares do toro, pergunta-se: seria possivel desenvolver
sistemas com estruturas topolégicas mais ricas por meio da composi¢ao de
sistemas mais simples? Tal questao se relaciona diretamente com a teoria
de sistemas imagem e cobertura. Essa questao é abordada na se¢ao seguinte
dentro do contexto de sistemas afins por partes.

4.7 Sistemas cobertura e imagem

Sistemas simétricos podem apresentar um dos trés tipos de simetria: ro-
tacional, inversao e de reflexdo. Pode ser verificado se um sistema possui
um dos grupos de simetria, se o sistema for invariante as transformacoes de
variavel:

reflexdo: (z,y,2) — (x,y, — 2),
rotagéo: ("anaz) - (—37, - y,Z),
inversdo: (z,y,2) — (—z,—y,— 2).

Sistemas invariantes a uma das transformagcoes acima sao chamados sistemas
cobertura (cover system) (Letellier e Gilmore, 2001). Sistemas com diferentes
grupos de simetria apresentam diferentes topologias. No entanto, a simetria
pode ser eliminada por meio de transformagoes de variaveis. O sistema resul-
tante é conhecido como sistema imagem (image system). A operagao inversa
também é possivel. Apoés a devida transformacao de varidveis, pode ser
constatado que diferentes sistemas simétricos podem ter o mesmo sistema
imagem.

No caso de modelos afins por partes, diferentes sistemas cobertura podem
ser obtidos por meio de operagoes de inversao ou rotagao de um sistema
assimétrico e a determinacgao de um eixo de simetria. O eixo de simetria sera
uma das superficies de chaveamento.

O procedimento para se construir sistemas cobertura por meio de modelos
afins por partes é descrito a seguir:

1. seja um atrator assimétrico contido em um toro de ordem 1.! Trans-
ladar para origem o ponto fixo imerso no atrator . Essa operacao é
realizada por meio da transformacao (z,y,2) = (¢ — 2,y — Yp,2 — 2p),
sendo que (z,,Yp,%,) sd0 as coordenadas do ponto fixo;

LA composicio de sistemas afins ndo precisa ser feita apenas com sistemas contidos no
toro de ordem 1. Nesse procedimento foi tomado toro de ordem 1 para facilitar a descricao.
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2. transladar o sistema e sua copia para regioes eqiiidistantes. Por exem-
plo, o sistema pode ser transladado fazendo (z,y,2) — (z —d,y,2) e sua
copia (z,y,2) — (z+d,y,z), sendo que o termo d representa a distancia
transladada;

3. aplicar ao sistema imagem uma transformacao de coordenadas que
produzam rotagdo ou inversdo, isto é, (z,y,2) — (—z, — y,z) ou
(iE,y,Z) - (—37, - Y, — Z)a

4. determinar o eixo de simetria. A escolha é feita considerando que a
conexao dos subsistemas devem preservar a orientacao do fluxo. Essa
operagao conduz a conclusao de que, em sistemas simétricos, uma das
superficies de chaveamento deve conter o eixo de simetria.

Os atratores das Figuras 4.4(a) e (b) foram obtidos por modelos afins
seguindo o procedimento proposto. O atrator imagem é mostrado na Fi-
gura 4.4(c). Para construcao da Figura 4.4(a) foi aplicada uma operacao de
rotacao e na Figura 4.4(b) operagdo de inversao.

Do ponto de vista topologico, a operagao desenvolvida acima para pro-
duzir sistemas cobertura por meio de modelos afins por partes, encontra
profunda relagdo com a teoria dos no6s (Manturov, 2004; Ghrist et al., 1997).
Por definicao nés sao curvas fechadas que nao se auto-interseccionam. No
caso de sistemas dindmicos, as Orbitas peridédicas sdo tratadas como nés. A
operacao descrita acima corresponde a operacao de nos conhecida como soma
conectada. A Figura 4.5 ilustra a operagao de soma conectada, representada
pelo operador f. A operacao é aplicada aos nés ki e ko 0 que da origem ao
no ks.

Uma importante caracteristica dessa operacao é que deve ser garantida a
preservacao da orientacao dos nés. Essa propriedade é garantida quando a
operacao de rotagao ou de inversao é aplicada ao sistema imagem duplicado.

4.8 Variedades e bifurcacoes globais

Pretende-se avaliar como a superficie de chaveamento pode alterar o com-
portamento global do campo vetorial de modo a produzir bifurcacoes globais.
Sera verificado a seguir que a juncao de submodelos afins pode dar origem a
um ponto fixo e até mesmo a bifurcacoes locais.

Para que se possa constatar as afirmagoes acima, serd tomado o seguinte
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Figura 4.4: (a) Sistema obtido pela operagdo de rotagdo, conseqiientemente
tal sistema apresenta a propriedade de simetria de rotagdo. (b) Sistema
obtido pela operagdo de inversdo. (c) Sistema que deu origem aos sistemas
em (a) e (b), isto é, o sistema imagem.

modelo afim por partes:

T =y

. 4.2
{ = T+ fC(x,y)a ( )

sendo,

) —L,seax+y >0
fe(z,y) _{ +1,se ax +y <0,

e a € R é o parAmetro que varia a inclinagao da superficie de chaveamento.
A Figura 4.6 mostra o retrato de fases quando a assume os valores 3, 0 e -3.
Algumas observagoes a seguir sao feitas para essa variacao de a.
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]{21 k2

k3

Figura 4.5: Soma conectada entre os nés orientados k; e k3 dando origem ao
noé ]€3.

Os submodelos afins possuem os pontos fixos p. = (—1,0) e p. = (1,0).
Esses pontos fixos sdo do tipo sela-né. Verifica-se também que a jungdo entre
os dois subsistemas produz um comportamento de ponto fixo em py, = (0,0).
A rigor, po = (0,0) ndo pode ser ponto fixo porque para esse valor as derivadas
serdo (&,y) = (0,1). No entanto, essas derivadas indicam que o sistema deve
crescer na direcao positiva de y. Para um aumento infinitesimal de y tem-se
(x,y) = (0,07). Nessa regido do espaco a derivada sera (&,7) = (0, — 1), o que
indica que o sistema decresce na direcao de y voltando para (z,y) = (0,0).
Por isso, sera assumido que (x,y) = (0,0) é ponto fixo.

Primeiramente os retratos de fases da Figura 4.6 serao analisados do ponto
de vista local. Quando a superficie de chaveamento é variada, nenhuma mu-
danca é verificada em torno dos pontos fixos simétricos. Pelo campo vetorial
pode ser verificado que o ponto fixo py € um foco e que, além disso, a estabili-
dade desse ponto é alterada pelo parametro a da superficie de chaveamento.
Verifica-se que ocorre uma bifurcagdo de ponto fixo. Na Figura 4.6(b) o
campo vetorial em torno de py tem o comportamento de um ponto fixo cen-
tro. Quando o parametro a recebe valores negativos, py torna-se um foco
estavel (Figura 4.6(a)). Para valores positivos, py torna-se um foco instéavel
(Figura 4.6(c)).

Quanto ao comportamento global, importantes mudancas também sao
observadas no retrato de fases. Na Figura 4.6(a) existem conexdes hetero-
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clinicas entre os pontos simétricos e o ponto fixo trivial. Essa formacao cria
uma bacia de atracao entre as variedades estaveis. Quando o parametro as-
sume o valor a = 0, acontece uma bifurcacao global. As variedades estaveis
e instaveis dos pontos fixos simétricos se conectam. A conexdo heteroclinica
entre os pontos simétricos e o ponto trivial é rompida e uma nova conexao
heteroclinica é formada, agora, entre os pontos simétricos. A bacia de atra-
cao deixa de existir e verifica-se estabilidade marginal na regiao interior as
conexoes heteroclinicas, isto é, os autovalores do ponto py sao puramente
imaginarios. Em seguida o parametro a assume valores positivos. A Fi-
gura 4.6(c) mostra que nessa condi¢do as conexdes sdo rompidas e o retrato
de fases torna-se globalmente instavel. Pela Figura 4.6, também verifica-se
que modelos afins por partes apresentam relagao com sistemas de estrutura
variavel.

Esse exemplo mostra que a variacdo na superficie de chaveamento tem um
profundo impacto no comportamento global e local de um campo vetorial.
Foi também verificado nesse exemplo que a principal razao é a mudanca
global das variedades nao-lineares dos pontos fixos.

4.9 Conclusao

Este capitulo mostrou como importantes elementos da topologia de atra-
tores estranhos podem ser reproduzidos por meio de modelos afins por partes.
Foi verificado que comportamentos dinamicos podem ser construidos, como
visto na metodologia para produzir sistemas cobertura. Tendo sido apresen-
tada a maneira como esses modelos podem construir dindmicas, ser& apre-
sentado no proximo capitulo um procedimento para reconstrucao de campos
vetoriais. A reconstrucao utilizaré as orientacoes apresentadas neste capitulo.
Elementos topolégicos fundamentais como singularidades, ramos e mecanis-
mos podem ser identificados em atratores estranhos. Por meio da determi-
nagao desses elementos pode-se empregar o modelo afim para reconstruir o
atrator.
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Figura 4.6: Retratos de fase obtidos por meio de simulagdo das trajetorias
do sistema (4.2). (a) a = =3, (b) a =0, (c) a = 3. As variedades também
foram obtidas por meio de simulacao.



Capitulo 5

Reconstrucao de Campos
Vetoriais

5.1 Introducao

Entre as dificuldades encontradas na constru¢ao de modelos afins por
partes citam-se a determinacao do nimero de divisoes do espaco e a busca
de uma superficie de chaveamento. Este capitulo descreve um procedimento
baseado na organizacao topologica de atratores que fornece orientacoes para
responder a essas questoes. Alguns dos resultados apresentados foram publi-
cados em (Amaral et al., 2006).

O ponto de partida é a extragao das caracteristicas topolégicas e dinami-
cas dos sistemas, bem como a determinagao de qual mecanismo de construcao
da dinamica esta presente. O conhecimento dessas caracteristicas e de como
reproduzi-las em modelos afins por partes permite a construcao de modelos
que reproduzem os comportamentos dinamicos local e global.

Investiga-se também qual é a relacao entre a variagdo da superficie de
chaveamento e a topologia resultante. No presente capitulo, assumem-se co-
nhecidos os submodelos locais de modo que o foco do estudo é a conexao
entre os submodelos. Os resultados mostram que é possivel obter modelos
topologicamente equivalentes aos sistemas abordados. Esse resultado é ob-
tido com um numero minimo de modelos locais, apenas dois para o caso dos
sistemas tratados neste capitulo. Ressalta-se que a reconstrug¢ao dos mesmos
sistemas, seguindo outros procedimentos, resultou em um nimero relativa-
mente grande de submodelos locais, centenas (Storace e De Feo, 2004) e até
milhares de submodelos locais (Hiew, 1994). Sera mostrado a seguir que o
procedimento proposto nao apresenta tal dificuldade.

Uma vez que o procedimento proposto é baseado nas caracteristicas to-

65
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polégicas e dindmicas dos atratores, a proxima se¢ao descreverd algumas das
caracteristicas dos sistemas tratados neste capitulo, os sistemas de Rossler e
de Lorenz.

5.2 Sistemas cadticos e seus mecanismos

Em 1963, Lorenz foi um dos primeiros a descrever um sistema que apre-
senta comportamento cadtico em tempo continuo (Lorenz, 1963). As equa-
coes de Lorenz sao uma versao simplificada do modelo de conveccao de
Rayleigh-Bénard. Essas equacoes surgiram dentro do contexto de dinamica
dos fluidos; no entanto, depois foi mostrado que outros sistemas fisicos tam-
bém apresentam o mesmo comportamento do sistema de Lorenz, como exem-
plo, laser (Haken, 1975) e motor de corrente continua sem escovas (Hemati,
1994). O sistema de Lorenz é descrito pelas seguintes equagoes

T =—8T+ sy
Yy=rr—y—2a2 (5.1)
z = —bz + xy,

dependentes dos parametros (s,r,b). Os pontos fixos do sistema sdo:

xy = 4/b(r —1) 2o =0 x_ = —4/b(r—1)
P+=|yr=+br—1) ,po=|%=0 ,ep_=|y_ =—/b(r—1)
zp=1r—1 20=0 z.=r—1

As equagoes de Lorenz resultam em um ponto fixo trivial py e dois pontos
fixos simétricos p_ e p,. Nao apenas os pontos fixos, mas todo o campo ve-
torial desse sistema apresenta a propriedade de simetria rotacional em torno
do eixo z. Nesse caso diz-se que o sistema é invariante sob a transformacao
de coordenadas (z,y,z) — (—z, — y,2).

Algum tempo depois, surgiu um outro sistema que também produz com-
portamento ca6tico em tempo continuo, o sistema de Rossler (Rossler, 1976).
Esse sistema foi descrito inicialmente na literatura como um “modelo de um
modelo”, porque nao apresentava na época, interpretacao fisica. Mais tarde
verificou-se que alguns sistemas fisicos se comportavam de maneira seme-
lhante ao sistema de Rossler (laser (Papoff et al., 1992), eletrodissolugio do
cobre (Letellier et al., 1995b,c), reagdo de Belousov-Zhabotinskyi (Letellier
et al., 1998), sistema bioquimico (Letellier, 2002)). O sistema de Rdéssler é
um sistema semelhante ao sistema de Lorenz, porém sem a propriedade de
simetria. Diz-se que é semelhante ao sistema de Lorenz porque o sistema
imagem de Lorenz tem o mesmo padrdo de Rossler (Letellier e Gilmore,
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2001). Enquanto o sistema de Lorenz apresenta duas espirais simétricas, o
sistema de Rdssler apresenta apenas uma. O sistema de Rossler é descrito
pelas equagoes

T=-y—2z
y=2z+ay (5.2)
Z2=b+ (z —c)z,
que tém apenas dois pontos fixos,
Ty = —0Yx
Py = —ct V% —4ab (5.3)
Y+ =
2a
‘t = —Y+.

E interessante notar que apenas o ponto fixo p_ estd imerso no atrator cad-
tico. O que explica, em parte, a formagao de apenas uma espiral. O ponto p.
faz com que o sistema seja globalmente estavel. Essas caracteristicas estao
relacionadas com o mecanismo de dobra (folding).

As estruturas dos atratores produzidos pelos sistemas de Lorenz e Ros-
sler sdo classificadas como toro limitante de ordem 3 e 1, respectivamente’
(Tsankov e Gilmore, 2003). Sistemas com a estrutura de um toro limitante
de ordem 1 somente apresentam o mecanismo de dobra, o que é identificado
no mapa de primeiro retorno por ramos monotonicos e um ponto critico di-
ferenciavel (Byrne et al., 2004). O sistema de Lorenz por apresentar mais
de uma espiral é capaz de desenvolver um outro mecanismo além de do-
bra, o mecanismo de rasgo (tearing). Esse mecanismo pode ser identificado
no mapa de primeiro retorno pela presenca de ramos monotonicos e ponto
critico nao-diferenciavel ou descontinuo (Byrne et al., 2004).

Comportamentos cadticos em baixa dimensio (d = 3) sao formados por
um ou pela combinagdo dos mecanismos citados anteriormente. Assim, o
entendimento de como os sistemas de Rossler e Lorenz podem ser reprodu-
zidos guarda relativo grau de generalidade. A questao que se coloca é: como
reproduzir esses sistemas por meio de modelos afins por partes e garantir
suas propriedades locais e globais? Para responder a essa questao um pro-
cedimento de reconstrucao dos sistemas de Rdossler e de Lorenz, que utiliza
modelos afins por partes, é sugerido e investigado. Na préxima se¢ao, serd
checado como o mecanismo de dobra do sistema de Rossler pode ser obtido
por modelos afins por partes.

!Dependendo dos valores dos parametros, o atrator de Lorenz também pode ser classi-
ficado como toro limitante de ordem 1.
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5.3 Reconstrucao do sistema de Rossler

As proximas subsecoes apresentarao de maneira mais minuciosa, qual é
a topologia e a dinamica local do sistema de Rdssler para o conjunto de
parametros (a; b; c) = (0,398;2;4). Tais informagGes, que podem ser total ou
parcialmente extraidas de dados, orientarao a constru¢ao do modelo afim por
partes.

5.3.1 Analise topologica do atrator Rossler

Para se obter uma descricao rigorosa do comportamento global do sistema
de Rossler, sera empregado um procedimento de analise topologica. Como
jé& referido anteriormente, esse procedimento comeca com o calculo do mapa
de primeiro retorno de uma secao de Poincaré do atrator. Para o sistema
em questdao, uma secao de Poincaré que auxilia o processo de codificacao
simbolica é dada pelo corte feito na direcao do ponto fixo imerso no atrator:

P={(yn,2n) €ER® |z, =2_,0 >0}, (5.4)

sendo x_ a coordenada desse ponto fixo. Esse corte do atrator é apresen-
tado na Figura 5.1 (a). O conjunto de pontos na se¢do P nio apresenta
dobra, como pode ser visto na Figura 5.1 (b), isso garante comportamento
monotonico no mapa de primeiro retorno.

O mapa de primeiro retorno é construido por meio da variavel y,. A
Figura 5.2 apresenta o mapa e a codificagao simbdlica dos pontos da se¢ao
P. O ponto y. determina a codificagao simbdlica dos pontos em P,

_J L osey=>u
yn_{O, se y < Ye - (5-5)

Em seguida, érbitas periodicas instaveis sao extraidas do atrator e codifi-
cadas segundo a equagdo (5.5). Para determinar qual é o padrao, os nimeros
de conexao foram calculados. Os niimeros de conexao entre pares de Orbitas
periddicas instaveis sao apresentados na Tabela 5.1.
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(a) Atrator de Rossler (b) Secao de Poincaré
Figura 5.1:  (a) Atrator do sistema de Rdssler para os valo-
res dos pardmetros (a;b;¢) = (0,398;2;4), (b) se¢do de poincaré
P={(yn,2) R |z, =x_,3 > 0}.
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Figura 5.2: (a) Mapa de primeiro retorno do sistema de Réssler. O ponto
Y. = —3,25 é o limite entre as regioes de expansao e contragao, isto é, os

ramos 0 e 1.
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Tabela 5.1: Numero de conexao entre pares de oOrbitas periddicas instaveis
coexistentes com o atrator de Rossler.

| | (1) (10) (1011) (10111) |

10) | -1
(1011) | -2 -3
(10111) | -2 -4 -8
(10110) | -2 -4 -8 -10

Com a informacao da Tabela 5.1, o padrao é determinado e validado. O
comportamento global do sistema de Rdssler para o conjunto de valores de
parametros (a; b; c¢) = (0,398;2;4) é sintetizado pelo padrao da Figura 5.3.

Figura 5.3: Padrao do sistema de Rossler com convencgao de inser¢ao padrao
na linha de ramificacdo. O padrao consiste em dois ramos, sendo o ramo 0
relacionado ao processo de expansao e o ramo 1, ao processo de contragao.

O padrao consiste apenas de dois ramos, sendo o ramo 0 o responséavel
pelo mecanismo de expansao do atrator (stretching) e o ramo 1 responsével
pelo mecanismo de contragdo (folding). Observa-se também que o ramo
1 apresenta uma torc¢do local negativa (-1). Também ha um cruzamento
negativo (-1) entre os ramos e ndo ha tor¢ao global.

Como o procedimento para construcao de modelos afins por partes é ba-
seado em informagao global e local, serd mostrado a seguir como a dinamica
local em torno dos pontos fixos pode auxiliar o entendimento da formacao
do comportamento global, isto é, os mecanismos de expansao e dobra.
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5.3.2 Dinadmica local do sistema de Rossler

A seguir seré verificado como a informacado do campo vetorial em torno
dos pontos fixos se relaciona com o comportamento global. A primeira etapa
para analise local é o calculo dos pontos fixos. Para o conjunto de valores de
parametros referidos anteriormente, o sistema apresenta os seguintes pontos
fixos:

0,2100 3,7900
p-=| —0,5277 |, py=| —9,56225
0,5277 9,5225

O comportamento dinAmico em torno desses pontos é descrito pelos au-
tovalores e autovetores das respectivas matrizes jacobianas. Para os pontos
fixos referidos acima, os autovalores foram calculados e sao apresentados na
Tabela 5.2, sendo Ay, 0 7-ésimo autovalor do ponto fixo py.

Tabela 5.2: Autovalores do sistema de Rossler linearizado em torno de seus
pontos fixos.

A_, = —3,6547 A, = 0,3412
A, = 0,1314—50,9810 | A, = —0,0766 — j3,2381
A, = 0,1314+4 50,9810 | A,, = —0,0766 + 53,2381

Pelos autovalores conclui-se que os dois pontos fixos sdo do tipo sela-foco?.
Das matrizes jacobianas verifica-se que o ponto fixo p_ tem uma variedade
instavel bidimensional E e uma variedade estével unidimensional E¢' e o
outro ponto fixo uma variedade estavel bidimensional E‘f e uma variedade
instavel unidimensional E‘j A Figura 5.4 mostra trajetorias contidas nas
variedades estaveis e instaveis dos pontos fixos e o atrator.

A visualizagdo das variedades e do atrator auxilia na compreensdao da
dinamica global porque permite checar como se d&, ainda que de maneira
qualitativa, a interagao entre as variedades. A Figura 5.5 mostra as varieda-
des associadas a cada um dos pontos fixos do sistema. O campo vetorial do
sistema de Rossler resulta de um efeito combinado dessas variedades. Uma
importante observacao é que em determinadas regioes do espaco, algumas
variedades influenciam fortemente o comportamento do sistema.

2Aqui sera feita a distin¢do entre sela-foco e sela-né. Enquanto na analise de estabili-
dade essa distin¢cdo parece nao ser tao relevante, no caso de reconstrugao serd. Importa
saber como é o campo vetorial, para que se possa entender como se d4 a interac¢do entre
as variedades lineares.
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Figura 5.4: Atrator de Rossler (pontilhado) e as variedades referentes as
linearizagoes nos pontos fixos p_ e p,. Variedades estéveis E¢ e Ef (preto)
e variedades instaveis E” e E'! (cinza).
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A variedade E” do ponto fixo p_ explica o comportamento divergente
da trajetéria. Quando a trajetéria alcanca a primeira regido de transigao,
comeca a ser fortemente determinada pelo campo vetorial do ponto fixo p,
ver Figura 5.5. O processo de dobra da trajetoria, associado ao ramo 1 do
padrao, é iniciado principalmente pela variedade Ef Essa variedade conduz
a trajetoria até a segunda regiao de transicao. Nessa regido, a trajetoria
¢ fortemente influenciada pelo comportamento da variedade E¢, isto é, a
trajetoria é reinjetada até proxima ao ponto fixo p_ concluindo a dobra e
reiniciando o processo de expansao e dobra.

/

2% Regido de Transicao

.

1% Regiao de Transigao

Figura 5.5: A primeira regidao de transicdo marca a passagem do dominio
das variedades do ponto p_ para as variedades do ponto p,. A segunda
regiao de transi¢cao marca o retorno do dominio das variedades do ponto p_
na determinacao da trajetoria.

O campo vetorial de cada ponto fixo tem associado, para o caso em estudo,
um comportamento topolégico. O processo de expansao pode ser explicado
pela dinamica do ponto fixo p_, enquanto a dobra é obtida por meio do
campo vetorial do ponto py e concluida pela variedade estavel do ponto p_.
Resumidamente, pode-se afirmar que a funcao do campo vetorial do ponto
fixo p,. é levar o fluxo da variedade E*? para variedade E¢'. Na proxima secdo,
as informacoes da dinimica local e global serao utilizadas na construgao
de um modelo afim por partes topologicamente equivalente ao sistema de
Rossler.
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5.3.3 Modelo afim por partes do sistema de Rossler

Como observado anteriormente, o comportamento do sistema de Rossler
pode ser entendido por meio do retrato de fases do campo vetorial em torno
dos pontos fixos e pela identificacao das regioes onde cada campo vetorial é
dominante. Como o sistema apresenta dois pontos fixos do tipo sela-foco, o
modelo por partes serd construido com apenas dois submodelos afins e uma
particao do espaco. O modelo afim por partes que reconstréi o comporta-
mento do sistema de Rossler tera a seguinte forma

z 0o -1 -1 T —T_
Y = fildx)]| 1 0,398 0 y—y_
z | 2= 0 (v-—4) z—z_ |
0 -1 -1 T—Ty |
Bl | 1 0398 0 — (5.6)
| zp 0 (24 —4) | [ z— 24 |

sendo que as matrizes quadradas da equagao (5.6) sdo as matrizes jacobianas
avaliadas nos pontos fixos p_ e p;. O termo [x —p,] mostra que cada subsis-
tema afim do modelo esta centrado em um dos pontos fixos da equagao (5.3).
Essas duas caracteristicas fazem com que o modelo afim da equagao (5.6)
seja apenas valido para os valores dos parametros (a;b; c) = (0,398; 2; 4).

Como definido na secdo 3.3, a fungdo d(x) determina a distancia de um
ponto qualquer do espaco de estados até a superficie de chaveamento s;. As
superficies de chaveamento s; sao os principais ingredientes que determinam
a transicao entre os subsistemas. A escolha da superficie de chaveamento
estd profundamente relacionada com as regioes de transicdo mostradas na
Figura 5.5. Do ponto de vista topolégico, as duas regioes de transi¢ao estao
relacionadas apenas com o ramo 1 do padrao. Essa observagao significa que,
no caso desse sistema, o chaveamento sera responsével apenas pela construgao
da dobra, isto é, do ramo 1.

As fungoes fi[d(x)] e f2[d(x)] sdo definidas como na se¢do 3.3:

1, sed(x)>0
Aild()) = { 0, sed(x) <0

0, sed(x)>0

Fld(x)] = { 1, sed(x) <0.

Como o sistema de Rossler nao é um sistema afim por partes, a regiao
de transicdo entre o dominio de cada ponto fixo nao é bem definida, ou
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seja, a transicao acontece de maneira suave, gradual. O campo vetorial,
progressivamente, deixa de ter as caracteristicas do campo em torno de um
ponto fixo e comeca a tomar a forma do campo vetorial do outro ponto fixo.
O que permite fazer tal observacao é a anélise dos autovalores e autovetores
da matriz jacobiana avaliada em cada ponto do espaco. Se o sistema nao for
por partes, tem-se um conjunto de autovalores e autovetores diferentes em
cada ponto do espaco. Tal constatacao leva a conclusao de que nao ha uma
unica superficie de chaveamento, pelo menos do ponto de vista qualitativo.
No entanto, uma escolha incorreta dessa superficie conduz a comportamentos
instaveis ou topologicamente nao equivalentes.

18
15
12

RO W O ©

Figura 5.6: (a) Atrator do sistema de Réssler para os valores dos parame-
tros (a;b;c) = (0,5566251;2;4), (b) Trajetoria do sistema afim por partes
mostrado na equagdo (5.6) com superficie de chaveamento = = 2.

A Figura 5.6(a) mostra o comportamento do sistema de Rossler para
os valores dos parametros (a;b;c) = (0,5566251;2;4). Tomando o modelo
descrito na equagdo (5.6) e a superficie de chaveamento z = 2 obtém-se
comportamento instavel como mostrado na Figura 5.6(b). Isso mostra que a
superficie de chaveamento pode determinar o tipo de dindmica resultante e,
portanto, torna-se necessario investigar com mais detalhes a sua influéncia.

Para investigar a influéncia da superficie de chaveamento, as superficies
abaixo foram escolhidas,
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si = {xeR|z=2359}, (5.7)

s = {xeR|y=-3z+106}, (5.8)

s = { {(xeR| —2+0,7y+45 =0}, sey>—1,4689, (5.9)
{x e R |z +2,35y — 0,02 =0}, sey< —1,4689,

sy = {x€R|0,95y°+3y+6—x=0} (5.10)

As projecoes dessas superficies de chaveamento em R? podem ser vistas
na Figura 5.7. Dois critérios foram seguidos para selecao dessas superficies.
O primeiro é baseado em informagao da dindmica local. As superficies devem
dividir o espago nas duas regioes de transicao descritas anteriormente, isto &,
na regiao em que a variavel z comeca a crescer e na regiao préoxima ao ponto
de maximo de z. O segundo critério é baseado na topologia global. O mapa
de primeiro retorno do sistema resultante deve apresentar apenas dois ramos
monotonicos e maximo diferenciavel.

3‘\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\‘\\\\\\\I\‘\\\\\\\\f
S, 15

Figura 5.7: Projecao do atrator de Rossler no plano zy. As superficies de
chaveamento si, Sg, s3 e s4 foram escolhidas segundo as regioes de transicao
mostradas na Figura 5.5. Essa escolha objetiva a reconstru¢ao do ramo 1 do
padrao.

Os atratores cadticos e os correspondentes mapas de primeiro retorno
sao mostrados na Figura 5.8. Os modelos obtidos podem ser agrupados em
dois conjuntos. O primeiro composto pelos modelos M[s;] e M]sy]. Estes
modelos, apesar de apresentarem mapas de primeiro retorno semelhantes,
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(a) Superficie s;

(d) Superficie s4

Figura 5.8: Atratores cadticos dos modelos afins resultantes das superficies defini-
das anteriormente. A superficie de chaveamento é desenhada em linhas tracejadas.
Os mapas de primeiro retorno correspondentes estdo na coluna da direita.
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diferem bastante em suas topologias. Por meio do nimero de conexoes da
populacdo de orbitas periodicas instaveis foram obtidos os padroes destes
modelos. Verifica-se que esses modelos apresentam dois tipos de dobras. A
dobra no sentido usual da palavra, isto é, um meio giro no ramo 1 e a outra
dobra refere-se a giros tomados ao longo de todos os ramos. Exatamente por
isso, esses giros sao torgoes globais. A Figura 5.9 apresenta padroes referentes
aos modelos M(s1] e M([sy]. A matriz que descreve as tor¢oes do padrao no
caso desses modelos é a seguinte

M = { :g :2 ] : (5.11)

Esse padrao é equivalente ao padrao de Rossler mais uma tor¢ao global. Essa
equivaléncia pode ser mostrada na equagao abaixo,

EEREEEE!

J/ N
-~

~
torcao global Rossler

1 o

=il

(a) Padrao sem torgao global (b) Padrdo com uma torgao global

Figura 5.9: (a) Padrao para os M(s;| and M[s,]. Este padrao apresenta um
numero maior de torcoes locais e de torcoes entre os ramos do que verificado
no padrao de Rossler da Figura 5.3. Substituindo as tor¢oes locais e torgoes
entre os ramos por tor¢oes globais, obtém-se um padrio equivalente (b).

Os modelos M(s3] e M|[s4] sdo topologicamente equivalentes ao sistema
de Rossler porque apresentam o mesmo padrao de Réssler. No entanto,
o modelo M|s3] é mais exato que o modelo M|s;| porque possui a mesma
populacao de orbitas periddicas instaveis que Rossler. A populagao de 6rbitas
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extraidas dos atratores de Rossler e dos modelos sao mostradas na Tabela 5.3.
A populagdo de orbitas do modelo M[s4] é bem mais desenvolvida (maior) o
que sugere que o M[s,] corresponde ao sistema de Rossler para outra regido
do espaco de parametros.

Tabela 5.3: Populacao de érbitas periddicas instaveis extraidas de Rossler
para valores dos parametros (a;b;c) = (0,398;2,0;4,0) e dos modelos afins
por partes.

‘ Orbitas H Rossler ‘ M

—

51] | Mlsa] | M(ss] | M(sa] |

101110

)
)
100101)
100111)
100110)
)
)
)
)

100010
100011

Mesmo os modelos M]s;| e M[s,], que mostram uma topologia muito
diferente do atrator de Rossler, correspondem a outras regioes do espaco de
parametros do sistema. Isso conduz & hipotese de que a superficie de cha-
veamento pode ser parametrizada de modo a funcionar como parametro de
bifurcacao. De fato, verifica-se que a conjectura é verdadeira. Para mos-
trar essa afirmativa, o ramo inferior da superficie de chaveamento do modelo



80 Capitulo 5. RECONSTRUGAO DE CAMPOS VETORIAIS
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Figura 5.10: Diagrama de bifurcacao do sistema de Rdéssler. O parametro a
é variado no intervalo [0,2 0,55].

M (s3] seré variado de modo a alterar o angulo entre os dois ramos da su-
perficie de chaveamento. O angulo entre os dois ramos da superficie s3 tem
um efeito semelhante a variacao do parametro a na equagao de Rossler (5.2).
Para que o angulo seja variado, a reta inferior de M|s3] foi parametrizada
como (y — y1) = tan (¢) (x — 1), sendo (x1,y1) o ponto de encontro entre as
retas que formam s3 e ¢ é o angulo entre a reta inferior e o eixo horizontal.
Como mostrado na Figura 5.10 o sistema de Rossler apresenta uma cascata
de duplicagdo de periodo quando o parametro a for variado. O angulo ¢
também mostra a mesma rota para o comportamento cadtico. A Figura 5.11
mostra que se o angulo ¢ é aumentado, tem-se um comportamento seme-
lhante a Rossler quando o parametro a é variado. Por isso, verifica-se que o
angulo ¢ é um parametro de bifurcagao de M]ss].

5.4 Reconstrucao do sistema de Lorenz

Como afirmado anteriormente, para um determinado conjunto de para-
metros o sistema de Lorenz apresenta o mecanismo de rasgo. Esse mecanismo
nao é observado em sistemas semelhantes ao de Rossler, isto é, sistemas que
produzem apenas atratores delimitados por um toro de ordem 1. A seguir
o sistema de Lorenz serd reconstruido para o conjunto de parametros que
produz apenas o mecanismo de rasgo (s,r,b) = (10,28,%).

5.4.1 Analise topolégica do sistema de Lorenz

Sabendo da propriedade de simetria, uma secao de Poincaré foi escolhida
de modo a aproveitar essa caracteristica. A secao de Poincaré escolhida
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i

-0.1 -0.3 -0.5 -0.7 -0.9 -1.1 -1.3 -15

Figura 5.11: Diagrama de bifurcagao do sistema de Réssler afim por partes.
No caso desse sistema o parametro ajustado é o angulo ¢ da reta inferior da
superficie de chaveamento s;.

consiste em um corte na coordenada z dos pontos fixos simétricos,
Py = {(2nyn) €R | 20 = 24 = 2,5 > 0} (5.12)

Esse corte em z fornece informacao das duas asas do atrator, como mos-
trado na Figura 5.12(a). Como o atrator de Lorenz é delimitado por um toro
de ordem 3, a descricao do atrator deve ser feita por meio de um conjunto de
Poincaré, isto é, duas secoes de Poincaré, uma em cada asa do atrator. Por
isso, um 1nico corte em z atende a construcao do conjunto de Poincaré.

O mapa de primeiro retorno é obtido pela variavel 3,. Como pode ser
visto na Figura 5.12(b), o mapa de primeiro retorno apresenta quatro ramos
monotonicos descontinuos, o que revela o mecanismo de rasgo. Os quatro
ramos monotonicos implicam a necessidade de quatro simbolos para que se
possa descrever completamente a dinamica do sistema, sendo os simbolos 1 e
0 referentes a um dominio fundamental e os simbolos 1 e 0 referentes ao outro
dominio fundamental. Os dominios fundamentais sao regioes, definidas por
um eixo de simetria, que apresentam as mesmas caracteristicas topologicas
e dinamicas (Letellier e Gouesbet, 1995). Os simbolos 1 e 1 sempre levam a
trajetoria para a outra asa do atrator, enquanto os simbolos 0 e 0 mantém
a trajetoria na mesma asa do atrator. A dindmica é corretamente descrita
pelo padrao mostrado na Figura 5.12(c).

Uma vez conhecida a propriedade de simetria, a descri¢ao topologica pode
ser simplificada. A codificacao simbolica pode ser feita apenas nos dominios
fundamentais. Sistemas que apresentam propriedade de simetria rotacional
podem ser convenientemente mapeados em seus dominios fundamentais por
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(b) Mapas de primeiro retorno
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(c) Padrées

Figura 5.12: De cima para baixo estao secao de Poincaré, mapa de primeiro
retorno e padrao. A coluna da esquerda apresenta as referidas informacoes
para o sistema de Lorenz com os pardmetros ajustados em (s,r,b) = (10,28,%).
Na coluna da direita as mesmas informagoes calculadas para o sistema ima-
gem de Lorenz, obtido pela transformagcao (5.13).
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meio da seguinte transformagao (Letellier e Gilmore, 2001)

u = 2% —y?
v = 2xy
wo o= 2.

(5.13)

Essa transformagao permite obter um sistema sem nenhuma simetria, po-
rém preserva a informacao topoldgica do sistema original. O sistema imagem
de Lorenz possui a mesma topologia de Rossler. Apesar do mecanismo pre-
sente no sistema imagem ser de dobra, a informacao de que o mecanismo
presente no sistema original é rasgo pode ser visto no mapa de primeiro
retorno pela presenca de um ponto critico nao-diferenciavel.

O sistema sem simetria apresenta topologia de um toro de ordem 1, nesse
caso apenas uma se¢ao de Poincaré é suficiente para descrever toda a informa-
¢ao topologica presente no atrator. A Figura 5.12(a) apresenta o atrator do
sistema de Lorenz apos a transformagéo (5.13). O mapa de primeiro retorno
apresentado na Figura 5.12(b) foi construido com o modulo da variavel y do
sistema original. Esse mapa apresenta o mesmo comportamento do atrator
imagem de Lorenz, isto é, apresenta apenas dois ramos monotonicos e um
ponto critico ndo diferenciavel. Na Figura 5.12(c) é apresentado o padrao do
sistema imagem

5.4.2 Dinamica local de Lorenz

Seguindo um procedimento semelhante ao adotado para o sistema de
Rossler, nesta secao serd investigada a relagao entre a dinamica local em
torno dos pontos fixos e o comportamento nao-linear global.

O primeiro passo é o célculo dos pontos fixos e de suas matrizes jacobia-
nas. Para os valores de parametros (s;r;b) = (10;28; g) tem-se os seguintes
pontos fixos

38 0 —3/8
P+=[3vV8 ,po=|0 ,ep_-=| —-3/8 .
27 0 27

A matriz jacobiana do sistema 5.1 é calculada e avaliada em cada um dos
pontos fixos acima. Uma vez obtidas as matrizes jacobianas, sao extraidos
os autovalores relativos a cada ponto fixo para que se possa entender qual o
comportamento local em torno dos pontos fixos do sistema linearizado. Os
autovalores relativos aos pontos fixos acima sao apresentados na Tabela 5.4.
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Tabela 5.4: Autovalores do sistema de Lorenz para (s;r;b) = (10; 28; g)

A:, = —13,8546 No, = —22,8277
A, = 0,0940 — 10,1945i | Ao, = 11,8277
8

Ax 0,0940 + 10,1945: Aoy = —%

3

O sistema é composto por trés pontos fixos. Sendo os pontos fixos si-
métricos p; e p_ do tipo sela-foco e o ponto fixo trivial py um sela-né. A
Figura 5.13 apresenta as variedades do sistema linearizado em torno de p..
Pela Figura 5.13 também é possivel compreender como dinamica local e glo-
bal se relacionam. Partindo de um conjunto de pontos do fluxo que esteja
proximo a variedade instavel bidimensional do ponto fixo p_ verifica-se que
o comportamento nessa regiao é de expansao. O fluxo espirala até encon-
trar uma regiao que apresenta dois comportamentos topologicos distintos. O
ponto separac¢ao é uma singularidade chamada de ponto de rasgo. Uma regiao
do fluxo continua o movimento em torno do ponto p_ enquanto outra parte
do fluxo é direcionado até o ponto fixo p,. Nessa regiao o movimento é forte-
mente influenciado pela variedade unidimensional estavel do ponto fixo p..
Quando o fluxo é direcionado para o ponto p, 0 mesmo é progressivamente
contraido junto com o fluxo que espirala em torno de py, o que da origem a
uma outra singularidade, a linha de ramificagdo. O fluxo espirala em torno
de p, até que parte do fluxo seja separada e va de encontro ao ponto fixo p_
e 0 processo recomeca. Quando o fluxo esta suficientemente proximo do eixo
z, a dindmica é acelerada na direcao do ponto fixo py; no entanto, como esse
ponto é instavel, o fluxo se aproxima de py até alcangar uma regiao em que
a dinamica é governada fortemente pela variedade instavel bidimensional de
um dos pontos fixos simétricos. Em resumo, pode-se afirmar que a dinamica
governada pelas variedades bidimensionais dos pontos fixos simétricos estao
relacionadas fortemente com os ramos 1 e 1 do padrdo, enquanto as varie-
dades unidimensionais estaveis estao fortemente relacionadas com os ramos
0 e 0 do padrao. A préxima subsecdo utilizara essas informacoes para cons-
truir um modelo afim por partes topologicamente equivalente ao sistema de
Lorenz.

5.4.3 Modelo afim por partes do sistema de Lorenz

Como afirmado na se¢ao anterior, as variedades dos pontos fixos simé-
tricos influenciam fortemente a dindmica. KEssa constatacao sugere que o
modelo afim por partes pode utilizar apenas as linearizagoes dos pontos fi-
x0s simétricos. Tomando os sistemas linearizados em torno desses pontos,
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X

Figura 5.13: Atrator de Lorenz para conjunto de parametros (so;7o;bo) =
(10;28; %) Os pontos fixos sao representados pelos sinais “+”. As setas
indicam diregoes apontadas pelas variedades.
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obtém-se a seguinte estrutura

@ [ —10 10 0 z — 38
g | = Al 1 -1 =38 y—3v8 | +
2 | 3v8 3v8 & z—27
[ —10 10 0 T+ 38
fold(x)] 1 -1 +3V8 y+3v8 | . (5.14)
| -3v8 -3v8 -& z—27

Para que o sistema apresente a propriedade de simetria rotacional em
relacdo ao eixo z a superficie de chaveamento deve conter o eixo z e além
disso também deve ser simétrica em relagao a esse eixo. A superficie de
chaveamento é que ird produzir os pontos de rasgo. De certa forma pode-se
afirmar que o ponto fixo trivial foi substituido pela superficie de chaveamento.
Optou-se por escolher a superficie mais simples que atenda as consideragoes
acima. A superficie é descrita abaixo

0) — {(x,0) e R® x [0 7]|z =0}, se § =
5= {(x,0) € R x [0 ﬂ@-(%)y:o}, se 0 #

I3

(5.15)

3

29

sendo que o parametro # permite girar a superficie em torno do eixo z. Esse
parametro funciona na superficie de chaveamento ss(#) como um parametro
de bifurcagdo. De fato, quando esse parametro é variado, Figura 5.14(b),
observa-se uma seqiiéncia de bifurcacoes semelhante aquela obtida para o
sistema de Lorenz quando o parametro p é variado Figura 5.14(a).

De acordo com Byrne et al. (2004), é possivel distinguir regiGes no espaco
de parametros em que o sistema de Lorenz apresenta diferentes mecanismos.
Para se obter tais regimes, utiliza-se a seguinte parametrizacao do sistema

s = Sy+ p(81 + 80),
r = 7'0+,0(7”1+’f’0),
= bo -+ p(bl -+ bo),

com (Sg;79;b0) = (10; 28; g) e (s1;71;01) = (30;278,56; 1). Assim, verifica-se
que o sistema apresenta o mecanismo de rasgo para p < 0,15 e o mecanismo de
dobra para p > 1,0. Na regiao p > 1,0 observa-se uma cascata de duplicagao
de periodo, caracteristica marcante de um sistema que apresenta o mecanismo
de dobra. Os mecanismos de rasgo e dobra ocorrem simultaneamente no
intervalo 0,15 < p < 1,0. Para determinados valores do parametro p também
se observa atratores com torcoes globais e atratores conectados coexistindo
no espago de fases (Letellier et al., 2005).
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Figura 5.14: Diagramas de bifuragao: (a) sistema de Lorenz (b) modelo afim
por partes da equacao (5.14).

Esses mecanismos também puderam ser observados no modelo afim por
partes de Lorenz. Quando a superficie de chaveamento é rotacionada por
meio do parametro €, obtém-se as mesmas bifurcacoes de atrator caoético
produzidas pelo sistema de Lorenz quando o parametro p é variado. A Fi-
gura 5.15 apresenta esses resultados. Quando o parametro # = 1,346 o mapa
de primeiro retorno apresenta um maximo nao diferenciavel. Essa singulari-
dade do mapa de primeiro retorno é a assinatura do mecanismo de rasgo. O
mecanismo de dobra pode ser verificado quando # = 1,004. Verificou-se tam-
bém o mecanismo de dobra associado a torc¢oes globais se § = 1,051. Perda
de simetria é verificada para 8 = 0,9897. Nesse caso, observa-se a presenca
de atratores assimétricos conectados coexistindo no espaco de estados.
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5.5 Conclusao

Foi desenvolvido um procedimento para construcao de modelos afins por
partes baseado na organizacao topologica dos atratores. Dois sistemas foram
empregados para testar o procedimento, os sistemas de Rossler e de Lorenz.
Os sistemas reconstruidos sao representantes dos mecanismos de construgao
de comportamento caético em baixa dimensao (d = 3), isto é, os mecanismos
de dobra e de rasgo.

O procedimento apresentado consiste nos seguintes passos:

1. definir o ntimero e a localizacao dos pontos fixos, em torno dos quais a
dindmica serd organizada;

2. avaliar as matrizes jacobianas em torno de cada um dos pontos fixos
do tipo sela-foco definidos nos passos anteriores;

3. definir a superficie de chaveamento baseada em informacgoes topologicas
e/ou na organizacao relativa dos pontos fixos. Dentre as informacoes
topologicas utilizadas citam-se o tipo de mecanismo (dobra ou rasgo),
numero de singularidades, simetria ou assimetria do sistema, entre ou-
tras;

4. simular o modelo afim por partes e comparar o atrator resultante por
meio de analise topolégica. Como mostrado nas secoes anteriores, a
posi¢do da superficie de chaveamento pode ser empregada como um
ajuste fino do modelo uma vez que a localizacao da superficie funciona
como pardmetro de bifurcagao.

Em ambos sistemas investigados, somente dois pontos fixos foram em-
pregados na reconstrucdo dos modelos afins por partes. Como mostrado,
apenas os pontos fixos do tipo sela-foco foram empregados no modelo. O
ponto fixo do tipo sela-n6 foi substituido pela superficie de chaveamento por-
que esses pontos estao fortemente relacionados com o processo de rasgo do
fluxo. Portanto, no caso dos modelos utilizados, esse processo é conseguido
pelo chaveamento entre os subsistemas.

Nos sistemas abordados neste capitulo, os atratores reconstruidos sao
topologicamente equivalentes aos atratores dos sistemas originais. Esse fato
nao é tao surpreendente se for considerado que os modelos foram obtidos
assumindo conhecidos os pontos fixos e as matrizes jacobianas dos sistemas
originais. Partindo dos trabalhos de Poincaré, sabe-se que as dinamicas sao
estruturadas em torno de pontos fixos e sao determinadas pelas respectivas
auto-estruturas locais. Por isso, a dinamica dos sistemas reconstruidos nao
pode divergir drasticamente dos modelos obtidos. Entretanto, se pontos fixos
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e os submodelos afins nao forem conhecidos previamente, o desempenho do
modelo afim por partes diminuiré.

Foi mostrado que a escolha da superficie de chaveamento é um ingredi-
ente chave para a construgao de uma determinada topologia. Nao apenas na
reconstrucao de um padrao, mas também em um nivel mais fino de classi-
ficacao, a populacao de orbitas periddicas instaveis. Foi mostrado numeri-
camente que a superficie de chaveamento pode ser parametrizada de modo
que um determinado parametro dessa superficie possa funcionar como um
parametro de bifurcagao. Como conseqiiéncia, diferentes regimes consisten-
tes com os sistemas originais foram obtidos como, por exemplo, cascatas
de duplicagao de periodo, mecanismos de dobra e rasgo, combinacao desses
mecanismos, torcoes globais, entre outros.

O proximo capitulo investigard o desempenho de modelos afins por partes
no caso em que os subsistemas sao estimados a partir de dados. Também sera
discutida a sintese de circuitos a partir dos modelos obtidos neste capitulo.
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Figura 5.15: Projecoes do atrator no plano zy (coluna a esquerda) e projegoes
no plano zz (coluna do meio). A coluna a direita mostra os respectivos mapas
de primeiro retorno da se¢do de Poincaré Py. (a) Atrator com mecanismo de
rasgo (b) Atrator com mecanismo de dobra (c) Atrator com mecanismo de

dobra e torgao global (d) Atratores coexistentes que apresentam mecanismo
de dobra.



Capitulo 6

Aplicacoes

6.1 Introducao

Este capitulo aborda duas aplicacoes de modelos afins por partes a sa-
ber: sintese de circuitos e identificacdo de sistemas. A sintese de dindmica
nao-linear por meio de circuitos eletronicos permite que sejam realizados
experimentos, que possibilitam estudos de dinamica nao-linear e caos expe-
rimental. A identificacdo, por outro lado, tem o objetivo de formular uma
representacao matematica do processo. O modelo obtido pode ser empregado
tanto para que se conheca melhor o processo, quanto para auxiliar na imple-
mentacao de estratégias de controle baseadas em modelo. Mesmo nao sendo
o foco deste trabalho a aplicacao de modelo, os topicos a seguir apresentam
importantes etapas do leque de possiveis aplicagoes.

A sintese de circuitos tratada neste capitulo sera ilustrada por dois exem-
plos. Serao implementados circuitos que reproduzam as dindmicas dos siste-
mas de Rossler e de Lorenz.

No caso da identificagdo, um modelo afim por partes (auto-regressivo)
serd empregado para reconstruir a dindmica. O sistema modelado é um
processo de eletrodissolucao potenciostatica de cobre. Ressalta-se que, para
realizar a identificacao, a tinica informagcao disponivel a priori foram dados
coletados na montagem experimental do processo.

6.2 Projeto de osciladores cadticos

Uma das vantagens referentes ao emprego de representacoes afins por par-
tes é que existe relativa facilidade na implementacao de circuitos eletronicos.
Basicamente, os circuitos implementados sao compostos de trés subcircui-
tos a saber: integradores, somadores e circuitos de chaveamento. Os dois

91
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primeiros subcircuitos sao facilmente implementados por meio de amplifi-
cadores operacionais. Quanto a circuitos de chaveamento deve haver uma
correspondéncia entre uma representacdo afim por partes e uma estratégia
de chaveamento. A seguir serdo apresentados circuitos que implementam
modelos afins por partes.

6.3 Circuitos de chaveamento

Neste capitulo sao empregados dois circuitos para realizar o chaveamento
entre os subsistemas afins, um circuito que implementa a funcao moédulo
(Sprott, 2000) e outro circuito que é composto por chaves analogicas e um
circuito de controle do chaveamento. A seguir tais circuitos serdo abordados
e exemplos de implementacao descritos.

6.3.1 Circuito moédulo

O circuito utilizado para realizar o chaveamento é mostrado na Figura 6.1.
Como apresentado, o circuito consiste de dois resistores de mesmo valor R,
um diodo d e um amplificador operacional U.

Figura 6.1: Circuito para implementacao da funcao modulo.

A utilizacao desse circuito, para implementar o chaveamento, esta condici-
onada a rigidas restrigoes. Apesar disso, dada a facilidade de implementagao,
é vantajoso verificar se uma determinada dinamica pode ser reproduzida por
meio dessa estratégia.

A primeira restricao é que as variaveis que descrevem a superficie de cha-
veamento devem ser as mesmas variaveis que serao chaveadas. Essa restricao
elimina um grupo de sistemas dinamicos como, por exemplo, sistemas com si-
metria rotacional em relagao ao eixo z. Como visto no capitulo anterior, para
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esse tipo de dinamica a superficie de chaveamento é descrita pelas variaveis
T e y, no entanto, sao necessarios chaveamentos na variavel z.

Seguindo o procedimento proposto neste trabalho, verifica-se que o mo-
delo afim por partes é mais adequado para modelagem de sistemas porque,
nesses modelos, ficam explicitos os submodelos locais. No entanto, modelos
construidos com a funcao modulo sao mais indicados para implementacao
eletronica porque apresentam menor niimero de parametros, isto ¢, estrutura
canonica. Dessa forma, uma possibilidade é construir um modelo do sistema
com modelos afins por partes e, em seguida, deduzir um modelo com fungao
modulo a partir de um modelo afim por partes.

Assim, a segunda restricao refere-se ao fato de que a representacao do
chaveamento por meio da funcao médulo é uma aproximacao do modelo
afim por partes. Essa aproximagdo nem sempre reproduz o comportamento
do modelo afim por partes. Apesar disso, pode-se encontrar regides no espago
de parametros em que a dindmica procurada seja equivalente.

O que se pretende nesse procedimento é buscar a relacao entre o modelo
afim

T = fil[dx)](a1z + b1y + 1z + d1) + fo[d(x)](asx + boy + c2z + d2), (6.1)
e a forma canonica,

t=ar+by+cz+d+gl|r+bny+ cmz+dnl. (6.2)

As fungoes fi[d(x)] e f2[d(x)] sdo definidas como na se¢do 3.3:

[ 1, sed(x)>0
Aldx)] = { 0, sed(x) <0

0, sed(x)>0
1, sed(x) <0,

sendo que a fun¢do d(x) determina a distancia de um ponto qualquer do
espago de estados até a superficie de chaveamento s;. Se as equagoes (6.1) e
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(6.2) forem igualadas, obtém-se as expressoes:

) ai,
) = ay,
) bi,
) = by
) = G,
) = 0y,
) = dy,
) = ds.
(6.3)

Considerando as situagoes em que o argumento da funcao modulo é positivo
ou negativo, pode ser verificado que a relagao exata entre as duas formas

somente acontece para

)
)
(e —a) 62)), (6.5)
)
)

(a1 + as)

2 ?

(b1 + by)

2 )

(Cl + 62)

2 b

(dy + do)

2 I

(a1 — ap)

2 bl

P (6.4)

(a1 — a2
EZI — ZZ (6.6)

As equagoes (6.4), (6.5) e (6.6) restringem a escolha da superficie de chavea-
mento. Contudo, deve ser avaliado inicialmente se a superficie determinada
pelos coeficientes (6.4), (6.5) e (6.6) é adequada para reproduzir uma di-
namica proposta. Se nao for o caso, as variaveis b,,, ¢, e d,, podem ser
escolhidas de modo a atender a construcao da dinamica proposta, sendo que,
nesse caso, o modelo canonico serd uma aproximacao da representacao afim
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por partes. Como ja visto anteriormente, os coeficientes b,,, ¢, € d,, va-
riam a posicao da superficie de chaveamento e isso funciona como paradmetro
de bifurcagao. Assim, mesmo que o modelo na forma canénica nao repro-
duza exatamente as equagdes (6.1), ainda é possivel reconstruir uma dada
dindmica por meio da analise do espaco de parametros.

As equagbes acima consideram apenas duas regioes no espaco. No en-
tanto, a equagao pode ser generalizada para um niimero qualquer de divisoes
do espago por meio da substitui¢do das fungdes f[d(x)] pelo produtoério de
fungoes, como detalhado no capitulo 3. No caso da equagao (6.2) podem ser
empregadas formas mais gerais como, por exemplo, os modelos de Giizelis
e Gokner (1991), de Kahlert e Chua (1992), redes neurais com funcio de
ativacdo modulo (Batruni, 1991), entre outros.

A seguir sera mostrado um exemplo de implementagao de circuito. Seréa
construido um circuito que apresente a dinamica do sistema de Rossler para
os valores de parametros (a; b; c) = (0,398;4;2). Para isso parte-se das equa-
coes apresentadas no capitulo 5,

Ty 0 —1,0000 —1,0000 | [ z; —x,
g | = f[dx)] | 1,0000 o« 0 T —ys | +
Z3 2 0 (wy —c) | | 23— 24 |
0 —1,0000 —1,0000 | [ z; —z_ |
fo[d(x)] [ 1,0000 a 0 Ty — Y
| 2 0 (x_—c) | | 23— 2 |

(6.7)

Sabendo que, no caso do sistema de Rossler, as coordenadas dos pontos fixos
se relacionam segundo

Ty = —aY+,
2+ = Y+,
(6.8)

e que as fungdes f; sdo complementares, a equacdo (6.7) pode ser reescrita
como,
SE d(x) > 0 ENTAD

= —y—=z
T+ ay
2 = (z2)z+ (e —c)z+ (—(22)z- — (2= — ¢)2-),

(6.9)
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SENAQ
T = —-y—2z
= z+ay
2 = (e)z+ (24 — )z + (—(24)z4 — (24 — 0)2y).

(6.10)

Como mostrado nas equagoes (6.9) e (6.10) apenas a equagao referente a 2
apresentara chaveamento. Para que a forma canonica possa ser obtida, uma
lei de chaveamento deve ser uma relacao entre as variaveis x e z. A superficie
de chaveamento escolhida inicialmente para que haja uma correspondéncia
exata entre os modelos serd £+ 0,398z —4 = 0. No entanto, essa superficie de
chaveamento difere das superficies escolhidas no capitulo 5. Por isso, antes
de prosseguir deve ser avaliado se essa superficie de chaveamento reproduz
a dinamica procurada. Para isso foram construidos o atrator e mapa de
primeiro retorno. O resultado é mostrado na Figura 6.2.

(a) (b)

\ \

35 ) Y y_tk) 55 " %5

Figura 6.2: (a) Atrator resultante do modelo afim por partes para superficie
x4 0,398z — 4 = 0. (b) Mapa de primeiro retorno.

O atrator e o mapa de primeiro retorno mostram que o nimero de ramos
é diferente de Rossler para o conjunto de valores assumidos. Além disso,
pode ser visto na Figura 6.2 (a) que o atrator apresenta torgao global o que
também nao é verificado em Rossler. Dessa forma, conclui-se que a superficie
inicialmente proposta nao atende a reconstrucao.
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Do sistema de Rossler sabe-se que o parametro a aumenta o nimero de
ramos do sistema (Letellier et al., 1995a). Partindo dessa informacgao pode-se
supor que a variacao desse parametro nos modelos afins por partes pode alte-
rar também o nimero de ramos. Essa conjectura pode ser checada por meio
de simulacdes do modelo. Assim, esse parametro foi ajustado empiricamente
em a = 0,25. Para esse valor de parametro e a superficie de chaveamento
z + 0,398z — 4 = 0 0 modelo produz um atrator e mapa de primeiro retorno
equivalentes aos de Rossler como mostrado nas Figuras 6.3(a) e (b).

y -10 -5 T —é —3.‘5 y (Ak) —4.‘5 —é

Figura 6.3: Resultados da implementacao eletronica do modelo de Réssler
afim por partes para a = 0,25 e tan(f) = 0,398: (a) Atrator (b) mapa de
primeiro retorno.

Reajustando os parametros a e 6 diferentes regimes podem ser obtidos
do modelo assim como no sistema de Réssler. 6 é o angulo da superficie
x + tan(f)z — 4 = 0. Para os valores a = 0,34 ¢ § = 0,62 0 modelo produz
caos multimodal sem torcao global assim como observado no sistema de Ros-
sler. Esse regime é mostrado na Figura 6.4(a), com seu respectivo mapa de
primeiro retorno na Figura 6.4(b).
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(b)

1

y(

Figura 6.4: Caos multimodal obtido pelo modelo de Réssler afim por partes
para a = 0,34 e tan(f) = 0,62: (a) Atrator (b) mapa de primeiro retorno.

Como a superficie de chaveamento foi variada para que se obtivesse caos
multimodal, &

é necessario verificar a relacao entre os dois modelos uma vez
que agora a relagdo ndo é exata. Para que se possa conhecer o comporta-

mento global foram construidos diagramas de bifurcacao para os modelos. Os
diagramas foram construidos para a = 0,398, sendo o parametro 6 variado.

-2

0 0.1 00.2 0.3 0.4 0.5

Figura 6.5: Diagrama de bifurca¢ao do modelo com fungdo médulo (estrutura
candnica).
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-3

0.05 0.1 0.15 0.2 9 0.25 0.3 0.35 0.4

Figura 6.6: Diagrama de bifurcacao do modelo afim por partes.

Como observado nas Figuras 6.5 e 6.6, os dois modelos desenvolvem um
cenario de duplicagdo de periodo. No caso do modelo com fun¢ao moédulo,
o sistema desenvolve um cenario atipico. Para # = [—0,087 0,02] o sistema
desenvolve periodo-4. Em uma rota tipica, para valores de § > 0,02, o sistema
desenvolveria periodo-8. Pelo diagrama mostrado na Figura 6.5 para § > 0,02
o sistema retorna a periodo-2 e, em seguida, a rota torna-se padrao. Outra
observagao é que como a relagao exata entre os modelos acontece apenas para
tan(f) = 0,398, quando o parametro se distancia desse valor a relagao entre
os sistemas comeca a se distanciar, por isso é que sao verificados diferentes
diagramas. A principal razao é que o modelo com a funcao moédulo, por
ser uma estrutura compacta, nao possibilita variar apenas a superficie de
chaveamento sem que as matrizes jacobianas sejam alteradas.

Apesar das diferencas de comportamento, foi verificado que é possivel
identificar diferentes regides no espaco de parametros de modo que os dois
modelos se comportem de maneira equivalente. Essa informacao pode ser
extraida dos diagramas de bifurcagao Figuras 6.5 e 6.6. Por exemplo, se for
ajustado @ = 0,31 para modelo com moédulo e # = 0,19 para modelo afim,
os comportamentos resultantes sao equivalentes. Os atratores e os mapas de
primeiro retorno sao mostrados na Figura 6.7.

Implementacgao e resultados

Uma vez identificada relagao entre os modelos e as regides equivalentes
do espago de parametros, o modelo de Réssler foi construido por meio da
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funcao modulo. O modelo resultante é o seguinte
T = —y—z
= z+ay
z = 5,00 —2,0z — 15,0 +4,5045 |z + tan(f)z — 4/,
(6.11)

sendo que o ajuste de a e da tan(f) foi feito por meio de dois potenciémetros.
O circuito resultante é mostrado no apéndice. Resultados experimentais con-
firmam as dedugoes feitas anteriormente. Alguns resultados sao mostrados na
Figura 6.8. Foram observados comportamentos peridédicos nas Figuras 6.8(a)
e (b), comportamento cadtico unimodal e multimodal nas Figuras 6.8(c) e
(d) respectivamente. Os dados foram coletados por meio de um osciloscopio
de dois canais marca Tektronix modelo TDS3012.

(a) (b)

-a -a5 y (k)s -55

Figura 6.7: Em diferentes regioes do espago de parametros, pode ser encon-
trada equivaléncia entre a dindmica dos sistemas. (a) e (b) Atratores e mapa
de primeiro retorno do modelo que utiliza fungdo moédulo. (c) e (b) Atratores
e mapa de primeiro retorno do modelo afim por partes.
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(a) (b)

B 4 B P
CRIT 200V @ 2.00V  |P[400ms] A Ch2 4 0.00V ChiT 200V MiB 2.00V |P[1.008] A Chz 4 0.00V|
(c) (d)
- -
[T] Tt
2 « 2. “
Chil 200V G 2.00V P[10.08] A Ch2 & .00V Chil 200V [GB 2.00v P[10.05] A Chz 4 0.00V

Figura 6.8: Resultados experimentais do circuito que implementa o modelo
de Rossler afim por partes: (a) periodo-2 (b) periodo-3 (¢) caos unimodal
(d) caos multimodal.
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6.3.2 Chaves analégicas

Essa estratégia implementa exatamente a estrutura de um modelo afim
por partes na forma da equagdo (6.1), sem as restri¢oes descritas anterior-
mente. O circuito de chaveamento é composto pelo circuito de controle do
chaveamento e por chaves analégicas. Neste trabalho a implementacao das
chaves analégicas foi feita por meio do circuito integrado conhecido no mer-
cado de componentes eletronicos como SD4066BE. Esse circuito integrado
possui quatro chaves analégicas controladas por tensao. O circuito de con-
trole do chaveamento pode ser implementado por um circuito digital que
implementa a logica do chaveamento. Se o espaco de estados for divido em
apenas duas regioes, o circuito que implementa o chaveamento consistira de
duas funcgoes complementares. Essa configuracao é mostrada na Figura 6.9.
O circuito de controle de chaveamento é composto por amplificadores ope-
racionais em malha aberta. A fungdo d(x) pode ser construida apenas com
circuitos somadores, uma vez que as superficies de chaveamento empregadas
nos modelos sao planos.

A seguir o sistema de Lorenz serd implementado por meio dessa estratégia.
Serao tomadas as equagoes afins por partes desenvolvidas no capitulo 5.

& [ —10 10 0 z— 38

gy | = fAldx]| 1 -1 -3V8 y—3V8 | +

2 | 3v8 3v8 & z—27

[ —10 10 0 z+ 38

fold(x)] 1 -1 +3v8 y+3v8 | . (6.12)
| -3v8 -3v8 & z—27

Dessa equagao pode-se realizar a mesma simplificagao feita na secao anterior
de modo que a equacdo (6.12) possa ser reescrita como,

z = —10z + 10y
= o —y+ (= fldx)] + f[d(x)])(3V8y — 81V8)

¢ = (A6 + LI (-3vEz — 3VBy) — oz~ 7.
(6.13)

Com a equagao (6.13) ja seria possivel a implementacao do circuito se nao
fosse por algumas limitacoes referentes aos componentes do circuito. Dentre
as principais limitagoes citam-se os valores de alimentacao dos amplificadores
operacionais e os valores comerciais de resistores que nao atendem aos valores
necessarios para reproduzir o modelo.
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" 0
N
;

Chaves analdgicas
(ci SD4066BE)

P&

I U
- Se d(x) >0 entdo =
L [T P
s > Se d(x) <0 entdo —=x
Lt Chave 1 =
{,@J Chave 2

I

[T

]
e

l

Figura 6.9: (a) Circuito de controle do chaveamento (b) Circuito composto
por chaves controladas de maneira complementar, isto é, quando a chave 1
se fecha a chave 2 se abre e vice-versa.
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Limitagoes dos circuitos

Uma limitagao critica encontrada no projeto do circuito refere-se & sa-
turacao dos amplificadores operacionais. A saturacdo acontece para valores
de entrada maiores ou menores que 13 volts. Outra dificuldade encontrada
refere-se ao fato de que o circuito produz baixas freqiiéncias. Como o cir-
cuito oscila em uma faixa de freqiiéncia relativamente baixa, em torno de 1
rad /s, é dificil encontrar o ponto de ajuste do circuito. Além disso, para o
modelo (6.13), o inconveniente da saturagdo dos amplificadores acontecera,
o que impossibilita a construc¢ao da dinamica de Lorenz.

No entanto, uma vantagem dos circuitos afins por partes é que a solucao
para essas duas dificuldades é encontrada em uma sé operagao: multiplicar
as variaveis de estado, apenas no lado direito da equagao (6.13), por uma
constante. FEssa operacdo pode ser facilmente implementada alterando o
ganho do bloco integrador, o que é feito pela simples troca de resistores. O
aumento do ganho do circuito integrador tem o efeito de variar os autovalores
e modificar os pontos fixos.

Dado um submodelo afim,

x = J(nix — p), (6.14)

pode ser facilmente verificado que, com a inclusao do fator n; na equa-
¢ao (6.14), os pontos fixos se tornam

Pn = P/N1. (6.15)

e os autovalores,
Assim os autovetores nao sao alterados, enquanto que, pelo aumento dos
autovalores, o sistema oscila mais rapido. Pela diminuicao das coordenadas
dos pontos fixos tem-se a diminuicao da amplitude da oscilacdo. Para um
controle independente da amplitude pode-se multiplicar p na equagio (6.14)
por um outro fator no,. A amplitude e a freqiiéncia de oscilagao podem ser
alteradas dessa maneira sem que a dindmica seja modificada.

Seguindo essas orientacoes e tendo em vista os valores comerciais de com-
ponentes eletronicos o modelo final tem a forma

—2,96x + 2,96y

0,296 — 0,296y + f; (d(x))(2,42) + £,(d(x)) ( — (2,42))

= fi(dx)(-24(z+y)) + £(d(x))(24(z +y)) — 0,82 + 0,8,
(6.17)

com n, = % e ny = 0,0059. As coordenadas em z dos pontos fixos foram

ajustadas separadamente em 0. O circuito resultante é mostrado no apéndice.
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Resultados experimentais

Além de comportamento peridédico, o sistema apresentou o comporta-
mento ca6tico mostrado na Figura 6.10.

Esse foi o tnico atrator estranho observado. Por simulagoes esperava-se
obter outros regimes ca6ticos, mas isso nao foi verificado experimentalmente.
A razao dessa limitacao é explicada pela amplitude do sinal de controle de
chaveamento na regiao de transicao.

Como pode ser visto na Figura 6.11(a) e (b), a regido do espago de esta-
dos determinada pelo campo vetorial do ponto fixo trivial é construida por
meio da combinacao dos campo vetoriais dos dois subsistemas afins. Ou seja,
o rapido chaveamento entre os subsistemas afins produz um campo vetorial
semelhante aquele associado ao ponto fixo trivial. Como pode ser visto pe-
las simulagGes mostradas nas Figuras 6.11(c) e (d), o sinal de controle das
chaves analégicas, na regiao em que acontece a dindmica combinada, possui
amplitude muito baixa e alta freqiiéncia. Por essa caracteristica, conclui-se
que o sinal é muito vulneravel a ruido. Conjectura-se que o ruido possa estar
degradando a formacao da dindmica referente ao ponto fixo trivial.

A Figura 6.11(e) mostra a medi¢ao do sinal de controle da chave analdgica.
Verifica-se que existem regides de chaveamento rapido o que mostra coeréncia
com a formacao da dinamica combinada ja esperada. Pode ser visto também
que o sinal possui um certo nivel de ruido.

Apesar de nao ter sido possivel reproduzir todos os regimes obtidos pelo
modelo afim por partes, o circuito mostrou-se capaz de reproduzir pelo menos
um dos comportamentos cadticos. Posteriormente deve ser investigada a
possibilidade de se empregar histerese no chaveamento. Deve ser verificado se
o modelo afim por partes com atraso no chaveamento pode formar a dinaAmica
do ponto fixo trivial. Outra possibilidade a ser investigada é a construgao
de um modelo de Lorenz que utilize a informacao da dindmica do ponto fixo
trivial, objetivando aumentar a robustez.
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(a) (b)

‘Ch1- 1.00V - @H- 1.00V - P 10.0s ‘A Ch2 ~ 0.00vi [Chit .00V ~[EE 1.00vV P 10.0s A Ch2 S 0.00V;

Ch1- 1.00v (@B 1.00V P 10.0s A ChZ £ 0.00V

Figura 6.10: Projecoes do atrator produzido pelo circuito eletrénico de Lo-
renz: (a) plano zz (b) plano yz (c) plano zy. Supde-se que o atrator tem
topologia proxima aquela apresentada na Figura 5.15(d).
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Figura 6.11: (a) Atrator do modelo de Lorenz afim por partes (b) zoom na
regiao inferior do atrator (c) sinal de controle do chaveamento (d) detalha-
mento do sinal de chaveamento na regiao proxima de zero (e) sinal de controle
das chaves.
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6.4 Eletrodissolucao do cobre

E conhecido na literatura, principalmente desde os trabalhos de Belousov
e Zhabotinskyi, que reacoes quimicas podem desenvolver dinamicas caoti-
cas (Letellier et al., 1998). A seguir sera feita a identificacio de uma série
temporal coletada na montagem experimental mostrada na Figura 6.12. A
montagem foi desenvolvida por Z. Fei e J. Hudson (University of Virginia,
Charlotesville, Virginia).

Eletrodo de
referéncia

conexao do catodo

Eletrodo de cobre

|

cilindro
de teflon

catodo :
cilindro de
platina

\

7.
reservatério de 500 ml

capilar

Figura 6.12: Montagem experimental de um processo de eletrodissolugao
potenciostatica de cobre desenvolvida por Z. Fei e J. Hudson.

A montagem refere-se ao processo de eletrodissolucao potenciostatica de
um eletrodo rotativo de cobre imerso em acido fosférico. Maiores detalhes
sobre a montagem sao encontrados em Letellier et al. (1995c).

Um potenciostato (Princeton Applied Research model 273) foi usado para
regular o potencial (em 689 mV) do eletrodo rotativo com respeito ao eletrodo
de referéncia e para monitorar a corrente elétrica. Os dados foram registrados
a uma freqiiéncia de f, = 1500Hz usando um computador 486 e uma placa de
aquisi¢do de dados (Model DAS-16, Keithley MetraByte’s). A série temporal
da corrente é mostrada na Figura 6.13.
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Figura 6.13: Série temporal da corrente elétrica

6.4.1 Dinamica do processo

A primeira informagcao relevante para a identificagao do processo de ele-
trodissolucao sao os pontos fixos. Para obté-los foi utilizado o algoritmo de
estimacao de pontos fixos descrito em (Aguirre e Souza, 1998). Nesse algo-
ritmo um modelo NARMAX (Nao-linear Autoregressivo Média mével com
entradas eXogenas) polinomial é ajustado em janelas do conjunto de dados.
Foram utilizadas janelas de 600 pontos e um incremento de 5 entre janelas.
A Figura 6.14 mostra os pontos fixos estimados para cada janela do conjunto
de dados. As linhas tracejadas na Figura 6.14 correspondem aos limites dos
dados. Verifica-se que apenas um ponto fixo estimado esta contido entre as
linhas tracejadas e seu valor médio é 43,699. Esse ponto fixo é envolvido pelo
atrator e, por isso, sera utilizado na determinacao da se¢ao de Poincaré.

O préximo passo é fazer a imersao do conjunto de dados. No caso desse
sistema, sabe-se da literatura que o espaco de imersao pode ser construido
tomando trés coordenadas (Letellier et al., 1995b). Assim foram utilizadas
as coordenadas z(k — 27), z(k — 7) e z(k), sendo z(k) a série temporal da
corrente elétrica e 7 = 5. O resultado é mostrado na Figura 6.15(a).

Partindo do atrator reconstruido e do valor estimado do ponto fixo,
determina-se a secao de Poincaré

P ={(zy(k),xn(k —27) ER® | 2p(k —7) =43, T e i,(k —7) > 0}. (6.18)

A segdo de Poincaré P é mostrada na Figura 6.15(a). Por meio dos valores
z,(k) da se¢do de Poincaré foi construido o mapa de primeiro retorno da
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Figura 6.14: Pontos fixos estimados da série temporal.

Figura 6.15(b). O mapa mostra que o atrator reconstruido apresenta dois
ramos monotonicos com maximo diferenciavel.

34f
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Figura 6.15: (a) Imersao da série temporal da corrente (b) mapa de primeiro
retorno correspondente & se¢do de Poincaré mostrado no item (a).

6.4.2 Reconstrucao

A reconstrucao utilizard os dados e as informacoes deduzidas na se¢ao
anterior. Como o sistema apresenta dois ramos e o atrator pode ser imerso em
um toro limitante de ordem 1, supoe-se que o sistema possa ser reconstruido
com dois submodelos.
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Assim como no caso de Rossler, verifica-se pelo atrator, que existe uma
regiao de transi¢cao onde acontece a dobra. A superficie de chaveamento sera
buscada nessa regiao. Uma importante observacao referente & utilizagdao do
procedimento baseado em topologia, no caso discreto, é que a superficie de
chaveamento serd uma relagao entre as coordenadas utilizadas para realizar a
imersao. No caso desse sistema, a superficie de chaveamento foi determinada
empiricamente a partir de inspecao visual do atrator. A superficie escolhida
foi

s(x) = {x € R® | (z(k — 27) — 49) — 0,01z(k — 7) + 0,9(zx (k) — 49) = 0},
(6.19)
sendo x = [z(k — 27) z(k—1) z(k)]*.
Com a superficie pode-se dividir o conjunto de dados em dois grupos. O
proximo passo para obtengao do modelo é a estimacao dos submodelos locais.
As equacoes dos submodelos locais terao a forma

z(k +7) = ax(k — 27) + bx(k — 7) + cz(k) + d. (6.20)

como se trata de modelo linear nos parametros, o vetor de parametros
0=1]a b ¢ df €R* pode ser obtido por meio do estimador de minimos

quadrados classico,
0= [T O x(k + 7), (6.21)

sendo a matriz de regressores ¥ = [x(k — 27) x(k —7) x(k) 1] € RVx4)
e N o nimero de amostras.

Uma vez definida a superficie de chaveamento, equacao (6.19), o conjunto
de dados foi dividido em dois subconjuntos e por meio da equagao (6.21) os
submodelos locais foram calculados para cada sub-regiao do espago. Assim,
o modelo para eletrodissolucao sera

0,27289z(k — 27) — 1,03582z(k — 7)+

) +1,80068z(k) — 2,42085, se d(x) > 0,
2k +7) =90 919915k — 27) — 2,685423(k — 7)+ (6:22)
+2,711452 (k) + 0,97289, se d(x) < 0.

Por meio do modelo (6.22) o sistema foi reconstruido. O atrator recons-
truido é mostrado na Figura 6.16(a). O Mapa de primeiro retorno associado
¢ mostrado na Figura 6.16(b). Atrator desenvolve dois ramos assim como
o atrator original. O mapa de primeiro retorno é descontinuo, o que revela
que o sistema reconstruido nao apresenta exatamente o mesmo mecanismo
do atrator da eletrodissolucdo. Como mostrado no capitulo 5, uma dinéa-
mica semelhante a de Rdssler, apresenta duas regides de transi¢do. Assim
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conjectura-se que, possivelmente, seja necessario mais de uma superficie de
chaveamento. No entanto, o modelo obtido ja representa alguns aspectos da
dinadmica do processo de eletrodissolucao.

Figura 6.16: (a) Imersdo da série produzida pelo modelo afim por partes (b)
Mapa de primeiro retorno associado.
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6.5 Conclusao

Este capitulo apresentou aplicacoes de modelos afins por partes.

Foram utilizados dois procedimentos para implementacao eletrénica do
chaveamento. No primeiro, um circuito que codifica a estrutura dos modelos
canonicos foi empregado. Os modelos canonicos nao guardam equivaléncia
exata com os modelos afins por partes. Apesar disso foi possivel encontrar,
no espaco de parametros, regioes em que os dois modelos apresentam com-
portamentos equivalentes. Esse procedimento foi implementado para o caso
do sistema de Rossler. Os resultados experimentais mostram que o circuito
consegue reproduzir as dindmicas do sistema. Apesar desse procedimento se
aplicar somente a uma classe restrita de sistemas, a facilidade de implemen-
tagao justifica o seu uso.

O outro procedimento, mais geral que o primeiro, consiste na utilizacao de
chaves analogicas. O circuito de controle de chaveamento executa a mesma
fungdo que a fungdo f[-] nos modelos afins por partes. Nesse caso o circuito
reproduz exatamente os modelos afins por partes. Esse procedimento foi
empregado para o caso do sistema de Lorenz. O circuito conseguiu reproduzir
um dos atratores estranhos desse sistema. Conjectura-se que, nesse caso, o
modelo afim por partes nao é adequado para implementacao em circuitos
porque o sinal de chaveamento tem amplitude muito baixa na regiao préxima
ao ponto fixo trivial. Essa caracteristica torna o sinal vulneravel a ruido o
que resulta em chaveamentos espirios, impossibilitando assim a construcao
de outros atratores estranhos. Deve ser investigado, posteriormente, se tal
fragilidade pode ser contornada por meio de um atraso no chaveamento, ou
seja, o emprego de um circuito de histerese.

No caso da identificacdo do processo de eletrodissolugao potenciostatica
do cobre, foi possivel a partir de uma tnica série temporal extrair alguns
elementos que orientaram a estimacao do modelo. Utilizando imersao dos
dados, foi possivel reconstruir o atrator e conhecer algumas de suas caracte-
risticas. Por meio do algoritmo descrito em (Aguirre e Souza, 1998), o ponto
fixo imerso no atrator foi extraido da série temporal. Com o ponto fixo e o
atrator reconstruido, foi possivel saber que o sistema apresenta dois ramos
e mecanismo de dobra. Obtidas essas informacoes e, pela utilizagdo do pro-
cedimento descrito no capitulo 5, um modelo autoregressivo afim por partes
foi obtido. O modelo apresenta comportamento cadtico com dois ramos no
mapa de primeiro retorno. No entanto, verifica-se que o mapa de primeiro
retorno aponta para outra topologia. Conjectura-se que essa caracteristica
possa ser melhorada pela utilizacao de mais uma superficie de chaveamento.






Capitulo 7

Conclusao

Modelos com estrutura por partes vém apresentando crescente interesse
na literatura, principalmente nas comunidades de controle e identificacao de
sistemas. A principal razao para isso é que esses modelos dividem grandes
e ou complicados problemas, em problemas menores de mais facil solucao.
Além disso, os modelos locais resultantes dessa estrutura, podem apresentar
relacao direta com sistemas fisicos.

Existe uma vasta gama de modelos que possuem a estrutura por partes e
esses modelos podem, se guardadas as relacoes de equivaléncia, ser converti-
dos um no outro. Essa intercambialidade possui a vantagem de possibilitar
a utilizacdo de técnicas de um tipo de modelo nos demais. Assim, o desen-
volvimento de um modelo implica o desenvolvimento dos demais.

O modelo nebuloso do tipo Takagi-Sugeno-Kang (TSK) tem sido muito
utilizado em estratégias de controle baseadas em modelo. Entre essas es-
tratégias citam-se a compensagao paralela distribuida, controle preditivo e
controle robusto. O modelo afim por partes tratado neste trabalho possui
equivaléncia direta com o modelo TSK. Assim essa estrutura é potencial-
mente indicada para estratégias de controle.

Neste trabalho, os modelos afins por partes foram tratados sob a perspec-
tiva de reconstrucao de campos vetoriais. Partiu-se dos resultados e concei-
tos da teoria de sistemas dindmicos nao-lineares e de ferramentas numeéricas.
Para demonstrar as principais idéias, utilizou-se o rigor das ferramentas de
anélise topologica e uma série de simulagoes numeéricas. Tem-se verificado na
literatura uma tendéncia para essa abordagem (Holmes, 2005): “.. the use
of computers in rigorous argument, as well as illustration and simulation, is

becoming more common.”.!

L... 0 uso de computadores na argumentacao rigorosa, tanto quanto ilustragdes e simu-

lacGes, esté se tornando mais comum.
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7.1 Principais contribuicoes

Foi desenvolvido um procedimento para sintese de sistemas dindmicos
nao-lineares por meio de modelos afins por partes. A metodologia apresen-
tada é baseada no conhecimento da estrutura do retrato de fases de sistemas
lineares e na reconstrucao de elementos da topologia de atratores estranhos.
Consideram-se conhecidos a principio os modelos locais e investiga-se a esco-
lha da superficie de chaveamento na construcao da dindmica. A reconstrucao
assim desenvolvida conseguiu representar bem os sistemas modelados de ma-
neira local e global. Associado a isso, os modelos também apresentaram
um nimero minimo de partes. Obtidos os modelos, a superficie de chavea-
mento pode ser parametrizada de modo que um de seus parametros passe a se
comportar como um parametro de bifurcacao. Essa parametrizacao fez com
que o modelo reproduzisse a mesma seqiiéncia de bifurcagoes dos sistemas.
Além disso, foi mostrado que a parametrizacao possibilitou obter as mesmas
bifurcagoes globais do sistema de Lorenz. Recentemente foi mostrado que
essas bifurcagoes globais sao observadas em varios sistemas encontrados na
literatura (Letellier et al., 2005). Assim, conclui-se que a reconstrucao de-
senvolvida cobre uma classe de sistemas. Esses resultados foram submetidos
e aceitos para publicagdo em periodico (Amaral et al., 2006).

A estratégia de parametrizacdo da superficie de chaveamento possibili-
tou também que os modelos afins por partes pudessem ser aproximados por
uma estrutura canodnica. Essa estrutura facilita a implementacao de circuitos
eletronicos. A relacdo entre as estruturas pode ser encontrada por meio da
identificacao de regides, dos espacos de parametros, que produzem compor-
tamentos equivalentes. Uma forma geral de implementacao de circuitos foi
construida por meio de chaves analégicas. Enquanto as formas canonicas tém
a sua aplicagao condicionada, a implementagao por meio de chaves analogicas
nao se restringe quanto ao tipo de sistema.

A metodologia de reconstrucao foi empregada na modelagem do processo
de eletrodissolucao potenciostatica do cobre. Por meio de um conjunto de
dados foi possivel obter os elementos topolégicos necessarios para o processo
de reconstrucao da dinamica. Nesse caso, nao se dispunha dos submodelos
locais. O atrator reconstruido pelo modelo apresenta diferenca significativa
em relacao ao atrator original, como pode ser verificado pelo mapa de pri-
meiro retorno. Apesar disso, o modelo estimado apresenta o mesmo conjunto
de simbolos necessarios para descrever a sua dindmica simbolica.

Esse foi um primeiro passo na utilizacao desse procedimento dentro do
contexto de identificacao de sistemas usando modelos discretos. Salienta-se,
no entanto, que ainda h& muito a ser pesquisado.
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7.2 Discussoes Finais

Uma importante caracteristica do método proposto é que o nimero de
submodelos resultantes é aproximadamente o niimero de pontos fixos do sis-
tema, podendo até ser menor. Como resultado dessa abordagem, o problema
do elevado nimero de partes devido ao aumento da complexidade do pro-
blema (the curse of the dimensionality) é evitado.

Outra caracteristica, € que se a superficie de chaveamento é determi-
nada pela topologia, os submodelos locais podem ser estimados por minimos
quadrados lineares (classico). Como verificado no caso da identificagdo do
processo de eletrodissolucao, a metodologia pode ser empregada mesmo sem
o conhecimento das dinamicas locais.

Como parametros da superficie de chaveamento funcionam como para-
metros de bifurcagao, conjectura-se que, apdés a aplicacao da metodologia
proposta, a qualidade do modelo pode ser melhorada se a superficie de cha-
veamento for reajustada por minimos quadrados nao-lineares. Dessa forma
o ajuste global pode funcionar com um ajuste fino do modelo.

Em relacao a sintese de circuitos, nao ha a principio, restricoes para im-
plementagdo. Seguindo a estratégia de chaves analdgicas, se um modelo afim
por partes puder ser obtido, pode-se implementar um circuito que reproduz
a dinamica.

7.3 Trabalhos futuros

O trabalho proporcionou uma série de questionamentos que espera-se
sejam futuramente abordados.

e A busca de elementos fundamentais da topologia do atrator serd me-
lhor realizada por meio de um algoritmo, de modo que, partindo de
um conjunto de dados, seja possivel estabelecer, por exemplo, onde
se encontram as linhas de ramificacdo e os pontos de rasgo. Assim
a determinacao da superficie de chaveamento pode ser realizada mais
rapidamente.

e Investigar a utilizacao de ferramentas dinAmicas locais, como por exem-
plo, expoentes de Lyapunov locais, na determinacao de regides de do-
minancia das variedades de cada ponto fixo. Verificar a relacao entre a
informacao dessas ferramentas e a informacao topologica.

e Construir um procedimento de reconstrucao para o caso de sistemas
nao-hiperbélicos e sistemas ndo-autdénomos contidos no espaco R? x S'.
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e Estudar o problema de determinacao de chaveamento em espago de
alta dimensao. Foi mostrado que elementos da topologia podem ser
relacionados com a posi¢ao das variedades. Como as variedades sao
localmente retas, planos e hiperplanos, pode-se buscar a relacao entre
as variedades e a topologia mesmo em alta dimensao.

e Investigar o problema da imersao no processo de determinagao da es-
trutura de um modelo afim por partes (autoregressivo).

e Investigar estratégias de implementacao de circuitos que sejam mais
compactas.
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Apéndice A
Circuitos eletronicos

As Figuras a seguir referem-se aos circuitos implementados no capitulo 6.
O sistema de Rdssler foi implementado pelas equacoes

= —y—=z

T+ ay
z = 5,0z —2,0z — 15,0 4+ 4,5045 |z + tan(f)z — 4. .
(A1)

O circuito que implementa esse sistema é mostrado na Figura A.1. A dina-
mica de Lorenz é implementada pela circuito da Figura A.2. As equagoes
associadas sao

—2,96z + 2,96y
= 0,296z — 0,296y + f;(d(x))(2,4z) + fg(d(x))( — (2,42))

z = £(d(x)(-24(z +y)) + £(d(x))(2,4(z +y)) — 0,82 +0,8.
(A.2)
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Figura A.1: Circuito eletrénico que implementa o sistema de Rdssler.
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Figura A.2: Circuito que implementa dindmica equivalente a do sistema de
Lorenz para os valores (s,r,b) = (10,28, — g)






