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RESUMO

Neste trabalho, a identificacao e andlise de sistemas variantes no tempo sao investi-
gadas. O problema de nao-estacionariedade é visto no contexto de sistemas dinamicos
paramétricos, discretos e variantes no tempo.

Os fundamentos tedricos necessarios para o entendimento de estacionariedade e iden-
tificagao de sistemas sao providos. Trés metodologias diferentes, usadas para analise de
séries temporais observadas de sistemas dinamicos variantes no tempo, foram investiga-
das. O primeiro método, TV-OPS, lida com o problema de selecao de estrutura e rastreia
as mudancas nos coeficientes de um modelo polinomial expandindo-os em duas fungoes
base diferentes: Walsh e Legendre. Com respeito aos outros dois métodos, RLSVFF e VL-
SEWBLS, as mudancas na dinamica sao rastreadas por meio da inspecao dos coeficientes
do modelo, os quais sao calculados pelos métodos de minimos quadrados regressivo e em
batelada, respectivamente. A fim de identificar sistemas lineares e nao-lineares, modelos
polinomiais foram usados neste trabalho.

Por meio de séries temporais simuladas, a hipétese de que as variacoes temporais dos
parametros do modelo possam explicar, de fato, mudancas no regime dinamico do sistema
foi investigada. Como conseqiiéncia, o instante de observacao em que essas mudangas ocor-
rem foi identificado. Outras questos, tais como sensibilidade ao ruido de medicao, escolha
de variaveis de projeto e interferéncia mutua entre parametros, todas essas relacionadas
aos métodos supracitados, foram também discutidas.

Além de varias conclusoes, o presente trabalho procurou propor e discutir diversas
recomendacoes do uso dos métodos estudados. Dentre essas, cita-se a conclusao de que a
estrutura correta do modelo é essecial para todos os métodos. Dados reais foram usados
para aplicacao das principais idéias e métodos.






ABSTRACT

In this work, the identification and analysis of time-varying systems are investigated.
The problem of non-stationarity is addressed in the context of time-varying, parametric
and discrete dynamical system identification.

The necessary theoretical background for the understanding of system identification
and non-stationarity is given. Three different methods used to analyze time series ge-
nerated by dynamical time-varying systems were studied. The first method, TV-OPS,
deals with the problem of structure selection and tracks the changes in the coefficients
of a polynomial model by expanding them into two different basis functions: Walsh and
Legendre. In the case of the two other methods, RLSVFF and VLSWBLS, the change in
dynamics is tracked by inspecting the model coefficients calculated using the recursive and
ordinary least squares methods respectively. Linear and nonlinear systems, polynomial
models were used in this work as a basis for system identification.

Using simulated time series, the hypothesis that changes in the model coefficients
could explain the dynamical changes in the system behavior was investigated. As a
by-product, the location in time where these changes occurred was found. Issues such as
sensitivity to measurement noise, choice of free-parameters in the aforementioned methods
and the effect of the parameters in each other were also addressed.

The caveats of the above methods were addressed. Several conclusions on how to
analyze the results of applying such methods were drawn. One of them is that the correct
model structure is essential to all methods. The main ideas and methods were also applied
to real data.
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CapriTULO 1

Introducao

Descrever o comportamento de sistemas fisicos naturais — como os sistemas biolégicos
e do meio ambiente —, de sistemas sociais e economicos — como os que descrevem relagoes
de consumo e producao — e de sistemas industrializados, por meio de modelos mateméticos
tem sido alvo de pesquisadores ha tempos. Até hoje essa busca tem sido um interessante
desafio.

Um conjunto de simbolos e relacoes matematicas que traduz, de alguma forma, um
fenomeno em questao ou um problema de situacao real é denominado modelo matemd-
tico. Deseja-se que essas relagoes matematicas representem adequadamente sistemas reais,
ainda que nao se consiga mais do que uma representagao aproximada de no maximo al-
gumas caracteristicas dos sistemas em questao.

Quando se observa algum fenomeno ou sistema e, por meio de equagoes que descre-
vem a fisica do processo, consegue-se explicar essas observacoes, a esse procedimento se
da o nome de modelagem fenomenoldgica, ou modelagem baseada na fisica do processo.
A busca por métodos de obtencao de modelos matematicos a partir de dados observados,
e nao exclusivamente partindo-se das equacoes que descrevem a fisica do processo, tem
se intensificado nos ultimos anos. Esse ultimo procedimento é conhecido como modela-
gem empirica ou wdentificacao de sistemas. Pode-se citar ainda um conjunto de técnicas
chamado de identificacao caiza cinza, que poderia ser classificado como estando entre a
modelagem pela fisica do processo e a modelagem empirica.

Na ultima década tem-se verificado mais uma tendéncia geral que tornara o uso de
técnicas de identificacao e andlise de sistemas desejavel e até mesmo necessario em prati-
camente todas as areas do conhecimento humano. Essa tendéncia é a inegavel capacidade
que hoje se tem de coletar dados com informagao sobre a dinamica do sistema que esta
sendo observado (Aguirre, 2004). Em face do avanco da tecnologia de computadores digi-
tais, considerando-se o aumento regular do poder de processamento e os custos em queda,
tem se tornado muito comum o emprego de sistemas de aquisicao de dados capazes de



2 1 Introdugao

monitorar varidveis e processos reais com taxas de amostragem suficientes para repre-
sentacao do comportamento dinamico do processo por meio dos dados coletados. Esses
dados, quando coletados em instantes de tempo bem definidos, sdo chamados de série
temporal.

Métodos classicos de identificagao de sistemas fazem algumas consideragoes com vis-
tas a simplificagdo da andlise. Ljung (1987) e Aguirre (2004) citam duas importantes
consideragoes: i) de linearidade, que supde que o sistema em processo de modelagem
comporta-se de forma aproximadamente linear; #) invariancia temporal ou estacionarie-
dade!, relacionado ao pressuposto de que a lei que governa o regime dinamico do processo
nao varia no tempo.

Entretanto, o mundo real se mostra cheio de caracteristicas nao-lineares e/ou nao-
estacionarias. Nos anos mais recentes, tem se desenvolvido técnicas de identificacao de
sistemas nao-lineares com o objetivo, por exemplo, de se estudar caracteristicas dinamicas
como oscilagdes e bifurcagoes (Aguirre, 2004).

A questao de identificacao e andlise de sistemas em que se observa uma variacao tem-
poral no seu padrao dinamico constitui-se no interesse central deste trabalho. Doravante
esses sistemas serao referidos como sistemas variantes no tempo.

Em muitas aplicagoes reais, a questao da variagao temporal do padrao dinamico (nao-
estacionariedade) é freqiientemente abordada de maneira um tanto quanto subjetiva (Go-
mes, 2001; Manuca & Savit, 1996). Em alguns casos, exatamente essa variagao temporal
se torna o objetivo principal de estudo. Noutros, os instantes de tempo em que essas
variacoes ocorrem € que sao perseguidos. Ainda em outros, as variagoes na dinamica nao
sao de interesse na andlise e, ao contrario, trazem danos a analise desejada.

George Box and Gwilym Jenkins propuseram, em 1970, uma forma estendida do
modelo ARMA, que lida com o comportamento nao-estacionario da série temporal, de-
nominada modelo ARIMA (AutoRegressive Integred Moving Average) (Box & Jenkins,
1970). Tendo causado grande influéncia? desde que foi proposto, o método Box-Jenkins
para analise de séries temporais é muito usado em econometria com foco na predicao. Essa
metodologia requer pré-processamento dos dados por meio de transformacoes e diferenci-
acoes até que nao haja um padrao 6bvio de tendéncia e sazonalidade. A idéia chave desse
método é, portanto, descartar a nao-estacionariedade antes de prosseguir com a analise.

'Definicoes mais formais para estacionariedade de uma série temporal serdo dadas no capitulo 2.

2X-12-ARIMA, por exemplo, é um pacote de software para ajustamento sazonal desenvol-
vido e disponibilizado pela agéncia de estatitica do Estados Unidos (U.S. Census Bureau).
http://www.census.gov/srd/www/x12a/



1.1 Motivagao 3

Algoritmos de minimos quadrados regressivos (MQR) foram adaptados na tentativa
de rastreamento da dindmica. O conceito de fator de esquecimento varidvel (VFF) em
algoritmos de MQR foi introduzido por Fortescue e colegas em 1981 num contexto de
controle auto-sintonizavel, para evitar o estouro da matriz de covariancia e conseqiiente
instabilidade no controle. Posteriormente outros trabalhos sugeriram novas abordagens
em torno da mesma idéia, como por exemplo os trabalhos de Cho, Kim & Powers (1991)
e Cao & Schartz (1999), na linha linha de fator de esquecimento varidvel; Fortescue,
Kershenbaum & Ydstie (1981) e Ljung & Gunnarsson (1990), com o propésito de modifi-
cacdo da matriz de covariancia; e (Belge & Miller, 2000), com algoritmos adaptativos do
tipo MQR com janelas deslizantes.

Considerando o contexto da inteligéncia artificial, citam-se técnicas de Redes Neurais
Artificiais (RNA) e Redes Neurais fuzzy (Zhang, Patuwo & Hu, 1998; Padmakumari,
Mohandas & Thiruvengadam, 1999; Liao & Tsao, 2004).

A anélise e o processamento de séries nao-estacionarias inclui também métodos de re-
presentacao tempo-frequéncia (Pola, Macerata, Emdin & Marchesi, 1996; Gamero, Risk,
Sobh, Ramireza & Saul, 1996; Potamianos & Maragos, 2001) e técnicas de andlise espec-
tral (Bianchi, Mainardi, Petrucci, Signorini, Mainardi & Cerutti, 1993; Pola et al., 1996;
Cesarelli, Bifulco & Bracale, 1997; Steenis, Martens & Tulen, 2003). A andlise espectral
é fundamental em &areas onde o interesse é principalmente a procura de periodicidade
nos dados, como em Meteorologia e Oceanografia, Medicina, Biologia, economia e outras
(Morettin & Toloi, 2004).

Dentre as varias abordagens disponiveis para analise de séries temporais nao-estacionarias,
optou-se pelo uso de técnicas de identificacao de sistemas dinamicos variantes no tempo
que usam modelos paramétricos. A variacao da dinamica seria entao observada pela va-
riacao temporal dos parametros. Pode-se entender essa variagao nos parametros por uma
série de razoes, tais como operacao do sistema em regioes diferentes em que um unico
modelo linear nao seria suficiente, envelhecimento de componentes do sistema, ocorréncia
de falhas e patologias, entre outros (Aguirre, 2004).

1.1 Motivacao

A motivagao para o estudo de técnicas de identificacao de sistemas variantes no tempo
surge do fato de que freqiientemente dois caminhos sao adotados: i) a hipdtese de esta-
cionariedade da série temporal em estudo é assumida, como ocorre em muitas técnicas
de analise lineares e nao-lineares. Observa-se, entretanto, que sistemas reais sofrem vari-
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agoes em seu padrao dinamico; i) os dados coletados (série temporal) sao divididos em
janelas de tempo, de maneira que essas sub-séries possam ser consideradas estacionarias.
Vérias técnicas sao empregadas na tentativa de se determinar a estacionariedade dessas
sub-séries. A questao da relevancia estatistica estd em pauta quando essas técnicas sao
usadas.

E relevante, portanto, o aprimoramento de métodos que possam lidar diretamente
com a variacao temporal do regime dinamico de um sistema. Acredita-se poder contribuir
com esse aprimoramento ao avaliar-se varios aspectos abordados por analise de sistemas
variantes no tempo feitas por técnicas de modelagem paramétrica.

1.2 Objetivos

Este trabalho abordara o problema da modelagem e analise de séries temporais nao-
estacionarias por meio das seguintes metodologias:

1. Time-Varying Optimal Parameter Search, TV-OPS.

2. Estimador Recursivo de Minimos Quadrados com Fator de Esquecimento Varidvel,

RLSVFF.

3. Estimador em Batelada de Minimos Quadrados com Janelas Deslizantes de Tama-
nho Varidvel.

Por meio de séries temporais obtidas via simulacao e séries temporais observadas de
sistemas reais, essas metodologias serao exercitadas nos seguintes aspectos: i) capacidade
de rastreamento de parametros; i) capacidade de detecgao do instante de mudanga no
padrao dinamico; #17) distingao entre nao-estacionariedade e nao-linearidade; iv) problemas
intrinsecos as metodologias e/ou a questao da modelagem de sistemas variantes no tempo
propriamente dita.

Deseja-se investigar até que ponto essas metodologias de fato mostram variagoes em
padroes dinamicos, ou, em outras palavras, até que ponto as nao-estacionariedades podem
ser caracterizadas por elas.
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1.3 Estrutura da Dissertacao

O Capitulo 2 apresenta conceitos basicos a respeito de séries temporais com énfase na
questao da nao-estacionariedade.

Fundamentos sobre modelagem e indentificacao de sistemas sao relembrados no Capi-
tulo 3. Ressalta-se a abordagem de técnicas de sele¢ao de estrutura como OPS (Optimal
Parameter Search) e ERR (Error Reduction Ratio).

No Capitulo 4 sao apresentadas trés metodologias consideradas para estudo de mode-
lagem e identificacao de sistemas variantes no tempo. Sao elas: i) Time-Varying Optimal
Parameter Search, TVOPS; ii) Estimador Recursivo de Minimos Quadrados com Fator
de Esquecimento Varidavel, RLSVFF; iii) Estimador em Batelada de Minimos Quadrados
com Janelas Deslizantes de Tamanho Variavel, VLSWBLS.

A partir de modelos simulados de sistemas variantes no tempo, o Capitulo 5 aborda a
questao da estacionariedade e nao-estacionariedade a luz das metodologias supracitadas.

O Capitulo 6 traz resultados de andlises de séries temporais reais com énfase na
detecgao dos instantes de tempo em que ocorrem alteracoes na dinamica do processo em
estudo.

Uma breve discussao dos resultados encontrados, impressoes gerais e conclusoes estao
disponiveis no Capitulo 7.






CAPITULO 2

Analise de Séries Temporais

2.1 Séries Temporais: Definicao

Uma série temporal é um conjunto de observagoes y(k), cada uma registrada num
instante de observacao especifico k (Brockwell & Davis, 1996). Pode-se considerar uma
série temporal como uma realizacao de uma determinada variavel de um processo. Todas
as séries temporais usadas no presente trabalho sao do tipo discreta pois as observagoes
foram registradas em intervalos de tempo discretos e iguais. Citam-se como exemplo as
seguintes séries temporais: 7) nimero mensal de manchas solares (Zuerich) entre 1749 e
1983 (Hyndman, 2004). i) preco médio mensal da carne de boi no Estado de Sao Paulo
entre 1954 e 1995 (Aguirre & Aguirre, 2000). iii) séries de variabilidade da freqiiéncia
cardiaca (Oliveira, 2002). iv) producao mensal de energia elétrica na Australia entre 1956
e 1995 (Hyndman, 2004). Alguns desses exemplos podem ser vistos na Figura 2.1.

Uma caracteristica intrinseca de uma série temporal é que, tipicamente, as observagoes
adjacentes sao dependentes. A natureza dessa dependéncia entre as observagoes da série
temporal tem sido objeto de interesse de diversas areas cientificas. Pode-se dizer que a
andlise de séries temporais diz respeito as técnicas, sejam elas matematicas ou nao, para
a andlise dessa dependéncia (Box, Jenkins & Reinsel, 1994).

Um relevante proposito da analise de séries temporais é, baseado numa possivel depen-
déncia entre as observacoes, aprender ou conhecer caracteristicas intrinsecas do sistema
gerador dessas observacoes. Uma maneira de se fazer a andlise é construir um modelo
matematico (ou uma familia de modelos) que em alguma medida descreve algumas carac-
teristicas desse sistema, como por exemplo seu comportamento dinamico (Aguirre, 2004).
Uma vez que um modelo satisfatorio é obtido, ele pode ser usado de varias maneiras
dependendo do campo de aplicacao.

Dentre os campos cientificos que tém feito uso da andlise de séries temporais cita-
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Figura 2.1: (a) Registro de 5 minutos de uma série de variabilidade da freqiiéncia cardiaca de um humano
com doencga de chagas, porém ainda sem os sintomas (Oliveira, 2002). (b) Nimero mensal
de manchas solares entre 1749 e 1983 (Hyndman, 2004). (c) Producao mensal de energia
elétrica na Austrélia entre janeiro de 1956 a agosto 1995 (Hyndman, 2004).

se: Engenharia, Fisica, Estatistica, Biologia, Sociologia e Economia (Brockwell & Davis,
1996). Modelos mateméticos tém sido utilizados ao longo da histéria para os mais diver-
sos fins, como por exemplo: entender e explicar fendomenos observados tanto na natureza
quanto em sistemas sociais, economicos, bioldgicos, equipamentos; projetos de monito-

rizacdo e controle; predicdo; estimagao de estados; simulacdo e treinamento (Aguirre,
2004).

Outro objetivo da andlise de séries temporais é a predigao de valores futuros da
série por meio dos modelos matematicos. A predicao é feita baseada na extrapolacao de
observagoes passadas da série (Kandil, El-Debeiky & Hasanien, 2001; Morettin & Toloi,
2004). Essas predi¢oes podem ser de curto prazo, como para séries de vendas, produgao
ou estoque, ou longo prazo, como para séries populacionais e de produtividade (Morettin
& Toloi, 2004).

Morettin & Toloi (2004) citam ainda outros interesses na andlise de série temporal,
tais como: i) a descri¢ao apenas do comportamento da série. Nesse caso a construgao do
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grafico da série, a verificacao da existéncia de tendéncias, ciclos e variagoes sazonais, a
construcao de histogramas e diagramas de dispersao, podem ser ferramentas tteis para
tomada de decisao e estudo de caso; i) a busca de periodicidades relevantes nos dados.
Nesse caso técnicas de andlise espectral podem ser de grande utilidade.

2.1.1 Componentes de uma Série Temporal

Muitas séries temporais exibem variagoes do tipo tendéncia e sazonalidade. Baseado
em modelos classicos de decomposicao, séries temporais podem ser decompostas nas se-

guintes componentes nao observaveis: i) sazonal, ii) de tendéncia, i) ciclica e iv) de
residuo (Brockwell & Davis, 1996; Zhang & Qi, 2003).

As relagoes funcionais especificas entre essas componentes podem assumir formas di-
ferentes. Entretanto, duas possibilidades diretas sao consideradas na literatura (Brockwell
& Davis, 1996), tais como os modelos com sazonalidade aditiva e multiplicativa:

y(k) = T(k) x C(k) + S(k) + e(k), (2.1)
y(k) = T(k) x C(k) x S(k) x e(k), (2.2)

em que o indice k denota um instante de tempo, y uma série temporal, T" a componente
de tendéncia, C' a componente ciclica, S a componente sazonal e e representa o residuo,
que esta relacionado aos distirbios que podem ser estocasticos, erros e irregularidades.

Os modelos (2.1) e (2.2) sao interessantes quando consideramos a possibilidade de
estimar as componentes de tendéncia, 7T, e sazonal, S, e construir uma série livre das
influéncias dessas componentes. Ha varias razoes para empregar-se procedimentos de
ajuste de tendéncia e sazonalidade (Morettin & Toloi, 2004; Zhang & Qi, 2003; Virili &
Freisleben, 2000). Faz-se a seguir consideragoes sobre algumas dessas razoes.

Uma das suposicoes mais freqiientes que se faz a respeito de uma série temporal é a de
estacionariedade (Morettin & Toloi, 2004), cuja definicdo formal sera feita na segao 2.2.
Muitos métodos de modelagem assumem a estacionariedade das séries temporais como pré-
requisito de seus procedimentos. Uma das solugoes para esse problema é a remocao das
componentes de tendéncia e sazonalidade para se obter uma série de residuos e(k). Para
muitas séries temporais, como séries economicas e financeiras, o residuo resultante pode
ser considerado estaciondrio. Prossegue-se entao com a escolha de um modelo a partir da
série residual. As predicoes efetuadas por meio desse modelo devem ser atualizadas pela
transformacao inversa da série, ou seja, acrescentando-se as componentes de tendéncia e
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sazonalidade.

Pierce (1980) faz o seguinte comentério acerca do interesse no ajuste sazonal: “pode
estar relacionado com a idéia de que nossa habilidade em reconhecer, interpretar ou reagir
a movimentos importantes nao-sazonais numa série (tais como: pontos de mudanca e ou-
tros eventos ciclicos, novos padroes emergentes, ocorréncias nao esperadas cujas possivers
causas sao investigadas) € pertubada pela presenca de movimentos sazonais”.

Neste trabalho sao analizados métodos que, em principio, sao capazes de lidar com
séries nao-estaciondrias com vistas a modelagem e analise. Ainda assim, a literatura tem
indicado que a remocao das componentes de tendéncia e sazonalidade podem melhorar os
resultados.

Zhang & Qi (2003) examinam a capacidade das redes neurais no que diz respeito a
modelagem e predicao usando-se séries temporais com tendéncia e sazonalidade. Seus
resultados indicam que redes neurais nao sao capazes de modelar a sazonalidade direta-
mente. Além do ajuste de sazonalidade nos dados, eles também concluiram que a remocao
da componente de tendéncia é de grande relevancia para melhorar as predigoes. Virili &
Freisleben (2000) também observaram que a presenca de tendéncia em séries temporais
econdmicas podem ser um grande obstaculo a geracao de predicoes satisfatorias com redes
neurais.

2.1.1.1 Sazonalidade

A sazonalidade é um padrao recorrente e muitas vezes periddico que, para séries
econdmicas por exemplo, pode ser causada por fatores climaticos, feriados, promocoes,
comportamento de agentes economicos, dentre outros. A diferenca entre uma componente
ciclica e uma sazonal é que a ultima ocorre em intervalos regulares, enquanto os fatores
ciclicos normalmente tém uma duragao maior e varia de ciclo para ciclo (Zhang & Qi,
2003).

Considerando o modelo (2.1), por meio de um procedimento de ajuste sazonal deseja-
se estimar S(k) de maneira que a série ajustada seja obtida do seguinte modo:

y=(k) = y(k) = S(k). (2.3)

em que y* é a série apos o ajustamento sazonal e S € a estimativa da componente sazonal
da série original y.

Existem varios procedimentos para se estimar a componente sazonal de uma série.
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Citam-se (Morettin & Toloi, 2004; Zhang & Qi, 2003; Brockwell & Davis, 1996): i) método
de regressao, que é indicado para séries que apresentam sazonalidade deterministica, ou
seja, uma componente sazonal que nao varie com o tempo; i) método de médias maoveis,
que ¢é indicado para séries cuja componente sazonal varie com o tempo. Essa sazonalidade
é chamada estocdstica pela impossibilidade de predigao; i) método X-12-ARIMA, que é o
ultimo da familia de métodos de ajustes sazonais desenvolvidos pela agéncia de estatistica
dos Estados Unidos e do Canada'.

2.1.1.2 Tendéncias

Embora as variagoes sazonais sejam uma componente muito importante numa série
temporal (Zhang & Qi, 2003), a presenga de tendéncia nas séries as tornam necessari-
amente nao-estaciondrias e causa uma relevante degradacao em exercicios de predicao

(Virili & Freisleben, 2000).

As componentes de tendéncia e sazonal sao, em geral, bastante relacionadas e a in-
fluéncia da tendéncia sobre a componente sazonal pode ser muito forte, por duas razoes
Morettin & Toloi (2004): i) métodos de estimacao da componente sazonal podem ser bas-
tante afetados se ndo levarmos em conta a tendéncia; i) a especificacdo da componente
sazonal depende da especificagao da componente de tendeéncia. Essas observagoes sugerem
que nao se pode isolar uma das componentes sem tentar isolar a outra.

Partindo da equagao (2.3), supondo-se que a componente sazonal tenha sido removida
da série original y, temos:

y (k) =y (k) = T(k), (2.4)

em que y* é a série apds a remocao da tendéncia e T' é a estimativa da componente de
tendeéncia da série y*°.

Ao considerar-se uma série com tendéncia deterministica®, pode-se estimar a compo-
nente 7 por meio de ajuste de uma curva polinomial aos valores observados (Zhang &
Qi, 2003). Morettin & Toloi (2004) comentam que um grande problema com essa meto-
dologia é que, embora o polinomio possa ajustar-se bem as observagoes (interpolagao),
extrapolagoes (projegoes futuras) podem ser bem ruins. Como alternativa, pode-se usar

LUS Census Bureau e Statistics Canada.
2Tendéncia deterministica caracteriza uma série cujas flutuacdes ocorrem ao redor de uma linha fixa
de tempo, de maneira que essa linha possa ser aproximada por um polinomio de grau n.
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métodos de suavizagio, tais como: i) filtro linear média maével; ii) método lowess®, que
consiste em se fazer ajustes sucessivos de retas (via minimos quadrados) a sub-conjuntos
de dados.

No caso em que a série exiba uma tendéncia estocdstica®, pode-se usar o método das
diferencas sucessivas. A primeira diferenca é definida como:

Vy* (k) =y (k) =y (k = 1). (2.5)

De modo geral, a n-ésima diferenca de 3y é (Brockwell & Davis, 1996; Morettin &
Toloi, 2004):
V' (k) = V[V 125 (k))]. (2.6)

2.2 Séries Temporais Nao-estacionarias

Como foi brevemente discutido na se¢ao 2.1, muitas técnicas de modelagem e andlise
de séries temporais devem assumir algum tipo de estacionariedade do sistema gerador
dessas séries, ou seja, esses sistemas sao considerados invariantes no tempo (Manuca &
Savit, 1996; Schreiber, 1997). Mas a maioria dos sistemas reais varia ao longo do tempo,
ou seja, a dinamica que regula a evolugao temporal sofre alguma variagao. Essa variacao
pode ser conseqiiéncia de flutuagoes de variaveis nao medidas que afetam a operagao do
sistema (Aguirre, 2004).

A variacao no tempo das varidveis e/ou parametros do sistema leva ao problema de
nao-estacionariedade que é um dos grandes desafios na analise de séries temporais. Con-
siderar o sistema invariante no tempo, ou que ele seja estacionario, em muito simplifica o
problema de modelagem, uma vez que a relacao causa e efeito nao varia significativamente
com o tempo e apenas um modelo é requerido para representé-lo (Aguirre, 2004). Embora
muitas técnicas de andlise de séries temporais lineares e nao-lineares assumirem que a sé-
rie sob investigacao é estaciondria, muitas dessas séries geradas por processos geofisicos,
fisiolégicos, economicos, dentre outros, sdo de fato nao-estacionarias (Gao, 2001).

A nao-estacionariedade é uma propriedade quase sempre considerada um efeito in-
desejdvel, pois sua presenca dificulta a anélise do sistema em estudo (Gomes, Souza,
Guimaraes & Aguirre, 2000). Entretanto, existem situagoes em que exatamente as nao-

3LOcally WEighted regression Scatter plot Smoothing.
4Tendéncia cuja variacdo é aleatéria, impossibilitando seu rastreamento. O processo estocastico ran-
dom walk é um exemplo classico de um sistema gerador de série com tendéncia estocastica.
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estacionariedades constituem o principal foco de andlise por representarem um aspecto
relevante da dinamica e com possiveis significados fisicos. Cita-se, como exemplo, os
registros de eletro-encefalograma, que freqiientemente sao feitos com o propédsito de se
identificar mudancas no estado dinamico do cérebro. Essas mudancas podem acontecer,
por exemplo, entre diferentes estagios do sono ou entre ataques epiléticos e uma ativi-
dade cerebral normal (Schreiber, 1997; Rieke, Mormann, Andrzejak, Kreuz, David, Elger
& Lehnertz, 2003). Gomes (2001) considera também que o estudo da variagao de indi-
cadores da variabilidade da freqiiéncia cardiaca (VFC) pode ser realizado ao longo de
alguma manobra fisiolégica ou farmacoldgica para se observar a mudanca de dinamica
(nao-estacionariedade) e compreender melhor como os sistemas envolvidos evoluem.

2.2.1 Definicao de Estacionariedade

De uma maneira geral e sem rigor matematico, uma série temporal é dita estacionéria
se suas propriedades estatisticas essenciais nao dependem do tempo (Witt, Kurths &
Pikovsky, 1998). Do ponto de vista da matemaética e estatistica, podemos distinguir dois
tipos de estacionariedade (Leon-Garcia, 1994): i) estacionariedade estrita (forte). i)
estacionariedade no sentido amplo® (fraca). Pode-se defini-las da maneira que se segue:

Um processo estocastico {X;}, sendo t € R, é chamado estritamento estaciondrio, se
para qualquer seqiiéncia temporal tq, 9, t3, ..., 1, e para qualquer inteiro 7, a distribuicao
de probabilidade conjunta de {X;,, X4,,..., Xy, } e de { X, 4+, Xigiry ooy Xt 4} cOincidem.
Na linguagem de sistemas dinamicos isso significa que as propriedades estatisticas do fluxo
no espago de fases obtido a partir da imersao de janelas distintas da série temporal sao
as mesmas (Witt et al., 1998).

De uma maneira menos estrita, diz-se que um processo estocastico { X;} é estaciondrio
no sentido amplo se 0 mesmo possui média e autocovariancia (ou de maneira equivalente,
a autocorrelagao) que satisfazem ao seguinte conjunto de equagoes:

mx(t) = m, Vi
Cx(t1,t2) = Cx(t; —ta), V11,2, (2.7)

®Wide-Sense Stationarity (WSS).
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ou seja, possui média® constante e autocovariancia’, Cx, dependente somente do atraso
relativo de tempo ¢; —t5 e nao dos tempos ¢; e ty propriamente dito (Leon-Garcia, 1994).

Obviamente, um processo estritamente estaciondrio é também estacionario no sentido

amplo (WSS).

Considera-se ainda os processos chamados Cicloestaciondrios. Um processo estocas-
tico {X;}, sendo t € R, é chamado cicloestaciondrio, se para qualquer seqiiéncia temporal
ty,to,13,...,t, e para multiplos inteiros m de um periodo T, a distribuicao de probabili-
dade conjunta de {X;,, Xy, ..., Xy, } e de { X4, o1, Xtgtmry oo, Xt +mr } coincidem (Leon-
Garcia, 1994).

De maneira semelhante aos processos estacionarios no sentido amplo, define-se um
processo estocdstico cicloestaciondrio no sentido amplo se suas funcoes de média e auto-
covariancia atendem as seguintes equacoes:

myx(t+mT) = mx(t), Vtm
Cx(tl + mT,tg + mT) = CX(tl,tQ), Y tl,tg,m (28)

em que my é a funcao de média, Cyx a funcao de autocovarancia, m € Z* é um inteiro
qualquer e T" € R é um periodo de tempo. Ressalta-se ainda que, se um processo é
cicloestaciondrio, entao esse é também cicloestaciondrio no sentido amplo (Leon-Garcia,
1994).

Do ponto de vista fisico, sistemas sao chamados estacionarios se suas propriedades
fisicas principais nao mudam com o tempo. Na maioria dos casos essas propriedades
sao, entretanto, desconhecidas e a estacionariedade do sistema podera somente ser ana-
lisada por meio de sua observagao temporal (Rieke, Sternickel, Andrzejak, David, Elger
& Lehnertz, 2002). O cardter deterministico de muitos sistemas fisicos nao conflita com
a interpretacao de seus sinais como realizacoes de processos estocasticos. Se um con-
junto de observacoes é analizado, nao se sabe, a priori, se o processo sob investigacao
tem um carater deterministico ou estocastico ou uma mistura de ambos. Na lingua-
gem de sistemas dinamicos, o equivalente para estacionariedade (estrita) é a existéncia
de uma medida ergddica invariante (Witt et al., 1998), embora um processo estacionario
(estacionariedade estrita ou no sentido amplo) nao necessariamente precise ser ergédico®

6mx(t) = E[Xt]

"Cx(t1,t2) = BI{X (t1) — mux () HX (t2) — mx (t2)}]

8Um processo é considerado ergddico em alguma medida de quantidade se essa quantidade converge &
proporgao que o tempo de observagao aumenta. Cita-se por exemplo um processo cuja média temporal
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(Leon-Garcia, 1994). Portanto, existe uma relacdo muito préxima entre as visoes fisica e
estatistica da estacionariedade.

2.2.2 Meétodos de Deteccao de Nao-estacionariedade

Embora se tenha uma definicio matematicamente precisa de estacionariedade, nao
existe um método claro e nao ambiguo para se determinar a estacionariedade de uma
série temporal real. Na pratica, por exemplo, é extremamente dificil, senao impossivel,
verificar-se estacionariedade estrita (Manuca & Savit, 1996; Leon-Garcia, 1994), embora
essa questao nao seja necessariamente um problema. Na analise de série temporal linear,
muitas aplicagoes verificam mudangas em momentos até segunda ordem (média, variancia
ou poténcia espectral) para testes de estacionariedade no sentido amplo (Schreiber, 1997).
No contexto de sistemas nao-lineares, estacionariedade no sentido amplo pode nao ser
suficiente, principalmente se forem aplicados algoritmos da teoria de caos deterministico
nas séries temporais. E desejavel entao, nesse contexto, usar-se quantificadores nao-
lineares (correlagoes de alta ordem, expoentes de Lyapunov, e outros) para checar nao-
estacionariedade (Gomes, 2001; Schreiber, 1997).

Em muitas aplicagoes reais, a questao de estacionariedade é freqiientemente abordada
de maneira bastante subjetiva (Gomes, 2001; Manuca & Savit, 1996). Além da subjetivi-
dade encontrada na diversidade de métodos para analise de estacionariedade, é importante
considerar-se que a determinacdo (ou detecgao) da estacionariedade requer que o tempo
de observacao® seja grande o suficiente para cobrir as escalas de tempo essenciais'® do
sistema observado (Witt et al., 1998). Deve-se, portanto, considerar o tempo de obser-
vacao um parametro de importancia crucial na andlise de estacionariedade. Até mesmo
um sistema estaciondrio pode levar a uma deteccao espuria de nao-estacionariedade se o
tempo de observacao for menor que as escalas de tempo caracteristicas do sistema. Esse
tipo de deteccao espuria de nao-estacionariedade foi chamado ndo-estacionariedade de
medi¢ao por Rieke, Andrzejak, Mormann & Lehnertz (2004).

Uma outra forma de deteccao espuria de nao-estacionariedade, chamada mnao-
estacionariedade estatistica, pode ser atribuida a subestimacao de flutuacoes estatisticas
usadas por varios métodos estatisticos classicos na determinacao da nao estacionariedade
(Rieke et al., 2004).

converge para a média real ao longo do tempo de observacao. Nesse caso diz-se que o processo é ergodico
na média.

9Tempo de coleta da série temporal.

10Periodo de tempo mimino necessério para observar-se os padrdes dinamicos do processo.
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Apesar das consideracoes feitas nos paragrafos anteriores, é muito importante ter-se
um procedimento que possibilite verificar se uma série temporal é estacionaria ou nao e
ainda possa detectar regioes de estacionariedade em um registro de observacao.

Pode-se encontrar na literatura varios métodos estatisticos para teste de estacionarie-
dade. A maioria desses métodos sao baseados em uma mesma idéia fundamental: estimar
um certo parametro usando diferentes segmentos da série. Se as variagoes observadas
forem consideradas significativas, ou seja, estiverem além das flutuacoes estatisticas espe-
radas, a série temporal é declarada nao-estacionaria (Schreiber, 1997). Outros métodos, ao
invés de focarem nas flutuacoes estatisticas dos segmentos das séries, voltam sua atencao
para as caracteristicas dinamicas intrinsecas das séries temporais (Witt et al., 1998).

Bendat & Piersol (1986) apresentam um método cldssico que busca por flutuagoes
estatisticas de propriedades de primeira e segunda ordem em segmentos nao sobrepostos.
Esse método, conhecido como teste de arranjos reversost!, divide a série em vérios seg-
mentos e calcula a média e desvio padrao de cada segmento. A partir dessas propriedades
estatisticas o algoritmo segue para decidir sobre a estacionariedade ou nao da série. O
uso apenas dessas propriedades pode levar a uma deteccao espuria de estacionariedade
pelo fato das mesmas conterem pouca informacao a respeito do processo. Isliker & Kurths
(1993) citam, por exemplo, o trabalho de Mandelbrot (1982), no qual é mostrado que o
movimento Browniano fracional possui variancia'? que depende somente de sua duracao
t. Partes de uma série temporal gerada por esse processo, que é nao-estacionario, terao,
portanto, a mesma variancia se tiverem o mesmo tamanho. Essa condicao levaria a uma
deteccao espuria de estacionariedade.

Isliker & Kurths (1993) propuseram um teste de estacionariedade que supostamente
supera estratégias classicas como a citada anteriormente. Uma medida invariante é apre-
sentada como uma descricao estatistica de um sistema no espago de estado, ou seja, uma
densidade de probabilidade, medindo quao freqiientemente as diferentes partes do espaco
de estado sao visitadas. De acordo com os autores, essa medida reflete a dinamica de um
sistema por levar em consideragao que algumas partes sao mais visitadas que outras. Essa
densidade contém a informacao de todos os momentos estatisticos, os quais sao calculados
a partir dela. FEsse método foi usado por Braun, Kowallik, Freking, Hadeler, Kniftki &
Meesmann (1998) no estudo de nao-linearidades presentes no sinal de variabilidade da
freqiiéncia cardiaca.

Do inglés: Reverse Arrangements Test.

1
12A variancia é proporcional a tPr , em que Dy é constante (ver detalhes em (Mandelbrot, 1982)).



2.2 Séries Temporais Nao-estacionarias 17

Manuca & Savit (1996) analisam, nesse importante trabalho, as propriedades de esta-
cionariedade de uma série temporal considerando fortemente os padroes dinamicos do
sistema gerador dessa série. Essa metodologia assume que o sistema a ser estudado
pode ser descrito como um sistema contendo alguns conjuntos de padroes internos de
dinamica e imersos em um ambiente possivelmente variante no tempo. O teste de nao-
estacionariedade consiste em dividir-se, inicialmente, a série temporal em algumas janelas.
Por meio de uma medida estatistica obtida por integrais de correla¢ao (Grassberger & Pro-
caccia, 1983), quantifica-se uma medida de distancia entre regimes dinamicos subjacentes
de pares das janelas da série. O objetivo dos autores é estimar quao proximos estao os
padroes dinamicos entre duas janelas da série.

Schreiber (1997) propds um teste de estacionariedade que verifica a compatibilidade
de aproximacoes nao-lineares dos padroes dinamicos em diferentes segmentos da série.
Define-se o indice erro de predi¢ao cruzada (Cross-prediction error) usado na comparagao
dos segmentos. A idéia geral desse indice é obter o erro de predicao cruzada ao se tomar
predicoes usando-se um segmento ¢ como base de dados para predizer valores dentro de
outro segmento j. Schreiber (1997) ainda pondera que a ampla nocao de que um sistema
deve permanecer invariante durante o tempo de medi¢ao, ou nao é necessaria ou nao
é uma condicao suficiente para estacionariedade. A razao é que nao ha uma distincao
a posteriori entre um parametro do sistema (a permanecer constante) e uma varidvel
(que pode evoluir no tempo). Portanto, com esse método o autor considera um sinal
estaciondrio se qualquer coisa que varie no tempo (nao importando se é chamada varidvel
ou parametro), o faga numa escala de tempo tal que as mudangas tendam a uma média
num tempo muito menor que a duracao da medicao.

Kennel (1997) propoe um teste de nao-estacionariedade extraindo informagcao da dis-
tribuicao temporal de pontos num espaco de estado reconstruido a partir de dados observa-
dos. Um teste de hipdtese estatistico é sugerido, podendo discernir se algumas mudancas
lentas subjacentes ocorrem. A nao-estacionariedade é quantificada usando-se proprieda-
des dos wizinhos mais prozimos (Nearest neighbors) no espaco de estado. A idéia bésica
é que o valor esperado do niimero de pontos no espaco de fase reconstruido, que tem sua
vizinhanga mais proxima na mesma metade da seqiiéncia, ¢ minimo para uma seqiién-
cia estacionaria. Quando se pensa em geometria no espaco de fase, nao-estacionariedade
traz uma tendéncia de que pontos proximos no espaco estao também préximos no tempo
(Schreiber, 1999). De acordo com o autor, esse método parece poderoso e depende de
informagao dinamica nao trivial, embora nao fornega um teste estatistico 6bvio e requeira
dados de baixa dimensao.
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Casdagli (1997) apresentou em detalhes a técnica de mapas de recorréncia'® e algu-
mas variantes, introduzida primeiramente por (Eckmann et al., 1987), para analise de
séries temporais nao-estaciondrias. Dentre os objetivos da analise proposta, o teste de
hipotese de estacionariedade foi considerado. O mapa de recorréncia da série em estudo é
construido e a partir desse mapa prossegue-se com a deteccao de pontos de mudanca de
padroes dinamicos. O autor usa dados subrrogados para teste de significancia estatistica
dos pontos de mudanga encontrados. Schreiber (1997, 1999) afirma que essa técnica é de
dificil analise e nao possui muito boa resolucao temporal.

Witt et al. (1998) propuseram também um teste estatistico de séries temporais, com-
binando um teste para independéncia temporal da densidade de probabilidade de uma
dimensao (1D probability density) com um outro baseado na independéncia temporal do
espectro de poténcia. O tamanho dos segmentos da série em estudo é um fator limitante
desse procedimento. O autor apresenta um estudo comparativo na aplicacao desse método
em varios tipos de processos.

Mohanty (2000) propos um teste de detecgao de nao-estacionariedade no contexto
da analise de dados de ondas gravitacionais. A grande quantidade de dados produzidos
pelos detectores de ondas gravitacionais sao principalmente ruido. Espera-se que, imersos
no ruido, se encontre o sinal desejado. Na andalise dos dados para deteccao desses sinais
gravitacionais, requer-se um conhecimento preciso do ruido, em outras palavras, uma
caracterizagao estatistica do processo estocastico. A deteccao de nao-estacionariedade
¢é relevante nesse procedimento. A idéia central do teste de nao-estacionariedade ¢é a
deteccao de mudancgas estatisticamente significativas na densidade espectral de poténcia
(Power Spectral Density). Para comparacao da PSD de diferentes segmentos da série, o
teste t-student é usado.

Em Gao (1999, 2001), o autor sustenta o estudo de recorréncia de estados, ou seja,
quao freqiientemente uma regiao pequena (visinhanga mais préxima) no espago de fase é
visitada, como uma forma de observar mudancas no padrao dinamico de sistemas. Gao
(1999) fez uma anédlise de quantificacao de recorréncia e propos dois algoritmos baseados
na estatistica de tempo de recorréncia para detectar nao-estacionariedades e transicoes de
estado (Gao, 2001).

I3 A recorréncia de estados, no sentido de que estados estdo arbitrariamente préximos depois de algum
tempo, é uma propriedade fundamental de sistemas dinamicos deterministicos e tipicos para sistemas
cadticos e nao-lineares. Mapas de recorréncia (recurrence plots) podem ser visualizados no espaco de
fases. A recorréncia de um estado no tempo i em um outro tempo j é construida graficamente numa
matriz quadrada (duas dimensdes) com pontos pretos e brancos, em que os pontos pretos marcam a
recorréncia e ambas as coordenadas sao de tempo (Eckmann, Kamphorst & Ruelle, 1987).
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Rieke et al. (2002) também propuseram uma medida de nao estacionariedade baseada
na analise de distribuicao de distancias temporais de vetores de vizinhanca no espaco de
estado. O desvio da distribuigao dessas distancias de uma distribuicao de distancias que é
esperada sob condicoes de estacionariedade, foi usado para medir a nao-estacionariedade'®.
Quase todos esses métodos dividem as séries temporais em segmentos menores, o que
freqiientemente reduz a capacidade estatistica das mesmas. O diferencial proposto por
Rieke et al. (2002) ¢ nao dividir a série temporal para detectar ndo-estacionariedades.
Rieke et al. (2004) propuseram uma modificacao desse método, visando uma estimagao
correta da significancia estatistica do valor medido para nao-estacionariedade.

Cao, wen Tung, Gao, Protopopescu & Hively (2004) argumentaram que a maioria dos
métodos baseados numa quantificagao de algum aspecto dos vizinhos mais préximos no
espago de fases, possuem alto custo computacional. Eles propuseram o uso do conceito de
entropia de permutacdo'® na deteccao de mudancas no regime dinamico de séries temporais
complexas. Pondera-se que a medida de entropia de permutacao é conceitulamente simples
e computacionalmente eficiente. Observa-se, entretanto, que é necessario uma grande
quantidade de observacoes da série temporal em estudo, para que a mesma seja dividida
em janelas de tamanho suficientemente longo por causa de seu conteido estatistico.

Fica claro que a questao da estacionariedade ainda estd aberta e a andlise e o en-
tendimento de sinais nao-estaciondrios é um tépico de pesquisa atual em muitas areas da
ciéncia. Muito provavelmente nao existe uma metodologia tinica para determinar-se nao-
estacionariedades cuja aplicabilidade seja universal e de uso indiscriminado. Cao et al.
(2004) ainda ponderaram que vérias medidas de estacionariedade poderiam ser usadas de
maneira complementar, a fim de tirar vantagens de seus respectivos méritos dentro do
ambito de suas aplicagoes.

2.3 Métodos de Analise de Séries Temporais Nao-
estacionarias

A analise e processamento de séries temporais nao-estaciondrias tem despertado o
interesse cientifico nos ultimos anos. Dentre as motivagoes para o estudo dessas séries,

Rieke et al. (2002, 2004) chama esse processo de perda de recorréncia, quando uma nio-
estacionariedade é observada.

5Entropia de permutacdo (permutation entropy) é uma medida de complexidade de séries temporais
introduzida por Bandt & Pompe (2002). Medidas de complexidade como, entropia, dimensao fractal e
expoentes de Lyapunov, foram desenvolvidas para comparar séries temporais e distinguir comportamentos
regulares, cadticos e estocasticos.



20 2 Analise de Séries Temporais

embora ja tenham sido consideradas nas secoes anteriores, citam-se as mais importantes:
i) observagoes feitas em muitos sistemas reais sao nao-estaciondrias; i) a hipdtese fun-
damental assumida pela maioria das técnicas, lineares e nao-lineares, de analise de séries
temporais é a estacionariedade da série em estudo.

Segundo Casdagli (1997), pode-se considerar quatro objetivos principais na anélise de
séries temporais nao-estacionarias:

1. Caracterizacao. Suponha que os padroes dinamicos subjacentes de certas séries
temporais sejam similares no inicio e no fim dessas séries, mas diferentes na porcao
intermediaria. O objetivo de uma técnica que caracteriza a nao-estacionariedade
é extrair essa informacao de uma maneira conveniente. A metodologia mais co-
mum para caracterizacao de nao-estacionariedades é a divisao da série temporal em
segmentos e verificando possiveis mudangas, ao longo dos segmentos, de uma quan-
tidade de interesse. Esse tipo de abordagem ¢é muito dependente da quantidade
escohida e é, até certo ponto, arbitrario. Citam-se os trabalhos de Manuca & Savit
(1996), Schreiber (1997), Casdagli (1997).

2. Predicao. Com o propédsito de obter-se predigoes acuradas para séries temporais nao-
estacionarias, pode ser necessario modificar os algoritmos de predi¢ao desenvolvidos
para séries temporais estaciondrias. Esse objetivo estda proximamente relacionado
com a caracterizacao e modelagem da nao-estacionariedade. Citam-se os trabalhos

de Casdagli (1997) e Stark (1993).

3. Detecgao de ponto de mudanga. Em alguns casos pode haver um ponto tinico a partir
do qual a dinamica subjacente da série temporal muda. O objetivo é identificar esse
ponto de mudanca. Citam-se os trabalhos de Kennel (1997) Casdagli (1997).

4. Teste de hipotese. O objetivo é desenvolver testes de hipétese cuja hipdtese nula é a
estacionariedade da série temporal em estudo. Se a hipdtese nula for aceita, pode-se
entao, com mais confianga em principio, usar técnicas de andlise de séries temporais
estacionarias. Esse problema pode ser abordado sob uma perspectiva nao-linear ou
linear. Citam-se, como exemplo, os trabalhos de Isliker & Kurths (1993), Kennel

(1997), Rieke et al. (2002) e Casdagli (1997).

Os objetivos 3 e 4 acima estao relacionados entre si e de uma maneira geral foram
abordados na secao 2.2.2. No contexto da identificacao de sistemas variantes no tempo
ve-se a abordagem, nao exclusiva, dos objetivos 1 e 2 mencionados acima.
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Além do trabalhos ja mencionados, pode-se ainda citar outros que envolvem modela-
gem parameétrica e estimacao de parametros de sistemas variantes no tempo, tais como:
Box & Jenkins (1970), Grenier (1983), (Martin, 1986), Cho et al. (1991), Tsatsanis &
Giannakis (1993), Penny & Roberts (1999), Cao & Schartz (1999), Bouzeghoub, Ellacott,
Easdown & Brown (2000), Wei & Billings (2002), Zou, Wan & Chon (2003), Jiang &
Zhang (2004a) e Zou & Chon (2004). Algumas das metodologias abordadas nos trabalhos
ora citados serao consideradas nos capitulos seguintes.

Os modelos para a analise e previsao de séries temporais podem ser divididos em
duas classes principais: os modelos baseados em técnicas convencionais e os baseados em
inteligéncia artificial. O método mais proeminente dentre as técnicas classicas é a abor-
dagem proposta por Box & Jenkins (1970). Dentre as derivagdes lineares do modelo de
Box & Jenkins vale destacar: i) modelos ARIMA (AutoRegressive Integrated Moving Ave-
rage), que sao apropriados para séries nao-estaciondrias; i7) modelos AR (AutoRegressive)
e ARMA (AutoRegressive Moving Average), apropriados para séries estacionarias.

Ainda dentro dos modelos de regressao encontram-se os modelos NARMAX (Nonli-
near AutoRegressive Moving Average with eXongenous inputs) polinomiais/racionais que
utilizam técnicas de identificagdo nao-lineares (Leontaritis & Billings, 1985b,a). Especi-
almente apropriados para séries temporais financeiras nao-lineares, citam-se os modelos
ARCH (AutoRegressive Conditional Heteroscedasticity) e suas derivagoes (Morettin & To-
loi, 2004), embora trabalhos recentes ponderem que esses modelos nao sao adequados para
qualquer série econométrica. Como exemplo, Brooks & Hinich (1998) afirmam que mo-
delos ARCH falham em capturar a natureza variante no tempo de taxas de retorno em
mercados de cambio.

Considerando as metodologias de modelagem baseadas em inteligéncia artificial, podem-
se citar técnicas de Redes Neurais Artificiais (RNA). Inspirada em sistemas bioldgicos,
particularmente em pesquisas no cérebro humano, as redes neurais artificiais sdo capazes
de aprender e generalizar a partir da experiéncia. Dentre outras caracteristicas impor-
tantes, ressalta-se o fato de serem consideradas aproximadores universais e nao-lineares
(Zhang et al., 1998). As redes neurais artificiais possuem derivagoes como as redes neurais
fuzzy. RNAs tém sido usadas em conjunto com outras técnicas visando uma melhora no
desempenho do horizonte de previsao e/ou otimizagao do tamanho das redes (Padmaku-
mari et al., 1999; Liao & Tsao, 2004).

A analise e processamento de séries nao-estacionarias inclui também métodos de repre-
sentacao tempo-frequéncia (Pola et al., 1996; Gamero et al., 1996; Potamianos & Maragos,
2001) e técnicas de anédlise espectral (Bianchi et al., 1993; Pola et al., 1996; Cesarelli et al.,
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1997; Steenis et al., 2003). A andlise espectral é fundamental em &reas onde o interesse
bésico é a procura de periodicidade nos dados, como em Meteorologia e Oceanografia,
Medicina, Biologia, economia e outras (Morettin & Toloi, 2004).



CapriTULO 3

Identificacao de Sistemas Dinamicos

A identificacao de sistemas trata do problema de construcao de modelos baseados em
dados medidos do sistema.

Um modelo tem como objetivo descrever a relacao entre as varidaveis do sistema.
Quando tal relacao for expressa em termos de equagoes matematicas, o modelo é dito
matematico. Dentre as motivagoes para a construgao de modelos pode-se citar que: i) al-
gumas técnicas de controle avangado requerem um modelo do sistema; i) modelos podem
ser usados para analise, simulacao e previsao.

A complexidade de um modelo mateméatico dependerd da aplicacao visada, seja na
pesquisa, no projeto ou no controle (Eykhoff, 1974).

O levantamento e a formulagao matematica de todos os fenomenos que afetam o
comportamento de um dado sistema é uma tarefa extremamente complexa. Com isso,
¢ impossivel o modelo reproduzir exatamente o comportamento do sistema original. O
modelo deve entao, ser capaz de reproduzir o comportamento original da melhor maneira
possivel, pois caso contrario, todos os esforcos posteriores para a andlise do modelo e
controle do sistema serao pouco eficientes. Dois grandes grupos de técnicas usadas para
a obtencao de modelos matemaéticos, sao:

e modelagem pela fisica do processo ou modelagem caixa-branca (Garcia, 1997);

e modelagem a partir de dados ou identificagao de sistemas (Aguirre, 2004).

A modelagem pela fisica do processo utiliza as leis fisicas que descrevem os fenomenos
envolvidos. Esta é feita somente quando se tem disponivel uma visao global do comporta-
mento do processo. Quando o sistema é grande e complexo e ha a necessidade de atuacao
de controle em tempo real, por exemplo, torna-se inviavel a utilizacao de técnicas de mo-
delagem caixa-branca (Jacome, 1996; Coelho, 2002). Uma alternativa é a utilizagao de
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técnicas de identificacao de sistemas, por meio da qual o modelo é obtido a partir de dados
de entrada e saida e distirbios (quando disponivel) do sistema. Identificagao caixa-cinza
utiliza informagao a priori para auxiliar na determinacao da estrutura e/ou estimagao dos
parametros, resultando em modelos mais concisos (Corréa, 2001).

Virios algoritmos tém sido desenvolvidos para auxiliar a identificacao de sistemas
usando técnicas caixa-preta (Billings & Fakhouri, 1978; Korenberg, Billings, Liu & Mecll-
roy, 1988; Billings, Chen & Korenberg, 1989).

No que diz respeito a andlise de séries temporais e identificacao de sistemas, Koren-
berg & Paarmann (1991) observam que existe uma considerdvel sobreposigao entre ambas
abordagens. Uma notavel diferenca é que na andlise de séries temporais nao ha acesso ao
modelo da “entrada”. Assume-se, nesse trabalho, “identificacao de sistemas” como mode-
lagem de séries temporais ainda que seja incluida uma entrada que nao seja mensuravel.
A secao 3.2 faz consideracoes a cerca de sinais de entrada para modelagem de sistemas.

3.1 Procedimento para a identificacao de sistemas

O procedimento para a identificacao de sistemas exige o constante envolvimento do
modelador, e consiste em:

e projeto e execucao de testes para a obtengao dos dados e determinacao da taxa de
amostragem;

e detecgao de nao-linearidades e/ou nao-estacionariedades no sistema;
e escolha da representacao;

e deteccao da estrutura do modelo;

e estimacao dos parametros do modelo;

e validacao do modelo.

A obtencao dos dados depende do sistema a ser investigado, bem como das condigoes
experimentais.

A aquisicao de dados experimentais deve ser realizada de tal forma que se minimize
o efeito do ruido. A modelagem do ruido pode comprometer a validade do modelo encon-
trado, e uma forma de aliviar este problema é através de cuidados na escolha da estrutura
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do modelo (Mendes & Billings, 1998). E possivel fazer a identificacio de um sistema sem
a segunda etapa, por exemplo, identificacao linear.

3.2 Experimentacao

A experimentacao consiste na determinacao do sinal de entrada, na escolha da taxa
de amostragem e na coleta dos dados para a estimacao dos parametros e ajuste do modelo
(Soderstrom & Stoica, 1989). Esta etapa no processo de identificagao de sistemas é a mais
importante, pois os resultados posteriores dependerao da qualidade e da quantidade de
informacoes contidas nos dados coletados.

Os dados coletados durante o processo de operacao normal do sistema podem, em
alguns casos, ser usados na identificacao do sistema. Porém, é preferivel, sempre que
possivel, injetar sinais externos no sistema, capazes de excitar toda a dinamica do sistema
durante o processo de identificacao. Todas a caracteristicas estaticas e dinamicas que
nao forem excitadas nao aparecerao nos dados e o que nao estiver nos dados nao podera
ser modelado. Dentre os sinais usados na identificacao de sistemas podem-se destacar os
sinais bindrios pseudo-aleatérios (PRBS) e o ruido “branco”, uma vez que esses podem
excitar toda a dinamica do sistema! (Aguirre, 2004).

A escolha da taxa de amostragem também é importante, pois taxas de amostragem
diferentes podem resultar em modelos diferentes. Pode-se classificar os dados com relagao
a taxa de amostragem em trés categorias: subamostrados, bem amostrados e superamos-
trados. Dados subamostrados tipicamente nao contém informacao dinamica suficiente,
impossibilitando assim, a determinacao de um modelo para o processo. Um sinal supera-
mostrado, em que sucessivas amostras tendem a estar fortemente correlacionadas, pode
proporcionar mau condicionamento numérico da matriz de regressores e dificultar a de-
terminagao da estrutura do modelo (Billings & Aguirre, 1995), porém, essas dificuldades
podem ser contornadas se esses sinais forem dizimados, possibilitando assim, a utilizacao
desses na estimacao e validacao do modelo.

Para auxiliar na escolha da taxa de amostragem, pode-se empregar um procedimento
que consiste em utilizar as fungoes de autocorrelagao linear, ¢/, € nao-linear, ¢,z 2, da
saida do sistema, definidas em (3.1) e (3.2), respectivamente:

Gyy = El(y(k) —y(k)(y(k = 7) = y(K))], (3.1)

!Sinais PRBS e ruido branco sio exemplos de sinais persistentemente excitantes.
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022 = El(y* (k) — y2 () ((k — 1) — y2(k))], (3.2)

sendo que y(k) e y?(k) representam os valores médios, E a esperanga matemética e o
apostrofe indica que o sinal teve sua média removida.

A partir das fungdes de autocorrelacao (3.1) e (3.2), pode-se determinar a seguinte
constante:
Tm = MiN{7y, 7,/ }. (3.3)

sendo 7,/ o0 instante do primeiro minimo de ¢, e 7, 0 instante do primeiro minimo de
}y2,2- Desta forma, pode-se determinar a taxa de amostragem, T, através da seguinte
relagao (Billings & Aguirre, 1995; Aguirre, 2004):

W< (3.4)

Em alguns casos, este intervalo pode ser relaxado para:

ﬂ

T

o === (3.5)

ot

3.3 Deteccao de nao-linearidades e/ou nao-estacionariedades

A existéncia de nao-linearidades no sistema pode ser verificada a partir de testes nao
paramétricos, utilizando apenas os sinais coletados, ou seja, estes testes sao realizados
independentes do tipo de representacao e da estrutura. Dentre os testes para detectar
nao-linearidade pode-se citar: testes em regime permanente, testes do valor médio da
saida, testes no dominio da freqiiéncia, testes no dominio do tempo e testes de correlagao
(Coelho, 2002), sendo que os dois ultimos destacam-se pela simplicidade e eficiéncia.

A questao de deteccao de nao-estacionariedades foi abordada no capitulo 2 e pode ser
revisada na Segao 2.2.2.

3.4 Representacoes de Sistemas Lineares

Pode-se dizer que a modelagem de séries temporais teve inicio com o trabalho de Yule
(1927), que utilizou modelos lineares auto-regressivos AR (AutoRegressive) no problema
de previsao da série de nimeros de manchas solares de Wolfer, sendo essa uma série
bastante conhecida devido a sua alta variabilidade e dificuldade de predicao (Mingoti
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& Neves, 1999). O modelo autonémo AR, o qual utiliza informagoes passadas da série
temporal, para estimar a saida atual, y(k), é dado por:

Ny

y(k) = Y ajyk — ) + e(k), (3.6)

j=1

sendo y(k) a série temporal, ap = 1 e a; os parametros da parte auto-regressiva do modelo
(an, # 0), ny é um valor inteiro que define o maximo atraso de y, conseqiientemente, a
ordem dindmica do modelo AR. e(k) é o residuo de modelagem, ou seja, o erro um passo
a frente entre a série observada e a série obtida via modelo AR.

Em (Wold, 1954) foi mostrado que qualquer série temporal discreta poderia ser re-
presentada por modelos AR e modelos de média mével, MA (Mowving Average). Porém,
a implementacao desses métodos sé foi possivel a partir da década de 60 com o advento
dos computadores (Oliveira, 2002; Aguirre, 2004).

Nas se¢oes seguintes serao considerados alguns modelos de sistemas invariantes no
tempo, com excecao do modelo ARIMA. No capitulo 4 abordar-se-4 a modelagem de
sistemas variantes no tempo.

3.4.1 Modelos ARMA

Uma classe mais geral de representacoes lineares autonomas, denominada modelos
ARMA (AutoRegressive Moving Average), utiliza o residuo de estimagao no processo de
estimacao, sendo dado por:

JB) = Dl =)+ D eielk —i) + elh 87

Destaca-se que nos modelos ARMA as raizes dos polinomios:

k
Alg) = 1= anq™”’
j=1

Clg) = i g, (3.8)
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devem ter médulo menor que a unidade (Tong, 1990). A(gq) e C(gq) sdo denominados
funcoes geradoras auto-regressivas e de médias modveis, respectivamente, e ¢ o operador
de atraso. Para assegurar estacionariedade |A| < 1 (Box & Jenkins, 1970).

Algumas vantagens e limitacoes dos modelos ARMA podem ser encontradas em Tong
(1990), tais como:

e Matematicamente, os modelos lineares baseados em equagoes de diferencas lineares
sao considerados o tipo mais simples de representacoes discretas e possuem uma
teoria bem “fundamentada” ja disponivel (Box et al., 1994).

e O tempo computacional requerido para obter um modelo parsimonioso ARMA é
pequeno.

e Salienta-se que ao longo dos anos, estes modelos tém sido amplamente utilizados
como ferramentas praticas em analise, previsao e controle de séries temporais e tém
apresentado resultados considerados satisfatorios (Box & Jenkins, 1970; Tong, 1990).

e Modelos ARMA estacionarios tem distribuicao simétrica, logo, nao sao apropriados
para aproximar os dados que exibam forte assimetria, como por exemplo, dados
hidrologicos.

e Pode ser usado para explicar relagoes nao-lineares desde que essas linearizadas.

3.4.2 Modelos Nao Autonomos: ARX, ARMAX.

De maneira geral, os modelos discretos podem ser extraidos a partir do seguinte
modelo geral (Aguirre, 2004):

Bl),
F(q)

sendo ¢ o operador de atraso, v(k) o ruido branco e A(q), B(q), C(q), D(q) e F(q)
polinémios definidos como:

Alq)y(k) v k) (3.9)

Alq) = 1+aq +... + an,q "

B(q) big . by g™

Clg) = 1+aq 4. +cnqg™;

D(q) = 1+dig " +...+dn,qg "™
(q)

= 1+ fig '+ o+ fa g™ (3.10)
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De acordo com a forma de cada um dos polindémios (3.10), pode-se obter modelos AR,
ARMA, além dos sub-tipos nao-autonoémos, ARX, ARMAX e outras (Aguirre, 2004).

A derivacao nao-autonoma do modelo AR, modelo ARX (AutoRegressive with eXoge-
nous inputs), pode ser obtida a partir do modelo geral (3.9), tomando-se C'(¢) = D(q) =
F(q) = 1 sendo A(q) e B(q) polinomios arbitrarios, resultando em:

W) = G + i)
y(k) = ao+ ZU: a;y(k —j)+ z”: biu(k — 1) + e(k), (3.11)

em que e(k) = v(k)/A(q) representa o ruido modelado como um processo branco filtrado
por um filtro auto-regressivo, com polos idénticos aos do processo, que sao as raizes do
polinomio A(q).

Pode-se obter também o modelo ARMAX (AutoRegressive Moving Average with eXo-
genous inputs) por meio do modelo geral (3.9), tomando-se D(q) = F(q) = 1 sendo A(q),
B(q) e C(q) polinomios arbitrarios, cujo resultado é:

y(k) = %uuﬁ) n %um
y(k) = ao+ zy: a;y(k —j)+ i: biu(k — i) + e(k), (3.12)

em que e(k) = %l/(/{?) representa o ruido modelado como um processo branco filtrado

por um filtro ARMA. Pode-se observar que o modelo ARMA, discutido na secao 3.4.1, é
um caso particular do modelo ARMAX, quando nao hé sinais exégenos, ou seja, quando
u(k) = 0.

O modelo ARX e o ARMAX sao considerados pertencentes a classe de modelos de
erro na equacao. Modelos desse tipo sao aqueles em que as fungoes de transferéncia do
processo e do ruido tém o polindémio A(g) como fator comum. Um outro grupo de modelos
nao descritos aqui, € o do tipo erro na saida, que podem ser escritos na forma da equagao
(3.9), mas com o polinémio A(q) = 1.
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3.4.3 Modelos ARIMA

Muitas séries temporais reais apresentam comportamento nao-estaciondrio, como fora
discutido no Capitulo 2. Box & Jenkins (1970) propuseram uma forma estendida do mo-
delo ARMA, que lida com o comportamento nao estacionario da série temporal, denomi-
nado modelo ARIMA (AutoRegressive Integred Moving Average) de ordem (n,,d,n.).

A série temporal nao-estaciondria, y(k) é diferenciada de uma ordem d (normalmente,
d = 0, 1 ou 2), tornando-se, em principio, uma série estacionaria’>. Uma vez que a
série foi transformada em uma série estaciondria, z(k), esta é entdo modelada usando a
representagdo ARMA (p e ¢ # 0), ou AR (¢ = 0) ou MA (p = 0). De maneira geral, o

modelo ARIMA ¢ descrito por:

Te

2(k) = Z aiz(k — i)+ ) cie(k — j) + e(k),

Alq)z(k) = Clge(k), (3.13)

sendo que:
(k) = y(k) —y(k —d), (3.14)
2 = Vi, (3.15)

e d é a d-ésima diferenca da série temporal de modo a reduzir ou eliminar a caracteristica
nao-estaciondria da série. O significado do termo “integral”; na sigla ARIMA, é devido a
seguinte relacdo inversa a z, = V%, dada por:

y, = Vi
ye = S, (3.16)

2Deve-se levar em consideracio que a eliminacio da nao-estacionariedade de uma dada série temporal,
86 é possivel se a mesma permitir esta transformacao. As vezes, a diferenciacao pode somente reduzir a
nao-estacionariedade.
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em que,
y(k) = Sz(k)+y(1)

— Zz(k—j):z(k)+z(k—1)+z(k:—2)+...+z(1)+y(1).

Por exemplo:
2(1)=y(2) —y(1) = y(2)==2(1)+y(1)
2(2) =y(3) —y(2) = y(3)==2(2)+2(1) +y(1)
z(3) =y4) —y@3) = y4)=203)+2(2) +=2(1) +y(1)

k=1 =y(k) —ylk=1) = y(k)

2(k—=1)+2(k—2)+ ...+ 2(1) + y(1)

A metodologia de Box & Jenkins consiste nas seguintes etapas (Box et al., 1994):

e escolha da estrutura do modelo;
e estimacao dos parametros do modelo;
e diagndstico (ou validagao);

e predicao.

Na etapa de identificacao é verificada o valor do parametro d, ou seja, quantas di-
ferenciagoes devem ser realizadas na série para retirar sua nao estacionariedade. Nesta
etapa ¢ feita, também, a escolha de qual tipo de representagao sera utilizada, visto que o
modelo ARIMA engloba todas a outras representacoes lineareas auto-regressivas.

A ordem do modelo da parte auto-regressiva (AR) pode ser obtida via andlise das
fungoes de autocorrelagao e autocorrelacao parcial (Aguirre, 2004). Segundo Oliveira
(2002) este é um dos aspectos mais dificies na utilizacdo da metodologia de Box & Jen-
kins, visto que para a andlise das funcoes de autocorrelacao requer intervencao do ana-
lista/modelador, o que implica que este deve ter conhecimento e experiéncia com tal
metodologia.

A técnica para a estimacao dos parametros usada por Box & Jenkins foi a Maxima Ve-
rossimilhanca. Entretanto, pode-se utilizar outras técnicas, como a de minimos quadrados
e a Bayesiana.
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A validacao do modelo obtido, chamada de diagnostico, analisa os residuos de mo-
delagem. Se o residuo assemelhar-se ao ruido branco, o modelo estimado é considerado

apropriado para a série temporal em questao. Caso contrario, o modelo deve ser reesti-
mado (Brockwell & Davis, 1996).

A dltima etapa é a da predicao, que consiste em gerar valores futuros da série através
do modelo estimado.

Além da nao-estacionariedade, séries temporais advindas de diversas areas apresentam
um comportamento sazonal (ver secao 2.1.1.1). A utilizagdo de modelos ARIMA em
séries sazonais é extremamente dificil (Coelho, 2002). Frequentemente, é necessério uma
quantidade de dados maior do que a usada em séries nao sazonais.

3.5 Representacoes de Sistemas Nao-Lineares

H& um vasto niimero de representacoes para sistemas nao-lineares e a escolha de qual
usar e em que circunstancia, parecem ser questoes que estao longe de serem resolvidas. A
escolha do tipo de representacao depende principalmente da finalidade do modelo e das
ferramentas disponiveis para a sua obtencao, bem como das informacoes disponiveis sobre
o sistema. Sabe-se que para algumas representacoes nao ha uma forma sistematica para
se detectar a melhor estrutura do modelo (Cassini, 1999).

Dentre as representacoes nao-lineares pode-se destacar: modelos baseados em redes
neurais (Zhang et al., 1998; Braga, Carvalho & Ludemir, 2000), modelos NARMAX poli-
nomiais (Leontaritis & Billings, 1985a; Aguirre, 2004), modelos continuos (Freitas, 2001),
Wavelets (Billings & Coca, 1999) e outros.

A representacao de sistemas nao-lineares teve inicio por volta de 1930, quando Volterra
mostrou que para um sistema nao-linear invariante no tempo, o qual gera uma saida
continua e limitada, y(t), quando excitado por uma entrada também continua e limitada,
u(t), a relagao entre a entrada e a saida pode ser expressa como (Volterra, 1930):

[e%s} —+00 [e%e]
y(t) :h0+/ hl(Tl)u(t—Tl)dT1+/_ /_ hQ(Tl,TQ)u(t—Tl)u(t—Tg)dTldTg

+oo +oo
—|—~'—|—/ / ho(T1y . om)u(t — 1) . cou(t — 1)dry .. dry,. (3.17)

A equagao (3.17) é denominada Série de Volterra, e a fungao h,(71,...,7,) é chamada
kernel de Volterra.
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A série de Volterra, apesar de sua ampla aplicabilidade na representacao de sistemas
nao-lineares, possui algumas limitacoes, tal como o grande niimero de parametros reque-
rido para explicar um simples sistema nao-linear, o que acarreta em um grande esforco
computacional. Este fato é conseqiiéncia da série de Volterra mapear as entradas passadas
para a saida atual y(f). Uma forma de reduzir o nimero de parametros ¢ utilizar valores
da saida e da entrada para determinar y(t), ou seja, usar recorréncia ou auto-regressao da
salda. Os modelos NARMAX tém essas caracteristicas (Aguirre, 2004).

3.5.1 Modelos NARMAX

O modelo NARMAX (Nonlinear AutoRegressive Moving Average with eXogenous
variables) é uma derivacao nao-linear da representagao linear ARMAX ( AutoRegressive
Moving Average with eXogenous variables). Os modelos NARMAX foram introduzidos
em (Leontaritis & Billings, 1985a,b), e realizam o mapeamento nao-linear das entradas e
saidas passadas para a saida atual, y(k), dada por:

y(k) = Flly(k—1),....y(k —ny),u(k—1),...,u(k —n, + 1),
e(k—1),....e(k —n.)| +e(k), (3.18)

sendo que os sinais de entrada, saida e o ruido aditivo sao representados, respectivamente
por u(k), y(k) e e(k), com atrasos maximos de n,, n, € n.. F(.) é uma funcdo nao-
linear, que pode assumir uma variedade de formas, tais como, racional e polinomial. Esta
ultima ¢é satisfatéria em muitos casos. A justificativa tedrica do uso de modelos NARMAX
polinomiais pode ser encontrada em (Chen & Billings, 1989), onde é mostrado que existe
uma fung¢ao polinomial de grau ¢ que aproxima o sistema original com uma boa exatidao.

O modelo NARMAX polinomial é obtido expandindo-se a funcao F' como um polino-
mio de grau ¢, tal que:

y(k) =00+ Y Owi (k) + > ) 0wy, (R)a, (k) + .. +

i1=1 i1=1142=11

Z . Z Oiy iyxiy (k) .. 2, (k) + e(k), (3.19)

11=1 1p=tg—1
sendo que n = n, + n, + n., 0; sao os parametros a serem estimados e

O numero total de termos candidatos, ng, em um modelo NARMAX polinomial mo-
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w1(k) = y(k = 1),29(k) = y(k = 2), ..., wn, 1 (k) = u(k = 1),
Tpynat1(k) = e(k—1),... 2, (k) = e(k — ne).

novariavel é dado pela seguinte relacao (Korenberg et al., 1988):

7’Lg=M+1,
. —1(ny +ny +ne+i—1)

M= "n, ny="tle et e DI gy =1, (3.20)
=1

Verifica-se que o nimero de termos candidatos cresce rapidamente de acordo com o
grau de nao-linearidade ¢ e com os atrasos maximos da entrada, saida e do ruido, n,, n, e
ne., respectivamente. Quando o modelo é multivariavel, ng, também dependera do niimero
de entradas e saidas.

Se todos os termos candidatos forem incluidos no modelo, como demonstra a equacao
(3.20), este poderd conter muitos termos, proporcionando, na maioria das vezes, mau
condicionamento da matriz de regressores. Uma maneira de contornar este problema
¢é determinar qual a estrutura que melhor se ajusta as informagoes disponiveis sobre o
sistema em questao. Este procedimento é chamado de deteccao ou escolha da estrutura.
No contexto deste trabalho, objetiva-se obter a melhor estrutura que descreva aspectos
dinamicos e estaticos do sistema.

A generalizagdo do modelo NARMAX (3.18) para o caso multivaridvel, é dada por
(Billings et al., 1989):

ylk) = Fl(y(k—1),....y(k—ny),u(k —1),...,u(k —ny,),
e(k—1),....e(k —n.)] +e(k), (3.21)

sendo, F'(.) uma fungao vetorial nao-linear, y(k) o vetor de saida com atraso maximo n,,
u(k) o vetor de entrada com atraso maximo n,, e e(k) o vetor de ruido com atraso maximo
ne, tal que,

y1(k) uy (k) e1(k)
y2(k) us (k) ea(k)

yn(R) ur (k) (k)
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Um caso particular do modelo NARMAX polinomial monovaridvel, que nao tem mo-
delo de ruido, é conhecido como modelo NARX polinomial e é dado por:

y(k) = Fly(k —1),....y(k —ny),u(k — 1),...,u(k — ny + 1)] + e(k), (3.22)
sendo F' uma funcao polinomial de grau /.

Técnicas para deteccao da estrutura, validacao dos modelos e métodos para a estima-
¢ao dos parametros baseados no algoritmo dos minimos quadrados tém sido desenvolvidos
nas ultimas décadas para ajustar os modelos NARX polinomiais a sistema nao-lineares.

3.6 Deteccao de Estrutura

A deteccao da estrutura é uma etapa extremamente importante e dificil no processo
de identificacao de sistemas, visto que as caracteristicas dinamicas e estaticas que serao

extraidas estao ligadas a estrutura do modelo estimado (Aguirre, 1994; Aguirre & Billings,
1995).

A presenca de termos desnecessarios no modelo pode proporcionar instabilidade nu-
mérica e ocasionar comportamentos dinamicos espurios ao sistema. Além do numero
excessivo de termos, efeitos esptrios podem ocorrer devido a sobreparametrizacao do mo-
delo (Aguirre & Billings, 1995; Mendes & Billings, 1998).

No caso de modelos lineares, a escolha da sua estrutura se restringe, basicamente, a
escolha do niimero de polos e de zeros, bem como a determinacao do atraso puro de tempo.
Em representacoes nao-lineares ha inimeras técnicas para cada tipo de representacao.
Neste trabalho as consideragoes a respeito da determinacao de estrutura limitar-se-ao as
representacoes lineares nos parametros, como os modelos polinomiais.

No contexto de identificacao caixa-preta, alguns métodos podem ser usados para
auxiliar na determinagao da estrutura, tais como: o critério de informacao de Akaike,
AIC, e derivagoes (Akaike, 1974; Aguirre, 2004; Zou & Chon, 2004), agrupamento de
termos (Aguirre, 2004), a busca ortogonal, OS, (ou busca ortogonal rapida - FOS)? com
taxa de redugao de erro, ERR*, (Korenberg, 1985, 1989a,b; Billings et al., 1989; Chen,
Cowan & Grant, 1991; Paarmann & Korenberg, 1992) e a busca étima de parametros com
indice de projecao de distancia, OPS® (Lu, Ju & Chon, 2001; Zou & Chon, 2004).

30rthogonal Search e Fast Orthogonal Search.
4Error Reduction Ratio.
®Optimal Parameter Search.
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3.6.1 Método de Busca Ortogonal - OS / Taxa de Redugao de Erro - ERR

O método de busca ortogonal foi desenvolvido por Korenberg (1985) com o propésito
de sistematicamente construir modelos polinomiais do tipo (N)ARMA(X) de sistemas di-
namicos com estrutura desconhecida. Um algoritmo muito semelhante foi usado anterior-
mente por Desrochers (1981) na construgao de modelos estaticos de sistemas nao-lineares.
Korenberg et al. (1988) introduziram o uso do método de busca ortogonal numa simples
e eficiente combinacao de selecao de estrutura e estimacgao de parametros de sistemas
estocdsticos SISO, sendo esta metodologia referida na literatura em geral como Mini-
mos Quadrados Ortogonal (OLST). Billings, Korenberg & Chen (1988) apresentaram uma
versao complementar do OLS, denominada minimos quadrados ortogonal com regressao
direta. Posteriormente, Billings et al. (1989) estenderam a metodologia para sistemas
estocéasticos MIMO®. Korenberg (1989a,b) ainda apresentou uma versio do método de

busca ortogonal computacionalmente mais eficiente que é denominada busca ortogonal
rapida (Fast Orthogonal Search, FOS).

A fim de descrever sucintamente a metodologia de busca ortogonal e o OLS, sera
considerado o seguinte modelo NARMAX geral na forma matricial:

y = 0Ot + ¢, (3.23)

RNXI

em que & € o vetor de erros de predicao de um passo a frente cometidos ao se tentar

explicar y € RV*!

, vetor de saida do modelo, como U@T. ¥ € RVN*™ ¢ uma matriz cujas
colunas, 1., sdo os vetores de regressao (ou varidveis independentes) e @ € RY*! é o vetor
de parametros a serem estimados.

Considerando que os diferentes regressores em ¥ sao geralmente correlacionados, nao
fica claro como um regressor individual contribui na explicacao da variavel dependente
y. Portanto, faz-se necessario uma transformacao dos regressores em ¥ em uma base
de regressores ortogonais e posteriormente poder-se-a calcular a importancia de cada
regressor da base ortogonal. Cita-se, dentre outros, os procedimentos matematicos de
Gram-Schmidt, Gram-Schmidt modificado e a transformacao de Householder®, os quais
sao usados na construgao da base de regressores ortogonais'®. A equacao (3.23) podera,

6Single Input, Single Output.

"Orthogonal Least Square.

8Multi-Input, Multi-Output.

9Veja detalhes desses e outros procedimentos em Aguirre (2004).

10(Korenberg, 1989a; Korenberg & Paarmann, 1991) ponderam que no algoritmo de busca ortogonal,
a construcao da base de regressores ortogonais, por meio do procedimento de Gram-Schmidt ou outros,
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portanto, ser reescrita para um modelo ortogonalizado:
y = Wgh+¢, (3.24)

em que W € R¥*" ¢ a matriz de regressores mutuamente ortogonais com colunas w;
(termos candidatos), e g € RV*1 ¢ o vetor de coeficientes da expansao ortogonal a serem
estimados. Chen et al. (1991) ressalta que o espaco formado pelo conjunto de regressores
de base ortogonal, w;, ¢ o mesmo espaco formado pelo conjunto dos regressores originais,
1,, da equacdo (3.23), embora essa afirmacao seja verdadeira se os regressores originais
formam de fato uma base! (Chen, 1999).

A solugao de minimos quadrados ortogonal (OLS) de g é dada por (Chen et al., 1991):

wly
Gi= Y e [y, 3.25
b= 2L ieling (3.5

sendo ny o numero de regressores ortogonais. Maiores detalhes a cerca do estimador de
minimos quadrados podem ser encontrados na secao 3.7.

Os coeficientes g; s@o selecionados para minimizar o erro quadrdtico médio (mse) do
vetor de saida y, conforme equagao abaixo:

ng
N¢Te = N"lyTy - N7! Z PPwwi, (3.26)
i=1
em que N é a quantidade de dados de observacao, £ é o erro de predicao 1 passo a frente, g;
indica os elementos do vetor de parametros g, w; indica os regressores ortogonais (termos
do modelo), ng é o total de regressores.

Pode-se mostrar facilmente a partir da equagao (3.26), que a adi¢ao de termos g;w; no
modelo (3.24) reduz o erro quadréatico médio pela seguinte quantidade (Korenberg, 1985;
Korenberg & Paarmann, 1991):

Qi = giwi wi, (3.27)

é considerada computacionalmente intensiva. O algoritmo de busca ortogonal rdpida (FOS) evita o pro-
blema anterior explorando a fatorizacao de Cholesky para identificagao do modelo. Ambos os métodos
OS e FOS sao equivalentes no que diz respeito ao resultado, e, de uma maneira explicita ou nao, ambos
ortogonalizam os regressores candidatos.

1Um conjunto de vetores num determinado espaco vetorial, pode ser considerado uma base se forem
linearmente independentes entre si (Chen, 1999).
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em que w; indica o regressor incluido e g; o seu respectivo parametro. A idéia é avaliar
Q; para cada regressor candidato a ser adicionado ao modelo (3.24). Escolhe-se o candi-
dato w; para o qual (); é maior, considerando que a adicao desse termo resultarda numa
maior reducao do erro quadratico médio (mse). Ao continuar-se a selecionar termos dessa
maneira, pode-se construir modelos concisos, embora precisos, de sistemas reais, parti-
cularmente se um valor de limiar (threshold) é usado para rejeitar termos inadequados
(Korenberg & Paarmann, 1991).

A quantidade @; pode ser normalizada com relacao aos dados de saida (Billings et al.,
1989), definindo-se , enfim, a taza de reducao de erro (ERR):

~2 T
[ERR), = (QWT—W) i € [1,ng]. (3.28)
yy
A taxa de redugao de erro (error reduction ratio) ou ERR (Billings et al., 1989) atribui
a cada termo candidato um valor correspondente a contribuicao deste na explicacao do
valor quadratico médio dos dados de saida, ou seja, quantifica a reducao no erro da saida
do modelo devido a introducao de cada termo.

O ERR pode ser utilizado na determinacao de estrutura de modelos polinomiais e
RBFs. Escolhe-se o nimero de termos desejado através de uma ferramenta auxiliar, o
critério de informacao de Akaike por exemplo, e consideram-se aqueles que possuirem os
maiores valores de ERR.

3.6.2 Msétodo de Busca Otima de Parametros - OPS

O método de busca dtima de parametros (OPS) foi introduzido por Lu et al. (2001)
como uma metodologia de selecao de estrutura e de estimacao de parametros de modelos
polinomiais, originalmente, do tipo ARX invariante no tempo. De acordo com Lu et al.
(2001) e Zou & Chon (2004), métodos como FOS e GMDH!? nao fariam uma estimagao
tao precisa em condigoes em que os dados estejam livres de ruido e de selecao incorreta,
a priori, da ordem do modelo. Esse problema seria atribuido ao fato do critério de busca
dos métodos mencionados nao perseguir o erro minimo através de todos os subconjuntos
possiveis de fungoes (termos) candidatas do modelo dentro do espago funcional.

OPS é um critério de busca 6tima baseado no principio de geometria afim, que pos-
sibilita a estimagao de parametros a despeito da selecao, a priori, incorreta da ordem

12 Group Method of Data Handling.



3.6 Deteccao de Estrutura 39

do modelo. A geometria afim, um subconjunto da geometria Euclidiana, lida principal-
mente com pontos, retas e incidéncias'®, e portanto nao considera angulos. O operador
chamado produto interno'*, que mapeia um par de vetores em um escalar, é préprio da
geometria euclidiana e, conseqiientemente, as definicoes de angulo e projegao ortogonal o
sao também.

Como foi visto na Segao 3.6.1, o algoritmo de busca ortogonal é baseado em conceitos
da geometria euclidiana porque a ortogonalidade dos regressores candidatos do modelo a
ser construido é necessaria. OPS utiliza um critério de busca nao-ortogonal de regressores
candidatos do modelo. Lu et al. (2001) apontam uma desvantagem do método de busca
ortogonal que pode ser melhor entendida por meio do seguinte exemplo.

V4

X

Figura 3.1: Projegao ortogonal encontra o ponto mais préximo do vetor p no espago vetorial formado
pelos vetores base.

Um vetor p esta no espaco construido pelos vetores x e y, como mostrado na Figura
3.1. Se o angulo formado por zop for menor que os angulos yop e xop, entao o vetor
z seria escolhido num procedimento de busca ortogonal, embora ele nao esteja no espaco
construido pelos vetores x e y.

Em outras palavras, a projecao ortogonal encontra o ponto mais proximo a p no
espago formado pelos vetores base, sem considerar se o vetor pertence ou nao ao espaco
vetorial construido por x e y. De fato, para ortogonalizar um conjunto de vetores, por
meio do método Gram-Schmidt ou derivacoes, é necessario que estes formem uma base'®

BIncidéncia: quando elementos como linhas, planos ou pontos coincidem.
140 produto interno entre dois vetores v € R™ e w € R™ é definido como: (v,w) = vTw.
15Um conjunto de vetores linearmente independentes em R™ é chamado uma base se cada vetor em R"
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(Boldrini, Costa, Figueiredo & Wetzler, 1980; Chen, 1999).

De acordo com Lu et al. (2001), o cenério discutido acima produziria um parametro
estimado incorretamente com os métodos OS/FOS, quando a ordem do modelo fosse
escolhida a priori. Além disso, Chen et al. (1991) afirmam que os regressores de um
modelo escolhido a priori, sao geralmente correlacionados entre si. Em outras palavras,
eles seriam geralmente linearmente dependentes entre si. No algoritmo OPS, por ser
baseado em uma busca nao-ortogonal, esse tipo de cenario nao ocorreria. Ressalta-se que
se os vetores sao todos perpendiculares entre si, entao nao ha diferenca entre os métodos
de busca ortogonal e nao-ortogonal.

Para descrever-se o algoritmo de busca nao-ortogonal OPS, considera-se o seguinte
modelo ARX invariante no tempo:

JE) = D a3+ 3 btk — i)+ €(6), (329)

em que n, e n, sao, respectivamente, as ordens maximas dos termos (ou regressores) de
saida AR, y(k —7), e das entradas (ou regressores) exégenas, u(k —1i). O erro de predigao
é £(k) e os parametros que se deseja estimar € a; e b; representam . Esse modelo pode ser
reescrito na seguinte forma matricial:

y = 0ot +¢, (3.30)

sendo U € RN*" a matriz de regressores e ng é a quantidade de regressores e ordem
maxima do modelo.

A matriz ¥ pode ser construida da seguinte maneira:

U = [v¥, ¥, -, ] em que  ng=n, +n, + 1.

U = [Yh-1) W) Yk-2) Xk=1) " Y(k-ny) X(k—nu) s

pode ser expresso como uma combinagao linear tnica do conjunto (Chen, 1999).

16F importante, neste ponto, perceber as diferengas entre notagoes como y(k — 1), y e Y(k—1)- Neste
exemplo, y é formado tomando-se vérias observagoes escalares no tempo, y(k — 1) é um valor escalar
tomado do vetor de observagoes y no instante k —1 e y(x_1) ¢ o vetor das p observagoes correspondentes
as p saidas, todas tomadas no mesmo instante k — 1.
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W0)  w() w1 w0 - y(—m) u(l—n)
W) w® y0)  w(l) o y@my) w2 n)

VS o) w®) w2 wk—1) - yh-ny) ulk—ny | &3
YN 1) u(N) y(N—2) u(N—1) - y(N—n,) u(N—n,)

Para modelos Narmax, a matriz da equacao (3.31) pode ser expandida para incluir
produtos entre regressores. O capitulo 4 trata do uso dessa metodologia por modelos
variantes no tempo (TV-OPS).

O primeiro passo para a estimacao dos coeficientes do modelo da equagao (3.30) é a
selecao de regressores linearmente independentes do conjunto de regressores candidatos,
v,

Boldrini et al. (1980) definem independéncia linear de um conjunto de vetores como
se segue. Seja V' um espaco vetorial e vi,vo--- v, € V um conjunto de vetores. Diz-se
que o conjunto {vy,vy - -+ ,v,} é linearmente independente, ou que os vetores vi,vg -+ v,
sao linearmente independentes, se a condi¢ao abaixo for satisfeita:

AMVi+ Avo+ - + A, v,, =0 implique A\ =X= ... =)\, =0,
dado que A1, A9, ..., A, sdo escalares. No caso em que exista algum \; # 0, diz-se que o
conjunto {vy,vy- -+ v, } é linearmente dependente ou que os vetores o sao.

Pode-se expressar a mesma verdade a cerca da independéncia linear de um conjunto
de vetores por meio do seguinte teorema (Boldrini et al., 1980):

Teorema 3.6.1 O conjunto de vetores {vi,vo--- v, } €V € linearmente dependente se,
e somente se um destes vetores for uma combinagao linear dos outros.

Baseado no Teorema 3.6.1 e conforme sugerido por Lu et al. (2001) e Zou et al. (2003),
a selegao de regressores linearmente independentes da equagao (3.31) é feita conforme a
seguinte estratégia: toma-se, inicialmente, o primeiro regressor candidato, 1, e o segundo
regressor, 1),, para verificar se eles sao linearmente independentes. Para isso, faz-se um
ajuste linear entre esses regressores por meio do estimador de minimos quadrados!'”, como
pode ser visto na equagao abaixo:

17Ver detalhes sobre o estimador de minimos quadrados na secdo 3.7.
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"pQ = @blgT‘i‘ﬁ»
& = [vly, ] yly,, (3.32)

em que & € R™™! & o vetor de coeficientes estimados para o ajuste linear entre os regres-
sores, embora nesse primeiro passo g seja um vetor de apenas um elemento. & € RV*!
é o vetor de erros do ajuste (ou predigao). Calcula-se um residuo de ajuste entre os

regressores por meio da variancia do erro:

¢ = var(§) = var(yp, — ¢1gT>7 (3.33)

sendo o operador, var, a variancia da grandeza correspondente. Se o residuo calculado,
¢, for maior que o limiar'® pré-estabelecido, entao 1, é considerado linearmente indepen-
dente de 7. Senao, descarta-se 1, e seleciona-se um terceiro candidato 15, repetindo-se o
procedimento. Porém, uma vez que 1), tenha sido considerado linearmente independente
de 1), esses dois regressores sao entao usados consecutivamente para estimar a inde-
pendéncia linear do préximo regressor 1;. A equagao (3.32) pode, entdo, ser reescrita
como:

¢3 WgT+£7
g = [WTwW ] Wy, (3.34)

em que & € R?*! ¢ o vetor de coeficientes de ajuste linear estimado entre o regressor
P, € RV ¢ a matriz W € RV*? possui colunas formadas pelos regressores 1, e 1h,.
Como foi feito na etapa inicial, calcula-se o residuo do erro da equagao (3.34):

¢ = var(§) = var(yp, — WgT). (3.35)

Se o residuo ¢ dessa etapa for menor que o valor de limiar, o regressor 15 deverd ser
descartado e um préximo regressor 1, ; deverd ser escolhido. Caso o residuo seja maior,
o regressor 15 € considerado linearmente independente dos regressores 1, e 15, e esses
trés regressores passam a integrar a matriz W a fim de que o préximo regressor 1, ; seja
entao testado.

Este procedimento deve continuar até que todos os regressores mutuamente linear-

18Detalhes praticos a cerca do valor do limiar ¢ (threshold) serd visto no capitulo 4.
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mente independentes da matriz ¥, sejam identificados para formar uma nova matriz de
regressores de base linearmente independente:

W=[w; Wy W3- - Wyl (3.36)

em que w,,, € RV*! 530 os vetores regressores que formam as colunas da matriz W € RV *m
e ni é o numero de regressores linearmente independentes e a ordem méaxima do modelo.

Feito, entao, a redugao da estrutura do modelo da equacao (3.30), esse mesmo podera
ser reescrito com a nova matriz de regressores linearmente independentes:

y = Wg'+¢, (3.37)

em que g € R™*! & o vetor de parametros, do modelo, a ser estimado. A estimacao é
feita por meio do estimador de minimos quadrados:

g=[wiw ] ' wTy, (3.38)

emque g =[G G G3 v Gnil"

O segundo passo do algoritmo OPS ¢é a identificagao dos regressores mais relevantes
para um modelo mais preciso da equacao (3.29). Para determinar-se quais os termos
candidatos sao mais significativos, calcula-se o indice de distancia de proje¢io (Lu et al.,
2001; Zou et al., 2003):

N
1
Crm = N ;g};wm(k)% m=12,--- ni; (3.39)

visto que o escalar ¢, é o indice de distancia de projecao, g,, é o parametro estimado em
(3.38) e refere-se ao termo regressor w,, da matriz W da equagao (3.36). N é o ntimero
de observacoes.

Sao escolhidos os regressores w,,, que reduzem significativamente o erro de predicao,
&, da equagao (3.37). Caso ocorra uma redugao ou aumento desprezivel do erro devido
a inclusao de um regressor w,,, pode-se excluir esse regressor do modelo. Essa tultima
avaliacao é feita por meio do indice de distancia de projegao, sendo que os termos que
possuem os maiores indices sao mantidos e os demais excluidos.
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O 1ltimo procedimento do algoritmo OPS é a estimacao final do parametros da es-
trutura escolhida do modelo. Como no passo anterior, essa estimacao ¢é feita também por
meio do estimador de minimos quadrados.

3.6.3 O Critério de Informacao de Akaike - AIC

O critério de informagao de Akaike (AIC) é um critério estatistico, que verifica a
reducao na variancia dos residuos a medida que termos sao acrescentados ao modelo, tal
que (Akaike, 1974):

AIC(ng) = Nln[¢2,,(ng)] + 214, (3.40)

€erro

2

erro

em que N é o numero de observagoes, ¢2,.(ng) a variancia dos residuos (erro de modela-

gem) e ng o nimero de termos no modelo.

A primeira parcela da equagao 3.40 quantifica a diminuigao na variancia dos residuos
resultante da inclusd@o de um termo, ao passo que a segunda parcela de (3.40) penaliza a
inclusdo de cada termo (Aguirre, 2004).

H& outros critérios de informagcao semelhantes a AIC(ng), sendo que eles se diferem
basicamente em como ponderam as duas parcelas em (3.40) (Akaike, 1974). No capitulo
4 serd considerado um critério de informacgao de Akaike modificado.

Ressalta-se que a taxa de reducao de erro (ERR) ou a busca de parametros 6tima
(OPS), e os critérios de informagao sdo complementares entre si. Uma possibilidade, por
exemplo, seria 0 uso da ERR ou OPS para ordenar hierarquicamente os termos candidatos
do modelo. Portanto, tendo-se ordenado os termos, poder-se-ia empregar um critério de
informagao para efetuar o corte necessario para a escolha da ordem do modelo represen-
tativo.

3.7 Estimacao de Parametros

Como visto na secao 3.6, apos determinar qual o tipo de representacao e qual a sua
estrutura, o proximo passo no processo de identificacao de sistemas, consistiu em estimar
os parametros do modelo de modo a minimizar a diferenca entre a predicao e a saida
estimada pelo modelo.

Deseja-se nesta secao abordar suscintamente a metodologia de minimos quadrados,
por ser esta muito usada em estimacgao de parametros de modelos polinomiais.
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Inicialmente, tem-se que o modelo ARX dado pela equagao (3.19), pode ser represen-
tado como:

o) = 3 9k~ 10, + el 3.4)

sendo y(k) a saida atual do modelo, 1(k — 1) sdo os termos que constituem a matriz de
regressores U tomadas até o instante k — 1, 6 os parametros a serem estimados e e(k) o
ruido. O numero de termos no modelo é representado por ny.

Desprezando o termo de ruido, pode-se reescrever (3.41) em sua forma matricial:

y = U6, (3.42)
sendo que,
y(1) ‘I’;(O)
N C I B
y(N) (N —1)

e 0 o vetor de parametros.

A saida do modelo, predita um passo a frente é dada por!®:

@(k) - Z¢z(k - 1)éz
= UT(k—-1)6. (3.43)

O erro entre o valor estimado e o valor medido da saida é denominado residuo e é
representado por:

E(k) =y (k) —3(k) = y(k) — U7 (k — 1)6. (3.44)

Utilizando-se um ntmero maior de amostras, N, do que o ntumero de regressores
ng, tem-se um sistema de equacoes sobre determinado, resultando em uma matriz ¥ nao
quadrada, o que impossibilita a estimacao de 8 a partir da inversao de ¥ em (3.42). Dessa
forma, define-se um algoritmo para a estimacao de ] que minimize a soma dos quadrados

190 sfmbolo " significa que sdo valores a serem estimados.
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do erro dado pela seguinte funcao custo:
N
Jug =Y _ &kl —1,0)* = £7€ = ||¢|1%, (3.45)
k=1

sendo que &(k|k — 1,0) é o erro de predicao (ou residuo) cometido no instante k, ao fazer
a predicao com informacao apenas até o instante k — 1, usando o vetor estimado 6.

Substituindo-se (3.44) em (3.45), tem-se:

J = (y—v6)(y — o)
= ¥y —y"Ub -6 vy - 6 Tl (3.46)

A minimizagao da funcao custo Jyg em relacao ao vetor de parametros 0 ¢ feita
resolvendo-se 0.Jy10/00 = 0, cuja solugao ¢ dada por:

6r10 = (VT 10Ty, (3.47)

A equagao (3.47) é denominada estimador dos minimos quadrados cléssico.

Se a matriz de covariancia dos regressores for singular ou mal condicionada, esta
estara sujeita a problemas numéricos que podem afetar a estabilidade do algoritmo dos
minimos quadrados?’. Para contornar este problema, pode-se utilizar métodos numéricos
que ortogonalizam a matriz ¥, evitando entao a correlagao entre regressores.

3.7.1 Validagao do Modelo

A validacao dinamica tem por finalidade verificar se o modelo estimado é capaz de
representar a dinamica do sistema em questao. A capacidade de generalizacao de um
modelo deve ser analisada usando uma massa de dados de validacao diferente da massa
de dados de identificagao. Dessa forma, é possivel verificar se o modelo consegue explicar
uma outra massa de dados do mesmo sistema.

Para validar um modelo dinamicamente, pode-se usar a simulacao livre do mesmo,
que consiste em usar um conjunto de dados do sistema, os de validacao, e as predigoes
passadas, na matriz de regressores.

200 mau condicionamento é devido & alta correlacio entre as colunas dos regressores da matriz W.



CapriTUuLO 4

Metodologias Para Identificacao de
Sistemas Dinamicos Variantes no
Tempo

Aborda-se neste capitulo o problema da modelagem paramétrica de sistemas dina-
micos variantes no tempo. Por conseqiiéncia, a série temporal gerada por tais sistemas
é nao-estaciondria, conforme visto no Capitulo 2. Apresentam-se trés metodologias para
analise de sistemas variantes no tempo. Investiga-se o contexto tedrico e algumas peculi-
ariedades de cada método. Exemplos numéricos simulados sao usados nesta abordagem.

Sao estes o métodos:

1. Time-Varying Optimal Parameter Search, TVOPS, a selecao de estrutura de mo-
delos polinomiais é feita por meio de um algoritmo variante do método OPS (ver
Secao 3.6.2), e a estimagao off-line dos coeficientes do modelo é feita por meio da
expansao deles em um conjunto finito de multiplas funcoes base;

2. Estimador Recursivo de Minimos Quadrados com Fator de Esquecimento Varidvel,
RLSVFF, em que os parametros de um modelo polinomial pré-escolhido sao esti-
mados recursivamente no tempo de observacao e o fator de esquecimento variavel é
empregado como resposta adaptativa as variagoes da dinamica;

3. Estimador em Batelada de Minimos Quadrados com Janelas Deslizantes de Tama-
nho Varidvel, VLSWBLS, em que os parametros sao estimados por meio do esti-
mador de minimos quadrados em blocos ou janelas de observagoes cujos tamanhos
variam para adaptar os parametros as variagoes na dinamica subjacente.
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4.1 Time-Varying Optimal Parameter Search

Como visto na Segao 3.6.2, Lu et al. (2001) propuseram um algoritmo de identifica-
¢ao de modelos polinomiais invariantes no tempo (TIV-Time InVariant). Esse algoritmo,
denominado optimal parameter search (OPS), é baseado em conceitos da geometria afim,
sobre os quais a caracteristica saliente do algoritmo é a remocao de regressores linear-
mente dependentes do pool de regressores candidatos ou da matriz de regressores. OPS
estabelece, portanto, um critério de determinacao de estrutura ou selecao da ordem do
modelo proposto.

Considerando a possibilidade de caracterizagao da dinamica de um sistema variante
no tempo por meio da variagao de seus parametros, Zou et al. (2003) adaptaram o algo-
ritmo OPS para ser usado em sistemas com essas caracteristicas. A estratégia é fazer uma
expansao de cada parametro em um conjunto finito de seqiiéncias de uma funcao base! or-
togonal, de maneira que os parametros se tornem invariantes no tempo. Complementando
essa metodologia, Zou & Chon (2004) apresentaram uma extensao da técnica de expan-
sao de parametros, sugerindo o uso de multiplas fungoes base. Essa ultima estratégia,
denominada Time- Varying Optimal Parameter Search (TV-OPS), visa o rastreamento de
diferentes comportamentos dinamicos do sistema em observacao.

Essa manipulacao dos parametros leva a dois beneficios significativos: i) os parametros
variantes no tempo se tornam invariantes no tempo, o que torna a tarefa de estimacao
analiticamente viavel; 1) uma redugao no nimero de parametros necessarios para rastrear
cada coeficiente pode ser obtida (Zou & Chon, 2004; Zou et al., 2003; Ralston, Zoubir &
Boashash, 1996).

A literatura aponta para dois problemas basicos com esse tipo de abordagem. (Tsat-
sanis & Giannakis, 1993; Wei & Billings, 2002):

e a escolha dos tipos de funcao base;

e a selecao dos termos significantes dentre as familias de fungao base.

Coifman & Wickerhauser (1992) utilizaram funcoes base trigonométricas (senos e
cosenos) e pacotes wavelet? para a expansao dos coeficientes variantes no tempo. Para

'Em Anélise Funcional, ramo da matemética que estuda os espacos de funcoes e suas aplicacoes, um
espago funcional pode ser visto como um espago vetorial de dimensao infinita cujos vetores base sao as
funcaoes base. Isso significa que cada funcao no espago funcional pode ser composta por uma combinagao
linear dessas funcoes base.

2Wavelet Packets.
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selecao das melhores bases, foi usado um algoritmo baseado na entropia.

Tsatsanis & Giannakis (1993) propuseram o uso de fungoes base do tipo wavelet para
a expansao dos coeficientes e um teste estatistico (Teste F' de Astrom) para determinar
os termos mais relevantes.

Observa-se em Ralston et al. (1996) o uso de fun¢oes Walsh e Slepian (ou discrete
prolate spheroidal) na estimagao de parametros de séries produzidas por modelos Ham-
merstein variantes no tempo. Nesse caso foi feito um truncamento empirico no niimero
de termos das fungoes.

No trabalho de Wei & Billings (2002) pode-se também encontrar o uso de fungoes
wavelets de multiresolucao na expansao dos coeficientes variantes no tempo e dos algorit-
mos OLS (Orthogonal Least Square) e ERR (Error Reduction Ratio) para definicao do
nimero de termos relevantes da funcao.

Pode-se encontrar na literatura exemplos de outras fungoes base como polinomios de
Legendre, de Chebyshev e Laguerre dentre outros, na identificacao de sistemas variantes
no tempo (Hwang & Shih, 1982; Grenier, 1983; Mohan & Datta, 1988; Zou et al., 2003).

Na metodologia TV-OPS, tenta-se minimizar os problemas bésicos conhecidos com
o uso de funcoes base. Pode-se aliviar o problema inicial de escolha do tipo de funcao
base, por meio do emprego de multiplos tipos de funcao base. Além disso, emprega-se um
critério denominado critério de informacgao de Akaike modificado para determinar quais
os termos mais relevantes das fungoes base escolhidas.

Reassalta-se que o uso de fungoes base na modelagem e identificacao de sistemas nao
é recente. Citam-se, por exemplo, os trabalhos classicos de Lee (1933) e Wiener (1949).
A literatura também aponta o emprego de tais funcoes em modelagem e identificacao
de sistemas invariantes no tempo. Considerando sistemas nao-lineares e invariantes no
tempo, cita-se, por exemplo o uso de polinémios discretos de Kautz, de Laguerre e outros,
na aproximagao de modelos de Wiener/Volterra (Tanguy, Morvan, Vilbé, & Calvez, 2002;
Campello, Favier & Amaral, 2004). No caso de sistemas lineares e invariante no tempo,
cita-se o trabalho de Van Den Hof, Heuberger & Bokor (1995), que estudaram um método
de identificacao via minimos quadrados, o qual estima um numero finito de coeficientes
numa expansao em série da fungao de transferéncia, cuja expansao ¢ feita em termos de
funcoes base generalizadas.
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4.1.1 Funcgoes Base

Dentre as classes de fungoes base disponiveis, utilizou-se nesse trabalho fungoes po-
linomiais de Legendre e fungoes de Walsh. Normalmente a escolha dessas funcoes é feita
baseada em algum conhecimendo a priori da dinamica do sistema em analise. Este co-
nhecimento nem sempre esta disponivel. Os polinomios de Legendre tém sido usados
para rastrear parametros que variam lenta e suavemente (Grenier, 1983; Mohan & Datta,
1988; Zou et al., 2003). Para parametros que variam mais abruptamente, fungées de
Walsh podem ser mais adequadas (Stolen & Hardness, 1994; Ralston et al., 1996; Zou
et al., 2003). Definem-se varia¢oes abrubtas como mudangas em caracteristicas que ocor-
rem rapidamente com relagao ao periodo de amostragem das observagoes, podendo até
serem instantaneas (Basseville & Nikiforov, 1993).

Considerando que muitos sinais nao-estacionarios, como sinais fisiologicos e séries
econoOmicas, exibem dinamica que se caracteriza por variar lenta e rapidamente em dife-
rentes partes do sinal, parece razoavel utilizar conjuntamente as fungoes de Legendre e
Walsh para rastrear parametros variantes no tempo com essas caracteristicas.

Fungoes Polinomiais de Legendre.

Adrien Marie Legendre (1752-1833) foi um matemético francés que em 1782 deter-
minou, por meio de uma equacao, a forca de atracao para certos sélidos de revolucao®
(Abramowitz & Stegun, 1972). Essa equacao é conhecida atualmente como equagdo dife-

rencial de Legendre e é apresentada a seguir:

(1 —2)ij— 225 +n(n+ 1)y = 0. (4.1)

A equacao diferencial de Legendre (4.1) pode ser resolvida usando-se o método padrao
de séries de poténcia. A solugao ¢ finita (ou seja, as séries convergem) dado que |z| < 1.
Além disso, para x = +1 a solucao é finita se n é um numero inteiro nao negativo.
Nesse caso, as solucoes formam uma seqiiéncia de polinomios chamados polinomios de
Legendre. Cada polinémio de Legendre, aqui denotado por P,(x), é um polinémio de
grau n (Abramowitz & Stegun, 1972).

3Em 1784 Legendre publicou a obra L attraction des ellipsoides. Ele introduziu as chamadas Funcdes
de Legendre e as séries de poténcia para determinar a atracao de um elipséide a qualquer ponto exterior.



4.1 Time-Varying Optimal Parameter Search 51

Os polindmios de Legendre P,(x) podem ser expressos pela férmula de Rodrigues:

1 dr
—onpl dan

P,(x) (x* — 1), (4.2)

em que x € R é um valor qualquer no intervalo —1 < z > 1 en € Z* é o grau do
polinomio, ou sejan =0,1,2,---.

Em seguida, apresenta-se alguns exemplos de polindmios de Legendre:

Po(z) =1,

P (z) =z,

Py(x) = 3(32% — 1), (4.3)
Ps(x) = %(5953 — 3x),

Py(x) = §(352* — 302% 4 3).

Pode-se ver também na Figura 4.1 os graficos das primeiras func¢oes polinomiais de
Legendre, conforme a equagao (4.3).

Figura 4.1: Polinémios de Legendre P, (x), para graun = (-) 0, (..) 1, (.-) 2, (- -) 3, (**) 4.

Na equagao a seguir, mostra-se uma relagao de recorréncia de polindémios, P,(x), que
pode ser usada para gerar um dado polinomio de grau n, sendo n > 1:
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(n+1)Pi(x) = 2n+ D)zP,(z) — nP,_1(x). (4.4)

Uma importante propriedade das fungoes polinomiais de Legendre é que as mesmas
sao ortogonais, com respeito ao produto interno no espaco L2, no intervalo —1 < z > 1:

1
2
/_ Pu(0)Pu(o) dr = 5, (4.5)

em que 0,,, denota o delta de Kronecker®.

De fato, uma maneira alternativa para gerar-se polinomios de Legendre é por meio
do método Gram-Schmidt sobre os polinomios (1,z,z?%,---) com relacio ao produto in-
terno da equagdo (4.5) (Abramowitz & Stegun, 1972). Neste trabalho foi usada a fungao
legendre() do software Matlab®, a qual emprega uma variante do método Gram-Schmidt
para gerar os polinomios de Legendre.

No contexto do método T'V-OPS, o intervalo continuo x € [—1,1] é divido em interva-
los discretos, os quais sao equivalentes aos instantes discretos de observacao, k, considera-
dos no processo. Cita-se o seguinte exemplo: dado uma série temporal de 500 observagoes,
deseja-se modelar o processo que gerou essa série fazendo-se a expansao dos coeficientes do
modelo escolhido por meio de fungoes polinomiais de Legendre. Dentre as possibilidades,
escolhe-se uma fungao polinomial de grau 2, Py(z). Para essa fungao, sdo gerados 500 va-
lores de x igualmente espagados dentro do intervalo [—1,1] e o valor da fungao polinomial,
Py(x), é avaliada para cada elemento x. O polindémio P(z) para os 500 valores de = pode
ser verificado na Figura 4.1.

Funcoes de Walsh.

As funcoes e séries de Walsh foram apresentadas por J. L. Walsh em 1923 e desde
entao tém despertado o interesse de diversas areas cientificas tais como a espectroscopia,
a sismologia, processamento e reconhecimento de voz, a medicina, a deteccao remota
(radares e sonares), a comunicacao digital e a modelagem e identificagao de sistemas
(Castro, 1996).

Tais fungoes podem ser definidas como um conjunto ordenado de pulsos retangulares
apresentando apenas duas amplitudes possiveis, +1 e -1, de maneira que as transigoes

4Delta de Kronecker, d,,,, é uma funcio de duas varidveis, m e n, que é igual a zero quando as variaveis
tem valores diferentes e igual a um quando as variaveis sao iguais.
SMATLAB Version 6.5.0.180913a (R13).
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ocorrem somente em instantes fixos e em um intervalo limitado. Nesta secao as fungoes
de Walsh serao denotadas por wal(g,t), sendo ¢ a posi¢ao no intervalo de definigdo e g é
um nimero de ordem que se encontra relacionado com a freqiiéncia. Walsh (1923) propos
que, para uma dada fungao wal(g,t), g fosse igual ao nimero total de mudangas de sinal
algébrico existentes.

Dentre as propriedades das fungoes de Walsh, enunciam-se em seguida as mais rele-
vantes no que diz respeito as suas aplica¢oes no presente trabalho: i) sao ortogonais entre
si; 4i) quando definidas no intervalo ¢ € [0,1], sao ortonormais® entre si. As demonstragoes
podem ser verificadas em Paley (1932), Chien (1975) e Castro (1996).

Sao varios os métodos usados na geracao das fungoes de Walsh. Citam-se os mais
importantes: i) aplicagdo da férmula de recorréncia de Harmuth (Harmuth, 1972); i)
aplicacdo da férmula de Chien (Chien, 1975); 4i) produtos sucessivos de funcoes de Ra-
demacher (Davies, 1972; Paley, 1932); iv) montagem da matriz de Hadamard (Henderson,
1970);

Optou-se neste trabalho pela utilizagao do método de montagem da matriz de Ha-
damard para gerar fun¢oes de Walsh no intervalo de definigao t € [0,1]. A escolha desse
método é devido a simplicidade computacional envolvida e a escolha do intervalo de defi-
nicao esta relacionada a propriedade de ortogonalidade supracitada.

A matriz de Hadamard é um tipo de matriz quadrada na qual cada elemento assume
apenas dois valores possiveis, +1 e —1, sendo suas linhas (ou colunas) ortogonais entre
si. Tendo-se uma matriz de Hadamard, é sempre possivel permutar linhas (ou colunas)
e/ou trocar o sinal de todos os elementos pertencentes a uma dada linha (ou coluna) sem
alterar a ortogonalidade existente. Essas caracteristicas tornam possivel a obtencao de
uma matriz simétrica, conhecida como forma normal da matriz de Hadamard, na qual a
primeira linha e a primeira coluna contém apenas elementos positivos (+1). A matriz de
Hadamard de ordem mais baixa é:

szﬁ _” (4.6)

Matrizes de ordem superior sao obtidas por meio da equacao:

6Na 4lgebra linear, um conjunto de vetores {¢, } é chamado ortonormal, se fab Gmdn =0 para m #n
e ||¢n]l =1 . A base que forma um conjunto ortonormal é chamada base ortonormal.
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H, = Hs ® Hs, (4.7)

em que H, € R™" é a matriz de Hadamard de ordem n, sendo n uma poténcia de 2. O
simbolo ® denota o produto de Kronecker. O produto de Kronecker implica a substituicao
de cada elemento +1 da matriz Hz pela matriz H, e cada elemento -1 pela matriz —Hs.
A matriz de quarta ordem, por exemplo, é obtida por meio da seguinte equacao:

1 1] 1 1
1 -1 1 -1
H, = H Hy = 4.8
S Rl I R (48)
1 —1/-1 1

Para gerar uma certa fun¢do de Walsh, wal(g,t), considera-se o intervalo de defini¢ao
das fungoes de Walsh ¢ € [0,1], dividido em g subintervalos que terao dimensao igual
quando ¢ for multiplo de 2. Uma matriz H,, é construida de maneira que n = g, se g for
multiplo de 2, ou n serd o proximo nimero multiplo de 2 maior que g. A linha da matriz
H,, que possui g mudangas de sinal estabelece entao qual o valor (+1 ou -1) que a fungao
toma ao longo daqueles g subintervalos. Vé-se alguns exemplos na equagao (4.8). Pode-se
observar também na Figura 4.2 o grafico de tais fungoes.

E oportuno ressaltar que a natureza matematica das funcoes de Walsh é tal que nao
permite a existéncia de uma tunica forma de ordenagao (Yuen, 1972). Citam-se as prin-
cipais possibilidades de ordenacao (Yuen, 1972; Castro, 1996): i) seqiiéncial; i1) diddica;
ii1) natural.

Neste trabalho emprega-se a ordenagao seqiiéncial proposta por Walsh (1923), em que
as fungoes sao ordenadas conforme o nimero de mudancgas de sinal verificado em cada
uma delas (observar Figura 4.2).

No contexto do método T'V-OPS, o intervalo continuo ¢ € [0,1] é divido em intervalos
discretos, os quais sao equivalentes aos instantes de observacao k considerados no processo.
Cita-se o seguinte exemplo: dado uma série temporal de 1000 amostras, deseja-se modelar
0 processo que gerou essa série fazendo-se a expansao dos coeficientes do modelo escolhido
por meio de fungoes de Walsh. Dentre as possibilidades, escolhe-se uma funcao wal(1,t).
Para esta fungao, sao geradas 1000 amostras dentro do intervalo ¢ = [0,1], sendo os
primeiros 500 valores iguais +1 e os ultimos iguais a —1, conforme ¢ indicado na Figura 4.2.
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Figura 4.2: Fungoes de Walsh, wal(g,t), segundo a ordenacao seqiiéncial g = 0,1,2,3,4 e ¢ € [0,1].

4.1.2 Descricao da Metodologia TV-OPS.

Para descrever o método TV-OPS, considere-se inicialmente o seguinte modelo ARX:

o) =3 ali bk~ i) + D bRtk — )+ e(h), (49

em que a(i,k) e b(j,k) sdo parametros variantes no tempo a serem determinados. As
constantes n, e n,, sao as ordens maximas do modelo sugerido a priori e serao consideradas
invariantes no tempo. O ruido do processo, incertezas ou dinamica nao modelada sao
representados por e(k).

O método propoe expandir os coeficientes a(i,k) e b(j,k) em multiplos conjuntos de
fungoes base, como:

a(i.k) => "3 al(im)rd(k), (4.10)

=1 T‘lzo
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= ijﬁ“) (Gl (k) (4.11)

I=1 r,=0
em que k indica o instante atual de observacao, « e 3 representam os termos de expansao
dos parametros, 7, representa um tipo qualquer de funcao base, V; é o valor maximo
de 7, que indica grau ou ordem da fungao base (r;, = 0,2,...,V;). Um conjunto ou tipo
especifico de funcao base é indicado pelos valores de | = 1,2,--- | L. Neste trabalho L = 2,
pois serao usados dois conjuntos de funcoes base: Legendre e Walsh.

Substituindo as equagoes (4.10) e (4.11) na equagao (4.9), obtem-se:

Z: Z;ZO‘ Lr)m +2ZB”M v (R)u(k—j) | +e(k). (4.12)

No que se segue, sera utilizada a seguinte mudanca de variaveis:

ul) (k=) = 1) (k)u(k — 1), (4.13)
o que resulta em
L ny ‘/l Ny
:Z ZZO‘ (i), (k — 1) +ZZB”JW Wk =) +e(k). (4.14)
=1 Li=1 r= j=1r=

A equagao (4.14) mostra que o modelo ARX variante no tempo da equagao (4.9),
pode agora ser considerado invariante no tempo, sendo que a¥(i,r;) e SO (4,r;) nio sio
fungao do tempo (k).

Seguindo um procedimento semelhante ao descrito na Secao 3.6.2, o primeiro passo
para estimar os coeficientes o e  do modelo (4.14) é a montagem da seguinte matriz de
regressores expandidos”:

Y(L) U(l)

(L)
0 Yol Uty Uiy | (4.15)

1) (L) 1) (L) y(1)
M= [Yk Yol Uy o Uy Yoo (k=)

"Um regressor expandido é formado pelo produto entre coordenadas de uma fungao base 7r( ) ¢ um

regressor original do modelo (4.9), formando os regressores yn e/ou u( ). Essa transformagao pode ser
verificada na equagao (4.13).
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sendo M € R¥*Nee (N é o niimero de observacoes e N,. o total de regressores expandidos
candidatos) uma matriz cujos elementos Y(g)ﬂ) € RVVi ¢ U((,lcl iy € RY*Vi s30 matrizes
construidas conforme a definigao abaixo:

l l l l l

Yyl = [y§)y§)y§) y(vl)] : (4.16)
l l l l l

0 = [0 )], .

I I :
sendo yV' € RV ¢ ul!) € RV chamados regressores expandidos. Pode-se ver em
seguida suas definigoes:

y O = [0y =), 7O NN =) ], (4.18)

) T

u) = [2O@)u(l —j), -, 7O (N)u(N—-4)]" . (4.19)

Y Tl

O total de regressores expandidos candidatos, NV,., na matriz M ¢é calculado conforme
a equagao (4.20):

Nee =ny x > (Vi) + (n, +1) x (V). (4.20)

=1

Conforme o método OPS descrito na Secao 3.6.2, os regressores candidatos da matriz
M linearmente independentes sao escolhidos para formar uma nova matriz:

W:[Wl,WQ, ,Wm;], (421)

em que w,; € RV*! s30 os regressores candidatos expandidos linearmente independentes.
Vale ressaltar que o regressor w,; ¢ o produto de uma funcao base com os regressores
originais de entrada ou saida:

wu = ) (k)y(k —1)
ou
wy = w(k)uk—j), (4.22)
em que 77 € [0,V}], i € [I,n,], j € [0,n,] el € [1,L].

Conforme a equagao (3.38), a matriz W de regressores linearmente independentes é
usada pelo estimador de minimos quadrados na estimacao de todos os coeficientes « e 3
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da equagao (4.14).

O vetor de parametros estimados por minimos quadrados é :

g=[wiw] Wy, (4.23)
emqueg=1[q Go 3 Gni ]T e (Jni sa0 os coeficientes estimados « ou .

Em seguida deve-se determinar os termos significativos do modelo (4.14), o qual foi
sugerido a priori. Para se determinar a relevancia dos regressores candidatos, calcula-se
o indice de projecao de distancia. Esse indice se refere a distancia de projecao de um
regressor a outro linearmente independente:

N
1
em =5 > G wam(k)?, m=12,-- ni (4.24)

visto que o escalar ¢, é o indice de distancia de projegao, g, € a estimagao do parametro («
ou ) do regressor w,,, conforme equagoes (4.21) e (4.23). N é o nimero de observagoes.

Note que a operacao da equacao (4.24) envolve a soma dos indices de distancia de
projecao , ¢,,, de cada regressor expandido w obtido a partir de um mesmo regressor ori-
ginal y(k—1i) ou u(k—1) mas com uma fungao base 7 diferente (ver equagao (4.22)). Os
valores obtidos para cada regressor original sao arranjados em ordem decrescente. A es-
tratégia é reter somente os termos que reduzem significativamente o residuo de estimacao,
determinando-se um modelo dtimo para a equacao (4.14).

Definida a estrutura do novo modelo a partir dos regressores considerados mais re-
levantes, novos termos oV (i,r;) e BU(j,r;) devem ser estimados por meio do método de
minimos quadrados. Finalmente, os parametros variantes no tempo a(i,k) e b(j,k) sao
calculados por meio das equagoes (4.10) e (4.11).

Durante o procedimento de selecao de estrutura do modelo para o processo da equagao
(4.9), definiu-se empiricamente quantos ordens ou graus (r; = 1,...,V}) das fungoes base de
Walsh e Legendre (L = 1,2) a serem usados. Em principio esse procedimento nao acarreta
prejuizo na determinacao da estrutura (Zou et al., 2003; Zou & Chon, 2004).

Para se determinar o nimero adequado de fungoes base, uma versao modificada do
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critério de informacgao de Akaike (AIC) foi empregada (Zou & Chon, 2004):

L
AICm = Nlno? + 2 (anTl + 1) , (4.25)

=1

em que N é quantidade de dados, r; denota o grau ou ordem de cada tipo de funcao
base [, L é a quantidade de tipos de funcao base, np é o nimero de regressores originais

2

significativos da estrutura do modelo selecionado e 0° é a variancia do erro de predicao.

O algoritmo proposto nesta se¢ao pode ser resumido, como:

1. escolha, a priori, um modelo polinomial cuja ordem (n,, n,, n.) seja baseada em
algum conhecimento prévio ou restricao computacional. Escolha ainda, empirica-
mente, os tipos de fungoes base (L) e o nimero de termos (r;) de cada uma delas;

2. construa a matriz M a partir da expansao dos regressores candidatos, conforme a
equagao (4.15);

3. selecione os regressores linearmente independentes por meio do algoritmo OPS (Se-
¢ao 3.6.2) e construa uma matriz de regressores reduzida, W;

4. a partir da matriz de regressores expandidos W, use o estimador de minimos qua-
drados para determinar os coeficientes o e 3 conforme equagao (4.23). Calcule os
indices de proje¢ao acumulados para cada regressor expandido w,,. Organize esses
indices em ordem decrescente e escolha os termos mais relevantes;

5. selecionada a estrutura do modelo, determine os niimero adequado de fungoes base
pelo critério modificado de Akaike, conforme a equagao (4.25);

6. por meio do método de minimos quadrados, calcule os novos coeficientes « e 3, e,
finalmente, calcule os parametros variantes no tempo por meio meio das equacoes

(4.10) e (4.11).

Exemplo Numérico da Metodologia TV-OPS.

Com o objetivo de exemplificar o algoritmo TV-OPS descrito na Secao 4.1.2, sera
usada uma série temporal produzida pelo seguinte processo ARX variante no tempo (Zou
et al., 2003):

y(k) = a(3,k)y(k — 3) + a(9,k)y(k —9) + b(1,k)u(k — 1), (4.26)
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sendo a entrada u(k) um sinal aleatério de distribuigao gaussiana N (0,1). Os coeficientes
da equagao (4.26) variam no tempo conforme descri¢ao a seguir:

= 075+ 025sen(2rfik); k=12 300, f, = -Hz
0,60 + 0,20 sen(27 f1k); Kk = 301, --- ,600;
= 0,25 —0,25sen(27w fok);  k=1,2,---.600; fo= ﬁHz;
ST k=12, 600.

(4.27)

— w oo

™~ e

S— N N
I

Foi escolhido, a priori, um modelo ARX(9,12)® propositalmente incorreto, para que
a partir desse fosse extraida a estrutura correta do processo da equacao (4.26). A matriz
de regressores expandidos, M, foi construida usando-se as quatro primeiras fungoes de
Legendre (graus de 0 a 3) e as duas primeiras func¢oes de Walsh (ordens 0 e 1). O ndmero
de termos das funcoes base foi escolhido empiricamente, pois, de acordo com Zou et al.
(2003) e Zou & Chon (2004), esses valores nao afetariam a escolha da estrutura.

O algoritmo OPS foi entao aplicado e os indices de distancia de projecao calcula-
dos. Ressalta-se que, nesse trabalho, foi usado empiricamente um valor de limiar igual
a 1079, para determinar a independéncia linear entre os regressores (ver equagao (3.33)).
Zou et al. (2003) e Zou & Chon (2004) sugeriram um limiar da ordem de 1072 e 10~
respectivamente. Entretanto com esses valores nao foi possivel selecionar corretamente
a estrutura do exemplo da equacao 4.26. O limiar posssivelmente dependa do nivel de
ruido.

Pode-se verificar na Figura 4.3 os gréaficos com os indices de distancia de projecao e
um indice de distancia de projecao relativo. O indice relativo, definido como:

Em — Gmtl o 100, (4.28)
Cm
foi proposto por Zou et al. (2003) a fim de facilitar o discernimento de termos relevantes.
A idéia é considerar os primeiros picos. Testes mostraram o indice relativo como sendo
de pouca ajuda, embora para esse exemplo ele tenha tido bom resultado com o primeiro
pico correspondendo ao terceiro termo mais relevante.

Os termos u(k—1), y(k—9) e y(k—3) tém, nessa ordem, maior relevancia apés algumas
realizacoes. Verificou-se o mesmo resultado com uma relagao sinal-ruido de 18dB.

8Modelo composto de regressores de safda com até nove atrasos e regressores de entrada com até 12
atrasos.
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Figura 4.3: Escolha de estrutura para o processo da equagao (4.26) a partir do modelo ARX(9,12). Gré-
ficos (a) e (b) mostram o indice de distancia de projegao relativo e de distancia de projecao
respectivamente, obtidos com a série temporal do processo ARX sem rufdo. Gréficos (c)
e (d) mostram as mesmas grandezas para uma série com ruido aditivo (SNR 18dB). Em
ambos 0s casos, os 3 termos mais relevantes sao u(k — 1), y(k —9) e y(k — 3).

Em tempo, a relacao sinal-ruido sera doranvante definida como:

SNR = 20 log (H) , (4.29)
e

sendo y o vetor de observagoes ou o sinal em que se deseja acrescentar ruido e e o vetor

de ruido. O sinal de ruido possui uma distribuicao gaussiana de média zero.

Escolhida entao a estrutura do modelo com os trés primeiros termos mais relevantes
(np = 3), calculou-se os valores de AICm, conforme equagao (4.25). Foram feitos célculos
em varredura com até 20 func¢oes de Legendre e 20 fungoes de Walsh. A Figura 4.4a
mostra o grafico com os valores de AICm dependendo da combinacao de fungoes Walsh
e Legendre, enquanto a Figura 4.4b mostra o mapa de contorno’ referente ao gréfico do
critério de Akaike. Baseado nos dados apresentados pelo critério de Akaike modificado,
optou-se em expandir os parametros do modelo com 8 funcoes polinomiais de Legendre
e 2 de Walsh porque acima desses valores a queda em AICm nao foi significativa. E
importante ressaltar que esse nimero de fungoes base representa o maximo considerado,
ou seja, € possivel que o procedimento OPS possa ter descartado alguma funcao de grau
ou ordem inferior, como sempre acontece com o grau 0 de Legendre ou ordem 0 de Walsh

9Mapa de contorno tracado com 10 niveis.
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Figura 4.4: Gréficos do critério de Informacao de Akaike Modificado, AICm, com rela¢ao ao modelo
da equacao (4.26) (a) AICm. Varredura feita com até 20 funcoes de Legende e de Walsh.
(b) Mapa de contorno correspondente. A cor azul e suas variagoes indicam os indices mais
baixos.

por serem iguais.

O procedimento TV-OPS é entao repetido usando-se a estrutura fixa escolhida, assim
como as funcgoes de Legendre e Walsh selecionadas pelo critério de informacao de akaike
modificado. A Figura 4.5 mostra os parametros rastreados pelo algoritmo TV-OPS em
uma situacao livre de ruido e outra com ruido aditivo (15dB SNR).

Percebe-se que o parametro a(9,k) do modelo da equacao (4.26) varia suavimente
com excecao ao instante k£ = 300, em que o mesmo sofre uma mudanca brusca. A fim
de se comparar o desempenho do algoritmo no uso de multiplas funcoes base ao mesmo
tempo, foram estimados os parametros usando somente 10 fungoes de Legendre e outra
usando-se somente 10 fungdes de Walsh. Observa-se na Figura 4.6 que as fungoes de Walsh
modelam bem as variagoes bruscas, enquanto as funcoes de Legendre modelam melhor as
variacoes mais suaves. Essas preferéncias ocorrem também no caso de ruido aditivo. Para
sistemas como o da equagao (4.26), cuja dinamica pode variar lenta e bruscamente, o
uso de multiplas funcoes base, as quais sejam capazes de reproduzir essas variagoes, é
interessante, como pode ser visto na Figura 4.5.
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Figura 4.5: Pardmetros TV estimados a partir das observagdes do sistema da equacao (4.26), com 8
fungoes de Legendre e 2 de Walsh. O grafico (a) mostra os parametros TV estimados (-.-)
em contraste com os parametros reais (—), no caso sem ruido. O grafico (b) mostra as
mesmas grandezas para o caso em que foi adicionado ruido na série de observagao (15dB
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Figura 4.6: Parametros TV estimados a partir das observagoes do sistema da equacao (4.26).
O grafico (a) mostra os parametros estimados (-.-) em contraste com os parametros
reais (—), usando-se 10 fungoes polinomiais de Legendre. O grafico (b) mostra os
parametros estimados usando-se 10 fungoes de Walsh.

4.2 Estimador de Minimos Quadrados em Sistemas
Variantes no Tempo

O método de minimos quadrados (MQ) teve seus fundamentos bésicos propostos por
Karl Gauss'® (1777-1855) em 1795 a fim de predizer o movimento de planetas e cometas

1005 estudos astronémicos que motivaram a invencao dos minimos quadrados estdo descritos em sua
obra Theoria Motus Corporium Coelestium, publicado em 1809, na qual referencia o uso do método desde
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usando dados de medigdes telescopicas (Sorenson, 1970). Desde entao, o algoritmo de
minimos quadrados e seus variantes tem sido largamente usados em diversas areas da
ciencia. Considerando-se definida a estrutura do modelo do processo em observacgao, a Se-
¢ao 3.7 apresentou a formulacao classica do estimador de minimos quadrados. Soderstrom
& Stoica (1989) e Aguirre (2004) abordam outros algoritmos baseados no método cléssico
de minimos quadrados, tais como, minimos quadrados estendido e varidveis instrumentais.

Em todos os métodos de minimos quadrados supracitados, os sistemas observados
foram considerados invariantes no tempo. Sabe-se que o estimador de minimos quadrados
possui um bom desempenho quando os parametros do modelo sao constantes em sua es-
séncia (Ljung, 1987; Soderstrom & Stoica, 1989). Entretanto, muitas vezes os parametros
a serem estimados variam no tempo e deseja-se identificar essas variacoes. Nas secOes
seguintes, dois métodos baseados no algoritmo de minimos quadrados serao investiga-
dos, tendo em vista a estimacao de parametros de sistemas variantes no tempo, ou seja,
sistemas cuja dinamica nao é constante.

4.2.1 Estimador Recursivo de Minimos Quadrados com Fator de Esqueci-
mento Variavel.

Atribui-se também a Karl Gauss a idéia original do método de minimos quadrados
recursivo. Entrementes, somente em 1950 foi redescoberto por Robin L. Plackett, ainda
antes do advento da computacao eletronica on-line, e quase passou desapercebido. Houve
uma segunda redescoberta dos algoritmos recursivos em 1960 no contexto da teoria de
controle, a partir da qual desencadeou-se grande interesse (Plackett, 1950; Young, 1984).

Nos métodos de identificacao recursivos, também chamados adaptativos ou on-line'!,
os parametros estimados sao calculados recursivamente (ou sequencialmente) no tempo.
Isto significa que se ha uma estimagao de um parametro é(k — 1) baseada nos dados até
o instante k — 1, entdo (k) ¢ calculado através de uma modificacao simples de 0(k — 1)
(Soderstrom & Stoica, 1989).

Uma das grandes vantagens desses métodos é que os parametros de um determinado
modelo podem ser estimados a medida que os dados de observagao do processo sao dis-
ponibilizados. Neste caso, a estimacao on-line dos parametros do modelo deve ser feito
de tal forma que o processamento das medi¢oes de uma amostra possa ser completada

o ano de 1795. Adrien M. Legendre (1752-1833) independentemente também desenvolveu o método de
minimos quadrados, conforme seu trabalho publicado em 1806 (Sorenson, 1970).

11O processamento on-line pode também ser denominado em tempo real se o processamento ocorrer
suficientemente rdpido de maneira que o resultado esteja disponivel para influenciar o processo.
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durante o intervalo de amostragem. Uma outra vantagem normalmente atribuida aos mé-
todos recursivos é que os mesmos sao computacionalmente mais eficientes que os métodos
em batelada (Aguirre, 2004; Ljung, 1987). Nao obstante, serd visto na Secao 4.2.2 que a
vantagem supracitada tem sido revista devido aos avangos computacionais da atualidade.

Embora os algoritmos RLS sejam adequados para estimacao on-line e possuam pro-
priedades estatisticas semelhantes aos algoritmos nao-recursivos de minimos quadrados,
os mesmos sofrem de alguns problemas, tendo algumas possiveis fontes de erro (Cho et al.,
1991; Soderstrom & Stoica, 1989; Jiang & Zhang, 2004b):

1. erro devido ao ruido, como por exemplo, o ruido de medicao;
2. erro do modelo, que pode estar contido no erro de predicao;

3. erro de estimacgao que ocorre devido a quantidade finita de dados de observagao. Esse
erro possui polarizagao zero e variancia que diminui com o aumento do tamanho da
janela de dados. A escolha das condigoes iniciais também o influencia;

4. erros numéricos devido aos arredondamentos como resultado da matematica com-
putacional finita;

5. erro devido as nao-estacionariedades'?, que tem uma variancia que aumenta com o
tamanho da janela de dados. Esse esta ligado com o fato do ganho do algoritmo
RLS convergir para zero, o que leva a perda da capacidade de rastreamento de
parametros variantes no tempo.

O erro causado por nao-estacionariedades pode ser minimizado descontando-se o pas-
sado e baseando-se a estimacgao em informacoes mais recentes. Nesse caso, os parametros
é(k:) nao convergirao a medida que k£ tender ao infinito, mesmo para sistemas invariantes
no tempo, pois o algoritmo descarta informagoes mais antigas a fim de responder a uma
mudanca no processo (Soderstrom & Stoica, 1989). Nao obstante, essa estratégia pode
ser facilmente incorporada em algoritmos do tipo RLS, o que, aliado a sua eficiéncia com-
putacional, torna os algoritmos recursivos a categoria mais comun dentre as técnicas que
lidam com a estimacao de parametros de sistemas variantes no tempo.

Pode-se classificar os algoritmos de minimos quadrados recursivos para sistemas di-
namicos variantes no tempo em trés grupos principais (Jiang & Zhang, 2004a): i) fator de
esquecimento variavel (Cho et al., 1991; Cao & Schartz, 1999); i) modificacdo da matriz

12Também conhecido como lag effect.
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de covariancia (Fortescue et al., 1981; Ljung & Gunnarsson, 1990); ii7) janelas deslizantes
(Belge & Miller, 2000).

O objetivo desta segao, é descrever uma das variantes de algoritmos recursivos ideali-
zada para ambientes nao-estacionarios, chamada método recursivo de minimos quadrados
com fator de esquecimento varidvel (RLSVFF)! (Cho et al., 1991; Coelho & Coelho,
2004).

O estimador recursivo de minimos quadrados com fator de esquecimento variavel
tem como ponto de partida o seguinte modelo dinamico (pode-se ver o desenvolvimento
matematico detalhado desse estimador em Aguirre (2004)):

y(k) =" (k= 1)0 +&(k), (4.30)

sendo que k indica o instante considerado e % é um vetor de ny = dim[@] varidveis
regressoras tomadas até o instante k — 1.

O objetivo é estimar 6, via minimos quadrados, de forma recursiva e de maneira que
pondere diferenciadamente os valores observados. O estimador de minimos quadrados
ponderado (MQP) pode ser descrito por meio da seguinte equagao:

6oy = | Do wilkipli - DY G- )| P wlbw- Dy, (@43

sendo que w;(k) é o valor do i-ésimo peso na k-ésima iteragao (k < 7). A seqiiéncia de
pesos devera satisfazer as seguintes restrigoes:

wk(k‘) = 1

ou seja, o maior peso sempre corresponde ao ultimo valor recebido e ¢é igual a um. Os
pesos sao multiplicados por um fator Ay, que pode variar em cada iteragao k, sempre que
um novo dado é recebido. O fator A\, é conhecido como fator de esquecimento.

Partindo-se da representacao do estimador MQP na equacao 4.31, pode-se desenvolver
o estimador recursivo de minimos quadrados com fator de esquecimento, cuja formulacao
é mostrada abaixo:

13Do inglés: Recursive Least-Squares with Variable Forgetting Factor algorithm.
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Py,

K, = , (4.33)
Wi P11, + M\
1 P, I'p,

b, = — <Pk—1 - — Wuthi 1) ; (4.34)
Ak VY Py, + A

ék = ék—l + K [y(k:) — ’lbgék_J , (4.35)

em que ¥, = ¥(k — 1) é o vetor de regressores que, atualizado na iteragao k, contém
informacao até o instante k£ — 1 apenas. 0 é o vetor de parametros estimados, K'* é o
ganho de adaptagao do vetor estimado (Aguirre, 2004), P é a matriz de covariancia, A\, é
o fator de esquecimento no instante k.

Discute-se em seguida algumas possibilidades de determinagao do fator de esqueci-
mento, A. Para o caso estacionario pode-se estimar os parametros com A\ = 1, o que
equivale exatamente ao RLS classico em que nao ha esquecimento. Nesse caso, todos
os dados sao ponderados igualmente e o algoritmo RLS tem um tamanho de memoria
infinita, o que contribui na reducao do efeito do ruido de estimagao.

Se em cada iteragao k, for usado um mesmo valor do fator de esquecimento A € (0,1)
no caso nao-estaciondrio, a estimagao nao sera estatisticamente étima (Cho et al., 1991).
Uma outra estratégia muito comum é o emprego do fator de esquecimento exponencial:

Me= AT 0< X<,

em que k é o instante atual e ¢ representa instantes anteriores. Nesse método, assume-se
que todos os dados antigos sao obsoletos e, portanto, os mesmos sao descartados sem
nenhuma restrigao.

As estratégias supracitadas podem levar a um crescimento exponencial da matriz de
covariancia, causando estouro do estimador'® (ou estouro da matriz de covariancia), ou
seja, o estimador se torna instavel quando a entrada nao é persistentemente excitante.
Durante uma excitagao deficiente, informacoes antigas sao permanentemente esquecidas
enquanto a entrada fornece muito pouca nova informacao dinamica (Fortescue et al., 1981;
Cao & Schartz, 1999).

A fim de evitar o problema de estouro da matriz de covariancia e restaurar a capa-

MMuitas vezes referido como o ganho de Kalman.
15Problema conhecido como estimator wind-up ou covariance wind-up.
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cidade de rastreamento da dinamica do sistema em estudo, pesquisadores tem sugerido
diferentes solucoes. A idéia basica dessas solucoes é a limitacao da matriz de covari-
ancia introduzindo, por exemplo, um limite superior. Citam-se as seguintes propostas
de solugao: i) reset da matriz de covariancia durante excitagdes nao-persistentes (Sal-
gado, Goodwin & Richard, 1988); i) esquecimento direcional ou esquecimento restrito,
reduzindo a possibilidade de ocorréncia de estouro da matriz de covariancia quando a in-
formacao de entrada nao é uniformemente distribuida sobre todos os parametros (Ljung &
Gunnarsson, 1990; Hagglund, 1995; Cao & Schartz, 1999); iii) esquecimento seletivo, cuja
idéia bésica se assemelha ao esquecimento direcional (Parkum, 1992); iv) esquecimento
multiplo ou fatores de esquecimento diferentes relacionados a parametros diferentes. O
estouro do estimador poderia ocorrer também ao estimar-se multiplos parametros em que
todos, ou alguns desses, variem a taxas diferentes (Vahidi, Stefanopoulou & Peng, 2004);

v) fator de esquecimento variante no tempo (Fortescue et al., 1981; Ljung & Gunnarsson,
1990; Cho et al., 1991; Zhuang, 1998).

O conceito de fator de esquecimento varidvel (VFF) foi introduzido por Fortescue
et al. (1981). Conquanto existam outras solugoes, tais como as supracitadas, optou-se
pelo VEF devido a sua simplicidade. A estratégia de variacao do fator de esquecimento,
A, adotada neste trabalho foi proposta por Cho et al. (1991), sobre a qual se discute em
seguida.

Dado um pequeno valor do fator de esquecimento, 0 < A < 1, pode-se estimar a
tendéncia global de um sinal nao-estacionario ao custo de uma maior variancia devido
a pequena quantidade disponivel de dados. Isso equivale a uma reducao do erro devido
a nao-estacionariedade (lag effect) e um aumento do erro de estimagao. Por outro lado,
dado um valor maior do fator de esquecimento, 0 < A\ < 1, o tempo de convergéncia para
o parametro correto pode ser longo mas eventualmente os parametros sao estimados com
certa precisao quando o sinal experimenta estacionariedade (Soderstrom & Stoica, 1989;
Cho et al., 1991).

O fator de esquecimento é, portanto, escolhido de acordo com o chamado erro de pre-
dicao estendido que é a soma ponderada dos quadrados dos erros de predicao a posteriori.
Em outras palavras, a quantidade de esquecimento correspondera em cada iteracao k, a
quantidade de nova informacao na iteragao anterior k — 1, garantindo, portanto, que a
estimagao seja sempre baseada numa mesma quantidade de informagao (Cho et al., 1991;
Zhuang, 1998).

A velocidade de adaptacao do algoritmo é determindada pelo tamanho da memoria
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de observagoes:
1

N=— 4.36
o que implica que as informagoes sao desconsideradas paulatinamente com N observagoes.
Num ambiente nao-estacionario, tem-se um tamanho minimo, N,,;,, € maximo, Ny.x, para

o tamanho de memoria.

A janela de observagoes é determinada com base no erro de predicao estendido, con-
forme defini¢ao abaixo:

1 M—1
Qx =77 ; & . (4.37)

em que k é o instante de iteracao, £ é o erro de predicao. As ultimas M iteracoes sao
consideradas para mediar proporcionalmente o erro de predi¢cao, minimizando os efeitos
de erros espurios devido ao ruido aditivo. Entretando, M deve ser um numero pequeno
comparado com o tamanho minimo de meméria, Np.., de maneira que a média nao
mascare a nao-estacionariedade do sinal (Cho et al., 1991). Ressalta-se que o erro de
predi¢ao, que é a diferenga entre o sinal e a saida do modelo, pode ter periodicidades desde
que o sinal em estudo a tenha. M pode também ser usado para anular a periodicidade do
erro.

Ressalta-se em seguida, a idéia basica da equagao (4.37). O erro de predigao estendido,
@, prové uma informacao a priori a cerca do estimador. Quando o valor inicial de X\ é
estabelecido como unitério e o erro é pequeno, pode-se concluir que o estimador é sensivel
o suficiente para se ajustar as variagoes dos parametros do sistema e portanto reduzir
significantemente o erro de estimacao. Por consequinte, é razoavel escolher um fator
de esquecimento proximo a unidade. No entanto, quando o erro de predigao é grande, a
sensibilidade do estimador deveria ser aumentada, escolhendo-se um fator de esquecimento
menor (Zhuang, 1998; Cho et al., 1991).

Pode-se entender também o erro de predicao estendido como um indice de deteccao de
mudancgas na dinamica do processo. Consideracoes semelhantes serao feitas na Secao 4.2.2.

Enfim, a estratégia de variagao do fator de esquecimento, A, é dada por:

1
Ne=1—— 4.38
k Nk’ ( )
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em que:
2
o Nmax

Qv

sendo k o instante de iteracao, Q é o erro de predicio estendido, o? é a variancia do ruido

Ny = (4.39)

esperado baseado em algum conhecimento real do processo (Cho et al., 1991). O tamanho
maximo da memoéria de observacoes, Npa.y, controlara a velocidade de adaptacao. Para
um processo estacionario, o erro de predicao estendido sera préximo a variancia do ruido,
o que resultara em Ny =~ Ny.c. Considerando que esse esquema de variacao nao garante
que A, nao se torne negativo, um limite inferior, A, (relaciondado com N,,;,), serd
estabelecido.

Exemplo Numérico da Metodologia RLSVFF.

Para ilustrar o algoritmo RLSVFF descrito nesta secao, serd usada uma série temporal
produzida pelo seguinte processo ARX variante no tempo:

y(k) = a(1.k)y(k — 1) + b(1,k)u(k — 1), (4.40)

sendo a entrada u(k) um sinal aleatério de distribuigao gaussiana, AV/(0,1). Os coeficientes
do sistema da equagao (4.40) variam no tempo conforme descrigao a seguir:

a(lLk) = 1; k=12---,199;

a(l,k) = 1,200,001k, k =200, - -- ,499;

a(l,k) = —0,3+ 0,002k, k =500, - -- ,649;

a(lLk) = 1; k = 650, - -- ,999;

a(l,k) = 0,8; k = 1000, - - - ,1349; (4.41)
a(Lk) = 08+4011sen(27fk); k=1350,---,1649; [ = z:Hz;

a(1,k) 0,8; k = 1650, - - - ,1900;

b(1,k) = 0,4 k=12,---,1900.

Definiu-se de maneira empirica as variaveis de projeto necessarias para a execucao do
algoritmo, tais como: 0% = 107'% e Ny, = 500, conforme equagao (4.39); Apin = 0,5,
para limitar os resultados da equacao (4.38); M = 4, conforme equagao (4.37).

Apds uma simulagao Monte Carlo de 100 realizagoes, pode-se verificar na Figura
4.7 a média dos resultados da estimacao dos parametros do sistema da equagao (4.40).
Percebe-se um eficiente rastreamento dos coeficientes. Tanto no grafico de variacao do
fator de esquecimento (Figura 4.7c), quanto no grafico da evolu¢ao do erro de predicao
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estendido (Figura 4.7b), vemos uma boa indicagao dos pontos onde ocorreram mudangas
na dinamica.
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Figura 4.7: Estimagao dos parametros do sistema representado na equagao (4.40), por meio da metodo-
logia RLSVFF. No gréfico (a) temos os parametros a(1,k) e b(1,k) originais (—) e estimados
(--). Em (b) temos o gréfico do logaritmo do erro de predigao estendido, Q. Em (c), o
grafico de variacao do fator de esquecimento, A.

4.2.2 Estimador em Batelada de Minimos Quadrados com Janelas Deslizan-
tes de Tamanho Variavel.

Foi visto na Secao 3.7 a formulacao classica do estimador de minimos quadrados em
batelada. Ao contrario da estimacao recursiva em que dados sao utilizados seqiiencialmente
na atualizacao do vetor de parametros, na estimacao em batelada uma quantidade de
dados suficiente!® deve estar disponivel para que o problema numérico seja resolvido de
uma Unica vez, ou seja, em batelada. Para uma aplicagao on-line, o processo inteiro de
estimacao em batelada devera ser repetido toda vez que um novo dado de observacao

estiver disponivel. Esse formato de implementacao sera referido doravante como minimos
quadrados em bloco/batelada (BLS').

Considerando-se que os métodos de estimacao recursiva sao derivados como aproxi-
macoes dos métodos em batelada, pode ocorrer que o preco pago por essa aproximagao

16Uma quantidade de dados suficiente no sentido de cobrir as informacdes da dindmica do processo em
observacao.
1"Blockwise Least Squares.
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seja a reducao da precisao (Soderstrom & Stoica, 1989). Embora o método BLS produza
uma estimacao de parametros mais precisa que suas variantes recursivas, o mesmo tem
em sua carga computacional sua principal desvantagem (Jiang & Zhang, 2004a).

Jiang & Zhang (2004b) consideram que a carga computacional do BLS é da ordem
de max(nj,kn2), a qual cresce com o niimero de observagoes k e o nimero de parametros
sendo estimados, ng. Essa questao motivou o desenvolvimento de métodos recursivos
como o estimador recursivo de minimos quadrados (RLS), cuja carga computacional é da
ordem de apenas nj. Entretanto, com os constantes avangos dos microprocessadores'® dos
computadores atuais, a carga computacional do BLS se torna cada vez mais uma questao
menor. Nao obstante, o método BLS nao possui desempenho satisfatorio na identificacao
on-line de sistemas variantes no tempo, cujos parametros variem lenta ou abrubtamente
(Soderstrom & Stoica, 1989; Aguirre, 2004; Jiang & Zhang, 2004a).

Em vista das vantagens inerentes do BLS, Jiang & Zhang (2004b,a) propuseram
uma metodologia para aumentar a habilidade de rastreamento do BLS para sistemas
variantes no tempo, enquanto suas caracteristicas salientes sao mantidas. Claramente
algum esquema de descarte de informacoes desatualizadas é necessario. Um maneira
efetiva de lidar com essa questao é usar uma janela, de dados, deslizante de tamanho finito.
No entanto, se uma janela fixa é usada, pode ser dificil alcangar um bom rastreamento
de parametros durante o transiente e um alto grau de precisao em condigoes de estado
permanente. A estratégia entdao é fazer com que o tamanho da janela seja ajustado
automaticamente em resposta a uma mudanca em potencial dos parametros do sistema.

Com esse proposito, foi desenvolvida uma técnica chamada minimos quadrados em
batelada com janelas deslizantes de tamanho varidvel (VLSWBLSY), cujo objetivo é o
rastreamento satisfatério de parametros no periodo transiente e alto nivel de precisao da
estimacao em estado permanente, para sistemas com mudancas abruptas e graduais nos
parametros. Jiang & Zhang (2004a) ainda sugerem o uso de alguma técnica de ponderagao
exponencial (ou outra técnica de esquecimento) dentro da janela deslizante para melhorar
a capacidade de rastreamento do algoritmo.

Portanto, considerando o modelo ARX da equagao (3.41), uma fungao de custo mo-

13Em 1974 a Intel Corporation lancou o microprocessador 8080 de 8bits e freqiiéncia de clock de 2MHz
e revolucionou o mercado. Hoje, 31 anos depois, tem-se disponivel no mercado microprocessadores de
64bits e clock em torno de 3800MHz (Intel, 2005; AMD, 2005).

9Variable-Length Sliding Window Blockwise Least Squares.
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dificada para esses modelos pode ser escrita como:

k
JSWBLS - Z )\k—zg(lh - laé)27 (442)

i=k—L+1

em que L denota o tamanho da janela deslizante, A € (0,1] é o fator de esquecimento
dentro da janela, £ é o erro de predicao um passo a frente e k£ denota o instante atual de
iteracao.

Minimizando a fungao custo da equacao (4.42) em relagao ao vetor de parametros
0, com as L observagoes mais recentes, obtem-se a seguinte solugao para o estimador de
minimos quadrados com janelas deslizantes (Jiang & Zhang, 2004a,b):

Oo(k)=| > NTpli—0gT—1) D Nl - y(i). (4.43)

i=k—L+1 i=k—L+1

ou, na forma compacta:

-1
Or(k) = [(Vi_r )" U paViopa] (W) QY] (4.44)

em que ¥ € RL*™ & a matriz de regressores definida de maneira similar & equacao
(3.31), s6 que para uma janela de L observacoes. Q2 € REXE ¢ uma matriz diagonal cujos
elementos sao funcao de fatores de esquecimento, tais como, A*~' A\l=2 .. A Para
A € (0,1], o algoritmo correspondente é chamado minimos quadrados em batelada com
janelas exponenciais deslizantes (SEWBLS?Y). Para A\ = 1, o algoritmo ¢ conhecido como
minimos quadrados em batelada com janelas retangulares deslizantes (SRWBLS?!).

O desempenho do algoritmo acima depende do tamanho da janela L. Para sistemas
imwvariantes no tempo, quanto maior a janela de observagoes maior a precisao da estimacgao.
No entanto, para sistemas em que ocorrem mudancas nos parametros, uma janela maior
causaria uma resposta mais lenta a essas mudancas. Nesse caso, o tamanho da janela
deveria ser ajustada de tal maneira que as observacoes anteriores a mudanga possam ser
descartadas efetivamente.

A estratégia de variacao do tamanho das janelas deslizantes usada neste trabalho é
baseada na proposta apresentada por Jiang & Zhang (2004a,b). Em cada instante de

20Gliding Exponential Window Blockwise Least Squares.
21Gliding Rectangular Window Blockwise Least Squares.
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iteragao k, verifica-se se ha mudanca nos parametros do sistema em estudo e, conforme
o resultado, toma-se uma decisao de ajuste no tamanho da janela L(k + 1). Observe que
agora o tamanho da janela de dados é uma funcao do instante iteracao k.

Define-se a seguir dois mecanismos de deteccao de mudancas, os quais sao empregados
no algoritmo proposto:

Deteccao baseada no erro de predicao de saida. Considere-se o erro de predigao de

saida um passo a frente dentro de uma janela de tamanho L(k), conforme solugao
do estimador SWBLS da equacao (4.44):

ER) =¥h zor1 — Vhromr = Ye-royr — Vi nayn0o(k), (4.45)

em que y € REW*T = [y(k — L(k) + 1) y(k — L(k)) --- y(k)]" é o vetor de saida
(conjunto de observacdes), ¥ € REF)X1 6 o vetor de saida estimado, ¥ € RE(F)xne ¢
a matriz de regressores definida para a janela de observacoes L(k), 6 € Rmx1 ¢ o
vetor de parametros estimados e & € RY¥)*1 & o vetor de erros de predicao calculado

no instante de iteragao k.

A ocorréncia de uma mudanca de parametro sera declarada se o seguinte indice de
deteccao acumulado:

dh) =~ > €08, (1.46)

€ imk—M+1

exceder um limiar pré-estabelecido:

> ¢ inicio de mudanca,
¢(k) { (4.47)

< ¢ fim de mudanca,

em que 6 é o limiar para deteccio da ocorrécia de uma mudanca e § o limiar para
detegao do fim de ocorrécia de mudanca. M, é o nimero de iteracoes passadas usado
para mediar o indice d¢. A escolha dos valores de Je M¢ representa um certo grau
de compromisso entre a probabilidade de falso alarme e a probabilidade de falha de
deteccao.

Detecao baseada no erro de estimacao de parametros. De maneira similar ao es-
quema anterior, pode-se definir a seguinte média de parametros estimados na equa-
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cao (4.44):

Bu,(h) =1 > 0.0) (1.15)

O i—k—My+1

em que O; € R™*! é o vetor de parametros estimados e My é um nimero que
representa o tamanho da janela de iteracoes usados na mediagao.

O seguinte indice pode ser usado na tomada de decisao de mudanca ou nao de

parametros:
do(k) = 7 x |18, (k)| = 10, (k = D) | +
k
(=% > 0w =) =10, (i = 2], (449)
i=k—Mpy+1

sendo v € (0,1) um fator de ponderacao. Este determina o peso relativo colocado
no erro de estimagao instantaneo e o acumulado.

O indice dy(k) é observado conforme a regra abaixo, considerando um limiar pré-
estabelecido:

> p inicio de mudanca,

dy(k) { (4.50)

<p fim de mudanca.

O algoritmo de detec¢ao de mudangas apresentado nas equagoes (4.45)-(4.47) pertence
a uma classe chamada algoritmo de soma cumulativa (CUSUM), que é essencialmente um
esquema de média mével. Basseville & Nikiforov (1993) mostram que d¢ nao é estatisti-
camente suficiente para mudancas abruptas®* ou graduais nos parametros. Teoricamente
corre-se o risco de que uma determinada combinacao de mudancas de parametros possa
nao ser percebida por meio de alteracoes em d¢. Essa consideracao também ¢ pertinente
para o critério usado por Cho et al. (1991) na equacao (4.37).

Para lidar com a desvantagem supracitada, outros mecanismos de deteccao de mu-
dancas mais sofisticados tem sido desenvolvidos (Basseville & Nikiforov, 1993). Jiang &
Zhang (2004a) incorporaram o mecanismo de deteccao baseado no erro de estimacao de
parametro descrito nas equagoes (4.48)-(4.50).

22Definem-se variacoes abrubtas como mudancas em caracteristicas que ocorrem rapidamente com rela-
¢ao ao periodo de amostragem das observagoes, podendo até serem instantaneas (Basseville & Nikiforov,
1993).
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Considerando que uma mudanca de parametro num sistema normalmente se manisfeta
de maneira mais acentuada no erro de predicao de saida que no erro de estimacao de
parametro, o indice de detecgao dg(k) é mais adequado para detecgao do inicio de mudancas
e o indice dp(k) é mais sensivel para deteccao de fim de mudangas (Jiang & Zhang, 2004b).

A esséncia do algoritmo SWBLS (e derivagoes) é descrita a seguir. Num determinado
instante de iteragao k verifica-se, por meio do indice d¢(k), se hd alguma mudanca de
parametros. Se a mesma nao for detectada, uma janela deslizante L(k) = L, é usada pela
equagao (4.44). L, é o tamanho desejavel da janela em ambiente estacionario. Caso soe
o alarme de mudanca de parametro, a janela L(k + 1) é reduzida drasticamente para um
valor minimo que pode ser definido no seguinte intervalo: ny < Ly < Lg. Considerando
o estimador de minimos quadrados, esse tamanho minimo da janela nao deve ser menor
que ny (numero de termos regressores do modelo). Se essa for uma mudanca abrupta,
o tamanho da janela expandira progressivamente nas proximas iteracoes até atingir o
tamanho determinado para ambiente estacionario (Ls). Se for uma mudanga gradual,
o tamanho da janela se expandird um pouco até um valor pré-determinado L,, sendo
Ly < Ls. Nesse ponto, enquanto dg(k) < p, o valor de L(k) permanecerd igual a L.
Quando dy(k) > p, entende-se que a variagao gradual terminou (ou que ocorreu mesmo
foi uma variagao brusca em iteragoes anteriores) e L(k) continuard a se expandir até o
valor igual a L.

Resumo do Esquema de Variacao da Janela Deslizante:
L(k) = L, (antes de uma mudanga ser detectada);
L(k) = Luin, (mudanga detectada);
L(k) = L(k — 1) + 1, (expansao da janela apés mudanga detectada),

até L(k) = Ly, (no caso de mudanga de parametro gradual),

ou L(k) = L, (para mudancas abrubtas e em estado estaciondrio).

Exemplo Numérico da Metodologia VLSEWBLS.

Com o propédsito de exemplificar a metodologia VLSEWBLS para estimagao de para-
metros de sistemas variantes no tempo, usou-se o0 mesmo processo ARX descrito na equa-
¢ao (4.40) e cujos parametros variam também conforme a descri¢ao da equagao (4.41). Os
resultados representam a média de 100 realizacoes Monte Carlo.
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As varidveis de projeto mais relevantes para a execucao do algoritmo, foram definidas
empiricamente com os seguintes valores: i) limiar de inicio de mudanca, § = 107'2,
conforme equagao (4.47); i) limiar de fim de mudanga, p = 0,0005, conforme equacao
(4.50).

Vé-se na Figura 4.8, em (a), o grafico dos parametros reais e estimados via RLSFFF.
Nos gréficos (b) e (¢) da mesma figura, pode-se ver, respectivamente,a variagao da janela
de minimos quadrados, L(k), e os indices de erro d¢(k) (indice de deteccao de mudanca
acumulado) e dy(k) (erro de estimacao de parametros).

Embora sugerido por Jiang & Zhang (2004b), nesse cenério nao foi observado se o
indice dy(k) indicaria maior sensibilidade que d¢(k), para determinar o fim de mudanca
nos parametros. Verifica-se na Figura 4.8, gréaficos ¢ e d, que ambos parecem responder
da mesma maneira.

Observou-se também o tempo de processamento para a estimagao dos parametros
do sistema, da equacao (4.41), por meio do método VLSEWBLS em comparagao com o
método RLSVFF. Para uma realizacao Monte Carlo, o tempo de execucao® pelo método
VLSEWBLS foi de 2,9392s, enquanto pelo método RLSVFF foi 0,1567s. O método re-
cursivo gastou 5% do tempo gasto pelo método em batelada, como era esperado. Ainda
assim, o método VLSWBLS se mostra adequado para estimagao on-line de parametros.

23 As simulagoes foram realizadas num microcomputador Intel(R) Pentium(R) 4 CPU 3.00Ghz, com
512MB de memdria priméria (DRAM) e 1IMB de memdria cache (SRAM). Programa desenvolvido no
software Matlab versao 6.5 e sistema operacional GNU/Linux Mandrake versao 10.2.
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Figura 4.8: Parametros do sistema representado na equagao (4.40), estimados por meio da metodologia

VLSEWBLS. No gréfico (a) temos os parametros a(1,k) e b(1,k) originais (—) e estimados
(--). Em (b) temos o grafico da variagao da janela de minimos quadrados, L(k). Em (c), no
topo, o gréifico de variacdo do indice de deteccao de mudanca acumulado, de(k), em escala
logarftmica. (---) valor de limiar 6. Em (c), embaixo, vemos o grifico de variacdo do erro
de estimacao de parametros, dg(k), também em escala logaritmica. (---) valor de limiar p.
Todos os valores representam a média de 100 realizagdes Monte Carlo. B



CaAPiTULO 5

Analise da Nao-Estacionariedade

Neste capitulo investiga-se a estacionariedade de séries temporais por meio das me-
todologias abordadas no Capitulo 4. Até que ponto pode-se identificar uma mudanca
real no padrao dinamico de um processo? Quao eficiente é o rastreamento de parame-
tros variantes no tempo? Os algoritmos conseguiriam distinguir nao-estacionariedade de
nao-linearidade? Uma breve discussao acerca dessas questoes sera feita.

Todas as metodologias abordadas neste trabalho lidam com modelos polinomiais e
assumem que a estrutura desses modelos é constante ao longo do tempo de observacao.
As variagoes na dinamica sao entao expressas apenas pelas variagoes nos parametros.

Poder-se-ia ainda argumentar que um parametro, essencialmente, nao é uma variavel,
e que um modelo com parametros constantes e suficientemente compreensivel deveria re-
presentar adeqiiadamente os regimes dinamicos. Nao obstante, as limitagoes das técnicas
de modelagem, a falta do conhecimento em detalhes a respeito desses regimes dinamicos
e os requisitos do usuario final dificultam a obtencao desse modelo suficientemente com-
preensivel (Norton, 1986). Nessas circunstancias, a distin¢ao entre parametros e variaveis
nao ¢ clara e, portanto, adotou-se a definicao ad hoc de que o parametro é qualquer coisa
que se deseje, por causa de sua interpretacao fisica ou seu lugar na estrutura do modelo.

A fim de mostrar as conseqiiéncias devido a variagao temporal da estrutura do modelo
ao empregar-se as metodologias consideradas, uma série temporal nao-estaciondria foi
gerada por meio da simulacao do seguinte processo:

y(k) = 08y(k—1)+0du(k —1), k=1,---,400; (5.1)
y(k) = 08y(k—1)+04u(k —1) —0,4y(k —4), k=401,---,800; '
sendo a entrada u(k) um sinal aleatério de distribuigao gaussiana, N(0; 1).

Note que a série temporal gerada pela equagao (5.1) é nao-estaciondria devido a uma
mudanca na estrutura do processo no tempo de observacao k = 401, sendo que os para-
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metros propriamente ditos sao constantes. Foram escolhidos alguns modelos polinomiais
para explicar o suposto processo gerador dessa série temporal.

O indice RMSE, definido a seguir, serd usado como um indice de qualidade para
comparacao dos modelos.

RMSE = \/Zkzl(y(k) — g(k))?
VI (y(k) — p)?

em que y(k) é uma observacao do sistema, y(k) é a simulacao livre da saida do modelo

, (5.2)

e y é o valor médio da série de observacoes do sistema. Ressalta-se que a simulagao livre
podera ser feita ao longo do mesmo tempo de observacao em que foram estimados os para-
metros. Isso acontece devido a dificuldade de se fazer previsao real por nao conhecermos
os parametros, que variam no tempo, além do tempo de observacao da sistema.

O primeiro modelo, escolhido empiricamente, é composto pelos regressores y(k — 1)
e u(k — 1), que sd@o os mesmos do processo da equagao (5.1) até o instante de observagao
k = 400. Esse cenario foi proposto considerando-se que a primeira metade dos dados
tenha sido usada na identificacao do modelo. Pode-se observar na Figura 5.1 o resultado
de simulagoes realizadas. No grafico (a), vé-se a simulagao livre desse primeiro modelo e
em (b) a variacdo temporal de seus parametros. Os parametros foram estimados por meio
da metodologia TV-OPS. Neste cendrio, até o instante de observacao k = 400, a estrutura
do modelo corresponde a do processo e obteve-se um indice RMSE = 0,0092. Apds esse
instante o indice RM SE aumentou para 0,8124. Note-se que a variacao dos parametros
nao foi suficiente para que esse modelo reproduzisse a variacao da dinamica que, sabe-se,
foi causada por mudanga na estrutura do sistema original.

O segundo modelo, também escolhido empiricamente, é o mesmo da equagao (5.1)
apds o instante de observagao k = 400, e portanto é formado pelos regressores y(k — 1),
u(k—1) ey(k—4). Atente-se para o simples fato de que o regressor y(k —4) ¢é irrelevante
antes do tempo de observacao k£ = 401. Observe na Figura 5.1d a variagao dos parametros
estimados para esse modelo via TV-OPS. A simulagao livre realizada com os mesmos
dados da série temporal, obteve indice RMSE = 0,0518 até o instante de observacao
k =400 e RMSE = 0,0526 entre os instantes £ = 401 e k = 800. Esse cenario mostra
que se a segunda metada da série temporal tivesse sido usada para determinacao do
modelo, o mesmo seria adequado para reproduzir os dois regimes dinamicos do processo
da equagao (5.1).
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Figura 5.1: Gréficos de simulagao livre de modelos ARX cujos parametros foram estimados a partir da
série temporal simulada do processo da equacao (5.1). (a) Simulagao livre do modelo ARX
cujos regressores sdo [y(k — 1) u(k —1)]. (b) Parametros estimados (-.-) para os termos
do modelo proposto em (a), e parametros originais (—) dos termos do processo da equagao
(5.1) até o instante de observagao k=400. O indice AIC'm sugeriu o uso de 1 funcao de
Legendre e 6 de Walsh na expansao dos parametros. (c¢) Simulagao livre do modelo ARX
cujos regressores sao [y(k —1) y(k—3) y(k—4) y(k—6)]. O indice AIC'm sugeriu o
uso de 1 fungao de Legendre e 3 de Walsh na expansao dos parametros. (d) Pardmetros
estimados (-.-) dos termos do modelo [y(k — 1) u(k — 1) y(k — 4)] e pardmetros originais
(—) da equagao (5.1).

O terceiro modelo foi escolhido por meio da metodologia TV-OPS usando-se todos as
observagoes. E composto pelos regressores y(k — 1), y(k — 3), y(k —4) e y(k — 6). Na
Figura 5.1c pode-se observar a simulacao livre desse modelo. Basta uma inspecao visual
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para perceber quao inadequado é esse modelo, a despeito da variacao de seus parametros.

Vérios outros testes foram realizados considerando-se falhas no atraso de regressores,
termos regressores inexistentes ou termos em excesso de sitemas com parametros variantes
no tempo. Ajustes feitos nos parametros ao longo do tempo de observacao dependem
da estrutura correta do modelo do processo. Seriam os parametros variantes no tempo
limitados pela estrutura escolhida? Parece nao ser razoavel assumir que, qualquer que
seja a estrutura escolhida do modelo, os parametros ao variarem no tempo se ajustariam
de tal maneira a reproduzirem os padroes dinamicos do processo mesmo numa estrutura
errada ou deficiente.

Em situagoes praticas, portanto, uma estrutura mais adequada para o modelo de um
processo variante no tempo continua a ser extremamente importante. Ressalta-se ainda

que os resultados ora apresentados sao semelhantes aqueles provenientes dos métodos
RLSVFF e VLSEWBLS.

Doravante, em toda discussao envolvendo a questao de nao-estacionariedade de sé-
ries temporais ¢ assumido que a estrutura do modelo do processo gerador dessa série é
constante e que as mudangas no padrao dinamico do processo podem ser expressas pela
variacao dos parametros do modelo.

5.1 Evidéncias de Nao-Estacionariedade

O objetivo desta secao € investigar a possibilidade de algoritmos, como aqueles abor-
dados no Capitulo 4, diferenciarem nao-estacionariedade e estacionariedade em séries
temporais. Os algoritmos RLSVFF e VLSEWBLS usam indices de erro como critério de
decisao se houve ou nao variacao na dinamica. A metodologia TV-OPS usa o critério de
Akaike modificado, AIC'm, para determinar a quantidade de fungoes base para expan-
sao de parametros do modelo identificado para a série temporal. Se houver necessidade
de fungoes base para rastrear o parametro, poder-se-ia entender que houve variacao na
dinamica do processo.

Por meio de alguns exemplos simulados, o critério AIC'm (ver se¢ao 4.1) serd investi-
gado na proximas secoes, tendo em vista o propdsito supracitado. Em todos os exemplos
a serem descritos, foi considerado o seguinte processo ARX:

y(k) = a(1,k)y(k — 1) + b(1,k)u(k — 1), (5.3)
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sendo a entrada u(k) um sinal PRBS! com niveis +0,5 e —0,5, 10 bits e seqiiéncia de
comprimento igual a 3. Os coeficientes a(1,k) e b(1,k) serdo descritos oportunamente em
cada situagao analisada. Em todos os casos foram geradas 600 amostras de observagoes.

5.1.1 Parametros Constantes

Nesta segao descreve-se o cendrio em que os parametros do processo da equagao (5.3)
sao constantes:

a(lk) = 0,5,

k) = —03 (54)

Esse cenario representa uma situagao em que nao héd mudangas na dinamica do processo.
A série temporal gerada a partir do modelo da equagao (5.3) com parametros constantes
possui um padrao dinamico estacionario. Pode-se ver o resultado do critério de informacao
de Akaike modificado, AIC'm, na Figura 5.2, sendo seu menor valor referente ao uso de
1 funcao de Legendre e 1 de Walsh. Como o primeiro grau da funcao de Legendre e a
primeira ordem da funcao de Walsh sao constantes e iguais a um, esse caso indica que
nao haveria necessidade de expansao dos coeficientes, o que era esperado.
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Figura 5.2: Gréficos do critério de informagao de Akaike modificado, com relacdo ao modelo da equacéo
(5.3) com parametros constantes. (a) Critério de Informagao de Akaike Modificado obtido
por meio de uma varredura de até 40 fungoes de Legendre e de Walsh. (b) Mapa de contorno
correspondente. As tonalidades da cor azul indicam os indices mais baixos.

A quantidade minima de funcoes base é representada pela ponta do grafico da Figura

Ver descricdo detalhada de um sinal PRBS em Aguirre (2004).
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5.2a ou a primeira curva de nivel (cor aproximadamente azul escuro) da Figura 5.2b.
Ressalta-se que a quantidade 6tima de funcgoes base sugeridas por AIC'm sao sempre
as mesmas, independentemente da realizacao efetuada, quando os parametros a serem
estimados sao deterministicos.

5.1.2 Parametros Aleatorios

Nesta secao descreve-se um cendrio em que os parametros do processo da equacao
(5.3) sao aleatérios, conforme definigao abaixo:

a(Lk) = 0,5  + eq(k),

BLE) = —03 + elk). (5:5)

em que e, e ¢, sdo sinais aleatérios de distribuigao normal, N(0;0,5) e N(0;1) respecti-
vamente.

A Figura 5.3 mostra o resultado da avaliagao feita pelo critério de Akaike modificado,
a partir de uma realizacao do processo. O valor de AIC'm é minimo para o caso de 6
fungoes de Legendre e 1 funcao de Walsh. Essa quantidade de funcgoes base é melhor
identificada diretamente nos dados usados na geracao dos graficos da Figura 5.3. Embora
os parametros sejam aleatérios, o critério AIC'm apontou um baixo nimero de fungoes
base. Esse resultado pode ser explicado pelo fato de as rapidas variagoes dos parametros
impossibilitarem um rastreamento. Parece que o método entende as variagoes como ruido
e tenta portanto rastrear a média.

Testes realizados com parametros a(1,k) = e, (k) e b(1,k) = e,(k) (média constante e
igual a zero) apresetaram o valor minimo do critério AIC'm para uma funcao de Legendre
e uma de Walsh. Pelas mesmas razoes sugeridas anteriormente, os parametros estimados
eram constantes e proximos a média dos parametros reais (a ~ ¢, = —0,0053 e b e, =

—0,007).
5.1.3 Parametros Pseudo-Aleatdrios
Descreve-se nesta secao um cenario semelhante ao anterior, porém os parametros do

processo da equacao (5.3) nao devem variar tao bruscamente. Definem-se abaixo esses
parametros:
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Figura 5.3: Gréficos do critério de informacao de Akaike modificado, com relagdo ao modelo da equa-
¢ao (5.3) com parametros aleatérios de distribuicao gaussina, conforme equagao (5.5). (a)
Critério de Informacao de Akaike Modificado obtido por meio de uma varredura de até 40
fungoes de Legendre e de Walsh. (b) Mapa de contorno correspondente. As tonalidades da
cor azul indicam os indices mais baixos.

a(l,k) = 0,1+ prbs(8,2),

b(1,k) = 0,2+ prbs(10,2), (5.6)

em que prbs(i,j) é uma fungao geradora de sinal PRBS, com niveis +1 e 0, i bits e
seqiiéncia de comprimento j.

Pode-se perceber na Figura 5.4, que o critério de Akaike modificado, AIC'm, sugere
o uso de muitas fungoes de Legendre e Walsh na tentativa de rastrear os parametros
aleatérios. Como os parametros originais do processo nao variam bruscamente, AIC'm
acredita que pode rastrea-los por meio do maior nimero possivel de funcoes base. Ressalta-
se que, embora se aplique as quantidades de fungoes base sugeridas pelo AIC'm, nao foi
possivel estimar corretamente os parametros, como era esperado.
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Figura 5.4: Gréficos do critério de informagao de Akaike modificado, com rela¢ao ao modelo da equacao
(5.3) com parametros aleatérios conforme equagao (5.6). (a) Critério de Informacao de
Akaike Modificado obtido por meio de uma varredura de até 40 fungoes de Legendre e de
Walsh. (b) Mapa de contorno correspondente. As tonalidades da cor azul indicam os indices
mais baixos.

5.1.4 Parametros com Pequenas Variagoes Bruscas e Suaves

Esta secao apresenta um cenario em que o parametro a(1,k) do modelo da equagao
(5.3) sofre pequenas variagoes. Duas situagoes foram consideradas:

a(lk) = 05,  k=1,---,300,
0,5005, & =301, - 600,
—0,3,

S
—~
=
~—

I

(5.7)

em que a(1,k) sofre uma variagao brusca de 0,1% de seu valor, a partir do instante k = 300,
e

a(l,k) = 0,54 0,0005sen (2w fk) (5.8)
b(l,k) = —0,3, '
em que o parametro a(l,k) sofre uma variagdo suave conforme meio periodo de uma
1
sendide com amplitude de 0,1% do valor médio e f = mHz

Com os parametros da equacao (5.7), o critério AIC'm apontou um valor minimo
quando a expansao foi feita com 4 func¢oes de Walsh e 1 de Legendre, conforme pode ser
visto na Figura 5.5a. Percebe-se que apesar da varia¢ao brusca do parametro a(1,k) ser
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de apenas 0,1%, o método percebe a variacao e ainda sugere somente funcoes de Walsh
por serem mais adequadas nesse caso.

Considerando uma variagao suave e pequena para o parametro a(1,k), de acordo com
a equagao (5.8), o critério AIC'm obteve um valor minimo para 13 fungdes de Legendre e
2 de Walsh (ver figura 5.5b). Fica claro a sensibilidade de escolha de fungdes de Legendre
para variacoes suaves e uma boa sensibilidade para pequenas variagoes.
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Figura 5.5: Gréficos do critério de informagao de Akaike modificado, com relagao ao modelo da equagao
(5.3) com parametros com pequena variagao. Foi feito uma varredura de até 40 fungoes de
Legendre e de Walsh. (a) Pardmetros variam conforme equacao (5.7). (b) Os paréametros
variam conforme equagao (5.8).

5.1.5 Discussao

Foi proposto na Se¢ao 5.1 uma investigagao sobre a possibilidade de distin¢ao entre
nao-estacionariedade e estacionariedade em séries temporais, por meio de metodologias
como TV-OPS. Essa metodologia foi empregada em alguns exemplos, tendo o critério
de Akaike modificado, AIC'm, como um possivel meio de discernimento de ocorréncia de
nao-estacionariedades em séries temporais.

Embora o modelo da equagao (5.3) tenha uma estrutura simples, vé-se a possibilidade
de se considerar como evidéncia de nao-estacionariedade, as multiplas funcoes base suge-
ridas pelo critério de Akaike modificado, conforme os resultados apresentados nas secoes
5.1.1, 5.1.2, 5.1.3 e 5.1.4. Ressalta-se novamente que foi assumido que uma mudanca no
padrao dinamico seria expressa somente por alteracoes nos parametros e nao na estrutura
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do modelo.

No caso em que os parametros sao constantes (Secao 5.1.1) todas as realiza¢oes apon-
taram para a dispensa do uso de fungoes base. Na situacao oposta a anterior, em que os
parametros variam aleatoriamente (Segao 5.1.2), AIC'm sugeriu o uso de algumas pou-
cas fungoes base. Com parametros aleatérios de média zero, AIC'm sugeriu também a
nao utilizagao de fungoes base. Em ambos os casos com parametros aleatérios, o mé-
todo tentara rastrear a média dos parametros aleatérios. O fato é que um parametro
que varie tao rapidamente e de maneira aleatéria, como ocorreu neste exemplo, poderia
mesmo ser interpretado como um parametro constante perturbado por ruido de média
zero. Veé-se ainda na Secao 5.1.3 que quando os parametros variam lentamente ainda que
aleatoriamente, AIC'm tenta rastrea-los sem sucesso.

A Secao 5.1.4 apresentou casos em que pequenas variacoes deterministicas foram
suficientes para que o indice AIC'm apontasse para o uso de fungoes base no rastreamento
dos parametros. Pode-se novamente observar (rever Se¢ao 4.1.2) que variagdes bruscas no
parametro sao melhor rastreadas por funcoes de Walsh e variagoes suaves por fungoes de
Legendre.

A suma é que em se tratando de parametros deterministicos e que os mesmos nao
variem instantaneamente a cada instante de observacao, é possivel encontrar um conjunto
finito de funcgoes base capaz de rastrear suas trajetorias, sem considerar varios disturbios
intrisecos a essa metodologia. Estes serao abordados na préxima secao.

5.2 Dificuldades Intrinsecas as Metodologias no Ras-

treamento de Parametros

Ljung (2001) fez a seguinte consideragao: rastrear as propriedades de um sistema é
sempre uma questao de avaliagao critica das observacoes obtidas do processo em questao:
as observacoes contém informacoes acerca das mudancas no processo ou estdo somente
dominadas por disturbios aleatorios? Esta afirmacao esta relacionada com o compromisso
necessario entre a habilidade de rastreamento e sensibilidade ao ruido. Uma alta taxa de
adaptacao esta relacionada com uma boa capacidade de rastreamento mas também a alta
sensibilidade a ruido. Esse compromisso é afetado também pelas variaveis de projeto
usadas pelos algoritmos de estimagao, como observaram Ljung & Gunnarsson (1990) e
Ljung (2001) no caso de algoritmos recursivos.

Apresentam-se nesta se¢ao alguns exemplos em que sao mostradas as dificuldades no
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rastreamento de parametros de sistemas variantes no tempo, devido ao ruido, variaveis de
projeto e interferéncia entre parametros. As dificuldades no rastreamento de parametros
estao relacionadas as dificuldades de identificacao dos pontos de mudanca na dinamica do
processo.

O sistema a ser usado nos estudos de caso desta secao sera o mesmo sistema da equacao
(4.40). Para facilitar a leitura, reapresenta-se logo abaixo a equagao desse processo.

y(k) = a(1,k)y(k — 1) + b(1,k)u(k — 1), (5.9)

em que u(k) é um sinal aleatério de distribuigao gaussiana, N(0,1). Os coeficientes do
sistema da equagao (5.9) variam no tempo conforme descrigao a seguir:

a(1,k) 1; k=12 ,199;

a(lk) = 1,20—0,001%, k = 200, - - - 499

a(lk) = —0,3+4 0,002k, k = 500, - - - ,649;

a(lLk) = 1; k = 650, - - 999

a(Lk) = 08; k= 1000, - - - ,1349:; (5.10)
a(Lk) = 08+011sen(2rfk); k=1350,---,1649; f= z:-Hz;

a(Lk) = 08; k = 1650, - - - ,1900;

b(Lk) = 04 k=12, ,1900.

5.2.1 Caso I: Ruido na Equacao

Nesta secao deseja-se mostrar o efeito nocivo, e esperado, da presenca de ruido no
processo ao estimar-se parametros variantes no tempo. Embora a metodologia usada seja
RLSVFF, as mesmas observacoes se aplicam também as demais metodologias abordadas
no capitulo 4, ainda que o método TV-OPS tenha se mostrado um pouco mais robusto.

Para tal cendrio, adicionou-se a equagao (5.9) um sinal de distribui¢ao aleatéria, tal
que:

y(k) = a(L,k)y(k — 1) + b(1,k)u(k — 1) +e(k), (5.11)

em que e é um sinal aleatério de distribuigao gaussiana, N'(0;0,05). A relagdo sinal /ruido,
SNR, foi estimada em 18dB aproximadamente, conforme a equagao abaixo:
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SNR = 201log H : (5.12)
e

em que y o vetor de observagoes e e o vetor de ruido.

Erro, 10log[Q(K)]
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Figura 5.6: Parametros estimados para o modelo ARX definido nas equagoes (5.11) e (5.10), por meio
do método RLSVFF. O sistema foi contaminado adicionando-se ruido na equagao (SNR =
18dB). (a) Parametros estimados (-.-); Pardmetros originais (—).(b) Erro de predicao
estendido, Q(k). (c¢) Fator de esquecimento varigvel, A\(k).

Pode-se observar na Figura 5.6a os parametros estimados via RLSVFF em compa-
ragdo aos parametros reais, os quais foram definidos na equagao (5.10). A capacidade
de rastreamento dos parametros foi bastante reduzida. Além desse fato, vé-se também
nas Figuras 5.6b e 5.6¢, respectivamente, o erro de predigao estendido, Q(k), e o fator
de esquecimento varidvel, A(k), que, como consequéncia, ambos os mecanismos de de-
teccao de pontos de mudancgas no padrao dinamico se tornam quase estéreis. Embora
A(k) sugira uma mudanca mais brusca no instante de observagao k = 1000, poder-se-ia
somente afirmar que, baseado nos graficos de Q(k) e A\(k), os parametros do sistema em
observacao estariam variando regularmente ou que foi perdida a informacao dos instantes
de mudancas mais significativos.

Outros testes mostraram que, de fato, variagoes bruscas sao mais provaveis de serem
detectadas. A medida que que a taxa SN R aumenta, pontos de mudangas mais bruscas
sao os primeiros a se diferenciarem.
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5.2.2 Caso II: Escolha das Variaveis de Projeto

Pode-se perceber no Capitulo 4 que as metodologias de estimacao de parametros va-
riantes no tempo dependem da definicao de valores para algumas variaveis, doravante
chamadas varidveis de projeto. A determinacao desses valores pode se dar de maneira
subjetiva quando se tem pouco ou nenhum conhecimento prévio das caracteristicas do sis-
tema que esta em observacao. Na pratica essa ¢ a realidade quando se lida com modelagem
caixa cinza ou caixa preta.

A escolha das variaveis de projeto afeta consideravelmente os resultados da analise
de uma série temporal sobre a qual se deseja conhecer como os coeficientes do modelo
escolhido variam no tempo e/ou em que instantes de observagao o padrao dinamico tenha
porventura variado.

Nesta secao é apresentado um exemplo em que se observa variacoes nos resultados
devido a diferentes escolhas de uma variavel de projeto. Considerou-se a metodologia
RLSVFF e uma de suas varidveis de projeto. Na equacao (4.39), a varidvel de projeto
o? representa a variancia esperada do ruido e ajuda a definir o tamanho da janela ou
memoéria de obervagao, afetando principalmente a velocidade de adaptagao. Usou-se o

modelo da equagao (5.11) para simular diferentes cendrios.

O cenario em que nao ha ruido na equagao foi mostrado anteriormente na Figura 4.7,
Secao 4.2.1. Nesse caso, escolheu-se o valor de o2 = 107!2, sendo este préximo de zero
conforme sugerido por Cho et al. (1991). Apesar desse cendrio nao estar proximo de
situagoes reais, € interessante observar o bom rastreamento dos parametros estimados
bem como a identificacao dos pontos de mudanga no padrao dinamico por meio do erro
de predigao estendido, Q(k), na Figura 4.7b e o fator de esquecimento varidvel, Ag, na
Figura 4.7c.

Um outro cenério foi considerado ao escolher-se o valor de 0> = 5 x 107* que é o
mesmo valor da variancia do ruido sugerido para a equagao (5.11). Neste caso a taxa
SNR foi estimada em 42dB . Veé-se na Figura 5.7 os resultados obtidos. O parametro
a(k), grafico (a), foi estimado com atrasos na tentativa de adaptd-lo as mudangas. O
fator de esquecimento varidvel, gréfico (¢), traz alguma indicac¢ao dos pontos de mudanga
principalmente no instante & = 1000, ao passo que o erro de predicao estendido, grafico
(b), deixou duvidas na diferenciagdo entre uma pertubagao, por exemplo, proveniente de
procedimentos de medicao, e uma real mudanca no padrao dinamico.

Um terceiro cendrio é apresentado na Figura 5.8, em que a varidvel de projeto o?
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Figura 5.7: Parametros estimados para o modelo ARX definido na equagao (5.11) por meio do método
RLSVFF com taxa SNR estimada em 42dB. Considerou-se a varidvel de projeto o2 =
5 x 107 (ver equacio (4.39)), cujo valor é igual & varidncia do ruido. (a) Parametros
estimados (-.-); parametros originais (—). (b) Erro de predigao estendido, Q(k), e (c) Fator
de esquecimento varidvel, \(k).

foi atribuido um valor menor que a variancia do ruido da equacao (5.11), ou seja, 0% =

1 x 1077, Na Figura 5.8a vé-se que houve ganho na capacidade de rastreamento do
parametro variante no tempo ao preco de uma maior sensibilidade ao ruido e deficiente
capacidade de detec¢ao de pontos de mudanga (ver graficos (b) e (c)).

No tltimo cendrio foi considerado 02 = 1 x 1072 , o qual é maior que a variancia do
ruido da equagao (5.11). Na Figura 5.9a vé-se que, pelo fato do fator de esquecimento ter
se mantido proximo da unidade, perdeu-se a capacidade de adaptacao as mudancas no
padrao dinamico. Nos graficos (b) e (¢) da Figura 5.9 percebe-se uma melhor possibilidade
de deteccao de mudancas, ainda que maior énfase seja dada a detec¢ao da mudanga brusca
no instante £ = 1000.

5.2.3 Caso III: Interferéncia Mutua entre Parametros

Conforme comentado por Soderstrom & Stoica (1989) e Vahidi et al. (2004), ocorre
muitas vezes perturbagoes em um parametro estimado, devido a outro parametro que varie
a uma taxa diferenciada do primeiro. Essa observacao foi feita com relagao as metodologias
recursivas de minimos quadrados. Coelho & Coelho (2004) também afirmam, referindo-se
especificamente a metodologia RLSVFF, que com um fator de esquecimento constante ou
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Figura 5.8: Pardmetros estimados para o modelo ARX definido na equacao (5.11) por meio do método
RLSVFF com taxa SN R estimada em 41dB. Considerou-se a varidvel de projeto o = 1 x
1077 (ver equagdo (4.39)), cujo valor é bem menor que a variancia do rufdo. (a) Parametros
estimados (-.-); parametros originais (—). (b) Erro de predigao estendido, Q(k), e (c) Fator
de esquecimento varidvel, A(k).
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Figura 5.9: Pardmetros estimados para o modelo ARX definido na equacao (5.11) por meio do método
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estimados (-.-); parametros originais (—). (b) Erro de predicao estendido, Q(k), e (c) Fator
de esquecimento varidvel, A(k).
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variavel, aumentam-se de um mesmo valor todos os elementos da matriz de covariancia
P (ver equagao (4.35)). Por conseqiiéncia, os parametros que nao sao variantes no tempo
oscilam.

O modelo da equacao (5.9) foi usado para demonstrar o problema de interferéncia
entre parametros, entretanto seus parametros sao definidos conforme equacgao abaixo:

a(lLk)y = 1, k=12---,300;
a(l,k) = 0,8; k=301,---,600; (5.13)

b(1k) = 05 k=12 ,600.

A Figura 5.10 mostra os parametros estimados para o modelo das equagoes (5.9) e
(5.13), conforme a metodologia RLSVFF. Verificou-se que o parametro estimado, l;(l,k),
originalmente constante, sofre perturbagoes devido a variagao brusca do parametro a(1,k).
Observou-se também esse tipo de interferéncia quando foram empregadas as metologias
VLSEWBLS e TV-OPS.
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Figura 5.10: Exemplo de interferéncia entre os pardmetros estimados para o modelo das equagoes (5.9)
e (5.13), usando o método RLSVFF. (-) parametro original; (-.-)pardmetro estimado.
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5.2.4 Discussao

Nesta secao foram ilustrados vérios problemas intrinsecos as metodologias de estima-
¢ao de parametros variantes no tempo. Foi visto, por exemplo, como o ruido e a escolha
empirica ou subjetiva de variaveis de projeto podem interferir negativamente no processo
de rastreamento dos parametros e na determinacao de pontos de mudancas no padrao
dinamico do sistema em estudo. Observou-se também que parametros que variam a taxas
diferenciadas podem causar interferéncia mutua.

5.3 Nao-Estacionariedade x Nao-Linearidade

Deseja-se investigar nesta se¢ao, a possibilidade de se diferenciar nao-estacionariedade
de nao-linearidade por meio das metodologias abordadas no Capitulo 4. Pode-se fazer o
raciocinio inverso, questionando a possibildade dessas metodologias distingiiirem nao-
linearidades de nao-estacionariedades.

O cenério de testes apresentado em seguida ¢é semelhante ao cendario considerado na
introducao deste capitulo mas dentro de uma perspectiva diferente, ou seja, confrontando-
se nao-linearidade com nao-estacionariedade. Um modelo NARX com parametros fixos
serd usado para gerar uma série temporal e em seguida um modelo ARX com parametros
variaveis é considerado para identificacao de seus parametros a partir da série temporal
mencionada.

Vé-se em seguida o modelo polinomial NARX usado para gerar uma série temporal:

y1(k) = 0,5y1(k — Dy (k — 1) — 0,3u(k — 1), (5.14)

em que a entrada u(k) serd definida oportunamente nos casos a serem analisados. Vé-
se que o padrao dinamico nao-linear desse processo € invariante no tempo ao definir-se
seus parametros com valores constantes. Foi gerada uma série temporal, y;, com 600
observagoes.

O modelo ARX abaixo foi escolhido admitindo-se que o mesmo seja capaz de repro-
duzir o mesmo padrao dinamico do processo expresso na equagao (5.14):

yo(k) = a(L,k)ya(k — 1) + b(1,k)u(k — 1), (5.15)

em que os parametros a(1,k) e b(1,k) serao estimados por meio da série temporal y;
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(equagao (5.14)), ou seja, a série temporal ys serd feita igual a série y;. Sabe-se que os
valores originais desses coeficientes quando compara-se essa equagao com a equagao (5.14)
sao: a(l,k) =0,5y1(k — 1) e b(1,k) = —0,3.

Segue-se nas proximas secoes, a analise de dois casos montados a partir do cenario
descrito acima.

5.3.1 Caso I: Sinal de Entrada Pseudo-Aleatdrio

O sinal de entrada, u(k), dos sistemas das equagoes (5.14) e (5.15), foi definido como:

u(k) = —0,5 + prbs(600,10,2), (5.16)

em que o sinal pseudo-aleatério possui niveis +0,5 e —0,5, 10 bits e seqiiéncia de compri-
mento igual a 2.

Aplicando-se a metodologia TV-OPS, o critério AIC'm sugeriu o uso de 15 fungoes
de Legendre e 1 de Walsh. A Figura 5.11 mostra os parametros do modelo linear ARX
definido na equacao (5.15), a(1,k) e b(1,k).

Pode-se observar que o parametro a(1l,k) estimado para o modelo da equagao (5.15)
tende a acompanhar a média dos valores originais, comportamento que ja foi observado
na Segao 5.1.2. O parametro b(1,k) foi estimado satisfatoriamente. Embora os valores
rastreados possam ser considerados praticamente constantes em uma eventual aplicacgao,
a quantidade de fungoes base escolhida indicaria uma possivel nao-estacionariedade.

Testes realizados com a metodologia RLSVFF mostraram resultados muito semelhan-
tes no que diz respeito aos parametros estimados a(1,k) e b(1,k), e os respectivos gréficos
nao serao apresentados. Ainda com relacao a metodologia RLSVFF, a Figura 5.12 mos-
tra os graficos do erro de predigao estendido, Q(k), e do fator de esquecimento variavel,
A(k). Pode-se verificar que a varidvel Q(k) mostra uma varia¢ao uniforme e nao permite
se concluir corretamente a respeito da nao-estacionariedade. Por outro lado, o fator de
esquecimento varia constantemente em torno do valor médio igual a 0,85, o que pode in-

dicar uma variacao uniforme dos parametros, o que de fato é verdadeiro para o parametro
a(1,k).
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Figura 5.11: Gréafico que mostra os parametros originais e estimados, a(1,k) e b(1,k), do modelo ARX
definido na equagao (5.15), por meio do método TV-OPS. Empregou-se 15 fungoes de
Legendre e 1 de Walsh na expansao dos parametros. (—) parametros do sistema nao-linear
NARX da equagao (5.14); (- - - ) parametros a(1,k) e b(1,k) estimados; (-.-) pardmetro a(1,k)
original.

5.3.2 Caso II: Sinal de Entrada Suave e Deterministico

Neste caso foi definido um sinal de entrada mais suave para os sistemas das equacoes
(5.14) e (5.15), tal como:

u(k) = 0,4sen (27 f1k) + 0,5 sen(27 fok), (5.17)
em que f; = ﬁHz e fo= ﬁHz.

Para o método TV-OPS, o critério AIC'm sugeriu 23 funcoes de Legendre e 16 de
Walsh para expansao dos coeficientes da equacao (5.15), cuja entrada u(k) é definida na
equagao (5.17). A Figura 5.13 mostra os resultados do rastreamento dos parametros.

Vé-se que, tanto pelas miultiplas funcoes base sugeridas pelo critério AIC'm quanto
pela variacao dos parametros estimados, se poderia sugerir alguma variacao do regime
dinamico do sistema em estudo.
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Figura 5.12: Graficos que mostram as variagoes do erro de predigao estendido, Q(k), e do fator de
esquecimento varidvel, A\(k), na estimacao dos parametros do modelo ARX definido na
equagao (5.15), por meio do método RLSVFF. Representam a média de 100 realizagoes

Monte Carlo. (a) Erro de predicao estendido, Q(k). (b) Fator de esquecimento varidvel,
A(k).

5.3.3 Discussao

Nesta secao questionou-se a possibildade das metodologias de modelagem de sistemas

variantes no tempo, apresentadas no Capitulo 4, distingiiirem nao-linearidades de nao-
estacionariedades.

Os resultados dos exemplos apresentados sugeriram que pode-se concluir sobre a nao-
estacionariedade de um determinado processo em detrimento de nao-linearidades nao
observadas. Nos cendrios estudados, as multiplas fungoes base sugeridas pelo critério

AICm do método TV-OPS e a variacao dos préprios parametros estimados reforcam essa
hipotese.

O problema parece se apresentar como uma questao de erro na estrutura, juntando-se
a esta as observagoes ja feitas na introducao deste capitulo. Nesse sentido, se a estrutura
do modelo nao representar bem as nao-linearidades presentes no sistema, € possivel se
confundir nao-linearidade com nao-estacionariedade.



5.4 Conclusoes 99

OB

0.4r b

Parametros

0 100 200 300 400 500 600

Figura 5.13: Gréfico que mostra os pardmetros originais e estimados, a(1,k) e b(1,k), do modelo ARX
definido na equagao (5.15) com entrada nao aleatéria (equagao (5.17)), por meio do método
TV-OPS. Foram escolhidas, via AICm, 23 funcoes de Legendre e 16 de Walsh para expansao
dos pardmetros. (---) pardmetros do modelo NARX da equacao (5.14); (—) pardmetros
a(1,k) e b(1,k) estimados ; (-.-) parametro a(1,k) original.

5.4 Conclusoes

Abordou-se neste capitulo o tema da nao-estacionariedade de séries temporais a luz
das metodologias de analise de sistemas variantes no tempo apresentadas no Capitulo 4.
Ressaltou-se inicialmente a importancia de os modelos polinomiais possuirem uma estru-
tura constante ao longo dos instantes de observagao. Sob essa consideragao, qualquer
mudanca no regime dinamico de um processo seria entao expressa por variagoes nos para-
metros do modelo. A nao observancia desse ponto poderia anular de antemao os resultados
da anélise feita pelas metodologias em questao. Vé-se na Secao 5.3, por exemplo, que uma
falha do modelo polinomial em expressar as nao-linearidades do processo pode levar a uma
confusao entre nao-estacionariedade e nao-lineariedade.

Observou-se também que ainda que o modelo usado seja adequado ao processo, a
nao-estacionariedade expressa nas variacoes dos parametros e também a determinacao do
instante de ocorréncia dessas mudangas podem ser facilmente mal interpretadas devido a



100 5 Andlise da Nao-Estacionariedade

presenca de ruido, o ajuste incorreto das varidveis de projeto das metodologias de anélise
e interferéncia mutua entre os parametros do modelo.

Embora em condi¢oes bem adequadas as metodologias estudadas consigam observar
a nao-estacionariedade em séries temporais, a tarefa de modelagem de um sistema real
variante no tempo torna-se bastande complexa. Essa conclusao pode ser sustentada com
relagao a todas metodologias abordadas no Capitulo 4 deste trabalho.

Ainda que em meio as dificuldades ja discutidas, o indices de erro de predicao esten-
dido, Q(k), e o fator de esquecimento variavel, A(k), usados para determinacao de instantes
de mudancgas no padrao dinamico se mostraram um pouco mais robustos quando ocorrem
mudancas bruscas. No Capitulo 6 deste trabalho pretende-se abordar sistemas reais sob
esse prisma.



CAPIiTULO 6

Deteccao de Mudanca na Dinamica
do Processo

Considerando-se as dificuldades abordadas no Capitulo 5, deseja-se investigar neste
capitulo somente a questao de deteccao de pontos de mudanca na dinamica de séries
temporais nao-estaciondarias. A partir de exemplos simulados em comparacao com séries
temporais reais, serao abordadas nao-estacionariedades tipicas como mudanca brusca na
média e tendéncia.

As séries nao-estacionarias simuladas foram obtidas em dois passos. O primeiro passo,
que é comum em ambos os casos, foi gerar uma série temporal estaciondria a partir de
um processo ARX cuja dinamica seja bem conhecida. O segundo passo diz respeito as
modificacoes necessarias nessa série temporal a fim de reproduzir os tipos comuns de nao-
estacionariedades supracitas. Esse ultimo passo sera detalhado oportunamente. A partir
da série temporal nao-estacionaria busca-se entao um modelo que seja adequado para
reproduzir a dinamica do suposto processo que a tenha gerado. Usou-se a metodologia
TV-OPS como auxilio na identificagao de modelos.

Vé-se abaixo o processo ARX usado no primeiro passo citado:

y(k) =0,5y(k — 1) — 0,3u(k — 1), (6.1)

em que a entrada u(k) é um sinal PRBS com niveis +0,5 e —0,5, 10 bits e seqiiéncia de
comprimento igual a 2.

A validacao dos modelos serd feita por inspecao visual do grafico das séries reais e
preditas, bem como por meio do indice RM SFE definido na equacao (5.2).
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Tabela 6.1: Modelos ARX usados na modelagem do processo resultante das equagoes (6.1) e (6.2).
] Modelo 1 \ Modelo 2 ‘

-1 | o)
y(k —2) y(k—1)
u(k —2) 1
u(k —1)
1

u(k —3)

y(k —4)

u(k —5)

u(k —3)

y(k —5)

6.1 Mudanca Brusca da Média

Investiga-se nessa secao a modelagem paramétrica de uma série temporal cuja nao-
estacionariedade é devido a mudanca brusca da média. Obteve-se inicialmente uma série
temporal da maneira que se segue:

2
(k) = (k) + 05, k=351, 600, (6.2)

em que y(k) é uma observacao gerada pelo processo da equacao (6.1) e y, (k) é a observagao
modificada com uma mudanga de média a partir de k = 351.

A partir da série temporal produzida pelas equagoes (6.1) e (6.2), buscou-se entao um
modelo, por meio do método TV-OPS, que fosse adequado para reproduzir essa série. A
quantidade de 600 observacoes foi usada na definicao da estrutura do modelo. Inicialmente
sugeriu-se modelos polinomiais do tipo NARX de grau de nao-linearidade ¢ = 2. Alguns
desses modelos foram testados mas se mostraram instaveis. Na segunda tentativa optou-se
por modelos ARX.

O modelo 1 da Tabela 6.1 foi escolhido com a ajuda do método TV-OPS. Fazendo-se
uma varredura de 50 fungoes de Legendre e de Walsh, o critério AIC'm sugeriu o uso
40 fungoes de Legendre e 34 de Walsh. Os parametros estimados via TV-OPS para esse
modelo atigem valores de tal magnitude que o modelo fica completamente instavel. Sugere-
se que isso tenho ocorrido pela impossibilidade de combinacao das fungoes base e/ou até
pelos erros numéricos gerados pelas manipulacoes da matriz de regressores W € R396x494,
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conforme pode ser verificado nas equagoes (4.21) e (4.23).

Os parametros estimados para o modelo 1 por meio das metodologias RLSVFF e
VLSEWBLS nao provocam instabilidade. Pode-se ver na Figura 6.1 os resultados da
estimacao dos parametros via RLSVFF. Os resultados obtidos com o uso do VLSEWBLS
nao serao mostrados devido a similaridade com o método RLSVFF.

O gréfico (a) da Figura 6.1 mostra os resultados da predicao livre, com indice RM SE =
0,3039. Embora varios parametros, incluindo alguns mostrados no gréfico (c), sofram mu-
dancas em torno do tempo de observacao k£ = 351, houve um atraso razoavel na conver-
géncia apds a mudanga brusca da média. No gréfico (c) se observa que tanto o indice de
predicao estendido quanto o fator de esquecimento variavel ressaltam o ponto de mudanca,
como era de se esperar.

De uma maneira empirica, optou-se por fazer a mesma andlise com o modelo 2 da
Tabela 6.1, baseando-se no conhecimento prévio de que o comportamento dinamico do
processo da equagao (6.2) é o mesmo ao longo do tempo de observagao exceto pelo ganho
estatico obtido a partir do instante £ = 351.

A Figura 6.2 mostra os resultados da predicao feita pelo modelo 2 da Tabela 6.1, com
os parametros estimados via RLSVFF (RMSE = 0,0899). Percebe-se na Figura 6.2b,
que os parametros estimados para os termos u(k — 1) e y(k — 1) sao iguais aos originais
da equagao (6.1), exceto pelo interferéncia causada pela variacao sibita do parametro do
termo unitario. A responsabilidade pela mudanca na média do processo ficou a cargo do
termo unitario do modelo 2.

6.1.1 Casol: Circuito de Chua

Na secao anterior discorreu-se a respeito da possibilidade de deteccao de mudanca de
média de série temporal obtida por meio de simulacao. Pretende-se na presente secao,
fazer uma analise similar de uma série temporal cadtica gerada a partir de um circuito de
Chua real.

O circuito de Chua é um circuito eletronico capaz de exibir oscilagoes periddicas ou
cadticas (Kennedy, 1992). Chua é composto por dois capacitores C; e Cy, um resistor
R, um indutor L e um elemento nao-linear conhecido como diodo de Chua. O diodo de
Chua possui resisténcia negativa e é o elemento que confere energia ao sistema, permitindo
assim, manter o circuito oscilando autonomamente (Junior, 2003; Torres, 2001).

As equagoes que descrevem o circuito de Chua sao (Chua, 1994):
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Figura 6.1: Modelagem do processo definido pelas equagoes (6.1) e (6.2). Andlise realizada para o modelo
1 da Tabela 6.1 via RLSVFF. (a) Predicao livre (-.-); (—) Série original. (b) No topo, erro
de predicao estendido, Qr; Embaixo, fator de esquecimento varidvel, Ag. (c) De cima para
baixo, respectivamente, os parametros estimados para os termos y(k — 1), y(k —2), u(k —2)
e u(k — 1) do modelo.
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Figura 6.2: Modelagem do processo definido pelas equagoes (6.1) e (6.2). O modelo 2 da Tabela 6.1
foi usado e seus parametros estimados via RLSVFF, com a varidvel de projeto o2 = 107,
(a) Predicao livre (-.-); Série original (—). (b) De cima para baixo, respectivamente, os
pardmetros variantes no tempo dos termos u(k — 1), y(k — 1) e termo unitério.

em que vo, € a tensao sobre o capacitor C}, ve, a tensao sobre o capacitor Cy e iy a
corrente que passa através do indutor.

Utilizou-se dados obtidos por Junior (2003) por meio do Protétipo para Controle do
Circuito de Chua (PCChua), descrito e implementado por Torres (2001). A tensdo no
capacitor C} (ve,) é a varidvel observada e amostrada a cada 0,01s.

A Figura 6.3 mostra um periodo de observagao em que se vé uma mudanca de média.
Para identificacao de um modelo usou-se as observagoes a partir do instante k = 186 desses
dados. Por meio do método TV-OPS escolheu-se o modelo 1 da Tabela 6.2. Na simulacao
um passo a frente de todo o periodo obteve-se indice rmse = 0,0274 apds estimar-se os
parametros variantes no tempo via RLSVFF.

Na Figura 6.4 pode-se ver o resultado da analise realizada com o objetivo de identificar
o instante de mudanca de dinamica do sinal v, observado no periodo supracitado. Veé-se
nos graficos (a) e (b) que os coeficientes dos regressores 1 e y(k — 22) respectivamente
parecem responder a mudanca de média que ocorre em torno do instante k£ = 185. Como
se pode esperar, esses coeficientes assumem valores constantes apés convergencia, que sao
diferentes antes e depois da mudanga de média. Nos graficos (c) e (d) vé-se que o erro de
predigao estendido, Q(k), e o fator de esquecimento varidvel, A\(k), identificam o momento
de mudanca brusca da média da série temporal estudada. Atentando-se para a média do
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Figura 6.3: Série temporal obtida por meio da observagao do sinal de tensao v¢,, ver equagao (6.3), do
circuito de Chua implementado por Térres (2001).

Tabela 6.2: Modelos polinomiais AR/NAR usados na modelagem da série temporal obtida do circuito
de Chua. Modelos obtidos por meio da metodologia TV-OPS.

’ Modelo 1 \ Modelo 2 ‘
1 y(k —2)y(k = 3)
y(k —22) y(k —2)y(k —2)
y(k — 30) y(k —2)y(k — 4)
y(k —18) y(k = 3)y(k = 3)
y(k —11) y(k —2)y(k = 7)
y(k —10) y(k —1)y(k —3)

indice Q(k), este também sugere que, para o periodo observado, a dindmica antes da
mudanca da média é diferente da dinamica depois de mudanca.

6.1.2 Caso2: Circuito de Chua

A placa do circuito de Chua implementada por Torres (2001), foi construida de forma
a permitir variagoes no resistor R (ver equagao (6.3)). Este componente foi utilizado por
Junior (2003) para mudar a dindmica do sistema durante o tempo de observagao de v,
sendo que as demais variaveis foram mantidas constantes nesse periodo. Investiga-se a
possibilidade de se determinar o instante de mudanca da dinamica por meio da anéalise de
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Figura 6.4: Anélise via método RLSVFF da série de Chua com mudanca de média, conforme modelo
1 da Tabela 6.2. (a) Pardmetro do regressor 1. (b) parametro do regressor y(k — 22). (c)
Erro de predicao estendido, Q(k). (d) Fator de esquecimento variavel, A(k).

série temporal.

Junior (2003) realizou o seguinte experimento: dados foram gerados durante 120 s
com R = 1,549, e o sistema operando em regime cadtico dupla volta. Neste instante,
ainda com o circuito de Chua ligado, variou-se a resisténcia para um determinado valor,
até entao desconhecido, porém mantendo o regime dupla volta. Apods passados mais 120 s,
desligou-se o circuito e mediu-se o valor da resisténcia. O valor obtido foi R = 1,615 ).
O periodo de amostragem foi de 0,01 s.

Vé-se na Figura 6.5 a série temporal obtida pela observagao de v¢,, durante o expe-
rimento citado. E interessante citar que os dados usados na secao anterior, Figura 6.3,
correspondem a um periodo de pouco mais de 20 segundos dos mesmos dados obtidos
neste experimento.

A série temporal vg, (k) foi reamostrada com fator de decimagao igual a 3. Aproxi-
madamente as amostras obtidas nos primeiros 31 segundos de observacao foram usadas
para identificagao de um modelo paramétrico NAR. Por meio da metodologia TV-OPS,
o modelo 2 da Tabela 6.2 foi escolhido. Os parametros variantes no tempo foram estima-
dos via RLSVFF e um indice rmse = 0,0537 foi obtido para predicao 1 passo a frente
usando-se todas as amostras.

Atente-se para a Figura 6.6 com o resultado dessa analise. A secgao A indicada nos
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Figura 6.5: Série temporal obtida por meio da observagio do sinal de tensao v¢,, ver equagao (6.3), do
circuito de Chua implementado por Toérres (2001). O instante de observagao k é incremen-
tado a cada 0,01s.

graficos desta figura, como também na Figura 6.5, apontam o instante de 120 s quando
foi alterado o valor da resisténcia R do circuito de Chua e, por conseqiiéncia, seu padrao
dinamico. Os gréficos (a) e (b) da Figura 6.6 mostram, respectivamente, os parametros
estimados para os regressores y(k—2)y(k—3) e y(k—2)y(k—2). Estes ndo trazem indicios
claros de alguma alteracao apds os primeiros 120 s.

Nos graficos (c) e (d) da Figura 6.6, o erro de predicao estendido, Q(k), e o fator de
esquecimento variavel, A(k), parecem sugerir que algo aconteceu em torno do tempo de
120 s (seccao A). Mas é importante ressaltar o fato que no instante apontado pela sec¢ao
B os mesmos sugerem uma nova alteracao no regime dinamico. Isso parece coincidir
com o que se observa a partir do mesmo instante na Figura 6.5. Junior (2003) diz que
houve uma perda de sincronismo apoés o tempo de 120 s mas que o mesmo durou apenas
alguns segundos e nao o espaco de tempo entre as secgoes A e B. Sugere-se que nesse
trecho tenha ocorrido um problema de convergéncia para o valor final da resisténcia R,
considerando o fato de que sua mudanga no circuito PCChua (Torres, 2001) é feita manual
e gradualmente, embora Junior (2003) declara té-la feito rapidamente.
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Figura 6.6: Andlise da série de Chua conforme modelo 2 da tabela 6.2 via RLSVFF. (a) Parametro
estimado para o regressor y(k — 2)y(k — 3) . (b) Pardmetro estimado para o regressor
y(k —2)y(k —2). (c) Erro de predicao estendido, Q(k). (d) Fator de esquecimento varidvel,
A(K).

6.2 Tendéncia

Nesta secao, deseja-se inicialmente produzir, por meio de simulagao, uma série tem-
poral com tendéncia. A série temporal obtida do modelo da equagao (6.1) é modificada
com a adigdo de uma tendéncia deterministica (ver Se¢ao 2.1.1.2), conforme a seguinte
equacao:

y(k) = y(k)+ (0,0033 x k —0,0033), k=1,---,600, (6.4)

em que y(k) é uma observagao gerada pelo processo da equacao (6.1) e y(k) é a nova
observacao modificada.

Dentre um conjunto de modelos NARX e ARX, o método TV-OPS indicou claramente
a estrutura do modelo 1 da Tabela 6.3.

Atente-se a Figura 6.7, a qual mostra os resultados da anédlise via TV-OPS. No grafico
(b) vé-se os parametros estimados para o modelo. Ressalta-se o fato de que os parametros
dos termos regressores y(k — 1) e u(k — 1) sdo iguais aos parametros do modelo ARX
original da equagao (6.1). O regressor 1 é responsavel por modelar a tendéncia.

Vale observar que para efetuar a predi¢ao livre (Figura 6.7a) além do periodo de
observacao usado na escolha do modelo, ou seja, £ > 600, aproximou-se os parametros
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Tabela 6.3: Modelos ARX/AR usados na modelagem de séries com tendéncia. O modelo 1 foi usado
para modelar o processo formado pelas equagoes (6.1) e (6.4). O modelo 2 foi usado para
modelar a série de producao mensal de energia elétrica da Australia. O modelo 3 modela a
mesma série apés remogao da tendéncia. Metodologia TV-OPS.

’Modelo 1 \ Modelo 2 \ Modelo 3 ‘

y(k —1) 1 1
1 y(k—1) | y(k—16)
uk=1) | ylk—3) y(k - 1)
y(k—4) | ylk—17)
y(k—16) | y(k—4)
yk—25) | y(k—18)
y(k—24) | y(k—27)
y(k—28) | y(k—29)
y(k—12) | y(k—13)
y(k—23) | y(k—11)

variantes no tempo por um polinomio de primeiro grau. Obteve-se um indice rmse =
6,1578 x 1071° para a predicao feita nessas condicoes.

Os resultados obtidos pela metodologia RLSVFF foi similar ao alcangado pelo método
TV-OPS, entretanto obteve-se um indice rmse = 0,4382 (0% = 107°).

6.2.1 Caso: Produgcao Mensal de Energia Elétrica

Como exemplo de uma série temporal real com tendéncia, analisou-se a producao
mensal de energia elétrica da Australia entre janeiro de 1956 e agosto de 1995 (Hyndman,
2004). Esses dados foram normalizados e apresentados na Figura 6.8.

Para a identificacao de um modelo que descrevesse o comportamento dessa série, foram
usadas todas as amostras pelo método TV-OPS. O modelo 2 da Tabela 6.3 foi escolhido
e seus parametros estimados pelo método RLSVFF. Um indice rmse = 0,0991 foi obtido
ao se realizar predicao livre com os mesmos dados usados para identificagao do modelo
e estimagao dos parametros. Com o objetivo de se fazer uma comparagao, o modelo 3
foi usado para modelar a mesma série porém com a tendéncia de média removida. A
tendéncia foi modelada por meio de um polinomio de grau 5.

A Figura 6.9 mostra os resultados da andlise realizada usando-se o modelo 2 da Tabela
6.3. Vé-se que os parametros dos termos regressores mais relevantes, regressor 1 no grafico
(a) e regressor y(k—1) em (b), ndo assumem com clareza a tendéncia da série como ocorreu
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Figura 6.7: Modelagem do processo ARX nao-estaciondrio definido pelas equacoes (6.1) e (6.4). Por meio
método TV-OPS foi escolhido o modelo 2 da Tabela 6.1. Para a expansao dos coeficientes
desse modelo foram usadas 2 fungbes de Legendre ¢ 6 de Walsh. (a) Predigao livre (-.-),
que é real apés k = 600; Série original (—). (b) De cima para baixo, respectivamente, os
coeficientes dos termos y(k — 1), termo unitdrio e u(k — 1).
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Figura 6.8: Série de producdo mensal de energia elétrica na Australia, observada entre janeiro de 1956

e agosto de 1995. Valores de producgao normalizados.

no exemplo simulado. De fato nenhum dos outros parametros o fazem. A Figura 6.10
mostra a analise realizada com o modelo 3 da Tabela 6.3, considerando-se a série sem

tendéncia.
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Figura 6.9: Anélise da série de produgao de energia da Austrdlia, conforme modelo 2 da Tabela 6.2 via
RLSVFF. (a) (—) Parametro estimado para o regressor 1; ajuste polinomial de uma reta
(...) . (b) Parametro estimado para o regressor y(k — 1). (c) Erro de predigao estendido,
Q(k). (d) Fator de esquecimento varidvel, A(k).
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Figura 6.10: Anédlise da série de produgao de energia da Austrélia sem tendéncia, conforme modelo 3 da
Tabela 6.2 via RLSVFF. (a) (—) Parametro estimado para o regressor 1; ajuste polinomial
de uma reta (...). (b) Parametro estimado para o regressor y(k — 16). (c) Erro de predicao
estendido, Q(k). (d) Fator de esquecimento varidvel, A(k).

Comparando-se o parametro do regressor unitario da Figura 6.9a com o parametro
do mesmo regressor na Figura 6.10a, cenario em que a tendéncia da série é removida,
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observa-se uma leve ascendéncia no valor médio do coeficiente do primeiro cenério. Por
outro lado, comparando-se as Figuras 6.9c/d com as Figuras 6.10c/d, ndo se observam
diferencgas relevantes no comportamento do indice de erro estendido, Q(k), e do fator de
esquecimento variavel, A(k). Em ambos os cendrios o indice Q(k) aumenta a medida que
o tempo de observagao aumenta e A\(k) responde gradualmente em declinio a medida que
0 erro aumenta

6.3 Conclusoes

Neste capitulo investigou-se a possibilidade de deteccao do instante em que ocorrem
mudancas no regime dinamico de algumas séries temporais. Foram estudados cenarios
em que ocorreram mudanca brusca na média da série temporal e mudanca brusca num
variavel interna do sistema em observacao. Séries temporais com tendéncia também foram
investigadas.

Aplicando-se a metodologia RLSVFF, foi possivel detectar com facilidade a simples
mudanca de média de um pequeno trecho da série de Chua. Quando efetuou-se uma
mudanca brusca numa varidvel do sistema PCChua, a deteccao do momento em ocorre
essa alteragao nao pode ser facilmente determinado. Os indices Q(k) e A(k) sugerem mu-
dancas nao somente em torno do tempo de 120 s mas também em um momento posterior.
Problemas de convergéncia do novo valor de R podem ter contribuido com a incerteza.

Analisando-se a série mensal de producao de energia elétrica da Australia, nao é pos-
sivel afirmar com clareza a cerca do comportamento com tendéncia da série temporal.
Nao-obstante, observou-se variagoes graduais nos indices Q(k) e A(k), tanto no cenario
original quanto no cenario em que a tendéncia foi removida. Esse padrao mostra uma
variacao crescente do padrao dinamico e pode ser entendido como tendéncia. Ressalta-se
que a tendéncia removida da série de producao de energia no cendario comparativo, cor-
responde aproximadamente aos valores médios dos varios periodos sazonais que compoem
essa série. Entretanto, ha uma outra tendéncia nao removida que corresponde ao aumento
da amplitude dos picos de cada periodo sazonal ao longo do tempo de observagao (Figura
6.8). Esse fato explica a aparente contradigdo entre os cendrios original e o cendrio em
que a tendéncia de média é removida, no que diz respeito aos inidices Q(k) e A(k).

Baseado nos resultados obtidos, pode-se dizer que se a estrutura do modelo do pro-
cesso em estudo tende a correta, é possivel verificar a deteccao de mudangas na dinamica
em poucos parametros, como nos casos em que houve variacao da média da série ou até
mesmo no caso com tendéncia. Muitos parametros variando poderiam indicar uma es-
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trutura incorreta, um sinal com perfil mais aleatério ou ainda conseqiiéncias da mitua
interferéncia entre os parametros como foi exposto na Secao 5.2.3.
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Discussao e Conclusoes Finais

Parece ser, de fato, unanime entre pesquisadores que os sistemas reais em geral, so-
frem, em alguma medida, variacao. Essa variacao poderia estar relacionada simplesmente
a alteracao de um parametro ou até mesmo a mudancas no padrao dinamico do sistema.
Neste ultimo caso, esse comportamento é referido como nao-estacionariedade quando
refere-se a processos estocasticos. Para alguns casos de estudo a nao-estacionariedade
¢ vista como um complicador desnecessério, mas para outros ¢ tida como fonte de infor-
macao relevante. A despeito da relevancia que possa ser atribuida a nao-estacionariedade,
o fato é que se trata de um fenomeno que precisa ser considerado na identificacdo e mode-
lagem de sistemas, ainda que, oportunamente, conclua-se que possa ser desconsiderado.

Nao obstante, ha uma certa subjetividade no tratamento empirico da nao-
estacionariedade, embora se tenha uma definicao matematica muito bem definida. Uma
série temporal pode ser considerada nao-estacionaria por um periodo de observacao mas
num instante futuro a mesma poderia mostrar-se ciclo-estacionaria ou até mesmo pos-
suir um comportamento nao-linear antes nao considerado. E certo, portanto, que ha um
ganho para interpretagao adequada do comportamento dinamico de um sistema quando
o tempo de observacao da variavel de interesse é satisfatorio para cobrir as variagoes no
regime dinamico, incluindo modificacoes bruscas e lentas ou até mesmo um comporta-
mento nao-linear do sistema. Ressalta-se que, por razoes semelhantes as supracitadas, o
periodo de amostragem da varidvel em observacao também é importante para a posterior
caracterizacao adequada do sistema.

Ainda que os tempos essenciais do sistema em observacao sejam cobertos, os proce-
dimentos de medicao podem contribuir positiva ou negativamente dependendo da taxa
de ruido advindo desses procedimentos. Esse ruido seria adicionado ao ruido inerente
a estrutura interna do sistema, levando a um desafio ainda maior na determinacao da
nao-estacionariedade.

Uma outra reflexao que pode-se fazer ainda antes de discutir-se os resultados deste
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trabalho, é a questao da representatividade da varidvel observada. Uma determinada
variavel, em hipdtese, pode refletir o comportamento de varias outras que estao ocultas
ao observador. Desconsiderando-se os sistemas em que essas variaveis sao bem definidas,
a questao da nao-estacionariedade e outras caracteristicas poderiam ser caracterizadas
de maneira inadequada simplesmente pelo desconhecimento ou incapacidade de obter-se
informacoes que revelem de fato o comportamento do sistema.

Ljung (2001) fez uma interessante consideragao: rastrear as propriedades de um sis-
tema € sempre uma questao de avaliagao critica das observacoes obtidas do processo em
questao: as observacoes contém informacoes acerca das mudangas no processo ou estao
somente dominadas por disturbios aleatorios?

Atento a essas observacoes preliminares, optou-se pela investigacao da caracteris-
tica de nao-estacionariedade por meio da modelagem paramétrica de sistemas dinamicos
discretos variantes no tempo, com uso de modelos polinomiais regressivos, lineares e/ou
nao-lineares. A idéia central dessa estratégia é expressar as variagoes temporais no padrao
dinamico de um determinado sistema por meio de variacoes temporais nos coeficientes do
modelo. Para tanto, foi necessario assumir que a estrutura do modelo nao muda ao longo
do tempo de observacao, conforme foi visto no Capitulo 5. Nos sistemas simulados a
estrutura dos modelos foi mantida constante. Nos casos reais, o modelo identificado foi
considerado invariante no tempo para que as analises fossem feitas.

Se admitir-se variacdo na estrutura do processo, a série temporal observada desse
processo deve ser dividida e um modelo especifico identificado para cada parte. A partir
de cada modelo considerado foram feitas as andlises propostas neste trabalho. Embora
admite-se o fato de que a nao-estacionariedade possa ser também decorrente da variacao
temporal da estrutura do modelo, esse caso nao foi considerado neste trabalho.

7.1 Discussao

Foram empregadas trés metodologias na analise de séries temporais observadas de sis-
temas com caracteristicas nao-estacionarias em sua dinamica. O método T'V-OPS envolve
uma metodologia de selegao de estrutura (OPS) e promove o rastreamento dos coeficien-
tes do modelo polinomial a partir da expansao dos mesmos por meio das fungoes base de
Walsh e Legendre. Os métodos RLSVFF e VLSWBLS promovem a busca por variacoes
no padrao dinamico rastreando os coeficiente por meio da técnica de minimos quadrados
regressivo e em batelada respectivamente.
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Dentre as trés metodologias, TV-OPS inclui a técnica OPS!, que auxilia na selecao
da estrutura de modelos polinomiais. Em toda selecao de estrutura feita neste trabalho,
exceto onde indicado, usou-se o método OPS. Nao houve um exercicio comparativo entre
os métodos OPS e OS/ERR, mas, baseando-se em resultados de selecao de estrutura
de sistemas simulados, considerou-se satisfatério o desempenho de OPS. Uma vantagem
no uso desse método é que ele estd inserido no contexto de modelagem de sistemas nao-
estacionarios. Uma outra vantagem em potencial é a possibilidade do uso de outras funcoes
base além de Legendre e Walsh, o que poderia agregar valor na definicao da estrutura.
Uma desvantagem é a subjetividade envolvida na definicao de um valor limiar usado na
comparacao com o residuo de ajuste entre regressores. Essa comparacao determina se os
regressores sao ou nao linearmente independentes. Neste trabalho, o valor do l7mzar usado
foi de 107, Esse valor foi determinado empiricamente apés testes em sistemas simulados.

Baseado nas investigacoes do capitulo 5 e 6, pode-se refinar a declaragao de Ljung
(2001) mencionando-se vérios fatores que estdo envolvidos na andlise de um sistema nao-
estacionario, especialmente com o uso das metodologias empregadas neste trabalho:

e houve mudancas no processo ou as variaveis de projeto usadas pelas metodologias
de anélise nao possuem valores adequados?

e a variacao de um coeficiente é real ou estimulada pela variacao em outro coeficiente?

e houve mudancas no processo ou o modelo escolhido representa incorretamente a
dindmica de todo processo?

e foi feita uma distingao adequada entre nao-estacionariedade e nao-linearidade?

Pode-se verificar ao longo deste trabalho que todas as metodologias estudadas sao
capazes de rastrear parametros que variam em conseqiiéncia de mudancas na dinamica.
A metodologia RLSVFF usa o indice de erro Q(k) e/ou o fator de esquecimento va-
ridvel A(k) para sugerir mudancas na dinamica. O método VLSEWBLS também usa
indices de erro e/ou também a variagdo do tamanho das janelas de dados para indicar
nao-estacionariedade. Considerando-se que os resultados foram semelhantes para as trés
metodologias, na Secao 5.1 optou-se por expor somente o método TV-OPS quanto a sua
capacidade de apontar nao-estacionariedades.

O critério de Akaike modificado, AIC'm, sugere a quantidade de fungoes base (Legen-
dre e/ou Walsh) necessaria para rastrear os parametros do modelo. Observou-se que tanto

10 método OPS é apresentado na Secio 3.6.2.
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para parametros constantes quanto para parametros que variam rapido e aleatoriamente,
AICm aponta para a quantidade minima de funcoes, ou seja, sugere que hé estacionarie-
dade. No ultimo caso, embora haja variagoes bruscas e aleatorias, o algoritmo s6 consegue
rastrear a média desses coeficientes. Outros cenarios mostraram que esse indice pode in-
dicar a caracteristica de nao-estacionariedade pela tentativa de montar um conjunto de
funcoes base para descrever a variacao temporal do parametro. Apesar de os testes terem
sido realizados em cenarios bem definidos, o procedimento matematico mostra-se eficiente.
Atente-se para o fato de que os graficos “AICm x No. Fung¢oes Base” apresentam formas
geométricas que poderiam ser relacionadas a um grau de nao-estacionariedade para o sis-
tema. Nao foi feito um estudo comparativo desses graficos mas somente uma inspegao
visual. Sugere-se essa investigacao em trabalhos futuros.

Discute-se a seguir dificuldades na interpretacao do resultado da andlise de séries
temporais, causadas pelo uso inadequado dos métodos abordados.

Todas as metodologias abordadas possuem varidaveis, chamadas varidveis de projeto,
cujos valores sao empiricamente determinados. Ficou claro que o valor escolhido para essas
variaveis de projeto é muito importante para a interpretacao adequada dos resultados
da analise. O conhecimento prévio do sistema em estudo pode ajudar na definicao das
variaveis de projeto. Como é o caso do conhecimento do taxa de ruido que, como visto na
secao 5.2.1, também pode comprometer a andlise de resultados. Na metodologia RLSVFF
por exemplo, o valor da varidvel 02 deve ser determinado a partir do valor da relacao sinal-
ruido (SN R) e pode minimizar o efeito do ruido.

Para analise de sistemas reais, determinados valores de variaveis, considerados de-
fault a partir da simulacao de outros sistemas, devem ser inicialmente empregados. Em
seguida novas analises devem ser feitas a partir de variagoes nessas mesmas variaveis. Os
resultados podem ser considerados a luz de algum conhecimento prévio a cerca do pro-
cesso em estudo. Sugere-se que esse mesmo conhecimento possa conduzir um ajuste nos
valores das variaveis de projeto, de maneira que valores default possam ser definidos para
determinados tipos de processos. Esse procedimento visa contribuir para a interpretacao
adequada do comportamento dinamico do processo.

Outro fato também interessante é a variacdo de um determinado parametro cau-
sar uma perturbacao ou variacao errada em outro parametro. Pudemos certificar que
variagoes bruscas ou suaves em um parametro causa perturbacoes em outro parametro
constante. As metodologias RLSVFF e VLSWBLS usam o mesmo principio geral de re-
ducao da janela de dados recentes a medida que o erro de predicao aumenta. Quando
isso acontece, os parametros constantes sao mais afetados ao serem estimados com uma
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quantidade de dados menor. Com relacao ao parametros variantes no tempo, esse efeito
de reducao da janela de dados passa a ser referido como maior ou menor sensibilidade de
rastreamento. Quanto maior o poder de adaptagao as mudangas, maior a sensibilidade aos
efeitos indesejados. E interessante, portanto, empregar modelos com estrutura minima.
Termos desnecessarios ou com uma desprezivel contribui¢ao no ratreamento da dinamica
podem levar a uma deteccao espuria de nao-estacionariedade.

Os fatores de dificuldades comentados acima podem ocorrer independentemente da
estrutura do modelo usada. Em outras palavras, pode-se afirmar que ainda que a estru-
tura do modelo seja a correta, podem ocorrer interferéncia mitua entre coeficientes e as
variaveis de projeto ainda precisam ser bem definidas. Nao obstante, num cendario como
esse as metodologias se mostraram capazes de rastrear parametros variantes no tempo e
detectar instantes de mudanca de dinamica.

Um outro ponto investigado foi a questao da distingao entre nao-linearidade e nao-
estacionariedade. Concluiu-se que é possivel diferenciar-se um de outro desde que a estru-
tura do modelo representativo do processo seja correto ou que pelos menos seja capaz de
absorver suas nao-linearidades. Caso contrario nao se pode afirmar nada. Pode-se definir
que a nao-linearidade é uma questao ligada a estrutura do modelo e a nao-estacionariedade
expressa nas variacoes dos parametros desse modelo. Semelhantemente, Soderstrom &
Stoica (1989) mostra que ciclos (sazonalidades) podem ser modelados por modelos de se-
gunda ordem. De fato, em experimentos com sazonalidades nao incluidos nesse trabalho,
pode-se ver que quando a sazonalidade foi corretamente absorvida pela estrutura do mo-
delo, os parametros do modelo se mostraram constantes, sugerindo a estacionariedade do
processo em estudo.

A questao da selecao correta da estrutura do modelo escolhido para o processo torna-se
crucial para o sucesso no uso dessas metodologias. Além do problema de sobreparame-
trizacdo em modelos com estruturas incorretamente especificadas, esses modelos estao
sujeitos a regimes dinamicos espurios. Concluiu-se que a variacao dos parametros de um
modelo incorreto em geral nao compensa o erro da estrutura. Ainda que para processos
reais seja dificil determinar uma estrutura “correta” para o modelo, acredita-se que cer-
tas caracteristicas da dinamica do processo possam ser analisadas por meio do “melhor”
modelo obtido.

Atente-se, por exemplo, a questao da deteccao do instante de mudanca da dinamica
abordado no Capitulo 6. Diante de todas os desafios a modelagem paramétrica de siste-
mas nao-estacionarios, a detecgao do instante de mudanca do padrao dinamico se mostrou
mais robusto, principalmente para mudancas bruscas. Certamente o problema da sobre-
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parametrizacao (Mendes & Billings, 1998) dificulta a tomada de decisao dos instantes de
mudanga devido principalmente a interferéncia mutua entre parametros. Nao obstante,
viu-se no casos de séries temporais simuladas com variagoes na média e séries com ten-
déncia, que, numa estrutura menor e mais préxima da correta (linear ou nao-linear), um
parametro ou um nimero minimo deles poderiam se encarregar dessas variagoes.

Foi visto na Sec¢ao 6.1.1 que numa série real obtida de um circuito de Chua foi possivel
identificar satisfatoriamente o instante em que houve uma mudanca brusca na média dessa
série. Investigou-se também a possibilidade de detectar uma mudanca interna do circuito
de Chua na Secao 6.1.2. Percebe-se que hé indicios de alguma mudanca no instante em que
de fato ela ocorreu, mas a mesma ferramenta aponta para uma outra suposta mudanca,
como pode ser visto na Figura 6.6, seccao B. Baseado no conhecimento prévio a cerca de
um perfodo necessario para convergéncia apds a alteragao no valor do resistor R (Secgao
A) (Junior, 2003) e também uma inspecao visual da Figura 6.5, RLSVFF parece indicar
tanto o momento em que alteracao da variavel R perturbou o sistema e o momento em
que R se estabiliza.

No caso da andlise da série de producao de energia elétrica da Australia, Secao 6.2.1,
nao foi possivel identificar com clareza a tendéncia na média, por meio do coeficiente
do regressor unitario conforme esperado. Entretanto, o indice de erro, Q(k), e o fator
de esquecimento, A(k), sugerem uma mudanca gradual na dinamica mesmo depois de
retirada da tendéncia da média. Acredita-se que o aumento da amplitude do periodo
sazonal contribuiu para esse fato. Acredita-se que se a sazonalidade fosse retirada ou
mesmo absorvida adequadamente pela estrutura do modelo, a tendéncia da média poderia
ser melhor rastreada.

Pode-se anuir que, baseados nos resultados fundamentais dos Capitulos 5 e 6 , modelos
mais adequados podem aumentar as possibilidades de uma analise com menos conheci-
mento prévio, com o objetivo de deteccao de instantes de mudanca no regime dinamico
do processo em estudo.

7.2 Conclusoes Finais

Neste trabalho investigou-se a modelagem paramétrica de processos nao-estacionarios.
Desejou-se compreender até que ponto as trés metodologias abordadas no Capitulo 4
podem caracterizar um regime dinamico variante no tempo.

No que diz respeito a questao matematica e considerando processos simulados bem de-
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finidos, as medodologias mostraram-se bastante eficientes no rastreamento de parametros
de sistemas variantes a luz das seguintes consideragoes bésicas: i) a estrutura do modelo
seja constante ao longo do tempo de observacao; i) o modelo corresponda exatamente ao
processo gerador da série temporal,

As consideragoes supracitadas sao fundamentais também na andlise de séries tem-
porais reais. Como nao é possivel garantir que um modelo represente exatamente um
processo dinamico real, deve-se buscar o melhor modelo com o menor niimero possivel de
regressores. Muitos parametros variando poderiam indicar uma estrutura incorreta, um
sinal com perfil mais aleatorio ou ainda conseqiiéncias da mutua interferéncia entre os
parametros como foi exposto na Secao 5.2.3.

Dentro do contexto deste trabalho, definiu-se que nao-linearidade estd relacionada a
estrutura do modelo enquanto a nao-estacionariedade é expressa nos coeficientes variantes
no tempo dos termos do modelo. Nao-linearidades nao traduzidas na estrutura do modelo
podem levar a uma deteccao espuria de nao-estacionariedade.

As variaveis de projeto das metodologias devem ter seus valores cuidadosamente de-
finidos, alguns por meio de conhecimento do processo, como a taxa de ruido(SNR), e
outros pelo método de tentativa e erro partindo de valores de casos ja estudados.

Baseando-se nos resultados obtidos, a despeito de todas as dificuldades inerentes ao
métodos utilizados, pode-se dizer que se a estrutura do modelo do processo em estudo
tende a correta, é possivel detectar mudancas na dinamica de processos reais por meio
da variacao de parametros do modelo e/ou por meio de indices como o fator de esque-
cimento variavel da metodologia RLFVFF. Acredita-se que a deteccao de mudangas no
regime dinamico de processos nao-estacionarios seja a maior contribuicao da modelagem
paramétrica desses processos.
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