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Resumo

Considera-se o problema da estimacao bayesiana de uma proporgao p de interesse
onde a classificacao das unidades esta sujeita a erros de diagnéstico. Na abordagem
Bayesiana, a utilizacao de distribuigoes a priori Uniforme com parametros zero e
um para os erros de classificacdo e para proporcao de interesse geram uma média
a posteriori para proporcao igual 0,50 independentemente do resultado amostral,
além de grande variabilidade. E necessario, portanto, que a distribuigao a priori seja
informativa, o que nem sempre é possivel. Neste trabalho, utiliza-se classificagoes
repetidas e distribuicao a priori empirica para apresentar uma solugao ao problema.
Resultados de simulagao indicam que a metodologia desenvolvida apresenta uma boa
estimativa da proporcao de interesse quando o nimero de classificagoes repetidas é

igual ou superior a tres.

Palavras-Chave: Andlise Bayesiana, Erros de Classificagdo, Classificacbes Repetidas,

Método Bayes Empirico, Distribuicao Binomial



1 Introducao

Na implementacao do controle de qualidade de atributos, a eficiéncia do sistema que
classifica os itens manufaturados como conforme ou nao-conforme precisa ser considerada.
Dois tipos de erros podem ocorrer durante a inspecao: o primeiro, conhecido como tipo I,
ocorre quando um item conforme é classificado como nao-conforme; e o segundo, denotado

por tipo II, quando um item é dito conforme quando é, na verdade, nao-conforme.

Pioneiramente, Bross (1954) mostrou que, na presenca de erros de classificagao, os
estimadores obtidos por uma abordagem estatistica classica sao extremamente viciados.
Outros autores, como |Johnson e Kotz (1988)), Johnson et al|(1991), |[Evans et al.|(1996),
Viana| (1994)), Gustafson| (2003)) enfatizaram que os erros de classificacao, quando ignorados,
podem comprometer todo o processo de inferéncia e, conseqiientemente, o controle de

qualidade.

Suponha que, numa amostra aleatéria de n unidades, um ntimero X de itens conformes
é observado. Essa varidvel aleatéria X tem distribuigdo binomial com parametros (n,p),
ou seja, X ~ Bin(n,p). Contudo, a presencga de erros de classificagdo no sistema implica
numa modificacao dessa funcao de probabilidade. Seja e; a probabilidade de que um item
conforme seja erroneamente classificado como nao-conforme, e seja e, a probabilidade de
que um item nao-conforme seja classificado como conforme. Entao, a probabilidade de
que um item seja classificado como conforme é ¢ = p(1 — e1) + (1 — p)ey, definindo uma

variavel aleatoria X que tem distribuicao binomial com parametro ¢ ao invés de p.

A dificuldade de andlise pode ser melhor compreendida através da determinacao do
estimador de maxima verossimilhanga. A fungao de verossimilhanga para o caso com erros
de classificagao pode ser expressa como L(z|n,q) = ¢*(1 —q)"*. Esta é maximizada para
todos os pontos (p, e1, e3) tais que p(1 —e1) + (1 —p)ea = x/n (GABA; WINKLER, 1992).

Portanto, o estimador de méxima verossimilhanga nao ¢ tnico.

Para resolver essa questao, muitos métodos classicos foram sugeridos e uma revisao

pode ser encontrada em |[Johnson et al.|(1991). Em geral, os métodos propostos utilizam-



se de planos amostrais alternativos para estimacao preliminar dos erros de classificacao.
Numa ética bayesiana, Gaba e Winkler| (1992) consideraram uma abordagem que requer a
utilizagao de uma distribuicao a priori informativa. Isto pode ser uma restricao consideravel,
pois em muitos casos essa informacao nao esta disponivel. Constataram que a utilizagao
de distribuicoes a priori nao informativas independentes e uniformes entre zero e um para
os parametros (p, e1, €2) gera uma média a posteriori de p igual a %, independentemente do
resultado amostral e, além disso, todos os pontos (p, e1, €2) tais que p(1—e1)+ (1 —p)es =

x/n eram modas a posteriori.

Em trabalhos sobre tamanho amostral bayesiano para dados dicotomicos na presenca
de erros de classificagao, |Dendukuri et al.[(2004) e Rahme et al.|(2000) também observaram

a necessidade primordial de uma distribuicao a prior: informativa.

Neste artigo, propoe-se um modelo em que o processo de inferéncia Bayesiana para
proporcao na presenca de erros de classificagdo incorpora a realizacao de classificacoes
repetidas tanto para elicitar uma distribuicao a priori empirica como para minimizar o
impacto desses erros. A classificacao final de um item sera aquela que apresentar maioria
nas classificagoes repetidas. Em termos praticos, considera-se que realizar classificagoes

repetidas pode ser mais facil e operacional do que obter distribuigoes a priori informativas.

A secao 2 apresenta um esquema para incorporar classificagoes repetidas com respectiva
determinacao da funcao de verossimilhanca. Na secao 3 uma andlise Bayesiana empirica
para a proporcao de interesse é apresentada, com exemplos numéricos descritos na se¢ao

4. Conclusoes sao apresentadas na secao 5.

2 Funcao de verossimilhanca

Suponha que cada item de uma amostra aleatoria de tamanho n seja classificado m vezes,
m impar, independentemente como conforme ou nao-conforme. Seja C;;(i = 1,2,...,n;
j = 1,2,...,m) uma varidvel aleatéria Bernoulli correspondente a j-ésima classificacao

do i-ésimo item. Assim, Cy3 = 1 significa que o segundo item foi classificado como



conforme na terceira classificacao. Seja F; uma variavel aleatéria Bernoulli que denota a
classificacao final do i-ésimo item apds as m classificacoes. Considere que F; = 1 se, e
somente se, Z;nzl Ci; > 0,5m. A Tabela |1 apresenta a descricao desse procedimento de

classificacao.

Seja ainda FE; outra variavel aleatéria Bernoulli, que denota o estado real da i-ésima
pega, de tal forma que o interesse seja estimar P(E; = 1) = p. Desta forma, temos que
eg=P(C;;=0|E;=1)ee,=P(C;; =1| E; =0). Entao, a probabilidade de que uma

peca seja classificada como conforme é dada por

P(F; =1) =pBin(m;e1;0,5m) 4+ (1 — p) [1 — Bin (m; eq; 0, 5m)] (1)

em que Bin (m;eg;0,5m) denota a fungao de distribuigdo acumulada Binominal definida
no ponto 0,5m. Observe que se m — oo e as probabilidades associadas aos erros de
classificacao forem menores do que 0,5 entao converge para p, corroborando o beneficio

da utilizacao de classificacoes repetidas.

Supondo agora uma amostra aleatéria de n itens com r deles considerados conformes,

a funcao de verossimilhanca pode ser expressa por

Tabela 1: Classificacoes repetidas de n itens m vezes cada

Classificagoes (Cj;) Classificacao
Item 1 3 5 - m Final
1 Cun Cis Cis Cim Fy
2 Ca1 Caz Uy Com Fy
3 Csn O Oy Cam Fy
n  Cpn Ch Chps Crm Fy,




L(r|n,m,p, e1,e3) = {pBin (m;e1;0,5m) + (1 — p) [1 — Bin (m; eq; 0,5m)]}" x

{1 — [pBin (m;e;0,5m) + (1 — p) [1 — Bin (m; e2:0,5m)]|}"" (2)
que pode ser reescrita como

Lirlnm prer, e3) — () (" N )p (1= p)* x
=0 t=0 ‘7 t

J

[Bin(m;e1;0,5m)]" 7 [1 — Bin(m;ey; 0,5m)]" """ x

[Bin(m; es; 0, 5m)]" [1 — Bin(m; ez; 0, 5m))’ (3)

Note que se m = 1, entao é igual a

L{rln,p,er,ea] = [p(1 = e1) + (1 = p)ea] [per + (1 = p)(1 = &o)]"" (4)

A expressao ¢ exatamente a funcao de verossimilhanca utilizada por Gaba e
Winkler (1992) e Viana et al.| (1993)), indicando que a expressao ¢ uma generalizacao

destes modelos obtida através da introducao de classificacoes repetidas.

3 Analise Bayesiana Empirica

Considere uma distribui¢do a priori conjunta de (p, e, e5) dada por:

f(p,e1,e2) = fo(pla, B) faler]ar, Br) fa(ezlaz, ) (5)

em que fz(a | b,c) é fungao densidade de uma distribuigdo Beta para varidvel aleatéria
a com parametros b e c. Distribuicoes Beta sao amplamente utilizadas em modelos

Bayesianos para descrever informagoes sobre proporgoes (GUPTA; NADARAJAH] [2004).



Neste artigo, considera-se que as variaveis aleatdrias (p, 1, €2) sdo mutuamente independentes

a priori.

A densidade conjunta a posteriori de (p, e1, e3) é obtida multiplicando-se a distribuicao
a priori pela verossimilhanca ((3)) e normalizando como requerido pelo teorema de Bayes
(WINKLER, 2003). Integrando-se em relagao a e; e ey, obtém-se a funcao densidade

marginal a posteriori de p, que pode ser expressa como:

T n—r

f(plr,n,m) = wirfp (pla”, 57) (6)

j=0 t=0

em que w}, = ﬁ, com aj, = (;) (") B (o, ) k1 (. 1) k2 (j, t) e

t=0 “jt

1 .
ki(j, 1) = / e (1 — ) [Bin (m; e1;0,5m)]" 7 [1 — Bin (m;eq; 0, 5m)]" " dey;
0

1
ka(j,t) = / e52 " (1= €)™~ [Bin (m; e;0,5m)]" [1 = Bin (m; 530, 5m))’ dey;
0

e B (a*, %) o valor da fungao Beta calculada no ponto (a*, %) com a* =a+n—j—te
Br=pt gt

A auséncia de informagoes suficientes para definir distribuicoes a prior: informativas
para os erros de classificagao implica, por exemplo, na utilizagao de distribuigées U(0, 1),
caso particular da distribuigdo Beta, para os parametros (p, e, e2). Conseqiientemente,
a distribuigdo marginal a posteriori para p pode ser multi-modal e/ou apresentar grande
variabilidade. A realizacao de classificacoes repetidas nao é garantia de minimizacao deste
problema, e a situacao é ainda mais grave quando apenas uma classificagao é realizada,

gerando uma média a posteriori de p igual a 0,5 independentemente do resultado amostral

(GABA; WINKLER, |1992).



Assim, a distribuicao a posteriori obtida pode ser de pouca utilidade para gerar
informagoes necessarias sobre a proporcao de interesse, ficando evidente a necessidade

de obtencao de uma informacao adicional sobre os erros de classificacao.

Uma alternativa para minimizar esse problema é utilizar os resultados das classificagoes
repetidas (m > 1) para estimar os hiperparametros (aq, ;1) e (ag, f2) da distribuigao a
priori Beta dos erros de classificagdo e continuar utilizando a distribuigdo U(0,1) para
p. Este procedimento pode ser descrito como um processo de estimacao Bayes empirico
paramétrico como apresentado por |Carlin e Louis| (1996), Gupta e Nadarajah| (2004),
Morris| (1983) e |Gelman| (2004)).

A estimacao dos hiperparametros (aq, ;) e (ag,32) foi realizada pelo método dos
momentos. Primeiramente, a amostra aleatéria de tamanho n foi dividida em duas sub-
amostras: uma constituida pelos itens com classificacao final conforme (F; = 1) e a
outra com itens com classificacao final nao-conforme (F; = 0). Para cada unidade da
primeira sub-amostra foi calculada a proporcao de classificacoes repetidas nao-conformes,
sendo que a média e a variancia destas proporcoes estimam, respectivamente, a média e
a variancia da distribuicao a priori Beta de e;. Na segunda sub-amostra, calculou-se a
proporgao de classificagoes conforme para cada unidade. A média e a variancia destas
proporgoes estimam, respectivamente, a média e a variancia da distribuicao a prior: Beta
de eo. Finalmente, através das formas fechadas da média e da variancia da distribuicao
Beta, foi possivel estimar («aq, 5;) e (aq, 52) resolvendo sistemas de duas equagoes e duas
incégnitas. As estimativas para (aq, ;1) e (az, f2) podem ser expressas, respectivamente,

por:

by = k(K2 + k2 — ky) /K2 (7)

B = (k2 + k3 — k) (ks — 1)/ k] (8)



Gy = ks (k§ + k2 — ks)/ kg (9)

B = (kg + k2 — ks) (ks — 1)/ kg (10)

em que

" - (1—01)11@_1 -
kazzz 1A } k’4=k3(1—k53)21{ﬂ:1};
i—1

i=1 j=1 m 2 Itp,—1y

n

m 1 . l I n
Z DRGSR S Iroy.
i=1 j=1 m Z Iip,—oy i=1

A utilizacao da distribuicao a priori empirica para m = 1 nao é viavel através do
método proposto, haja visto a impossibilidade de estimar (aq, (1) e (ao,32) através
das proporcoes de classificagoes equivocadas. Quando em uma sub-amostra todas as
classificagoes repetidas gerarem resultados idénticos, serd necessario aumentar n ou m de
tal forma a captar o efeito dos erros de classificacao e tornar possivel estimar (aq, 51) e

(cvg, B2) pelo método dos momentos.

4 Exemplo numérico e discussoes

A avaliacao do desempenho numérico da metodologia proposta neste artigo foi realizada
através de uma simulagao considerando todas as combinacoes decorrentes dos seguintes
valores de parametros: p =0,55; 0,75 ou 0,9; ¢;=0,05 ou 0,15; e;=0,05 ou 0,15; n=250 ou
500. Além disso, foram utilizadas distribuig¢des a priori empirica e U(0, 1) para os erros,
considerando também a possibilidade de até sete classificacoes repetidas. A distribuicao
a priori de p foi U(0,1) em todos os casos simulados. Foi desenvolvido um programa no

software Matlab de tal forma a calcular @ e gerar graficamente a distribuicao a posteriori



de p com respectiva média, moda, mediana e intervalo de credibilidade. O programa e os

resultados de todas as simulagoes podem ser obtidos em www.est.ufmg.br/~roberto.

As Figuras de [1] a [7] foram simuladas com os parametros p = 0,55; e; = 0,15; ey =

0,15; n = 500, correspondendo as sete classificacoes repetidas e sao representativas dos

resultados obtidos em todo o processo de simulagao.
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De maneira geral, o aumento das classificagoes repetidas reduziu o nimero de pontos

extremos na funcao densidade a posteriori de p quando utiliza-se tanto a distribuicao a

priori U(0,1) (Figuras [1] 2} [} [6) quanto a distribui¢do a priori empirica (Figuras [3] [5

. Observa-se também que, considerando o mesmo ntimero de classificagoes repetidas, as

distribuicoes a posteriori de p obtidas através de priori empirica para os erros apresentam

menor variabilidade e um nimero de pontos extremos menor ou igual ao das distribuigoes
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obtidas com distribui¢do a priori U(0,1).

As Tabelas [2| e [3| apresentam o vicio médio (em percentual relativo ao valor real do
parametro) para as combinagoes de erros simuladas e amostras de 500 e 250 elementos
respectivamente. A utilizacdo da distribuicao a priori empirica demonstra um melhor
desempenho, pois gera vicios, em modulo, menores do que a utilizacao da distribuicao a
priori uniforme. A média a posteriori apresenta os maiores vicios médios, nao sendo esta,
portanto, uma boa escolha para estimar p. J4 a mediana e a moda, quando n=>500 e 250,
apresentam valores de vicios médios absolutos inferiores a 5% para 3, 5 ou 7 classificacoes

repetidas, tendo a moda um desempenho ligeiramente melhor.

As Tabelas [4] e [f] apresentam os vicios méximos obtidos para as combinagoes de erros
simulados nas amostras de 500 e 250 elementos. Considerando 3, 5 ou 7 classificagoes
repetidas, observa-se que a mediana apresenta um melhor desempenho, com valores
de vicios maximos (em modulo) inferiores a 7,2%, enquanto a moda apresenta valores

inferiores a 9,0%.

Quando a distribui¢do a priori empirica ou U(0, 1) é utilizada para os erros, percebe-
se freqiientemente a ocorréncia de vicios negativos, ou seja, a proporcao p de interesse
estd sendo subestimada. Isso pode ocorrer devido ao critério de decisao para classificagao
final em conforme (F; = 1) ou ndo-conforme (F; = 0). Como nos exemplos simulados
p > 0,5 entao em média a quantidade de itens realmente conformes é maior implicando
que o numero de ocorréncias em que classifica-se um item como nao-conforme quando é
conforme é maior do que os casos onde classifica-se um item como conforme quando é na
verdade nao-conforme. Conseqiientemente a proporcao tende a ficar sub-estimada. Caso

p < 0,5 existird uma tendéncia de super-estimacao da proporcao.
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Tabela 2: Vicio médio de estimativas a posteriori de p com n=500

Distribuicao a priori Empirica Distribuicao a priori Uniforme

m P Média Mediana Moda Média  Mediana Moda

0,55 - - - -9,10%  -9,10% 12,70%
1 0,75 - - - -33,30%  -33,30% 19,20%
0,90 - - - -44,40%  -44,40%  -71,00%

0,55 -520%  0,00% 0,80%  -9,10%  -9,10%  18,20%
3 075 -2,80% -1,80%  -1,20%  -33,30% -33,30%  -61,10%
0,90 -9.80% -3,70%  -2,50%  -44,40% -44,50%  -60,60%

0,55 -6,80% -1,00% 3,90% -9,10%  -9,10% -62,00%
5 0,75 -180% -1,10% -0,80% -33,30% -33,30%  -65,90%
0,90 -7,40% -1,40% -0,70% -44,40%  -44,50%  -72,50%

0,55 -5,70%  -1,00% -0,30% -9,10%  -9,10% -79,90%
7 0,75 -2,00% -0,80% -1,20% -33,30% -33,30%  -42,10%
0,90 -2,30% -0,40% -0,40% -44.50%  -44,40%  -44,40%

Tabela 3: Vicio médio de estimativas a posterior: de p com n=250

Distribuicao a priori Empirica Distribuicao a priori Uniforme

m p Média  Mediana Moda Média  Mediana Moda

0,55 - - - -9,10%  -9,10% 14,30%
1 0,75 - - - -33,30%  -33,30% 8,10%
0,90 - - - -44,40%  -44,50% 1,00%

055 -4,50% -0,30%  0,70%  -9,10%  -9,10%  25,60%
3 075 -350% -2,50%  -2,00% -33,30% -33,30%  -36,80%
0,90 -10,10% -4,70%  -3,60%  -44,40% -44,50%  -94,20%

0,55 -7,20%  -2,20% -1,00% -9,10%  -9,10% 8,20%
5 0,755 -2,10% -1,20% -1,40%  -33,30% -33,30%  -19,30%
0,90 -7,60% -2,80% -2,20%  -44,40% -44,50%  -69,50%

0,55 -5,10%  -0,90% -0,40% -9,10%  -9,10% -5,60%
7 0,75 -280% -1,30% -1,70%  -33,30% -33,30%  -33,30%
0,90 -2,60% -1,30% -1,40%  -44,50%  -44,40% 9,10%
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Tabela 4: Vicio maximo de estimativas a posteriori de p com n=500

Distribuicao a priori Empirica Distribuicao a priori Uniforme

m P Média  Mediana Moda Média  Mediana Moda

0,55 - - - -9,10%  -9,10% 81,80%
1 0,75 - - - -33,30% -33,30%  33,30%
0,90 - - - -44,40%  -44,50%  -93,00%

0,55 -6,50%  4,20% 6,00%  -9,10%  -9,10%  81,80%
3 0,75 -6,40%  -4,30%  -4,30%  -33,30% -33,30%  -91,00%
0,90 -15,40% -7,20%  -5,70%  -44,40% -44,50%  -82,30%

0,55 -12,90%  -2,10% 8,60% -9,10%  -9,10% -79,30%
5 0,75 -5,10% -3,10% -2,50%  -33,30% -33,30%  -77,00%
0,90 -15,10% -3,60% -2,20%  -44,40% -44,50%  -100,00%

0,55 -11,20%  -2,90% -1,50% -9,10%  -9,10% -82,30%
7 0,75 -290%  -1,60% -2,70%  -33,30% -33,30%  -76,00%
0,90 -3,50%  -1,20% -1,40%  -44,50%  -44,50%  -100,00%

Tabela 5: Vicio maximo de estimativas a posteriori de p com n=250

Distribuicao a priori Empirica Distribuicao a priori Uniforme

m p Média  Mediana Moda Média  Mediana Moda

0,55 - - - -9,10%  -9,10% 81,80%
1 0,75 - - - -33,30% -33,30%  54,20%
0,90 - - - -44,40%  -44,50% 11,50%

055 -9,70% -6,50%  890%  -9,10%  -9,10%  81,80%
3 075 -720%  -6,10%  -6,20%  -33,30% -33,30%  -91,60%
0,90 -14,90% -8,10%  -6,60%  -44,40% -44,50% -100,00%

0,55 -14,70%  -4,20% -2,70% -9,10%  -9,10% 54,70%
5 0,75 -510%  -3,00% -3,50%  -33,30% -33,30%  -65,80%
0,90 -10,40% -5,20% -4,70%  -44,40%  -44,50%  -100,00%

0,55 -9,40%  -3,40% -2,40% -9,10%  -9,10% -9,10%
7 0,75 -450% @ -3,00% -3,90%  -33,30% -33,30%  -33,30%
0,90 -3,30%  -2,20% -2,80%  -44,50%  -44,40% 10,20%
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Observa-se também que o vicio é assintoticamente nulo com o crescimento das classificacoes
repetidas. A Figura [9] ilustra esta situagao através da determinacao da distribuigdo a
postertort de p com as respectivas média, mediana e moda obtidas de uma simulacao
em que n = 500, p = 0,75, m = 99 e distribuicao a priori empirica para os erros.
Neste cendrio, o vicio maximo estd em torno de -0,1% decorrente da média a posteriori.

O grafico também indica que quando m cresce a moda a posteriori tende a apresentar

menores vicios.

n =500, r =375, m=99 a priori empirica: e, ¢ e, n =500, r =375, m=99 a priori empirica: e, ¢ e,

25 25
média = 0,7490 mediana = 0,7493 média = 0,7490 mediana = 0,7493
% =0,0004 moda = 0,7500 % =0,0004 moda = 0,7500
2 | 20
T 15 T 15
< s
~ ~
) &
= 10 = 10
5 5
0 = i 0 i
00 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1,0 00 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1,0
p p

Figura 8: Distribuicao a posterior: de Figura 9: Distribuicao a posterior: de
p com n=500, m=99 e distribuicao a p com n=500, m=99 e distribuicao a
priori empirica para e; e es. priori empirica para e; e es.

5 Conclusao

Este trabalho apresenta uma metodologia bayesiana empirica para estimar uma propor¢ao
quando as avaliagoes estao sujeitas a erros de classificagao e informacoes a priori sobre
tais erros nao estao disponiveis. A proposta é realizar classificacoes repetidas e, através

destas, elicitar distribuicoes a prior: empiricas para os erros de classificagao.

Um estudo de simulagao demonstrou que a metodologia apresenta desempenho satisfatorio,
pois a utilizacao da distribuicao a priori empirica, quando comparada com a distribuicao
a priori U(0, 1), gera estimativas a posteriori com vicios absolutos menores e distribuigoes

a posteriori com menor variabilidade.

Como estimativa a posteriori da proporcao de interesse, considerando-se uma postura

conservadora do pior caso, recomenda-se a mediana como melhor alternativa. Decidindo-
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se por uma abordagem de vicio médio, a melhor estimativa é fornecida pela moda. Em
ambos os casos, recomenda-se pelo menos trés classificagoes repetidas de tal forma a
garantir um nimero menor de pontos extremos e um vicio que nao comprometa o processo

de decisao.
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