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Resumo

Os nucleotideos extracelulares desempenham um papel fundamental na regulacao do
transporte mucociliar e, dessa forma, sao essenciais na defesa das vias respiratorias
contra patégenos inalados. Os nucleotideos adenosina trifostafato (ATP), adenosina
difosfato (ADP) e adenosina monofosfato (AMP) sao secretados pelo epitélio respi-
ratoério para o liquido superficial das vias respiratoérias, onde sao metabolizados por
ecto-enzimas e transformados nos nucleosideos adenosina (ADO) e inosina (INO) que,
por sua vez, sao absorvidos pelas células do epitélio respiratorio. Sao as concentracoes
de ATP e ADO extracelulares que, ao ativar os receptores P2Y, e Asg na membrana
celular, regulam a taxa de secrecdo de muco, a frequéncia de batimento ciliar e a
hidratacao e viscosidade do muco.

Esta rede bioquimica de regulacao das concentragcoes de ATP e ADO extracelula-
res foi recentemente descrita quantitativamente por um modelo computacional baseado
em dados experimentais coletados em culturas de células do epitélio respiratorio hu-
mano. Embora este modelo tenha reproduzido dados experimentais in vitro, ele nao
podia ser usado para investigar a regulacao de nucleotideos extracelulares in vivo, ja
que se baseou em culturas de célula contendo liquido a uma altura de ~ 1500um,
enquanto in vivo a altura do liquido superficial é da ordem de 30 pm.

Com o intuito de adaptar o modelo computacional para descrever o comporta-
mento do sistema in wvivo, selecionamos dados experimentais da literatura em que a
rede de regulacao foi investigada para alturas do liquido superficial variando de 14 pym
a 2730 pm. A nova versao do modelo, proposta neste trabalho, consiste na solucao da
equacao de reacao-difusao em coordenadas cilindricas, com condic¢ées de contorno que
expressam as reagoes catalisadas pelas ecto-enzimas na superficie do epitélio bronquial.
O conjunto de equacoes diferenciais acopladas foi resolvido numericamente usando o
método de volumes finitos. O método foi validado comparando a solu¢ao numeérica
com a solucao analitica de dois casos particulares de condicoes de contorno: barreiras
refletoras e fluxo constante em z = 0. Utilizando o modelo, investigamos o comporta-

mento dos nucleotideos apés choque hipotoénico, obtendo uma boa concordancia com



os dados experimentais. Este modelo pode ser importante para o desenvolvimento de
novas terapias para patologias respiratorias, especialmente da Fibrose Cistica. Os in-
dividuos portadores dessa doenca genética apresentam quadro de infeccao pulmonar
cronica devido a uma falha no transporte mucociliar, que inclui a desidratacao do muco

e a secre¢ao de muco em excesso.
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Abstract

Extracellular nucleotides play a key role in the regulation of mucociliary clearance
and thus are essential in protecting the airways against inhaled pathogens. Adeno-
sine triphosphate (ATP), adenosine diphosphate (ADP) and adenosine monophosphate
(AMP) nucleotides are secreted by the respiratory epithelium to the airway surface li-
quid, where they are metabolized by ecto-enzymes and converted into the nucleosides
adenosine (ADO) and inosine (INO) which in turn are absorbed by the cells of the res-
piratory epithelium. The concentrations of extracellular ATP and ADO, by activating
the membrane receptors P2Y, and Asp, regulate the mucus secretion rate, the ciliary
beating frequency, and mucus hydration and mucus viscosity.

The biochemical network that regulates the concentrations of extracellular ATP
and ADO was recently described quantitatively by a computer model based on ex-
perimental data collected in cultures of human respiratory epithelial cells. Although
this model reproduced the experimental data, it could not be used to investigate the
regulation of extracellular nucleotides in vivo, because it was based on cell cultures
containing fluid at a height of ~ 1500um, while in vivo the height of the airway surface
liquid is approximately 30pm.

Aiming to adapt the computer model to describe the behavior of the system in
viwo, we selected from the literature experimental data where the regulatory network
was investigated for liquid surface heights ranging from 14um to 2730pum. The new
version of the model, proposed in this work, consists in the solution of the reaction-
diffusion equation in cylindrical coordinates, with boundary conditions that express
the reactions catalyzed by ectonucleotidases on the surface of the bronchial epithelium.
The set of coupled differential equations was solved numerically using the finite volume
method. The numerical solution was validated by comparing it with the analytical
solution of two particular cases of boundary conditions: reflective barriers and constant
flux at z = 0. Using the model, we investigate the behavior of the nucleotides after
hypotonic challenge, the results are in good agreement with the experimental data.

This model can be important for the development of new therapies for respiratory
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pathologies, especially cystic fibrosis. Individuals with this genetic disease have chronic
bacterial infection in the lungs due to a failure in mucociliary clearance, that includes

mucus dehydration and excessive mucus secretion.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao biolégica: A Fibrose Cistica e os

nucleotideos extracelulares

1.1.1 Fibrose Cistica

A Fibrose Cistica (FC) ¢ uma das doencas genéticas mais comuns nos seres humanos,
atingindo aproximadamente oitenta mil pacientes em todo o mundo. A Fibrose Cistica
afeta o sistema respiratério, o pancreas, o intestino, as glandulas sudoriparas e o apa-
relho reprodutor [1]. As consequéncias mais severas dessa patologia estao relacionadas
a infeccao bacteriana cronica nas vias respiratérias. Nos pulmoes a FC provoca a des-
truicdo dessas vias, levando o paciente & morte prematura |2]; atualmente a expectativa
de vida desses pacientes é de 37 anos.

Essa doenga se deve a uma mutagao no gene CEF'TR que impede a proteina codi-
ficada por esse gene de atuar corretamente |3, 4]. Em individuos saudaveis, a proteina
CFTR (Cystic Fibrosis Transmembrane Conductance Regulator, reguladora da con-
ductancia ibénica) atua tanto como canal de C1~ como inibidor do canal epitelial de
Na™ (Epithelial Sodium Channel, ENaC), tendo, portanto, um papel fundamental na
hidratacao do ASL (Airway Surface Liquid), o liquido superficial das vias respiratorias.

Em condi¢oes normais, o transporte dos fons Cl~ e Na™ através da membrana
apical do epitélio respiratorio ocorre da seguinte forma: o ion CI~ é secretado através
de dois canais, o canal CFTR e o canal ativado por calcio (CaCC), enquanto o fon Na™
é absorvido através do canal de Nat (ENaC) [5, 6]. Dado que o espagco entre as células
é permeavel aos ions Na™ e Cl™, absor¢ao de Cl™ e secrecao de Nat também ocorrem

pelo caminho paracelular de acordo com o gradiente eletroquimico [7].
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Inicialmente houve dificuldade em fazer a ligagdo entre o fendtipo da doenca nos
orgaos afetados, especialmente os pulmoes, e a mutacao na proteina CF'TR. Uma das
hipoteses sugeria que a proteina mutada gerava uma sindrome inflamatoéria no epitélio
[8], mas, além dessa hipotese ser incapaz de explicar a predisposicao a infec¢io das
vias respiratorias, experimentos fizeram com que fosse abandonada [9]. Outra hipdtese
supunha que a proteina CF'TR normal funcionava como um receptor, promovendo a
limpeza do epitélio e matando bactérias e que CFTR mutada nao era capaz de fazé-lo.
Como nao foram encontradas evidéncias, essa suposi¢ao também foi abandonada |10, 2].
Outras teorias foram levantadas, porém estudos recentes |7, 11] indicam que a melhor
hipotese que associa a mutacao do gene CFTR ao fen6tipo da Fibrose Cistica é a de
que a auséncia da proteina CFTR induz a desidratacao do muco e consequentemente a
diminui¢ao do transporte mucociliar (figura 1.1). Tal falha é causada pela deficiéncia no
transporte idnico: a secrecao de Cl~ fica restrita aos canais CaCCs e ha uma absorgao
excessiva de Nat. Como consequéncia da diminuicao de fons no ASL, a 4gua é absorvida
por osmose através das células para o sangue ocorrendo, assim, a desidratacao do ASL
[2, 5]. A desidratacao do ASL provoca o colapso da camada periciliada, o aumento da
concentracao de muco e a adesao do muco a superficie das vias respiratorias. Como nao
h4 um transporte mucociliar adequado, as bactérias inaladas se acumulam no muco,
gerando uma infeccao bacteriana croénica nas vias aéreas.

As evidéncias experimentais a favor da hipotese da desidratagao sao:

e In vitro: Culturas de células epiteliais de pessoas saudaveis mantém o volume de
ASL adequado e regulam as concentragoes de Nat e Cl7, enquanto nas culturas
de células de pacientes com FC ha colapso do volume do ASL, absorcao sem

controle de Na™ e baixa secre¢ao de Cl™ [2].

e In vivo: Em ratos transgénicos com células modificadas para apresentar superex-
pressao de uma subunidade do canal ENaC e, assim, uma absorcao exagerada de
Na™, foram observados desidratacao do ASL, obstrucao das vias respiratorias e

morte prematura [12, 13].

e Estudos clinicos: Inalacao de solucao salina hiperténica por pacientes com FC
leva a uma melhora na funcao pulmonar, o que se acredita dever-se a hidratacao

do ASL em consequéncia do aumento na sua osmolaridade [13, 14].

Enquanto a hidratacao do ASL depende da concentracao de ions, o transporte de
ions através dos canais depende da concentragao extracelular de trifosfato de adenosina

(ATP) e de adenosina (ADO), ou seja, as moléculas ATP e ADO sao responsaveis por
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Figura 1.1: Hipotese de desidratacdo do muco devido a auséncia da proteina CFTR. A
esquerda: em individuos saudaveis, CFTR atua como canal de Cl~ e regula a absorgao
de Na™, promovendo a hidratacao do ASL por osmose e transporte mucociliar ade-
quado. A direita: em pacientes com FC, a auséncia da proteina CFTR na membrana
apical provoca superabsorcao de Na™ e falha na secrecao de Cl™ e, em consequéncia,
desidratacao do muco e transporte mucociliar deficiente. Figura modificada de Boucher
[13].

regular o volume do ASL. ATP ¢ liberado pelas células epiteliais das vias respitorias e
se liga ao receptor P2Y,, o qual gera sinais intracelulares que resultam na inibicao do
canal ENaC e na ativacao dos canais CFTR e CaCC (figura 1.2). Além disso, ATP ¢é
metabolizado pelas enzimas situadas na superficie das células produzindo ADO. ADO
interage com receptores Ay, que ativam os canais CFTR e os induzem a inibir ENaC
(figura 1.2) 2] .

Em doencas cronicas, como a FC, a regulacao de ATP e ADO é mais complexa
devido ao recrutamento de células imunes e inflamatorias, as quais constituem fontes
adicionais de nucleotideos!, ectonucleotidases® e transportadores. A inflamacao cro-
nica das vias respiratérias de pacientes com FC estimula um enorme recrutamento de
neutrofilos®, gerando danos extensos no pulmao e remodelacdo. Sabe-se que, durante a
migracao e ativacao dos neutrofilos, sao liberadas grandes quantidades de nucleotideos,
portanto é de se esperar que a concentracao de purinas seja maior nas vias respiratorias
de pacientes com FC. A partir de medidas experimentais in vivo, foi constatado que as
concentracoes de ATP e AMP nas secrecoes das vias respiratorias de pacientes com FC

sao ordens de grandeza maiores que em individuos saudaveis. Isso ocorre porque além

'Nucleotideos sdao compostos formados por agiicar (ribose ou desoxirribose), um grupo fosfato e
uma base nitrogenada.

2Ectonucleotidases sao enzimas responsaveis por metabolizar nucleotideos, localizadas na mem-
brana celular e seus sitios de ativacao sao orientados para fora das células.

3Neutrofilos sdo células sanguineas leucocitarias responsaveis pela defesa do organismo.
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de liberar ATP, os neutrofilos sao capazes de metabolizar ATP em AMP, mas nao de
converter AMP em ADO [15].

1.1.2 Transporte mucociliar

O epitélio das vias respiratorias ¢ composto por diferente tipos de células: células
caliciformes, células ciliadas e células basais. As células caliciformes sao células de
secrecao mucosa, sendo o muco responsavel por lubrificar a superficie luminal das
vias respiratorias, proteger o epitélio e capturar particulas e patdgenos inspirados.
As células ciliadas, como o nome indica, sao aquelas que possuem cilios e as células
basais sao responsaveis pela sustentacao do epitélio. A primeira linha de defesa das
vias respiratorias contra infecgoes é o transporte mucociliar. O transporte mucociliar
¢ o mecanismo de retirada do material capturado pelo muco das vias respiratorias e
consiste em: secrecao de mucina, hidratacdo das vias respiratorias e batimento dos
cilios [16].

As mucinas, glicoproteinas grandes secretadas no ASL por glandulas submuco-
sais e células caliciformes, sao componentes essenciais do transporte mucociliar. Sua
funcao é de interceptar patogenos e toxinas e transporta-los para que sejam eliminados
[16]. A secregdo e composi¢ao anormais de mucina aumentam a gravidade das doengas
obstrutivas das vias respiratorias, o que evidencia a sua importancia [16].

Outro componente muito importante do transporte mucociliar é o batimento dos
cilios. Cilios sao estruturas moéveis formadas essencialmente por dois microtibulos
centrais cercados por nove duplas de microtibulos periféricos. Observou-se que na
auséncia de ATP intracelular o batimento dos cilios decai até parar completamente,
provando a necessidade de ATP intracelular para que haja batimento dos cilios [16, 17].
Outros estudos [18, 19] mostraram que a frequéncia do batimento dos cilios é controlada
pela concentracio de ATP extracelular. E importante ressaltar que, enquanto o ATP
intracelular atua como fonte de energia, ATP extracelular atua apenas como molécula

sinalizadora.

1.1.3 Rede bioquimica que controla o transporte mucociliar: o

papel dos nucleotideos extracelulares

Os nucleotideos de adenina (ATP, ADP e AMP) sao liberados continuamente pelo
epitélio das vias respiratorias no ASL e regulam fungoes bioldgicas importantes na

defesa contra infeccoes, tais como: a secrecao de muco, o transporte mucociliar e a
hidratagao do ASL |20, 21, 22|.
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Existem duas familias de receptores responsaveis por mediar a acao dos nucleoti-
deos extracelulares: receptores P2X e receptores P2Y. Nas vias respiratorias, o receptor
predominante é o P2Y,, que é ativado de maneira similar por ATP e UTP (trifosfato
de uridina), sendo o papel do ATP mais significativo porque sua concentra¢ao é bem
superior & de UTP [22]. Subsequente & ocupagao do receptor P2Y,, se inicia a quebra
dos fosfoinositidios da membrana plasmética pela enzima fosfolipase C (PLC), gerando
dois mensageiros secundérios: inositol 1,4,5 trifosfato (IP3) e diacilglicerol (DAG) (fi-
gura 1.2). DAG ativa as cascatas de sinalizagdo dependentes da enzima PKC (proteina
quinase C), enquanto IP3 desencadeia o aumento na concentragao de Ca?" intracelular
[22]. A ativacdo do receptor P2Ys promove a secre¢ao de mucina, inibi¢do do canal de
Na™ ENaC e ativagao do canal de C1~ dependente de Ca?* (CaCC) [22] (figura 1.2).

Na superficie do epitélio os nucleotideos sao desfosforilados em adenosina (ADO)
e ADO ¢ convertido em inosina (INO) pela enzima adenosina deaminase 1 (ADA;).
Trés enzimas sao responsaveis por catalizar a desfosforilagao de ATP, ADP ¢ AMP:
NTPdases, NPPs e APs. Essas enzimas sao chamadas de ectonucleotidases e agem de
forma conjunta a fim de controlar a concentragao dos nucleotideos extracelulares [22].

ADO e INO sao absorvidos pelo epitélio, retornando ao meio intracelular (citosol)
através de transportadores de nucleosideos* chamados CNT3. A acao de ADO extra-
celular é mediada pelos receptores: Aj, Asa, Asp e Az, sendo que o receptor Asg é o
de maior expressao no epitélio das vias respiratorias. Este receptor é responsavel por
regular a frequéncia de batimento dos cilios e estimular a condutancia do canal CFTR,
assim como inibir o canal ENaC (figura 1.2).

As concentragoes de ATP e ADO dependem das taxas de secrecao, metabolismo e
absor¢ao de nucleotideos |20, 21, 15]. Embora a concentragio estacionaria de ADO seja
superior ao necessario para ativar o receptor Asp, a concentracao de estado estacionario
do ATP no ASL de individuos saudaveis nao é suficiente para ativar o receptor P2Y,
[22].

Além do fluxo basal constante de ATP, a secrecao de ATP é induzida por estimulos
mecanicos (como o movimento do pulmao durante a respiragio) ou dano celular [23].
Vimos que a concentragao de ATP extracelular nas vias respiratérias de pacientes com
FC ¢ maior, ficando acima do minimo necessario para ativar os receptores P2Y, [15].

Apesar de termos enfatizado a importancia da rede purinérgica na hidratacao e
no transporte mucociliar das vias respiratorias, essa rede de sinalizacao é fundamental
para diversos processos fisiologicos e patofisiologicos incluindo transmissao sinaptica,

percepcao de dor e de toque, respostas vasomotoras, agregacao de plaquetas, regulacao

4Nucleosideos diferem dos nucleotideos por nio possuirem o grupo fosfato.
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Figura 1.2: Diagrama da rede de sinais bioquimicos que regula a hidratacao do muco
respiratorio.

do volume celular, defesa imunologica, proliferacao celular, apoptose e na fungao renal
[24].

1.2 Proposta e estrutura do trabalho

Como vimos, os nucleotideos exercem um papel essencial na rede bioquimica que re-
gula a hidratacao das vias respiratorias e o transporte mucociliar. Recentemente foi
elaborado um modelo computacional que busca descrever a regulagao dos nucleotideos
extracelulares no epitélio respiratorio [20, 21]. Tal modelo obteve sucesso em repro-
duzir dados experimentais de culturas de células epiteliais para volumes grandes de
ASL e sua previsao de liberacao de ADP e AMP pelo epitélio das vias respiratorias foi
comprovada experimentalmente.

Buscando descrever o comportamento dos nucleotideos extracelulares in vivo e
investigar a disponibilidade de ATP e ADO para os receptores, construimos um modelo
que se baseia em experimentos com altura do ASL comparavel a altura in vivo e
incluimos a difusao no modelo anterior.

A seguir descrevemos a estrutura desta dissertacao. No capitulo 2, o modelo sem
difusdo [20, 21| e seus principais resultados sdo expostos, assim como a motivacao e

os dados experimentais para incluir a difusao no modelo. Em seguida, apresentamos
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o modelo proposto de regulagao dos nucleotideos com difusao que tem como objetivo
descrever a concentragao dos nucleotideos extracelulares no ASL in vivo e in vitro. No
fim desse capitulo ¢ feita uma descricao sucinta do método de volumes finitos, usado
para solucionar numericamente as equacoes do modelo.

No capitulo 3, mostramos que a solu¢ao numérica da equagao de difusao coincide
com a solugao analitica obtida para dois casos particulares de condigoes de contorno:(i)
barreiras refletoras (ii) fluxo constante em z = 0 com demais barreiras refletoras. E,
finalmente, comparamos os resultados do modelo proposto com os dados experimentais
da literatura 25|, obtendo boa concordancia.

O método numérico usado para implementar o modelo e os calculos para ob-
ter as solucoes analiticas para os casos citados se encontram nos apéndices A e B,

respectivamente.



Capitulo 2

Modelo computacional de reacao e
difusiao de nucleotideos em culturas

de células do epitélio respiratério

2.1 Modelo de regulacao dos nucleotideos

extracelulares sem difusio

Com o objetivo de compreender melhor o papel dos nucleotideos extracelulares na
hidratacao das vias repiratoérias e no transporte mucociliar, Zuo e colaboradores
[21, 20| construiram um modelo matematico que descreve a variacao da concentragao
dos nucleotideos e nucleosideos no tempo através de equacgoes diferenciais acopladas.

Cada equagao tem a forma

d|N
% = taxa de liberacao — taxa de absorcao + taxa das reacoes, (2.1)

sendo [N] = concentracao de ATP, ADP, AMP, ADO ou INO no liquido que cobre as
vias respiratorias (ASL).
Para a construcao do modelo foram feitas duas hipoteses que simplificam esse

fendomeno biologico:

e Embora a maioria das ectonucleotidases catalise tanto a desfosforilacao de nu-
cleotideos de adenina quanto de uridina, o modelo se restringe a descrever os

nucleotideos de adenina porque a concentracao relativa de nucleotideos de uri-
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dina é muito pequena (concentracdo de UTP ~ 15% da concentracdo de ATP

[26]).

e Assumiu-se também que a concentracao dos nucleotideos é uniforme no ASL pois,

devido a sua fina espessura (~ 30um), os nucleotideos se difundem rapidamente.

O modelo leva em consideracao a liberacao de ATP no ASL pelas células epiteliais, a
desfosforilacao do ATP por enzimas em ADP, AMP e ADO, bem como a conversao
de ADO em INO e a absor¢ao desses nucleosideos através do transportador CNT3
(figura 2.1). A inibi¢do da hidrolise de AMP por ATP e ADP também foi incluida no
modelo. Além disso, considerou-se a possibilidade de que ADP e AMP sejam secretados
pelo epitélio, embora nao existissem evidéncias experimentais quando o modelo foi
desenvolvido [20].

ATP
2 ADP
Sy
{0 0.4 -
‘/\ em BT
E-NPP. NSAP ADA 1
: AMP 222, Apo 2225, INO
4’\ W
}}00 GS@, ADP oage ADP
Jano Jino
Jare Jape Jame ) ,
Airway surface
I I I Epithelial cell CNT3

Figura 2.1: Diagrama esquematico de transporte e metabolismo dos nucleotideos
no ASL. As células do epitélio respiratério secretam ATP, ADP e AMP com ta-
xas Jarp, Japp € Jamp, respectivamente. Os nucleotideos sao desfosforilados por
ecto-enzimas em ADO e INO, e esses tltimos sao absorvidos pelo transportador
CNT3 com taxas japo € jino, respectivamente. As abreviagoes das enzimas inclui-
das no modelo sao: NTPDases (Nucleoside triphosphate diphosphohydrolases), NSAP
(tissue non-specific alkaline phosphatase), E-NPPs (Ecto-Nucleotide pirophospha-
tase/phosphodiesterases), ecto 5’-NT ou CD73 (ecto 5’-nucleotidase), ecto-AK (ecto
adenilase kinase), ADA1 (adenosine deaminase 1). Figura retirada de Garcia et al.
[21].

Portanto, as equagoes que governam a variagao dos nucleotideos no tempo foram
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expressas por

dlATP
[ 7 ] = Jarp — Vak — Z Iz (2.2)
i=1,2,3,10
dl[ADP
% = JADP + 2VAK + Z V; — Z Vi, (23)
i=1.2,3 =15
dl[AM P
% = Jamp — Vak — Z v + Z 1z (2.4)
i=6,7,8 i=4,5,10
d|ADO )
% = —Jjapo + Z Vi — Uy, (2.5)
i=6,7,8
dlINO )
[ 7 | = —JIino + vy, (2.6)

onde J e j sao respectivamente as taxas de secrecao de nucleotideos e absorcao de
nucleosideos, v; se refere as taxas das reacoes e os indices ¢ = 1,2, ..., 10 se referem as
varias reacoes quimicas (ver tabela 2.1 e figura 2.1). Com exce¢ao da hidrolise de AMP
e da reacao reversivel ectoAK, foi considerado que as reacoes enziméticas podem ser

modeladas pela cinética de Michaelis-Menten [27]. Sendo assim, as taxas de hidrolise
de ATP, ADP e ADO sao dadas por

L — ViaalS] (2.7)
TOK+18) '

onde o indice j se refere as enzimas j = 1 — 5,9 — 10 listadas na tabela 2.1, [S] ¢é
a concentracao do substrato da reacao em questao, V.. é a velocidade méxima da
reacao e Kj; ¢ a constante de Michaelis.

Foi assumido que a reacao reversivel (AT P + AMP = 2ADP), catalisada pela

enzima ectoAK, segue um Bi Bi mecanismo |28, 29| descrito por

Vi Ve
AR = Klrp K,JLCZLE KlrpKlyp B K¢ - K? 2 (28)
L+ 78 + mre T mreaare L+ 20ADP] ([A’g)zf})

onde VI ¢ a velocidade maxima da reagio ATP + AMP — 2ADP, VP & a veloci-
dade méaxima da reagdo 2ADP — ATP+AMP e K ,p, K4p, K, p 530 constantes.
Observou-se experimentalmente que ATP e ADP inibem a hidroélise de AMP, pois com-

petem para se ligar as enzimas que catalisam essa rea¢ao. Portanto, a taxa da hidrolise
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Tabela 2.1: Parametros cinéticos que regulam as reacoes.

Reagao Enzima/Transportador — Pardmetros Ezxperimental  Simulagdo [21]
ATP — ADP+Pi NTPDase 1/highTNAP Vi, K\ 2.1, 12 6.3, 16.3
NTPDase 3 2 K 8.1, 136 15.5, 114.9
lowTNAP Vi, K 14.1, 451 20.0, 418.0
ADP — AMP- Pi NTPDase 1/highTNAP Vi, K\7 14,5 0.5, 2.8
NTPDase 3/lowTNAP V', K\ 9.1, 103 10.7, 83.9
AMP — ADO-+Pi Ecto 5-NT v, k9 1.8, 14 1.7, 13.0
highTNAP e, KD 4.2, 36 6.2, 27.2
lowTNAP v, K 9.8, 717 11.9, 694.9
Feed forward inhibtion KX’;)P 7 28.4
Feed forward inhibtion K7, 10 20.4
ADO — INO ADA1 Vi, K\ 0.6, 25 0.3, 17.0
ATP — AMP+PPi  E-NPPs Vi, K0 0.9, 22 1.2, 28.3
ATP+AMP — 2ADP  EctoAK (direta) Vi, K, KW 38,23 N/A  2.2,30.4, 24.7
ATP-+AMP « 2ADP  EctoAK (inversa) v, KW 1.8, 43 2.2,61.8
fluxo de ATP . Jarp 0.0012 0.0011
fluxo de ADP . Japp - 0.0131
fluxo de AMP . Janp - 0.0125
absorcio de ADO CNT3 VD k(e 0.12, 2.2 0.2, 1.2
absorcao de INO CNT3 AR K](C;’Q) - 0.2, 1.2

Sendo que J e V4, estdo em unidades de nmol/min/ml e Kj; tem unidade de pM.

de AMP foi descrita pela cinética de Michaelis-Menten com inibigao competitiva [29, 30]

onde o indice 7 =6,7,8 e

\V4

[AMP]

max

Vj_

K7, <1+

[AT P]
Kirp

mn
KADP

+ [ADP]) n [AMP]7

(2.9)

i e K% p sdo as constantes de inibigdo (vide tabela 2.1).

As taxas de absorcao de ADO e INO devem considerar a competicao desses

nucleosideos pelo mesmo transportador, dessa forma temos

Vu,Z

max

onde V!

max?

Vu,l

maxr

[ADO]

JADO =

K (

1+ %) +[ADO]

M

vu,?

max

[INO]

JINO =

1 2 <
vamente e K, , K};° sdo constantes.

M

Ky (1+ 129 + (1vO)

(2.10)

(2.11)

sao as velocidades maximas de absorcao de [ADO] e [INO] respecti-

Os parametros cinéticos das reacoes catalisadas pelas ectonucleotidases foram

ajustados para reproduzir a concentracao dos nucleotideos no tempo apo6s a adicao
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de 100 uM de ATP ao liquido superficial (figura 2.2a) e a concentracdo estacionaria
dos nucleotideos (figura 2.2b) observadas experimentalmente em culturas de células do
epitélio bronquial humano. De forma geral, os parametros ajustados estao proximos
de seus valores experimentais (tabela 2.1).

Esse modelo reproduziu varias observagoes experimentais, tais como: (1) a con-
centracgao do estado estacionario dos nucleotideos nao depende da altura do ASL (figura
2.3), (2) o impacto de inibidores das ectonucleotidases na concentragio de estado es-
tacionario, (3) as mudangas provocadas pela tensdo mecanica na composi¢ao do ASL
e (4) as diferencas existentes entre o epitélio nasal e bronquial nas concentragoes no
estado estacionario [21, 20]. A previsdo mais importante do modelo foi a de que o
epitélio respiratorio secreta ADP e AMP no ASL |21, 20]. Tal previsao foi confirmada
experimentalmente [31], mostrando como modelos computacionais podem contribuir
para o entendimento de processos biologicos e, assim, contribuir para o surgimento de
novas terapias para patologias (no caso a FC).

E importante destacar que o desenvolvimento desse modelo foi baseado em dados
experimentais de culturas de células do epitélio bronquial humano com volume de

liquido superficial V' = 350ul, ou seja, com altura do ASL ~ 1500um.

1001 ¢ ATP

200 ]
W Experiments

E Model - Numerical
O Model - Analytical

-
a
o

Concentration (uM)

Concentration (nM)
)
o

a
o

0 10 20 30 40 50 60 -
Time (min) v ATP ADP AMP ADO INO
(a) (b)

Figura 2.2: (a) Concentragao dos nucleotideos apos a adi¢ao de 100 uM de ATP pre-
vista pelo modelo sem difusdo (linha) e medida experimentalmente (simbolos). (b)
Concentracao de estado estacionario medida experimentalmente (barras pretas) e pre-
vista pelo modelo sem difusdo por simula¢ao numérica (barras cinzas) e por solugio
analitica (barras vazias). Figura retirada de Garcia et al. [21].




2. MODELO COMPUTACIONAL DE REACAO E DIFUSAO DE NUCLEOTIDEOS EM
CULTURAS DE CELULAS DO EPITELIO RESPIRATORIO 13

2.2 Motivacao para incluir difusdao no modelo

A pipetagem de amostras é uma técnica usual para medidas experimentais de con-
centracao. Apods a obtencao da aliquota, a concentracao de substancias quimicas é
medida em instrumentos, tais como luminometria off-line e cromatografia liquida de
alta eficiéncia. Para obter dados da concentracao de ATP em culturas de células do
epitélio bronquial usando essa técnica, é necessaria uma altura de liquido superficial
in wvitro muito superior a altura do ASL in vivo (de ~ 30pum). Embora se saiba que
a concentracao de ATP no ASL é suficiente para ativar o receptor P2Y, apos certos
estimulos fisiologicos in vivo, a concentracao de ATP medida em culturas de células
via pipetagem é muito inferior ao limiar de ativacdo do receptor P2Y, (~ 1uM). Isto
sugere que a concentracao de ATP proximo da superficie das células é muito maior do
que seu valor médio no ASL.

O modelo descrito na secao 2.1 foi baseado em dados experimentais obtidos por
pipetagem de amostras, com altura do liquido superficial da ordem de 1500um. Assim,
apesar de reproduzir bem a concentracao dos nucleotideos para grandes alturas de ASL,
nao esta claro se o modelo reproduz o comportamento dos nucleotideos in vivo.

Okada e colaboradores (2006) [25] usaram varias técnicas de medida para acessar
a concentracao de ATP in vitro para alturas do liquido da ordem da fina camada de
ASL in vivo e os dados obtidos fornecem a primeira evidéncia experimental de que a
concentracao de ATP no ASL atinge o limiar necessario para ativar o receptor P2Y,
apos estimulo fisiologico.

Com o objetivo de investigar a regulacao dos nucleotideos in vivo, construimos
um modelo que busca reproduzir o comportamento da rede bioquimica (figura 2.1)
tanto in vitro quanto in vivo. Usamos os dados experimentais para o ATP obtidos por
Okada e colaboradores para validar o modelo e assim descrever o comportamento dos

demais nucleotideos in vivo.

2.3 Dados experimentais

Medidas experimentais in vitro foram feitas com o intuito de descrever a concentracao
de ATP no ASL [25]. Para simular o epitélio das vias respiratorias utilizou-se culturas
primarias de células bem diferenciadas do epitélio bronquial humano. As culturas
de células foram cultivadas a partir de biopsias cirtirgicas do tronco principal ou dos
bronquios lobares de doadores saudaveis e cultivadas em suporte Transwell de 12 mm
de diametro.

Okada e colaboradores [25] usaram trés técnicas distintas para acessar a concen-
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tracao de ATP para diferentes volumes do ASL. Uma delas utiliza proteina A-luciferase
do Staphylococcus aureus (SPA-luc) modificada de forma a ter a luminosidade emitida
aumentada cem vezes. As luciferases sao enzimas que transformam energia quimica em
energia luminosa (bioluminescéncia). SPA-luc se liga a superficie das células primarias
do epitélio bronquial humano possibilitando medir a concentracao de ATP em tempo
real na superficie da célula, ou seja, onde estdao localizados os receptores P2Y;. As
outras técnicas permitem conhecer a concentracao média de ATP no ASL, sdo elas:
medidas em tempo real através de luciferase dissolvida no ASL e medidas de lumino-
metria off-line de amostras pipetadas (volume do ASL> 100ul) e de micro-amostragem
(volume do ASL < 100ul).

10 -
O Soluble luciferase
8 1 @ Cell-attached SPA-luciferase
S 6-
=
=
< 47 g
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0 T T T T T 1
0 100 200 300 400 500 600

Volume (pl)

Figura 2.3: Concentragao estacionaria de ATP em culturas de células do epitélio bron-
quial humano, medida para diferentes volumes, usando luciferase soluvel dissolvida no
ASL (circulos abertos) e SPA-luc presa as células (losangos solidos). Figura retirada
de Garcia et al. [21].

A secrecao de ATP pode ser induzida por estimulos mecanicos, tais como vibracao
das culturas de células e variacao na pressao de ar dentro das incubadoras, ou por
variagoes no volume celular devido a um gradiente osmotico. Okada e colaboradores
optaram por usar choque hipotonico de 33% (67% da osmolaridade normal), que causa
um aumento abrupto de 33% no volume celular, para estimular a secrecao de ATP. O
choque hipoténico tem um papel fisioldgico importante, pois in vivo glandulas secretam
seu contetido hipotonico na superficie das vias respiratorias. O choque hipotdnico é

um estimulo de facil reprodugao experimental e possibilita medidas em tempo real.
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A concentracao de ATP apoés o choque hipotonico de 33% foi medida usando as

trés técnicas descritas (figura 2.4).
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Figura 2.4: Secrecao de ATP induzida por choque hipotonico em culturas de células
primarias do epitélio bronquial humano, conforme medido por Okada e colaboradores
[25]. As concentracoes de ATP foram medidas por diferentes técnicas e véarios volumes
de ASL (5004l (triangulos abertos), 300l (diamante cinza), 100ul (tridngulos sélidos),
50ul1 (circulos abertos) e 25ul (circulos solidos)); A= luminometria off-line de amostras;
B= luciferase solivel; C=SPA-luc presa as células; D=SPA-luc presa as células por
outras técnicas experimentais. Figura retirada de Okada et al. [25].

Observando esses graficos, nota-se que as medidas realizadas na média do volume
de ASL (graficos A e B da figura 2.4) apontam que a concentragao de ATP esta inversa-
mente relacionada com o volume do ASL, quanto maior o volume menor a concentracao
de ATP. Por outro lado, as medidas feitas usando SPA-luc presa as células indicam que
a concentracao de ATP proximo da superficie celular independe do volume. Através
das medidas feitas com SPA-luc presa as células (figura 2.4 C) foi possivel mostrar que
a concentracao de ATP na superficie ultrapassa o limiar de ativagao do receptor P2Y,
(~ 1 pM).

2.4 Modelo de regulacao dos nucleotideos

extracelulares com difusio

Uma das hipoteses do modelo descrito na secao 2.1 foi que a influéncia da difusao na
determinacao da concentracao dos nucleotideos e nucleosideos extracelulares pode ser

desprezada. Todavia, os dados experimentais de Okada e colaboradores [25] indicam
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que a concentragao de ATP apos choque hipoténico depende da altura do ASL (sendo
maior em z = 0).

A fim de mensurar o papel da difusao na concentracao dos nucleotideos no ASL,
construimos um modelo que busca reproduzir os dados experimentais de ATP observa-
dos por Okada e colaboradores e que seja capaz de prever o comportamento in vivo de
toda a rede de regulagao de nucleotideos no ASL (figura 2.1). Nosso modelo baseia-se

na solucao da equacao de difusao

i DV?c, (2.12)

onde ¢ = [ATP], [ADP], [AMP], [ADO] e [INO] (unidade de mol/m?), ¢ ¢ o tempo
(unidade de s) e D = 4,6 x 107!% m?/s ¢ a constante de difusao do ATP [32]. Dados
experimentais indicam que a constante de difusao é praticamente igual para ATP,
ADP, AMP, ADO e INO. Portanto vamos assumir D = 4,6 x 1071 m?/s para todas
as espécies quimicas do modelo.

Visto que os recipientes em que as culturas de células foram cultivadas sao ci-
lindricos, com raio R = 6,0 mm, é mais apropriado desenvolver a equacao acima em
coordenadas cilindricas. A altura H por sua vez depende do volume do ASL dos ex-
perimentos. Os dados experimentais nos quais o modelo se baseou foram obtidos com
diferentes volumes, cujos valores variaram de 25 a 500ul. Para determinar a altura
no modelo, foi assumido que a superficie superior do ASL é plana, de tal forma que
H =V/A (onde V & o volume e A = 7R? a &rea superficial das culturas de células).

O fluxo de particulas através de uma fronteira é dado por ' = —DVc¢- 1, onde
N é um vetor unitario normal a essa fronteira. Tanto a secrecdo de ATP, ADP e AMP,
quanto a absor¢ao de ADO e INO ocorrem na superficie das células (fronteira z = 0).

Como as enzimas também se localizam nessa fronteira, as condi¢oes de contorno em

z =0 sao
O[ATP
—D% = Jarp — Var — Z Vi (2.13)
Z 1x=0 i=1,2,3,10
O0|ADP
—D% = Japp+2wak + Y vi— > Vi (2.14)
S i=1,2,3 i=4,5
O|AMP]
DT = S = 3wk 3w (2.15)

i=6,7,8 i=4,5,10
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J[ADO)] )
—DT o = —JADO + Z V; — g, (216)
i=6,7,8
O[INO .

Nas demais fronteiras dos cilindros em que sao feitos os experimentos, as condicoes de
contorno devem ser refletoras, pois os nucleotideos nao cruzam a superficie liquido-ar e
tampouco atravessam o material do recipiente. Portanto, temos também as condicoes

de contorno

Oc

i — 2.1
orlr=r 0, (2.18)
Oc

o, =0 (2.19)

As equacoes que modelam as taxas das reacOes enzimaéticas e os fluxos sdo as mes-
mas consideradas no modelo anterior, egs. (2.7), (2.8), (2.9), (2.10) e (2.11). Contudo,
como estamos interessados na difusao, o local onde essas reagoes ocorrem se tornou re-
levante. As enzimas estao presas a membrana apical das células epiteliais, portanto as
reacoes ocorrem na superficie da célula. Essa informacao deve ser incluida nas equacoes
que descrevem as taxas, para isso basta exigir que nessas equagoes as concentragoes
sejam dadas em z = 0. Por exemplo, na equacao que descreve a taxa da cinética de
Michaelis Menten, eq. (2.7), o substrato [S] deve ser o substrato da reagao na superfi-
cie, ou seja, devemos substituir [S] por [S](r,0,¢). Para implementar o modelo, foram
usados os parametros cinéticos (Via.'s € Kjr's) obtidos na simulagdo do modelo da
secao 2.1 (veja tabela 2.1), por ser um conjunto completo que reproduz a concentragao
estacionaria experimental. Ja que as reagoes ocorrem na superficie, no modelo com
difusdo os fluxos e V;,4, devem ter unidades do tipo concentracio/tempo/area. Para
usar os dados da tabela de J e V4, no modelo, é necessario multiplica-los por (V/A),
onde V =0,35ml e A = 1,12 cm? sao respectivamente o volume e a area do ASL nos
experimentos em que os parametros experimentais foram obtidos.

Como vimos, o choque hipoténico estimula a secrecao de ATP. Para que o modelo
reproduza os dados experimentais obtidos por Okada e colaboradores [25], é necessario
que saibamos o fluxo de ATP (Jurp) no tempo apds o choque hipotonico. Podemos
obter o fluxo a partir dos dados experimentais para a concentracao de ATP no tempo

exibidos na figura 2.5. Esses dados foram obtidos logo apds o choque hipotonico, com
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Figura 2.5: Concentracao de ATP no tempo apds o choque hipotdnico na presenca
de inibidores das enzimas. Para obter o fluxo de ATP Jarp(f), uma mistura de ini-
bidores das ectonucleotidases foi adicionada & cultura de células e a concentragao de
ATP medida apo6s o choque hipotonico. Simbolos: dados experimentais; curva: ajuste
exponencial (eq. (2.20)).

a presenca de inibidores das enzimas na cultura de células e as medidas foram feitas em
tempo real usando luciferase soltivel. J& que na presenca dos inibidores das enzimas
de% = AJurp(t), onde Narp = V[ATP] é o nimero de mols de ATP no ASL,
¢ d[ATP] _

emos que ——— =

seguinte ajuste exponencial

éJATp(t). Fitamos os dados experimentais da figura 2.5 usando o

[ATP] = c(t) = coo(1 — ™) (2.20)

onde os valores das constantes do ajuste sdo coo = 1701nM e X\ = 4,487min~!. Por-
tanto, o fluxo de ATP apods choque hipotonico é Jarp(t) = %)\cooe*)‘t onde V' = 50ul
e A =1,12cm?. Esse ajuste foi usado até o momento em que o fluxo dado por essa
relagdao se torna inferior ao fluxo basal Jyusa = 6,25 X 107 "mol/s/m? [21], a partir

desse instante usamos o fluxo basal.
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2.5 Meétodo de volumes finitos

Para obter uma solugdo numérica para as equagoes do modelo proposto (segdo 2.4),
optamos pelo método dos volumes finitos. Esse é um método de discretizacao que per-
mite transformar equacoes diferenciais parciais em um conjunto de equagoes algébricas
[33]. O objetivo do método é substituir uma func¢do continua (no caso a concentragao
de ATP) por um sistema discretizado, ou seja, busca-se determinar o valor da fungao
em um numero finito de pontos. O conjunto desses pontos é chamado de rede. Espera-
se que a solucao discretizada se aproxime da solugao exata ao aumentar o ntimero de
pontos na rede.

Nesse método, o dominio é dividido em volumes de controle, tal que exista um
volume de controle ao redor de cada ponto da rede. Deve-se integrar a equacao dife-
rencial sobre cada um desses volumes. Sua vantagem em relacao aos demais métodos
numéricos para solucao de equacoes diferenciais é que, para qualquer tamanho da rede,
o fluxo de um volume de controle para outro se conserva, de forma que ha consequente
conservagao de certas quantidades (no caso a massa) no volume total. Em outras pa-
lavras, as leis da fisica sao obedecidas para cada volume de controle. Devido a essa
caracteristica o método dos volumes finitos é bastante utilizado para resolver problemas

de tranferéncia de calor e de difusao.

—@ @
—@ |
volume éje
controle
z

Figura 2.6: Volume de controle. E importante destacar que devido & simetria angular,
o problema e, consequentemente, o volume de controle, sao reduzidos a duas dimensoes.
Dessa forma, optamos por mostrar o volume de controle que vai ser utilizado, omitindo
a parte em ¢.

Temos abaixo uma sintese das equacoes discretizadas. O desenvolvimento dos

calculos para obté-las e o algoritmo usado para implenta-las computacionalmente se
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encontra no apéndice A.

Em resumo, a equacao discretizada é:

apcp = abCp + apcp + awew + ayey + ascs + b, (2.21)

onde cp é a concentracao no ponto P da rede e cg, ey, ¢y € cs sao as concentragoes

nos pontos vizinhos (veja figura 2.6). Os coeficientes sao dados por

Dr Dr
). U Wt
D (re+ry) D (re+r1y)
WG, 2 oh “T G, 2 oh
o (re + 1y) ArAz B
ap = 5 A b=0,

ap:aE+aW+aN+ag+a0P,

onde

Ar =1, — 1y, Az =z, — z,
(0r)e =1E — TP, (02), = 2y — 2p,
(01)w =1p — rw, (02)s = zp — 2g.

E facil entender a definicio de cada um desses termos observando a figura 2.6. A

equacao acima é valida para todos os pontos da rede, exceto que

aw =0 em r =0, ag=0 em 2=0
ag =0 em r =R, ay=0 em z=H
(0r), nao existe em 7 =0, (0z)s nao existe em z =0,

(0r). nao existe em r = R, (0z), nao existe em z = H.
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Naturalmente temos também que

rw="y=7rp=0 em r=0, 29=2zs=2p=0 em 2=0,

re=1.=rp=0 em r=R, iN=2,=2p=0 em z=H.

Apenas para os pontos na fronteira z—0, temos

1 t+At
po wtre) 1 / Fdt.

B 0 (rw—i—re)A Vi
GP—GE+aw+aN+ap+—2 TZ:—Kf'n*FCP’

onde F é o fluxo.

21

Usando uma rede com N, pontos ao longo de r e N, pontos ao longo de z, o niimero

total de pontos na rede Nyrorar, = N, N.. Dado que temos uma equagao no formato da

eq. (2.21) para cada ponto da rede, o método dos volumes finitos consiste em substituir

a equagao diferencial (eq. (2.12)) por Nrorar equagoes algébricas. O método numérico

para solucao destas equacgoes algébricas estd descrito no apéndice A.



Capitulo 3

Resultados

3.1 Soluciao numeérica versus solucao analitica

Para validar a solucao numérica via método de volumes finitos, vamos compara-la com
a solucao analitica da equacao de difusao em coordenadas cilindricas para dois casos
particulares de condigdes de contorno: (i) barreiras refletoras; (ii) fluxo constante em
z = 0, com demais fronteiras refletoras. O desenvolvimento das solucoes analiticas se

encontra no apéndice B.

3.1.1 Barreiras refletoras

A condicao inicial escolhida para comparar a solu¢ao numérica com a analitica no caso

de barreiras refletoras é dada por

c(r, 2,0) = coo + K Jo (yg‘) oS (‘%) : (3.1)

onde ¢y, e K sao constantes, ¢ e j sao inteiros positivos, Jy é a funcao de Bessel de

primeira espécie de ordem zero e y; € a i-ésima raiz de % (ver apéndice B). A solucao

analitica para essa condigao inicial é (ver subsegio B.1.6)

. ) -D 322 ﬁ
c(r,z,t) = coo + KJy (y%r> Ccos (‘%) e { 1 +R2}t. (3.2)

Usamos os valores experimentais do raio R = 6,0 mm e da constante de difusao
D = 4,6 x 107 m?/s e escolhemos a altura H = 4,46 x 10~* m correspondente ao

volume de 500 pl para fazer a comparacao entre as solugoes numérica e analitica. As

22
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constantes escolhidas para construir as curvas foram c,o =1, K =1,i=2¢ j =3, de
forma que yp; = 3.83170597. Como ilustrado na figura 3.1, a solucao numeérica esta de

acordo com a solugao analitica.

1,6

ATP (mol/m3)
ATP (mol/m3)

o
©

o
=)

| . | . | . | . | .
0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0,006 0

r(m)

(a) (b)

Figura 3.1: Comparagao entre a solu¢ao numérica (simbolos) e a solucao analitica
(curvas) com condigao de fronteira de barreiras refletoras. A condigao inicial é dada
pela curva tracejada. As demais curvas foram construidas no tempo t = 300s e t = 10%s
(estado estacionario). (a) Plano z = 0; (b) plano r = 0. Para obter a solu¢do numérica
usamos uma malha uniforme de 50x50 e At = 0.1s.

o

3.1.2 Fluxo constante em z=0

No caso em que a condicao de fronteira é dada por fluxo F' constante em z = 0 e demais
barreiras refletoras, escolhemos a seguinte condi¢ao inicial para comparar as solugoes

numérica e analitica

F 2 '
c(r,z,0) =B+ DH (% - Hz) + K Jo(yoir/ R) cos (%) : (3.3)

onde B e K sao constantes quaisquer e ¢ e J sao inteiros positivos. Nesse caso, a solucao

analitica é (veja subsegao B.2.2)

F (22 Ft ' -D| L+ %
C(T7Z7t):B+ﬁ(%_HZ)+E+KJO<QOiT/R)COS<%>6 [H2+R2}t. (3.4)
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Para testar se a solucao numeérica esta de acordo com a solucao analitica esco-
Themos novamente os valores experimentais R = 6,0 mm, D = 4,6 x 1071 m?/s e
H = 4,46 x 107* m. As constantes foram escolhidas arbitrariamente B = 6, K = 1,
i=2ej =3, assim como o fluxo F' = 107% mols/m?/s. Nesse caso temos de novo que

Yoi = 3.83170597. Conforme ilustrado na figura 3.2, as solugoes numérica e analitica

coincidem.
9
e 0 =300 7 —
2 v t=10000) ®
£\ £
© ° t
E E
[a I o
[ E
< < |

. | . | . | . | . | .
0 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0,006
r(m)

(a) (b)

Figura 3.2: Comparagao entre a solu¢ao numérica (simbolos) e a solucao analitica
(curvas) com condi¢ao de fronteira de fluxo constante em z = 0. A condigao inicial
¢ dada pela curva tracejada. As outras curvas foram construidas no tempo t = 300s
(quadrado) e t = 10%s (triangulo). (a) Plano z = 0 ; (b) Plano r = 0. Para obter a
solucao numérica usamos uma malha de 50 x 50 e At = 0.1s.

3.1.3 Convergéncia da solucao numeérica

A fim de estudar a convergéncia da solu¢ao numérica, definimos o erro médio por ponto,

E, no tempo t como

N, N
1 "
E=5w ; ; |Canatttica(Té, 2> ) — Coumerica (T4, 2k ©)] (3.5)

onde N, e N, sao, respectivamente, os nimeros de pontos ao longo dos eixos r e z e

Canalitica © Cnumerica 520 as solu¢odes analitica e numérica no ponto (7, z;) da rede.
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Figura 3.3: Convergéncia da solugao numeérica para ¢t = 300s. (a) Erro médio por ponto
em func¢ao do passo no tempo (At) para alguns valores de Ar e Az (com N, = N,);
(b) Erro médio por ponto em fungao de Ar para alguns valores de At.

Esse estudo auxilia a estimar a densidade da malha necessaria para a solucao
numérica convergir. Os resultados indicam que para reduzir o erro é necessario reduzir

simultaneamente o passo no tempo e a distancia entre os pontos da rede (figura 3.3).

3.2 Resultados

3.2.1 Comparacao das previsoes do modelo proposto com os

dados experimentais

As previsoes do modelo com difusao, descrito na secao 2.4, apresentam boa concordan-
cia com os dados experimentais obtidos por Okada e colaboradores [25]. O compor-
tamento qualitativo da concentracao média de ATP no volume previsto pelo modelo
condiz com o observado experimentalmente, ou seja, tanto a previsao do modelo (figura
3.4), quanto os dados experimentais (grafico B da figura 2.4), indicam que a concen-
tracao de ATP apos o choque hipotdnico esté inversamente relacionada com o volume
do ASL. Esse comportamento é esperado, jA que quanto maior o volume do ASL mais
diluido se encontra o ATP. No entanto, as curvas previstas pelo modelo atingem o valor
maximo no tempo t ~ 13s que é menor que o valor medido t ~ 35s.

Além disso, os valores maximos que a concentracdo média no volume atingem
no modelo sao bem inferiores aos obtidos experimentalmente usando luciferase soluvel.
Essa diferenca fica evidente quando comparamos os picos da concentracao de ATP no
modelo com os picos experimentais (figura 3.5), enquanto na previsao do modelo o

pico para o volume de 25ul de ASL é de ~ 350nM, o valor experimental obtido usando
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Figura 3.4: Concentragao média de ATP no volume apds choque hipotonico prevista
pelo modelo com difusdao para diferentes volumes (500ul (tridngulos abertos), 300pul
(diamante cinza), 100ul (triangulos solidos), 50ul (circulos abertos) e 25ul (circulos
solidos)).

luciferase solivel é de ~ 1200nM.

Por outro lado, observando o grafico A da figura 2.4, cujos dados foram obtidos
por pipetagem de amostra (técnica que também fornece a média de [ATP] no volume),
percebe-se que os picos da concentracao de ATP estao bem abaixo dos medidos com
luciferase soliivel e, assim, bem mais préoximos dos valores que o modelo prevé. Para
volume do ASL de 50 ul, o pico medido por pipetagem de amostra é de ~ 300 nM, e
o previsto pelo modelo é de ~ 180 nM.

A previsao da média da concentracao de ATP em z = 0 (figura 3.6) tem boa con-
cordancia com os valores experimentais medidos com SPA-luc presa as células (grafico
C da figura 2.4). Os valores previstos sugerem que a concentragdo média em z = 0 ndo
depende do volume e tal afirmacgao parece razoavel ao observar as curvas experimentais.
Nesse caso, a previsao do modelo se aproxima quantitativamente do comportamento da
concentracao experimental de ATP, se compararmos o pico previsto pelo modelo com

o experimental, ambos indicam que para qualquer altura do ASL o valor maximo da
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Figura 3.5: (a)Previsdo do modelo para os picos da concentragdo média de ATP
no volume (circulos vazios) e para picos da concentracao média de ATP em z = 0
(diamantes solidos). (b) Valores experimentais para os picos da concentracao de ATP
medidos com luciferase soluvel (circulos vazios) e medidos por SPA-luc presa as células
(diamantes solidos).

concentracao média de ATP na superficie apos o choque hipotonico é de ~ 1200 nM.
Como o receptor P2Y; esté situado na superficie da membrana apical e possui limiar de
ativacao da ordem de 1000nM de ATP, a concentracao de ATP apds choque hipotonico
é suficiente para ativa-lo. Contudo, ha discrepancia entre o tempo previsto para que a
concentragao de ATP na superficie atinja o maximo, ¢ ~ 3s (figura 3.6), e o tempo em
que isso ocorre experimentalmente ¢ ~ 25s.

Os dados experimentais (figura 2.3) e os previstos pelo modelo sem difusao (fi-
gura 2.2b) sugerem que a concentra¢ao estacionaria de ATP nao depende do volume.
A previsao do nosso modelo endossa essa observacao, pois o valor obtido para a con-
centragao estacionédria de ATP além de ser igual para todos os volumes, é a mesma no
volume e em z = 0 (figura 3.7). Cabe destacar que o valor obtido para a concentragao
estacionaria de ATP usando o modelo com difusao é igual ao previsto pelo modelo sem

difusao.

3.2.2 Previsoes adicionais do modelo com difusao

Como vimos, ATP e ADO sao importantes sinalizadores da rede bioquimica, sendo im-
portante, assim, o conhecimento da disponibilidade dessas purinas no ASL. As medidas
experimentais feitas por Okada e colaboradores [25] fornecem informagoes para volume
comparavel ao volume do ASL in vivo apenas para a concentracao de ATP. Uma vez

que o modelo reproduz boa parte dessas medidas, ele se torna uma ferramenta ade-
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Figura 3.6: Concentragdo média de ATP na superficie (z = 0) ap6s choque hipotonico
prevista pelo modelo com difusao para diferentes volumes (5004l (triangulos abertos),
300ul (diamante cinza), 100ul (tridngulos solidos), 50ul (circulos abertos) e 25ul (cir-
culos solidos)).

quada para investigar o comportamento de ADO no ASL in vivo. O comportamento
previsto para ADO quando o ASL é submetido a choque hipoténico esta exibido nas
figuras 3.8 e 3.9. Assim como no caso do ATP, os valores maximos da concentragao
média de ADO no volume dependem inversamente do volume de liquido superficial
(figura 3.8) e os picos para a concentracao média de ADO em z = 0 (figura 3.9) coin-
cidem, mostrando que a concentracao maxima de ADO na superficie é independente
do volume. E esperado que o pico de ADO ocorra em tempo posterior ao de ATP, j4
que ADO é metabolito. Nossos resultados sugerem que o valor maximo de [ADO].—y
¢ atingido 25s ap6s o valor maximo de [AT P],—o.

Na subsecao 1.1.3 vimos que a concentracido de ADO no estado estacionario (~
160nM) é suficiente para ativar parcialmente o receptor Asp. Entretanto, no estado

estacionario, apenas ~ 14% dos receptores A,p estao ativos. Essa estimativa foi obtida
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Figura 3.7: Concentracao estacionaria de ATP prevista pelo modelo com difusao; Média
da concentracao estacionaria de ATP no volume (circulos vazios); Média da concentra-
¢ao estacionaria de ATP em z=0 (diamantes solidos)

assumindo que a atividade do receptor Asp obedece a fun¢ao de Michaelis Menten [27]

ativacao B [ADO]
ativacdo maxima  EDs + [ADO]’

(3.6)

onde EDsy = 1 uM [34, 35] é o valor necessario para que a ativagao atinja 50% da
ativacdo maxima. Na figura 3.9 vemos que o choque hipotonico produz um grande
aumento na concentra¢ao de adenosina no ASL em decorréncia da secrecao estimulada
de ATP. O modelo prevé que ap6s o choque hipotoénico a concentracao de ADO na
superficie permanece acima do valor de E D5y para o receptor Asp por um tempo de
aproximadamente 50s, ou seja, durante ~ 50s a ativacao dos receptores Asp é maior
que 50%.

Como também estamos interessados em investigar o comportamento dos demais
nucleotideos e nucleosideos in vivo, as figuras 3.10 e 3.11 mostram as concentragoes
de ATP, ADP, AMP, ADO e INO apoés choque hipotdnico para volume do liquido

superficial de 25ul, cuja altura é da ordem da altura do ASL n vivo.
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Figura 3.8: Concentracao média de ADO no volume ap6s choque hipotonico prevista
pelo modelo com difusdo para diferentes volumes (500ul (tridngulos abertos), 300ul
(diamante cinza), 100ul (triangulos solidos), 50ul (circulos abertos) e 25ul (circulos
solidos)).
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Figura 3.9: Concentracao média de ADO na superficie (z = 0) apds choque hipotonico
prevista pelo modelo com difusao para diferentes volumes (5004l (triangulos abertos),
300u1 (diamante cinza), 100ul (triangulos so6lidos) e 50ul (circulos abertos)).
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Figura 3.10: Previsao do modelo com difusdo para a média na superficie (z = 0) da
concentracao de ATP, ADP, AMP, ADO e INO para volume de 25ul apos o choque

hipoténico
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Figura 3.11: Previsao do modelo com difusao para a média no volume da concentracao

de ATP, ADP, AMP, ADO e INO em volume de 25ul apds o choque hipoténico.
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Conclusao

Devido a importancia dos nucleotideos extracelulares na rede bioquimica que regula o
transporte mucociliar, foi proposto um modelo computacional que busca descrever o
comportamento desses nucleotideos no ASL in vitro e in vivo. O modelo foi baseado em
dados experimentais da literatura para culturas de células do epitélio bronquial humano
com altura do liquido superficial comparavel a do ASL in vivo e fornece a concentracao
de ATP na superficie e no volume apds o choque hipotonico para diferentes alturas de
ASL.

O modelo proposto previu com éxito o comportamento qualitativo da concentra-
cao de ATP apods choque hipotonico. Para a concentracao média de ATP no volume,
ele descreve corretamente a variacao da concentracao com o volume do ASL, porém os
valores maximos que a concentracao assume (picos) previstos ficam abaixo dos valores
experimentais. As previsoes feitas para a concentracdo média de ATP na superficie,
por sua vez, reproduzem os dados experimentais, mostrando que a concentracao de
ATP ultrapassa o limiar de ativacao do receptor P2Y5 (~ 1uM). Entretanto, o modelo
prevé que o valor maximo da concentracao de ATP é atingido em tempo inferior ao
medido experimentalmente em ambos os casos.

Também foi possivel fazer previsoes para o comportamento apos choque hipoto-
nico das concentracoes de ADP, AMP, ADO e INO no ASL in vivo . De acordo com o
modelo, apdés o choque hipotoénico a ativacdo por ADO dos receptores Asg é superior
a 50% da ativacdo maxima durante cerca de 50s.

A divergéncia encontrada entre os picos experimentais e os do modelo para a
concentracao de ATP pode estar associada a simplificacao que fizemos de que o liquido
do ASL tem a forma exata de um cilindro quando na realidade forma-se um menisco
na superficie. Ora, conforme vimos, a concentracao de ATP apos choque hipotonico

depende de z e a existéncia do menisco altera a distancia da interface liquido-ar a

32
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superficie do epitélio. O préoximo passo serd incluir o menisco no modelo para testar se
isso corrige a discrepancia entre os valores experimental e simulacional para a média
volumétrica de ATP.

Modelos mateméaticos como o proposto aqui sao importantes pois permitem in-
vestigar quantitativamente fendomenos biol6gicos que sao de dificil acesso experimental.
A partir de suas previsoes é possivel direcionar os experimentos, assim como elaborar
hipoteses baseadas nos resultados do modelo. O uso desse modelos é uma alternativa
para avancar mais rapido e fazer descobertas em &areas que de outra forma exigiriam
mais tempo e recursos. Em particular, o modelo descrito pode ser usado para investi-
gar o papel de cada enzima na concentracao de ATP e ADO. Para simular a inibigcao
de uma enzima no modelo, basta anular o parametro V,,,, da reacao catalisada pela
enzima em questao. Por outro lado, para inibir uma tnica enzima experimentalmente
é necessario desenvolver uma droga que impega o seu funcionamento (inibidor). Por-
tanto, o modelo é uma ferramenta ntil para selecionar qual enzima deve ser inibida
para se obter o maior aumento da concentracao de ATP e ADO e, em consequéncia,
melhor transporte mucociliar.

Outra perspectiva para o modelo consiste em implementa-lo usando os parame-
tros cinéticos (Km's e V! . s) obtidos a partir de culturas de células de pacientes com
Fibrose Cistica com o objetivo de descrever a concentracao dos nucleotideos extrace-

lulares no liquido superficial nesse individuos.



Apéndice A

Solucao numeérica da equacao de
difusiao em coordenadas cilindricas

pelo método de volumes finitos

A.1 Discretizaciao da equacio de difusdao usando o

método dos volumes finitos

A equacao de difusao

gj — DV (A1)

em coordenadas cilindricas, com simetria angular, torna-se
dc 10 [ Oc 0?%c
— =D — — . A2
ot {r or (T87“) * 822] (4.2)

Para obter a equacao discretizada, vamos integrar a equagao acima no volume de
controle, (figura A.1) (r varia de w a e, z varia de s a n e o angulo varia de ¢ a ¢+ A¢)

e no intervalo de tempo t a t + At.

b+AG  pt+AL AL b+ AP 2
/ / / / a—rdtdgbdrdz— D / / / / Fag (r?) + %} rdedrdzdt.
T or T A

(A.3)
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S
volume de (5z)
controle i :
— @ ® ®*
z S

Figura A.1: Volume de controle. E importante destacar que devido a simetria angular,
o problema e, consequentemente, o volume de controle, sao reduzidos a duas dimensoes.
Dessa forma, optamos por mostrar o volume de controle que vai ser utilizado, omitindo
a parte em .

Como nenhum dos integrandos depende de ¢, a integral nessa variavel resulta em

A¢ em ambos os lados e pode, portanto, ser cancelada. Ficamos com

n t+Ata tHAE 9e 826
[ i [ 12(5) 2]

Calculando agora as integrais do lado esquerdo da equagao (A.4), temos que

/ / / t+At@rdtdrdz— / ’ /w (elt + At) — eft)) rdrd. (A.5)

Vamos assumir que a concentracao, nesse caso, seja constante no volume de controle e
que assuma o valor de ¢ do ponto P da rede, cp. Usando essa suposicao e a notagao

c(t) = e c(t + At) = ¢! a equagdo acima pode ser reescrita como

n e 2 2
/ / (' =) rdrdz = (cp — %) (%e - %”) Az = (cp— c%)WATAz, (A.6)

w
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onde Az = z, — z; ¢ Ar = r, — r,. Note que usamos a relacdo: %(r —rs) =
e+ 1) = 1) = 2o+ ) A
Calculando o lado direito da eq. (A.4) obtemos que

AL more 719/ O 9%c t+At oc\ ¢ den(re + 1)
(A7)

Usando as defini¢coes da figura A.1, as derivadas da equacgao anterior podem ser apro-

ximadas por

dc\  cp—cp Jdc _cp—Cw
)% Gl
Jdc ey —cp dc _ ¢cp—Cg
). @)%

onde (6r)e =rg —71p, (07) =7p —rw, (02), = 28 — zp € (02)s = 2zp — 2z5. Portanto,

desenvolvendo as derivadas nos limites; o lado direito da eq. (A.4) se torna

o [t e [ - S e

(A.8)

Agora é necessario fazer uma suposicao sobre como cp, cg, cw, s € ¢y variam com
o tempo de t a t + At. Muitas suposigoes sao possiveis e algumas delas podem ser

generalizadas da seguinte forma [33]
t+AL
[ erdi=lih+ - N, (A.9)
t

em que f é um fator de peso entre 0 e 1. =0 corresponde a uma equacao totalmente
explicita, f=0,5 leva ao esquema de Crank-Nicolson e f=1 ao esquema totalmente impli-
cito. Escolhemos o esquema totalmente implicito, f=1, devido a estabilidade numérica,
conforme explicado por Patankar [33]. Aplicando essa escolha a eq. (A.8) e igualando
a (A.6), temos

Ar] dt.
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11 1 _ 1
(el — ) (re +1w) ATA2 _D [Te (¢ — cp) (cp CW)] Al

2 Al e " (0r)a
(ex —cp)  (ep—cg)] (re+rw)
D — Ar. A.10
* [ (02)n (625 g Ar (A0
Rearranjando os termos obtemos
apcp = apcy + awcy + ancy + ascy + ape, (A.11)

com os coeficientes dados por

Dr
°A
RS W
Dr
= w A
RS Wt
D (re+ry)
= A
NG, 2 oh
D (re+ry)
= A
TGy, 2 T
W0 (re +14) ArAz
P9 At

0
ap=ag+aw +ay + as + ap,

onde Ar =71, — 1y, Az =2, — 25, (0r)e =1 —1p, (01)w =7p —rw, (02), = 2v — 2p
e (02)s = zp — zs.

A.2 Condicoes de contorno

A.2.1 Condicao de contorno em r=R

A condigao de contorno de parede refletora em r=R é

Oc
— = 0. A.12
orlr=R 0 ( )

Vamos integrar a equagao de difusao sobre “metade” do volume de controle adjacente
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@ @
, oy
volume de "metade” do 7
controle tipico volume de %
z ’ L i controle g ;

Figura A.2: “Metade” do volume de controle na fronteira r=R.

a fronteira r = R (figura A.2) e utilizar a condi¢ao de contorno explicitamente nesse

volume

S R A Oc d%c
/8 /w /t a—rdtdrdz-D/ / / |:7“a7“( 87“) —I—@} rdrdzdt. (A.13)

Na equacao acima ja eliminamos a integral em ¢, devido a simetria angular conforme
explicado na secao anterior.

Resolvendo o lado esquerdo da equacao, obtemos

t+At
/ / / a—crdtdrdz — (b — c%)@ArAz, (A.14)

onde Ar = R —r,,.
Devemos desenvolver também as integrais do lado direito da equagao (A.13), que

fornece

n(ry + R)

t-+At ac 826 t+At ac R ac
/ //[rar<ar>+ﬁ]TdrdZdt:/t K%)LA”&S 2

(A.15)

Ar} dt
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t+At ac
-/ { {RE

Aplicando a condi¢ao de contorno (A.12), vemos que o primeiro termo da integral acima

= TW%} At [(C](Va;)?) N (01(35;)55)] & N d

o

é nulo. Assumindo o esquema totalmente implicito para integrar em t, a equacao acima

fica igual a

{—rw%] AzAt + [(C}(V 5;)?3) - (C}E 5;)?5)] (ru ; B) Arat, (A.17)

Juntando os dois lados da equacao, temos que

(ch — ) (rw+ R) ArAz _p {_T (ch — c%/v)} AsiD [(c}v —cp)  (cp—c5)] (rw+ R)
2 At b

(A.18)

Portanto, a equacao discretizada para o ponto cp na fronteira r = R é dada por

GPC}D = awcﬁv + aNc]lV + ascfg + aopcop, (A.19)
cujos coeficientes sao
Dr
= YA
WG
D (ry,+ R)
= A
W=D, 2 o
D (ry,+ R)
= A
s (62)s 2 "
o (ru+R)ArAz
WPy A

P
ap =aw +ay +as+ap,

onde Ar = R—r1y, Az =2z, — 25, (07)y = R—1w, (02), = 2y — zp € (02)s = zp — 2g.

Note que a eq.(A.19) equivale a equagao geral (A.11), se fizermosr, =rp = Reag = 0.
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A.2.2 Equacao de discretizacao em r=0

Repetindo os calculos feitos na subsecao anterior para um volume de controle adjacente

a r =0, obtemos a equacao geral (A.11) com 7, =rp =0¢ ay = 0.

A.2.3 Condicdao de contorno em z=0

A condicdo de contorno em z = 0 ¢ (ver capitulo 2)

—D@ e Vine(0, 7, t) .
0z lz2=0 K, +¢(0,7,t)

(A.20)

Vamos prosseguir de maneira analoga ao que foi feito para a condi¢ao de contorno
em r = R. Integrando a equacao de difusao sobre “metade” do volume de controle

adjacente a fronteira z = 0 (figura A.3), temos

L { J L |
"metade” do
volume de
controle N

o ® )

t s 1

Figura A.3: “Metade” do volume de controle na fronteira z=0

n re pt+AtL e t+At  pn e 10 Ic 92¢
/o /w /t Erdtdrdz:D/t /0 /w {;E (T’E> —l—@} rdrdzdt, (A.21)
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na qual ja eliminamos a integral em ¢.

Resolvendo o lado esquerdo da equagao acima, temos que

t+At
/ / / @r dtdrdz = (cp — C%)WATAZ, (A.22)

onde cp é o ponto na fronteira z=0e Az =2, —0=2z, .

Resolvendo o lado direito da eq. (A.21), encontramos

D/Mt/ / [rar( ) 2—2‘;] rdrdzdt:/tHAtD [O%) ZAZ—#—/: ((5—223)) Zrdr] dt
_ /t o [D Q% - rw%) Az + /w e (p% ¥ Z:o) rdr] dt.
(A.21)

= F— VYmeOrt)
=F Km+c(0,r,t)’

Aplicando a condicao de contorno, —D% na equacao acima,
z=0

o lado direito da eq. (A.21) fica igual a

[P O ) s [ et ) ] o
(A.25)

Vamos assumir que ¢(0,r,t) pode ser aproximado por ¢p no volume de controle para

integrar o ultimo termo em r e obter

/tt+At [D (re (Cbg(g;)jp) - (cp — cw)) A+ (D(CJ(V5;>:P) L K‘:flp) (rw;TE)Ar] dt.

(A.26)

Optando novamente pelo esquema totalmente implicito para integrar em ¢ e igualando
a eq. (A.22), obtemos
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2 At 0 Y (1)

_ t+At 1
cP 1 / Pt — Viep | (rw + re)Ar.
At . K+ ¢k 2

(o — et Ardz [ e(cE—cP) (ch —c%)} A

(A.27)

Portanto a equacao discretizada para os pontos de fronteira em z = 0 é dada por

1 1 1 1 00
apCp = apCp + awcy + ancy + apcp + b. (A.28)
e os coeficientes dessa equacao sao

Dr,

= ——A
=),
Dr
_ ZTw A
U7 Wt
D (ry+re)
= A
NG, 2 oh
o (rw + 7o) ArAz
“r = 2 At
1 t+At
b= WATE/ Ft,
Vin  (rw +7e)
ap:aE—l—aW—|—a1\;+a(}3+Km_kc}D 5 Ar,

onde Ar =r,—ry, Az = z,, (0r)e =5 —7p, (07)y =rp—rw € (02), = 2x — zp. Note

que esta equagao ¢ idéntica ao caso geral (eq. (A.11)), caso zg = zp = 0 e ag = 0.

A.2.4 Condicdo de contorno em z=H

A condicao de contorno em z = H é dada por

Oc

Vamos integrar a equacgao de difusao sobre “metade” do volume de controle adjacente

a fronteira de interesse (figura A.4), como mostrado abaixo
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N

-
"metade" do S
volume de
controle
z o o o

Figura A.4: “Metade” do volume de controle na fronteira z = H

H t+At e N e 820
/S /w /t a—rdtdrdz = / / /w [T o ( 87“) + @] rdrdzdt. (A.30)

Nessa equacao a integral em ¢ ja foi eliminada devido a mesma consideracao feita nas
secoes anteriores.

Resolvendo o lado esquerdo da eq. (A.30), temos

t+At
/ / / @ rdtdrdz = (cp — C%)WATAZ, (A.31)

onde Az = H — z;. A fim de resolver o lado direito da eq. (A.30), integramos primeiro

em r e z, obtendo que

[ L1108 o []65)

e H
As Oc|H (ry +1¢)

w 0zls 2
(A.32)

Ar] dt
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B /t . { {T"’ (C]?(S;)jp) o (6?5;)?)1 Azt l%

(cp —cs) _} (Tw +7e)

(07, 5 Ar } dt.

(A.33)

Ao aplicar a condicao de contorno eq.(A.29) e integrar em ¢, assumindo o esquema

totalmente implicito, o lado direito da eq. (A.30) fica dado por

D [re @E 5;)?) — <Cll‘(’ 5;)?)} AzAt + D [— <Cll‘(’ 5;2% ) —} (r ;r T ArAL (A34)

Juntando os dois lados da equagao e rearranjando os termos, obtemos

1 1 1 1
apcp = apcp + awcy + ascs + abch (A.35)

com os respectivos coeficientes dados por

Dr
=,
Dr
_ Prw A
U Wt
D (ry+re)
= A
s (02)s 2 "
20— (rw +1e) ArAz
P 2 At

0
ap =ag +aw +as + ap.

onde Ar = ro—ry, Az = H—2z,, (6r)e = rp—7p, (01)y = rp—rw e (02)s = H—2zs.

Note que se z, = zp = H e ay = 0, essa equagao ¢ igual ao caso geral (eq. (A.11)).

A.3 Pontos extremos

Temos que analisar separadamentos os pontos da rede que envolvem mais de uma con-
dicao de contorno. Para esses pontos, situados nos quatro extremos da rede repetimos
o procedimento realizado anteriormente, integrando, agora, a equacao de difusao sobre
“um quarto” do volume de controle. Como os célculos sao uma extensao direta dos

explicitados para os demais pontos, apenas listamos os resultados.
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A.3.1 Emr=0e z=0

A equacao discretizada para o ponto r =0 e 2z = 0 é dada por:

1 1 1 0.0
apCp = apCp + ancy + apCp + b

onde
Dr
_ Tle A
=,
D r
— A
NG, 2o
20— EArAz
P9 At
. 1 t+At
b= %ATE Fdt,
t
Vm €
ap:aE—l—aN—i-a(},—i-—lr— T,
Ky +cp 2

onde Ar =71, Az = z,, (01). =71g, e (02), = zN-

A.3.2 Emr=R e z=0

A equacdo discretizada para o ponto r = R e z = 0 é dada por:

onde os coeficientes sao
aw =
anN =
a% =

b:

0
ap =aw +any +ap +

1 1 1 00
apCp = awCy + ancy + apCp +b

Dr,,
(07)w
D (r,+R)

(02), 2
(ri+ R) ArAz
2 At 7

t+At
—(Tw + 1) Ari/ Fdt,
¢

2 At
Vin (ro+ R)
K+ ¢k 2

Az,

Ar,

Ar,

onde Ar = R —ry, Az = 2z,, (6r)y = R—1w e (02), = zn.

45

(A.36)

(A.37)



A. SOLUCAO NUMERICA DA EQUACAO DE DIFUSAO EM COORDENADAS
CILINDRICAS PELO METODO DE VOLUMES FINITOS 46

A.3.3 Emr=R e z=H

A equacao discretizada para o pontor = Re 2= H é

apCp = awcyy + ascy + apch. (A.38)

Os coeficientes sao dados por

Dr
TN
B Wt
D (ro,+R)
= A
“CT Gy, 2
o (rw+R)ArAz
P At

0
ap:aw+a5+ap,

onde Ar =R —ry, Az=H — z;, (0r)y = R—rw e (02)s = H — zs.

A.3.4 Emr=0e z=H

A equacao discretizada para o ponto r =0 e z = H é dada por

apcp = apcp + agcs + abch. (A.39)
onde
Dr
— e A
“Een.mT
D r
= A
5= 52, 27
o Te ArAz
ap = —
P At

0
ap:aE+aS+aP,

onde Ar =71., Az=H — z5, (0r)e =rp e (02)s = H — zg.

A.4 Solucao das equacoes discretizadas

Para resolver as equacoes discretizadas e, assim, obter a concentracao ao longo do

tempo para todos os pontos da rede, usamos o “método linha por linha” que é uma
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combina¢do do algoritmo de Thomas, também conhecido como TDMA (TriDiagonal-
Matrix Algorithm), com o método de Gauss-Seidel [33]. O algoritmo TDMA fornece a
solugao exata para problemas unidimensionais. Em problemas bidimensionais veremos
que o método TDMA ¢é aplicado linha por linha e coluna por coluna, iterando varias

vezes, até a solucao convergir.

A.4.1 Algoritmo TDMA para problemas unidimensionais

Usando uma notacao um pouco diferente da adotada na deducao das equacoes discre-
tizadas, numeramos os pontos da rede (figura A.5) de 1 a N, sendo que os pontos 1 e

N se referem aos pontos nas fronteiras.

N !
\1 e e e °
N | a | |

Figura A.5: Discretizacdo em uma dimensao

As equacdes de discretizacdo podem ser escritas como

a;C; = biCiJrl + giCi—1 + di, (A40)

parai=1,2,3,..., N, onde ¢; é a concentracao no ponto i e a;, b;, g; € d; sao coeficientes
constantes. Os pontos ¢y e cy.1 nao possuem significado, dessa forma a equacao acima
para os pontos de fronteira deve ter g; = 0 e by = 0. Devido & imposicao ao coeficiente
g1 = 0, aequacao acima para ¢ = 1, fornece ¢; em termos de ¢o. Ja a equagao para ¢ = 2
relaciona ¢y, ¢y e c3. Como c¢; pode ser expresso em funcao de co, podemos escrever cs
em termos de co. Tal processo de substituicao pode ser estendido até cy ser expresso
em termos de cyy 1. Mas, visto que o ponto ¢y nao existe, obtemos numericamente
o valor de cy. A seguir, fazemos substituicoes no sentido contrério para obter cy_1,
CN_2,.--, C1, OU S€ja, cy_1 € obtido de ¢y, cy_o € obtido de cy_1, ete, até ¢ ser obtido
de Co.

Para implementar o método, vamos reescrever a eq. (A.40) na forma

¢ = Piciy1 + Qs (A.41)
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onde P; e (Q; sao coeficientes constantes. A fim de obter esses coeficientes, vamos

substituir a relacao

ci1 = Pi_1ci + Qi (A.42)

na eq. (A.40), para ficar com

a;c; = bicit1 + gi(Pi—1c + Qi) + d;. (A.43)

Rearranjando os termos da equacao acima, temos

b; di + 9;Qi—1
= —-¢; —_— A44
(@ —g:Pi1) " (ai— giPi) ( )
Comparando essa equagao com a eq. (A.41), obtemos as seguintes relacoes:

P, = b (A.45)

’ (a; — 91‘Pi—1)7 '

di + 9iQi—1

= A.46
? (ai — giPi1) ( )

Essas sao relacoes de recorréncia, pois fornecem P; e (; em termos de P;,_; e (Q;_1. Para

iniciar o processo de recorréncia basta notar que para i = 1, as eqs (A.40) e (A.41)
implicam que

by dy

P1 = — e Ql = —.

a a1

(A.47)

Por outro lado, no final da sequéncia, em i = N, sabemos que by = 0, de forma que a
eq.(A.45) fornece Py =0 e a eq. (A.41) se reduz a

CN = QN. (A48)

Tendo determinado ¢y, podemos iniciar a substituicao no sentido contrario usando a

eq. (A.42) para obter c¢y_1, ¢N_2;..., C2, C1.
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Em resumo, o algoritmo TDMA, consiste em:

1- Calcular P; e Q; usando a eq.(A.47).

2- Usar as relacoes de recorréncia (A.45) e (A.46) para obter P; e Q; parai = 2,3, ..., N.
3- Fazer cy = Qn

4- Usar eq. (A4l) parai=N —1, N —2,...,3,2,1 para obter ¢y_1, ¢N_2,...,C3, C2, C1.

A.4.2 Algoritmo linha-por-linha para problemas bidimensionais

Para solucionar as equagoes discretizadas em duas dimensoes, vamos percorrer a malha
aplicando o método TDMA linha por linha em uma das direcoes e, em seguida, linha por
linha na outra diregao, até que o método tenha sido empregado em todas as linhas em
ambas as direcoes. Embora o método TDMA fornecga a solugao exata para problemas
unidimensionais, métodos exatos em duas dimensoes sao computacionalmente pesados,
mais lentos e, assim, pouco atraentes [33]. Vimos na subse¢io anterior que, ao utilizar
o algoritmo TDMA para determinar o valor em um ponto, dependemos dos valores
nos pontos vizinhos a ele. Nos problemas bidimensionais, como nao possuimos o valor
correto para os vizinhos situados na linha em que ainda nao aplicamos o método, a
melhor opcao é utilizar o valor mais atualizado desses pontos, o que nao é suficente
para obter o valor exato do ponto que desejamos determinar. Assim, para refinar a

solucao nos problemas bidimensionais, devem ser feitas varias iteracoes para cada passo

de tempo.
S o
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Figura A.6: Malha bidimensional.
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O procedimento consiste em escolher incialmente uma linha da malha (por exem-
plo na direcao z, veja figura A.6), assumindo que s@o conhecidos os valores mais “atu-
alizados” das concentracao ¢ nos pontos das linhas vizinhas e resolver a equacgao para
os ¢’s ao longo da linha escolhida usando TDMA (figura A.6). Esse procedimento deve
ser seguido para todas as linhas em uma dire¢ao (e.g., diregao z) e repetido para as
linhas na outra diregao (e.g., direcdo ). Devemos repetir o processo o ntumero de vezes
necessario para se alcancar a convergéncia desejada, para cada passo de tempo.

Cabe ressaltar que os termos da equacao que englobam os pontos vizinhos per-
tencentes as outras linhas, assim como o termo que possui a concentracao no tempo
anterior, devem ser incluidos na constante d; da eq. (A.40). Por exemplo, se escolhe-

mos variar primeiro na dire¢do z, a identificacdo da eq. (A.11),

1 1 1 1 1
apCp = apcy + awcy, + aycy + ascy + apch, (A.49)

com a eq. (A.40),
a;¢; = biciy1 + gici—1 + d;, (A.50)

¢ feita da seguinte maneira:

a; = ap,
b’i = an,
g; = ags,

1 1 00
di == CLECE + CLWCW + aPCP'



Apéndice B

Solucao analitica da equacao de
difusiao em coordenadas cilindricas:
(i) Barreiras refletoras

(ii) Fluxo constante em z=0

B.1 Equacao de difusao com barreiras refletoras

O fenoémeno da difusdo pode ser descrito pela equacgao [36]

% = DV, (B.1)

onde ¢ é a concentracao, funcao da posicao 7 e do tempo t, e D é o coeficiente de difu-
sdo. No sistema internacional (ST), as unidades dessas grandezas sdo respectivamente

mol/m3 m, s e m?/s. Em coordenadas cilindricas, com simetria angular, essa equagao

Oc 10 [ Oc 0
=P {;a (a—) + a_] ' (B2)

O fluxo F' de particulas através de uma parede é dado por F' = —DVc¢-n, onde i

se torna

¢ um vetor unitario normal & parede. Portanto, as condi¢oes de contorno para barreiras

refletoras sao

o1
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% = 0, (B.3)
% LT 0, (B.4)
% i 0, (B.5)

onde R é o raio e H é a altura do cilindro.

B.1.1 Separacao de variaveis

Usando o método de separagao de variaveis [37] para buscar uma solugao, propomos

uma solucao da forma

c(ryz,t) = p(r)Z(2)T(t). (B.6)

Substituindo a soluc¢ao acima (B.6) na equagao de difusao (B.2) e dividindo por
pZ'T obtemos

10T 110 ([ 0p 10°Z
ey 5 ) [l (P Il B.
T ot [pr@r (rar) * Z 822} (B-1)

Cada termo desta equacao depende apenas de uma variavel. Como as varidveis variam
independentemente umas das outras, cada termo deve ser igual a uma constante e,

assim, ficamos com as seguintes equagoes:

10T
fa = —Q, (BS)
10*°Z

110 op\ =«
sror (1) =r=-5 - (B10)
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B.1.2 Resolvendo a equacao em t

Na equacao (B.8), escolhemos a constante negativa porque esperamos que a concen-
tracao fique constante ap6s um tempo, em vez de aumentar indefinidamente ao longo

do tempo. A solugao da equacdo (B.8) é

T = Ae ™, (B.11)

onde A é uma constante.

B.1.3 Resolvendo a equacao em z

Como as condigoes de contorno sao periodicas em z, podemos substituir 3 por —\? na
equagao (B.9), de forma que a solu¢do Z(z) dessa equagao e a derivada %—f sao dadas

por
Z = acos Az + bsen \z, (B.12)

0z

e = —aAsen Az + b cos \z. (B.13)
z

Impondo as condicoes de contorno na equacao acima, temos

0Z
— =0 = b=0
0z l2=0 ’
0z mm
_— = S AH = )\ = —
52 i 0 = sen 0 = R
onde m = 1,2,3,... ¢ um niimero inteiro. Portanto, 3 foi determinado, f = —\? =

2.2 . . . L
== . Embora tenhamos assumido que § < 0, é possivel mostrar que a hipotese g > 0,

H2
com as condicoes de contorno (eqs.(B.3) a (B.5)), leva a solugdo trivial Z = 0, ja a

hipotese 8 = 0 leva a solucao trivial Z =constante.

B.1.4 Resolvendo a equacao em r

2

Para solucionar a equacgao (B.10) supomos que v = —k? e, em seguida, fazemos a

mudanca de variaveis x = kr para obter
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A equacao acima é uma equacao de Bessel de ordem zero, cujas solugoes, chamadas

fungdes de Bessel de ordem zero, sao [36]

Jo(z) = i et (g)Qj . (B.15)

o
= JI(G+1)

A eq. (B.14) é uma equagao diferencial de segunda ordem e, dessa forma, tem duas
solugoes linearmente independentes. Contudo, a solucao linearmente independente da
explicitada acima diverge em r = 0 e, portanto, deve ser descartada.

A solucao deve satisfazer a condicao de contorno

@ —0 = dJo(z)

= 0.
orlr=R dr lz=kR

Para a condicdo de contorno ser satisfeita, devemos fazer kR = yo, = k = yon/R,

paran =1,2,3, ..., onde yp, ¢ a enésima raiz de %r(m) = 0. E importante destacar que
V7 Jo(Yonr/R) forma uma base ortogonal completa de fungoes [36]. Como v = —k?* =

—(%2)?, a partir da equagao (B.10) vemos que a constante a é dada por

2.2 2
a=D [”;—ZJF %} . (B.16)

B.1.5 Solucao geral

Unindo os resultados obtidos acima e notando que a equagao diferencial e suas condigoes

de fronteira também sao satisfeitas por uma solucao constante, temos

oo W2,
c(r,z,t) = coo + Z AonJo(yonr/R)e PR

n=1

+ f: Apindo(yonr/R) COS(

n,m=1

m7rz> -D [’”2”2 | Yy } t
e .

H?2 R2
H

(B.17)

Para que a equacao acima seja escrita de uma maneira mais conveniente para obter

os coeficientes, definimos dc(r, z,t) = ¢(r, z,t) — cs. A partir dessa definicao e da



B. SOLUCAO ANALITICA DA EQUACAO DE DIFUSAO EM COORDENADAS
CILINDRICAS 55

eq. (B.17), percebe-se que a constante c,, pode ser obtida fazendo t — oo. Como
de(r, z,t — 00) = 0, temos que co = ¢(r, 2,1 — 00).
Visto que no caso de barreiras refletoras a massa dentro do cilindro é conservada,

Coo € dado por

1 1 2m R H
Coo = /C(r72,0) dV = WRQH/Q /0 /o c(r, z,0) rde dr dz. (B.18)

onde V = mR?H é o volume.

Para determinar os coeficientes A,,, a partir da condi¢do inicial ¢(r,z,0),
utilizamos a eq. (B.17) em ¢t = 0 e a ortogonalidade das fung¢oes de Bessel e da fungao

cosseno. Em ¢t = 0 temos

de(r, z,0) = ¢(z,7,0) — ¢

— ZAOnJg Yon/R) + Z Apindo(yonr/ R) cos <m17;2>

n=1 n,m=1

(B.19)

Ao multiplicar ambos os lados da eq. (B.19) por rJy(yo,7/R) e integrar em r e z,
lembrando que [36]

RZ

9 [JO(yOn)] d(n'n), (B.20)

/0 rJo(Yonr/ R).Jo(yowr | R) dr =

obtemos os coeficientes Ao,

2

Ao = TR (o P 5 ,0)Jo(yonr/ R)r drdz. B.21

De modo semelhante, para determinar A,,,, basta multiplicar a eq. (B.19) por

rJo(Yonr/R) cos (m;Z) e integrar em 7 e z. Temos assim,

mmz
A = HRQ[T?/(M/ / de(r, z,0) Jo(yonr/R) COS( Vi )rdrdz (B.22)
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onde usamos que

" mnz m'mz H
/0 cos( 7 )cos( i ) dz = Eé(m/m)' (B.23)

B.1.6 Solucao analitica para uma condicao inicial ortogonal as

autofuncoes

Os coeficientes Ay, e A,,.,, podem ser obtidos analiticamente no caso em que a condi¢ao

inicial tem a forma

c(r, 2,0) = coo + K Jo(yoir/R) cos (J%) : (B.24)

onde K é uma constante e i e j sdo inteiros positivos. Neste caso, as equagoes (B.21)
e (B.22) fornecem
0se j #0,

Aogn = 00i0ni I =
0 07 { Ko,; se j =0,

Amn=5m,j5niK={ 0 se m# joun #1i,

Ksem=jen=1,

Substituindo esses coeficientes na eq.(B.17) temos que a solugdo analitica da
equacao de difusao em coordenadas cilindricas e barreiras refletoras, para a condicao
inicial (B.24), é

y -D J =2 Y0i
C<T7 2y t) = Coo T KJO(yOZT/R) CcosSs (%) e { 1 +R2:|t; (B25)

onde i e j sao inteiros positivos.

B.2 Equacao de difusdo com fluxo constante F em
z=0

B.2.1 Solucao geral

Para solucionar a equacao de difusao em coordenadas cilindricas com fluxo constante F
em z = 0, a equagao de difusao (B.2) deve ser resolvida com as condigées de contorno

iguais as do caso anterior de barreiras refletores, exceto em z = 0, onde a nova condigao
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de contorno é

Oc
—D— =F B.2
0z 1z2=0 7 ( 6)

onde F é o fluxo em z = 0, com unidade de mol/m?/s.
Na tentativa de reduzir a nova condicao de contorno a condicao de contorno

homogénea, buscamos uma solucao da seguinte forma

c=cp+cp, (B.27)

onde ¢, é uma solugao particular que deve satisfazer a nova condicao de contorno e cy,
portanto, deve obedecer as condicoes de contorno homogéneas.

Propomos a solucao particular:

F [22 Ft

Vamos testar se essa solucao de fato obedece os critérios desejados

9ep _Fr
0z _ D

dec, F #=0

— = —(z—H

5. ~pg ) ,
joa:] =0
Oz o

e F 0%c

Conforme esperado, a solugao particular, c,, satisfaz as condic¢oes de contorno e
a equacao de difusao. Quanto a cj, ja sabemos a sua forma, pois na secao anterior
resolvemos a equagao de difusao com condigoes de contorno homogéneas. E, assim,

ficamos com

c(ryz,t) = t) + cn(r, 2, t)

It
(— — HZ) + ﬁ +A0+ZA071J0 yOnT/R)

n=1
m2n

cp(2,
F
DH
Z Jo(yonr/ R) cos (mf;rz) eiD[ i +yf%]t. (B.30)
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Vamos determinar os coeficientes da equacao acima, a partir da concentracao
inicial ¢(r, z,0). Definindo dc(r, z,0) = ¢(r, 2,0) — % (% — Hz> — Ay, temos

3elr.20) = 3" Ao/ B) + S Auolanr/ ) cos ()

n=1 n,m=1

(B.31)

Essa equagao é idéntica a eq. (B.19) encontrada na segdo anterior, portanto os coe-
ficientes Ag, sdo dados pela eq. (B.21) e A,,, pela eq. (B.22). Cabe ressaltar que,
embora esses coeficientes obedecam as mesmas equagoes do caso anterior, dc(r, z,0) é
diferente, logo os coeficientes nao sao iguais aos do caso das barreiras refletoras.

Para calcular as integrais que determinam Ay, e A,,,, precisamos obter o valor
da constante Ay. Vamos usar o principio da conservacao de massa. Todas as fronteiras
sao barreiras refletoras, com excecao da fronteira z = 0 na qual ha um fluxo constante
F' de particulas entrando no volume. Sendo assim, o nimero de mols de particulas

dentro do cilindro é

Nrorar = No + Ny, (B.32)

onde Ny = [ ¢(r, z,0) dV € o ndmero de mols no tempo t = 0 e N; = 7R*tF ¢ o ntimero
de mols que entrou pela fronteira em z = 0, cuja area é 7R2, no intervalo de tempo

[0,t] devido ao fluxo F', de forma que

Nrorar = /c(r, 2,0)dV + TR*Ft. (B.33)

Por outro lado, usando a solu¢do geral eq. (B.30) e a relagio N = [ ¢dV, temos que

no limite ¢t — oo

F 2 Ft
c(r,z,t = 00) = D (% —Hz) + T + Ay, (B.34)

2w R H
Nrorar = /c(r, z,t — 00)dV = / / / c(r,z,t > oo)rd¢drdz, (B.3b)
o Jo Jo

TR*FH?

NTOTAL = - 3D

+ TR*Ft + Agn R*H. (B.36)
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Comparando as expressoes (B.33) e (B.36), temos que

FH

— B.
=3 (.37

1
AOZV/C(T,Z,())dV—F

onde V = 7R*H é o volume do cilindro.

B.2.2 Solucao analitica para uma condicio inicial especifica

Os coeficientes Ag, e A,,, podem ser calculados analiticamente no caso em que a

condicao inicial tem a forma

F [z Jmz
c(r,z,0) =B+ DH (5 - Hz) + K Jo(yoir/R) cos (?> , (B.38)

onde K e B sao constantes quaisquer e ¢ e j sao inteiros positivos. Nesse caso ficamos

com

de(r, z,0) = K Jo(yoir/ R) cos (‘%) . (B.39)

Dessa forma, podemos calcular facilmente os coeficientes A, € Ann

Osej#0

Agp, = 0000 K =
0 07 {Kémsej:()

AmnzémjéniK:{ Osen;«éi.oum#ij
Ksen=1em=].

Escolhendo j # 0, temos que A;; = K é o Gnico coeficiente nao nulo. Substituindo
a eq. (B.38) na eq. (B.37), obtemos que Ay = B, portanto, a solu¢ao da equagao de

difusao em coordenadas cilindricas com fluxo constante em 2 =0 é

F 2 Ft . o[22, ds
C(?“,Z,t) =B+ ﬁ <% - HZ) + ﬁ + KJo(Z/OiT/R) CcoS (]_;TIZ) e D{ H? +R2}t
(B.40)
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