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Abstract

The emergence of cooperation has been widely studied in the context of game theory with populations

structured on graphs. Usually the individuals adopt one strategy against all their neighbors. But what

does happen if the players adopt simultaneously di�erent strategies against each one of their opponents,

not just a single one? Here we study this question in the prisoner dilemma scenario structured on

di�erent graph topologies (ring, square lattice, random graphs and scale-free networks). We show that

if an update rule is de�ned in which the players replace the strategy that furnishes the smallest payo�,

a punishment response mechanism against defectors without imputing cost to the punishers appears,

cooperation dominates and, even if the tendency of defection is huge, cooperation still remains alive.

This was established by analytical arguments and numerical simulation. We also derive a mean-�eld

approximation for a well-mixed population. In another context, we study a repeated public good game

where the players can leave the game with a �xed probability. We show that if the probability of staying

is large enough cooperation thrives.
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Resumo

A cooperação tem sido amplamente estudada no contexto da teoria evolutiva de jogos em populações

estruturadas em redes de interação. Nos modelos usuais os indivíduos adotam uma mesma estratégia

contra todos os seus vizinhos. Mas o que acontece quando os jogadores adotam estratégias diferentes contra

oponentes diferentes? Nós estudamos essa questão no contexto do dilema do prisioneiro em populações

estruturas em redes com diversas topologias (anel, rede quadrada, grafos aleatórios e redes do tipo sem

escala). Nós mostramos que, se uma regra de atualização em que os jogadores trocam a estratégia que

fornece o pior ganho é utilizada, um mecanismo de punição contra os não cooperadores surge, a cooperação

domina e, mesmo se a tendência de não cooperar é alta, a cooperação é mantida na população. Tais

resultados foram obtidos através de argumentos analíticos e de simulações numéricas. Além disso os

resultados foram corroborados por uma aproximação de campo médio para populações em que todos

interagem com todos. Em outro contexto, nós estudamos um jogo repetido de bens públicos em que

os jogadores podem abandonar o jogo com uma probabilidade �xa. Nesse jogo mostramos que, se a

probabilidade de permanecer jogando é alta, a cooperação é favorecida.
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Capítulo 1

Introdução

A cooperação é um comportamento em que o cooperador se sujeita a um custo para gerar um benefício

para um ou mais indivíduos [1]. Este comportamento está presente em todo o reino animal. Por exemplo,

quando um macaco da espécie Chlorocebus pygerythrus avista um predador, ele começa a gritar de

modo a avisar os demais companheiros, o que atrai a atenção do predador em direção a ele. Dessa

forma a emissão do alarme aumenta a chance de sobrevivência dos demais membros da comunidade em

detrimento do indivíduo que emite o alarme [2]. Em várias espécies de pássaros, alguns indivíduos abdicam

temporariamente da procriação para cuidar dos descendente de outro casal [3]. Numa colméia as operárias

abdicam da função de reprodução para cuidarem dos descendentes da rainha. Diferentemente dos demais

animais, a espécie humana apresenta formas mais complexas de cooperação. Desde o elaborado sistema

de divisão do trabalho a um simples ato de ajudar um estranho, a cooperação é um ingrediente essencial

na formação e sustentação de uma sociedade [4].

Na teoria de evolução, os benefícios e custos da cooperação são traduzidos em termos de sucesso

reprodutivo, seja em termos da reprodução biológica da espécie ou em termos da reprodução cultural

de idéias e comportamentos [5]. Como a cooperação é onerosa para o cooperador, a cooperação teria

uma chance menor de se espalhar na população e o resultado seria a eliminação dos comportamentos

cooperativos. Contudo a cooperação é ubíqua na natureza. Esse fato levou Darwin a considerar os

comportamentos cooperativos como um dos maiores desa�os em sua teoria.

Na maioria das espécies os cooperadores direcionam os benefícios da cooperação preferencialmente

aos próprios parentes [6]. Como a chance de que um parente exiba o mesmo comportamento cooperativo

é alta, um cooperador estaria ajudando outro indivíduo que também é cooperador, ao invés de ajudar

um estranho que seria potencialmente um não cooperador. Esse mecanismo é chamado de seleção de
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1. Introdução 2

parentesco e garante que, diante da seleção natural, a cooperação possa ser mantida. No caso da espécie

humana, a seleção de parentesco não é su�ciente para explicar a manutenção da cooperação, pois os seres

humanos não cooperam somente com parentes e a propagação dos comportamentos dá-se não somente

através da reprodução biológica, mas também através da transmissão cultural. Um dos principais meca-

nismos na espécie humana é a reciprocidade direta [7]: eu te ajudo se você me ajudar. A reciprocidade deu

origem a vários mecanismos de recompensa e punição, que funcionam como incentivos à cooperação [8,9].

A reciprocidade também pode ser indireta. Ela ocorre quando um indivíduo coopera para manter uma

boa reputação, o que pode atrair atos cooperativos de terceiros [10]. Esses mecanismos requerem uma

capacidade cognitiva maior e, portanto, praticamente não estão presentes nas outras espécies. Um ou-

tro mecanismo é chamado de reciprocidade de rede [11]. Os indivíduos interagem numa rede social de

forma que os comportamentos cooperativos são dirigidos somente para as pessoas que estão conectadas

ao cooperador. Esse mecanismo permite a formação de aglomerados de cooperadores, o que possibilita a

restrição dos benefícios somente aos cooperadores, com a consequente exclusão dos não cooperadores.

A evolução da cooperação pode ser analisada com o formalismo da teoria evolutiva de jogos [12]. A

teoria evolutiva de jogos é a união da teoria de jogos, que surgiu no contexto de economia, e a teoria

de seleção natural de Darwin. Um jogo de cooperação, usualmente chamado de Dilema do Prisioneiro, é

essencialmente uma interação entre dois ou mais indivíduos que adotam as estratégias de cooperar ou de

não cooperar. O ganho de cada jogador depende de qual estratégia é adotada por ele e pelos demais. Para

se estudar a evolução da cooperação numa população, considera-se que cada indivíduo pode adotar as

estratégias de cooperação ou de não cooperação e que, de acordo com o ganho proveniente das interações,

as estratégias dos jogadores mais bem sucedidos espalham-se na população [11].

Nos modelos usuais da teoria evolutiva de jogos assume-se que cada jogador adota a mesma estratégia

em relação a todos oponentes. Na presente tese estudamos a situação em que cada jogador pode adotar

estratégias diferentes contra oponentes distintos. Estudamos esse modelo, o qual chamamos de modelo DO

(do inglês �Distinguishing the Opponents�), no contexto de reciprocidade de rede com várias topologias.

Além desse problema, estudamos o problema da cooperação no caso em que mais de dois jogadores estão

envolvidos na interação, o que é chamado de jogo de bens públicos [13].

A presente tese é organizada da seguinte forma. No capítulo 2 os conceitos da teoria evolutiva de jogos

são introduzidos. O dilema do prisioneiro é de�nido em termos da teoria de jogos e o processo evolutivo da

cooperação é de�nido em termos da regra de imitação. No capítulo 3 alguns mecanismos responsáveis pela

cooperação, como a seleção de parentesco e os mecanismos de reciprocidade, são descritos em detalhes.

No capítulo 4 a de�nição do modelo DO é introduzida e o modelo é estudado numa rede quadrada e num
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anel. No capítulo 5 uma aproximação analítica do tipo campo médio é desenvolvida para o modelo DO.

No capítulo 6 duas formas distintas de se calcular o sucesso de um jogador são analisadas no contexto

de redes heterogêneas (as de�nições formais da teoria de redes são apresentadas no apêndice A). Um

modelo de interação em jogos de bens públicos é analisado através de uma aproximação de campo médio

no capítulo 7. Nossas conclusões são apresentadas no último capítulo.



Capítulo 2

Teoria Evolutiva de Jogos

Nesse capítulo serão introduzidas as duas bases teóricas da teoria evolutiva de jogos: a teoria de evolução

de Darwin e a teoria de jogos. Com a teoria de jogos formaliza-se comportamentos individuais que

recebem o nome de estratégias. Com a teoria evolutiva de jogos estuda-se a evolução da fração de

estratégias em uma população sujeita a processos envolvendo a seleção natural de Darwin. Em posse do

formalismo matemático da teoria evolutiva de jogos, estudaremos a evolução das estratégias cooperativas

em população. Este capítulo está baseado nas referências [1] e [11].

2.1 Evolução: seleção natural de Darwin

Uma população é um grupo de indivíduos de uma única espécie que vivem e se reproduzem numa área

geográ�ca particular [14]. Indivíduos de uma mesma espécie são similares, mas não são necessariamente

idênticos. Por exemplo, os pássaros estudados por Charles Darwin, em sua viagem a bordo do navio Beagle

em 1831, possuíam vários tipos de bicos, apesar de serem da mesma espécie. Darwin notou que, diante de

uma mesma situação ambiental, indivíduos diferentes podem se comportar de maneira diferente. No caso

dos pássaros, ele notou que alguns tipos de bicos eram mais apropriados para aquisição de determinados

tipos de alimentos e concluiu que a simples presença dessas variedades permitia uma competição em que

�o mais forte seria o vencedor� (the struggle for life). Esse cenário foi denominado seleção natural.

A seleção natural é o resultado lógico de quatro princípios apresentados por Darwin [15], em sua obra

�A Origem das Espécies�:

1. Os indivíduos de uma espécie são variáveis.

2. Algumas dessas variações são passadas para a prole.

4
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3. Em cada geração, o número de �lhos produzidos é maior do que os que sobrevivem.

4. A sobrevivência e a reprodução dos indivíduos não é aleatória: os indivíduos que sobrevivem e

se reproduzem em maior número são aqueles que possuem as variações mais favoráveis. Eles são

selecionados naturalmente.

Com a descoberta dos mecanismos genéticos responsáveis pela hereditariedade, os mecanismos da

seleção natural tornaram-se mais claros [14]. Cada indivíduo possui um código genético que contém

informações necessárias para o seu desenvolvimento. Essa informação encontra-se codi�cada no DNA. O

DNA é uma �ta longa, composta de nucleotídeos, que possui segmentos com informações para a produção

de proteínas. Esses segmentos são chamados de genes. Um mesmo gene pode se apresentar com pequenas

variações, que são chamadas de alelos do gene. O conjunto de genes de um organismo é chamado de

genoma e o conjunto especí�co de alelos que formam o genoma de um indivíduo é chamado de genótipo.

O comportamento e a aparência dos indivíduos são chamados de fenótipo. A relação entre a informação

contida no genótipo e o fenótipo dos indivíduos é complexa, pois depende da interação entre vários genes,

entre os genes e as células vizinhas, entre os genes e o meio ambiente, dentre outros fatores. Cada fenótipo

confere aos indivíduos uma maior ou menor habilidade de se reproduzir e de sobreviver no seu ambiente.

Essa habilidade é chamada de aptidão. Quando um indivíduo se reproduz, o material genético dos

pais é transferido para os �lhos. Apesar da transmissão ser executada com pouquíssimos erros, mutações,

recombinações e outros processos podem resultar em alguns genes nos �lhos que são diferentes dos originais

nos progenitores. Como resultado desses erros na transmissão, os indivíduos numa população são variáveis

em praticamente todas as características. Quando uma característica confere ao seu portador um aumento

na aptidão em comparação com outro não portador dessa característica, diz-se que essa característica é

uma adaptação. Portanto, os indivíduos melhor adaptados ao meio, por se reproduzirem mais, ou

por sobreviverem mais, são naturalmente selecionados, e a composição da população sofre modi�cações,

passando a exibir um maior número de indivíduos portadores da característica melhor adaptada.

A evolução Darwiniana requer uma população de indivíduos que se reproduzem, seja sexuada ou

assexuadamente. Como na reprodução pode ocorrer mutação, novas variedades podem surgir na espécie.

Como decorrência da competição entre diferentes indivíduos, surge o fenômeno da seleção. Reprodução,

mutação e seleção são alguns dos ingredientes essenciais para um modelo evolutivo. No presente trabalho,

somente modelos de reprodução assexuada serão estudados.
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2.1.1 Reprodução

Um dos processos de reprodução que pode ser representado por uma equação bem simples é a reprodução

de seres unicelulares, como as bactérias. Se x(t) é a quantidade de células no tempo t e r é a taxa de

crescimento per capita, a lei de crescimento pode ser escrita como

ẋ =
dx

dt
= rx. (2.1)

Se a quantidade inicial de células é dada por x0 = x(0), a solução da equação acima é dada por

x(t) = x0e
rt. (2.2)

Nesse modelo simples, as bactérias se reproduzem e a população cresce inde�nidamente. Pode-se acres-

centar ao modelo a taxa de mortalidade, ou mesmo um limite para o tamanho da população, resultando,

por exemplo, na equação logística [1].

2.1.2 Seleção I: a equação do replicador

A seleção opera sempre que diferentes tipos de indivíduos se reproduzem com taxas diferentes. Suponha

que existam dois tipos de indivíduos: tipo A e tipo B. Seja NA(t) a quantidade de indivíduos do tipo A

e NB(t) a quantidade do tipo B, ambas no tempo t. Nesse problema de�ne-se a aptidão como a taxa de

reprodução per capita. Se a é a taxa de reprodução do tipo A e b é a taxa de reprodução do tipo B, a lei

de crescimento para as subpopulações A e B pode ser escrita como

ṄA = aNA, (2.3)

ṄB = bNB . (2.4)

Denotando ρ(t) = NA(t)/NB(t) como a razão entre as quantidades de A e B, tem-se que

ρ̇ = (a− b)ρ. (2.5)

Se a condição inicial é dada por ρ0 = NA(0)/NB(0), a solução da equação é dada por

ρ(t) = ρ0e
(a−b)t. (2.6)
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Portanto se a > b o tipo A cresce mais rapidamente do que o tipo B, signi�cando que a seleção favorece

o tipo A, ou, em outras palavras, o tipo A é mais bem adaptado do que o tipo B.

Agora vamos calcular a dinâmcia das frações relativas x(t) e y(t), que são dadas por

x(t) =
NA(t)

NA(t) +NB(t)
e (2.7)

y(t) =
NB(t)

NA(t) +NB(t)
. (2.8)

É facil veri�car que a variação da quantidade total N(t) = NA(t) +NB(t) é dada por

Ṅ = ϕN, (2.9)

onde ϕ = ax+ by é a aptidão média da população. Como

ẋ =
d

dt

(
NA
N

)
=
ṄAN −NAṄ

N2
, (2.10)

tem-se que

ẋ = x(a− ϕ), (2.11)

ẏ = y(b− ϕ), (2.12)

Já que y = 1− x, o sistema de duas equações pode ser reduzido a uma única equação,

ẋ = x(1− x)(a− b). (2.13)

Para estudar o comportamento deste sistema dinâmico (ẋ = f(x)), inicialmente determina-se os pontos

�xos (ou de equilíbrio) de�nidos por ẋ = 0. A estabilidade linear é determinada por df(x)
dx avaliada nos

pontos �xos. Se df(x)
dx > 0 tem-se um ponto �xo repelente, já que uma condição inicial levemente afastada

do ponto �xo se afastará ainda mais com o passar do tempo. Por outro lado, se df(x)
dx < 0, o ponto �xo

será um atrator, já que condições iniciais levemente afastadas do atrator convergirão para ele.

Os dois únicos pontos de equilíbrio da equação 2.13 são x = 0 e x = 1. Se a > b, x = 1 é atrator e

x = 0 é repelente. Se a < b, x = 1 é repelente e x = 0 é atrator. Isso signi�ca que se numa população

existe uma mistura de A e B, a fração de A cresce se a aptidão de A é maior do que a aptidão de B de
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forma que, no equilíbrio, tem-se somente indivíduos do tipo A. O inverso ocorre caso a aptidão de A seja

menor do que a aptidão de B.

As equações 2.11 e 2.12 podem ser estendidas para o caso de seleção entre n tipos diferentes. Seja

xi(t) a fração de indivíduos do tipo i. A estrutura da população é dada pelo vetor x⃗ = (x1, . . . , xn), sendo∑n
i=1 xi = 1. Se a aptidão do tipo i é dada pela constante fi, a aptidão média da população é dada por

ϕ =

n∑
i=1

xifi. (2.14)

A dinâmica de seleção pode ser escrita como

ẋi = xi(fi − ϕ), (2.15)

com i = 1, . . . , n. Essa equação é conhecida como equação do replicador.

O conjunto de pontos em Rn, onde R representa o conjunto dos números reais, com a propriedade∑n
i=1 xi = 1 é chamado de simplex Sn. As órbitas da equação do replicador na presença de n estratégias

encontram-se no simplex Sn. Usualmente, a �m de se visualizar as soluções nos casos n = 2 e n = 3,

representa-se o simplex como um segmento de reta no caso n = 2 e como um triângulo no caso n = 3,

conforme mostrado nas �guras 2.1 e 2.2, respectivamente. Formalmente, a representação do simplex S2

através de um segmento de reta de tamanho unitário pode ser de�nida pela aplicação bijetiva H : S2 →

[0, 1], onde H é dada por

H(x1, x2) =

(
x21 + (1− x2)

2

2

)1/2

. (2.16)

De maneira análoga, para os demais valores de n, o simplex Sn ⊂ Rn pode ser representado por uma

estrutura mais simples em Rn−1.

A dinâmica de seleção contém ingredientes su�cientes para descrever o processo de sobrevivência do

mais bem adaptado. Contudo, se uma população contém somente indivíduos do mesmo tipo, a dinâmica

de seleção diz que a população permanece nessa mesma con�guração para sempre. Por isso é preciso

incorporar o processo de mutação para completar a formalização das equações evolutivas.

2.1.3 Seleção II: mutações

Os indivíduos de uma espécie apresentam variabilidade genética, ocasionada pelos erros de transmissão

do material genético na reprodução. Seja i = 1, . . . , n as possíveis variações de uma espécie. Seja qij

a probabilidade de que o tipo i se transforme no tipo j, devido aos erros na reprodução, de forma que
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Figura 2.1: Representação do simplex S2. (A) Os pontos tais que x1 + x2 = 1 formam um segmento de
reta em R2. O simplex S2 é a estrutura unidimensional imersa no espaço euclidiano R2. (B) O simplex
pode ser representado pelo intervalo real [0, 1], onde um ponto x ∈ [0, 1], com x = H(x1, x2), representa
a con�guração (x1, x2) = (x, 1− x) em R2.

∑n
j=1 qij = 1. Seja fi a aptidão de um indivíduo do tipo i. A dinâmica de seleção pode ser escrita como

ẋi =
n∑
j=1

xjfjqji − ϕxi. (2.17)

O termo xjfjqji representa a reprodução de um indivíduo do tipo j, cuja taxa é dada por xjfj , vezes a

probabilidade de que o tipo j se transforme no tipo i. Se qji = δij , essa equação é igual à equação 2.15.

Apesar do termo ϕxi ser não linear em x, essa equação possui uma solução explícita. Primeiramente,

de�ne-se

ψ(t) =

∫ t

0

ϕ(s)ds. (2.18)

Em seguida, note que

ẋi + ϕxi = e−ψ
d(xie

ψ)

dt
. (2.19)

De�nindo a variável auxiliar Xi(t), dada por

Xi(t) = xi(t)e
ψ(t), (2.20)
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Figura 2.2: Representação do simplex S3. Os pontos tais que x1 + x2 + x3 = 1 formam um segmento
de plano em R3. O simplex S3 é a estrutura bidimensional imersa no espaço euclidiano R3. Os vértices
1, 2 e 3 do triângulo representam as con�gurações da população em que x1 = 1, x2 = 1 e x3 = 1,
respectivamente.

tem-se que a equação 2.17 é equivalente a

Ẋi =
n∑
j=1

Xjfjqji, (2.21)

com j = 1, . . . , n. Essa equação é linear e possui solução obtida por técnicas padrões.

Considere o caso simples em que a aptidão do tipo 1 seja f1 > 1, ao passo que a aptidão dos demais

tipos seja igual a 1. Seja q a probabilidade da reprodução do tipo 1 não sofrer erros. Por conseguinte,

1− q é a probabilidade de se gerar um tipo mutante. Se a probabilidade do tipo mutante se transformar

no tipo 1 for negligenciada (num modelo de mutação pontual, em que se considera a probabilidade de que

cada base do DNA sofra uma mutação, essa hipótese é razoável), a equação 2.17 transforma-se em

ẋ1 = x1(f1q − ϕ), (2.22)

ẋm = x1f1(1− q) + xm − ϕxm, (2.23)

em que x1 é a fração do tipo 1 e xm é a soma da fração dos mutantes. Como x1 + xm = 1, tem-se que

ẋ1 = x1[f1q − 1− x1(f1 − 1)]. (2.24)
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Se f1q > 1, o ponto de equilíbrio, que é estável, é dado por

x∗1 =
f1q − 1

f1 − 1
. (2.25)

Nesse caso é possível haver coexistência do tipo 1 com os demais tipos. Contudo, se f1q < 1, x1 converge

para zero e o tipo 1 desaparece da população.

Antes de se considerar a união da teoria evolutiva com a teoria de jogos, é necessária a introdução de

alguns conceitos fundamentais da teoria de jogos.

2.2 Teoria de Jogos

A teoria de jogos foi elaborada inicialmente por John von Neumann e Oskar Morgenstern, publicada no

livro The Theory of Games and Economic Behavior [16], para tratar matematicamente o comportamento

humano em situações de decisões estratégicas na área da economia. Eles de�niram o conceito de jogo

como sendo qualquer interação entre agentes governada por um conjunto de regras especi�cando os pos-

síveis movimentos para cada participante e um conjunto de resultados para cada possível combinação de

movimentos. De acordo com R. Aumann (prêmio Nobel de economia em 2005) e S. Hart [17],

�A Teoria de Jogos pode ser vista como uma espécie de guarda-chuva ou teoria de `campo

uni�cado' para o lado racional das ciências sociais...[a Teoria de Jogos] desenvolve metodologias

que se aplicam em princípio a todas as situações que envolvem interações.�

A economia é repleta de situações que envolvem decisões estratégicas, as quais raramente se dão

de forma independente das decisões de outras pessoas. Quando o resultado das escolhas depende das

interações entre os indivíduos, a teoria de jogos entra em cena com uma abordagem matemática que

permite elucidar a seguinte questão: supondo que cada indivíduo gostaria de ganhar o máximo possível,

quais são os possíveis resultados do jogo que são consistentes com essa hipótese [18]? A teoria de jogos

propõe uma série de re�namentos para responder essa pergunta, mas foi o matemático John Nash que

elaborou o resultado mais importante, cuja generalidade permitiu que a teoria de jogos se estendesse para

vários ramos das ciências sociais. John Nash provou um teorema que envolve um conceito de solução

conhecido como equilíbrio de Nash. Nessa seção apresentaremos o formalismo matemático que possibilita

abordar essa questão.
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2.2.1 Jogos de dois jogadores e duas estratégias

Inicialmente alguns jogos que funcionam como modelos padrões serão discutidos. Note que o nome dos

jogos é apenas �gurativo, pois o que interessa é a estrutura das estratégias e dos ganhos representados no

jogo.

2.2.1.1 Dilema do prisioneiro

No jogo conhecido como Dilema do Prisioneiro [1], duas pessoas são suspeitas de terem cometido um

crime em conjunto. Os suspeitos são con�nados em quartos diferentes e não podem se comunicar. Como

a polícia não tem provas su�cientes para condená-los, a polícia propõe um acordo para cada um dos

suspeitos: confesse o crime, seja testemunha e ganhe a liberdade. Se um prisioneiro confessa enquanto o

outro não confessa, o que confessou é solto e o que não confessou é preso por 10 anos. Se ambos confessam,

cada um �ca preso por 7 anos. Se nenhum confessa, ambos �cam presos por um ano, pois não foi possível

provar nada contra nenhum deles. Pode-se organizar os resultados de cada combinação das escolhas na

chamada matriz de ganho:

Suspeito 2

silenciar confessar

Suspeito 1
silenciar -1 -10

confessar 0 -7

Essa matriz de ganho representa o ganho do suspeito 1 para cada atitude do suspeito 2. Se o suspeito

2 permanece em silêncio e o suspeito 1 também permanece em silêncio, então o suspeito 1 �ca preso por

um ano (ganho negativo igual a −1). Se o suspeito 2 permanece em silêncio e o suspeito 1 confessa, então

o suspeito 1 é solto (ganho igual a 0). Se o suspeito 2 confessa e o suspeito 1 permanece em silêncio, então

o suspeito 1 �ca preso por dez anos (ganho negativo igual a −10). Se o suspeito 2 confessa e o suspeito

1 também confessa, então o suspeito 1 �ca preso por sete anos (ganho negativo igual a −7). Para obter

o ganho do suspeito 2, basta inverter os papéis e utilizar a matriz de ganho do suspeito 1 de maneira

análoga.

O que cada prisioneiro deve fazer? Para responder essa questão, a teoria de jogos baseia-se em três

hipóteses [18]: (i) os jogadores são instrumentalmente racionais, isto é, buscam maximizar os ganhos;

(ii) ambos os jogadores sabem que o outro jogador é instrumentalmente racional; (iii) ambos sabem as

regras do jogo, isto é, conhecem todas as estratégias disponíveis e a tabela dos ganhos. Como os jogadores

não podem se comunicar, a decisão de um não in�uencia a decisão do outro. É como se a decisão fosse
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simultânea. Se o oponente permanece em silêncio, é melhor confessar, pois dessa forma se é solto ao invés

de se �car preso por 1 ano. Se o oponente confessa, é melhor confessar, pois dessa forma �ca-se preso por

apenas 7 anos ao invés de �car preso por 10 anos. Note que, independentemente da escolha do oponente,

a melhor escolha é confessar. Se ambos os jogadores agem racionalmente, no sentido de maximizar os

ganhos, e ambos raciocinam da mesma forma sem cometer erros, o resultado �nal será aquele em que

ambos os prisioneiros confessam, �cando ambos presos por 7 anos.

A situação em que ambos os prisioneiros confessam de�ne uma situação de equilíbrio em que nenhum

jogador tem incentivo unilateral de mudar de estratégia para aumentar o seu ganho. Se somente um dos

prisioneiros resolvesse �car em silêncio, ele seria prejudicado, pois �caria preso por dez anos ao invés de

sete. Esse equilíbrio é chamado de equilíbrio de Nash. Note que se ambos tivessem cooperado entre si e

permanecido em silêncio, ambos teriam sido presos por apenas um ano. O dilema surge pois os prisioneiros

obteriam um benefício maior se eles cooperassem entre si, mas tão logo um dos prisioneiros resolvesse

cooperar com o outro, ele estaria sujeito a ser traído e sofrer a pena máxima. O dilema do prisioneiro é

a metáfora desse tipo de dilema social.

2.2.1.2 Jogo da caça ao veado

No jogo conhecido como caça ao veado ( stag-hunt game [13]), duas pessoas, os jogadores, precisam caçar

para obter alimento. Cada jogador tem a opção de caçar um veado ou uma lebre. Se um jogador decide

capturar uma lebre, ele o pode fazer sozinho. O fato de uma pessoa ter capturado uma lebre não exclui

a possibilidade da outra também capturar uma lebre. Contudo para capturar o veado é preciso a ação

conjunta dos dois caçadores. Se os dois caçadores decidem caçar o veado, ambos são bem sucedidos e

ganham um valor igual a 10, que pode ser a quantidade de dias em que haverá alimento disponível. Se

um dos caçadores decide caçar lebre e o outro decide caçar veado, o que decidiu caçar a lebre ganha 2

e o que decidiu caçar o veado ganha 0. Se ambos decidirem caçar lebre, cada um ganha 2. A matriz de

ganho é dada por

Jogador 2

veado lebre

Jogador 1
veado 10 0

lebre 2 2

Se o oponente decide caçar veado, o outro jogador será mais bem sucedido se também caçar veado.

Mas se o oponente decide caçar lebre, o outro jogador será mais bem sucedido se caçar lebre. A opção
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em que se ganha mais é fazer exatamente o que o oponente está fazendo. O jogo da caça ao veado é a

metáfora das situações em que, para se conseguir o ganho máximo, é necessário coordenar a ação dos

jogadores.

2.2.1.3 Jogo do falcão e pomba

Esse jogo representa uma briga �ctícia entre duas espécies: falcão (F) e uma pomba (P) [1]. O falcão

sempre aceita a luta ao passo que a pomba sempre desiste de brigar. O benefício de vencer a disputa é

b e o custo devido à briga é −c. Se dois falcões se encontram, ambos aceitam a briga e um deles acaba

vencendo a briga. Como ambos os falcões são igualmente fortes, cada um vence a luta com probabilidade

1/2. Portanto o ganho de cada falcão é (b−c)/2. Quando um falcão encontra uma pomba, a pomba desiste

de lutar. O ganho do falcão nessa situação é igual a b e o da pomba é igual a 0. Nesse caso não há custo

algum, pois não houve briga. Quando duas pombas se encontram, uma delas se retira primeiro, deixando

a outra com todos os benefícios da vitória. Como cada uma das pombas se retira com probabilidade 1/2,

o ganho de cada uma será b/2. Novamente não há custo algum, pois não houve briga. A matriz de ganhos

é dada por

Jogador 2

F P

Jogador 1
F b−c

2 b

P 0 b
2

Considere que b < c. Se o oponente adota F , é melhor adotar P . Se o oponente adota P é melhor adotar

F .

2.2.1.4 Representação normal para o caso de dois jogadores

A representação de um jogo na forma normal contém (i) os jogadores, (ii) as estratégias possíveis e (iii)

os ganhos auferidos por cada jogador, os quais dependem das combinações de estratégias. Denotemos

por n = 1, 2 os jogadores e por Γ = {A,B} o conjunto de estratégias disponível para os jogadores,

com sn ∈ Γ sendo um elemento arbitrário desse conjunto. (s1, s2) é o per�l de estratégias dos dois

jogadores e un(s1, s2) é a função que determina o ganho do jogador n. De�ne-se o jogo como a estrutura

G = {1, 2; Γ;u1, u2}.

Os exemplos apresentados nessa seção correspondem aos jogos simétricos de dois jogadores com duas

estratégias disponíveis. Os possíveis per�s de estratégias são (A,A), (A,B), (B,A) e (B,B). O per�l
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(A,B) signi�ca que o jogador 1 adota a estratégia A e o jogador 2 adota a estratégia B. Para cada um

desses per�s, o jogador 1 possui um ganho de�nido pela função u1 : {(A,A), (A,B), (B,A), (B,B)} → R,

em que R é o conjunto dos números reais. O valor u1(A,B) é o ganho do jogador 1 quando o jogador

1 adota a estratégia A e o jogador 2 adota a estratégia B. O valor u2(A,B) é o ganho do jogador 2

quando o jogador 1 adota a estratégia A e o jogador 2 adota a estratégia B. Esses valores podem ser

convenientemente representados pela matriz de ganho do jogador 1

Jogador 2

A B

Jogador 1
A u1(A,A) u1(A,B)

B u1(B,A) u1(B,B)

e pela matriz de ganho do jogador 2

Jogador 1

A B

Jogador 2
A u2(A,A) u2(B,A)

B u2(A,B) u2(B,B)

Note que nos exemplos dessa seção, tem-se que u1(A,A) = u2(A,A), u1(B,B) = u2(B,B), u1(A,B) =

u2(B,A) e u1(B,A) = u2(A,B). Os jogos em que os elementos da matriz de ganho possuem essa

propriedade são chamados de jogos simétricos. Nesse caso é su�ciente representar somente a matriz

de ganho de um dos jogadores, pois o ganho do outro jogador é obtido apenas trocando os papéis dos

jogadores. Um jogo simétrico entre dois jogadores com duas estratégias disponíveis �ca bem representado

pela matriz de ganho

A B

A a b

B c d

(2.26)

em que a = u1(A,A), b = u1(A,B), c = u1(B,A) e d = u1(B,B). Um jogador que adota a estratégia A

ganha a se o oponente adota a estratégia A e ganha b se o oponente adota a estratégia B. Um jogador

que adota a estratégia B ganha c se o oponente adota a estratégia A e ganha d se o oponente adota a

estratégia B.
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2.2.1.5 Equilíbrio de Nash

O equilíbrio de Nash é dado pela situação em que nenhum jogador tem incentivo unilateral de mudar

de estratégia e aumentar o seu ganho. O equilíbrio de Nash é de�nido, em primeiro lugar, em termos

do conceito da função �melhor resposta�, isto é, qual é a melhor resposta face à estratégia escolhida pelo

oponente? Esse conceito formaliza a hipótese fundamental de que o ser humano realiza suas escolhas de

forma a maximizar o seu ganho: se uma opção oferece um ganho maior, então essa opção será a escolhida

em detrimento das demais [18]. Dessa forma a matriz de ganho deve representar todos os possíveis

ganhos que in�uenciam a escolha dos jogadores. Indivíduos que agem assim são chamados de indivíduos

instrumentalmente racionais. A segunda hipótese em que se baseia o equilíbrio de Nash é a de que ambos

os jogadores sabem que o outro jogador também é instrumentalmente racional. Dessa forma, se eu sou

instrumentalmente racional e sei que meu oponente também é instrumentalmente racional, isso signi�ca

que ambos tentaremos obter o maior ganho possível no jogo. A terceira hipótese é a de que ambos os

jogadores conhecem a matriz de ganho e as estratégias disponíveis para ambos. O equilíbrio de Nash

acontece na situação em que ambos os jogadores adotam a estratégia que é a melhor resposta para a

estratégia do oponente.

De�nição 1 (Equilíbrio de Nash) Um per�l de estratégias (s∗1, s
∗
2) é um equilíbrio de Nash se, e

somente se, cada estratégia s∗1 e s∗2 é a melhor resposta (BR) para a estratégia do outro jogador,

s∗1 = BR(s∗2), s∗2 = BR(s∗1). (2.27)

A função melhor resposta BR(s2) fornece a estratégia s1 que maximiza o valor de u1(s1, s2), dado que a

estratégia s2 esteja �xa. Da mesma forma, a função BR(s1) fornece a estratégia s2 que maximiza o valor

de u2(s1, s2), dado que a estratégia s1 esteja �xa.

Nos jogos simétricos é usual de�nir o equilíbrio de Nash simétrico. Um per�l de estratégia (s∗1, s
∗
2) é

um equilíbrio de Nash simétrico se, e somente se, s∗1 = s∗2. Nesse caso diz-se que a estratégia s∗1 é

um equilíbrio de Nash simétrico.

Em termos da matriz de ganho 2.26, a condição para que cada uma das estratégias seja um equilíbrio

simétrico de Nash é dada por

• A é um equilíbrio simétrico de Nash se a ≥ c

• B é um equilíbrio simétrico de Nash se d ≥ b
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Em outras palavras, suponha que a ≥ c e que ambos os jogadores adotam A, isto é, que o per�l de

estratégias é (A,A). Se somente um dos jogadores mudar para a estratégia B, ele passará a ganhar c.

Como a ≥ c, é melhor permanecer com a estratégia A. É nesse sentido que o per�l (A,A) é um equilíbrio.

Note que na de�nição do equilíbrio de Nash não se leva em consideração a possibilidade de que ambos

os jogadores mudem ao mesmo tempo de estratégia, como, por exemplo, se eles entrassem em comum

acordo.

No dilema do prisioneiro, se A representa a estratégia de permanecer em silêncio e B representa a

estratégia de confessar, somente B é um equilíbrio de simétrico de Nash. No jogo da caça ao veado, se

A representa a estratégia de caçar veado e B representa a estratégia de caçar lebre, tem-se que tanto A

como B são equilíbrios simétricos de Nash.

No jogo falcão e pomba, se A representa a estratégia falcão e B representa a estratégia pomba, os

equilíbrios de Nash são (A,B) e (B,A), pois a melhor resposta é fazer exatamente o oposto do oponente.

Note que essas duas soluções de equilíbrio não são simétricas. Contudo pode-se de�nir uma estratégia

mista, em que se adota A com probabilidade p e B com probabilidade 1− p, com p ∈ [0, 1]. O ganho de

uma estratégia p1 contra uma estratégia p2 é de�nido como sendo o ganho médio, e é dado por

E(p1, p2) =
b

2
(1 + p1 − p2 −

c

b
p1p2). (2.28)

A estratégia p∗ = b/c é tal que E(p∗, p∗) = E(p, p∗) para todo p. Como nenhum jogador possui incentivo

unilateral para mudar da estratégia p∗, tem-se que p∗ é um equilíbrio simétrico de Nash.

2.2.2 Jogos envolvendo N jogadores: o jogo de bens públicos

O dilema do prisioneiro, o jogo da caça ao veado e o jogo falcão e pomba envolvem apenas dois jogadores.

A teoria de jogos formaliza uma grande diversidade de situações, como, por exemplo, jogos que envolvem

mais de duas pessoas. Considere a seguinte situação, envolvendo N jogadores, conhecido como jogo de

bens públicos [13]. A cada jogador é oferecida a oportunidade de contribuir com uma quantia d em

dinheiro. O administrador do jogo recolhe a contribuição dos jogadores que decidiram contribuir. Em

seguida o administrador multiplica a quantia total coletada por um fator R, com 1 ≤ R ≤ N , e redistribui

a quantia igualmente para todos os participantes do jogo, inclusive para os que não contribuíram. Se NC

jogadores contribuíram, o montante das contribuições é igual a dNC . Após a multiplicação pelo fator

R, o montante é distribuído uniformemente e cada jogador recebe do administrador uma quantia igual a

RdNC/N . Note que os jogadores que contribuíram foram sujeitos a um gasto igual a d. Portanto o ganho



2. Teoria Evolutiva de Jogos 18

�nal dos que contribuíram é igual a RdNC/N − d, ao passo que o ganho �nal dos que não contribuíram

é RdNC/N . A estratégia de contribuir é classi�cada como cooperação e a estratégia de não contribuir é

classi�cada como deserção.

O ganho de cada jogador é completamente de�nido pela sua estratégia e pela quantidade total de

cooperadores NC . Um cooperador, o jogador X, ganha RdNC/N − d. Se o jogador X decidir não

contribuir e se os demais jogadores permanecerem com as mesmas estratégias, o jogador X passa a

ganhar Rd(NC − 1)/N , pois a quantidade total de cooperadores diminuiu em uma unidade. Note que

Rd(NC − 1)/N > RdNC/N − d para qualquer valor de NC . Dessa forma1, dado que as estratégias dos

demais jogadores estão �xas, a melhor resposta é não contribuir. O equilíbrio de Nash no jogo de bens

públicos é aquele em que todos os jogadores não contribuem e cada jogador �ca apenas com a quantidade

inicial d. Mas se todos os jogadores cooperassem, cada um receberia Rd − d, o que seria melhor do que

ganhar somente d. Novamente, existe um dilema: a solução dada pelo equilíbrio de Nash fornece um

ganho menor do que o ganho caso os jogadores cooperassem. O jogo de bens públicos é a generalização

do dilema do prisioneiro para o caso de mais de dois jogadores.

2.2.3 Forma geral dos jogos e teorema de Nash

A forma mais geral de um jogo pode envolver mais de dois jogadores, com cada jogador podendo adotar

estratégias que estão disponíveis somente para ele e com funções de ganho diferentes para cada jogador.

De uma forma geral, denotemos por n = 1, . . . , N os jogadores; por Γn = {en1, . . . , enQ} o conjunto de

estratégias disponíveis para o jogador n, com sn ∈ Γn sendo um elemento arbitrário desse conjunto; por

(s1, . . . , sN ) o per�l de estratégias de todos os jogadores; e por un(s1, . . . , sn) a função que determina o

ganho do jogador n. De�ne-se o jogo como a estrutura G = {1, . . . , N ; Γ1, . . . ,ΓN ;u1, . . . , uN}.

Com a forma geral dos jogos, incluindo-se as estratégias mistas nas quais cada estratégia é assumida

com certa probabilidade, pode-se enunciar o teorema de Nash [11].

Teorema 1 (Nash 1950) Em um jogo de n jogadores na forma normal G = {1, . . . , N ; Γ1, . . . ,ΓN ;u1, . . . , uN},

se N é �nito e Γi é �nito para todo i, então existe ao menos um equilíbrio de Nash, possivelmente envol-

vendo estratégias mistas.

Esse resultado é muito geral, pois existe uma grande variedade de situações que podem ser mapeadas no

formalismo da teoria de jogos e, de acordo com o teorema, sempre existe uma solução de equilíbrio na

qual nenhum dos jogadores tem incentivo unilateral de mudar de estratégia.
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2.3 Evolução e teoria de jogos

John Maynard Smith introduziu o conceito de jogos na teoria evolutiva em seu livro �Evolution and

the Theory of Games� [12], em que ele ilustrou a idéia com o seguinte exemplo. Imagine dois animais

disputando um recurso. O recurso pode ser, por exemplo, o domínio de um território mais favorável. A

posse do recurso aumenta a aptidão do detentor em b. Suponha que o animal que viva no habitat mais

favorável produza, em média, 5 �lhos, e o animal no habitat menos favorável produza 3 �lhos. Portanto

a posse do recurso aumenta a aptidão em b = 2. Para disputar o território, os animais podem aceitar

ou abandonar a luta pelo território. As estratégias disponíveis são lutar (L) ou não lutar (NL). Essa

situação é análoga ao jogo falcão e pomba, em que c é re�ete a diminuição da quantidade de �lhos devidos

aos danos provenientes da disputa. Nesse modelo simpli�cado, os ganhos na aptidão são representados

pela seguinte matriz

L NL

L 1
2 (b− c) b

NL 0 b
2

(2.29)

A disputa representada por esse jogo se dá entre dois indivíduos da mesma espécie. Suponha que as

estratégias L e NL sejam determinadas geneticamente e que a mesma estratégia seja passada para a

prole. Agora considere uma população de indivíduos adotando L ou NL. Ocasionalmente esses animais

podem confrontar-se dois a dois disputando algum recurso. Suponha que os confrontos sejam aleatórios.

Como resultado desses confrontos, a aptidão de cada animal será alterada. Seja xL a fração de animais

adotando a estratégia L e xNL a fração de animais adotando a estratégia NL. Como os confrontos são

aleatórios, a aptidão média de um indivíduo do tipo L e de um indivíduo do tipo NL são dadas por

fL = f0 +
1

2
(b− c)xL + bxNL, (2.30)

fNL = f0 +
b

2
xNL. (2.31)

Nessas expressões o termo f0 refere-se à aptidão basal, que nesse modelo é igual para todos os indiví-

duos. Como decorrência dos confrontos, animais com estratégias diferentes possuem taxas de reprodução

diferentes. Portanto as estratégias mais bem adaptadas espalham-se na população através da seleção

natural. Note que a aptidão de uma determinada estratégia depende da fração das estratégias presentes

na população. Uma população desse tipo, em que os indivíduos interagem aleatoriamente é chamada de
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população bem misturada (well-mixed).

De uma forma geral, no caso de duas estratégias A e B, sempre que o ganho na aptidão depende da

interação entre pares, pode-se escrever os ganhos na forma matricial

A B

A a b

B c d

(2.32)

Se xA e xB são as frações dos tipos A e B, respectivamente, com xA+xB = 1, e se os indivíduos interagem

dois-a-dois de forma aleatória, a aptidão média pode ser escrita como

fA = f0 + axA + bxB , (2.33)

fB = f0 + cxA + dxB . (2.34)

Na ausência de mutações, inserindo essas expressões na equação 2.15, tem-se que

ẋA = xA(1− xA)[(a− b− c+ d)xA + b− d]. (2.35)

As órbitas dessa equação encontram-se no simplex S1, que é o intervalo real [0, 1]. A análise das órbitas

é mostrada na �gura 2.3. Dependendo dos valores na matriz de ganho, as soluções da equação 2.35 são

dividas em cinco classes:

1. A domina B, se a > c e b > d. Numa população, esses valores implicam que a aptidão de A é sempre

maior do que a de B. Portanto a seleção favorece o tipo A e o resultado �nal é uma população

contendo somente indivíduos do tipo A, xA = 1.

2. B domina A, se a < c e b < d. Numa população, esses valores implicam que a aptidão de B é sempre

maior do que a de A. Portanto a seleção favorece o tipo B e o resultado �nal é uma população

contendo somente indivíduos do tipo B, xA = 0.

3. A e B são bi-estáveis, se a > c e b < d. Nesse caso a dinâmica depende da condição inicial. Existe um

equilíbrio instável no interior do simplex [0, 1] dado por x∗ = (d− b)/(a− b− c+ d). Se xA(0) < x∗,

o resultado �nal é uma população contendo somente indivíduos do tipo A, xA = 1. Se xA(0) > x∗,

o resultado �nal é uma população contendo somente indivíduos do tipo B, xA = 0.
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Figura 2.3: Representação das soluções da equação do replicador no caso de duas estratégias, A e B.
Cada caso é determinado pelos parâmetros a, b, c, e d dados na matriz de ganho. Figura extraída de [1].

4. A e B coexistem, se a < c e b > d. Existe um equilíbrio estável dado por x∗ e o resultado �nal é

sempre uma população composta por A e B.

5. A e B são neutros, se a = c e b = d. Nesse caso a seleção não altera a composição inicial da

população.

2.3.1 Dedução da equação do replicador via campo médio em processos

microscópicos

A equação do replicador é obtida fazendo-se uma aproximação de campo médio no processo microscópico

conhecido como regra da imitação. Suponha que numa população cada indivíduo possa escolher uma

dentre m estratégias, a saber {e1, . . . em}, e que xi é a fração de indivíduos adotando a estratégia ei.

Em cada intervalo de tempo um indivíduo escolhido aleatoriamente seleciona, também aleatoriamente,

um indivíduo modelo na população e imita a estratégia do indivíduo modelo com certa probabilidade. A

probabilidade de que num intervalo de tempo δt um indivíduo mude da estratégia ej para ei é dada por
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xjxigijδt, em que gij é a probabilidade de imitação. A equação de taxa é dada por

xi(t+ δt)− xi(t) =
N∑
j=1

gijxixjδt−
N∑
j=1

gjixixjδt. (2.36)

No limite δt→ 0, tem-se que

ẋi = xi

N∑
j=1

(gij − gji)xj . (2.37)

Supondo que os jogadores interajam aleatoriamente entre si, se fi é o ganho médio de um jogador adotando

a estratégia ei, a taxa gij que fornece a equação do replicador é dada por

gij = [fi − fj ]+, (2.38)

em que [x]+ = x se x > 0 e [x]+ = 0 se x < 0. Essa taxa de imitação é proporcional à diferença dos

ganhos médios, o que quer dizer que as estratégias mais bem sucedidas são imitadas numa taxa maior.

Substituindo a equação 2.38 na equação 2.37, tem-se que

ẋi = xi

N∑
j=1

(fi − fj)xj . (2.39)

Como ϕ =
∑N
j=1 xjfj e

∑
j xj = 1, obtem-se a equação do replicador na mesma forma da equação 2.15,

ẋi = xi[fi − ϕ], (2.40)

com i = 1, . . . ,m.

O processo de imitação descreve como as estratégias se propagam através da aprendizagem social:

uma estratégia que confere sucesso é imitada numa taxa maior. Outra forma de se modelar a propagação

das estratégias é através de um processo de nascimento e morte, conhecido como processo de Moran, que

será descrito na seção 2.3.2. Utilizando técnicas da física estatística, pode-se deduzir uma equação de

campo médio para o processo de Moran [19], que é dada por

ẋi =
1

ϕ
xi[fi − ϕ], (2.41)

onde fi é a aptidão média de um indivíduo adotando a estratégia ei e ϕ é a aptidão média. Essa equação

é conhecida como equação do replicador ajustada.



2. Teoria Evolutiva de Jogos 23

Na seção 2.5 as diferenças entre o processos de imitação e o processo de Moran serão discutidos

detalhadamente no contexto da evolução biológica e cultural. O fato importante é que ambos os proces-

sos modelam a evolução das estratégias numa população, sendo que as estratégias mais bem sucedidas

propagam-se numa taxa maior.

2.3.2 Probabilidade de �xação de um mutante

Em uma população de tamanho �nito suponha que as estratégias A e B estejam disponíveis e que todos

os indivíduos sejam do tipo B. Se ocorrer uma mutação e um indivíduo tornar-se do tipo A, qual é a

probabilidade de que esse tipo mutante se espalhe e domine a população? Essa probabilidade é chamada de

probabilidade de �xação de um mutante do tipo A. Nessa seção vamos descrever com detalhes um processo

de nascimento e morte, conhecido como processo de Moran, e derivar a expressão da probabilidade de

�xação de um mutante [1].

Seja N o tamanho da população, i a quantidade de indivíduos adotando a estratégia A e N − i a

quantidade adotando B. O processo de Moran é de�nido no espaço i = 0, . . . , N . A cada intervalo

de tempo, um indivíduo é aleatoriamente selecionado para morrer e outro indivíduo, com probabilidade

proporcional à aptidão, é escolhido para reproduzir, gerando um �lho. O �lho adota a mesma estratégia

do progenitor, pois a estratégia é um comportamento transmitido geneticamente. Dessa forma o tamanho

da população permanece �xo. A aptidão é determinada pelo ganho proveniente do jogo.

Considere um jogo entre duas estratégias, A e B, com a matriz de ganho dada por

A B

A a b

B c d

(2.42)

Vamos calcular o ganho médio de cada jogador. Suponha que os indivíduos interajam aleatoriamente dois

a dois. A probabilidade de que um indivíduo do tipo A interaja com outro indivíduo também do tipo A

é (i − 1)/(N − 1). Já a probabilidade de que um indivíduo do tipo A interaja com algum indivíduo do

tipo B é (N − i)/(N − 1). Um indivíduo do tipo B interage com outro indivíduo também do tipo B com

probabilidade (N − i− 1)/(N − 1). Finalmente a probabilidade de que um indivíduo do tipo B interaja

com algum indivíduo do tipo A é i/(N − 1). O ganho médio de um indivíduo do tipo A é

Fi =
a(i− 1) + b(N − i)

N − 1
, (2.43)
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e o ganho médio de um indivíduo do tipo B é

Gi =
ci+ d(N − i− 1)

N − 1
. (2.44)

Note que o ganho médio depende da quantidade i de indivíduos do tipo A.

Em geral não se espera que o ganho proveniente do jogo seja o principal fator na determinação da

aptidão. Por isso normalmente utiliza-se um parâmetro s, com 0 ≤ s ≤ 1, que controla a intensidade do

impacto do jogo no processo de seleção. As expressões da aptidão passam a ser escritas como

fi = 1− s+ sFi, (2.45)

gi = 1− s+ sGi. (2.46)

Se s = 0, o jogo não contribui em nada e ambos os tipos reproduzem-se com a mesma taxa. Se s = 1, a

aptidão é inteiramente determinada pelo jogo. Se s ≪ 1, obtem-se o limite de seleção fraca. Os termos

fi e gi governam a taxa de reprodução dos tipos A e B, respectivamente.

Em cada passo, pode ser que um indivíduo do tipo B seja selecionado aleatoriamente para morrer,

o que ocorre com probabilidade (N − i)/N , e que um indivíduo do tipo A reproduza, o que ocorre com

probabilidade ifi/(ifi + (N − 1)gi). Nesse caso a variável de estado i sofre a transição i → i + 1. A

probabilidade dessa transição é dada por

pi,i+1 =
ifi

ifi + (N − 1)gi

N − i

N
. (2.47)

Da mesma forma, a probabilidade de transição i→ i− 1 é dada por

pi,i−1 =
(N − i)gi

ifi + (N − 1)gi

i

N
. (2.48)

A probabilidade de que o estado não seja alterado é dada por

pi,i = 1− pi,i+1 − pi,i−1. (2.49)

Como em cada passo a variável i só pode variar em uma unidade, as demais probabilidades de transição

são todas nulas. Note que se todos os indivíduos são do mesmo tipo, a população permanece inalterada,

pois no processo que estamos de�nindo não há mutação. Portanto, se a população encontra-se no estado
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i = 0 ou no estado i = N , ela permanece nesse estado para sempre. Os estados i = 0 e i = N são

chamados estados absorventes e p0,0 = pN,N = 1.

Se zi é a probabilidade de se alcançar o estado N partindo do estado i, tem-se que

z0 = 0

zi = pi,i−1zi−1 + (1− pi,i+1 − pi,i−1)zi + pi,i+1zi+1 (2.50)

zN = 1

Essa relação de recorrência pode ser resolvida analiticamente. De�namos as variáveis auxiliares yi =

zi − zi−1 e γi = pi,i−1/pi,i+1. Reorganizando os termos da equação 2.50, tem-se que

yi+1 = γiyi. (2.51)

Segue-se que y1 = z1, y2 = γ1z1, y3 = γ1γ2z1, . . . Somando-se todas essas expressões tem-se que

y1 + y2 + y3 + . . .+ yN = z1 + γ1z1 + γ1γ2z1 + . . .+ γ1γ2 . . . γN−1z1 = z1(1 +
N−1∑
j=1

j∏
k=1

γk) (2.52)

Note que
∑N
i=1 yi = zN − z0 = 1. Portanto tem-se que

z1 =
1

1 +
∑N−1
j=1

∏j
k=1 γk

. (2.53)

A probabilidade z1 é a probabilidade de que, se a população estiver no estado i = 1, ela atinja o

estado i = N . Em outras palavras, se uma população de tamanho N possui N − 1 indivíduos do tipo B

e um indivíduo do tipo A, a probabilidade de que, devido ao processo de nascimento e morte, o tipo A

se espalhe por toda a população é dada por z1. A probabilidade z1 é a probabilidade de �xação de um

mutante do tipo A.

Se s = 0, a probabilidade de �xação de um mutante é dada por z1 = 1/N (basta colocar s = 0 na

equação 2.53). Nesse caso todos os indivíduos possuem a mesma taxa de reprodução e o processo de

seleção natural é neutro. Se s ̸= 0, a estratégia mutante pode conferir ao indivíduo portador uma taxa

de reprodução diferenciada. Se a probabilidade de �xação do mutante for z1 > 1/N , diz-se que a seleção

favorece o tipo mutante. Se a probabilidade de �xação do mutante for z1 < 1/N , diz-se que a seleção

inibe o tipo mutante [1].
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2.3.3 Simulações computacionais

A teoria descrita na subseção 2.3.1 assume que os indivíduos interagem aleatoriamente dois a dois. Nesse

caso abordagens do tipo campo médio fornecem equações como a equação do replicador e a expressão

analítica da probabilidade de �xação de um mutante. Contudo, se a complexidade do modelo for maior,

os modelos de evolução podem ser estudados somente através de simulações computacionais. Um caso

simples em que as simulações computacionais são requeridas é quando os jogadores interagem com vizinhos

dados por uma rede de interação [11].

Como as simulações dependem do caso que está sendo estudado, a descrição detalhada dos processos

e de suas implementações serão apresentados nos capítulos 4, 5, 6 e 7.

2.4 Cooperação

O ato cooperativo pode ser representado como a doação de um benefício b que gera um custo c para o

doador. O comportamento cooperativo é muitas vezes chamado de comportamento altruísta. Se numa

interação entre dois indivíduos o indivíduo X adota o ato cooperativo e o indivíduo Y somente recebe os

benefícios do ato cooperativo, em geral diz-se que o indivíduo X coopera com o indivíduo Y e o indivíduo

Y não coopera com com indivíduo X. Na literatura biológica, diz-se que o indivíduo X é altruísta em

relação ao Y [20]. À parte dessas discussões semânticas, a estratégia de�nida pelo ato cooperativo é

chamada de cooperação (C) e a estratégia em que não se coopera é chamada de deserção (D). Quando

dois cooperadores encontram-se, ambos ganham b−c. Quando um cooperador encontra com um desertor,

o primeiro ganha −c e o segundo ganha b. Quando dois desertores encontram-se, ambos ganham 0. Os

ganhos podem ser representados pela matriz de ganho [21]

C D

C b− c −c

D b 0

(2.54)

Essa matriz pertence à classe do dilema do prisioneiro, cuja forma geral é da forma [1]

C D

C R S

D T P

(2.55)
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com T > R > P > S. O valor de T representa a tentação de desertar (temptation), R repesenta a recom-

pensa resultante da cooperação mútua (reward), P representa a punição por ambos os jogadores terem

desertado (punishment) e S representa a exploração do desertor (sucker). Na literatura da área, utiliza-se

formas diferentes da matriz de ganho para estudar diferentes aspectos dos problemas pertencentes à classe

do dilema do prisioneiro. Outra matriz muito utilizada é da forma [22]

C D

C 1 0

D b 0

(2.56)

Nessa forma simpli�cada, pode-se estudar o efeito do parâmetro b, que é interpretado como a tendência

de desertar. Essa matriz é uma situação que é usualmente chamada de dilema do prisioneiro fraco [11],

pois tem-se que P = S.

Como foi visto na subseção 2.2.1.1, a estratégia de deserção é um equilíbrio de Nash. Agora considere

uma população bem misturada em que somente as estratégias C e D estejam disponíveis e considere a

matriz de ganho 2.54. Se x é a fração de cooperadores em que os indivíduos interagem dois a dois de

forma aleatória, o ganho médio de um cooperador e de um desertor são dados por

fC = (b− c)x− c(1− x) e fD = bx.

Inserindo essas expressões na equação 2.15, tem-se que

ẋ = x(1− x)(−c). (2.57)

Note que o estado x = 1 é um repelente ao passo que x = 0 é um atrator. Portanto, numa população em

que os indivíduos interagem aleatoriamente, a cooperação é eliminada, como mostrado na �gura 2.4. Note

Figura 2.4: Representação da solução da equação do replicador para o dilema do prisioneiro dado pela
matriz de ganho 2.54.

que tanto a teoria de jogos como a equação do replicador fornecem resultados coerentes: a deserção é um
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equilíbrio de Nash e é um atrator da dinâmica em populações bem misturadas. Essa coerência re�ete o

resultado geral que diz que todo equilíbrio de Nash está associado a um ponto de equilíbrio na equação

do replicador [23].

Com o que foi apresentado até a presente seção, a teoria evolutiva de jogos está em desacordo com

a natureza, que exibe inúmeros casos de cooperação. Isso signi�ca que mecanismos extras devem estar

atuando no processo evolutivo. Antes de descrevermos os mecanismos adicionais responsáveis pela ma-

nutenção da cooperação, o que será feito no capítulo 3, alguns exemplos de cooperação que ocorrem na

natureza serão descritos na próxima seção.

2.4.1 Vírus: bacteriófagos Φ6

Os bacteriófagos são vírus que infectam bactérias. Os vírus são compostos por DNA, ou RNA, envoltos

numa cápsula protéica. Eles necessitam de um hospedeiro para se reproduzirem, pois misturam o seu

próprio material genético ao material genético do hospedeiro a �m de utilizarem o aparato de replicação do

hospedeiro. Quando o DNA do hospedeiro é replicado, os trechos do DNA viral são também replicados.

Dessa forma, além de novos �lamentos de DNA, ou RNA, as proteínas necessárias para formar novas

cápsulas são também produzidas pelo hospedeiro. Em um experimento realizado com o bacteriófago Φ6

(composto por RNA) [24], foi veri�cada a existência de linhagens do bacteriófago Φ6 que não apresentam

as sequências que codi�cam as proteínas. Essas linhagens, chamadas de ΦH, só conseguem se reproduzir

na presença das linhagens com RNA completo. Quando ambas as linhagens infectam a mesma célula, a

linhagem com RNA completo possibilita a produção das proteínas que são utilizadas por ambas linhagens.

Contudo a linhagem ΦH se reproduz mais rapidamente, devido a fatores como a presença de sequências

que possibilitam o processamento �nal preferencial da cápsula. A linhagem Φ6 produz matéria-prima que

é explorada pela linhagem ΦH, sem que essa pague custo algum pela produção da matéria-prima. Nesse

sentido, a linhagem Φ6 adota um comportamento cooperativo e é explorada pela linhagem ΦH. Quando

ambas as linhagens infectam a mesma bactéria, foi veri�cado que a taxa de reprodução das linhagens ΦH

depende da fração de ΦH na população. Representando a taxa de reprodução em termos da matriz de

ganho foi possível inferir a matriz de ganho

Φ6 ΦH

Φ6 1 0, 65

ΦH 1, 99 0, 83

(2.58)
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Essa é matriz de ganho pertence à classe do dilema do prisioneiro, sendo a linhagem Φ6 correspondente

à estratégia cooperativa e a linhagem ΦH correspondente à estratégia não cooperativa.

2.4.2 Monera: Pseudomonas

O ferro é um elemento essencial na nutrição da bactéria patogênica do gênero Pseudomonas [25�27].

Contudo o ferro (FeIII) é altamente insolúvel, o que torna difícil a sua captação. O primeiro passo para a

assimilação do ferro é a sua solubilização. Uma das formas possíveis de se obter a solubilização é através

da ligação entre o átomo de ferro e outra molécula, produzida pela própria bactéria, usualmente chamada

de siderósforo (no grego, �carregador de ferro�). O siderósforo se liga ao ferro e, através de receptores na

membrana, ocorre a entrada do composto siderósforo-ferro no interior célula. A produção do siderósforo

e dos receptores de membrana pela bactéria é regulada pela disponibilidade de ferro no meio externo: se

o ferro encontra-se escasso, o sistema de captação é ativado.

O siderósforo ao ser liberado pode ser utilizado por qualquer bactéria que possua o sistema de cap-

tação de ferro. O siderósforo é um bem público, que está sujeito a exploração por indivíduos que não

produzem o bem público. Uma bactéria que não produz siderósforo pode, sem custo algum, captar ferro

à custa de outra bactéria que produz siderósforo. Dessa forma a produção de siderósforo é uma estratégia

cooperativa, pois gera benefícios para outros indivíduos, ao passo que a não produção de siderósforo é

uma estratégia não cooperativa, pois os jogadores que a utilizam recebem benefícios gerados por outros

indivíduos sem pagar custo algum.

Ambas as estratégias são encontradas entre as bactérias do gênero Pseudomonas. As linhagens que

não produzem siderósforos podem ser encontradas no fígado de pacientes com �brose cística, ao passo que

as linhagens que produzem siderósforos são as mais comuns. A �m de veri�car a viabilidade evolutiva

da produção de siderósforo, foram realizados alguns experimentos [26]. Nesses experimentos, a taxa

reprodutiva de duas linhagens da bactéria Pseudomonas aeruginosa, a linhagem selvagem, que produz

siderósforo, e a linhagem mutante, que não produz siderósforo, foram estudadas em diferentes regimes

diferentes de concentração de ferro. No regime de alta concentração de ferro, a monocultura da linhagem

mutante apresentou uma taxa de reprodução maior do que a monocultura da linhagem selvagem. No

regime de baixa concentração de ferro, a monocultura da linhagem mutante apresentou uma taxa de

reprodução menor do que a monocultura da linhagem selvagem. Esses resultados mostram que existe

um custo para a produção de siderósforo e que sua produção é bené�ca em regimes de falta de ferro.

Na terceira parte do experimento, colocou-se a linhagem mutante juntamente com a linhagem selvagem

e veri�cou-se que a taxa de reprodução da linhagem mutante é maior, o que mostra a exploração do
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siderósforo produzido pela linhagem selvagem.

2.4.3 Protista: Dictyostelium discoideum

A espécie Dyctiostelium discoideum é a ameba social mais estudada [28�30]. O seu habitat é o solo e ela

se alimenta de bactérias. Quando há alimento su�ciente, as amebas vivem como seres unicelulares. Na

falta de alimento, as amebas se agregam formando um organismo multicelular e iniciam um processo de

diferenciação celular. Parte das células �amebas� se transformam em um caule, enquanto a outra parte

se transforma em um aglomerado de esporos, que são sustentados pelo caule. Esse novo organismo é

chamado de corpo fruti�cante. Na ausência de alimentos, a ameba pode iniciar outros ciclos, como a

formação de microcistos e macrocistos. Aqui enfocaremos o processo em que há a formação do corpo

fruti�cante.

A formação do corpo fruti�cante é uma estratégia que a ameba desenvolveu para se manter viva em

ambientes sem nutrientes. Como as amebas vivem no solo, o fato de os esporos serem sustentados por um

caule facilita a dispersão dos esporos através de animais, micro-artrópodos e anelídeos, que transitam sob

a superfície do solo. Devido ao ambiente hostil, as células do caule acabam morrendo, ao passo que as

células que se transformaram em esporos podem encontrar um novo ambiente e retomar o ciclo de vida

unicelular. Dessa forma as células que se transformam em esporos podem se reproduzir ao passo que as

que se transformam em caule morrem. Em outras palavras, as amebas que formam o caule se sacri�cam

para que as outras, que formam os esporos, sobrevivam.

Algumas linhagens de amebas podem apresentar um comportamento que lhes facilita a transformação

em esporos, deserção, ao passo que outras linhagens transformam-se preferencialmente em células do

caule, cooperação. Dessa forma as amebas que compõem o caule cooperam com as amebas desertoras que

compõem os esporos. Em um experimento [31] estudou-se a competição entre linhagens extraídas de seus

habitat naturais. Sob a condição de falta de alimento, uma série de experimentos em que duas linhagens

diferentes foram colocadas para competir em um mesmo ambiente mostraram a presença de linhagens

que contribuíam mais para a formação dos esporos do que para a formação do caule.

2.4.4 Os insetos sociais

As formigas, as abelhas e as vespas pertencem à classe Hymenoptera. Esses animais vivem em sociedades

caracterizadas pela eusocialidade. A eusocialidade é caracterizada pela presença de indivíduos especialis-

tas na execução de determinadas tarefas e que ajudam na reprodução de outros indivíduos [32]. De forma
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simpli�cada, é como se houvessem dois tipos de indivíduos. Os indivíduos do tipo A se reproduzem e

o indivíduos do tipo B não se reproduzem. O tipo B ajuda na criação dos �lhos do tipo A executando

tarefas essenciais, como coleta de alimentos e manutenção da colméia ou formigueiro, ao passo que o tipo

A apenas se dedica à reprodução. O tipo B é visto como cooperador e o tipo A como não cooperador.

No caso da abelha Apis mellifera existem 3 funções diferentes, que são executadas pela rainha, pelas

operárias e pelos zangões. A abelha rainha possui a função reprodutora. As operárias coletam o alimento

e cuidam da manutenção da colméia. Os zangões realizam a função de macho reprodutor. O problema

da cooperação surge na explicação de como uma sociedade com essa divisão de trabalho pode surgir. As

operárias garantem a taxa de reprodução das rainhas pagando um altíssimo custo evolutivo: elas não

se reproduzem. Nesse sentido, a estratégia adotada pelas operárias é vista como cooperativa, pois elas

pagam um custo reprodutivo para gerar um benefício reprodutivo para a rainha e os zangões [33].

2.4.5 Os seres humanos

Um ato cooperativo ocorre quando um indivíduo se sujeita a um custo para fornecer um benefício a

uma outra pessoa. Os custos e benefícios relacionam-se aos recursos - como dinheiro, tempo, trabalho e

comida - que estão envolvidos na interação. A cooperação pode ocorrer entre familiares, amigos ou mesmo

entre estranhos. Comportamentos cotidianos, como dar carona para um amigo, emprestar algo para o

vizinho, fazer comida para uma pessoa doente, participar de programas de reciclagem, compartilhar o

alimento com outros, fazem parte de uma imensa lista de comportamentos que podem ser classi�cados

como cooperativos [34].

O estudo empírico da cooperação entre os seres humanos é realizado por disciplinas como a antro-

pologia, sociologia e a economia. Essas disciplinas possuem seus métodos próprios, como os estudos

etnográ�cos [35, 36]. Em teoria de jogos, os experimentos econômicos são os estudos quantitativos mais

utilizados. Esses experimentos não tentam reproduzir situações reais, com a imensa quantidade de efeitos

psicológicos e culturais. Abstrai-se esses fatores e tenta-se focar nos comportamentos simples. O jogo

de bem público, descrito na seção 2.2.2, é um exemplo de experimento para estudar o comportamento

cooperativo dos seres humanos. Em um dos primeiros experimentos de jogos de bem público [37, 38],

256 jovens com idades entre 15 e 17 anos foram divididos em 64 grupos de 4 pessoas cada. A cada um

foi dado uma quantidade de 5 dólares. Qualquer valor entre 0 e 5 dólares poderia ser investido no bem

público. Obteve-se que aproximadamente 57% dos recursos foram investidos no bem público. Esse foi um

dos primeiros resultados que indicaram que a solução racional proposta pela teoria de jogos, a de que não

contribuir é a melhor solução, não é a solução escolhida de fato pelas pessoas. Vários experimentos como
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esse foram realizados e vários mecanismos foram propostos para explicar o surgimento da cooperação.

Alguns desses mecanismos serão descritos no capítulo 3.

2.5 Evolução genética e cultural

O modelo tradicional para o desenvolvimento de um comportamento baseia-se no fato de que o animal

adquire os comportamentos típicos da sua espécie através da maturação dos programas embutidos no seu

material genético (os instintos) juntamente com a exploração do ambiente [39]. Os comportamentos são

transmitidos geneticamente de forma que os indivíduos com características melhor adaptadas reproduzem-

se numa taxa maior. À medida que a capacidade cognitiva se desenvolveu, os animais adquiriram a

capacidade de aprendizagem social. A aprendizagem social pode ser de�nida como uma mudança no

cérebro produzida por uma experiência derivada da in�uência de outros indivíduos da mesma espécie [39].

Com isso os comportamentos podem ser transmitidos de um indivíduo para outro através do fenômeno

da aprendizagem social, constituindo um processo de evolução cultural [40]. A aprendizagem social

nos animais é um pouco restrita e passível de alguns debates conceituais [39, 41], mas entre os seres

humanos, a aprendizagem social é extremamente importante. Os seres humanos aprendem socialmente

de várias formas. Duas delas têm sido mais estudadas: transmissão por conformismo [42�44] e imitação de

indivíduos bem sucedidos [45]. Na transmissão por conformismo, copia-se o comportamento da maioria.

No outro caso, imita-se o comportamento dos indivíduos que, no comportamento em questão, são bem

sucedidos.

No caso dos animais mais simples, a evolução no nível genético é su�ciente para explicar a cooperação.

No caso dos seres humanos, somente a base genética é insu�ciente, sendo necessário introduzir o processo

de evolução cultural [4,5]. Alguns estudos indicam que a evolução da cooperação entre os seres humanos

evolui essencialmente devido à transmissão cultural e que a variação genética entre povos de culturas

diferentes é insu�ciente para explicar as diferenças culturais [46].

Nos modelos da teoria evolutiva de jogos, tanto a evolução biológica como a evolução cultural podem

ser modelados. O processo de nascimento e morte é uma forma de representar a evolução genética. Os

indivíduos se reproduzem a uma taxa proporcional à aptidão e, como a prole herda a mesma estratégia,

as estratégias podem se espalhar na população. O processo de imitação é uma forma de representar a

evolução cultural. No processo de imitação não há nascimento e morte de indivíduos. As estratégias se

espalham na população simplesmente devido ao processo de imitação dos jogadores mais bem sucedidos,

onde o sucesso é medido pelo ganho cumulativo proveniente das interações. Note que tanto na evolução
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biológica como na cultural, as estratégias que conferem um ganho maior possuem uma taxa de reprodução

maior. Portanto existe um processo análogo à seleção natural ocorrendo no nível cultural [5, 47].

A regra da imitação baseia-se no fato de os indivíduos apresentarem uma tendência a imitar o compor-

tamento dos jogadores mais bem sucedidos [34, 45]. O sucesso é relacionado aos ganhos provenientes das

interações. Se um jogador adota cooperação e o seu ganho é alto, isso pode signi�car para outro jogador

que adotar cooperação é uma boa estratégia. Esse processo de aprendizagem social baseia-se também

em outro fato, o de que os seres humanos têm uma racionalidade limitada [18]. Se os seres humanos

fossem perfeitamente racionais, no sentido apresentado na seção 2.2, a deserção seria sempre a estratégia

adotada, pois a deserção é um equilíbrio de Nash. Contudo, di�cilmente os indivíduos conseguem iden-

ti�car as situações, mapeá-las formalmente como um dilema do prisioneiro, enumerar todas as possíveis

estratégias e de�nir a estratégia que é um equilíbrio de Nash, além de serem fortemente in�uenciados por

emoções. Para compensar a racionalidade limitada, os seres humanos desenvolveram regras heurísticas

que os orientam no processo de aprendizagem [34]. A regra de imitação é um desses processos heurísticos.



Capítulo 3

Mecanismos cooperativos

A análise da equação do replicador e da teoria de jogos no estudo do dilema do prisioneiro fornecem o

mesmo resultado: a deserção é a estratégia dominante. Contudo a cooperação é um comportamento que

está presente em praticamente todos os reinos animais, incluindo os seres humanos. Por isso surge a

questão: quais mecanismos são capazes de sustentar a cooperação dado que ela é onerosa para o coopera-

dor? Essa é a pergunta fundamental no problema da cooperação. Nesse capítulo alguns mecanismos que

são capazes de promover a cooperação são apresentados. Em particular descreveremos cinco mecanismos

que foram sintetizados por M. A. Nowak [21] e, mais recentemente, por M. A. Nowak e R. High�eld [48]

(seleção de parentesco, seleção de grupo, reciprocidade direta, reciprocidade indireta e reciprocidade de

rede).

3.1 Seleção de parentesco e seleção de grupo

O conceito de seleção de parentesco surgiu pela primeira vez na obra A Origem das Espécies, de Charles

Darwin. Em suas observações sobre os insetos sociais, o fato de existir castas de insetos que são estéreis,

como as abelhas operárias, parecia ser um problema insuperável para sua teoria, como ele próprio menciona

em sua obra:

�one especial di�cult, which at �rst appeared to me insuperable, and actually fatal to my

whole theory.�

Darwin elaborou suas primeiras explicações dos comportamentos sociais a partir de observações de seleção

arti�cial:

34
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�Thus, a well-�avoured vegetable is cooked, and the individual is destroyed; but the horticul-

turist sows seeds of the same stock, and con�dently expects to get nearly the same variety...�

De forma similar, a natureza talvez pudesse selecionar as variedades altruístas que direcionam o benefício

para os familiares. Apesar dessa analogia, a explicação para os comportamentos altruístas, como a

esterilidade, foi relegado para a posteridade.

O mecanismo em que o benefício de um comportamento altruísta é dirigido somente para os familiares

foi chamado de seleção de parentesco, termo cunhado por J.M. Smith [49]. Esse mecanismo baseia-se

no fato de que indivíduos ligados por parentesco possuem uma chance maior de compartilhar os genes

responsáveis pelo comportamento altruísta. Dessa forma, se o doador altruísta diminui a sua aptidão em

prol de um parente, a aptidão do parente será aumentada. Isso signi�ca que o gene altruísta se espalhará

na população não por causa da maior aptidão do doador altruísta, mas por causa da maior aptidão do

parente altruísta. Se o indivíduo altruísta bene�ciasse um indivíduo sem nenhum grau de parentesco, a

chance de que ambos possuam os mesmos genes altruístas é menor. Nesse caso a aptidão do altruísta

diminuiria, a aptidão do não altruísta aumentaria e, como consequência, a frequência do gene altruísta

na população diminuiria.

Um dos primeiros modelos de seleção de parentesco capaz de formular condições quantitativas para

a seleção de comportamentos altruístas foi elaborado por W.D. Hamilton [6], em 1964. Em seu modelo

de genética de populações, em que b é o benefício, c é o custo do ato altruístico e r é a fração média de

genes idênticos por descendência entre dois indivíduos numa população, um comportamento altruísta é

favorecido se

r >
c

b
.

Para que numa população o coe�ciente de parentesco r fosse su�cientemente alto, Hamilton sugeriu

dois mecanismos possíveis: dispersão limitada e discriminação de parentes [6]. Na dispersão limitada, a

prole permanece perto dos familiares e os indivíduos que interagem entre si são todos familiares uns dos

outros. Na discriminação de parentes, os indivíduos podem distinguir um parente de um não parente.

Esses mecanismos, apesar de terem sido observados em várias espécies [50�53], tem sido alvo de alguns

debates, que, na maioria dos casos, são puramente semânticos [53, 54] e, em outros casos, são devidos a

interpretações erradas das evidências empíricas [55].

Em todos os casos que são explicados pela seleção de parentesco, o aspecto fundamental é o fato de que

indivíduos altruístas interagem mais entre si do que com indivíduos não altruístas [56]. Quando isso ocorre,

a aptidão dos altruístas é maior do que a aptidão dos não altruístas. Por exemplo, se uma população é
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dividida em grupos, os indivíduos pertencentes a um grupo composto somente por cooperadores possuem

uma aptidão maior do que os indivíduos pertencentes a um grupo composto somente por desertores. Se

tal separação ocorre, o surgimento da cooperação pode ser favorecido. O impacto da estrutura de grupo

é chamado de seleção de grupos [57�59]. A relação entre a seleção de parentesco e a seleção de grupos

é campo de intenso debate [60�63], em que, por um lado, defende-se que seleção de grupo e a seleção por

parentesco são processos distintos e, por outro lado, argumenta-se que são dois conceitos para um único

processo.

3.2 Reciprocidade direta

A reciprocidade direta é o mecanismo presente no caso em que a interação entre dois jogadores é composta

por múltiplas rodadas, sendo que em cada rodada pode-se adotar cooperação (C) ou deserção (D) [1].

Considere a matriz de ganho do dilema do prisioneiro referente a uma única rodada,

C D

C R S

D T P

(3.1)

com T > R > P > S. Suponha que os dois jogadores joguem m vezes o dilema do prisioneiro e que

as estratégias disponíveis sejam cooperar em todas as rodadas (essa estratégia é chamada de ALLC) e

desertar em todas as rodadas (essa estratégia é chamada de ALLD). Os possíveis resultados da interação

entre essas estratégias são

m vezes
ALLC C C . . . C
ALLC C C . . . C

m vezes
ALLC C C . . . C
ALLD D D . . . D

m vezes
ALLD D D . . . D
ALLD D D . . . D

Tabela 3.1: Confronto das estratégias ALLC e ALLD em m rodadas do dilema do prisioneiro.

A matriz que representa o ganho total após as m rodadas é dada por

ALLC ALLD

ALLC mR mS

ALLD mT mP

(3.2)
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Considere agora a estratégia em que se coopera na primeira rodada e, nas rodadas subsequentes, faça

exatamente o que o oponente fez na rodada anterior. Essa estratégia é chamada de TFT ( do inglês tit

for tat). Suponha que as estratégias TFT e ALLD estejam disponíveis e que os jogadores jogam m vezes.

Os possíveis resultados da interação entre essas duas estratégias é

m vezes
TFT C C . . . C
TFT C C . . . C

m vezes
TFT C D . . . D
ALLD D D . . . D

m vezes
ALLD D D . . . D
ALLD D D . . . D

A matriz que representa o ganho total após as m rodadas é dada por

TFT ALLD

TFT mR S + (m− 1)P

ALLD T + (m− 1)P mP

(3.3)

Considere o caso em quem > (T−P )/(R−P ). Se o oponente adota TFT , a melhor resposta é também

adotar TFT . Se o oponente adota ALLD, a melhor resposta é adotar ALLD, pois P > S. Apesar da

cooperação não ser a única boa resposta, ao menos existe um cenário em que ela é uma boa resposta. Na

análise do dilema do prisioneiro apresentada na seção 2.2.1.1, a única boa resposta é a deserção. O fato

de existirem múltiplas rodadas possibilita a criação de estratégias que condicionam o comportamento de

um jogador em relação ao outro, gerando reciprocidade entre os jogadores. Essa reciprocidade, chamada

de reciprocidade direta, cria um ambiente em que a cooperação pode existir.

No dilema do prisioneiro repetido, a quantidade de estratégias é enorme. Suponha que dois jogadores

joguem o dilema do prisioneiro m vezes. Uma estratégia determinística é de�nida como a regra que

determina o que fazer na rodada n+1 dado cada possível combinação de resultados ocorridos nas rodadas

1 . . . n. Por exemplo, em cada rodada cada jogador poder adotar C ou D. Se e1 é a estratégia adotada

pelo jogador 1 e e2 é a estratégia adotada pelo jogador 2, denotemos por e1e2 a combinação de estratégias

em uma dada rodada. As possíveis combinações de resultados dos dois jogadores são CC, DD, CD e DC.

Uma estratégia que considera somente a rodada anterior prescreve, para cada um desses quatro resultados

possíveis, a decisão de cooperar ou não na próxima rodada. Portanto existem 24 = 16 estratégias que

consideram somente a rodada anterior. De maneira geral, existem 24
m

estratégias que consideram as

últimas m rodadas.
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Existe um problema no que foi exposto até agora. Por que um indivíduo racional adotaria a estratégia

TFT durante as m rodadas? Suponha, inicialmente, que dois jogadores joguem o dilema do prisioneiro

m vezes e que a quantidade de rodadas seja de conhecimento comum dos dois jogadores. Como ambos

sabem que após a m-ésima rodada o jogo terminará, na última rodada a deserção é um equilíbrio de Nash

no dilema do prisioneiro repetido. Se na última rodada a deserção é a solução esperada, na (m − 1)-

ésima rodada não há incentivo para mútua cooperação e, novamente, a deserção é a melhor resposta

para cada jogador. Seguindo esse argumento conclui-se que, no caso em que dois jogadores se encontram

repetidas vezes, a deserção em todas as rodadas é a estratégia vencedora. Portanto a solução em que

ambos os jogadores desertam em todas as rodadas é um equilíbrio de Nash [1]. Note que esse argumento

se baseia no fato de que ambos os jogadores sabem com certeza a quantidade de rodadas em que ele se

enfrentarão. Contudo, em experimentos realizados com seres humanos, a solução baseada no argumento

indutivo é raramente adotada [64], pois os participantes dos experimentos cooperam em vária rodadas. O

que acontece de fato é que grande parte das interações entre os seres humanos se dão em grupos em que as

pessoas se encontram repetidas vezes, de forma que há a possibilidade de interação com o mesmo parceiro

no futuro. Isso acrescenta à psicologia do indivíduo o efeito conhecido como a sombra do futuro [65].

Portanto, mesmo que numa sequência de m rodadas os jogadores saibam que após a m-ésima rodada

o jogo termina, a emoção determinada pela sombra do futuro faz com que eles se comportem como se

pudessem interagir novamente no futuro, o que inviabiliza a solução dada pelo argumento indutivo. Uma

maneira de se formalizar a possibilidade de interações futuras é de�nir uma probabilidade w de que haja

uma próxima rodada. Nesse caso a quantidade esperada de rodadas é igual a m̄ = 1/(1 − w). O ganho

esperado dos jogadores é dado pela matriz 3.3 substituindo-se m por m̄. Sob o efeito da sombra do futuro

o argumento indutivo não é mais válido e a cooperação pode ser estabelecida através de estratégias como

a TFT .

Como a quantidade de estratégias nos jogos repetidos é muito grande, explorar analiticamente todas

as possibilidades é extremamente difícil. O cientista político Robert Axelrod criou um torneio em que as

pessoas podiam submeter estratégias para o dilema do prisioneiro repetido [65]. A quantidade de rodadas

não foi informada a �m de se evitar o argumento indutivo. A idéia do torneio era a de colocar cada

par de estratégias para jogar o dilema do prisioneiro repetido. Todas as estratégias se enfrentariam. O

ganho obtido em cada jogo seria somado de modo que, no �nal, cada estratégia possuiria o ganho total

resultante dos confrontos repetidos com cada uma das demais estratégias. A estratégia vencedora seria a

que acumulasse o maior ganho. Para surpresa geral, a estratégia vencedora era extremamente simples. A

grande vencedora foi a TFT . O mais curioso é que Axelrod realizou um segundo torneio e novamente a
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TFT foi a grande vencedora.

A reciprocidade direta é um mecanismo que se estabelece no nível da interação entre dois jogadores.

O que acontece numa população em que os indivíduos interagem aleatoriamente dois a dois quando as

interações entre os indivíduos são do tipo em que há reciprocidade direta? Em outras palavras, o que

ocorre numa população bem misturada sujeita à seleção quando cada interação é composta por rodadas

repetidas do dilema do prisioneiro? Para ilustrar a dinâmica evolutiva, vamos estudar a evolução da

estratégia TFT em uma população em que outras duas estratégias estão presentes, ALLC e ALLD [23].

Consideremos uma população em que os indivíduos interagem aleatoriamente. Em cada interação o

jogo do dilema do prisioneiro repetido é jogado. Ao invés de se �xar a quantidade de rodadas, suponha

que, após uma rodada, outra rodada aconteça com probabilidade w < 1. A probabilidade de que o jogo

tenha n+ 1 rodadas é dada por wn(1− w) (a rodada inicial seguida de n rodadas). O valor esperado da

quantidade de rodadas é

1(1− w) + 2w(1− w) + . . .+ nwn−1(1− w) + . . . =
1

1− w
.

Suponha que em cada ato cooperativo o cooperador forneça um benefício b e pague um custo c. Em um

confronto ALLC v.s. ALLC, ambos os jogadores cooperam. Portanto em cada rodada o ganho de cada

jogador é igual a b − c. Como o valor esperado da quantidade de rodadas é igual a 1/(1 − w), o ganho

cumulativo resultante de um confronto ALLC v.s. ALLC é igual a (b− c)/(1−w). No confronto ALLC

v.s. ALLD, em cada rodada o ganho da estratégia ALLC é igual a −c, de forma que o ganho cumulativo

é igual a −c/(1− w). Procedendo de maneira análoga, pode-se obter a matriz de ganho por rodada que

é dada por

ALLC ALLD TFT

ALLC b− c −c b− c

ALLD b 0 b(1− w)

TFT b− c −c(1− w) b− c

(3.4)

Na matriz acima o termo (1−w)−1 foi omitido, isto é, apenas o ganho médio por rodada está representado.

Suponha que as estratégias se espalhem de acordo com a regra da imitação. Dessa forma a dinâmica

macroscópica é dada pela equação do replicador 2.15. Sejam x, y e z as frequências de ALLC, ALLD e

TFT , respectivamente, com x+ y + z = 1. A equação do replicador é dada por

ẋ = x(fx − ϕ),
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ẏ = y(fy − ϕ),

ż = y(fz − ϕ),

em que fx = (b − c)x − cy + (b − c)z, fy = bx + b(1 − w)z e fz = (b − c)x − c(1 − w)y + (b − c)z são os

ganhos médios de cada estratégia e ϕ = xfx + yfy + zfz é o ganho médio de um jogador na população.

Note que o termo (1− w)−1 que foi omitido na matriz de ganho apenas introduz um fator constante na

escala de tempo.

Figura 3.1: Representação das soluções da equação do replicador na presença de reciprocidade direta. Os
círculos preenchidos representam pontos �xos estáveis e os círculos não preenchidos pontos �xos instáveis.
As estratégias presentes são: cooperação em todas as rodadas (ALLC), deserção em todas as rodadas
(ALLD) e reciprocidade direta (TFT ). Se w > c/b, dependendo da condição inicial, a cooperação domina
a população. Figura extraída do livro [23].

Se w > c/b, a solução analítica é mostrada na �g. 3.1. Na região em que z = 0, isto é, quando só
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há indivíduos adotando ALLC e ALLD, a população converge para o estado em que só há ALLD. Na

região em que x = 0, isto é, quando só há indivíduos adotando ALLD e TFT , se w > c/b existe um ponto

de equilíbrio instável dado por

x̂ = 0, ŷ = 1− ẑ, ẑ =
(1− w)c

w(b− c)
.

Se w é próximo de 1, o valor de ẑ é bem pequeno. Isso signi�ca que basta uma pequena quantidade

de TFT para que a estratégia TFT espalhe na população. Em outras palavras, se a chance de haver

interações futuras é alta, w ∼ 1, a cooperação é altamente favorecida, pois a quantidade de condições

iniciais que convergem para uma população composta somente pelas estratégias ALLC e TFT aumenta.

Note que, como a TFT começa com cooperação, as interações entre ALLC e TFT são de cooperação.

Portanto uma população composta somente por jogadores adotando ALLC e TFT pode ser caracterizada

como cooperativa.

Como vimos, o espaço das estratégias para o dilema do prisioneiro repetido é imenso. A grande

parte dos estudos foram concentrados nas estratégias que consideram apenas o resultado da rodada

anterior [66�73]. Esses estudos são todos feitos seguindo o paradigma de colocar as estratégias numa

população e sujeitá-las a um processo de seleção, estudando-se, em cada caso, as condições em que a

cooperação emerge.

3.3 Reciprocidade indireta

A reciprocidade indireta é o mecanismo presente no caso em que um indivíduo joga múltiplas rodadas

com oponentes diferentes em cada rodada. Da mesma forma que na reciprocidade direta, cada jogador

joga m rodadas e em cada rodada pode adotar cooperação (C) ou deserção (D).

A análise da reciprocidade indireta será restrita a um subconjunto das estratégias possíveis, conforme

descrito por K. Sigmund [23]. Nesse subconjunto considera-se que a estratégia de um jogador X na rodada

n pode ser condicionada a partir de duas informações: (i) o que aconteceu com o próprio jogador X na

rodada n− 1 ou (ii) o que o oponente do jogador X na rodada n fez na rodada n− 1 em relação a algum

outro jogador. O primeiro caso é chamado de reciprocidade extraviada (misguided reciprocity). O jogador

A coopera com o jogador X na rodada n − 1 e, agindo por reciprocidade, o jogador X coopera com

outro jogador C na rodada n. O segundo caso é chamado de reciprocidade vicária (vicarious reciprocity).

O jogador X decide se coopera ou não com o jogador C na rodada n condicionado à informação do

jogador C ter cooperado ou não na rodada n− 1. No caso da reciprocidade extraviada, o comportamento
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humano é justi�cado pela presença de emoções que ativam processos �siológicos [74�76], como a emoção

de gratidão [77, 78]. No caso da reciprocidade vicária, os jogadores baseiam suas decisões no que os

oponentes �zeram com os outros. Dependendo do que o oponente fez, ele pode ser julgado como bom ou

ruim, o que vai alterar o comportamento dos demais jogadores em relação a ele. A reciprocidade vicária

é baseada, portanto, na formação de reputação e con�ança [79, 80]. Ter uma boa reputação pode atrair

atos cooperativos.

Para ilustrar a dinâmica evolutiva na presença de reciprocidade indireta, vamos analisar o tipo mais

simples de estratégia que considera a reciprocidade vicária [81]. Novamente o cooperador fornece um

benefício b e paga um custo −c, ao passo que o desertor pode receber o benefício sem pagar custo algum.

A dinâmica evolutiva decorre do seguinte processo microscópico. Os jogadores são pareados de forma

aleatória e jogam uma rodada do dilema do prisioneiro. Os jogadores são misturado e novamente pareados,

jogando mais uma rodada do jogo. Esse procedimento se repete m vezes. Cada jogador possui um ganho

acumulado durante as m rodadas. Em seguida um evento de nascimento e morte ocorre e novamente

joga-se m rodadas. No processo de nascimento, um jogador é escolhido com probabilidade proporcional

ao ganho total que o jogador acumulou ao longo de sua vida. Esse jogador gera um descendente que adota

a mesma estratégia. No processo de morte um jogador é aleatoriamente escolhido para ser substituído pelo

novo jogador. Dessa forma o tamanho da população permanece �xo. Considerando uma população grande,

a chance de que dois jogadores se encontrem mais de uma vez é extremamente pequena. Cada jogador

adota uma dentre três estratégias: ALLC, ALLD e REC. Um jogador adotando ALLC coopera sempre

e um jogador adotando ALLD deserta sempre. Um jogador adotando REC sabe, com probabilidade q,

o que o oponente fez na rodada anterior (através de observação direta ou através de espalhamento de

rumores). Ele coopera se o oponente tiver cooperado na rodada anterior e não coopera caso o oponente

não tenha cooperado na rodada anterior. Caso o jogador adotando REC não tenha informação sobre a

reputação do oponente, o que ocorre com probabilidade 1 − q, ele sempre coopera. O jogador adotando

REC sempre coopera na primeira rodada. Note que o fato de um jogador ter cooperado na rodada anterior

o de�ne como de boa reputação. Sejam x, y e z as frações de jogadores adotando as estratégias ALLC,

ALLD e REC, respectivamente. A solução da equação do replicador para esse processo está representada

na �gura 3.2. Se q < c/b, o resultado �nal é uma população composta somente por desertores, isto é,

y = 1 é um atrator global. Se q > c/b, existe uma linha de pontos �xos, a saber z = c/bq. Dependendo da

condição inicial é possível haver coexistência das três estratégias. Note que, quanto menor o valor de c/bq,

maior é a quantidade de órbitas que convergem para o estado cooperativo. Em outras palavras, quanto

maior o conhecimento da reputação alheia ou quanto menor a relação custo benefício do ato cooperativo,
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maior será a cooperação na população [23].

Figura 3.2: Representação da solução da equação do replicador na presença de reciprocidade indireta. Os
círculos preenchidos representam pontos �xos estáveis e os círculos não preenchidos pontos �xos instáveis.
As estratégias presentes são: cooperação (ALLC), deserção (ALLD) e reciprocidade indireta (REC). Na
�gura (A) tem-se q < c/b e os desertores dominam a população. Na �gura (B) tem-se q > c/b e existe
um segmento de pontos �xos no interior do simplex. Nesse caso é possível haver coexistência das três
estratégias. Figura extraída do artigo [81].

Na estratégia REC adota-se cooperação se o oponente tiver boa reputação e deserção se o oponente

tiver má reputação. Mas a recusa de cooperar por parte do jogador REC tem como consequência torná-lo

um jogador com má reputação, o que diminui a chance de ele receber benefícios. Outra forma de se avaliar

a reputação consiste-se em diferenciar o ato não cooperativo que é justi�cável do que é injusti�cável. Por

exemplo, um jogador que não coopera com um jogador de má reputação pode adquirir uma boa reputação.

Um modelo simples de sistemas morais que de�ne o que é uma boa reputação e prescreve o que fazer

dada a reputação do oponente foi estudado considerando-se modelos binários, em que cada jogador é

julgado simplesmente como bom ou mal. Esses sistemas morais binários são divididos em dois módulos: o

módulo de avaliação e o módulo de ação. No módulo de avaliação, o jogador C observa a interação entre

os jogadores A e B e julga os jogadores A e B em termos de bom ou mal. No módulo de ação, o jogador

decide cooperar ou não com o oponente dependendo de sua avaliação do oponente [82].

3.4 Reciprocidade de rede

A reciprocidade de rede é o mecanismo presente quando os jogadores interagem com oponentes �xos dados

por uma rede de interação. Os jogadores são colocados nos nós de uma rede de interação e cada jogador
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joga o dilema do prisioneiro com cada um dos vizinhos determinados pela rede de interação.

O primeiro modelo introduzido para mostrar que a estrutura espacial pode sustentar a cooperação

foi proposto por Nowak e May, em 1992 [83]. Nesse modelo os jogadores são colocados num arranjo bi-

dimensional, como na �gura 3.3. Cada jogador pode adotar C ou D. Em cada rodada, cada jogador joga

o dilema do prisioneiro fraco com seus 8 vizinhos, acumulando o ganho proveniente dessas 8 interações.

O ganho total é chamado de ganho cumulativo. Em cada interação, a matriz de ganho do dilema do

prisioneiro é dada por

C D

C 1 0

D b 0

(3.5)

onde a tendência à deserção b é tal que b > 1. Após todos os jogadores terem jogado com seus vizinhos,

todos os jogadores imitam simultaneamente a estratégia do vizinho que possui o maior ganho cumulativo.

Se todos os vizinhos possuem um ganho cumulativo menor, o jogador permanece com a mesma estratégia.

O ganho cumulativo é igualado a zero e todos os jogadores jogam com seus vizinhos, reiniciando o processo

de imitação. Essas regras especi�cam um autômata celular determinístico. Esse modelo, proposto por

M. A. Nowak e R. May, foi estudado detalhadamente [83] e veri�cou-se que a cooperação e a deserção

podem coexistir, apresentando uma dinâmica extremamente rica. Para se ter uma idéia dos mecanismos

envolvidos na manutenção da cooperação nesse modelo, considere o caso em que uma população de

cooperadores é invadida por um único desertor, como mostrado na �gura 3.3. Inicialmente o desertor

obtém um ganho igual a 8b, pois ele interage com 8 vizinho que são cooperadores. No passo seguinte,

todos os cooperadores que são vizinhos do desertor adotam D, pois o ganho dos cooperadores é igual a 7

e 8b > 7 (por de�nição b > 1), dando origem a um aglomerado 3 × 3 de desertores. Contudo, no passo

seguinte, se 5b < 6, o aglomerado 3 × 3 volta ao seu tamanho original, composto por apenas um único

desertor. A condição b < 6/5 garante que todos os 9 desertores no aglomerado 3 × 3 tenham ao menos

um vizinho adotando C que seja o mais bem sucedido. Baseando-se nesse tipo de argumento, Nowak e

May analisaram a evolução da cooperação em seu modelo para todos os valores de b.

A característica essencial da reciprocidade de rede é a formação de aglomerados de cooperadores.

Quando a estratégia C é imitada, ela se espalha formando um aglomerado de cooperadores que colaboram

entre si. Com isso os cooperadores podem vir a ser mais bem sucedidos do que os desertores. Outra

característica interessante é a punição indireta dos desertores. Quando um jogador X que adota C imita

a estratégia D de um jogador Y , o ganho cumulativo do jogador Y diminui. O jogador Y é indiretamente

punido.
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Figura 3.3: Estrutura espacial com condição periódica de contorno em que cada jogador é representado
por uma célula e interage com as 8 células vizinhas. A cor branca representa a cooperação e a cor cinza a
deserção. Os ganhos cumulativos estão representados em cada célula. Na �gura da esquerda, um desertor
invade a população de cooperadores. Como o desertor possui o maior ganho, todos os vizinhos imitam
a deserção, formando o aglomerado 3 × 3 de desertores, representado na �gura da direita. Nessa nova
con�guração, todos os desertores na borda do aglomerado possuem pelo menos um vizinho cooperador
que possui um ganho cumulativo maior. Os desertores imitam a cooperação e a con�guração retorna ao
estado original representado na �gura da esquerda.

A partir do modelo proposto por Nowak e May, uma série de estudos teóricos sobre a evolução da

cooperação na presença de reciprocidade de rede foi iniciada. O principal programa de estudo foi a análise

do impacto da topologia da rede na evolução da cooperação, adotando-se modelos em que as estratégias

que oferecem um ganho maior se espalham numa taxa maior. Novamente, a �m de manter a clareza da

presente tese, vamos nos restringir aos modelos que envolvem o processo de imitação.

Figura 3.4: Os nós representam os jogadores que interagem com os vizinhos dados pela rede de interação.
(a) Anel unidimensional, cada jogador possui dois vizinhos. (b) Rede quadrada , cada jogador possui
quatro vizinhos. (c) Rede aleatória regular, todos os jogadores possuem a mesma quantidade de vizinhos,
que são dados aleatoriamente. (d) Rede aleatória, a quantidade de vizinhos é dada pela distribuição de
Poisson. (e) Rede livre de escala, a quantidade de vizinhos é dada por uma lei de potência. Figura
extraída do artigo [84]

Num modelo na rede quadrada, G. Szabó e C. Toke [85,86] utilizaram uma regra de imitação estocás-

tica, o que permitiu que eles estudassem a transição da fase em que só há cooperadores para a fase em
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que só há desertores. Os jogadores são colocados nos nós de uma rede quadrada de tamanho L. Cada

jogador adota C ou D e interage com 4 vizinhos. Em cada interação, o ganho é dado pela matriz 3.5. O

ganho cumulativo do jogador X é a soma dos ganhos obtidos em cada uma das quatro interações, sendo

denotado como ΠX . Em cada unidade de tempo, um jogador X é selecionado aleatoriamente. O jogador

X escolhe um dos quatro vizinhos de forma aleatória, a saber o jogador Y . Com probabilidade dada por

p =
1

1 + exp(−(ΠY −ΠX)/ξ)

o jogador X imita a estratégia que o jogador Y está usando. Com essa medida de probabilidade, as

estratégias que conferem um maior ganho cumulativo são imitadas mais frequentemente. O parâmetro

ξ controla a intensidade de seleção. Se ξ é in�nito, a estratégia é imitada com probabilidade p = 0, 5.

Se ξ é zero, a estratégia do oponente é imitada somente se o ganho cumulativo do oponente é maior.

Dessa forma ξ controla a intensidade de seleção. A condição inicial é adotar C com probabilidade 0.5. A

cooperatividade da população é medida pela fração de jogadores ρ que adotam a estratégia C. A �gura

3.5 mostra como a fração de cooperadores varia com a tendência de desertar b para alguns valores de ξ.

Pode-se notar que só existe cooperação para valores de b abaixo de um valor crítico bcr(ξ), que depende

de ξ. O grá�co de bcr(ξ) é mostrado na �gura 3.6 e pode ser visto como um diagrama de fase.

O impacto de topologias mais complexas foi amplamente estudado devido ao crescente conjunto de

evidências de que as interações entre os seres humanos são descritas por redes complexas, como as redes

livres de escala [87�94]. Em redes livre de escala a distribuição de conectividade é dada por uma lei

de potência do tipo P (k) ≈ kγ , em que k é a conectividade e P (k) é a probabilidade de que um nó

aleatoriamente escolhido tenha conectividade k (veja a de�nição de distribuição de conectividade no

apêndice A). As redes livre de escala são caracterizadas pela presença de nós altamente conectados,

chamados de hubs, juntamente com nós pouco conectados. Nessas redes a evolução da cooperação foi

estudada por F.C. Santos e J. M. Pacheco [95, 96]. Da mesma forma que nas redes regulares, cada

jogador joga com seus vizinhos e obtém um ganho cumulativo. Note que os jogadores que possuem maior

conectividade obtém um ganho maior. A regra de atualização das estratégias é semelhante à anterior.

Um jogador X seleciona um de seus vizinhos, a saber o jogador Y . Caso o ganho cumulativo de Y , ΠY ,

seja maior do que o ganho cumulativo de X, ΠX , então o jogador X imita a estratégia do jogador Y com

probabilidade dada por

p =
ΠX −ΠY
bkmax

,

em que kmax = max(kX , kY ), sendo kX e kY a conectividade dos jogadores X e Y , respectivamente.
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Figura 3.5: Fração de cooperadores ρ em função da tendência de desertar b numa rede quadrada para
diferentes valores de ξ: ξ = 0, 1 (cruzes), ξ = 0, 4 (quadrados) e ξ = 1, 2 (losangos). Figura extraída do
artigo [85].

Caso contrário o jogador X permanece com a mesma estratégia. O fator bkmax dividindo a expressão

garante a normalização. A fração de cooperadores no regime estacionário ρ em função do parâmetro b é

mostrada na �gura 3.7 para redes regulares, aleatórias, aleatórias livre de escala (gerada por um processo

de homogeneização da rede livre de escala gerada pelo modelo Barabasi-Albert) e redes livre de escala

geradas pelo modelo Barabasi-Albert. Note que a cooperação é maior nas redes livre de escala geradas

pelo modelo Barabási-Albert [94].

Nas redes livre de escala, os jogadores que possuem muitos vizinhos obtém um ganho cumulativo

muito grande em comparação com os jogadores que possuem poucos vizinhos. Isso ocorre pois o ganho

cumulativo é simplesmente a soma dos ganhos em cada interação. Com a regra da imitação os nós mais

conectados são imitados com muito mais frequência, pois o ganho cumulativo deles é muito maior do

que o dos demais nós. Se o ganho cumulativo for dividido pela quantidade de interações, obtem-se o

ganho efetivo [97, 98]. Se ΠX é o ganho cumulativo do jogador X e kX é quantidade de vizinhos do

jogador X, então o ganho efetivo é dado por Π̃X = ΠX/kX . A �gura 3.8 mostra os resultados para redes

heterogêneas do tipo livre de escala quando o ganho efetivo é usado ao invés do ganho cumulativo no
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Figura 3.6: Valor crítico de b em função do parâmetro ξ numa rede quadrada. Os losangos represen-
tam os resultados da simulação computacional e as linhas pontilhadas representam diferentes formas de
aproximações de campo médio. Figura extraída do artigo [85].

modelo proposto por F.C. Santos e J. M. Pacheco [95�97]. Note que com o ganho efetivo a cooperação

em redes heterogêneas é drasticamente reduzida. Se o ganho efetivo é utilizado, os nós muito conectados

não exercem mais o papel preponderante no processo de imitação. É como se a heterogeneidade fosse

suavizada e a rede se comportasse mais como uma rede regular [98].

As redes heterogêneas variam em diversas características, como a conectividade média, as correlações

entre as conectividades dos nós, o coe�ciente de aglomeração, dentre outros fatores (veja o apêndice A).

Em modelos similares aos introduzidos nessa seção, o impacto dessas diversas características na evolução

da cooperação foi amplamente estudado [99�102], bem como o efeito de diversos outros mecanismos, como

a mobilidade dos jogadores na rede [103�105] e a adição e remoção de ligações [106].
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Figura 3.7: Fração de cooperadores ρ em função da tendência de desertar b para diferentes tipos de redes
no caso de ganho cumulativo. Figura extraída do artigo [95].
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Figura 3.8: Fração de cooperadores ρ em função da tendência de desertar b para diferentes tipos de redes
no caso de ganho cumulativo efetivo. Figura extraída do artigo [95].



Capítulo 4

Estratégias diferentes contra oponentes

distintos

A emergência de cooperação entre os indivíduos de uma população tem sido estudada no contexto da

teoria evolutiva de jogos. A grande questão é explicar como a cooperação pode ser mantida se ela é

onerosa para o cooperador. Como visto no capítulo 3, a reciprocidade de rede é um dos mecanismos

capazes de sustentar a cooperação. Nos modelos usuais de reciprocidade de rede, os jogadores adotam

sempre uma estratégia única em relação a todos os oponentes. Se um jogador coopera, ele coopera com

todos os seus vizinhos. Em nosso modelo os jogadores adotam estratégias diferentes em relação a cada

oponente [107]. Os jogadores são colocados numa rede e interagem somente com os vizinhos mais próximos

dados pela rede. Ao invés de adotar simplesmente C ou D contra todos os oponentes, pode-se adotar

C ou D de forma distinta em relação a cada oponente. A dinâmica evolutiva é implementada de forma

análoga aos modelos usuais. Cada jogador joga o dilema do prisioneiro com cada vizinho obtendo um

ganho cumulativo. O ganho cumulativo é traduzido em taxa de reprodução de forma que, através de

uma regra de imitação, as estratégias adotadas pelos indivíduos de maior sucesso possam se espalhar na

população. O nosso modelo será chamado de modelo DO (do inglês Distinguishing the Opponents) e o

modelo usual, em que cada jogador adota uma estratégia única, será chamado simplesmente de modelo

Usual.

4.1 O modelo

Numa população de tamanho N , os oponentes de cada jogador são determinados por uma rede de in-

teração. Se o jogador j possui kj vizinhos, a estratégia do jogador j é dada por (Sj,j1 , . . . , Sj,jkj
), em

51
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Figura 4.1: Representação das estratégias no modelo Usual (esquerda) e no modelo DO (direita). No
modelo Usual os jogadores adotam a mesma estratégia contra todos os vizinhos. No modelo DO os
jogadores adotam estratégias diferentes contra oponentes distintos.

que Sj,js ∈ {C,D} é a estratégia que o jogador j adota em relação ao oponente js. Se em uma des-

sas interações o jogador j adota C contra um oponente i que adota D, denotamos essa interação por

(Sj,i, Si,j) = (C,D). A �gura 4.1 ilustra a diferença entre o modelo Usual e o modelo DO. Em cada

interação, os dois jogadores envolvidos na interação jogam o dilema do prisioneiro, cuja matriz de ganho

é dada por

C D

C 1 0

D b ϵ

(4.1)

em que b > 1 e ϵ ≪ 1. Nessa versão cada jogador recebe 1 se houver cooperação mútua, ϵ se houver

deserção mútua; o cooperador recebe 0 se o oponente for um desertor e o desertor recebe b se o oponente

for um cooperador. O parâmetro b é interpretado como intensidade da tendência de desertar. Quanto

maior o valor de b, mais vantajoso é explorar um cooperador. Cada jogador joga uma rodada com cada

um dos seus vizinhos mais próximos. O ganho cumulativo de cada jogador é a soma do ganho proveniente

de cada um dos jogos realizados com os seus vizinhos durante uma única rodada. A �gura 4.2 ilustra o

cálculo do ganho cumulativo.

O ganho cumulativo de um jogador x, a ser denotado por Πx, é interpretado como o sucesso do jogador

x. A dinâmica evolutiva é implementada de forma que as estratégias adotadas pelos jogadores com maior
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Figura 4.2: Cálculo do ganho cumulativo do jogador 1. A tabela mostra o ganho obtido em cada uma
das interações do jogador 1. O ganho cumulativo do jogador 1 é a soma dos ganhos em cada uma das 4
interações.

sucesso são imitadas com maior frequência. Cada jogador seleciona um vizinho de forma aleatória1.

Suponha que o jogador x selecione o jogador y. Essa interação é dada por (Sx,y, Sy,x). No nosso modelo,

assume-se que o jogador x possui duas informações sobre o jogador y: (i) a estratégia Sy,x que o jogador

y adota em relação ele e (ii) o ganho cumulativo Πy do jogador y. Se o ganho cumulativo do jogador y

for alto, isso indica que o jogador y está sendo bem sucedido na escolha de suas estratégias. Então, se

Πy > Πx, o jogador x imita a estratégia Sy,x que o jogador y está adotando contra ele com probabilidade

p =
Πy −Πx
bkmax

,

em que kmax = max(kx, ky). Se Πy ≤ Πx, o jogador x permanece com as mesmas estratégias. Como o

jogador x interage com kx oponentes e em cada uma dessas interações ele adota C ou D, se o jogador

x decide imitar a estratégia Sy,x que o jogador y está adotando em relação a ele, o jogador x precisa

decidir em qual das kx interações ele irá implementar a estratégia Sy,x. Em nosso modelo, adotamos um

processo em que o jogador escolhe a interação que fornece a menor contribuição ao ganho cumulativo. Se

mais de uma interação fornece a menor contribuição, um dessas interações é selecionada aleatoriamente.

As interações possíveis são (C,D), (D,D), (C,C) e (D,C). Em cada uma dessas interações, o jogador x

recebe 0, ϵ, 1 e b, respectivamente. Portanto a interação que fornece a menor contribuição é a (C,D). Se

o jogador x não tiver nenhuma interação do tipo (C,D), então a pior interação passa a ser a (D,D), e

assim por diante. Por exemplo, se o jogador x imita a estratégia D de algum vizinho, primeiramente ele

irá substituir a estratégia C utilizada em alguma das interações do tipo (C,D); se não houver nenhuma

1O termo aleatório será usado sempre que quisermos nos referir a uma variável aleatória com distribuição uniforme
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interação desse tipo, ele irá substituir a estratégia D utilizada em alguma das interações do tipo (D,D),

o que, de fato, não altera em nada o seu contexto, e assim por diante. A �gura 4.3 ilustra o processo de

imitação e implementação da estratégia imitada.

Figura 4.3: Ilustração do processo de imitação. O jogador 1 imita a estratégia D do jogador 3. A interação
que fornece a menor contribuição para o ganho cumulativo do jogador 1 é do tipo (C,D), que ocorre nas
interações com os jogadores 3 e 4. O jogador 1 sorteia aleatoriamente uma dessas duas interações e
substitui a estratégia C pela D. Nessa �gura a interação aleatoriamente escolhida é a com o jogador 4.

Os modelos serão analisados basicamente via simulação computacional. Um exemplo típico dos algorit-

mos utilizados, escritos em Fortran, encontra-se no Apêndice B. O processo de atualização das estratégias

pode ser síncrono ou assíncrono. No caso síncrono, todos os jogadores realizam a atualização ao mesmo

tempo. Cada passo de Monte Carlo (MCS) da simulação é realizado da seguinte forma. Primeiramente,

no tempo t, todos os jogadores jogam o dilema do prisioneiro com seus vizinhos utilizando as estratégias

adotadas no tempo t − 1, obtendo o ganho cumulativo. Em seguida, todos os jogadores atualizam suas

estratégias utilizando a con�guração das estratégias no tempo t− 1. Após todos os jogadores terem atu-

alizado simultaneamente suas estratégias, tem-se a nova con�guração de estratégias referente ao tempo

t. No caso assíncrono, no tempo t, todos os jogadores jogam o dilema do prisioneiro com seus vizinhos

utilizando as estratégias adotadas no tempo t−1, obtendo o ganho cumulativo. Um jogador é selecionado

aleatoriamente para realizar o processo de atualização. Após esse jogador ter atualizado sua estratégia,

o ganho cumulativo de cada jogador é atualizado e um novo jogador é selecionado aleatoriamente. Um

passo de Monte Carlo no caso assíncrono é composto por N etapas de escolha de um jogador. Note que

o ganho cumulativo de um jogador no tempo t é a soma dos ganhos considerando somente os ganhos no

tempo t.
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O nível de cooperação na população pode ser medido pela cooperatividade média dos jogadores no

regime estacionário e será denotado por Fc. Seja nc(i, t) a quantidade de estratégias C utilizadas pelo

jogador i no tempo t, em que 0 ≤ nc(i, t) ≤ ki. A cooperatividade do jogador i no tempo t é dada por

fc(i, t) = nc(i, t)/ki.

A cooperatividade média da população no tempo t é dada por

f̄c(t) =
1

N

N∑
i=1

fc(i, t).

Descartando o tempo transiente necessário para alcançar o regime estacionário, realiza-se um média

temporal de f̄c(t) em Nt = 1000 MCS. Dessa forma a cooperatividade média no regime estacionário é

dada por

Fc =
1

Nt

Nt∑
t

f̄c(t).

Como a con�guração inicial das estratégias é dada por uma distribuição de probabilidades, por exemplo,

a estratégia em cada interação de um jogador é C com probabilidade 0, 5, realiza-se uma segunda média

sobre 100 amostras iniciais diferentes.

4.2 Propriedades gerais do modelo DO

O modelo DO possui algumas propriedades gerais que são independentes da topologia da rede, pois

decorrem diretamente da regra de atualização das estratégias. A primeira propriedade é a manutenção

das cooperações mútuas. No modelo DO as cooperações mútuas não são desfeitas. Se o jogador x possui

uma interação do tipo (C,C), a única forma dele interromper essa cooperação mútua é se ele imitar uma

estratégia D de algum vizinho mais próximo. Mas se algum vizinho estiver adotando D, isso signi�ca que

o jogador x está envolvido em pelo menos uma interação do tipo (C,D) ou (D,D). Essas duas interações

fornecem uma contribuição menor do que a interação (C,C) para o ganho cumulativo. Dessa forma, ao

imitar uma estratégia D, o jogador x irá sempre colocar a nova estratégia na interação (C,D) ou na

interação (D,D), deixando as interações (C,C) a salvo.

A segunda propriedade é a punição dos desertores. Se o jogador x está sendo explorado pelo jogador

y numa interação do tipo (C,D), essa exploração será neutralizada se o jogador x imitar uma estratégia

do tipo D e implementá-la na interação com o jogador y . A transição (C,D) → (D,D) é vista como
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uma punição ao jogador y. Nos modelos usuais, quando um cooperador x imita um vizinho y que adota

D, o ganho de y é diminuído, já que o jogador x parou de cooperar. Nesse sentido, o jogador y é punido.

Contudo o jogador x, ao mudar para D, começa a explorar seus vizinhos cooperadores. No modelo Usual

as cooperação mútuas não são mantidas, apesar do vizinho y ser punido. No modelo DO o desertor pode

ser punido e as cooperações mútuas podem ser mantidas, como pode ser visto na �gura 4.4.

A terceira propriedade é a relação entre a sincronicidade da atualização e a propagação da cooperação:

para que uma nova cooperação mútua surja é necessário que dois jogadores possuindo uma interação do

tipo (D,D) imitem simultaneamente uma estratégia C e coloquem-na no lugar da estratégia D adotada na

interação entre eles. Se numa interação do tipo (Sx, Sy) = (D,D) entre o jogador x e o jogador y, somente

o jogador x substituir D por C, o jogador x possuirá uma nova interação (Sx, Sy) = (C,D) e o jogador y

possuirá uma nova interação (Sy, Sx) = (D,C). O próximo evento mais provável é que o jogador x puna

o jogador y e a interação (Sx, Sy) = (C,D) seja modi�cada novamente para (Sx, Sy) = (D,D). Contudo,

se na interação (D,D) ambos os jogadores substituírem simultaneamente D por C, é possível que uma

nova cooperação mútua surja, através da transição (D,D) → (C,C). Como a atualização simultânea só

é possível na atualização síncrona, a sincronicidade na atualização é uma condição essencial para o alto

nível de cooperatividade obtido no modelo DO.

Figura 4.4: Punição dos desertores no modelo DO. Se um jogador começa a explorar os vizinhos coopera-
dores, inicialmente o ganho cumulativo do explorador aumenta. Como consequência os vizinhos imitam a
estratégia D e colocam-na exatamente na interação com o explorador. Dessa forma somente o explorador
é punido e as demais cooperações mútuas são mantidas.

4.3 Rede quadrada

Vamos agora estudar a evolução da cooperação numa população estruturada numa rede quadrada. Numa

rede quadrada, cada jogador possui 4 vizinhos mais próximos, como mostrado na �gura 4.5. Consideramos
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condições periódicas de fronteira, o que torna a rede quadrada, na realidade, um toro reticulado. A rede

quadrada de tamanho L é um arranjo L× L. Isso signi�ca que o tamanho da população é igual a L2.

Figura 4.5: Rede quadrada de tamanho L = 4 com condições periódicas de contorno. Cada jogador possui
4 vizinhos mais próximos.

No caso de uma rede com L = 100, estudamos a evolução da cooperação na região 1 < b ≤ 5, com

ϵ = 0, 01. Como con�guração inicial, cada jogador coopera com probabilidade 0, 5 em cada interação. A

�gura 4.6 mostra a cooperativade média em função da tendência de desertar b no modelo DO e no modelo

Usual com atualização síncrona, obtidos via simulação (o apêndice B descreve um código típico escrito em

Fortran utilizado nas simulaçòes). No modelo Usual, a cooperação só é mantida para valores pequenos

de b. A deserção domina a população se b > 1, 1 [86].

Já no modelo DO, a cooperatividade é total se 1 < b ≤ 3 e decai para um valor intermediário se b > 3.

Em geral, quanto maior o valor de b, maior é o ganho cumulativo dos jogadores que adotam D. Dessa

forma é esperado que a cooperatividade média diminua à medida que b aumenta. O modelo DO, portanto,

é um mecanismo que promove a cooperação em situações que o modelo Usual não é capaz. Analisemos

os mecanismos responsáveis pelo alto nível de cooperatividade no modelo DO com atualização síncrona.

O fato de as cooperações mútuas não serem desfeitas introduz um limite inferior de 0, 25 para a

cooperatividade média, já que a fração média de cooperações mútuas presentes na con�guração inicial é

igual a 0, 25. Dessa forma, para quaisquer valores de b tem-se que Fc > 0, 25. Resta-nos entender como

é que novas cooperações surgem. O processo de crescimento da cooperatividade ocorre em duas etapas:

(i) inicialmente as explorações são punidas, dando origem a um aumento das interações (D,D) e, após

a punição de grande parte das explorações, (ii) as interações do tipo (D,D) se transformam em (C,C)

à medida que dois vizinhos substituem simultaneamente a estratégia D por C na interação entre eles.

Analisemos cada uma dessas etapas detalhadamente. No processo inicial de punição realizado por um

jogador x, na média, as primeiras interações que são modi�cadas são do tipo (C,D), pois elas fornecem ao



4. Estratégias diferentes contra oponentes distintos 58

1 2 3 4 5
b

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

F
c

Modelo DO
Modelo Usual

Figura 4.6: Cooperatividade média no regime estacionário Fc em função da tendência de desertar b no
modelo Usual e no modelo DO para rede quadrada com L = 100 e ϵ = 0, 01, com atualização síncrona.

jogador x o menor ganho possível. Dessa forma a quantidade de interações do tipo (D,D) aumenta. Se

um jogador imita a estratégia C mas ele ainda possui interações do tipo (C,D), nada irá ser modi�cado.

É preciso primeiramente que as explorações sejam punidas. De fato, como mostrado na �gura 4.7, a

cooperatividade começa a aumentar justamente quando a fração de interações do tipo (D,D) atinge um

pico. Agora analisemos a segunda etapa, em que ocorre a transição (D,D) → (C,C). Conforme foi dito na

seção 4.2, se na interação (D,D) ambos os jogadores substituírem simultaneamente D por C, é possível

que uma nova cooperação mútua surja, através da transição (D,D) → (C,C). Dessa forma, após as

explorações terem sido punidas, novas cooperações mútuas começam a ser formadas e a cooperatividade

na população aumenta.

Como se pode notar na �gura 4.6, a cooperatividade depende da tendência de desertar b. Isso se

deve à dinâmica dos aglomerados de cooperadores. A característica básica da reciprocidade de rede é a
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Figura 4.7: Evolução temporal da cooperatividade média e da fração de interações do tipo (D,D) no
modelo DO para b = 2, 0. A rede é quadrada com L = 100, ϵ = 0, 01 e a atualização é síncrona.

formação de aglomerados de cooperadores, que se ajudam mutuamente a ponto de conseguirem ser mais

bem sucedidos do que os desertores. Seguindo o mesmo tipo análise de aglomerados que é realizado no

modelo Usual [108], consideremos um aglomerado de cooperadores como mostrado na �gura 4.8 e seja

ϵ = 0. Pela propriedade geral do modelo DO, as cooperações mútuas na região interna do aglomerado

não são desfeitas. Já na região de interface com os exploradores, os cooperadores possuem um ganho

cumulativo igual a 3, ao passo que os exploradores na interface possuem um ganho cumulativo igual a b.

Se 1 < b ≤ 3, os cooperadores na interface possuem um ganho cumulativo maior do que os exploradores.

Nesse caso a estratégia C pode ser copiada pelos exploradores e o aglomerado de cooperações mútuas

pode eventualmente crescer. Se b > 3, os cooperadores na interface podem copiar a estratégia D dos

exploradores. Contudo a única interação que será modi�cada é a interação na interface, que �cará

oscilando entre (C,D) e (D,D). Dessa forma, se b > 3, o aglomerado de cooperação não pode ser
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completamente desfeito, mas também não pode crescer. Esse é o motivo pelo qual a cooperatividade

média da população cai bruscamente quando b > 3, como pode ser visto na �gura 4.6. A cooperatividade

média dos jogadores no interior de um aglomerado de tamanho S×S pode ser calculada aproximadamente

para b > 3 e ϵ = 0,

Fc,S = 1− 1

S
+

−b+
√
b2 + 8(b− 2) + (S − 2)

(b− 2)S2
. (4.2)

Na �gura 4.9, o grá�co de Fc,S é mostrado juntamente com os resultados da simulação. Note que a

cooperatividade decai lentamente se b aumenta.

Figura 4.8: Aglomerado de cooperadores (nós preenchidos) e probabilidades de transição relativas a um
nó da terceira classe (nó com preenchimento preto). Um nó da terceira classe pode imitar a estratégia
D do vizinho explorador (nó sem preenchimento), realizando a transição (C,D) → (D,D). O ganho
cumulativo do nó é igual a 3 e o do vizinho explorador é b. A probabilidade de ocorrer essa transição
é T1. No cálculo de T1 tem-se que o explorador é escolhido com probabilidade 1/4, que a diferença dos
ganhos cumulativos é igual a b− 3 e que o fator de normalização é 4b. Se um nó da terceira classe adota
D na interação com o vizinho explorador, ele pode imitar a estratégia C de algum vizinho cooperador
dentro do aglomerado, realizando a transição (D,D) → (C,D). O ganho cumulativo do nó é igual a 3 e o
do vizinho cooperador é igual a 4. A probabilidade de ocorrer essa transição é dada por T2. Π representa
o ganho cumulativo.

A dedução da equação 4.2 ilustra o procedimento típico para a aproximação analítica que mostraremos

no capítulo 5. Na �gura 4.8, os nós pertencentes ao aglomerado de cooperação pertencem a três classes

distintas. Na primeira classe estão os nós no interior do aglomerado, que possuem somente vizinhos

cooperadores. Na segunda classe, estão os nós de quina, que possuem dois vizinhos exploradores. Na

terceira classe estão os nós na interface fora da quina, que possuem somente um vizinho explorador.

Vamos analisar o comportamento dos nós da terceira classe. Nessa classe a estratégia que os nós adotam

em relação ao explorador oscila entre C e D. Um nó dessa classe possui um ganho cumulativo igual a 3.
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Figura 4.9: Cooperatividade média no regime estacionário dos nós dentro do aglomerado de tamanho
S × S como função da tendência de desertar b. A linha tracejada representa a aproximação analítica e a
linha contínua é uma interpolação dos resultados obtidos via simulação.

A �gura 4.8 mostra essa transição juntamente com a probabilidade de transição. Se ρ3 é a probabilidade

de que um nó da terceira classe adote C, a variação dessa probabilidade é dada pela equação

dρ3
dt

= T2(1− ρ3)− T1ρ3

=
1

16b
(1− ρ3)−

b− 3

16b
ρ3.

No equilíbrio tem-se que

0 =
1

16b
(1− ρst)−

b− 3

16b
ρst. (4.3)

No equilíbrio, a fração ρst3 é dada por

ρst3 =
1

b− 2
. (4.4)
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Num aglomerado de tamanho S, existem S2 nós, dos quais 4(S − 2) são da terceira classe. A coopera-

tividade média dos nós da terceira classe é (3 + ρst3 )/4. Portanto a contribuição para a cooperatividade

média dos nós do aglomerado é igual a
4(S − 2)

S2

3 + ρst3
4

. (4.5)

Se ρ2 é a probabilidade de que um nó da segunda classe adote C, seguindo um procedimento análogo ao

caso da terceira classe, tem-se que

dρ2
dt

=
1

16b

(
ρ2(1− ρ2) + (1− ρ2)

2 − (b− 2)ρ2 − 1

2
(b− 2)

)
. (4.6)

No equilíbrio tem-se que

ρst2 =
−b+

√
b2 + 8(b− 2)

2(b− 2)
. (4.7)

Num aglomerado de tamanho S existem 4 nós da segunda classe, sendo que cada um possui duas interações

com vizinhos exploradores. A cooperatividade média dos nós da segunda classe é (2 + 2ρst2 )/4. Portanto

a contribuição para a cooperatividade média dos nós do aglomerado é igual a

4

S2

2 + 2ρst2
4

. (4.8)

Os demais nós dentro do aglomerado de cooperação não variam as suas estratégias. Num aglomerado de

tamanho S existem (S−2)2 nós da primeira classe. A contribuição para a cooperatividade média dos nós

do aglomerado é igual a
(S − 2)2

S2
. (4.9)

Somando as expressões 4.5, 4.8 e 4.9 obtém-se a cooperatividade média dos nós de uma aglomerado de

tamanho S para b > 3, que é dada pela equação 4.2.

No modelo DO assume-se que os jogadores, ao julgarem a pior interação, não cometem erros. Em

geral, a probabilidade de erro é um parâmetro importante a ser analisado. Suponha que cada jogador, ao

escolher a interação em que irá colocar a estratégia imitada, escolha a interação que de fato fornece o pior

ganho com probabilidade 1 − pe e, com probabilidade pe, escolha uma interação de forma aleatória. pe

representa a probabilidade de erro no julgamento da pior interação. Dizemos que o modelo DO é robusto

na presença de erros se a cooperatividade média no caso pe ̸= 0 não difere muito da cooperativadade

média no caso pe = 0. A �gura 4.10 mostra a cooperatividade média para vários valores de pe e b. Se

b = 1, o modelo DO é de fato robusto: se pe ≤ 0, 1 a cooperatividade média não varia signi�cativamente.
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Isso signi�ca que, numa população com N = 10000 indivíduos, se em cada passo de Monte Carlo 1000

jogadores cometerem erros, ainda assim a alta cooperatividade é mantida. Se b = 2, a cooperatividade é

robusta para probabilidades menores do que 0, 001. Já para b = 4, a cooperatividade é reduzida mesmo

quando a probabilidade de erros é extremamente pequena. Portanto pode-se concluir que o modelo DO

é robusto a erros se a tendência de desertar for baixa.
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Figura 4.10: Cooperatividade média no regime estacionário Fc em função da probabilidade de erro pe na
rede quadrada.

4.3.1 Variação da regra de imitação

O processo em que cada jogador seleciona um vizinho, compara os ganhos cumulativos e imita a estratégia

do vizinho caso o vizinho possua um ganho maior, é usado em vários modelos na teoria evolutiva de jogos.

Como no modelo DO um jogador x adota kx estratégias diferentes, mas imita somente uma estratégia,
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não existe uma forma única de se realizar a imitação. Nós estudamos outras duas variações da regra de

imitação, que chamaremos de modelo DO-A e modelo DO-B. Ambos os modelos diferem do modelo DO

apenas na forma com que cada jogador implementa a estratégia imitada.

No modelo DO-A, um jogador x com kx interações imita a estratégia de um jogador y e coloca a

estratégia Sy,x no lugar de uma estratégia escolhida aleatoriamente dentre as kx interações. Essa variação

representa o caso extremo do modelo DO na presença de erros, quando pe = 1. No modelo DO-B, o jogador

x imita a estratégia de um jogador y e coloca a estratégia Sy,x exatamente no lugar da estratégia Sx,y.

Isto é, o jogador x altera somente a interação com o jogador que está sendo imitado. A cooperatividade

média nesses modelos, obtidas via simulação é mostrada na �gura 4.11, juntamente com os resultados do

modelo DO e do modelo Usual.
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Figura 4.11: Cooperatividade média no regime estacionário Fc em função da tendência de desertar b para
os modelos Usual, DO, DO-A e DO-B.

O modelo DO-A comporta-se de forma similar ao modelo Usual. Isso ocorre pois os jogadores que
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adotam D possuem, na média, um ganho maior. Como as cooperações mútuas podem ser desfeitas, o

jogador que imita uma estratégia D e substitui uma interação do tipo (C,C) por uma (D,C) tem o seu

ganho cumulativo aumentado. Dessa forma, a estratégia D espalha-se facilmente na população. Já no

modelo DO-B, o comportamento é trivial. Se um jogador x imita a estratégia de um jogador y na interação

(Sx, Sy), essa interação se torna (Sy, Sy) e permanece nessa con�guração sem ser alterada. Assim, além

das cooperações mútuas iniciais, cuja fração é em torno de 25%, algumas interações do tipo (C,D) se

transformam em (C,C). Por isso a cooperatividade assume um valor um pouco superior a 25%.

4.3.2 Variação do tamanho e da condição inicial

Os resultados do modelo DO dependem pouco do tamanho da rede. A �gura 4.12 mostra a cooperatividade

média para redes quadradas de tamanho L = 10, 20, 40, 100 com b = 1, 05 e b = 4.

Figura 4.12: Cooperatividade média no regime estacionário Fc em função do tamanho da rede L para
b = 1, 05 e b = 4, 0.

Em todos os resultados analisado até aqui, usamos como condição inicial 50% de cooperação. Isto

é, em cada uma de suas interações os jogadores adotam C com probabilidade p0 = 0, 5. Como a fração
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inicial de cooperações mútuas impõem um limite inferior para a cooperatividade média, é evidente que se

p0 aumenta, a cooperatividade média também aumenta. Como o principal mecanismo responsável pela

manutenção da cooperação é a formação de aglomerados de cooperação, se p0 é pequeno, o tamanho dos

aglomerados de cooperação pode não ser grande o su�ciente para que a cooperação possa se espalhar.

A �gura 4.13 mostra a cooperatividade média para diferentes valores de p0 e b. Note que para b = 1 a

cooperatividade média é igual a um se p0 ≥ 0.4 e para b = 4 a cooperação é igual a um somente quanto

p0 é praticamente igual a um.

Figura 4.13: Cooperatividade média no regime estacionário Fc em função da probabilidade inicial de
cooperação p0.

4.3.3 Atualização assíncrona

No caso em que a atualização é assíncrona, a cooperação no modelo DO não se espalha na população, pois

a transição (D,D) → (C,C) não ocorre, conforme foi explicado na seção 4.2. A cooperatividade média no

regime estacionário Fc em função de alguns valores da tendência de desertar b para o modelo DO numa

rede quadrada é mostrado na �gura 4.14. Note que Fc se mantém próximo a 0, 25, pois as cooperações
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que se mantém no regime estacionário são somente as cooperação mútuas iniciais (como a probabilidade

inicial de cooperação é 0, 5, a fração inicial de cooperações mútuas é 0, 25).
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Figura 4.14: Cooperatividade média no regime estacionário Fc em função de alguns valores da tendência
de desertar b no modelo DO para rede quadrada com L = 100 e ϵ = 0, 01, com atualização assíncrona.

4.4 Anel

O modelo DO com atualização síncrona foi estudado numericamente num anel. A cooperatividade média

num anel com 10000 sítios é mostrada na �gura 4.15 como função de b. No modelo DO a cooperatividade

média permanece próxima ao limite inferior dado pela fração inicial de cooperação mútua ao passo que

no modelo Usual a cooperação é extinta.

Novamente analisamos a expansão de aglomerados de cooperadores, conforme ilustrado na �gura 4.16.

Note que no modelo DO não é possível que a cooperação seja imitada, pois o ganho cumulativo dos

indivíduos que adotam C e que se encontram na interface é menor do que o ganho do jogador que adota
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Figura 4.15: Cooperatividade média Fc no regime estacionário no anel em função da tendência de deserção
b. Os parâmetros são N = 10000 e ϵ = 0, 01.

D. Em contrapartida, devido ao fato de as cooperações mútuas não serem desfeitas, a cooperatividade

média da população é mantida em um nível um pouco superior a 25%. No caso do modelo Usual, é fácil

ver que a cooperação é extinta, pois um desertor sempre obtém um ganho maior do que um cooperador.

Na presença de erros, a cooperação no anel é menos robusta do que na rede quadrada, como pode ser

visto na �gura 4.17.
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Figura 4.16: Aglomerados de cooperadores para os modelos Usual e DO. O ganho cumulativo de cada
jogador é mostrado junto a cada nó.



4. Estratégias diferentes contra oponentes distintos 70

0 10
-4

10
-3
10

-2
10

-1 1
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

F
c

b=1,0

0 10
-4

10
-3
10

-2
10

-1 1

p
e

b=2,0

0 10
-4

10
-3
10

-2
10

-1 1

b=4,0

Figura 4.17: Cooperatividade média no regime estacionário Fc em função da probabilidade de erro pe
para b = 1, 01, b = 2, 0 e b = 4, 0 no anel. Os parâmetros são N = 10000 e ϵ = 0, 01.



Capítulo 5

Aproximação de campo médio numa população

bem-misturada

Em uma população bem misturada, cada jogador pode interagir com todos os demais. No contexto de

reciprocidade de rede, uma população bem misturada é formalizada em termos de um grafo completo, isto

é, um grafo em que todos os nós estão conectados entre si. Nesse capítulo estudaremos o modelo DO com

os jogadores colocados num grafo completo e desenvolveremos uma aproximação de campo médio para as

atualizações assíncrona e síncrona juntamente com os resultados de simulações de Monte Carlo [109].

As simulações foram realizadas para uma rede de tamanho N = 40. Apesar de serem redes pequenas,

elas apresentam o mesmo comportamento de redes maiores, como foi veri�cado nas simulações para alguns

casos particulares. A evolução da cooperação é medida em termos da cooperatividade média da população

no tempo t, que é dada por

f̄c(t) =
1

N

N∑
i=1

fc(i, t), (5.1)

onde fc(i, t) foi de�nido na seção 4.1 do capítulo anterior. Como a condição inicial é cooperar em cada

interação com probabilidade igual a 0, 5, na simulação computacional o valor de f̄c(t) é obtido através de

100 médias em diferentes realizações da condição inicial.

No caso da atualização síncrona, a cooperatividade média da população no regime estacionário é igual a

um para qualquer valor de b. A evolução da cooperatividade média da população é mostrada na �gura 5.1.

Quando a população começa a evoluir a partir da condição inicial, em que se coopera com probabilidade

0, 5, a cooperatividade média passa por dois regimes. No regime inicial, as explorações são neutralizadas

e a cooperatividade média assume um valor próximo ao limite inferior dado pelas cooperações mútuas

inicias, como pode ser visto na �gura 5.2. No regime �nal, mostrado na �gura 5.1, a cooperatividade

71
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Figura 5.1: Regime �nal da cooperatividade média da população no tempo t f̄c(t) no caso de atualização
síncrona para b = 2, 0. Na �gura são mostrados os resultados da simulação computacional (linha contínua)
e do campo médio (linha pontilhada) dado pelas equações 5.21 e 5.22.

aumenta devido à presença da transição (D,D) → (C,C) e atinge o valor do regime estacionário, que é

igual a 1.

No caso da atualização assíncrona, a cooperatividade média da população no regime estacionário

assume um valor próximo ao do limite inferior dado pelas cooperações iniciais mútuas para qualquer valor

de b. A evolução da cooperatividade média da população é mostrada na �gura 5.3. Isso ocorre porque na

atualização assíncrona a transição (D,D) → (C,C) não acontece.

O tempo de simulação para se alcançar o regime estacionário no caso de redes grandes é muito longo. O

tempo em que a população permanece no regime inicial na atualização síncrona aumenta com o tamanho

da população. Como no regime inicial a cooperatividade média da população aproxima-se do valor

mínimo próximo a 25%, pode-se calcular o tempo T necessário para que a cooperatividade atinja o seu

valor mínimo em função do tamanho N da população. A relação entre 1/T e N é mostrado na �gura 5.4.
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Figura 5.2: Regime inicial da cooperatividade média da população no tempo t no caso de atualização
síncrona para b = 2, 0. Na �gura são mostrados os resultados da simulação computacional (linha contínua)
e do campo médio (linha pontilhada).

Note que quando N aumenta, a fração 1/T assume valores cada vez menores, indicando que o tempo �ca

cada vez maior. Por outro lado, se N é grande, mas �nito, a cooperatividade começa a aumentar após o

regime inicial.

No modelo DO os resultados da aproximação de campo médio ajustam-se bem aos resultados da

simulação. No caso assíncrono, a aproximação é ótima e, no caso síncrono, a aproximação é boa no

regime inicial e, no regime �nal, coincide apenas com a solução estacionária. Apesar da rede ser completa�

todos os nós conectados entre si� a aproximação de campo médio para o modelo DO analisa grandezas

vinculadas às ligações e não aos nós. Dessa forma não é de se esperar que, como o grafo é completo, a

aproximação forneça resultados exatos. Nas próximas seções iremos deduzir as equações de taxa através

de aproximações do tipo campo médio para os casos assíncrono e síncrono.
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Figura 5.3: Evolução temporal da cooperatividade média da população no tempo t no caso de atualização
assíncrona para b = 2, 0. Na �gura são mostrados os resultados da simulação computacional (linha
contínua) e do campo médio (linha pontilhada) dado pela equação 5.18.

5.1 Atualização assíncrona

Consideremos uma população de tamanho N + 1. Se numa interação o jogador i adota a estratégia A e

o jogador j adota a estratégia B, em que A,B ∈ {C,D}, diz-se que o jogador i possui uma interação do

tipo (Si,j , Sj,i) = (A,B). Seja NAB(i, t) a quantidade de interações do tipo (A,B) que o jogador i possui

no tempo t. A concentração local xAB(i, t) é dada por

xAB(i, t) = NAB(i, t)/N. (5.2)
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Figura 5.4: Inverso do tempo médio T em que a cooperatividade média da população atinge o seu valor
mínimo em função do tamanho da rede N para b = 2, 0.

Note que a quantidade de interações é dividida porN , pois o jogador i possuiN interações. A concentração

global de (A,B) no tempo t é, portanto, dada por

xAB(t) =
1

N + 1

N+1∑
i=1

xAB(i, t). (5.3)

A partir das concentrações pode-se obter a cooperatividade média da população no tempo t, que é dada

por

f̄c(t) =
1

N + 1

N+1∑
i=1

fc(i, t) (5.4)

=
1

N + 1

N+1∑
i=1

[xCC(i, t) + xCD(i, t)]

= xCC(t) + xCD(t).
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Consideremos um jogador típico, que chamaremos de jogador foco (jogador F ). Vamos analisar a

dinâmica das concentrações locais xCD(F, t), xDD(F, t), xCD(F, t) e xDC(F, t). Sejam k1 = NCD(F, t),

k2 = NDD(F, t), k3 = NCC(F, t) e k4 = NDC(F, t). Note que k1 + k2 + k3 + k4 = N . A con�guração do

jogador foco é dada pelo vetor k⃗ = (k1, k2, k3, k4), em que k4 = N − k1 − k2 − k3, como pode ser visto na

�gura 5.5. Assumamos que a probabilidade de que uma das interações do jogador foco seja do tipo (A,B)

seja dada pela concentração global xAB(t). Para simpli�car a notação, sempre que possível, vamos omitir

o argumento t. A probabilidade de que o nó foco esteja numa con�guração k⃗ = (k1, k2, k3, k4) é dada por

Π(k⃗) =
N !

k1!k2!k3!(N − k1 − k2 − k3)!
xk1CDx

k2
DDx

k3
CCx

N−k1−k2−k3
DC . (5.5)

Os demais jogadores são considerados como jogadores de campo médio. A con�guração desses jogadores

é igual a N(xCD, xDD, xCC , xDC). O próximo passo é deduzir as expressões das taxas de variação das

concentrações locais xCD(F ), xDD(F ), xCD(F ) e xDC(F ).

Figura 5.5: Quantidade de interações de cada tipo em torno no jogador foco F em uma população de
tamanho N + 1 = 9.

Vamos deduzir a taxa de aumento de xDD(F ). Apenas para manter a notação su�cientemente clara, na

interação (D,D) a primeira entrada refere-se à estratégia adotada pelo jogador foco e a segunda entrada

à estratégia adotada pelo oponente. Se o jogador foco está na con�guração k⃗, o seu ganho cumulativo é

dado por

PF (k⃗) = (N − k1 − k2 − k3)b+ k3 + k2ϵ, (5.6)

pois ele possui (N−k1−k2−k3) interações do tipo (D,C), k3 interações do tipo (C,C) e k2 interações do

tipo (D,D). Existe apenas uma transição que aumenta a quantidade de (D,D): (C,D) → (D,D). Essa

transição ocorre quando o jogador foco imita a estratégia D de algum oponente. A interação associada ao
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oponente que foi imitado pode ser do tipo (i) (C,D) ou (ii) (D,D). Consideremos primeiramente o caso

(i). Como o jogador foco escolhe o oponente a ser imitado de forma aleatória, esse oponente está envolvido

numa interação do tipo (C,D) com probabilidade k1/N . O oponente associado à interação (C,D) possui

um ganho cumulativo dado por

PO(C,D) = b+ (N − 1)(xDCb+ xCC + xDDϵ), (5.7)

pois o oponente possui na média uma interação do tipo (D,C), (N − 1)xDC to tipo (D,C), (N − 1)xCC

do tipo (C,C) e (N − 1)xDD do tipo (D,D). A probabilidade de se imitar a estratégia D do oponente

associado à interação (C,D) é dada por

p =
Θ[PO(C,D)− PF (k⃗)]

bN
, (5.8)

em que Θ(x) = x, se x > 0, e Θ(x) = 0, caso contrário. A taxa média de aumento em uma unidade das

interações do tipo (D,D) para o jogador foco é dada por

W+
CD =

N∑
k1=0

N−k1∑
k2=0

N−k1−k2∑
k3=0

k1
N

Θ[PO(C,D)− PF (k⃗)]

bN
Π(k⃗). (5.9)

Seguindo a mesma linha de raciocínio, pode-se obter a taxa de aumento das interações (D,D) devido ao

caso (ii), que é dada por

W+
DD =

N∑
k1=1

N−k1∑
k2=1

N−k1−k2∑
k3=0

k2
N

Θ[PO(D,D)− PF (k⃗)]

bN
Π(k⃗). (5.10)

Nessa notação o índice CD em W+
CD signi�ca que a estratégia D é imitada de um oponente associado a

uma interação (C,D). O mesmo vale para o signi�cado do índice DD.

O mesmo tipo de análise é utilizado para se calcular a taxa de decrescimento de xDD(F ). Existe

apenas uma transição que faz essa quantidade decair: (D,D) → (C,D). Essa transição ocorre quando o

jogador foco imita a estratégia C de algum oponente. A estratégia C pode ser imitada de uma interação

do tipo (i) (C,C) ou (ii) (D,C). No caso (i), como o jogador foco escolhe o oponente a ser imitado de

forma aleatória, esse oponente está envolvido numa interação do tipo (C,C) com probabilidade k3/N .

O jogador foco não pode ter nenhuma interação do tipo (C,D), pois nesse caso essa seria a interação

de menor ganho e a estratégia C, ao ser colocada nessa interação, em nada alteraria a con�guração do

jogador foco. Portanto tem-se que k1 = 0 na expressão de Π(k⃗), que pode ser simpli�cada para a forma
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Π̃(k⃗) dada por

Π̃(k⃗) =
N∑

k1=0

Π(k⃗) =
N !

k2!k3!(N − k2 − k3)!
xk2DDx

k3
CCx

N−k2−k3
DC . (5.11)

A taxa de decréscimo no caso (i) é dada por

W−
CC =

N∑
k2=1

N−k2∑
k3=0

k3
N

Θ[PO(C,C)− PF (k⃗)]

bN
Π̃(k⃗). (5.12)

Da mesma forma, a taxa de decréscimo no caso (ii) é dada por

W−
DC =

N∑
k2=1

N−k2∑
k3=0

N − k2 − k3
N

Θ[PO(D,C)− PF (k⃗)]

bN
Π̃(k⃗). (5.13)

O índice CC em W−
CC signi�ca que a estratégia C é imitada de um oponente associado a uma interação

do tipo (C,C). O índice (D,C) tem um signi�cado análogo. Note que em W−
DC tem-se que k2 ̸= 0, pois o

jogador foco deve ter pelo menos uma interação do tipo (D,D) para que essa taxa não seja igual a zero.

Como a população é do tipo bem misturada, todos os nós possuem o mesmo comportamento típico.

Portanto pode-se dizer que xDD(F ) = xDD, isto é, a concentração local é igual à concentração global. As

taxas de variação que foram calculadas referem-se à variação em uma unidade da quantidade de (D,D)

adotada pelo jogador foco. Quando a quantidade de (D,D) varia em uma unidade, a concentração xDD

varia em 1/N . Portanto, para se obter a taxa de variação global xDD, deve-se dividir a taxa de variação

local por N . Além disso, quando o jogador foco aumenta ou diminui a quantidade de (D,D), o mesmo

ocorre para o oponente envolvido na interação que foi modi�cada. Portanto é preciso multiplicar por 2 a

taxa de variação local. A derivada temporal de xDD é dada por

dxDD
dt

= 2
1

N
(W+

CD +W+
DD −W−

CC −W−
DC). (5.14)

Como a atualização é assíncrona, as interações (C,C) não são nem desfeitas e nem criadas, de acordo

com o que foi explicado na seção 4.2. Portanto xCC não varia no tempo,

dxCC
dt

= 0. (5.15)

Finalmente como as concentrações globais são normalizadas e xCD = xDC , tem-se que

xCD =
1

2
(1− xDD − xCC). (5.16)
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Essas equações fornecem a solução de campo médio para o modelo DO numa população bem misturada.

A equação 5.14 pode ser simpli�cada se substituirmos k1, k2 e k3, no argumento da função Θ(x), pelos

valores de campo médio. Por exemplo, na equação que de�ne W+
CD, o argumento da função Θ(x) é

PO(C,D)− PF (k⃗). Realizando a simpli�cação tem-se que PO(C,D)− PF (k⃗) = b, pois

PO(C,D)− PF (k⃗) = [b+ (N − 1)(xDCb+ xCC + xDDϵ)]− [(N − k1 − k2 − k3)b+ k3 + k2ϵ]

= [b+ (N − 1)(xDCb+ xCC + xDDϵ)]− [(N − 1)(xDCb+ xCC + xDDϵ)]

= b.

Portanto

Θ(PO(C,D)− PF (k⃗)) ≈ b. (5.17)

A equação que de�ne W+
CD torna-se

W+
CD =

N∑
k1=1

N−k1∑
k2=0

N−k1−k2∑
k3=0

N !

k1!k2!k3!(N − k1 − k2 − k3)!

k1
N2

xk1CDx
k2
DDx

k3
CCx

N−k1−k2−k3
DC

=
1

N2

N∑
k1=0

N !

(N − k1)!k1!
k1x

k1
CD(1− xCD)

N−k1

=
xCD
N

As equações que de�nem W+
DD, W

−
CC e W−

DC podem ser simpli�cadas de maneira análoga. A equação

5.14, após a simpli�cação torna-se

dxDD
dt

= 2
1

N2

{
xCD + xDD

ϵ

b

[
1− (1− xCD)

N−1
]
− xCC

b

[
(1− xCD)

N−1 − (xCC + xDC)
N−1

]}
(5.18)

Essa equação pode ser resolvida numericamente. A solução numérica é mostrada na �gura 5.3, juntamente

com o resultado da simulação computacional.

A �m de se obter uma solução aproximada da equação 5.18, consideremos uma aproximação para a

órbita próxima à condição inicial. Como a condição inicial é de 50% de cooperação, tem-se que inicialmente

xCC(0) = xDD(0) = xCD(0) = 0, 25. Enquanto a órbita permanece próxima à condição inicial, os

termos dentro dos parênteses na equação 5.18 valem, aproximadamente, (1 − xCD)
N−1 = 0, 75N−1 e

(xCC + xDC)
N−1 = 0, 5N−1. Se N é grande, esses termos são pequenos, ao menos no regime inicial.
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Descartando esses termos pequenos, a equação 5.18 pode ser simpli�cada para

dxDD
dt

= 2
1

N2
(xCD +

ϵ

b
xDD). (5.19)

A solução da equação 5.19 é dada por

xDD(t) = xDD(0) +
ϵ
bxDD(0) + xCD(0)

1
2 + ϵ

b

[
1− exp(− 2

N2
(
1

2
+
ϵ

b
)t)

]
,

xCC(t) = xCC(0),

xCD(t) =
1

2
(1− xDD(t)− xCC(0)).

Se ϵ = 0, apenas por simplicidade, a solução estacionária da equação 5.19 é dada por

x∞DD = xDD(0) + 2xCD(0),

x∞CC = xCC(0),

x∞CD = x∞DC = 0.

Para a condição inicial de 50% de cooperação, o que equivale a xCC(0) = xDD(0) = xCD(0) = 0, 25,

tem-se x∞DD = 0, 75 e x∞CC = 0, 25.

Note que a equação 5.19 é uma aproximação da equação 5.18 válida somente para as órbitas próximas

à condição inicial. Agora vamos mostrar que a solução estacionária da equação 5.19 é também uma

boa aproximação para a solução estacionária da equação 5.18. Em outras palavras, vamos mostrar que

x∞DD = 0, 75 e x∞CC = 0, 25 é também uma boa aproximação da solução estacionária da equação 5.18.

Para isso note que quando xDD ≈ 0, 75, xCD ≈ 0, 00 e xCC ≈ 0, 25, tem-se que o único termo relevante

na equação 5.18 é

− 2

N2

xCC
b

(1− xCD)
N−1 ≈ 1.

Nesse caso a derivada de xDD é negativa. Quando xDD decai, xCD aumenta e o termo (1 − xCD)
N−1

torna-se irrelevante. Nesse caso a derivada de xDD passa a ser positiva. Vê-se que xDD sofre apenas

pequenas oscilações em torno do valor xDD = 0, 75. Portanto a solução estacionária da equação 5.19 é

também uma boa aproximação da solução estacionária da equação 5.18. Como

f̄∞c = x∞CC + x∞CD = 0, 25,
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onde

f̄∞c = lim
t→∞

f̄c(t),

vê-se que esse resultado analítico de fato aproxima o resultado das simulações computacionais do modelo

assíncrono. Além do mais pode-se notar que o valor da cooperatividade média no regime estacionário não

depende da tendência de desertar b.

5.2 Atualização síncrona

Na atualização síncrona a transição (D,D) → (C,C) é possível. Essa transição ocorre quando dois

jogadores imitam simultaneamente a estratégia C e colocam essa estratégia numa interação (D,D) comum

a ambos, conforme ilustrado na �gura 5.6. Como as cooperações mútuas não podem ser desfeitas no

Figura 5.6: Ilustração da transição (D,D) → (C,C) entre dois jogadores x e y que ocorre na atualização
síncrona. Os jogadores x e y imitam simultaneamente a estratégia C de algum de seus vizinhos. A
estratégia C é colocada na interação (D,D) entre os jogadores x e y.

modelo DO, a variação de xCC é positiva e é dada aproximadamente por

dxCC
dt

=
2

N2xDD
(W−

CC +W−
DC)

2. (5.20)

Os termos W−
CC e W−

DC são os mesmos do caso assíncrono. Esses termos referem-se à transição (D,D) →

(C,D). Suponha que a interação entre os jogadores x e y seja do tipo (Sx,y, Sy,x) = (D,D) e que ambos

realizem simultaneamente a transição (D,D) → (C,D) na interação entre eles. O resultado �nal é a

transição (D,D) → (C,C). Mas note que, se o jogador x realiza essa transição, o jogador y poderia ter

escolhido outra interação do tipo (D,D) para colocar a estratégia C. O jogador y escolhe a interação com

o jogador x com probabilidade 1/(NxDD). O termo (W−
CC +W−

DC) é elevado ao quadrado pois é preciso
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que ambos os jogadores x e y imitem a estratégia C. Novamente as taxas devem ser multiplicadas por

2/N . A variação de xDD é dada pelas mesmas equações do caso assíncrono. Com as mesmas aproximações

realizadas no caso assíncrono, as equações para xCC e xDD são dadas por

dxCC
dt

= 2
1

xDDN4

{xCC
b

[
(1− xCD)

N−1 − (xCC + xDC)
N−1

]}2

, (5.21)

dxDD
dt

= 2
1

N2

{
xCD + xDD

ϵ

b

[
1− (1− xCD)

N−1
]
− xCC

b

[
(1− xCD)

N−1 − (xCC + xDC)
N−1

]}
. (5.22)

Pode-se ver na equação 5.21 que a derivada de xCC é muito menor do que a derivada de xDD. De fato,

no regime inicial, xCC praticamente não aumenta, pois os termos na equação são praticamente nulos, já

que (1− xCD)
N−1 = (0, 75)N−1 e (xCC + xDC)

N−1 = (0, 5)N−1 são extremamente pequenos e a equação

é dividida por N4. Contudo, quando xDD aumenta e xCD diminui, o termo (1 − xCD)
N−1 aproxima-se

de um e xCC começa a crescer até xCC = 1. Como as cooperações mútuas não são desfeitas, a órbita

assume o valor estacionário x∞CC = 1 e x∞DD = x∞CD = 0. Portanto tem-se dois regimes: o regime inicial,

quando xCC é mantido praticamente constante com valores próximos ao seu valor inicial e o regime �nal,

quando xCC começa a crescer e assume o valor limite x∞CC = 1. A solução estacionária do caso síncrono

é, portanto, dada por

x∞CC = 1,

x∞CD = x∞DC = x∞DD = 0.

Como

f̄∞c = x∞CC + x∞CD = 1,

vê-se que a solução no regime estacionário coincide com o resultado das simulações computacionais. As

�guras 5.2 e 5.1 mostram a solução numérica das equações 5.22 e 5.21, juntamente com os resultados das

simulações computacionais.



Capítulo 6

Ganho cumulativo e ganho efetivo em redes

heterogêneas

No mecanismo de reciprocidade de rede os indivíduos interagem com parceiros dados pela rede de inte-

ração, ao invés de interagirem de forma aleatória. No capítulo 4 o modelo DO foi estudado numa rede

quadrada e num anel. No capítulo 5 o modelo DO foi estudado numa população bem misturada. Contudo

as redes sociais que determinam as interações entre os seres humanos são bastante heterogêneas, sendo

várias delas redes livre de escala (veja a descrição detalhada de rede livre de escala no apêndice A). Nas

redes livre de escala, existem nós altamente conectados, os hubs, convivendo com nós pouco conectados.

A análise das redes de autores de jornais cientí�cos, das redes de atores de �lme, das redes de contatos

sexuais, das redes de chamadas de telefones, das redes de emails e a da estrutura da WWW mostraram

que essas redes são aproximadamente do tipo livre de escala [110�119].

No caso em que os indivíduos interagem em redes heterogêneas, como as redes livre de escala, os

jogadores possuem quantidades diferentes de interações. Um jogador muito conectado interage muito

mais do que um jogador pouco conectado. Se em cada interação o jogador joga o dilema do prisioneiro, o

sucesso de um jogador com muitos vizinhos é proveniente de duas fontes: a estratégia utilizada por ele e

a grande quantidade de interações. A �m de reduzir essa sobreposição de informações, pode-se utilizar o

ganho efetivo, que é obtido dividindo-se o ganho cumulativo pela quantidade de interações. No presente

capítulo, estudaremos o efeito do ganho efetivo, em comparação com o ganho cumulativo, no modelo DO

em redes heterogêneas [120].

83
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6.1 Construção das redes heterogêneas

Um dos modelos de redes heterogêneas mais estudado é o modelo de rede livre de escala proposto por R.

Albert e A.L. Barabási [94]. Esse modelo fornece um algoritmo de crescimento de rede em que a cada

passo um novo nó é adicionado à rede sendo ligado preferencialmente aos nós com maior conectividade.

A con�guração �nal é uma distribuição de conectividade do tipo lei de potência, P (k) ∼ k−3, em que k

é a conectividade e P (k) é a probabilidade de que um nó aleatoriamente escolhido tenha conectividade k

(veja a de�nição da distribuição de conectividade no apêndice A).

Nós geramos as redes heterogêneas através de um algoritmo elaborado por P. L. Krapivsky and S.

Redner [121, 122]. Esse algoritmo, além de gerar uma rede livre de escala do tipo Albert-Barabási,

possibilita-nos controlar a preponderância dos hubs na topologia da rede variando um parâmetro. A rede

é iniciada com seis nós, cada um com dois vizinhos. No próximo passo, um novo nó x é criado e é ligado

a dois nós. Os dois nós que recebem as ligações do nó x são chamados de antecessores do nó x (cada um

dos seis nós dados na condição inicial possuem dois vizinhos que são, por de�nição, os seus antecessores).

O dois antecessores do nó x são escolhidos da seguinte forma. Escolhe-se dois nós aleatoriamente, a saber

os nós y1 e y2. Com probabilidade 1 − r, a primeira ligação do nó x permanece conectada ao nó y1 e,

com probabilidade r, redireciona-se esta ligação para um dos antecessores do nó y1. Da mesma forma,

com probabilidade 1− r, a segunda ligação do nó x permanece conectada ao nó y2 e, com probabilidade

r, redireciona-se esta ligação para um dos antecessores do nó y2. Esse processo é repetido até se alcançar

a quantidade N de nós. A �gura 6.1 ilustra simpli�cadamente o processo de construção da rede.

O parâmetro r controla o quanto as ligações são redirecionadas para os antecessores. Se r = 0 as

ligações são feitas aleatoriamente. Nesse caso a distribuição de conectividades é do tipo exponencial [121],

P (k) = 2−k.

Se r = 0, 5, a combinação da ligação aleatória e do redirecionamento para os antecessores é tal que a rede

é do tipo livre de escala, onde a distribuição de conectividades é do tipo lei de potência, idêntica à do

modelo Barabási-Albert [121],

P (k) =
k−3

2
.

Se r = 1, as ligações novas são sempre redirecionadas para os antecessores. Nesse caso todas as ligações

são redirecionadas para os seis nós presentes na condição inicial, que se tornam nós super conectados e

os demais nós permanecem somente com duas ligações. Dessa forma, variando r de zero a um, pode-se
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Figura 6.1: Ilustração simpli�cada do algoritmo gerador das redes. No passo 1 o nó 4 é criado com uma
ligação. No passo 2, escolhe-se aleatoriamente um dos nós já existentes para ser ligado ao nó 4, no caso,
o nó 2. No passo 3, com probabilidade r redireciona-se a ligação do nó 4 para o antecessor do nó 2, que é
o nó 3. Um novo nó é criado e o processo se repete até que tamanho N da rede seja alcançado. A direção
das ligações serve apenas para indicar o antecessor.

variar a preponderância dos hubs na rede heterogênea. A �gura 6.2 ilustra as redes geradas com r = 0, 0,

r = 0, 5 e r = 1, 0.

Figura 6.2: Redes de tamanho N = 100 geradas pelo algoritmo de Redner e Krapivsk para r = 0, 0,
r = 0, 5 e r = 1, 0. Note que quando r se aproxima de um, as ligações �cam mais concentradas em torno
dos alguns poucos nós, que são chamados de hubs. O tamanho dos nós representa a conectividade do nó.
Visualização gerada pelo software Pajek [123].

6.2 Evolução da cooperação no modelo DO

Nessa seção será analisado o efeito da topologia de redes heterogêneas no modelo DO. Os jogadores são

colocados nos nós de uma rede heterogênea, obtidas através do algoritmo de Redner e Krapvsky. O dilema
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do prisioneiro, caracterizado pela matriz de ganho mais simples (ver equação 4.1), é jogado com cada um

dos vizinhos, com ϵ = 0, 001 e b > 1. O ganho cumulativo de um jogador é a soma dos ganhos obtidos

em cada interação, da mesma forma como foi explicado no capítulo 4. O ganho efetivo de um jogador

é o ganho cumulativo dividido pela conectividade do jogador. Como em redes heterogêneas o ganho

cumulativo difere do ganho efetivo, a evolução da cooperação será estudada em dois cenários distintos:

ganho cumulativo e ganho efetivo. Novamente implementa-se a evolução da cooperação de acordo com o

modelo DO e cada jogador escolhe um dos vizinhos para ser imitado e escolhe a pior interação para colocar

a estratégia imitada. Como con�guração inicial, cada jogador coopera com probabilidade 0, 5 em cada

interação. A cooperatividade média Fc é calculada da mesma forma que no capítulo 4. Os resultados

que se seguem foram obtidos para redes de tamanho N = 100. Para redes maiores, os resultados são

qualitativamente os mesmos.

No caso de atualização assíncrona, a cooperatividade média no regime estacionário Fc é praticamente

a mesma para todos os valores de r, como pode ser visto na �gura 6.3 para os casos de ganho cumulativo

e efetivo. Isso se deve ao fato de que na atualização assíncrona a cooperatividade média permanece

próxima ao valor dado pela fração inicial de cooperações mútuas, já que as transições (D,D) → (C,C)

não ocorrem. Como o efeito da topologia na atualização assíncrona é pequeno, a análise no restante desse

capítulo será restrita à atualização síncrona.

No caso da atualização síncrona, a �gura 6.4 mostra a cooperatividade média no regime estacionário

em função de b para r = 0, 5, considerando os modelos Usual e DO com ganhos cumulativo e efetivo.

O primeiro resultado interessante do modelo DO é que a cooperatividade é mantida em nível alto ao se

variar a tendência de desertar b, independentemente se o ganho considerado é o cumulativo ou o efetivo.

Isto não ocorre no modelo Usual. Note que no modelo Usual a cooperatividade é drasticamente reduzida

se o ganho efetivo é utilizado [97,98], conforme visto na seção 3.4.

O segundo resultado interessante é que no modelo DO com ganho cumulativo a cooperatividade média

no regime estacionário não varia muito em função de b ao passo que com o ganho efetivo a cooperatividade

diminui se b aumenta, como também pode ser visto na �gura 6.4. Já no modelo Usual com ganho efetivo,

a dinâmica é similar à dinâmica em uma rede regular, como a rede quadrada estudada no capítulo 4, em

que a cooperatividade diminui à medida que b aumenta.

A principal característica topológica que é afetada ao se variar o parâmetro r é a proeminência dos nós

altamente conectados. A �gura 6.5 mostra a cooperatividade média no regime estacionário em função de

r para b = 1, 05 e b = 2, 0. Note que a cooperatividade decai à medida que r aumenta e que, quando r = 1,

a cooperatividade no cenário de ganho cumulativo é maior do que no de ganho efetivo. Para r próximo de
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Figura 6.3: Cooperatividade média no regime estacionário Fc em função da tendência de desertar b no
caso assíncrono com os ganhos cumulativo e efetivo.

um, os seis nós iniciais compõem um núcleo que atrai praticamente todas as ligações. Essa con�guração

pode ser aproximada por uma rede do tipo estrela (veja a �gura 6.6). A rede do tipo estrela de tamanho

N é uma rede em que um único nó central, o hub, está ligado a N − 1 nós periféricos. No cenário de

ganho cumulativo, o nó central possui sempre o maior ganho cumulativo, qualquer que seja o valor de b.

O nó central é sempre imitado e nunca imita ninguém. Portanto cada nó periférico irá copiar a estratégia

que o nó central adota. Como o nó central adota cooperação com probabilidade 0, 5 em cada interação,

metade dos nós periféricos irão adotar cooperação e a outra metade deserção. O resultado �nal é que a

cooperatividade média no regime estacionário no caso de ganho cumulativo é dada por Fc = 0, 5. A �gura

6.6 ilustra esse processo. No cenário de ganho efetivo, o nó central não possui a mesma proeminência. Se

o nó central adota C numa interação em que o nó periférico adota D, o ganho efetivo do nó periférico é

igual a b ao passo que o ganho efetivo do nó central é menor do que b. Dessa forma o nó central irá imitar

a estratégia D dos nós periféricos exploradores. Da mesma forma, se o nó central adota D numa interação
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Figura 6.4: Cooperatividade média no regime estacionário Fc em função da tendência de desertar b no
caso síncrono para r = 0, 5.

em que o nó periférico adota C, o ganho efetivo do nó periférico é zero ao passo que o ganho efetivo do

nó central é maior do que zero. Dessa forma o nó periférico irá imitar a estratégia D do nó central. O

resultado �nal é que somente as cooperações mútuas iniciais são mantidas e a cooperatividade média no

caso de ganho efetivo é dada por Fc = 0, 25. Portanto, quando r é próximo de um, a cooperatividade

média é maior no caso de ganho cumulativo, o que está de acordo com os resultados da simulação.

A �m de se entender a variação da cooperatividade em função de r para r ̸= 1, é preciso analisar

a evolução temporal da cooperatividade média. A característica geral da evolução temporal do modelo

DO, como mostrada no capítulo 4, é que inicialmente as explorações são punidas e as interações do tipo

(C,D) transformam-se em (D,D), com todas as interações do tipo (C,C) mantidas. Nesse regime inicial,

a maioria dos nós com alta conectividade possuem um ganho efetivo aproximadamente igual a (1+3ϵ)/4,

pois, na média, 1/4 de suas interações são do tipo (C,C) e 3/4 são do tipo (D,D). Já os nós com baixa
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Figura 6.5: Cooperatividade média no regime estacionário Fc em função de r no caso síncrono.

conectividade podem possuir um ganho efetivo maior. Por exemplo, um nó com apenas duas interações,

(C,C) e (D,D), possui um ganho efetivo igual a 1/2. Após esse regime inicial, o evento que desencadeia

o aumento de cooperatividade média é a transição (D,D) → (C,C), que ocorre quando dois vizinhos que

interagem numa interação (D,D) imitam simultaneamente a estratégia C e a colocam na interação entre

eles. À medida que r aumenta, a maior parte dos nós estão conectados aos hubs, de forma que um dos

nós que precisa fazer a transição (D,D) → (C,C) é, provavelmente, um nó pouco conectado que precisa

imitar a estratégia C de um hub, como pode ser visto na �gura 6.7. Mas essa imitação não ocorrerá, pois

os hubs possuem um ganho efetivo menor nesse estágio inicial da evolução temporal. Portanto à medida

que r aumenta a transição (D,D) → (C,C) ocorre cada vez menos. No caso do ganho cumulativo, o

argumento é o mesmo, exceto pelo fato de que nesse caso o ganho cumulativo do hub é maior. A �m de

se veri�car a validade desse argumento no caso das redes estudadas, de�namos a medida auxiliar Ai. O

primeiro passo para de�nirmos a medida é ordenar os nós em termos de suas conectividades: o nó na
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Figura 6.6: Evolução da cooperação numa rede do tipo estrela usada na aproximação do caso r = 1, 0.
Os ganhos cumulativos e efetivos para b = 2 e ϵ = 0 estão mostrados. Note que no cenário de ganho
cumulativo, o nó central possui o maior ganho e é imitado pelos nós periféricos. Já no cenário de ganho
efetivo o nó central pode imitar alguns nós periféricos.

primeira posição é o nó de maior conectividade, o nó na segunda posição é o nó com a segunda maior

conectividade, e assim por diante. Dessa forma Ai é o valor da medida auxiliar para o nó que ocupa a

i-ésima posição. Seja Ai(t) a fração de cooperação disponível para ser imitada no tempo t pelo jogador

na i-ésima posição. De�nimos a medida Ai(t) como a fração de vizinhos do jogador na i-ésima posição

que adotam C e que possuem um ganho maior do que o jogador na i-ésima posição. Nessas interações a

estratégia C pode ser imitada pelo jogador na i-ésima posição. Como a presente análise é feita no regime

inicial da evolução temporal, faz-se uma média de Ai(t) nos 104 primeiros passos de Monte Carlo. Ai é

a média temporal nesse intervalo inicial. Os resultados para r = 0.0 e r = 1.0 são mostrados na �gura
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6.8. Pode-se ver que a distinção entre os seis nós mais conectados e os demais nós é mais fraca para

r = 0.0 do que para r = 1.0. Isso signi�ca que, à medida que r aumenta, é mais difícil dois nós imitarem

simultaneamente a estratégia C na interação compartilhada por eles.

Figura 6.7: O nó H representa um nó muito conectado e o nó L um nó pouco conectado. Quando r é
próximo de um, a maioria das interações é entre um nó muito conectado e um nó pouco conectado. No
cenário de ganho efetivo, no regime inicial o nó H possui um ganho menor do que o nó L. Nesse caso o
nó H não será imitado pelo nó L. Dessa forma a transição (D,D) → (C,C), representada na �gura, não
ocorre, pois seria necessário que o nó L imitasse o nó H.

Como as cooperações mútuas iniciais não são desfeitas, a probabilidade inicial de cooperação afeta

fortemente o resultado �nal. Seja p0 a probabilidade inicial de se adotar cooperação em alguma interação.

Como a probabilidade de que dois vizinhos adotem C na interação entre eles é igual a p20, tem-se que p20 é

um limite inferior para a fração de cooperação. Portanto, se p0 aumenta é evidente que a cooperatividade

média no regime estacionário também aumenta. A �gura 6.9 mostra a cooperatividade média para os

ganhos cumulativo e efetivo para b = 2, 0. Em acordo com os resultados do caso p0 = 0, 5, para um

mesmo valor de p0, a cooperatividade diminui à medida que r aumenta.

Até aqui a probabilidade inicial p0 é a mesma para todos os nós. No modelo Usual em redes hete-

rogêneas, foi mostrado que se os hubs são mais cooperativos, a cooperatividade no regime estacionário

é maior [124]. No modelo DO ocorre o mesmo fenômeno. No algoritmo usado para construir as redes,

os seis nós iniciais atraem a maior parte das ligações à medida que r aproxima-se de um. Mantendo os

demais nós com p0,nh = 0, 5 (o índice nh refere-se aos nós que não são hubs), estudamos três condições

iniciais diferentes adotadas pelos seis nós iniciais: (i) p0,h = 1, 0, (ii) p0,h = 0, 5 e (iii) p0,h = 0, 0. Aqui

o índice h refere-se aos seis nós iniciais. A cooperatividade média no regime estacionário para r = 0, 5 e

r = 1, 0, com b = 2, 0, é mostrada na tabela 6.1. Da mesma forma que no modelo Usual, se os hubs são

mais cooperativos a cooperatividade no regime estacionário é maior.

Assim como no capítulo 4, estudamos a robustez em relação a erros no julgamento da pior ligação.



6. Ganho cumulativo e ganho efetivo em redes heterogêneas 92

0 20 40 60 80 100
Ordem

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

A
i

Ganho cumulativo

0 20 40 60 80 100
Ordem

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

r=0.0
r=1.0

Ganho efetivo

Figura 6.8: Medida auxiliar Ai no caso síncrono para b = 2, 0. Os resultados no caso de ganho cumulativo
(efetivo) são mostrados na �gura da esquerda (direita).

Cada jogador escolhe a pior ligação com probabilidade 1 − pe e escolhe aleatoriamente uma ligação com

probabilidade pe. Os resultados para b = 1, 05 e b = 3, 0 são mostrados na �guras 6.10 e 6.11 no caso

de ganho efetivo. Note que para b = 1, 05 a cooperatividade média é robusta ao passo que para b = 3, 0

não é robusta. No caso do ganho cumulativo, os resultados são análogos, como pode ser visto nas �guras

6.12 e 6.13. Na presença de erros, as cooperações mútuas podem ser desfeitas. Para se ter cooperação,

a taxa de recuperação das cooperações mútuas precisa ser maior do que a taxa em que a estratégia D é

imitada. Como a taxa em que D é imitada é maior quando b é grande, a robustez da cooperatividade

média decai quando b aumenta. Pelo mesmo motivo de que quando r aproxima-se de um é mais difícil

haver a transição (D,D) → (C,C), se r aumenta a robustez da cooperatividade diminui.
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Figura 6.9: Cooperatividade média no regime estacionário Fc em função da probabilidade inicial de
cooperação p0 para b = 2, 0. Os resultados no caso de ganho cumulativo (efetivo) são mostrados na �gura
da esquerda (direita)

Ganho cumulativo Ganho efetivo

r=0,5 r=1,0
p0,h = 1, 0 0, 77 0, 76
p0,h = 0, 5 0, 76 0, 51
p0,h = 0, 0 0, 26 0, 00

r=0,5 r=1,0
p0,h = 1, 0 0, 77 0, 76
p0,h = 0, 5 0, 66 0, 32
p0,h = 0, 0 0, 59 0, 00

Tabela 6.1: Cooperatividade média no regime estacionário Fc para condições iniciais diferentes adotadas
pelos seis nós iniciais de�nidos no algoritmo de construção da rede. p0,h é a probabilidade com que cada
um dos seis nós iniciais adota cooperação.
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Figura 6.10: Cooperatividade média no regime esta-
cionário Fc em função da probabilidade de erro pe no
caso de ganho efetivo para b = 1, 05.
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Figura 6.11: Cooperatividade média no regime esta-
cionário Fc em função da probabilidade de erro pe no
caso de ganho efetivo para b = 3, 0.
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Figura 6.12: Cooperatividade média no regime esta-
cionário Fc em função da probabilidade de erro pe no
caso de ganho cumulativo para b = 1, 05.
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Figura 6.13: Cooperatividade média no regime esta-
cionário Fc em função da probabilidade de erro pe no
caso de ganho cumulativo para b = 3, 0.



Capítulo 7

Cooperação em jogos de bens públicos

Em 1968 G. Hardin recolocou em cenário o problema da tragédia das pessoas comuns [125]. A tragédia

das pessoas comuns consiste na super exploração de um recurso, que pode ser usado por uma comunidade

como, por exemplo, um pasto comunitário para alimentar o gado. Suponha que todas as pessoas tenham

acesso a esse recurso. Se cada pessoa decidir explorar o recurso ao máximo, ele será super explorado e

se esgotará. A única forma de evitar a tragédia é se cada um cooperar e diminuir o uso do recurso a

�m de preservá-lo. Mas se todos diminuem o uso, abre-se a oportunidade para algum indivíduo egoísta

aumentar a exploração do recurso, haja vista que o aumento de um único explorador não apresenta ameaça

de esgotamento. Contudo, se todos os indivíduos tentarem maximizar os seus ganho de forma egoísta, o

resultado �nal é a tragédia dos comuns: o esgotamento do recurso.

O dilema social presente na tragédia das pessoas comuns é o mesmo do dilema do prisioneiro. A

solução que maximiza o ganho individual é a de não cooperação. Contudo, se todos não cooperam, o

ganho �nal é menor do que se todos tivessem cooperado. A forma mais comum de se modelar dilemas

sociais que envolvem mais de dois jogadores é com o jogo de bens públicos, apresentado da seção 2.2.2.

De forma similar ao dilema do prisioneiro, todos os mecanismos apresentados no capítulo 3 são capazes

de sustentar a cooperação em jogos de bem público.

Em geral os jogadores participam do jogo de bens públicos de forma compulsória, não há a opção de se

abster do jogo. Por outro lado, se a estratégia de não jogar está disponível, foi mostrado que a cooperação

é fortalecida [126�130]. Uma das formas de se modelar o mecanismo de abstenção consiste em estudar

o jogo de bens públicos na presença de três estratégias: cooperação, deserção e estratégia solitária [129].

Numa população de tamanho N , são selecionados M jogadores aleatoriamente para jogar o jogo de bens

públicos. Os jogadores que adotam cooperação e deserção participam do jogo. Os jogadores que adotam

95



7. Cooperação em jogos de bens públicos 96

a estratégia solitária optam por, ao invés de jogar o jogo, receber um pequeno ganho �xo. Dessa forma a

quantidade de participantes pode ser menor do que M . Estudando a equação do replicador, veri�cou-se

que cooperação e deserção podem coexistir na população [129]. Outra forma de se modelar é através

de jogos de bens públicos de múltiplas rodadas em que é possível abandonar o jogo na dependência

da estratégia dos oponentes. Em um desses modelos, estuda-se o dilema do prisioneiro1 repetido na

presença de uma estratégia em que é possível abandonar o jogo caso o oponente tenha desertado na

rodada anterior [126]. Novamente a coexistência entre cooperadores e desertores é observada.

Nesse capítulo estudaremos a evolução da cooperação num jogo de bens públicos com múltiplas rodadas

na presença de somente duas estratégias: cooperação e deserção. Cada jogador permanece para jogar a

próxima rodada com uma probabilidade �xa que independe da estratégia do jogador. Ao contrário dos

modelos anteriores, a opção de deixar o jogo não é condicionada ao comportamento dos demais jogadores

e quando o jogador decide não jogar mais, ele não recebe nenhum ganho extra.

7.1 O modelo

Uma rodada do jogo de bens públicos é jogada por M participantes. A cada participante é dado uma

quantidade em dinheiro, que assumiremos igual a 1 UM (unidade monetária). Cada participante tem duas

opções: contribuir ou não com 1 UM. A quantidade total das contribuições é multiplicada por um fator R

e depois distribuída igualmente entre todos os participantes, mesmo entre os que não contribuíram. Esse

procedimento de�ne uma rodada do jogo de bens públicos. A estratégia de contribuir é vista como uma

cooperação e a estratégia de não contribuir como uma deserção.

Em nosso modelo, o jogo de bens públicos é jogado inicialmente por M indivíduos, aleatoriamente

escolhidos em uma população de tamanho N . Uma vez que o grupo de M indivíduos é selecionado, serão

jogadas múltiplas rodadas do jogo de bens públicos. Apenas duas estratégias estão disponíveis: cooperar

(C) ou desertar (D). Cada jogador joga a próxima rodada com probabilidade w, com w < 1. Se o jogador

deixar o jogo, ele não retorna mais. O jogo é iniciado com M participantes e é encerrado quando a

quantidade de participantes é menor do que 2. Seja Mn a quantidade de jogadores participando do jogo

na rodada n e kn a quantidade de cooperadores na rodada n. O ganho de um cooperador e o ganho de

um desertor na rodada n são dados por

gnC =
Rkn
Mn

, (7.1)

1O dilema do prisioneiro é um jogo de bens públicos envolvendo apenas dois jogadores.
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gnD =
Rkn
Mn

+ 1. (7.2)

Os jogadores que participam do jogo acumulam o ganho proveniente de cada rodada. Os jogadores que

não estão entre os M selecionados possuem ganho cumulativo igual a zero.

Seguindo o procedimento usual da teoria evolutiva de jogos, o ganho cumulativo é interpretado em

termos do sucesso reprodutivo � aptidão. Como o ganho proveniente do jogo não é o único fator determi-

nante do sucesso reprodutivo, considera-se que a aptidão de um jogador é dada por 1− s+ sσ, em que σ

é o ganho cumulativo do jogador e s ≪ 1 é a intensidade de seleção. Note que se s = 0 não há seleção e

todos os indivíduos reproduzem-se com a mesma taxa. O modelo de evolução da população é o processo

de Moran [1]. Após o término das múltiplas rodadas (que ocorre quando a quantidade de participantes

é menor do que dois), um indivíduos é aleatoriamente escolhido para morrer e um outro indivíduo é

escolhido na população total para reproduzir com probabilidade proporcional à sua aptidão 1 − s + sσ.

O novo indivíduo adota a mesma estratégia de seu progenitor. Após o evento de nascimento e morte, o

ganho cumulativo de todos os jogadores é igualado a zero e novamente M jogadores são aleatoriamente

selecionados para jogar as múltiplas rodadas do jogo de bens públicos.

A �m de se veri�car se a seleção natural favorece a cooperação, pode-se calcular a probabilidade de que

um único cooperador se espalhe na população de desertores. Essa probabilidade é dada pela probabilidade

de �xação de um cooperador, conforme visto no seção 2.3.2. Se a seleção não favorece nem a cooperação

e nem a deserção, a probabilidade de �xação é dada por z1 = 1/N . Por outro lado, se s ̸= 0, diz-se que a

cooperação é favorecida pela seleção se z1 > 1/N e é inibida pela seleção se z1 < 1/N [1].

7.2 Aproximação de campo médio e análise dos resultados

Os resultados da probabilidade de �xação para seleção fraca zws1 obtidos via simulação computacional

estão mostrados na �gura 7.1, juntamente com os resultados da aproximação de campo médio. Note que

para w pequeno a probabilidade de �xação é próxima ao valor do caso neutro (s = 0) e, à medida que

w aproxima-se de um a probabilidade de �xação aumenta. A dependência em R é tal que se R diminui

a probabilidade de �xação também diminui. Portanto para aumentar a cooperação numa população, o

ambiente tem que ser tal que os jogadores permaneçam jogando por mais tempo, mesmo que na presença

inicial de vários desertores. O resultado é interessante, pois poder-se-ia pensar que não importa o quanto

um cooperador permanece jogando, os desertores sempre se sairiam melhor.
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Figura 7.1: Probabilidade de �xação zws1 em função da probabilidade de se jogar a próxima rodada w.
Os símbolos referem-se aos resultados da simulação e a linha contínua refere-se à aproximação de campo
médio no regime de seleção fraca. Os parâmetros são N = 100, M = 10 e s = 0, 01.

No processo de Moran a probabilidade de �xação de um único cooperador é dada por

z1 =
1

1 +
∑N−1
k=1

∏k
nc=1

1−s+sπC(nc)
1−s+sπD(nc)

, (7.3)

em que πC é o ganho cumulativo médio de um cooperador numa população em que há nc cooperadores.

Em nosso modelo as expressões de πC(nc) e πD(nc) não podem ser calculadas exatamente, mas somente

através de uma aproximação de campo médio.

Na aproximação de campo médio, primeiramente calcula-se a probabilidade de haver k cooperadores no

grupo de tamanhoM que foi selecionado aleatoriamente na primeira rodada, que é dada pela distribuição
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hipergeométrica

H(k,M, nc, N) =

 nc

k


 N − nc

M − k


 N

M


. (7.4)

O ganho médio dos cooperadores na primeira rodada, considerando a população inteira, é a soma dos

ganhos dos jogadores que participam do jogo, com peso dado pela probabilidade dada pela equação 7.4,

divido pela quantidade total de cooperadores na população nc, a saber

π1
C =

M∑
k=0

H(k,M, nc, N)
kR

M

k

nc
(7.5)

=
R

N

[
1 + (nc − 1)

M − 1

N − 1

]
. (7.6)

Nessa expressão k é a quantidade de cooperadores no grupo de tamanho M , kR/M é o ganho de cada

cooperador. Analogamente, o ganho médio dos desertores é dado por

π1
D =

M

N − nc

[
1 + (R− 1)

nc
N

]
− nc
N − nc

π1
C . (7.7)

Como os jogadores permanecem para a próxima rodada com probabilidade w, a quantidade média de

participantes é dada pela relação Mn = wMn−1. Como M1 =M , tem-se que

Mn =Mwn−1. (7.8)

A probabilidade de sair do jogo é a mesma tanto para os cooperadores como para os desertores. Portanto

a probabilidade de que haja k cooperadores na rodada n é dada pela distribuição hipergeométrica para um

grupo de tamanho Mn. Com isso o ganho médio dos cooperadores e dos desertores é obtido substituindo

M por Mn nas equações 7.5 e 7.7. Isto é,

πnC =
R

N

[
1 + (nc − 1)

Mn − 1

N − 1

]
, (7.9)

πnD =
Mn

N − nc

[
1 + (R− 1)

nc
N

]
− nc
N − nc

πnC . (7.10)

O jogo termina quando há menos do que dois jogadores, isto é, quando Mn = Mwn−1 = 2. Para

0 < w < 1, Mn = 2 se, e somente se, n∗ = 1 + ln(2/M)/ ln(w). Se w = 0 tem-se que n∗ = 1. O ganho
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cumulativo médio após n∗ rodadas é dado por

πC =

n∗∑
n=1

πnC

=
R

N
n∗

(
1− nc − 1

N − 1

)
+
R

N

nc − 1

N − 1
M
wn

∗ − 1

w − 1
, (7.11)

πD =
M

N − nc
M
wn

∗ − 1

w − 1

(
1 + (R− 1)

nc
N

)
− nc
N − nc

πC . (7.12)

No limite de intensidade fraca a probabilidade de �xação pode ser simpli�cada para

zws1 =
sz

(1 + sz)N + sv − 1
, (7.13)

em que

v = πC − πD

=
1

N(N − 1)

(
−Nrn∗ +M

wn
∗ − 1

w − 1
(N + r − 1)

)
. (7.14)

O grá�co da equação 7.14 é mostrado juntamente com os resultados da simulação. A equação 7.14 é

obtida notando que na equação 7.3, no limite de seleção fraca s≪ 1 tem-se que

1− s+ sπC(nc)

1− s+ sπD(nc)
≈ 1 + s (πC − πD) . (7.15)

e que

πC − πD =
1

N(N − 1)

[
−NRn∗ +M

wn
∗ − 1

w − 1
(N +R− 1)

]
. (7.16)

Gostaríamos de derivar analiticamente qual deve ser a relação entre R e w para que a cooperação seja

favorecida no regime de seleção fraca. Em outras palavras, queremos achar as condições em que a desi-

gualdade

zws1 >
1

N
(7.17)

é válida. Substituindo a equação 7.13 na equação 7.17 obtem-se

Nsz > (1 + sz)N + sz + 1. (7.18)
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Se N ≫ 1 tem-se que

Nsz > (1 + sz)N + sz. (7.19)

Se s < 1/(n∗(M −R)), a equação 7.19 é válida se, e somente se, z > 0, o que é equivalente a

πC > πD. (7.20)

Usando as equações 7.11 e 7.12, a relação πC > πD pode ser reescrita na forma

M
wn

∗ − 1

w − 1
<

NRn∗

N +R− 1
. (7.21)

A desigualdade 7.3 de�ne duas regiões no espaço de parâmetros R×w. Em uma das regiões, a cooperação

é favorecida pela seleção, zws1 > 1/N . Na outra região, a cooperação é inibida pela seleção, zws1 < 1/N .

Isso pode ser interpretado como um diagrama de fase. Na �gura 7.3 é mostrado diagrama de fase no limite

de seleção fraca. Note que para R pequeno, a cooperação é sempre inibida. Para valores intermediários

de R, existe uma transição de inibição da cooperação para o favorecimento da cooperação.

Note que se πC > πD, deve-se ter πnC > πnD para algum n. A desigualdade πnC > πnD pode ser reescrita

como

Mn <
NR

N +R− 1
, (7.22)

sendo satisfeita se n > n†, onde

n† = 1 +
ln( 1

M
NR

N+R−1 )

ln(w)
. (7.23)

Portanto se 1 ≤ n ≤ n†, o ganho médio dos desertores é maior do que o dos cooperadores. Mas se

n† < n ≤ n∗, o ganho médio dos cooperadores é maior do que o dos desertores. Como N é grande a

desigualdade 7.22 é simpli�cada para

Mn < R. (7.24)

Isso signi�ca que a cooperação é vantajosa a partir do momento em que o tamanho do grupo é menor do

que R. O impacto do efeito de tamanho pequeno pode ser medido pela fração média de rodadas em que

o tamanho do grupo é menor do que R. Essa fração é dada por

t> =
n∗ − n†

n∗
. (7.25)

Na �gura 7.3 é mostrado o impacto do efeito de tamanho pequeno. Na região em que a probabilidade de
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Figura 7.2: Diagrama de fase R × w. A região em que a cooperação (deserção) é favorecida está repre-
sentada em azul (vermelho). Os parâmetros são N = 100, M = 10 e s = 0, 01.

�xação é alta, pode-se ver que esse efeito é de fato signi�cativo.

Note que quando w se aproxima de um, a quantidade de rodadas e o valor absoluto do ganho dos

jogadores aumentam. Como estamos interessados no regime de seleção fraca, não só s, mas também o

produto s(πC − πD) deve ser pequeno para que a equação 7.15 seja correta. Portanto para cada s existe

um valor máximo de w tal que a aproximação de campo médio fornecida pela equação 7.13 é boa.
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Figura 7.3: Efeito de tamanho pequeno. Os parâmetros são N = 100, M = 10 e s = 0, 01.



Capítulo 8

Conclusão e perspectivas futuras

No modelo DO estudamos a evolução da cooperação no contexto da reciprocidade de rede. Nos modelos

usuais cada jogador adota a mesma estratégia contra todos os oponentes. Com o modelo DO estudamos

o mecanismo em que se adota estratégias diferentes contra oponentes distintos. Se os jogadores imitam a

estratégia dos vizinhos bem sucedidos e utilizam-na na interação que fornece o pior ganho, nós veri�camos

que a cooperação pode ser mantida mesmo quando a tendência de desertar é alta. Veri�camos também

que quando a estratégia imitada é colocada na ligação com o jogador imitado, a cooperação média assume

um valor próximo ao da quantidade de cooperações mútuas iniciais. O modelo DO apresenta uma propri-

edade que é independente da topologia: a manutenção das cooperações mútuas. Como decorrência dessa

propriedade, a cooperatividade média da população possui sempre um limite inferior dado pela fração

inicial de cooperações mútuas. Juntamente a esse mecanismo, vimos que há uma punição dos desertores

sempre que um desertor é imitado. Além disso as propriedades do modelo DO são robustas a erros quando

a tendência de desertar é pequena.

Estudamos o efeito da topologia na evolução do modelo DO. No capítulo 4 estudamos o efeito de uma

rede quadrada e de um anel. Nesse capítulo mostramos que a cooperação é máxima se a tendência de

desertar é menor do que um valor limite e diminui após esse valor limite, mas nunca é menor do que a

fração de cooperação mútua inicial. Além do mais veri�camos que a cooperatividade é robusta na presença

de erros no julgamento da pior ligação. No capítulo 5 estudamos a evolução da cooperação numa rede

em que todos interagem com todos. Nesse caso obtivemos equações do tipo campo médio cuja solução

coincidiu com os resultados da simulação no caso de atualização assíncrona e, no caso da atualização

síncrona, coincidiu com os resultados da simulação somente no regime inicial, fornecendo, no regime �nal,

o resultado estacionário. No capítulo 6 estudamos o efeito de redes heterogêneas nos cenários de ganho
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cumulativo e ganho efetivo. Ao contrário dos modelos usuais em redes heterogêneas, veri�camos que com

o ganho efetivo a cooperação é mantida em redes heterogêneas mesmo quando a tendência de desertar é

alta.

No modelo DO concluímos que, para que a cooperação atinja valores altos, é necessário sincronicidade

na atualização. Veri�camos que com a atualização assíncrona, a cooperatividade média da população no

regime estacionário é decorrente das cooperações mútuas iniciais que não são desfeitas. Nesse caso não é

possível que uma interação do tipo (D,D) se transforme em (C,C), pois essa transição exige sincronicidade

dos vizinhos. Já com a atualização síncrona, a cooperatividade é bem maior, pois é possível haver a

transição de (D,D) para (C,C). No caso síncrono a evolução da cooperação depende da topologia da

rede de interações, o que não ocorre no caso assíncrono.

No contexto de jogos de bens públicos estudamos também um modelo em que os participantes podem

abandonar o jogo com uma probabilidade �xa. Nesse caso veri�camos que se a probabilidade de deixar o

jogo é pequena, a cooperação pode ser favorecida. Esse resultado foi analisado através de uma aproximação

do tipo campo médio.

A análise do modelo DO permitiu-nos elaborar um novo modelo que incorpora a possibilidade de se

adotar estratégias diferentes em relação a indivíduos distintos e que incorpora a característica dinâmica

das redes de interação: novas interações podem ser criadas e outras podem ser desfeitas. Esse modelo

nos permite avaliar empiricamente a evolução do sistema de recompensa na rede de citações de artigos

cientí�cos. Esse modelo começou a ser desenvolvido com a colaboração do prof. Christoph Hauert, da

University of British Columbia, em Vancouver. As perspectivas futuras desse trabalho são as de melhor

compreender o efeito chamado de Mathew e�ect, que diz que quem possui sucesso atrai mais sucesso, na

dinâmica de citações sob a ótica da teoria evolutiva de jogos.



Apêndice A: Redes

Conceitos elementares

Uma rede é um objeto matemático conhecido como grafo [131].

Grafo: um grafo G é um par ordenado de conjuntos disjuntos (V,L) tal que L é um subconjunto do

conjunto de pares não ordenados de V . O conjunto V é chamado de conjunto dos vértices e o

conjunto L de conjunto das ligações. Diz-se que um elemento (v1, v2) de L liga os vértices v1 e v2 e

que v1 e v2 são vértices adjacentes. Duas ligações são adjacentes se elas compartilham um mesmo

vértice.

O conjunto L de ligações pode ser considerado um conjunto de pares ordenados quando então se têm um

grafo direcionado. A �gura A-1 ilustra o conceito de grafo.

21

3

4
Figura A-1: Representação grá�ca de um grafo não direcionado (esquerda) e de um grafo direcionado
(direita). Os círculos representam os vértices e os segmentos de reta representam as ligações. Os números
referem-se aos nós.
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Algumas observações em relação à terminologia. Os termos grafo e rede serão usados como sinônimos.

Topologia é outro termo que será usado indiscriminadamente. Qualquer referência a topologia implicará

apenas a menção à estrutura de conexões entre os nós, sem nenhum outro compromisso maior com a

teoria matemática de topologia.

A informação topológica de uma rede pode ser completamente representada pela matriz de adjacência.

Matriz de adjacência: é a matriz que contém a informação sobre as ligações entre os pares de nós (i, j).

Os elementos ai,j assumem os seguintes valores: ai,j = 1 se o par (i, j) pertence ao conjunto L das

ligações e ai,j = 0 caso contrário. Se a rede contém N nós, a matriz é N ×N .

Note que múltiplas ligações não estão sendo consideradas (um mesmo par de vértices com mais de uma

ligação entre eles). É evidente que a matriz é simétrica, ai,j = aj,i, se a rede é não direcionada. No

caso de um grafo direcionado, se houver uma ligação do vértice i para o vértice j, então ai,j = 1. Como

ilustração, a matriz de adjacência do grafo não direcionado da �gura A-1 é



0 0 1 0

0 0 1 0

1 1 0 1

0 0 1 0


. (A-1)

Várias medidas podem ser calculadas a partir da matriz de adjacência. Uma medida importante é

o número de conexões de um vértice. No caso de uma rede não direcionada, o número de conexões, ou

conectividade, ou ainda grau do vértice é a quantidade de ligações de que o vértice participa. A partir

da matriz de adjacência, a conectividade ki i é

ki =
N∑
j=1

ai,j .

Assim, considerando o grafo não direcionado da �gura A-1, tem-se que k1 = k2 = k4 = 1 e k3 = 3. No

caso de uma rede direcionada, a quantidade de ligações que incidem em um vértice ou que partem do

mesmo quanti�ca medidas de conectividade distintas, kin,i e kout,i, respectivamente.

A conectividade da rede pode ser caracterizada por uma medida global, i.e., referente à rede, e não a

um nó: a distribuição de conectividade.

Distribuição de conectividade: é a probabilidade de se ter um vértice com uma dada conectividade.
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Se o número de vértices N for grande o su�ciente, então a distribuição de conectividade total da rede será

P (k) =
1

N

N∑
s=1

δks,k, (A-2)

em que δks,k é o delta de Kronecker (δi,j = 1 se i = j e δi,j = 0 se i ̸= j). Novamente é possível de�nir a

distribuição de conectividade em uma rede direcionada de maneira a distinguir as ligações que chegam a

um vértice ou partem do mesmo. Seja kin a quantidade de ligações que apontam na direção de um dado

vértice e kout a quantidade de ligações que partem desse mesmo vértice. De�ne-se P (kin) e P (kout) de

maneira análoga à distribuição total e esta se relaciona às anteriores através de P (k) = P (kin)+P (kout).

Outra medida importante é o coe�ciente de aglomeração (em inglês clustering coe�cient).

Coe�ciente de aglomeração: caracteriza a densidade de conexões em torno de um vértice.

Consideremos uma rede não direcionada e �xemos um nó i. Seja zi a quantidade de vértices adjacentes

a esse nó e yi a quantidade de ligações existentes entre esses vértices adjacentes. Se todos os vizinhos

estivessem ligados, a quantidade de ligações Lmax seria a combinação de zi nós dois a dois,

Lmax =

 zi

2

 = z(z − 1)/2,

pois ligações de um vértice consigo mesmo não estão sendo consideradas. Como nem todas as ligações

entre os vizinhos estão presentes, a densidade de ligações em torno de um vértice i será

Ci =
2yi

zi(zi − 1)
.

Se a rede for su�cientemente grande, é possível de�nir a distribuição dos coe�cientes de aglomeração. O

valor médio do coe�ciente é, portanto, uma caracterização de quão aglomerados são os ambientes locais

de uma rede.

Redes livre de escala

A propriedade �livre de escala�

Basicamente uma rede livre de escala [88�92, 94, 132, 133] é identi�cada pela sua distribuição de conecti-

vidades, que é da forma

P (k) ∼ k−γ . (A-3)



Apêndice A: Redes 109

Note que a conectividade média depende do expoente γ,

k =

∞∑
k=1

kk−γ ∝
∫ ∞

1

k−γ+1dk =
k−γ+2

−γ + 2
|∞1 .

Se a restrição de que a conectividade média seja �nita for imposta, então deve-se ter γ > 2, que é a

condição para que a série k =
∑∞
k=1 kk

−γ convirja.

O termo livre de escala vem do fato de essa distribuição não apresentar um valor característico de k,

isto é, a distribuição não possui uma escala característica. Isso pode ser evidenciado ao se comparar essa

distribuição com uma do tipo Poisson, em que a maioria dos nós possuem conectividade em torno do valor

médio. Como em uma rede livre de escala os nós com conectividade alta estão presentes juntamente com

os nós de conectividade baixa, não há um valor característico de k, enquanto em uma distribuição do tipo

Poisson é improvável que haja nós com conectividades diferentes do valor médio. No caso de Poisson o

valor médio é o valor característico e no caso livre de escala não há valor característico.



Apêndice B: Algoritmos

As simulações foram escritas na linguagem Fortran 90. Os algoritmos baseiam-se no esquema mostrado

na �gura B-1. Um exemplo típico de um código de implementação do modelo DO numa rede quadrada

é mostrado a seguir. Esse código lê as informações topológicas de uma rede quadrada; implementa a

condição inicial de cooperação; evolui a con�guração das estratégias de acordo com o modelo DO e

calcula a cooperatividade média no regime estacionário.
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Figura B-1: Esquema dos algoritmos utilizados no modelo DO.
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C.................................................

c sz = tamanho da rede

c tmax= quantidade de MCS

C b= tendência de desertar

c p = probabilidade inicial de cooperar

c n2link = quantidade de ligações na rede

c lista(n2link,2)= armazena as ligações de cada nó, por exemplo,

c se o nó 4 está ligado aos nós 2,3,5 e 6,

c essas ligações ficam armazenadas na forma

c lista(i+1,1)=4,lista(i+1,2)=2

c lista(i+2,1)=4,lista(i+2,2)=3

c lista(i+3,1)=4,lista(i+3,2)=5

c lista(i+4,1)=4,lista(i+4,2)=6

c conec(sz) = conectividade de cada nó

c state(n2link,2) = estratégia adotada em cada ligação

c (1 é cooperação e 0 é deserção)

c As ligações nessa matriz correspondem às ligações

c da matriz lista(n2link,2).

c

c

c

implicit none

integer*4 sz,n2link,tmax,qe1,qe2

real*8 zero,b,p

parameter(b=2.0d0)

parameter(p=0.5d0)

parameter(zero=1d-5)

parameter(qe1=5)

parameter(qe2=20)

parameter(tmax=200000)

parameter(sz=10000)

parameter(n2link=40000)

integer*4 lista(n2link,2),apont(n2link),conec(sz)

integer*4 state(n2link),iy,inic(sz),apont2(n2link)

integer*4 state2(n2link),gen,ens1,chos,neigh,kmax,i,j,v,s

integer*4 aux1,aux2,aux4,aux5,aux3,aux6,cont1,cont2,cont3,cont4

integer*4 ncp,nc,marc(4),ind,vmin(sz),bb,ens2,ncc,nccp

real*8 rand,p,pay(sz),prob,auxr,vmcc1,vmcc2,sigcc

real*8 ncs(qe1),pmin,vmc1,vmc2,sigc,nccs(qe1)

C

C......................................

C

c ABERTURA E LEITURA DOS ARQUIVOS CONTENDO A REDE

c

open(90,file="listaquad.txt",status="old",form="formatted")

open(91,file="apontquad.txt",status="old",form="formatted")

open(92,file="conecquad.txt",status="old",form="formatted")

open(94,file="inicquad.txt",status="old",form="formatted")

open(95,file="res1a3.txt",status="new",form="formatted")

iy=13

do 1 i=1,n2link

read(90,2) lista(i,1),lista(i,2)

2 format(i6,2x,i6)

read(91,3) apont(i)

3 format(i6)

1 continue

do 4 i=1,sz

read(92,5) conec(i)

read(94,5) inic(i)

5 format(i8)

4 continue

do 26 i=1,n2link

aux4=inic(lista(i,2))

do 27 j=1,conec(lista(i,2))

if(lista(i,1).eq.lista(aux4,2)) then

apont2(i)=aux4

go to 26

end if

aux4=apont(aux4)

27 continue

26 continue

do i=1,qe1

ncs(i)=0d0

nccs(i)=0d0

enddo

C

C.........................................................................

C.........................................................................

C.........................................................................

c

c INÍCIO DAS MÉDIA NA CONDIÇÃO INICIAL

C

do 29 ens1=1,qe1

do 29 ens2=1,qe2

ncp=0

nccp=0

C

C......................................

C

C DISTRIBRUIÇÃO INICIAL DAS ESTRATÉGIAS

C

do 7 i=1,n2link

call urand(iy,rand)

if(rand.le.p) then

state2(i)=1

else

state2(i)=0

end if

7 continue

C

c......................................................

C......................................................

C

C INÍCIO DA EVOLUÇÃO TEMPORAL ATÉ TMAX MCS

do 9 gen=1,tmax

do 10 i=1,n2link

state(i)=state2(i)

10 continue
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C

C......................................

C

C CALCULA OS GANHOS CUMULATIVOS DE TODOS OS NÓS E ARMAZENA A PIOR LIGAÇÃO

C

do 18 i=1,sz

pay(i)=0d0

aux1=inic(i)

pmin=1.0d3

ind=0

do 19 j=1,4

auxr=0d0

if((state(aux1).eq.1).and.(state(apont2(aux1)).eq.1)) then

pay(i)=pay(i)+1d0

auxr=1d0

end if

if((state(aux1).eq.0).and.(state(apont2(aux1)).eq.1)) then

pay(i)=pay(i)+1d0*b

auxr=b

end if

if((state(aux1).eq.0).and.(state(apont2(aux1)).eq.0)) then

pay(i)=pay(i)+1d-2

auxr=1d-2

end if

if(DABS(pmin-auxr).lt.zero) then

marc(ind+1)=aux1

ind=ind+1

end if

if((pmin-auxr).gt.zero) then

ind=0

marc(ind+1)=aux1

ind=ind+1

pmin=auxr

end if

aux1=apont(aux1)

19 continue

call urand(iy,rand)

aux2=idint(rand*ind)+1

vmin(i)=marc(aux2)

18 continue

C

C......................................

C

C ARMAZENA A COOPERATIVIDADE MÉDIA NO REGIME ESTACIONÁRIO

if(gen.gt.(tmax-1000)) then

nc=0

ncc=0

do 24 i=1,sz

aux5=inic(i)

cont2=0

do 25 j=1,4

if(state(aux5).eq.1) then

nc=nc+1

cont2=cont2+1

endif

aux5=apont(aux5)

25 continue

if(cont2.eq.4) ncc=ncc+1

24 continue

ncp=ncp+nc

nccp=nccp+ncc

end if

C

C......................................

C

C INÍCIO DA ATUALIZAÇÃO SÍNCRONA

C

do 21 v=1,sz

chos=v

call urand(iy,rand)

C

C ESCOLHE UM VIZINHO DO NO XHOS PARA SER COMPARADO

C

aux2=idint(rand*4)+1

aux1=inic(chos)

do 12 i=1,aux2

aux1=apont(aux1)

12 continue

neigh=lista(aux1,2)

C

C COMPARA-SE O GANHO CUMULATIVO

C

if((pay(neigh)-pay(chos)).gt.zero) then

prob=(pay(neigh)-pay(chos))/(b*4d0)

call urand(iy,rand)

if(rand.le.prob) then

state2(vmin(chos))=state(apont2(aux1))

end if

end if

21 continue

C

C......................................

C

9 continue

C

c......................................................

C......................................................

C

ncs(ens1)=ncs(ens1)+1d0*ncp

nccs(ens1)=nccs(ens1)+1d0*nccp

C Fim de uma geracao

29 continue

C

C.........................................................................

C.........................................................................

C.........................................................................

C

C
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C CALCULO DOS DAS MEDIAS E DOS DESVIOS PADRÕES

C

do i=1,qe1

ncs(i)=ncs(i)/(1d3*n2link*qe2)

nccs(i)=nccs(i)/(1d3*sz*qe2)

enddo

vmc1=0d0

vmc2=0d0

vmcc1=0d0

vmcc2=0d0

do i=1,qe1

vmc1=vmc1+ncs(i)

vmc2=vmc2+ncs(i)*ncs(i)

vmcc1=vmcc1+nccs(i)

vmcc2=vmcc2+nccs(i)*nccs(i)

enddo

vmc1=vmc1/(1d0*qe1)

vmc2=vmc2/(1d0*qe1)

sigc=dsqrt(vmc2-vmc1**2)

vmcc1=vmcc1/(1d0*qe1)

vmcc2=vmcc2/(1d0*qe1)

sigcc=dsqrt(vmcc2-vmcc1**2)

write(95,81) b,vmc1,sigc,vmcc1,sigcc

81 format(d15.8,3x,2(d15.8,1x))

22 continue

endfile 95

close(90,status="keep")

close(91,status="keep")

close(94,status="keep")

close(95,status="keep")

stop

end

C

C......................................

C subroutine urand(iy,rand)

c PERIODO 2^{31}-1

integer*4 iy

integer*4 ia,ic,m2

real*8 rand

parameter(m2=1073741824)

parameter(ia=843314861)

parameter(ic=453816693)

iy=iy*ia*ic

IF(iy.lt.0) THEN

iy=(iy+m2)+m2

ENDIF

rand=float(iy)*real((.5/m2))

return

end
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