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Resumo

Simetria sob dilatacao a nivel classico acontece se a lagrangiana é livre de parametros
dimensionais. A corrente de Noether associada a esta simetria é conhecida como
corrente de dilatagao. A quebra quantica da corrente de dilatagdo (anomalia de
escala) estd relacionada com o trago do tensor energia-momento, por esta razao ela
¢ conhecida também como anomalia do traco.

Neste trabalho calculamos perturbativamente, em ordem de um laco, a anomalia
do traco da eletrodinamica quantica sem massa. O propésito foi estudar a relagao
entre a dilatacao e identidades de Ward de calibre em conexao com a invariancia
de rétulo dos momentos, tendo em mente uma analise similar feita para a anomalia
de Adler-Bardeen-Bell-Jackiw. Realizamos os calculos de maneira independente de

regularizacao a fim de excluir anomalias espurias.



Abstract

Symmetry under dilatation appears at classical level should a Lagrangian be free
of dimensionful constants. The Noether current associated to this symmetry is
called dilatation current. Quantum symmetry breaking of dilation current (scaling
anomaly) is related to the trace of the energy momentum tensor. For this reason it
is also known as trace anomaly.

In this work we calculate perturbatively, at one loop order, the trace anomaly of
massless quantum electrodynamics. The purpose is to study the interplay between
dilation and gauge Ward identities in connection with momentum routing invariance
bearing in mind a similar analysis done for the Adler-Bardeen-Bell-Jackiw anomaly.
We perform the calculations in a regularization independent fashion in order to

exclude spurious anomalies.
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Capitulo 1
Introducao

As simetrias desempenham um papel fundamental na fisica e em especial em teoria
quantica de campos (TQC), onde elas sdo essenciais na compreensao ou mesmo
na construcao de teorias. Neste contexto um resultado importante é o teorema de
Noether que relaciona a cada simetria uma lei de conservacao. Como exemplo temos
a simetria ou invariancia de um sistema por uma translacao espago-temporal que
leva a conservacao do quadrivetor momento-energia.

Surge entao o importante tema das quebras de simetrias que esta relacionado
com progressos em TQC. Elas podem ser classificadas em trés classes: Quebra
explicita, que acontece, por exemplo, quando a simetria de uma lagrangiana sob
alguma transformacao é quebrada pela adicao de um termo que nao é invariante sob
esta transformacao; quebra espontanea, onde existe simetria das leis dinamicas, mas
somente configuracoes assimétricas sao possiveis para o sistemas, geralmente devido
a instabilidade das configuracoes simétricas; e quebra quantica que acontece com o
processo de quantizacao da teoria e é conhecida também como quebra anémala |1,2].
A expressao quebra anomala surgiu por que acreditava-se que uma simetria existente
a nivel classico deveria existir também a nivel quantico, mas isso nem sempre acon-
tece, pois certas simetrias sao quebradas pela quantizagao [2]. O termo responsavel
pela quebra da simetria, quando esta é estudada pela lei de conservacao classica via
teorema de Noether, porém num formalismo quéantico (através de Identidades de
Ward por exemplo), é denominado anomalia.

Sabemos hoje que quebras quanticas sao importantes e que muitas vezes salvam

modelos que possuiriam, sem elas, simetrias indesejaveis ou nao observadas experi-



mentalmente. Ou, no caso da simetria quebrada ser indispensavel para o modelo,
o conhecimento da anomalia e o mecanismo necessario para restaurar a simetria
cria restricoes ao modelo que podem resultar em importantes previsoes tedricas.
Existe um exemplo importante no modelo padrao, onde varios tipos de campos
fermionicos sao necessarios para descrever quarks e léptons e onde a simetria quiral
para estes campos assegura a invariancia de calibre da teoria, que é uma invariancia
indispensavel para a mesma. Assim a descoberta da anomalia quiral e o cuidadoso
ajuste das cargas destes férmions para que em conjunto esta anomalia desapare-
cesse resultou na previsao tedrica das cargas deles (veja em [2] uma explica¢do mais
detalhada).

No tratamento perturbativo das interacoes em TQC, o aparecimento de ano-
malias é consequéncia das divergéncias que ocorrem neste método (especificamente
dos infinitos no ultravioleta que surgem nos célculos perturbativos) e que precisam
ser regularizadas e renormalizadas, ou seja, elas sao consequéncia dos infinitos que
surgem na descricao matematica da teoria e da forma de trata-los. Mas as ano-
malias sao importantes para a fisica, ja que resultam delas a explicacao de varios
fenomenos. Desta forma, podemos reconhecé-las como uma qualidade positiva que
resulta do aspecto divergente da TQC e uma justificativa para a validade do processo
de regularizacao e renormalizagao das teorias. Este é um ponto de vista defendido,
por exemplo, por Jackiw [2].

Para tratar anomalias com calculos perturbativos em TQC é necessario ter um
cuidado especial em distinguir anomalias espurias, que sao aquelas que surgem no
calculo, mas que podem ser removidas por uma renormalizacao adequada, de ano-
malias fisicas, que sao as verdadeiras anomalias da teoria. Neste sentido a regula-
rizagao implicita (RI) [319] é uma esquema adequado ja que nao utiliza um regulador
explicito que é a origem das anomalias espurias.

A anomalia de escala, que é o tema deste trabalho, é a anomalia que quebra a si-
metria sob transformagao de escala (ou dilatagao) nas coordenadas espago-temporais
e existe em teorias descritas por lagrangianas que nao dependem de parametros di-
mensionais. Do ponto de vista fisico a anomalia de escala é importante, pois em
muitos casos a simetria de escala representaria um problema, ja que geralmente

quando se muda a escala de um sistema espera-se que sua descricao também mudd]

IPara exemplificar podemos pensar na teoria de renormalizacio onde a constante de acopla-

mento da teoria estudada depende da escala de renormalizagao, ou escala de massa, e que, portanto,



Esta anomalia é também conhecida por anomalia do trago devido a sua relacao com
o traco do tensor energia-momento e o seu estudo, de um modo geral e para algu-
mas teorias especificas, pode ser encontrado por exemplo em [10-16]. Aqui vamos
estudé-la no ambito da eletrodinamica quantica (EDQ) e utilizar a RI para traté-la
em teoria de perturbacao.

Faremos uma breve discussao sobre simetrias e anomalias no capitulo [2} dis-
cutiremos a simetria e a anomalia de escala no ambito da EDQ no capitulo |3| e
calcularemos a anomalia utilizando RI no capitulo[d] Conclusdes serao apresentadas
no capitulo 5[ e logo apds encontram-se alguns apéndices , , e @[) com calculos
e demonstragoes necessarios.

Usaremos em todo o texto unidades naturaisﬂ onde h = ¢ = 1, h é escolhido
como unidade de agao e ¢ (velocidade da luz) como unidade de velocidade, ou seja,
[S] = [v] = 1. Neste sistema a unidade de qualquer grandeza pode ser expressa em
poténcias de unidade de massa. Utilizaremos a convencao que indices gregos variam
de 0 a 3, latinos de 1 a 3, e indices repetidos indicam uma soma. A métrica utilizada
€ goo=—g11=—9gn=—gs3=1eg,=0sep#v.

Utilizaremos nesta dissertacao conceitos e ferramentas da TQC sendo necessario
ao leitor ter algum conhecimento na érea para melhor compreendé-lo. A funda-
mentacao tedrica basica e os conceitos utilizados podem ser encontrados em livros

textos como as referéncias [14,|17-22].

tem um valor diferente para cada escala de energia.
2Veja por exemplo [17].



Capitulo 2

Anomalias em TQC

2.1 Simetrias e Leis de Conservacao

Em geral, as leis da fisica podem ser compreendidas através de formulagoes ma-
temdticas que envolvem a agao S, definida por S = [ d*zL, onde L é a densidade
de lagrangiana que descreve o sistema. Através dela sao obtidas as equagoes de mo-
vimento pelo principio de Hamilton, as leis de conservacao pelo teorema de Noether
e a transicao da fisica classica para a fisica quantica pelo formalismo de integral de
trajetorial] [14].

Na fisica classica, quando alguma transformacao é feita no sistema sem que se
altere a acgao, as leis fisicas, que neste caso sao as equagoes de movimento, perma-
necem inalteradas. Assim, o sistema é invariante sob tal transformacao e dizemos
entao que existe uma simetria, onde estamos nos referindo a simetrias das leis fisicas.

Em teoria classica de campos a densidade de lagrangiana é funcao de campos e
de suas derivadas, geralmente a lagrangiana nao depende explicitamente das coor-

denadas, e os campos sao fungoes das coordenadas
L= E(CD(JJ), ('LCI)(x)) : (2.1)

Assim, uma transformagcao que caracteriza uma simetria pode ser uma transformacao
nas coordenadas e nos campos ou somente nos campos.
As transformagoes dos campos podem ser globais, em que o parametro que ca-

racteriza a transformacao nao depende das coordenadas; ou locais, em que este

IEsta transicdo também pode ser feita por quantizacio candnica que é um formalismo hamil-

toniano.



parametro depende das coordenadas. Um exemplo sao as transformacoes de fase
para o campo 1, global 1(z) — e®(x), com « constante; e local ¥ (x) — e*@)(z),
com « dependendo das coordenadas .

Existem também transformacoes espago-temporais, que sao transformacoes nas
coordenadas que induzem também transformagoes nos campos. Estas podem ser
transformagoes discretas, como transformagoes de reversao espacial (x;,t) — (—z;,t)
ou inversao temporal (z;,t) — (z;, —t); ou transformagoes continuas, que de um

modo geral tem a forma
T, — xL(x) , (2.2)

onde 2'(x) significa que as novas coordenadas sdo fungoes das antigas. Esta ultima
classe inclui varias transformagoes importantes como as transformagoes de Lorentz,

as translacoes, etc., bem como a transformacao de escala
T, = Az, (2.3)

que ¢ a transformacgao fundamental para este trabalho, e sobre a qual faremos um
estudo mais detalhado no préximo capitulo.

Um resultado de fundamental importancia para o que estudaremos a seguir é
o teorema de Noether, que relaciona simetrias a leis de conservacao. Este teorema
afirma que para cada simetria da acao, excluindo aquelas por transformacoes dis-
cretas, existe uma lei de conservagao correspondente.

Uma lei de conservacao pode ser representada pela equacao de continuidade
Oy =0, (2.4)

onde a corrente j* é conhecida como corrente de Noether. O teorema de Noether

nos fornece também a corrente j# em termos dos parametros que definem a trans-

formagao em questao e dos campos envolvidos na lagrangiana do sistema.
Discutiremos na proxima se¢ao alguns exemplos de correntes sem, no entanto,

demonstra-las, pois nossa intencao é apenas fazer uma rapida introducao ao temaﬂ.

2.1.1 Correntes Conservadas

Considere a lagrangiana de Dirac

Lo = B0 —m)o. (2.5)

2As demonstragoes podem ser encontradas em vérios livros-textos como em [17-21].
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onde 1 é o espinor de Dirac, 1 = ¥T7°, v* sdo as matrizes de Dirac e m é a massa
do elétron Pl

Um exemplo importante de corrente conservada nesta teoria é a corrente vetorial
"=y, (2.6)

cuja conservacao estd associada a transformacao de fase global ¢ — ¢*). Existem
varios outros exemplos, vamos discutir dois casos gerais que vao ser uteis ao longo

do texto.

Tensor Energia-Momento

Uma translacao infinitesimal é definida pela transformacao nas coordenadas z# —
2" =zt + a" e nos campos ¢(z) — P'(2') = ®(x) [17]. Resulta do teorema de

Noether que cada componente i do tensor ©* definido poxﬁ

oL
o =11"9"® — ¢g"L, com II*=_——, 2.7
¢ a corrente conservada associada a simetria da translagao da componente y de z#
e obedece a equagado da continuidade (se o sistema for simétrico sob esta trans-
formagao)

0,0 = 0. (2.8)

Na defini¢ao (2.7) os campos ®(x)’s podem ser escalares, vetoriais ou espinoriaiﬂ.
Se existir mais de um tipo de campo (escalar e espinor por exemplo) devemos fazer
uma soma em todos os campos no termoﬁ [1*0"®, bem como em termos anédlogos
ao longo do texto.

Para entendermos o significado fisico de ©*” identificamos as cargas de Noether

8601/ 8@7,1/
como sendo [ d*z©%, pois de 1D g + o = 0, ou seja,
x'L

0 s o [ 3 00"
8t/dx@ = /dxaxi, (2.9)

3Para detalhes sobre estas definigoes veja [17H19,21] por exemplo.
4Para demonstracio veja por exemplo [20].
®Onde omitimos os indices para facilitar a notacdo, mas estes serdo explicitados quando ne-

cessario.
6Se a lagrangiana estudada depender dois campos v’ e ¢, por exemplo, este termo serd Hﬁgavw +
Hgaw.
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mas

oL

0% = I — L 2.10
é a densidade de hamiltoniano do sistema, e
A or
0" = 'd 2.11

é a densidade de momento canonico. O quadrivetor de energia-momento P* pode

assim ser definido em fungao do tensor ©#”
Pt = /d3x e (2.12)

e com isso ©" é chamado de tensor energia-momento.

E importante observar que existe uma liberdade na definicao deste tensor, pois
pode ser somado um termo a ele sem alterar as equacoes e . Esta li-
berdade ¢é usada por exemplo para simetriza-lo, ja que ele nem sempre é simétrico.
A deducgao do tensor simétrico e uma discussao sobre a liberdade citada para a

definigao do tensor energia-momento encontram-se no apéndice [A]

Tensor Densidade de Momento Angular

As transformagoes infinitesimais de Lorentz sao definidas por x# — x'* = x#' + € x¥,
com €,, = —€,,. A transformacao para os campos pode ser escrita de um modo
geral por [17]
®(z) — ¥'(2) = ®(2) + 36,5 P(z), (2.13)
onde S* ¢é a matriz de spin do campo e depende das propriedades de transformacao
deste. Estas propriedades devem ser tais que mantenham a simetria sob trans-
formacoes de Lorentz para que a teoria seja relativistica. Assim, impondo a in-
variancia de Lorentz obtemos a matriz S*” para cada campo.
O tensor que representa a corrente de Noether associada a simetria sob esta

transformacao é dado poi
MPEY =T1PSH P 4 2HOPY — 2V OPF (2.14)
que obedece a equacao de continuidade

a,MP =0, (2.15)

"Para demonstracio veja por exemplo [20].

12



e as quantidades conservadas associadas sao
M = / d3z MO (2.16)

O tensor MP* é chamado de tensor de densidade de momento angular, pois M%

é o operador momento angular do campo.

2.2 Anomalias

Numa teoria classica uma simetria pode ser representada pela lei de conservagao
associada, ou seja, pela equacao da continuidade , pois a validade da equagao
implica na existéncia da simetria. Em TQC a equacao da continuidade para uma
corrente implica numa identidade de Ward (IW), associada a mesma corrente, mas
que relaciona fungoes de Green. Assim, uma simetria pode ser verificada em TQC
através da IW correspondente, e a violacdo da IW da corrente cldssica (que é co-
nhecida por alguns autores como IW ingénua) significa a quebra da simetria.

Para ilustrar, considere a corrente ji = 157#751@ conhecida como corrente axial,

1.2.3

onde 7% = iy"y14243 e 1) é um campo espinorial. Esta corrente é conservada se o

férmion ¢ for nao massivo e tem a IW associada dada por
O Tn = 2T}, (2.17)

onde T},,» e T}, sao amplitudes no espaco dos momentos e ¢ ¢ um dos momentos
envolvidos no processo em questao. A demonstragao para a conservacao desta cor-
rente é feita utilizando as equagoes de movimento, e para a IW utilizando essa
lei de conservagao, e assim esta é a IW da corrente classica. Estas demonstracoes
estao feitas no capitulo 4 da referéncia [23]. Aqui vamos apenas citar os resultados
para exemplificar uma anomalia. Nesta referéncia estd demonstrado também que

quando as mesmas amplitudes sao calculadas diretamente pelas regras de Feynman

se obtém
Ty = 2mTy, + Ay (2.18)
onde
1 o8
Auu = _ﬁeuuaﬂkl 1{32 5 (219)

13



¢ a anomalia em questao, sendo k; e ks momentos de particulas envolvidas no pro-
Cesso.

No proximo capitulo iremos estudar a anomalia de escala seguindo estes mesmos
passos: Primeiro obteremos a IW associada a simetria e depois calcularemos as am-
plitudes relacionadas diretamente pelas regras de Feynman para obter a anomalia.
Assim, estudaremos a anomalia apenas do ponto de vista da teoria de perturbacao.
Existe, no entanto, varios métodos de estudo de anomalias, muitos dos quais in-
cluem modernas areas da matematica como geometria diferencial, co-homologia e
topologia. Estes métodos podem ser encontradas, por exemplo, na referéncia [23]
que enfatiza tais métodos matematicos e fala sobre os varias aspectos das anomalias
em TQC. J4 a referéncia [24] trata especificamente do método de Fijikawa, método
este que utiliza a formulacao da integral de trajetéria da teoria quantica e mos-
tra que, nesta formulacao, cada anomalia surge pelo fato da medida da integral de

trajetoria nao ser invariante sob a transformagao relacionada.

14



Capitulo 3

Anomalia de Escala

3.1 Simetria de Escala

Seguindo a discussao do capitulo anterior sobre simetrias, vamos estudar a trans-
formacao de escala e mostrar que ela resulta em uma simetria da acao quando a
lagrangiana nao depender de parametros dimensionais.

Podemos representar a transformacao de escala nas coordenadas por
r— 1 =eun, (3.1)

com € real. O conjunto das transformacoes deste tipo forma um grupo continuo
abeliandl]

Para descobrir qual é a transformacao nos campos, comecaremos considerando
campos classicos. Considerando ¢ um campo genéricd?]7 podemos representar a

transformagao correspondente a ({3.1)) para ® como
O(z) = (") =T (e)®(x), (3.2)

onde T'(¢) é uma representacao do grupo de transformacoes de escala para os cam-
pos, ja que esta transformacao deve fazer parte também de um grupo continuo e

depender do mesmo parametro e. Assim, podemos representar a transformacao

'Duas transformacdes quaisquer do grupo sao sempre comutativas: efle? = eec!,
2Que pode ser campo escalar, espinorial ou vetorial, onde devemos utilizar matrizes ou indices

de Lorentz quando for o caso. Vamos omitir os indices para simplificar a notagao, utilizando-os

somente quando necessario.
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porﬂ T'(e) = exp(eD), mas veremos que para uma lagrangiana classica independente
de parametros dimensionais teremos simetria se escolhermos a matriz D tal que
multiplique cada campo bosonico por -1 e fermionico por -3/2. Desta forma, para
simplificar, vamos escrever T'(¢) = exp(—edg ), onde dg assumird um valor especifico
para cada campoﬁ. Assim reescrevemos como

O(z) = D'(2') = exp(—eds) P (). (3.3)

Vejamos um exemplo de como uma teoria pode ser invariante sob esta trans-

formacao. Considere a densidade de lagrangiana de Maxwell sem fonte

L=-1F"E,, (3.4)

—,

onde F'" = gV At — gAY e A¥ = (¢, A) é o potencial eletromagnético.
Apés a transformacao,

S8 = / 0! L(AL (), 8, AL ('), (3.5)
com 9, = e "Dy e Al (') = e”*A,(x), ou seja, F'" = e~ (e v

RS- 646 / d4l' (6_(2+2d)6(_i)FMVFMV>

_ 6(—2d+2)65’

: (3.6)

e assim A, deve se transformar com d = 1 para esta teoria ser invariante de escala.

Podemos obter a transformacao para campos quanticos postulando que o valor
esperado de um operador deve se transformar da mesma forma que a grandeza
cléssica relacionada [19]. Considerando |o’) = U(e€)|a) a transformagao de um vetor
de estado no espago de Hilbert, onde U(e) deve ser um operador linear e unitéridﬂ
(Ut = U1), obtemos

(B (z)|e) = (B'®(2")]a’) = exp(—ede)(B|P(x)lar), (3.7)

3Aqui assumimos a propriedade de uma transformacdo do grupo de Lie poder ser representado

pela exponencial da &lgebra de Lie correspondente. Para detalhes veja por exemplo [20].
4Isto equivale a supor que a transformacio seja linear que é o caso de todos os campos que iremos

tratar neste trabalho. Veja na se¢ao 2.4 da referéncia |16] um exemplo de uma transformacao de

escala nao linear.
5Para conservar a norma.
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que resulta em
O(z) = U (e)®(2")U(e) = exp(—eds)®(x), (3.8)

ou

U(e)®(z)U " (€) = exp(eds)®(2') . (3.9)

Para o caso de campos livres, podemos obter a dimensao de escala usando as
relagoes de comutagao para tempos iguais que estes devem obedecer [14]. Para um

campo escalar ¢ e um espinor ¥ as relagoes sédﬂ

[6(,1), ¢4, 1)] = 10(Z = 7)) , (3.10)

{U(Z,t),V(7,t)} =~°0(— 7). (3.11)

Multiplicando as equagoes (3.10)) e (3.11]) pela esquerda por U e pela direita por
U~!, usando (3.9), e impondo que elas sejam invariantes, obtemos

U0 UHGOU = [UpENU", o (Up(FHU )
= expl(2dy + D1, 500 )]

= exp((2dy + 1)e)id (2 — ¢/), (3.12)

mas como 0(ax;) = El‘(S(xi), ou seja, 8(z/ — i) = 6(e°T — ) = e (T — 7)),

Uo7, U, Ud(F, U] = exp((2d, — 2)e)id (7 - 7). (3.13)
e obtemos
dy =1 (3.14)
para que a relacao (3.10) volte a ser satisfeita.
Analogamente,
(U@ U, UV (G, ) U} = {U(Z, ) U, UV (4, t),°U "}, (3.15)
com

UviyUTt = UvTUTtUA U = UVTUTUA U
= (UWUNUAU = (UVU )14, (3.16)

5Veja por exemplo [17].

17



obtemos

(UV(@ U, U (U} = exp(2d\p6){\Il(:;’,t'),qf(gj’,t')}

= exp((2dy — 3)€)d(Z — 7)) (3.17)

e
dy = 3/2. (3.18)
A unidade da lagrangiana deve ser [£] = [m]*, pois S = [d*zL e [x;] = [x¢] =

[m]~!. Podemos entao saber a unidade dos campos observando a unidade dos termos
cinéticos da lagrangiana, que para campos escalares tem a forma 0,00"¢, e para

campos espinoriais, {U@W , e assim
3
(0] = [m]' e [¥]=[m]z. (3.19)

Comparando com dg e dy, observamos que a dimensao de escala do campo ¢ igual
a dimensao de unidade (poténcia da unidade de massa de sua unidade).
Observando a equivaléncia entre dimensao de unidade e dimensao de escala para
os campos é possivel concluir que a acao de uma teoria descrita por uma densidade
de lagrangiana que nao possui termos dimensionais serd invariante de escala, pois
cada termo da densidade de lagrangiana vai ser escalonada por um mesmo fator (\*
se x — Az) ap6s a transformagao, que vai ser compensado pela medida de integragao
(d*r — X\~d'x) na expressdo da agao S. J4 quando existir termos com parametros
dimensionais na lagrangiana a acao nao serd mais invariante devido a estes termos

que vao ser escalonados por um fator diferente (por exemplo m2¢? — A\2m?¢?).

3.2 Corrente de Dilatacao

A corrente de dilatacao é a corrente de Noether associada a simetria de escala. Para
obte-la, vamos considerar o teorema de Noether, que pode ser estudado como segue

(em uma versdo simples e propria para teoria de Campoﬂ).

"B = "B, onde v* sio matrizes de Dirac (veja )
8Para discussdo completa veja por exemplo [20].
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Usando as equacoes de Euler—Lagrangdﬂ, obtemos a variacao da lagrangiana
dL(P,0,P) para uma transformagao do tipo ®(z) — ®(z) + P(z) como sendo

oL oL oL oL
0L =—0P+ —5(@;1)) = (8ﬂm)5® + m

737+ 505 0,(6®), (3.20)

onde foi usado que 6(9,P) = 0,(6®), pois a variacdo 6P que estamos considerando

é independente das coordenadad™] Assim
0L = 0,(I1"6D), (3.21)

onde II* = ———— é o quadrimomento conjugado ao campo P.
5’( aﬂ cI)) q jug p

Se para tal transformacao a variagao da lagrangiana, obtida agora sem o uso das

equacoes de Euler-Lagrange, pode ser escrita como uma quadridivergéncia

5L = 8,F" . (3.22)

entdo, subtraindo a equacao (3.22)) da (3.21]), concluimos que a corrente J* definida

por

Jt=11"0d — F* | (3.23)
obedecera a equacao da continuidade
o, J" = 0. (3.24)

A corrente J* é conhecida como corrente de Noether associada a transformacao
e sua componente J° conhecida como densidadﬂ de carga de Noether.
A condigao (3.22)) é equivalente a invariancia da agao, pois

Lo L+, (3.25)
leva a
S— S+ / d*z0,F" (3.26)
9% - 3#825:(1) = 0, para demonstragio veja [20].

0Estamos considerando variacio no mesmo ponto, ou seja, 6®(z) = ®(z) — ®(x), e assim,
0(0,®(x)) = 0,9 (z) — 0, P(x) = 0,00(z) .
1Sua, integral no volume é uma quantidade conservada no tempo de acordo com a equacao da

continuidade.
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e podemos desprezar o termos de superﬁ’ciﬂ f d*zd,F". Temos assim a relagao
entre cada simetria (invariancia da agao) e a lei de conservacao correspondente
(equagao da continuidade).

Podemos estudar uma transformacao de escala infinitesimal usando e¢ = 1 + ¢
(desprezando O(€?)) e reescrevendo a equagao como

U(e)®(x)U '(e) = exp(eds)P(e)
— (14 edq;)((I)(as) + (1 + o)z, — xu)a"@(z))
= ®O(x) + e(do + x,0")P(x), (3.27)

que nos fornece
§0(x) = U(e)®(z)U ' (e) — ®(2) = e(dg + ,0")®(x). (3.28)

Vamos assumir que se a lagrangiana nao conter nenhum termo dimensional a

variacao de cada termo vai ser do tipo

0Ly = e(4+ 1,0") L0 = €' (x,La) | (3.29)

[P

onde o indice “a” se refere a cada termo da lagrangiana. Este resultado sera de-
monstrado para a lagrangiana de interesse, mas podemos justificar essa suposi¢ao
pelo fato que uma variacao deste tipo deixa a agao invariante e estd de acordo com
o que foi discutido (final da secao p. que ela deve mesmo ser invariante para
lagrangianas sem termos dimensionais.

Vejamos como exemplo uma lagrangiana que contenha um termo do tipo £, =

%aw&m. A variacao 6L, pode ser calculada usando

8£b 8L’b a['b
_ Okbs 5(9,6) —
960+ 50,0° %) = 58,9

e como 0¢ ¢ independente das coordenadaﬁ, 3(0,0) = 0,09, ou,

0Ly

8(0,9), (3.30)

6(0,0) = Ou(e(dy+ 2,0")0(x)) = e(dy + 1+ 2,0")0,¢
= €24 2,0")0,9, (3.31)

1205 campos devem ser funcdes bem comportadas no infinito para descrever entidades fisicas.
13Veja nota [10] da pagina anterior.
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onde usamos d, = 1 obtido anteriormente (veja equacao (3.14)), e como =

9(9u0)
0*¢ obtemos
5Ly = " G(e(2 4+ 2,0°)0,0) = €(20" 60,6 + ¥ (0"9)(0,0,0)) . (3.32)
mas
9, (0" $0,p) = (0,0" )0, + 0"$(0,0,0) = 20"$(0,0,9) , (3.33)
e assim
0Ly, = %6(4 +2"0,)(0"90,,¢) = €(4 + 2"0,) Ly = €0, (z"Ly) . (3.34)

[1)]

Se calcularmos 6L, para cada termo “a” que seja independente de parametro
dimensional obteremos uma variacao na forma do resultado (3.34]).

Um exemplo mais geral pode ser feito considerando um termo que contenha A1)
(veja logo apds as equagdes e respectivamente as definigdes de A* e 1))

que tem dimensao de escala 4. A variacao deste termo vai ser

S(Avy) = S(A)py + AS(V)Y + Ad ()
= (A+2"0,) ) + A(C + 20,)0) 0 + AU ((3 + 2¥0,)¢¥)
(4 + 278,) (APy)) . (3.35)

Generalizando este resultado, vemos que a variacao de cada termo sera igual ao
termo multiplicado pela esquerda por (dtermo+x”8,,), e como termos sem parametros
dimensionais tem dimensao de escala igual a dimensao de massa que ¢é igual a 4, a

variacao total de uma lagrangiana independente de parametros dimensionais vai ser
0L =€0,(x"L). (3.36)
A relagao acima satisfaz a condicao ([3.22)) com

Ft =extL (3.37)

e portanto tem uma corrente de Noether definida por (3.23)), (3.28) e (3.37) como

sendo

JE = TI"6® — F* = e(I1"(dg + 2,0")® — 2"L)
= ¢(IM"de® + 2, (0" ® — " L)) . (3.38)
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Como € é um parametro arbitrario podemos definir D* = e '.J# | e usar a definicdo
do tensor energia-momento candnico (veja equagao (2.7) ) O = MHJ*P — g"' L
para obter

DF =TT"de® + z,0"" . (3.39)

Assim, o vetor D, conhecido como corrente de dilatacao, é a corrente de Noether

associada a simetria de escala e satisfaz a equagao da continuidade
0,D" =0. (3.40)

Uma consideragao importante deve ser feita a respeito de quando existir algum
termo dependente de parametro dimensional (como a massa por exemplo). Neste
caso a variagao da lagrangiana nao vai ser mais uma quadridivergéncia como em

(3.36]). Se conseguirmos escrevé-la como uma quadridivergéncia somada a um termo

A
0L =€0,(z"L) + €A, (3.41)

entao a equagao da continuidade para D" nao sera mais valida, mas se transformara

c1m

8,D" = A, (3.42)

pois dos resultados e defini¢oes anteriores sabemos que

0L = 0,(I1*59), (3.43)
e
0L =€0,(2"L)+eA=0,F" + €A (3.44)
com
JH=T"00 — F* e F=elLl, (3.45)
e assim,
0,(I"6®) = 0,F" + €A, ou, 0,J"'=¢€A, (3.46)
que com
Dt =etJH, (3.47)
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demonstra o resultado (3.42)).

Vejamos como exemplo a lagrangiana de Klein-Gordon

= 1(0,00"0 — *¢*) = Ly + L. (3.48)

em que L, = $0"¢0,¢, Lo = —5p2¢?, ¢ é um campo escalar real e p a massa asso-
ciada a este campo. Da equagao (3.34) sabemos que 0L, = €0, (2" L) e calculando
0L,

oL oL, oL,
oL, = )
Lo = 3590+ 305,6)°0%) = 35 %9
C (l20)(dy + ¥0,)6 = —c(dotPP + 12007 0,0),  (3.49)

que usando ds = 1 do resultado , e 0,¢° = 20,0, resulta em
0L = e(4+1"0,)(—51°0%) + 1?¢* = (4 +2"9,)(Le) + i°° . (3.50)
Assim, A = p?¢? e usando obtemos
9, D" = 1i>¢* (3.51)

de onde pode-se concluir que a quadridivergéncia da corrente de dilatacao é propor-
cional ao termo da lagrangiana que contém parametro dimensional. Este resultado
particular é observado em outras lagrangianas também, como € o caso da lagrangiana

da eletrodinamica que iremos estudar em seguida.

3.2.1 Relacao com o Tensor Energia-momento Simétrico

O tensor energia-momento canonico ©,,, = 11,,0,® — g, £ nao é simétrico, mas pode
ser simetrizado e o tensor simétrico conhecido como tensor de Belinfante[[%é definido
por

Ty =Ou + 0 fu, (3.52)

com

fuvp = % (I1,5,,® — 11,5,,® +I1,S,,®) , (3.53)

14Veja o apéndice
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onde S, ¢ a matriz de spin do campo ® definida pela transformacao infinitesimal
de Lorentz do campo.

Existe ainda um outro tensor energia-momento (conhecido na literatura por im-
proved energy-momentum tensor), que foi proposto por Callan, Coleman e Jac-
kiw [25] e é definido por

Tow =Ty — £(8,0, — 90?0 (3.54)

Este nos interessa por possibilitar uma expressao simples para a corrente de dilatagao
dada por D" =z, T"*. Note que este tensor ¢ diferente do simétrico 7}, apenas por
um fator que depende somente de campos escalares ¢’s , mas como neste trabalho
vamos estudar o caso de uma lagrangiana que depende de campos espinoriais (1))
e vetoriais (A4,), mas ndo de campos escalares, nos limitaremos a demonstrar que

para o nosso caso podemos escrever
D,=2"T,,, (3.55)
que leva ao importante resultado

0,D"

G T + x,0,TH
= T, (3.56)

onde foi usado 9, 7" = 0, que deve ser satisfeito ja que T"* ¢ um tensor energia-
momento (ver demonstracao no apéndice [Al).

A equagao (3.56|) identifica a quadridivergéncia da corrente de dilatagao com o
trago do tensor energia-momento simétrico e ¢ um resultado que serd muito util

neste trabalho.

Para demonstrar o resultado (3.55)) segue da definicdo de D* ([3.39)) e de T
(3-52) que

Dt = TFde® + 2,0 = Mde® + x,(T" — 9,"")
= 2, T 4+ *de® + g,, f*° — O, (x, [1*) . (3.57)

Mas como f#? é anti-simétrico na troca de p por p, o termo 0,(x, f*?) vai ser zero

quando for aplicado a quadridivergéncia 0,. Logo, podemos redefinir D* como
DV =z, T" 4+ 1T"de® + g, [, (3.58)
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e este vai ter a mesma quadridivergéncia do anterior que é o que nos interessa.

Vamos mostrar na préxima secao que para os campos 1) e A, teremos a relacao
M"de® + g, f*? =0, (3.59)

garantindo o resultado desejado para D* (3.55)).

3.2.2 Eletrodinamica Quantica (EDQ)

Vamos estudar a corrente de dilatacao e sua relagao com o tensor energia momento
para o caso da EDQ. Varios dos resultados utilizados nesta se¢ao estao demonstrados
no apéndice [A]

Considere a densidade de lagrangiana
L=19id —m+ed)p — 1F*"E,,, (3.60)

que é a soma da lagrangiana de Dirac (2.5)) com a lagrangiana de Maxwell (3.4]) e o
termo de interacao

L;=epp, (3.61)
onde e é a carga (em moddulo) do elétron. A construcao de (3.60) pode ser feita

impondo que a teoria seja invariante sob transformagao de calibre (¢p — e®y e
Ay = A+ 10,0, com o = a(x)) E
Para a lagrangiana (3.60)) temos os seguintes resultados:

e Para o campo vetorial A,

oL
m=—" _=Fr" dy=1 HYp — pRe AV 62

e assim

M daAN + g f37° = FMA\+ g, F'*AY
= FMA, - F"A,=0, (3.63)

onde foi usado que F** = —F*? demonstrando que o resultado (3.59) é vélido
para este campo.

15Para detalhes veja por exemplo [17-19,21]
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e Para os campos espinoriais ¢ e 1

370 = (3P = ¢y = g7+ ¢ (3.65)

e assim

Wdt) + 9o f77 = 31070 + 9 (50 (17" = 79" = "7 + g™ )
= S+ (Y, — g, — g + 9 )Y
= iy 4 Jip (=29 — A — Ayt )
= 0, (3.66)

onde foi usado a identidade y#y#7y, = =29, demonstrando que o resultado
(3.59) é valido também para estes campos.

Desta forma, para esta lagrangiana, a equacao (3.55)) é satisfeita e temos a relagao

entre a equacao de continuidade para a corrente de dilatagao e o tensor energia-

momento simétrico ((3.56)
,D" = T", (3.67)

onde T é o tensor de Belinfante da eletrodinamica que é dado poﬂ

T = Lyt — (DY) + Py 0" — (9M)y )
FFMEY 4 Le (7 AR AR AT — g L (3.68)

Vamos agora calcular explicitamente T,

T! = 3y 0 — (00" + 7,0 — (0"P) 1))
+ FMEu 4 sep (7, A" + A0 — ghl
= i — (00" )) — F™ F,, + e fip
—4(0(i — m + eA)p — 1F"F,,)
= —Tipd — 50,07 — Be Ay + dmipip, (3.69)

16 A demonstracao deste tensor encontra-se na secio do apéndice
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e usando as equacoes de Euler-Lagrange para 1, i@y = —(ed — m)vy, e para 1),
i0, 0" = (eA — m), obtemos

T = go(ed—mpy — 9(ed — m)p — Bep A + dmipy)
= myp, (3.70)

observando que este é um resultado classico ja que usamos as equacoes de Euler-
Lagrange, e com ele podemos escrever a quadridivergéncia da corrente de dilatagao

da eletrodinamica como sendo
9, D" = myn) . (3.71)

Veremos na préxima segao que este resultado é diferente quando a lagrangiana é

renormalizada, onde podem surgir termos adicionais no lado direito desta equagao.

3.3 Quebra Andémala da Simetria de Escala

Em uma teoria renormalizada a constante de acoplamento g depende da escala de
energia. Neste caso devemos esperar que uma teoria invariante de escala nao seja
mais invariante depois da renormalizacao devido a sua dependéncia da constante de
acoplamento, pois se considerarmos a mesma teoria em escalas diferentes a constante
de acoplamento deve mudar |21].

Para ter uma intuicao de como a simetria é quebrada podemos pensar que
r—1r=cr=>pu—py =e‘u, (3.72)

onde foi usado que a escala de renormalizacao p, que tem dimensao de massa [u] =
[m], serd escalonada com o inverso da transformagcao de = (j& que comprimento tem

dimensao de [m]™!). E assim

/ ! 8
g—>g=g+(u—u)£%9—e/@, (3.73)

0
onde = ,ug—g é uma funcao do grupo de renormaliza(;é
1L

17Veja por exemplo [21].
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A lagrangiana vai sofrer uma variacao adicional, devido a variacao de g, do tipo
—ef3 g—g que é responsavel pela quebra da simetria. Isto é apenas uma discussao in-
tuitiva, pois supomos aqui que os campos renormalizados se transformem da mesma
maneira que os campos nus. Existe uma discussao que em baixas ordens de teoria
da perturbagao pode-se explicar a anomalia supondo que a dimensao de escala do
campo ¢ alterada pela interagao tornando-se a dimensao do campo livre somada a
dimensao anomala. Nao vamos entrar em detalhes desta discussao, mas ela pode
ser encontrada em [11].

Nosso objetivo é calcular o termo anomalo com calculos perturbativos usando a
IW relacionada a equacao de continuidade desta simetria. Vamos deduzir a IW da
dilatacao a nivel classico, isto €, a identidade que equivale a corrente ser conservada, e
calculando explicitamente os termos desta identidade obteremos o termo que quebra

a identidade, e que, por consequéncia, quebra a simetria.

3.4 IW da Corrente de Dilatacao

Vamos estudar a IW associada a corrente de dilatacao que é obtida como resultado

de (B12)
0, D" = T[j , (3.74)
onde

D, =2"T,, (3.75)

¢ a corrente de Noether associada a transformacao de escala. A equagao ([3.74))
representa uma simetria a nivel classico se T = 0 que ¢ o caso quando a lagrangiana
que descreve a teoria nao contém parametros dimensionais como vimos nas secoes
anteriores. A IW da corrente de dilatacao que relaciona fun¢ées de Green no espaco

dos momentos é

n—1 8

- ingl)(O,ph s Pn1) = (”(d<1> —4)+4 - Zpka—pk)G(”)(pl, ey Pn—1), (3.76)
k
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cuja demonstragao encontra-se no apéndice B} onde G({p}) e Gr(k, {p}) sdo fungoes

de Green no espaco dos momentos definidas por

(2m)*6( Zpk)G(n) (P1y ey Pr1)

k=1

= /d4x1...d4xn exp <22pkx;€) Gz, ..., z,) (3.77)
k=1

@2m)*o(k+ > pe) G (k. pr, oo pui)

k=1

= /d4yd4x1...d4xn exp (z [ky + Zpkxk}>G(”) (y, 21, ..., xy) (3.78)

k=1
sendo as respectivas funcoes de Green no espaco das coordenadas definidas mate-

maticamente por

G (21, ..., x,) = (0|]T ®(z1)...0(x,)|0) (3.79)

G (y, 21, ooy ) = (O] T (y) @ (1)... 8 (2,)]0) (3.80)

onde o T' que aparece a esquerda dos campos nas equacoes acima ¢ o ordenamento
temporal e |0) é o estado fundamental da teoria com interagao. O parametro dg na
equacao ¢ a dimensao de escala de cada campo na funcao de Green e
o termo 4 + n(de — 4) ¢é igual a dimensao de massa da fungao de Green no espago
dos momentos como podemos verificar da expressao (3.77). Entao, por analogia,
podemos esperar que esta identidade para fungoes de vértice F(Tn )(k, Dy ey Pn) €

L™ (py, ..., pn) serd
n—1 o
- Z.Ff(l?)(oapla s Pno1) = (4 —nde — Zpka_m)r(n)@l’ s Do) (3.81)
k

j4 que as funcdes de vértice I'™ (p) sdo deﬁnida como as fungoes de Green conexas
retirando-se os propagadores das pernas externas, onde as func¢oes de Green conexas
sao as fungoes de Green considerando unicamente os diagramas de Feynman conexos,

F(n) (pb "'7pn71) = H[A%‘(pl)]ilGZon(pla "'7pn71> 9 (382)

)

18Veja [18]

29



onde A’(p;) representa o propagador do campo, e assim a dimensao de cada fungao
de vértice é (n(de —4) +4) — (2de —4)n =4 — nde.

A equagao (3.81)) é um resultado a nivel cldssico se usarmos T = mp ,
que foi obtido usando as equacoes de Euler-Lagrange. Ela representa a simetria
de escala no caso em que a teoria nao tem parametro dimensional como discutido
acima, que implica m — 0, e que deve ser quebrada pela renormalizagao ja que esta
introduz um parametro dimensional. Vamos calcular na préxima secao a IW para

n=2.

3.4.1 IW Para Funcoes de 2 Pontos

Vamos estudar a IW para o caso da fungao de Green na teoria da EDQ com n = 2

e campos externos A,
Gl (x,y) = (OIT Au(x) A, (y)[0) (3.83)

que é o propagador do féton com correcoes radiativas, e a funcao de Green andloga

envolvendo o operador T}

G (2 2,y) = (01T TR(2) Au(2) A, ()[0) (3.84)

j15%

Da equagao (3.76]) temos
— G, (0,p) = (2(da =) +4 —p=) G2 (p), (3.85)

que usando dq = 1 (resultado (3.14))) resulta em

0

—iGP L (0,p) = (—2~ pa—p)affg (p). (3.86)

Podemos obter a IW da dilatacao relacionando funcoes de vértice. Para o caso
em questao, como a funcao de Green de 2 pontos nao tem diagramas desconexos, a

fungao de vérticd™] é obtida por

G"™ (p) = D" (p)I'"(p) D" (p) , (3.87)

19 A funcdo de vértice é definida como a funcao de Green conexa, isto é, sem as contribuicdes dos

diagramas desconexos, retirando-se dela os propagadores externos.
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onde
igh?

D" (p) = e

(3.88)

é o propagador do féton. Podemos definir a fun¢ao de vértice andloga para Gr(p)

como
Gy’ (p) = D" (p)T7 (0,p) D™ (p) (3.89)
Observe que
9 g™ o o
= pr(p) = L (2p?) = 2DM .
5y (p) e (2p7) (p) (3.90)

pa—pG"”(p) = (198%)1?”(19))F *(p) D" (p)

+ D"\(p) (pa%w (p)) D™ (p)

0
+ D*\(p)I(p) (p—Dp”(p))
dp
0
= ADPEPEDM) + D) (55 V) ) D)
(3.91)
Usando estes resultados em ([3.85)), obtemos
. 0
— i, (0.9) = (244 = pg T 0), (3.92)
que usando o resultado d4 = 1 (3.14)) resulta em
' (0,p) = i(2 — p-2)T2) 3.93
T,uzz( 7p) Z( pap) ,Lu/(p)' ( . )

A equacgao acima esta de acordo com o resultado para fungoes de vértice de n pontos

(3-81)) do capitulo anterior.
Podemos reescrever ((3.93) como

0
Auu(()?pa _p) = (2 — P

ap)HMV(p> _p) ) (394)
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onde II,,,(p, —p) = T (p) € A (0,p, —p) =T, (0, p).

Estas amplitudes sao representadas a um laco em diagramas de Feynman como

—ill, = M\NOVW (3.95)

segue.

?

nv

~— : o~ (3.96)

A justificativa para o segundo diagrama ter esta forma é que a funcao G%”(0, p),
correspondente a esta amplitude e que é a transformada de Fourier da funcao de 3
pontos Gr(z,y, z), é andloga a funcao de Green G, (p), porém com um dos momen-
tos iguais a zero e com o vértice correspondente gerado pelo operador T = ma
em vez de j* = ehy"1) que gera os outros vértices (veja equagoes e )
Podemos assim usar as regras de Feynman para os tultimos graficos incluindo o termo

1m para o vértice marcado com X em analogia com zev* dos vértices da QED.
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Capitulo 4

Calculo da Anomalia a um Laco

por Regularizacao Implicita

Para calcular as amplitudes envolvidas na equagao ¢é preciso utilizar algum
esquema de regularizacao e renormalizacao. Como discutido anteriormente, este
processo quebra a simetria de escala com a introducao de um parametro dimensional
na lagrangiana, parametro este conhecido como escala de renormalizacao, necessaria
em qualquer esquema de renormalizacao. Esta quebra de simetria se caracteriza pela
violagao da IW da dilatacao que pode ser identificada por um termo extra na equacgao
que € a nossa anomalia.

Realizamos o calculo de ambos os lados da equacao separadamente, a
nivel de um laco, no limite m — 0 que é o caso em que existe simetria a nivel
classico, e desta forma obtivemos a anomalia. Utilizamos a regularizacao implicita
(RI) [3H54/719], onde um dos passos deste esquema equivale a parametrizar as di-
vergéncias de forma independente de regularizacao evitando o surgimento de ano-
malias espurias, que sao apenas um defeito do célculo e que podem ser eliminados
por uma renormalizagao adequada, nao tendo assim significado fisico. Faremos uma
breve descricao do método e logo apds apresentaremos os resultados com discussoes

das passagens importantes do célculo, cujos detalhes encontram-se no apéndice [C|
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4.1 Método

A ideia principal da RI é separar as integrais divergentes em integrais finitas e inte-
grais que nao dependem do momento externo. Isto é feito por meio de manipulagoes
matemaéticas, onde podemos assumir que existe um regulador implicito para justi-
ficar a manipulacao das divergéncias, mas separando-as como descrito acima elas
nao precisarao ser avaliadas depois, pois podemos absorvé-las pela definicao das
constantes de renormalizacao.

Faremos tal manipulacao aplicando (quantas vezes for necessario até isolar todas

divergéncias) a identidade

1 kB —m? 1 _ (k+p)?—m?—2kp—p?
[(k+p)?—m?2 — E—m?[(k+p?—m? (K —m?)[(k+p)? —m?
_ 1 _ p? + 2kp (41)

(k2 —m?) (k= m?)[(k +p)* —m?]’

nas integrais divergentes, onde p é o momento externo e k o momento interno que
serd integrado. Desta forma nao introduzimos nenhum regulador explicitamente nos

calculos, evitando contaminar a parte finita das amplitudes.

4.1.1 Renormalizacao e Invariadncia de Calibre

Como exemplo vamos estudar a renormalizacao do tensor polarizacao do vacuo II,,,,
onde omitiremos os detalhes dos célculos, pois estes podem ser encontrados nos tra-
balhos [4,/6]. Apresentaremos apenas as passagens importantes para a compreensao
do método e discutiremos também o papel da invariancia de calibre.

Usando as regras de Feynman em (|3.95)), obtemos

~ilLy = = [ Tr{enSEen s+ )}, (42)

onde S(k) = é o propagador do fermion e [, = [d*k/(2m)* .

F—m
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Apéds tomar o trago, manipular devidamente e utilizar a identidade (4.1]), obtemos

M, 2/ kuky / k2 o / 1
4ie2 k<k2_m2)2 Guv k(k2—m2)2 G k(k2_m2)2
2k, k k. k, ko k kok

_ 2 et apf [ DptvRalB o o _ Rl

P ) =

ko k k? k2kok

_ o L A— P TR _ halp
P s e G s | G

g [ Y )
g,w/pozpﬁ k(kz_mQ)S 3 pg/.LZ/ p,upu

(1 + —(Zm;;r pQ)Zo(pz; mg))

3

1 1 1
= I, +4 (TZV — 3P M + 0P’ Y s — P Pu L on — —papBgMV%)

3 2
(4.3)
com
_ 4 1 (2m?+p?)
M = Z(0*Gpw = pupy) (Izog(mQ) —b<§+ p—QZo(pQ;m2)> , (44)
onde 1 5 9
Zo(p*m?) = / dz In {p g6 ;ﬁ”m} , (4.5)
0
b= (4.6)
(4m)?

2 0 0 ~ . . . . ~ .
T, Yo e T, ap sao diferencas de integrais com mesmo grau de divergéncia e Ijo,

¢ logaritmicamente divergente. Estas integrais nao dependem do momento externo
p e estao listadas na secao do apéndice D]

Um resultado importante em RI é que os termos Y2

v
superficie (veja um exemplo na segao do apéndice @, e que eles sao arbitrarios

0 0 =
T, € T )ap sao termos de

e dependentes de regularizacao. A demonstracao e discussao destes resultados pode
ser encontrada em [4-7], em [9] é mostrado ainda que termos de superficies em
RI, como os citados acima, estao conectados com os rétulos dos momentos e que
a invariancia de réotulo é uma condigao necessaria para assegurar a invariancia de
calibre. Veremos a seguir que para o nosso caso estes termos de superficie devem

ser nulos para manter uma IW de calibre.
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Assumindo a arbitrariedade dos termos de superficie podemos escrever ({4.4))
como

11,

4ie?

- ﬁ,uz/ + (Oélng;w + 052])29;”/ + a3pupu> (47)

sendo os a’s constantes arbitrarias. Mas a invariancia de calibre da EDQ implica

que o tensor de polarizagao do vacuo deve satisfazer a condigfuﬂ

pull*(p) =0, (4.8)

e assim os a’s devem ser nulos.
A escala do grupo de renormalizacao, que chamaremos de A, é introduzida em
RI pela identidade (veja detalhes em [5/6/8])

2

Loy (m?) = Loy(A2) + b1n (A—) . (4.9)

m2

Para renormalizar, vamos utilizar o contratermoﬂ i(p*9, — pupy)(Z3 — 1), onde

Z3 é definido pela renormalizacdo do campo A*,

AF = 72 AP (4.10)
e assim, obtemos
4 5
Z3 =1+ 521109(/\ ) (4.11)
e
H:w = ﬁlﬂf + i(p2guu - puPu)(ZB - 1) ) (412)

que € o tensor polarizagao do vacuo renormalizado.

4.2 Calculo da Anomalia

Para obter a anomalia de escala calcularemos primeiro o lado esquerdo da equagao
(3.94)), obtido este resultado usaremos o resultado de II,,, para calcular o lado direito.

'Pois esta é a IW associada a invariancia de calibre. Veja [21] por exemplo.
2Veja a secio Renormalization of Quantum Electrodynamics em [21].
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Usando as regras de Feynman em ((3.96]), obtemos
A, =—2 /TT{B’}/#S(II{Z)@}/VSU{? +p)mS(k+p)}, (4.13)
k

que apds tomar o trago e devidas manipulagbes (veja detalhes na secao do

apéndice [C)) resulta em (C.10)
A, = 8ie*m® (4@,803 (m?) = guLig(m?)) + A, (4.14)
onde
k. k 1
N0 2_/—w I 2—/— 4.15
,uu(m ) k(kQ_m2)37 lg(m ) & (k2_m2>2 ( )

sao integrais divergentes que nao dependem do momento externo p, e A;W é composto
apenas por integrais finitas (veja equagao (C.12))). Apds alguns calculos, que incluem

parametrizacoes de Feynman, resolugao de algumas integrais e a expansao (veja

equagao (C.32))
In <m2 —ry( - y)) =In (_—pQ) +In (y(1 —y)) + O(m?), (4.16)

m2 m2
obtemos que a parte finita serd de ordem m
A;W =0O(m), (4.17)
e como estamos interessados no limite m — 0 podemos escrever como
A, = 8ie*m? (4@52,) (m?®) = gudiog(m?)) + O(m). (4.18)

Note que o termo entre parénteses ¢ uma diferenca entre duas integrais com o mesmo

grau de divergéncia. Estas integrais estao relacionadas, como demostrado na segao

do apéndice @, pela identidade (D.12)
40[)(m”) = g liog(m?) — T}, (m?), (4.19)

onde

(A B
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Usando esta relacao, obtemos
Ay = 8ie?m?T), (m?) +O(m). (4.21)

Para fazer o limite m — 0 temos que usar a massa renormalizada ja que a massa
nua ¢ infinita em teoria de pertubacao. Assim, utilizando o resultado que T?w é

finito como discutido anteriormente , obtemos

AL, (p,m=0)=0. (4.22)

0
Para calcular (2 — pa—)wa note que (veja ((C.134)) e (C.135))
p

0 0
9 _ 2 (2 —p—Vp%s =0 4.23
( pap)p ( pap)p ps =0, (4.23)
e como Z3 nao depende de p, obtemos

0 0 (= :
(2=pg M, = (2= ) (T + i g0 — pun)(Zs = 1)

= (2- pg)H,w : (4.24)

Utilizando o ﬁ,w da secdo anterior (que foi obtido em [5,6]), obtemos (veja (4.4))

0 ~ 4 m? 2m?
2~ pINTL, = Zbie? ( (p%g, — pups) ( — A0 Zo + (222 4 1) 2! 4.25
( p@p) m 3 e ((p Guv — Pub )( P2 o+ ( P +1) 0)) , )

471-)2 ) a
Usando a expansao (4.16)),

) 0 B
onde b = s, 4 = P—pZo . Zo(p¥m?) = [ dz In [p—QZ(Zm?erQ],

0 ~ e?

(2 - pa_p)H;w = _@(Zﬁguu - p,upu) + O(m) ) (426)

e tomando o limite m — 0, obtemos
2

0 e
(2- pa—p)ﬂfw(p, m=0)= o Pupy — P gu) - (4.27)

Usando este resultado e (4.22)), obtemos

2

r a r € 2
Al (pym=0)—(2— pa—p)HW(p, m=0) =~ Pupy = °gw) (4.28)
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que é portanto a anomalia de escala para IW de dilatagao (3.94) a um laco.
Foi discutido anteriormente que esta anomalia é consequéncia da introducgao da
escala de renormalizacao na lagrangiana no processo de renormalizacao. Na secao

anterior vimos que esta escala foi introduzida na renormalizagao do II,,,, e assim

mz
os parametros envolvidos no resultado devem ser os parametros renormalizados.
Concluimos entao que a dependéncia da anomalia na escala de renormalizacao estd

na constante de acoplamento renormalizada
e=r¢e()\), (4.29)

onde A é a escala de renormalizacao na RI (veja equagao (4.9)).

Nosso resultado para a anomalia estd de acordo com o resultado existente
na literatura calculado por outros métodos que pode ser encontrado, por exemplo,
em [12] e [15] .
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Capitulo 5
Conclusao

Nosso objetivo principal foi estudar a anomalia de escala na EDQ e calculéd-la uti-
lizando a RI. Para atingir tal objetivo o primeiro passo foi entender a anomalia
em questao. Comecamos estudando a simetria de escala, onde vimos que, a nivel
classico, ela é uma simetria de teorias descritas por uma lagrangiana que nao de-
pende de parametros dimensionais. Neste ponto surgiu uma evidéncia que sugere
que esta nao deve ser uma simetria a nivel quantico, ja que em uma teoria renor-
malizada a constante de acoplamento envolvida deve depender da escala de energia,
e desta forma a descricao do sistema deve depender da escala em que se estuda o
mesmo. Em seguida obtivemos a corrente de dilatacao e sua relagao com o traco
do tensor energia-momento de Belinfante (equagao ) para o caso da EDQ.
Este resultado foi 1til para obter a IW da dilatagao, possibilitando um estudo di-
agramatico da simetria. Calculando cada amplitude envolvida na IW, a um laco
por RI, mostramos que a IW nao é vélida a nivel quantico e obtivemos a anomalia
(equagao (4.28)).

No calculo das amplitudes assumimos que os termos de superficie sao finitos e
arbitrarios, que ¢ um resultado demonstrado em trabalhos sobre RI, para cancela-los
como forma de garantir a invariancia de calibre da teoria. Cancelados estes termos
arbitrarios nao tivemos que lidar com nenhuma anomalia espiria na obtencao da
anomalia demonstrando que a RI é um método adequado para tratar este tipo de

problema.
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Apéndice A

Tensor de Belinfante

A.1 Caso geral
Se definirmos um tensor 7" por
T = 0" + 0,7, (A.1)

onde fH? é anti-simétrico nos indices (up), e O é o tensor energia-momento

canonico , temos que T* também obedece a equacao de continuidade
o0, =0 (A.2)
e como [ d32d, % = — [ d3zdyfo° — [ A3z, = =8, [ A3z fo0 =0,
Pt = /d3x T (A.3)

e TH tem as mesmas caracteristicas que definem ©"” e existe assim uma liberdade
na definicao do tensor energia-momento.

Podemos usar esta liberdade para obter um tensor simétrico. Impomos que ele
seja simétrico e substituimos (A.1]) nas equagoes ([2.14)) e (2.15))
MP = TIPS D 4 (TP — Oy fP") — z¥ (TP — O f'Y) (A.4)

DM = 8, (IIPSH®) + TH — Oy fr* — T + 9, f"* =0,  (A.5)
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assim obtemos

0, (J1*7 — f17) = 3, (P S D). (A.6)

Uma solucao possivel é
e prie — TIPS G (A.7)
com ela podemos escrever (trocando p <> p em (A.7))
fror — frer =111 S o (A.8)
e (trocando v <+ p em [A.7)

fre — [ = IS, (A.9)

e obtemos entao (somando [A.7]-[A.8) 4 [A.9 e usando fH" = — frrr )

prve — % (1P 5" ® — TI* S D + I1 S D) . (A.10)

Assim
T =" + 0,f"", (A.11)

com f#* definido por (A.10]), é o tensor de Energia-Momento simétrico conhecido

como tensor de Belinfante [14,18].

A.2 EDQ
Considere a seguinte densidade de lagrangiana (|3.60))
L =iy, — m+ ey A )Y — LF"F,, . (A.12)

As equagoes de Euler—Lagrangeﬂ para ela resultam nas equacgoes de Dirac e de

Maxwell com fonte:

007" — d(er" A, —m) =0, (A.13)
IOt + (ey" Ay — m)ip =0 (A.14)

e
O, F" — expyt1h = 0. (A.15)

Weja por exemplo [17}20].
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O tensor energia-momento canonico ([2.7) para esta lagrangiana é

oL oL - oL
o = 0" =0 O"Ay\ — g™ L A.16
mas sendo a7 o7
= iyt - =0 A.17
e
oL 0

B0 10,5 (e~ el (AT~ 070

= 50500 — 403) PP = —3(F" — F™)
= M (A.18)

usando (A.17) e (A.18) em (A.16) obtemos o tensor energia-momento canonico da

eletrodinamica

O = I+ FMO Ay — g L. (A.19)

Vamos obter o tensor de Belinfante (A.11]) para esta lagrangiana, mas para simpli-
ficar as contas podemos definir f#* ({A.10) como

A I (A.20)

onde f"”” é calculado usando apenas os espinores de Dirac ¢ e ¢, e fi"” usando o

potencial vetor A*. O tensor simétrico serd entao dado por
™ = 0" + 0, + 0, f4"" . (A.21)

Para calcular f;"” sabemos que numa transformacdo de Lorentz infinitesimal o

campo ¢ se transforma com [17]
() = (@) = ¥(@) + 56w, Y (@), (A.22)
que comparando com a equagao nos fornece
SH = i[v“,v”] . (A.23)
Usando este resultado em ,
7= (P I A = AT A I A DY (A.24)

43



com
YA T = AT+ AT = AP = AP = AR+ P
F A = AP = 29y = 29y — 2977 AM + 29" P (AL25)

obtemos
e L e L e Ll e L (A.26)

Opff"" = Ji0p(0y A"y ) — (") — O (") + " D ()] . (A27)
Usando as equagoes de Dirac e ,

0p(vy*) = —ith(er" Ay — m) + i (e Ay —m)yp = 0 (A.28)

Op (V"' ) = (O )7y + o "y O, (A.29)
onde usando que YPyHyY = 2gHPyY — PPV = 2gHPAY — 2gPVyH 4 YAV AP ficamos

com

0p(VY" YY) = (D)"Y Y + V"Y' Y Ot + 2007 0"1p — 270"

= —i(ev’ A, — M)V Y + iy (eyP A, — m)Y + 209 O — 2y* 0"

= —ei) A (20"77" = 2077 + 4V + ey Y At + 207" O — 209D
= eih(—2AMY" + 2AM" ) + 200 O — 27107, (A.30)

assim, substituindo (A.29)) e (A.30]) em (A.28)),

0, [ = Jih[Yy 0" — (DY) — 3yy"0"y — (0" )]
+ e (y A =AY ). (A3

Para calcular agora f4”” sabemos que para uma transformacao infinitesimal de
Lorentz o campo A* se transforma com A#(x) — A™(2') = A*(x) + " A¥(z), que
comparando com 1’ obtemos %eagSff g™ = ¢4, ou seja,

eaBSff =26 = € — €y = ea5(5355 — 5;‘65) (A.32)
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Sﬁ‘f = 5355 — 5;“55. (A.33)
Usando (A33) ¢ (A18) em (E10),
ZVP _ %[(FPVAM — FPRAY) — (FM AP — FHPAY) + (FYP AP — FVMAP)]
= FHrAY (A.34)
e usando ([A.15))
D, fhP = ehytp AY + FrPO,A” . (A.35)
Finalmente usando este resultado e o resultado para ff;”p 1} obtemos o
tensor de energia-momento simétrico da eletrodinamica
™ = 6"+ @ff;”p + O, = iy 0 Y + FMO" Ay — g"' L
+ 31 O — (9" P)y ) — 3y — (9"
+ Lep (v AF — YAV + epyF P A + FrA9\AY
= iy 0w — (@ U + Uy O — (9" Y]
+ FMEY + Lep (W AP + A AV — g" L. (A.36)
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Apeéendice B

Deducao da IW da Dilatacao

Para obter a IW da corrente de dilatagao usaremos o formalismo de integral de

trajetériaﬂ. Neste formalismo o funcional gerador das fungoes de Green é dado por

W[J| = ,o/D@ exp (z’/d”‘x (L(x) + J(w)@(x))) : (B.1)
onde p é um fator de normalizagao. A funcao de Green
G (x1,...,xx5) = (0|T ®(21)...0(zx)|0) (B.2)

é obtida pela relacao

5N
G (zy, .y zy) = (=) Wi ' v
(21 N) = (1) dJ(x1)...0J(zN) ) J=0 .
A transformacao
O(z) = O(x) +0®(x) = L—L+0L B

IFaremos uma deducio que ndo é rigorosa, existem problemas, por exemplo, em supor que D®
¢é invariante sob a transformacao. O método Fujikawa para tratar anomalias utiliza o fato de que
D® nao é invariante (veja [23,[24]). Mas no nosso caso queremos obter apenas a IW ”cldssica”,
pois a anomalia obteremos estudando a IW por teoria de perturbacao.
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que, considerando DP’ = DP), leva a

/ DO exp <z / d'z [L(z) + J(a:)@(x)})
- /D(I) exp (i/d4x [L(z) +6L(z) + J(2)(D(z) + 5‘1’@))})

— /D(P (1 +i/d4y [6L(y) + J(y)6@(y)]) exp (i/d4$ [L(z) + J(@@(:c)}) )
(B.5)

ou,
/d4y/D<I) [6L(y)+J (y)d®(y)]) exp (i/d4x [L(x) —i—J(x)(I)(x)]) =0, (B.6)
Derivando funcionalmente o integrando em relagao a J(xy),J(x2),..., até J(zn),

)
5J<£L'1)

[ 20 520) + s e (i [ s (£ + Tp0) )
— 6y — 1) /D(I) 3 (1) exp (z/d”n [L(z) + J(w)@(fﬂ)})
i / DO [6L(2) + J(2)68(x)] B(a1) exp (z / d'z [C(x) + J(x)@(x)]) . (B.7)

52 o
5720 (@) /D(I) [6L(x) + J(x)0®(x)] exp (z/d z [L(z) + J(x

=

=10(y — 1) /Di) P (1) P(xq) exp (z’/d4x [L(x) + J(x)D(
+i6(y — x2) / DB 5(29) B (1) exp (z / d'z [L(z) + J(2)®()
+ (i) / DO [6£(x) + J(2)58(2)] B(1)® () exp <Z / d'z [L(z) + J(
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Assim,

5J(x1;s.].v.5(xN) [ / d'y / D [0L(y) + J(y)d®(y)]) exp (z / d'z [L(x)

+ J(x)@(x)])]

= /d4y [(@)N—lija(y—xk)/p@ ®(21)...00(zy,)...0(zN) exp (z’/d4x L)

+(z’)N/D<I> SL(Y)D(x1)...®(xy) exp (z’/d4x .c)] =0, (B.9)

i/pcp D (21)...0D(21)... B(w ) exp (@-/d% r)
= —i/d4y /DQD IL(y)P(x1)...P(zN) exp (’i/d4:c ﬁ)_ (B.10)

Vamos escrever a variagao da lagrangiana como em (|3.41))
0L=0,F'+ A (B.11)
e assim ficamos com

Z/D(I) O (z1)...00(xy)...2(xN) exp (i/d4x L)

= —i/d4y /DCI> %F"(y)@(ml)..@(m]\/) exp (i/d4x L)
—i/d4y /D@ A(y)®(z1)...@(zx) exp (i/d4x L). (B.12)

Para o caso da transformacao de escala A = 1. Usando este resultado e despre-

zando o termo de superficie na equacao acima, obtemos

ii::/D(I) O(11)...00(x)...0(xN) exp (z/d% L)
:/d4y /DCD T} (y)®(x1)...0(zy) exp (z’/d% L) (B.13)
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Mas de ([B.3]) obtemos a expressao para uma fungao de Green no formalismo funci-

onal como sendo
GM(zy,...,zy) = p/DCD O(z1)...P(zN) exp (i/d4x L), (B.14)

entao

Mz

/ d*y(O|T T(y)® (1) ®(xx)|0) = i S (0T ®(x)...6 (). B (x)|0)

1

(o|r q)(ajl)(xgaix;:@(xk))@(x]\;)m) :

M= ¢

= iNdg{(0|T ®(z1)...P(xN)|0) + i

e
Il

1

(B.15)

onde usamos J® da transformacgao de escala para os campos (3.28) 6® = (d, +
x"0,)®. Desejamos retirar as derivadas para fora do ordenamento temporal. Para

o caso de N = 2 observando que

0
5@@(x2)|0>

(o|r IT%Q(xI)Q(x2>|O> + (0|7 ®(z1)x
= (st s + s ) O @) B(a2)[0) — 220(a? ~ ) [(), B(rs)]
9508 — ) [0(a2), B(a)

_ ( 88“ 4ot 88 )<0|T ®(21)®(2,)[0), (B.16)

onde usamos que T ®(x1)P(x2) = O(x; — x2)P(x1)P(22) + (2 — 1) D(22)P(27)
sendo 6 a funcao degrau. Podemos generalizar para N qualquer, pois os termos vao

se cancelar em pares como no casso acima. Assim reescrevemos ([B.15]) como

[ o 1) 0 ). <xN>|o>—szq>+Zxkaau (O[T @(z1)... () [0).
(B.17)

A equagao (B.17)) é a identidade de Ward da corrente de dilatacdo que relaciona
funcoes de Green no espaco das coordenadas. Para obter a mesma identidade rela-

cionando fungoes de Green no espago dos momentos, usamos a definicao de fungao
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de Green neste espago

(27)45( Z pk) G (P1, -, PN-1)

k=1

N
= /d4x1...d4xN exp (inkxk) G™M(xy,...,xzy), (B.18)
k=1

que é a transformada de Fourier das funcoes de Green no espaco das coordenadas,
onde o delta de Dirac assegura a conservacao do momento e da energia. Podemos

definir analogamente a fungao de Green

N

(27T)46(k + Zpk)G(N)(kapla --pr—l)

k=1

N
= /d4yd4x1...d4mN exp (z [k;y + Zpk:pk])G(N)(y,xl, .»zy) (B.19)
k=1

como a transformada de Fourier de
Gy, 21,y ) = (0T T(y) (). ()| 0). (B.20)

Usando estas defini¢oes com k& = 0 em (B.19)), podemos reescrever (B.17) como
N

i(2m 45 Zpk 0 D1y oy DN—1) = Nd¢(27r)45(2pk)G(N)(pl, s PN-1)
k=1

N
+ /d4x1...d4xN exp (zZpkxk> (Zx )G(N) x1, .., xy). (B.21)
k=1

Integrando esta equacao em d*py e multiplicando por (2;)

- ZG’gﬂN)<Oap17 --pr—l) = Nd(DG(N)(pla --pr—l)

N-1 N-1
. 0

+ /d4x1...d4x1\;_1 exp (2 E pkxk> ( g xﬁwG(N)(:rl, o TN_1,TN = 0)) ,
k=1 k=1 k

(B.22)
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mas note que

pj%/d4x1...d4x]v exp (i;pkxk> (0T (). () [0)

_ / 1 d oy pyz; exp (izpkxk) OIT ®(21)..(2x)|0)
/ [ exp( Zpkxk>] (OIT ®(2)...8(xx)0)
/ [x]exp( Zpkxk> (O[T ®(a1)...0(2x)[0)
y / dy..d'sy exp (Zpkxk) (O[T ®(z1).- B (ay)[0)

— /d4x1...d4xN exp <22pkxk)xja%[(O|T ®(z1)...0(zy)[0)], (B.23)
. j

Aplicando o resultado acima para as N — 1 integrais restantes e desprezando os
termos de superficie, obtemos

- ZG’S“N)«)aplu "'7pN—1) - Nd(I)G(N)(plu ~'7PN—1)

1 e — B-24
E Prk— 9 pla y PN 1) ) ( )
ou

N-1

. 0
_ ZG(TN)(O,p1, copna1) = (N(dp —4) +4— Zpka_pk)G(N)(pla .pN-1), (B.25)
k

que ¢ a identidade de Ward da corrente de dilatacao ou identidade de Ward do traco

por relacionar a funcao de Green de n pontos com a funcao de Green relacionada ao
traco do tensor energia-momento como um operador
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Apéndice C

Calculo das Amplitudes da IW

C.1 Calculo de A,

Vamos calcular

onde

Ay = =2 /TT{eV#S(/f)e%S(kf +p)mS(k+p)}, (C.1)
k
i , kY +m
Sk) = =
(k) Ykt —m ! (Yukt — m) (k" +m)
kY +m
i e (C.2)

é o propagador do férmion. Assim

A,

e [0 (= e (ot ) e = )

2i62m/ !

g (k2 —m?)[(k + p)? —m?

+ %7 Ve K (k4 p)7m 4 19,7 1Ak m(k + p)

+ %k’ m? + Ve nm(k + p)7 (k4 p)

+ Y Yemlk + p)m + v am?(k + p) + ym?] (C.3)

T Ve Yo 1Ak (k + p)° (k + p)*

como o trago de um nimero impar de matrizes v é igual a zero, ficamos com

1

A v = 21 2 Tr{2 o 14 o
o = e | e A

+ Y Yo (k4 )7 (k + p)* + v ym® } (C.4)
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e usando (D.5)) e
TT(/YM'YV) = 4gm/ € TT('V/J%)'VV'V)\) = 4(9upgu>\ — GuwYpx + guAng) ) (C5)

obtemos

1
_ ; 2
v = 2z(em) /k (k‘2 — mQ)[(k +p)2 _ mQ]Q{S(QHPgV)\ ~ GurGpx

+ 9,090 ) K (k 4+ D) + 4(guwGor — GuoGun + Gurgue) (k + )7 (k + p)*
+ 4ng,w}

A

. 2 1
= 2ilem) /k (K —=m?)[(k+p)* - m2]2{8[ku(k + Pl gkl 2]

+ ky(k +p)u] + 4lguw (k +p)? = (k +p)u(k +p)y + (k+p)u(k + ),
+ 4g,“,m2}

1
= 2% 2
Z“m>ARW—wﬂMk+m2—mﬂ
— Gu(K* + kp)] + 49, (K* + 2kp + p®) + 4g,,m*}
1
= 92 2 16k, k
i(em) /k (k2 —m?)[(k + p)? — m2]2{ K
+ 8(kupy + kupu) + G (—4k% + 4p® + 4m?)}

_ Sifem)? ak,k, + 2(k,p, + kup,)
- st [ G

51812k, kK, + kupy + kupy

o 1 _ P’ . (C.6)
IR +p)2 —m22 (k2 +m?)[(k +p)2 — m?]?
Usando na parte divergente as identidades
1  E—m? 1 _ (k+p)?—m?—2kp —p?
[(k+p)2—m?] — k2—m?[(k+p)?—m? (k2 —m?)[(k+p)* —m?
1 242k
_ - D+ 2kp (0'7)

(7 =m?) ~ (= m[(k +p) — 7]

1 B 1 p? + 2kp 2
[(k+p)?—m?>  [K2—m2  (K2—m?)[(k+p)>—m?
_ 1 5 p? + 2kp
(k2 —m2)2 (k* —m?)?[(k + p)* — m?]
N (p? + 2kp)* (C.8)

(k2 = m?)*[(k + p)* — m?]?
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obtemos

A _/ dk,k, 8k, k. (p* + 2kp)
gie2m?2 |,

(k2 —m?) (k> —m?)3[(k + p)* — m?]
4k, k,(p* + 2kp)? 2(kupy + kupy)
(k2 =m2)3[(k +p)? —m?]2 ~ (k* —m?)[(k +p)* — m?]?
L, { 1 2(p? + 2kp)
LR =m2)?2 (k2 —m2)?[(k + p)? — m?] } }
(p® + 2kp)? P’

=Pl pP =P (= )k + ) — P

(C.9)

A, = 8ie*m? (4@52,) (m?) = guliog(m?)) + A,

(C.10)

onde

@L‘B(m2):/k% o Ilog(m2):/krlm2>2 (C.11)

sao as integrais divergentes que nao dependem do momento externo p como de-

sejavamos, e
A, = 8ie*m?[ =81}, + 417, + 217 + g, (21 — I5 + p°I5)| (C.12)

é a parte finita com

oo / (P* + 2pk)k, Ky, 2o / (P + 2kp)*k, K,
Wk (R =m?[(k+p)? —m?] T (kB2 = m2)3(k + p)? — m2]?T

(C.13)
3 _ Poky + puky _ (p* + 2pk)
];w = /k (k2 — m?)[(k + p)2 — m?]2” I, = /k (k2 —m2)2[(k +p)2 —m?]’
(C.14)
_ (p* + 2pk)? - 1
Rl N o MR K e (e
(C.15)
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Usando a identidade (D.12)) em ((C.10]), ficamos com

Ay = =8ie?m®Y), (m?) + A

pv

m?) :/kaiu {(kﬁ f”m2)2} | (C.17)

Para calcular a parte finita A’

(C.16)

onde

vy faremos a parametrizagao de Feynman nas

integrais 1,17, I3, Iy, Is e Is usando a identidade (D.1). Nao calcularemos estas
2

integrais até o final, mas apenas mostraremos que elas sao de ordem maior que m™==,

e assim A/ = 0 no limite m — 0.

Calculo da integral I

Usando A = (k* +m?), s=1, B=[k+p?—-m?, n=2em (D.l) para
calcular Ig (C.15)

_ L Sz +y—1)y r'(3)
o= [ dot 2 —m?) + y((k + p? —m?)] TL(D)

/ / ;
(1-y 2—m2)+y(k2+p2+2kp—m2)]

_ d C.18
/ y/ m2+2kpy+py) (C.18)

Fazendo a mudanca de variavel

k—kK=k+py=k=F —py, (C.19)
k* —m? +2kpy +p*y = K? —2Kpy+ p*y* —m® +2(K — py)py + p’y
= K2—(m?—ply(1—y)) = k> — A?, (C.20)
onde

AN =m? - pPy(l —y),
(C.21)
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obtemos

1 2
Is :/0 dy // (k2 — A2)3
Usando (D.2]), obtemos

b (=1 by
6 /0 YU 42 2A /0 Y\

com )
1
b=
(4m)?
Para resolver esta integral usaremos
A2
2 _
¥
¢ d d 2 2 ( 1) 2
m” +p yly — p
—¥? = — = (2y—1
dy dy{ m2 ] 2< Yy )
1 1 d 9 1 d_, p? 1
2 gy mas d—yln(E ) = ZQd_yZ = — 2y — 1)§
o 1 1 2 d 1 d
m
= | ] 22 | 22
= o 7= ")| = =
Usando este resultado em ((C.23))
1 1
Y —b y d 2
Iy = =b| dy—==— [ d — In(X
’ /0 e pQ/o Yoy —1ay )

mas como A? = m? — p?y(1 —y) (C.20) e X? =

da equacao acima se anula nos limites e obtemos

:—/ dy?y—l} In(%?).
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(C.22)

(C.23)

(C.24)

(C.25)

(C.26)

(C.27)

(C.28)

(C.29)

0 primeiro termo

(C.30)



Como estamos interessados no limite m — 0 vamos expandir In(3?) em poténcias

de m?
2 -1 2 2 -1 2
In(x?) =1In (p yly m2) tm ) =In (p—y(:l? >> +In (1 + —_prTl — y)>
(C.31)
2 3 4
ecomoln(l—l—m):x—%—k%—%—l—...,
2
In(3?) = In (W’;) +In (y(1— 1)) + O(m?), (C.32)
obtemos entao
_ b _p2 1 d y
ls = E[ln W> /0 dy [d_y2y— 1]
! d vy 2
+ /0 dy 2y~ 1} In (y(1 —y))} + O(m?)
_ b —p’ 2
- 5 1 (=7) + coa| + O(m?), (C.33)
com
_[tord y
Col = /0 dy [@Zy — 1} In (y(1—y)). (C.34)

Calculo da integral 5

Usando A = k> —m? s =2, B = (k+p)> — m?n = 2 em (D.1) para calcular
I5(C.15)

_ o O(x +y — Day(p® +2kp)*  T(4)
Iy = /k/o dxdy (x(/@_m2)+y[(k+p)2—m2])4r(2)r(2)

' (1 —y)y(p* + 2kp)?
=6/ d .
/0 ! /k (1= y) (k2 — m?2) + y[k? + 2kp + p* — m?))"

(C.35)
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Fazendo a mudancga (C.19)), o denominador desta integral muda como em ((C.20)) e

o numerador com

(P +2kp)? = (0" +2(K —py))” = p" +4p(K — py) + A(pk' — py)?
= p'+4p°pk' — Ap'y + A(pk')? — 8ppk'y + 4p*y?
= p*(1 — 4y + 4y?) + p*pk' (4 — 8y) + 4(pk')?
= p'(1—2y)> + 4(1 — 2)p’pk + 4(pk')?. (C.36)

Assim

1 /
B B 92,4 1 — 2 ’\/ W
I, = 6/0 dy y(1 y)((l 2y)°p /k T T G AL I sy v

K\ K
4 A p AVp
+ P /k;" [k/Q_AQ]ZL)’

(C.37)
Usando (D.2)) e (D.3), obtemos
1 1 11 b1
/k 2 —AJ  (dr)P6A%  GA (C-38)
© A b A
1 g P 1 —bg™*
AR ———— = = —"= .
/k A @) 12A 12 A2 (C-39)
e como
k?)‘
/k gm0 (C.40)
obtemos
b1 b 1
_ _ 2401 o0 1
I; = 6/ dyy(l —y) ((1 29)P g 12A2)
1 2
2D P
_ b/ dy (1 ((1—2y) - QF) | (C.41)
Usando novamente ¥2 = —2 C.25)),
m
1 1 d 1 -1d_, -1p
= — = ==X 2y —1 42
A4 mAY4 mas dy 32 S dy ~ 34 mg( Yy ) (C )
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ou

1 1 —m? d 1
1 42 4
At omd {p2(2y—1)] dy 322 (C.43)
usando este resultado e (C.28)) em (C.41)),
L ~1 d 1
I; = 1-— 1—2y)%p* -
1 d
- (= g 7))
PPy 1) [y
1 2
p° d 1 2 d 9
— 1—y)|(1—2y)——— — X
b/o iy y){( y)m2dy22 (2y—1)(dy ! )}
2
p
onde
i 2/1d -y —29 Lt (C.45)
51 = ; vy Y ydyEz :
(§
1
y(l—y) d 2
= _ —1 ) 4
Mas
ik !
Iy, = [(y—yQ)(l—Qy)ﬁ} —/ dy [(1=2y)* =20y — )| 55
0 0
1
1
- / dy [(1=20)* = 2y )] 5., (C.47)
usando ((C.28)),
1 2
d
I, = — 1—29)2 — 2y — )] = Dy 32
5.1 dy [(1—2y)* —2(y y>}p2(2y—1)dy n
—mQ([ ) o In X2 ] !
= 1—2y)% —2(y —
= [(1—2y)% = 2(y y)}@y_l) O
b d y—y )
— —[2y—1)—2 In ¥?
/Ody[(y ) —]
m? ['rd 3/—3/2 2
- F/o d—y((zy—1)—22y_1)]1nz , (C.48)



e usando ((C.32]),

I5.4

I
| 3
=
VN
|
sw\@
N————
o\
oW
Ned
|
/N
~—~
[\
Ny
|
|
[\
[\
<9
| <
—_
N——

1 _ 1 B
Iz = —2/ y(l—y) (iln 22> - 2/ gy YL Y) s (C.50)
0 0

2y—1 \dy dy 2y —1
e usando ((C.32)),
2 1 1
—p d y(1—vy) / d y(1—y)
I = 21 ayE=Y dydl—y), -
" n(mQ)/odydy 2y — 1 + ; dydy 2y — 1 n(y(1—-y))
+ O(m?)
boody(l—y)
=2 ay In (y(1 - ?). 51
/odydy 2y — 1 n (y(1-y)) +Om") (C.51)

Usando estes resultados em ((C.44)), obtemos

. b[p2 (ﬁ / dy 2 [(1 - 2% ~ 2y — )] 10 (u(1- )

m2 \ p?
+ QZ—jln (%)) + <2 /01 dy d%/yZ(; : :i) In (y(1— y)))] + O(m?)
— % (_m—zf> +bes, + O(m?), (C.52)

com

Cs1 = /0 dy (dijlg [(1 —2y)? —2(y — yQ)} + 2%%) In (y(l — y)) . (C.53)

Calculo da integral I,

Usando A = k* —m? s =2, B= (k+p)> —m? n =1 em (D.1)) para calcular I,
(C.14),
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P sy Deer) )
L = /k/o ey (2(k2 = m?) + y[(k +p)? —m2))’ T2

! (1 —y)(p* + 2kp)
— 92/ 4 .
/0 ! /k (1 —y)(k2 — m2) + y[k2 + 2kp + p? — m?))”

(C.54)
Fazendo a mudanca (C.19)), o denominador desta integral muda como em ((C.20]) e

o numerador com

p*+2kp = p* + 2(K' — py)p = p*(1 — 2y) + 2k'p, (C.55)
e assim,
1 2 /
_ (1 =y = 2y)p* + 2k'p|
I = 2/0 dy /, (k2 — 23
1
1
JR— —_ 2 _ —_—
=2 [ -t -2 [ GED
usando ,
' —b b=yt - 2y)
I :2/dy 1—yp21—2y—:—b/dy :
4 o ( ) ( )2A2 o A2
(C.57)
usando ((C.28)),
! 1 d
I, = —b/ dy (1 —y)(1—2 2[——11& 22}
/ 1 4 (32)
= b dy (1 —y)—1In
i Y ( y)dy
1 1 1
= b[(1—y)In(Z*)]| + b/ dy In(¥?) = b/ dy In(¥*),  (C.58)
0 0 0
usando ((C.32)),
—p2 1 )
I, = b(ln (W) +/0 dy In (y(1 — y))) +O(m?)
2
— b(ln (%) + (;4.1) +O(m?), (C.59)
com 1
Cp1 = / dy In (y(l — y)) ) (C.60)
0
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Calculo da integral IZ’,,

Usando A = k* = m? s =1, B = (k+p)> —m? n = 2 em (D.1]) para calcular
13,([C14),

_ . x+y—1) (p,,k: +p#kl’) I'(3)
fr = // ey K2 —m?) +y[(k +p)* —m?))" TT(Q)
B (pyku +pukV)
= 2/0 dy /k: ((1_y)(k:2—m2)+y[k2+2kp+p2—m2])3’ (0.61)

Fazendo a mudanca (C.19)), o denominador desta integral muda como em ((C.20]) e

o numerador com

pl/ku + puku - kaL + p,U/kI/j - 2p,upl/y7 (062)
e assim,
5o y(poky, + puki, — 2pupry)
pro ) k/2 _ A2)3
4 / d / _ (C.63)
= Y y PuDv ) .
0 St (k2 — A2)3
usando ([D.2)),
L2
L, = 2bpup, / dy 5 (C.64)
0
usando ((C.28)),

3 ! ?/2 d 2
N, = 2bp p,,/ dy ————1In (2
g e T P2y - 1) dy &)

Dup y? N d y? )
— opbuby In (X _ & In (Y
bp2 [2y—1n< )]0 /ody(dyZy—l) n ()

= gyl /0 dy (i v )m(z?), (C.65)

p? dy2y—1
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usando ((C.32),
2 1 2
Publy —p d vy
I3 = —2p222 | In(| = —
wy pr <n(m2)/0dy(dy2y—1>

2
Pubv —-p
= b# |: —21In (W) + 63,1] + O(m2) (C66)
Ccom
(LY \ma C.67
=-2 — — . .
C31 /0 dy (dyZy—l) n(y(1-y)) (C.67)

Calculo da integral I7,,

Usando A = k* —m?, s =3, B= (k+p)* —m? n =2 em (D.1)) para calcular I,
C13),

2 _ 1 ;,; §(z +y — 1)2?y(p* + 2kp)°k,k,  T'(5)
B /o Y Gtk =) 3l (k ) — m2) TTE)

! (1 — y)2y(p* + 2kp)®k,k,
= 12/ d . (C.68
/0 ’ /k ((1 = ) (k2 — m2) + y[k? + 2kp + p* — m?])° (C68)

Fazendo a mudanca (C.19)), o denominador desta integral muda como em ((C.20]) e

o numerador com

(0 + 2kp)*kuk, = [p* — 2p(K — py)]*[(K — py)u(K — py).]
= [p'(1—2y)* +4(1 — 2y)p°pk + 4(K'p)?] -
(kLK — y(Kpy + k,pu) + y*pupy]
= p'(1 =29’k K, + v*p" (1 = 29)*pups
— 4y(1 = 2y)p’pk' (K, py + K,p.) + 4(K'D)*k, K,
+ 4y*(K'p)*p,p, + termos com n° fmpar de ks,
(C.69)
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onde os termos com nuimero impares de ks serao anulados quando fizermos a integral

em d*k’. Obtemos entao

! kxkok,k k,k
]’2 — 192 1 — 24)\0/M 41_2 2/ pnvv
v /0 dy y( y) |: pp L (/{2 _A2)5 +p ( y) % (k2 _A2>5

kak
2. A Ay
—4y(1 —2y)p°p ( u/km—F(uHV))
kk 1
42 V)\U/ Ao 241_22 V/ .
TPV | G TP =20 | s
Usando (D.4]),
kkokyky —b11
/k (k; — X2)5 - ZFZ(Q)\O’QILV + 9uYov + g)\ug/w) ) (C?O)
usando (D.3]),
kako bgwl bagr
(Z_A2ZP 24 2 A2 48 AL’ 71
/k(k:2—A2)5 24 2 A1 A8 AL (C.71)
e usando(D.2)),
1 —b 1
/k (k2 — A2)5 T~ 19 A6 (C.72)

Com estes resultados em ((C.70) obtemos

1
—b11
[51/ = 12/(; dyy<1_y)2 |:4p/\ (ZFZ(Q/\JQMV"’_gA,ugUV+g)\ug;w)>

b Juv b gx
+ph(L -2 ( 55 ) — (1 — 2’ <py(@A—5) (o v))
o b 9ro —b 1
+ 49*pp.p’p (@F) +y°p* (1 — 2y)*pupy (EF)}

! —-b 1 bg
= dy y(1 — y)2 | — — (gup® + 2p.py) + pi(1 — 2y)2 =21~
/0 yy(l—y) {2 12 Gup” + 2pupe) + 07 (1= 29)° 7

b1

b b
— 8y(1 — 2y)p2pupqp + y2p2pupum —y?p'(1 - 2y)2pupyﬁ>]

' —1p*  (1-2y7°p*
_ — )2 L g Z
= b/o dyy(1—y) [9#11( st A4)

/_\—i + [—2y(1 —2y) + zf]p—2 —y*(1 - 2y)2£)}

AT AS
1 1 ,
= b[guv(§[2,1 + o leo) + p;f (—La+ Ls+ L), (C.73)

+ DubPv (
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onde

1
1
I, = —PQ/ dy ?J(l - y)gp ) (C-74)
0
! 1
ha=p' [ dyy(i-yP0 - 2. (1)
0
! 1
Ly = p* | dyy(l 2y1—2y)+y]A
0
1
= p / dy y(1 —2y + 5y/° )A4 (C.76)
0
! 1
L= —Pﬁ/ dy y*(1 21 -2y A6 (C.77)
0
Usando (C.28) em (C.74]),
2 ! d 2
L, = / d ——— In(X
2.1 ; yy 1) dy ( )
! d y( y) 2

e usando ((C.32)),
2. pl 2
—p d y(1 —2y)
Iy = 1 (— dy (=
2 N m2>/0 y(dy 2y —1 )
1

+ /0 dy (iy(l — 2y)2) In (y(l — y)) + O(m?)

dy 2y—1
= In (;n—p;) + /0 dy (diyy(;y_——Qi)) In (y(1-y)) +O(m?*); (C.79)

Usando (C.43) em ((C.75]),
Ly = p“/oldy y(1—y)*(1 - 2@/)2(% {pg(;y—mjl)] d%%)
= :1_22([@/(1 = y;z(l — 2y)] ‘; - /O1 dy (d%[y(l —y)’(1 - 2y)])$)

— —%/0 dy (d;'ly[y(l—y)Q(l—?y)])%v (C.80)
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usando ((C.28]),

Ba = = [y (0 -0~ 20)
= [ (- ) )
= {((Qy = d%[yu - ) 1n<22>]
-/ Ly [ (Gl — ) ms2)
= — [y [ (et o)), (31

b [ [ (ot = )| n o1 - 91 + Oty €52

Usando (C.43)) em (C.76)),
1 1 -1 d 1
Ls = pt 1—1)%(=2 n__ | |
23 p /0 dy y(1 —y)*(—2y + 5y )m2 {p2(2y—1)} iy 2
2
= Z_ly(1 - ) —
. [y( y)"(—2y + 5y )(23/ 0 22}

p_Q/ldy [CZJ(y(l y)?(— 29+5y)(2y_—1 1))]%

B dyl y)*(—2y + 5y*)7 1
_ / = 1) }22 (C.83)

usando (C:28),
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Ly — 19_2/01 oy [iy(l —y)2<—2y+5y2>] [p2( m’ ()]

m? dy 2y — 1 2y —1)dy
 [rdy(—y?A(-2y+5y°)7 1 Nk
B H@ 2y — 1 ](23/—1)1n(E )] 0

—/0 dy [d%([d%y(l —y)2;:2iy+5y )} (zyl_ 1))} In(%?)

= - [ [ T ) e s

usando ((C.32)),

w = -n(GE) [0 [5G )
_/Oldy[d([iy(l—y)Q(—2y+5yz)h ! >>}ln(y(l—y))

dy \Ldy 2y — 1 2y — 1
+O(m?); (C.85)
2
Para resolver ((C.77) usaremos novamente Y2 = — (C.25), e
m
1 1 d 1 —2d —2 p?
— = —— == _(2y—1 .
0 R 75 ST RS S TErTAC A (C.86)
ou
1 1 —m? d 1
— = | —=. C.87
A6 mb [2p2(2y — 1)1 dy ¥4 ( )
usando este resultado em ((C.77)),
! 1 —1 d 1
Iy = —p° dyy*(1—y)*(1—-2y)°— | ——— | ——
4
p [ 3 2 2 1 1 } !
= — 1— 1-2 —
4 pl
P d /4 9 9 1 1
- [ w00l
4yl
_ -2 —2)) ] 2
= o | [ (0= -5 (C.88)



usando ((C.43))
¥ —m? } d 1

= ) (G- -20)] [y s
- |G- -2)] G|

+ QP—T; /01 dy {d%([d% <y3(1 —y)* (1 - 29))](2;—_11)” %
(C.89)

ou




Usando ((C.32)),

2

o = () [y s+ [ et n o1 = ) + O,
(C.94)

Com os resultados (C.79),(C.82)),(C.85) e (C.94) em (C.73]) obtemos

I, 1 1 ,
% = g,uu(512.1 + ZIQ.2> p;p ( 12 1+ 123 + _[2 4)

2

= guwln <;n_p;> /01 dy [§f2.1(y) + Zfzz(y)]

2

+pupu In <;n_p;> /Old [_ For(y) + fas(y) —i—f2.4(y)}

p2

+QW/ [ faa(y) + f22( )] (y(1—y))
| Lube / — For(0) + Fos() + fos(®)] In (y(1 — 9)) + O(m?)

= In ( 7522) / (g,uz/f2 a pﬂfy f2.b<y>>

+ / Ay (g ralu) + P25 o) In (5(1 — ) + O(?).

(C.95)
onde
Foalt) = 5 aly) + 1 Foa0), (C.96)
for(y) = = faa(y) + fas(y) + fau(y) (C.97)
_ dy(l—2y)’
faaly) = dy 2y—1 (C.98)
o) = - (5 o1 = 7). (©.99)
foaly) = i({iy(l - y)Q(—2y+5y2)} 1 ) (C.100)
23 ~ dy \ldy 2y — 1 (2y — 1) '




Podemos ainda reescrever ((C.95]) como

2
—D Pubv
[3V = b(ln (—m2 > [Cg,lgwj + —;2 02,2}

+ 23 + p]‘;f” 02.4) + O(m?) (C.101)

com

C21 = /0 dy fr.a(y), Co2 = /0 dy fau(y) , (C.102)
(o3 = /0 dy fou(y)In (y(1 —y)),  coa= /0 dy for(y)In (y(1 —y)), (C.103)

Caélculo da integral I},

Usando A = k* —m?, s =3, B= (k+p)* —m? n=1em (D.1) para calcular ],
©13),

_ ! . 6z +y— 1)a*(p* + 2kp)k, k. r'(4)
o= [ [ e (202 — m2) + y[(h + p)2 — m2)) T
B ! (1 —y)%(p* + 2kp)k,k,
N 3/0 W /k (1 — ) (k2 — m2) + y[k? + 2kp + p? — m2))" (G104

Fazendo a mudanca (C.19)), o denominador desta integral muda como em ((C.20]) e

o numerador com

(P + 2kp)kuky, = [p* + 2p(K' — py)| [(K' — py)pu (K — py), ]
= [P°(1 = 2y) + 2pk') [k} Ky, — y(k;,po + K pp) + ¥ pups]
= (1= 2y)(k,k, + ¥*pupv) — 29k (k;,py + K, pp)

+ termos com n° {mpar de k's (C.105)

onde os termos com nimero impares de k’s serdao anulados quando fizermos a integral

em d*k’. Obtemos entao

1 k. k kak
_ el o [ RuRu _ M
I, = 3/0 dy (1 —y) [(1 2y)p /k[kz_A2]4 2yp (py/k k2 — A2]*

+ v u)) + (1= 29)y°p*pupy /k M} : (C.106)
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Usando (D.2]),

1 b1
= 1
/k (k2 — A2f ~ Al (C.107)

k,k, Y —b B —b g
TR A 2 (632) = 13 Az (C.108)

6A2
e com estes resultados obtemos

1
—b g —b gy
I = 3 dy(1—y)*|(1—-2y)p*—=2~ —2 A(V——“

usando (D.3)),

b1
o) + (=200 g 3]

6 A1
v —’
— JHY (1 _a)2(1 — _
= o [y |- gra -2
1 p?
+ Pubv ((1 - y)QyF +(1-y)*y* (1~ Qy)mﬂ
= blgwlia +pup (Lo + )], (C.109)
onde
2 1
L= _Z/ dy(l—y)2(1—2y)P, (C.110)
0
! 1
I = / dy (1 — y)2yF ; (C.111)
0
2 1
I3 = ?/ dy (1 —y)*y*(1 — 2y)m . (C.112)
0
Usando ((C.28) para calcular (C.110)),
2 1
_ _aN2(1 1 da 2
Ly = 4 o dy (1 y) (1 2y)p2(2y _ 1) dy ID(E )
1 1
- 3|a-wene)
0
L[ d 2 2
-1 v [0 -0 me)
L[ d 2 2
= —5/0 dy [d—ya —y)* n(z?), (C.113)
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usando ((C.32]),

]1.1 = ln(

usando ((C.32)),

I

1
1 = dy (1 —y)’y———— In(X?

(C.115)

Usando ((C.43)) para calcular (C.112))

I

r /0 dy (1 —y)*y* (1 — 2y)—

# [(1 —y)y* (1 - 2y) .
o [ [ (00
o -l
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usando,
Ly = i [ (=) s

13 = 2_7712/0 y[d_y<( _y)y>]p2(2y—1)d_y n(x7)

— |l (0= 022)] o e

* o / K [di([d%l_ywﬂ<2y1—1>>}1“(22)

om 1{d d 1
_ e fra o N2 o
fua(y) = 5 [dy([dy ((1 Y)Yy )] 25— 1>>} : (C.119)
Usando ,
1 _p2 1 1 1 )
Ly = sn|— / dy f13(y) +—2/ dy fia(y)In (y(1 —y)) +O(m?).
D m 0 P~ Jo
(C.120)
Usando os (C.114)), (C.116)), (C.120) em (C.109)) obtemos
[1
% = Gulia+pupy (Lo + I1s)
2
—D Pubv
~ In (?) [ g+ 22 / ay fis()]
! pupu 2
[y (g fial) + P (Frav) + o) | In (40— ) + O(m?)
0
(C.121)
com
—1
fiay) = yTa (C.122)
e
_ d(1-y)y
haly) = 3 2 -1) (C.123)
Podemos reescrever ((C.121]) como
2
P Pubv
B = o[ () (—om e Bges)
pupu 2
+ GuwCi2 + p2 01.3:| + O(m ) (0124)
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onde

= [ duia), (C.125)
Clo = /0 dy f11(y)In (y(l — y)) , (C.126)
C13 = /0 dy (fl.Z(y) + f1.3(y)) In (?J(l - y)) . (C.127)

Resultado da parte finita de A,

Com os resultados (C.33)), (C.52)), (C.59), (C.66)), (C.101) e (C.124]) em (C.12) ob-

temos

AL, = 8iePm?[ =81, + 4%, + 2}, + g, (21, — I5 + p°I5)]

2
= 8ie*m?b lln <_p) ( — 8[ — G + %01.1] +4 [02.19W + %022]

m2

+ 2[ _ 2%} + g [2 T 1]) - 8|:guucl.2 + p;fycl.3]

DPuPv Pubv

+ 4[9WC2.3 + = 02.4} + 2[ e C3.1] + 9w [204.1 —C51+ 06.1] + O(m?)

= e m n W guy(13+402_1)+ p2 ( 801,1‘}‘402.2 4)

+ G (—8c12 + 423 +2¢41 — c51 + o) + p;];V (—8c13 + 4cga + 203.1)]
+ O(m?)
= O(m), (C.128)

onde os ¢;;’s sdo constantes definidas por ((C.34)),(C.53)),(C.60)),(C.67)),(C.103),(C.102]),
(C127),(C126) e (C-125).
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C.2 Célculo de (2 . pg) ,,,

Op
De (4.24)) sabemos que
0 0 .~
2—p—)II' =(2—p=—)I1,, . C.129
com
~ 4 1 (2m? +p?
W = g(p2g/w — DuPv) (Ilog(mQ) - b(g + (p—Q)ZO(p2§ m2)> )
(C.130)
onde . ) , )
Zolptim?) = [ dem |PEEZ DM (C.131)
0 m?
1
b= C.132
(477)2 ! ( )
e
Ty (m?) = / __ (C.133)
R AR
Podemos entao usar que
6 2 2 n a op 2 w, op
(2—pa—p)p = W Py 0" hen, = 2 — 1 (GuoPp + PoGup)
= 2p* — 2ptp, =0 (C.134)
e
9\ oo po PR | P TH
(2—p%)pp =207 — pulg™'p” +p"g7") =0 (C.135)
assim
9 \rx 4 0 (2m? + p?)
2__Hu:—2,,— u———b—Z 2, ,,2
( pap) p 3 (PG = Pupi) ( pap)< 2 o(p*;m ))
4, , 01 om? 0
= bg(p Guv _pupzl>((2m pyp}g)zo + (? + 1)pa_pZO) .
(C.136)
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Como pgrp® = 9” Pugp-Ppbo = 20°,

01 1 0 -2
i = C.137
papr pu( 4apu( )) p2 I ( )
: 0
e definindo Zj = p— Zy, obtemos
dp
0~ 4 m? 2m? ,
(2- pa_p)H“” = b3 (PG — pubv) (— 4FZO + (7 +1)Z5).  (C.138)
Vamos usar a expansao de In(¥?) (C.32), onde X2 = W,
_p2
In(¥?) = In (W) +1n (2(1 = 2)) + O(m?) (C.139)
em Zy, para fazer o limite m — 0, assim
Zy=In (W) +/ dz In (2(1 = 2)) + O(m?), (C.140)
0
mas
1 1 25— 1
/ dzin(z(1-2)) = [zin(z (1—2))}0 / dz(z—>
0 2(1-2)
¢ 2 1
= lim[zln( l—z 1+ / Tt
e—0
= tim (L4 in((1+ )(=)) — eln(e 1_6))

assim, desprezando O(m?),

7z =

-2+ hm [In(x )]H

3 2 2
—24+1lim [ In e + €eln —¢ ¢
NG 1+4+¢ € — €2

—2+1im ( —In (i) ) ~ 2, (C.141)

e—0 —e3 — €2

Zy = In (i) —2 (C.142)

— 7 = __ —(pQ) =2. (C.143)



Com estes resultados em ((C.136]), obtemos entao

4
§bi€2
8

(2(P* g — Pupv)) + O(m)
1

—)262 (pQqu — pupy) +O(m)

3 (47

62

- 672

(P9 — Pup) + O(m) .

7

(C.144)



Apeéndice D

Resultados e Identidades
Utilizados

D.1 Identidades Utilizadas

As identidades abaixo, que foram utilizadas nos calculos, podem ser encontradas em

livros textos como [21].

1 B 1 5(x+y_1)xs—lyn—l T'(s +n)

AsBrn /0 dxdy (l’A —|—yB)5+n F(s)F(n) ) (Dl)
AU SR G 1 |

/ (27T)4 (l2 — A)m o (471-)2 (m — 1)(771 — 2) Am—2 (D.Q)

dil b, iy 1 L gxn
/ 2m)4 (12— A)m - (4m)2 (m —1)(m — 2)(m — 3) Am—2 B (D.3)

d o Llll, i(-1)mD(m—4) 1 1
/ (271')4 (l2 —_ A)m o (471')2 F(m) Am—4 Zg{/\og;w}a <D4)

Tr(vuvw) = 49w, (D.5)
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Tr(%u’Vp’Yu’YA) = 4<gupgl/)\ — GuvGpx + guAQpl/) >

G{w9apy = Guw9ap + GuaGvs + Jusgva

D.2 Exemplo de Termo de Superficie

Considere

) k, o . 1
ok, | (B2 —m)A| ~ (k2 —m)A%m T ok, | (k2 —m2)A|

mas
0 1 0
k, = AR —m?) A (0P Ky — m?
ok, [(k? m2)A] (k" = m’) gk, 9 kohr =)
B —2Ak,k,
o (kQ _ m2)(A+1) )
assim
0 k, B 1 2Ak,k,
Ok, | (k2 — m2)A - (k2 — m2)Ang - (k2 —m2)(A+1)

Usando A = 2 e integrando em d*k, obtemos

/ 9 k, B / 1 _4/ kuk,,
i Ok, (k2 — m?2)2 = Ipv i (k2 —m?2)2 k(kQ_m2)3’

ou
00 (m?) = g Liog(m?®) — YO, (m?)],
com
ko k
Oy [ Fvka
o) = | G
1
2
Liog(m”) = /k (k2 — m?)2
(§]
0 2
TO 2\ 14
wl™) = | o, [(k? - m2>2]

(D.6)

(D.7)

(D.11)

(D.12)

(D.13)

(D.14)

(D.15)



D.3 Integrais do II,,
wa = glwlquad(mQ) - 29221/) )

T?w = gm/]log(m2) — 4@(0)

_ (0)
Y00 = G Ty ) — 200,

kK,
@fﬁ)(m2) :/mv

k

k. k
2 2 . v
@ELJ(m ) - /kv (k2 _H m2)2 9

k. k, ko k
00 (2 :/ kv kaks
,uzlaﬁ(m ) . (k2 _m2)4 y

k., kok
@(2) 2 :/ phvivalpg
,ul/aﬁ(m ) ) (]{72 _m2)3 )

o [ d% 1
[log(m ) - / (271')4 (k2 _ m2)2 )

o [ A% 1
Louaa(m”) = / (2m)% (k2 —m?)
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(D.25)
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