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Resumo

Simetria sob dilatação a ńıvel clássico acontece se a lagrangiana é livre de parâmetros

dimensionais. A corrente de Noether associada a esta simetria é conhecida como

corrente de dilatação. A quebra quântica da corrente de dilatação (anomalia de

escala) está relacionada com o traço do tensor energia-momento, por esta razão ela

é conhecida também como anomalia do traço.

Neste trabalho calculamos perturbativamente, em ordem de um laço, a anomalia

do traço da eletrodinâmica quântica sem massa. O propósito foi estudar a relação

entre a dilatação e identidades de Ward de calibre em conexão com a invariância

de rótulo dos momentos, tendo em mente uma análise similar feita para a anomalia

de Adler-Bardeen-Bell-Jackiw. Realizamos os cálculos de maneira independente de

regularização a fim de excluir anomalias espúrias.
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Abstract

Symmetry under dilatation appears at classical level should a Lagrangian be free

of dimensionful constants. The Noether current associated to this symmetry is

called dilatation current. Quantum symmetry breaking of dilation current (scaling

anomaly) is related to the trace of the energy momentum tensor. For this reason it

is also known as trace anomaly.

In this work we calculate perturbatively, at one loop order, the trace anomaly of

massless quantum electrodynamics. The purpose is to study the interplay between

dilation and gauge Ward identities in connection with momentum routing invariance

bearing in mind a similar analysis done for the Adler-Bardeen-Bell-Jackiw anomaly.

We perform the calculations in a regularization independent fashion in order to

exclude spurious anomalies.
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Caṕıtulo 1

Introdução

As simetrias desempenham um papel fundamental na f́ısica e em especial em teoria

quântica de campos (TQC), onde elas são essenciais na compreensão ou mesmo

na construção de teorias. Neste contexto um resultado importante é o teorema de

Noether que relaciona a cada simetria uma lei de conservação. Como exemplo temos

a simetria ou invariância de um sistema por uma translação espaço-temporal que

leva a conservação do quadrivetor momento-energia.

Surge então o importante tema das quebras de simetrias que está relacionado

com progressos em TQC. Elas podem ser classificadas em três classes: Quebra

expĺıcita, que acontece, por exemplo, quando a simetria de uma lagrangiana sob

alguma transformação é quebrada pela adição de um termo que não é invariante sob

esta transformação; quebra espontânea, onde existe simetria das leis dinâmicas, mas

somente configurações assimétricas são posśıveis para o sistemas, geralmente devido

a instabilidade das configurações simétricas; e quebra quântica que acontece com o

processo de quantização da teoria e é conhecida também como quebra anômala [1,2].

A expressão quebra anômala surgiu por que acreditava-se que uma simetria existente

a ńıvel clássico deveria existir também a ńıvel quântico, mas isso nem sempre acon-

tece, pois certas simetrias são quebradas pela quantização [2]. O termo responsável

pela quebra da simetria, quando esta é estudada pela lei de conservação clássica via

teorema de Noether, porém num formalismo quântico (através de Identidades de

Ward por exemplo), é denominado anomalia.

Sabemos hoje que quebras quânticas são importantes e que muitas vezes salvam

modelos que possuiriam, sem elas, simetrias indesejáveis ou não observadas experi-
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mentalmente. Ou, no caso da simetria quebrada ser indispensável para o modelo,

o conhecimento da anomalia e o mecanismo necessário para restaurar a simetria

cria restrições ao modelo que podem resultar em importantes previsões teóricas.

Existe um exemplo importante no modelo padrão, onde vários tipos de campos

fermiônicos são necessários para descrever quarks e léptons e onde a simetria quiral

para estes campos assegura a invariância de calibre da teoria, que é uma invariância

indispensável para a mesma. Assim a descoberta da anomalia quiral e o cuidadoso

ajuste das cargas destes férmions para que em conjunto esta anomalia desapare-

cesse resultou na previsão teórica das cargas deles (veja em [2] uma explicação mais

detalhada).

No tratamento perturbativo das interações em TQC, o aparecimento de ano-

malias é consequência das divergências que ocorrem neste método (especificamente

dos infinitos no ultravioleta que surgem nos cálculos perturbativos) e que precisam

ser regularizadas e renormalizadas, ou seja, elas são consequência dos infinitos que

surgem na descrição matemática da teoria e da forma de tratá-los. Mas as ano-

malias são importantes para a f́ısica, já que resultam delas a explicação de vários

fenômenos. Desta forma, podemos reconhecê-las como uma qualidade positiva que

resulta do aspecto divergente da TQC e uma justificativa para a validade do processo

de regularização e renormalização das teorias. Este é um ponto de vista defendido,

por exemplo, por Jackiw [2].

Para tratar anomalias com cálculos perturbativos em TQC é necessário ter um

cuidado especial em distinguir anomalias espúrias, que são aquelas que surgem no

cálculo, mas que podem ser removidas por uma renormalização adequada, de ano-

malias f́ısicas, que são as verdadeiras anomalias da teoria. Neste sentido a regula-

rização impĺıcita (RI) [3–9] é uma esquema adequado já que não utiliza um regulador

expĺıcito que é a origem das anomalias espúrias.

A anomalia de escala, que é o tema deste trabalho, é a anomalia que quebra a si-

metria sob transformação de escala (ou dilatação) nas coordenadas espaço-temporais

e existe em teorias descritas por lagrangianas que não dependem de parâmetros di-

mensionais. Do ponto de vista f́ısico a anomalia de escala é importante, pois em

muitos casos a simetria de escala representaria um problema, já que geralmente

quando se muda a escala de um sistema espera-se que sua descrição também mude1.

1Para exemplificar podemos pensar na teoria de renormalização onde a constante de acopla-

mento da teoria estudada depende da escala de renormalização, ou escala de massa, e que, portanto,
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Esta anomalia é também conhecida por anomalia do traço devido a sua relação com

o traço do tensor energia-momento e o seu estudo, de um modo geral e para algu-

mas teorias espećıficas, pode ser encontrado por exemplo em [10–16]. Aqui vamos

estudá-la no âmbito da eletrodinâmica quântica (EDQ) e utilizar a RI para tratá-la

em teoria de perturbação.

Faremos uma breve discussão sobre simetrias e anomalias no caṕıtulo 2; dis-

cutiremos a simetria e a anomalia de escala no âmbito da EDQ no caṕıtulo 3 e

calcularemos a anomalia utilizando RI no caṕıtulo 4. Conclusões serão apresentadas

no caṕıtulo 5 e logo após encontram-se alguns apêndices (A, B, C e D) com cálculos

e demonstrações necessários.

Usaremos em todo o texto unidades naturais2, onde ~ = c = 1, ~ é escolhido

como unidade de ação e c (velocidade da luz) como unidade de velocidade, ou seja,

[S] = [v] = 1. Neste sistema a unidade de qualquer grandeza pode ser expressa em

potências de unidade de massa. Utilizaremos a convenção que ı́ndices gregos variam

de 0 a 3, latinos de 1 a 3, e ı́ndices repetidos indicam uma soma. A métrica utilizada

é g00 = −g11 = −g22 = −g33 = 1 e gµν = 0 se µ 6= ν.

Utilizaremos nesta dissertação conceitos e ferramentas da TQC sendo necessário

ao leitor ter algum conhecimento na área para melhor compreendê-lo. A funda-

mentação teórica básica e os conceitos utilizados podem ser encontrados em livros

textos como as referências [14,17–22].

tem um valor diferente para cada escala de energia.
2Veja por exemplo [17].
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Caṕıtulo 2

Anomalias em TQC

2.1 Simetrias e Leis de Conservação

Em geral, as leis da f́ısica podem ser compreendidas através de formulações ma-

temáticas que envolvem a ação S, definida por S =
∫
d4xL, onde L é a densidade

de lagrangiana que descreve o sistema. Através dela são obtidas as equações de mo-

vimento pelo prinćıpio de Hamilton, as leis de conservação pelo teorema de Noether

e a transição da f́ısica clássica para a f́ısica quântica pelo formalismo de integral de

trajetória1 [14].

Na f́ısica clássica, quando alguma transformação é feita no sistema sem que se

altere a ação, as leis f́ısicas, que neste caso são as equações de movimento, perma-

necem inalteradas. Assim, o sistema é invariante sob tal transformação e dizemos

então que existe uma simetria, onde estamos nos referindo a simetrias das leis f́ısicas.

Em teoria clássica de campos a densidade de lagrangiana é função de campos e

de suas derivadas, geralmente a lagrangiana não depende explicitamente das coor-

denadas, e os campos são funções das coordenadas

L = L
(
Φ(x), ∂µΦ(x)

)
. (2.1)

Assim, uma transformação que caracteriza uma simetria pode ser uma transformação

nas coordenadas e nos campos ou somente nos campos.

As transformações dos campos podem ser globais, em que o parâmetro que ca-

racteriza a transformação não depende das coordenadas; ou locais, em que este

1Esta transição também pode ser feita por quantização canônica que é um formalismo hamil-

toniano.
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parâmetro depende das coordenadas. Um exemplo são as transformações de fase

para o campo ψ, global ψ(x)→ eαψ(x), com α constante; e local ψ(x)→ eα(x)ψ(x),

com α dependendo das coordenadas xµ.

Existem também transformações espaço-temporais, que são transformações nas

coordenadas que induzem também transformações nos campos. Estas podem ser

transformações discretas, como transformações de reversão espacial (xi, t)→ (−xi, t)
ou inversão temporal (xi, t) → (xi,−t); ou transformações cont́ınuas, que de um

modo geral tem a forma

xµ → x′µ(x) , (2.2)

onde x′(x) significa que as novas coordenadas são funções das antigas. Esta última

classe inclui várias transformações importantes como as transformações de Lorentz,

as translações, etc., bem como a transformação de escala

xµ → λxµ , (2.3)

que é a transformação fundamental para este trabalho, e sobre a qual faremos um

estudo mais detalhado no próximo caṕıtulo.

Um resultado de fundamental importância para o que estudaremos a seguir é

o teorema de Noether, que relaciona simetrias a leis de conservação. Este teorema

afirma que para cada simetria da ação, excluindo aquelas por transformações dis-

cretas, existe uma lei de conservação correspondente.

Uma lei de conservação pode ser representada pela equação de continuidade

∂µj
µ = 0 , (2.4)

onde a corrente jµ é conhecida como corrente de Noether. O teorema de Noether

nos fornece também a corrente jµ em termos dos parâmetros que definem a trans-

formação em questão e dos campos envolvidos na lagrangiana do sistema.

Discutiremos na próxima seção alguns exemplos de correntes sem, no entanto,

demonstra-las, pois nossa intenção é apenas fazer uma rápida introdução ao tema2.

2.1.1 Correntes Conservadas

Considere a lagrangiana de Dirac

LD = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ , (2.5)

2As demonstrações podem ser encontradas em vários livros-textos como em [17–21].
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onde ψ é o espinor de Dirac, ψ̄ ≡ ψ†γ0, γµ são as matrizes de Dirac e m é a massa

do elétron.3

Um exemplo importante de corrente conservada nesta teoria é a corrente vetorial

jµ = ψ̄γµψ , (2.6)

cuja conservação está associada a transformação de fase global ψ → eiαψ. Existem

vários outros exemplos, vamos discutir dois casos gerais que vão ser úteis ao longo

do texto.

Tensor Energia-Momento

Uma translação infinitesimal é definida pela transformação nas coordenadas xµ →
x′µ = xµ + aµ e nos campos Φ(x) → Φ′(x′) = Φ(x) [17]. Resulta do teorema de

Noether que cada componente µ do tensor Θµν definido por4

Θµν = Πµ∂νΦ− gµνL , com Πµ =
∂L

∂(∂µΦ)
, (2.7)

é a corrente conservada associada a simetria da translação da componente µ de xµ

e obedece a equação da continuidade (se o sistema for simétrico sob esta trans-

formação)

∂µΘµν = 0 . (2.8)

Na definição (2.7) os campos Φ(x)’s podem ser escalares, vetoriais ou espinoriais5.

Se existir mais de um tipo de campo (escalar e espinor por exemplo) devemos fazer

uma soma em todos os campos no termo6 Πµ∂νΦ, bem como em termos análogos

ao longo do texto.

Para entendermos o significado f́ısico de Θµν identificamos as cargas de Noether

como sendo
∫

d3xΘ0ν , pois de (2.8)
∂Θ0ν

∂t
+
∂Θiν

∂xi
= 0, ou seja,

∂

∂t

∫
d3xΘ0ν = −

∫
d3x

∂Θiν

∂xi
, (2.9)

3Para detalhes sobre estas definições veja [17–19,21] por exemplo.
4Para demonstração veja por exemplo [20].
5Onde omitimos os ı́ndices para facilitar a notação, mas estes serão explicitados quando ne-

cessário.
6Se a lagrangiana estudada depender dois campos ψ e φ, por exemplo, este termo será Πµ

ψ∂
νψ+

Πµ
φ∂

νφ.
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mas

Θ00 =
∂L

∂(∂0Φ)
∂0Φ− L , (2.10)

é a densidade de hamiltoniano do sistema, e

Θ0i =
∂L

∂(∂0Φ)
∂iΦ , (2.11)

é a densidade de momento canônico. O quadrivetor de energia-momento P µ pode

assim ser definido em função do tensor Θµν

P µ ≡
∫

d3xΘ0µ , (2.12)

e com isso Θµν é chamado de tensor energia-momento.

É importante observar que existe uma liberdade na definição deste tensor, pois

pode ser somado um termo a ele sem alterar as equações (2.8) e (2.12). Esta li-

berdade é usada por exemplo para simetrizá-lo, já que ele nem sempre é simétrico.

A dedução do tensor simétrico e uma discussão sobre a liberdade citada para a

definição do tensor energia-momento encontram-se no apêndice A.

Tensor Densidade de Momento Angular

As transformações infinitesimais de Lorentz são definidas por xµ → x′µ = xµ+εµνx
ν ,

com εµν = −ενµ. A transformação para os campos pode ser escrita de um modo

geral por [17]

Φ(x)→ Φ′(x′) = Φ(x) + 1
2
εµνS

µνΦ(x) , (2.13)

onde Sµν é a matriz de spin do campo e depende das propriedades de transformação

deste. Estas propriedades devem ser tais que mantenham a simetria sob trans-

formações de Lorentz para que a teoria seja relativ́ıstica. Assim, impondo a in-

variância de Lorentz obtemos a matriz Sµν para cada campo.

O tensor que representa a corrente de Noether associada a simetria sob esta

transformação é dado por7

Mρµν = ΠρSµνΦ + xµΘρν − xνΘρµ , (2.14)

que obedece a equação de continuidade

∂ρMρµν = 0 , (2.15)

7Para demonstração veja por exemplo [20].
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e as quantidades conservadas associadas são

Mµν =

∫
d3xM0µν . (2.16)

O tensorMρµν é chamado de tensor de densidade de momento angular, pois M ij

é o operador momento angular do campo.

2.2 Anomalias

Numa teoria clássica uma simetria pode ser representada pela lei de conservação

associada, ou seja, pela equação da continuidade (2.4), pois a validade da equação

implica na existência da simetria. Em TQC a equação da continuidade para uma

corrente implica numa identidade de Ward (IW), associada a mesma corrente, mas

que relaciona funções de Green. Assim, uma simetria pode ser verificada em TQC

através da IW correspondente, e a violação da IW da corrente clássica (que é co-

nhecida por alguns autores como IW ingênua) significa a quebra da simetria.

Para ilustrar, considere a corrente j5
µ = ψ̄γµγ

5ψ, conhecida como corrente axial,

onde γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3 e ψ é um campo espinorial. Esta corrente é conservada se o

férmion ψ for não massivo e tem a IW associada dada por

qλTµνλ = 2mTµν , (2.17)

onde Tµνλ e Tµν são amplitudes no espaço dos momentos e q é um dos momentos

envolvidos no processo em questão. A demonstração para a conservação desta cor-

rente é feita utilizando as equações de movimento, e para a IW (2.17) utilizando essa

lei de conservação, e assim esta é a IW da corrente clássica. Estas demonstrações

estão feitas no caṕıtulo 4 da referência [23]. Aqui vamos apenas citar os resultados

para exemplificar uma anomalia. Nesta referência está demonstrado também que

quando as mesmas amplitudes são calculadas diretamente pelas regras de Feynman

se obtém

qλTµνλ = 2mTµν +Aµν , (2.18)

onde

Aµν = − 1

2π2
εµναβk

α
1 k

β
2 , (2.19)
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é a anomalia em questão, sendo k1 e k2 momentos de part́ıculas envolvidas no pro-

cesso.

No próximo caṕıtulo iremos estudar a anomalia de escala seguindo estes mesmos

passos: Primeiro obteremos a IW associada a simetria e depois calcularemos as am-

plitudes relacionadas diretamente pelas regras de Feynman para obter a anomalia.

Assim, estudaremos a anomalia apenas do ponto de vista da teoria de perturbação.

Existe, no entanto, vários métodos de estudo de anomalias, muitos dos quais in-

cluem modernas áreas da matemática como geometria diferencial, co-homologia e

topologia. Estes métodos podem ser encontradas, por exemplo, na referência [23]

que enfatiza tais métodos matemáticos e fala sobre os várias aspectos das anomalias

em TQC. Já a referência [24] trata especificamente do método de Fijikawa, método

este que utiliza a formulação da integral de trajetória da teoria quântica e mos-

tra que, nesta formulação, cada anomalia surge pelo fato da medida da integral de

trajetória não ser invariante sob a transformação relacionada.

14



Caṕıtulo 3

Anomalia de Escala

3.1 Simetria de Escala

Seguindo a discussão do caṕıtulo anterior sobre simetrias, vamos estudar a trans-

formação de escala e mostrar que ela resulta em uma simetria da ação quando a

lagrangiana não depender de parâmetros dimensionais.

Podemos representar a transformação de escala nas coordenadas por

x→ x′ = eεx , (3.1)

com ε real. O conjunto das transformações deste tipo forma um grupo cont́ınuo

abeliano1.

Para descobrir qual é a transformação nos campos, começaremos considerando

campos clássicos. Considerando Φ um campo genérico2, podemos representar a

transformação correspondente a (3.1) para Φ como

Φ(x)→ Φ′(x′) = T (ε)Φ(x) , (3.2)

onde T (ε) é uma representação do grupo de transformações de escala para os cam-

pos, já que esta transformação deve fazer parte também de um grupo cont́ınuo e

depender do mesmo parâmetro ε. Assim, podemos representar a transformação

1Duas transformações quaisquer do grupo são sempre comutativas: eε1eε2 = eε2eε1 .
2Que pode ser campo escalar, espinorial ou vetorial, onde devemos utilizar matrizes ou ı́ndices

de Lorentz quando for o caso. Vamos omitir os ı́ndices para simplificar a notação, utilizando-os

somente quando necessário.
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por3 T (ε) = exp(εD), mas veremos que para uma lagrangiana clássica independente

de parâmetros dimensionais teremos simetria se escolhermos a matriz D tal que

multiplique cada campo bosônico por -1 e fermiônico por -3/2. Desta forma, para

simplificar, vamos escrever T (ε) = exp(−εdΦ), onde dΦ assumirá um valor espećıfico

para cada campo4. Assim reescrevemos (3.2) como

Φ(x)→ Φ′(x′) = exp(−εdΦ)Φ(x) . (3.3)

Vejamos um exemplo de como uma teoria pode ser invariante sob esta trans-

formação. Considere a densidade de lagrangiana de Maxwell sem fonte

L = −1
4
F µνFµν , (3.4)

onde F µν = ∂νAµ − ∂µAν e Aµ = (φ, ~A) é o potencial eletromagnético.

Após a transformação,

S → S ′ =

∫
d4x′L(A′ν(x

′), ∂′µA
′
ν(x
′)), (3.5)

com ∂′µ = e−ε∂µ e A′ν(x
′) = e−dεAν(x), ou seja, F ′µν = e−(d+1)εF µν ,

S ′ = e4ε

∫
d4x

(
e−(2+2d)ε(−1

4
)F µνFµν

)
= e(−2d+2)εS , (3.6)

e assim Aν deve se transformar com d = 1 para esta teoria ser invariante de escala.

Podemos obter a transformação para campos quânticos postulando que o valor

esperado de um operador deve se transformar da mesma forma que a grandeza

clássica relacionada [19]. Considerando |α′〉 = U(ε)|α〉 a transformação de um vetor

de estado no espaço de Hilbert, onde U(ε) deve ser um operador linear e unitário5

(U † = U−1), obtemos

〈β|Φ(x)|α〉 → 〈β′|Φ(x′)|α′〉 = exp(−εdΦ)〈β|Φ(x)|α〉 , (3.7)

3Aqui assumimos a propriedade de uma transformação do grupo de Lie poder ser representado

pela exponencial da álgebra de Lie correspondente. Para detalhes veja por exemplo [20].
4Isto equivale a supor que a transformação seja linear que é o caso de todos os campos que iremos

tratar neste trabalho. Veja na seção 2.4 da referência [16] um exemplo de uma transformação de

escala não linear.
5Para conservar a norma.
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que resulta em

Φ(x)→ U−1(ε)Φ(x′)U(ε) = exp(−εdΦ)Φ(x) , (3.8)

ou

U(ε)Φ(x)U−1(ε) = exp(εdΦ)Φ(x′) . (3.9)

Para o caso de campos livres, podemos obter a dimensão de escala usando as

relações de comutação para tempos iguais que estes devem obedecer [14]. Para um

campo escalar φ e um espinor Ψ as relações são6

[φ(~x, t), φ̇(~y, t)] = iδ(~x− ~y) , (3.10)

e {
Ψ(~x, t), Ψ̄(~y, t)

}
= γ0δ(~x− ~y) . (3.11)

Multiplicando as equações (3.10) e (3.11) pela esquerda por U e pela direita por

U−1, usando (3.9), e impondo que elas sejam invariantes, obtemos

[Uφ(~x, t)U−1, Uφ̇(~y, t)U−1] = [Uφ(~x, t)U−1,
∂

∂t
(Uφ(~y, t)U−1)]

= exp((2dφ + 1)ε)[φ(~x′, t′),
∂

∂t′
φ(~y′, t′)]

= exp((2dφ + 1)ε)iδ(~x′ − ~y′) , (3.12)

mas como δ(axi) = 1
|a|δ(xi), ou seja, δ(~x′ − ~y′) = δ(eε~x− eε~y) = e−3εδ(~x− ~y),

[Uφ(~x, t)U−1, Uφ̇(~y, t)U−1] = exp((2dφ − 2)ε)iδ(~x− ~y) , (3.13)

e obtemos

dφ = 1 (3.14)

para que a relação (3.10) volte a ser satisfeita.

Analogamente,{
UΨ(~x, t)U−1, UΨ̄(~y, t)U−1

}
=
{
UΨ(~x, t)U−1, UΨ†(~y, t)γ0U−1

}
, (3.15)

com

UΨ†γ0U−1 = UΨ†U−1Uγ0U−1 = UΨ†U †Uγ0U−1

= (UΨU †)†Uγ0U−1 = (UΨU−1)†γ0 , (3.16)

6Veja por exemplo [17].
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obtemos {
UΨ(~x, t)U−1, UΨ̄(~y, t)U−1

}
= exp(2dΨε)

{
Ψ(~x′, t′), Ψ̄(~y′, t′)

}
= exp(2dΨε)δ(~x′ − ~y′)

= exp((2dΨ − 3)ε)δ(~x− ~y) (3.17)

e

dΨ = 3/2. (3.18)

A unidade da lagrangiana deve ser [L] = [m]4, pois S =
∫
d4xL e [xi] = [x0] =

[m]−1. Podemos então saber a unidade dos campos observando a unidade dos termos

cinéticos da lagrangiana, que para campos escalares tem a forma ∂µφ∂
µφ, e para

campos espinoriais, iΨ̄/∂Ψ 7, e assim

[φ] = [m]1 e [Ψ] = [m]
3
2 . (3.19)

Comparando com dφ e dΨ, observamos que a dimensão de escala do campo é igual

a dimensão de unidade (potência da unidade de massa de sua unidade).

Observando a equivalência entre dimensão de unidade e dimensão de escala para

os campos é posśıvel concluir que a ação de uma teoria descrita por uma densidade

de lagrangiana que não possui termos dimensionais será invariante de escala, pois

cada termo da densidade de lagrangiana vai ser escalonada por um mesmo fator (λ4

se x→ λx) após a transformação, que vai ser compensado pela medida de integração

(d4x→ λ−4d4x) na expressão da ação S. Já quando existir termos com parâmetros

dimensionais na lagrangiana a ação não será mais invariante devido a estes termos

que vão ser escalonados por um fator diferente (por exemplo m2φ2 → λ2m2φ2).

3.2 Corrente de Dilatação

A corrente de dilatação é a corrente de Noether associada a simetria de escala. Para

obtê-la, vamos considerar o teorema de Noether, que pode ser estudado como segue

(em uma versão simples e própria para teoria de campos8).

7 /B ≡ γµBµ, onde γµ são matrizes de Dirac (veja (2.5)).
8Para discussão completa veja por exemplo [20].
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Usando as equações de Euler-Lagrange9, obtemos a variação da lagrangiana

δL(Φ, ∂µΦ) para uma transformação do tipo Φ(x)→ Φ(x) + δΦ(x) como sendo

δL =
∂L
∂Φ

δΦ +
∂L
∂∂µΦ

δ(∂µΦ) = (∂µ
∂L
∂∂µΦ

)δΦ +
∂L
∂∂µΦ

∂µ(δΦ), (3.20)

onde foi usado que δ(∂µΦ) = ∂µ(δΦ), pois a variação δΦ que estamos considerando

é independente das coordenadas10. Assim

δL = ∂µ(ΠµδΦ) , (3.21)

onde Πµ =
∂L

∂(∂µΦ)
é o quadrimomento conjugado ao campo Φ.

Se para tal transformação a variação da lagrangiana, obtida agora sem o uso das

equações de Euler-Lagrange, pode ser escrita como uma quadridivergência

δL = ∂µFµ , (3.22)

então, subtraindo a equação (3.22) da (3.21), conclúımos que a corrente Jµ definida

por

Jµ = ΠµδΦ−Fµ , (3.23)

obedecerá a equação da continuidade

∂µJ
µ = 0. (3.24)

A corrente Jµ é conhecida como corrente de Noether associada a transformação

e sua componente J0 conhecida como densidade11 de carga de Noether.

A condição (3.22) é equivalente a invariância da ação, pois

L → L+ ∂µFµ (3.25)

leva a

S → S +

∫
d4x∂µFµ , (3.26)

9 ∂L
∂Φ
− ∂µ

∂L
∂∂µΦ

= 0 , para demonstração veja [20].

10Estamos considerando variação no mesmo ponto, ou seja, δΦ(x) ≡ Φ′(x) − Φ(x) , e assim,

δ(∂µΦ(x)) = ∂µΦ′(x)− ∂µΦ(x) = ∂µδΦ(x) .
11Sua integral no volume é uma quantidade conservada no tempo de acordo com a equação da

continuidade.
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e podemos desprezar o termos de superf́ıcie12
∫
d4x∂µFµ. Temos assim a relação

entre cada simetria (invariância da ação) e a lei de conservação correspondente

(equação da continuidade).

Podemos estudar uma transformação de escala infinitesimal usando eε = 1 + ε

(desprezando O(ε2)) e reescrevendo a equação (3.9) como

U(ε)Φ(x)U−1(ε) = exp(εdΦ)Φ(eεx)

= (1 + εdΦ)
(

Φ(x) +
(
(1 + ε)xµ − xµ

)
∂µΦ(x)

)
= Φ(x) + ε(dΦ + xµ∂

µ)Φ(x) , (3.27)

que nos fornece

δΦ(x) = U(ε)Φ(x)U−1(ε)− Φ(x) = ε(dΦ + xµ∂
µ)Φ(x) . (3.28)

Vamos assumir que se a lagrangiana não conter nenhum termo dimensional a

variação de cada termo vai ser do tipo

δLa = ε(4 + xµ∂
µ)La = ε∂µ(xµLa) , (3.29)

onde o ı́ndice “a” se refere a cada termo da lagrangiana. Este resultado será de-

monstrado para a lagrangiana de interesse, mas podemos justificar essa suposição

pelo fato que uma variação deste tipo deixa a ação invariante e está de acordo com

o que foi discutido (final da seção 3.1 p.18) que ela deve mesmo ser invariante para

lagrangianas sem termos dimensionais.

Vejamos como exemplo uma lagrangiana que contenha um termo do tipo Lb =
1
2
∂µφ∂µφ . A variação δLb pode ser calculada usando

δLb =
∂Lb
∂φ

δφ+
∂Lb

∂(∂µφ)
δ(∂µφ) =

∂Lb
∂(∂µφ)

δ(∂µφ) , (3.30)

e como δφ é independente das coordenadas13, δ(∂µφ) = ∂µδφ , ou,

δ(∂µφ) = ∂µ
(
ε(dφ + xν∂

ν)φ(x)
)

= ε(dφ + 1 + xν∂
ν)∂µφ

= ε(2 + xν∂
ν)∂µφ , (3.31)

12Os campos devem ser funções bem comportadas no infinito para descrever entidades f́ısicas.
13Veja nota 10 da página anterior.
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onde usamos dφ = 1 obtido anteriormente (veja equação (3.14)), e como
∂Lb

∂(∂µφ)
=

∂µφ obtemos

δLb = ∂µφ(ε(2 + xν∂
ν)∂µφ) = ε

(
2∂µφ∂µφ+ xν(∂µφ)(∂ν∂µφ)

)
, (3.32)

mas

∂ν(∂
µφ∂µφ) = (∂ν∂

µφ)∂µφ+ ∂µφ(∂ν∂µφ) = 2∂µφ(∂ν∂µφ) , (3.33)

e assim

δLb = 1
2
ε(4 + xν∂ν)(∂

µφ∂µφ) = ε(4 + xν∂ν)Lb = ε∂ν(x
νLb) . (3.34)

Se calcularmos δLa para cada termo “a” que seja independente de parâmetro

dimensional obteremos uma variação na forma do resultado (3.34).

Um exemplo mais geral pode ser feito considerando um termo que contenha /Aψ̄ψ

(veja logo após as equações (2.5) e (3.4) respectivamente as definições de Aµ e ψ)

que tem dimensão de escala 4. A variação deste termo vai ser

δ( /Aψ̄ψ) = δ( /A)ψ̄ψ + /Aδ(ψ̄)ψ + /Aψ̄δ(ψ)

=
(
(1 + xν∂ν) /A

)
ψ̄ψ + /A

(
(3

2
+ xν∂ν)ψ̄

)
ψ + /Aψ̄

(
(3

2
+ xν∂ν)ψ

)
= (4 + xν∂ν)( /Aψ̄ψ) . (3.35)

Generalizando este resultado, vemos que a variação de cada termo será igual ao

termo multiplicado pela esquerda por
(
dtermo+xν∂ν

)
, e como termos sem parâmetros

dimensionais tem dimensão de escala igual a dimensão de massa que é igual a 4, a

variação total de uma lagrangiana independente de parâmetros dimensionais vai ser

δL = ε∂ν(x
νL) . (3.36)

A relação acima satisfaz a condição (3.22) com

Fµ = εxµL (3.37)

e portanto tem uma corrente de Noether definida por (3.23), (3.28) e (3.37) como

sendo

Jµ = ΠµδΦ−Fµ = ε(Πµ(dΦ + xν∂
ν)Φ− xµL)

= ε
(
ΠµdΦΦ + xν(Π

µ∂νΦ− gµνL)
)
. (3.38)
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Como ε é um parâmetro arbitrário podemos definir Dµ = ε−1Jµ , e usar a definição

do tensor energia-momento canônico (veja equação (2.7) ) Θµν = Πµ∂νΦ − gµνL
para obter

Dµ = ΠµdΦΦ + xνΘ
µν . (3.39)

Assim, o vetor Dµ, conhecido como corrente de dilatação, é a corrente de Noether

associada a simetria de escala e satisfaz a equação da continuidade

∂µDµ = 0 . (3.40)

Uma consideração importante deve ser feita a respeito de quando existir algum

termo dependente de parâmetro dimensional (como a massa por exemplo). Neste

caso a variação da lagrangiana não vai ser mais uma quadridivergência como em

(3.36). Se conseguirmos escrevê-la como uma quadridivergência somada a um termo

A
δL = ε∂ν(x

νL) + εA , (3.41)

então a equação da continuidade para Dµ não será mais válida, mas se transformará

em

∂µDµ = A , (3.42)

pois dos resultados e definições anteriores sabemos que

δL = ∂µ(ΠµδΦ), (3.43)

e

δL = ε∂ν(x
νL) + εA = ∂νFν + εA (3.44)

com

Jµ ≡ ΠµδΦ−Fµ e F ≡ εxµL , (3.45)

e assim,

∂µ(ΠµδΦ) = ∂νFν + εA , ou, ∂µJ
µ = εA , (3.46)

que com

Dµ ≡ ε−1Jµ , (3.47)
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demonstra o resultado (3.42).

Vejamos como exemplo a lagrangiana de Klein-Gordon

L = 1
2

(
∂µφ∂

µφ− µ2φ2
)

= Lb + Lc (3.48)

em que Lb = 1
2
∂µφ∂µφ , Lc = −1

2
µ2φ2, φ é um campo escalar real e µ a massa asso-

ciada a este campo. Da equação (3.34) sabemos que δLb = ε∂ν(x
νLb) e calculando

δLc,

δLc =
∂Lc
∂φ

δφ+
∂Lc

∂(∂µφ)
δ(∂µφ) =

∂Lc
∂φ

δφ

= −ε(µ2φ)(dφ + xν∂ν)φ = −ε(dφµ2φ2 + µ2φxν∂νφ) , (3.49)

que usando dφ = 1 do resultado (3.14), e ∂νφ
2 = 2φ∂νφ, resulta em

δLc = ε(4 + xν∂ν)(−1
2
µ2φ2) + µ2φ2 = ε(4 + xν∂ν)(Lc) + µ2φ2 . (3.50)

Assim, A = µ2φ2 e usando (3.42) obtemos

∂µDµ = µ2φ2 , (3.51)

de onde pode-se concluir que a quadridivergência da corrente de dilatação é propor-

cional ao termo da lagrangiana que contém parâmetro dimensional. Este resultado

particular é observado em outras lagrangianas também, como é o caso da lagrangiana

da eletrodinâmica que iremos estudar em seguida.

3.2.1 Relação com o Tensor Energia-momento Simétrico

O tensor energia-momento canônico Θµν = Πµ∂νΦ−gµνL não é simétrico, mas pode

ser simetrizado e o tensor simétrico conhecido como tensor de Belinfante 14 é definido

por

Tµν = Θµν + ∂ρfµνρ (3.52)

com

fµνρ = 1
2

(ΠρSµνΦ− ΠµSρνΦ + ΠνSµρΦ) , (3.53)

14Veja o apêndice A.
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onde Sµν é a matriz de spin do campo Φ definida pela transformação infinitesimal

de Lorentz do campo.

Existe ainda um outro tensor energia-momento (conhecido na literatura por im-

proved energy-momentum tensor), que foi proposto por Callan, Coleman e Jac-

kiw [25] e é definido por

Tµν = Tµν − 1
6
(∂µ∂ν − gµν∂2)φ . (3.54)

Este nos interessa por possibilitar uma expressão simples para a corrente de dilatação

dada por Dµ = xνT νµ. Note que este tensor é diferente do simétrico Tµν apenas por

um fator que depende somente de campos escalares φ’s , mas como neste trabalho

vamos estudar o caso de uma lagrangiana que depende de campos espinoriais (ψ)

e vetoriais (Aµ), mas não de campos escalares, nos limitaremos a demonstrar que

para o nosso caso podemos escrever

Dµ = xνTνµ , (3.55)

que leva ao importante resultado

∂µDµ = gνµT
µν + xν∂µT

µν

= T µµ , (3.56)

onde foi usado ∂µT
νµ = 0, que deve ser satisfeito já que T νµ é um tensor energia-

momento (ver demonstração no apêndice A).

A equação (3.56) identifica a quadridivergência da corrente de dilatação com o

traço do tensor energia-momento simétrico e é um resultado que será muito útil

neste trabalho.

Para demonstrar o resultado (3.55) segue da definição de Dµ (3.39) e de T µν

(3.52) que

Dµ = ΠµdΦΦ + xνΘ
µν = ΠµdΦΦ + xν(T

µν − ∂ρfµνρ)
= xνT

µν + ΠµdΦΦ + gρνf
µνρ − ∂ρ(xνfµνρ) . (3.57)

Mas como fµνρ é anti-simétrico na troca de µ por ρ, o termo ∂ρ(xνf
µνρ) vai ser zero

quando for aplicado a quadridivergência ∂µ. Logo, podemos redefinir Dµ como

Dµ = xνT
µν + ΠµdΦΦ + gρνf

µνρ , (3.58)
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e este vai ter a mesma quadridivergência do anterior que é o que nos interessa.

Vamos mostrar na próxima seção que para os campos ψ e Aν teremos a relação

ΠµdΦΦ + gρνf
µνρ = 0 , (3.59)

garantindo o resultado desejado para Dµ (3.55).

3.2.2 Eletrodinâmica Quântica (EDQ)

Vamos estudar a corrente de dilatação e sua relação com o tensor energia momento

para o caso da EDQ. Vários dos resultados utilizados nesta seção estão demonstrados

no apêndice A.

Considere a densidade de lagrangiana

L = ψ̄(i/∂ −m+ e /A)ψ − 1
4
F µνFµν , (3.60)

que é a soma da lagrangiana de Dirac (2.5) com a lagrangiana de Maxwell (3.4) e o

termo de interação

LI = eψ̄ /Aψ , (3.61)

onde e é a carga (em módulo) do elétron. A construção de (3.60) pode ser feita

impondo que a teoria seja invariante sob transformação de calibre (ψ → eαψ e

Aµ → Aµ + 1
e
∂µα, com α = α(x)) 15.

Para a lagrangiana (3.60) temos os seguintes resultados:

• Para o campo vetorial Aν

Πνλ
A =

∂L
∂(∂νAλ)

= F λν , dA = 1, fµνρA = F µρAν , (3.62)

e assim

Πνλ
A dAAλ + gρνf

µνρ
A = F λνAλ + gρνF

µρAν

= F λνAλ − F ρµAρ = 0 , (3.63)

onde foi usado que F ρµ = −F µρ, demonstrando que o resultado (3.59) é válido

para este campo.

15Para detalhes veja por exemplo [17–19,21]
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• Para os campos espinoriais ψ e ψ̄

Πµ
ψ =

∂L
∂(∂µψ)

= iψ̄γµ , Πµ

ψ̄
=

∂L
∂(∂µψ̄)

= 0 , dψ = 3/2 , (3.64)

fµνρψ = 1
4
iψ̄(γργµγν − gρµγν − gρνγµ + gµνγρ)ψ , (3.65)

e assim

Πµ
ψdψψ + gρνf

µνρ
ψ = 3

2
iψ̄γµψ + gρν

(
1
4
iψ̄(γργµγν − gρµγν − gρνγµ + gµνγρ)ψ

)
= 3

2
iψ̄γµψ + 1

4
iψ̄(γργµγρ − gρµγρ − gρργµ + gµνγν)ψ

= 3
2
iψ̄γµψ + 1

4
iψ̄(−2γµ − γµ − 4γµ + γµ)ψ

= 0 , (3.66)

onde foi usado a identidade γργµγρ = −2γµ , demonstrando que o resultado

(3.59) é válido também para estes campos.

Desta forma, para esta lagrangiana, a equação (3.55) é satisfeita e temos a relação

entre a equação de continuidade para a corrente de dilatação e o tensor energia-

momento simétrico (3.56)

∂µDµ = T µµ , (3.67)

onde T µν é o tensor de Belinfante da eletrodinâmica que é dado por16

T µν = 1
4
i(ψ̄γµ∂νψ − (∂νψ̄)γµψ + ψ̄γν∂µψ − (∂µψ̄)γνψ)

+F λµF ν
λ + 1

2
eψ̄(γνAµ + γµAν)ψ − gµνL . (3.68)

Vamos agora calcular explicitamente T µµ ,

T µµ = 1
4
i(ψ̄γµ∂µψ − (∂µψ̄)γµψ + ψ̄γµ∂

µψ − (∂µψ̄)γµψ)

+F λµFµλ + 1
2
eψ̄(γµA

µ + γµAµ)ψ − gµµL
= 1

2
i(ψ̄ /∂ψ − (∂µψ̄)γµψ)− F µνFµν + eψ̄ /Aψ

− 4(ψ̄(i/∂ −m+ e /A)ψ − 1
4
F µνFµν)

= −7
2
iψ̄ /∂ψ − 1

2
i(∂µψ̄)γµψ − 3eψ̄ /Aψ + 4mψ̄ψ , (3.69)

16A demonstração deste tensor encontra-se na seção A.2 do apêndice A.
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e usando as equações de Euler-Lagrange para ψ̄, i/∂ψ = −(e /A − m)ψ, e para ψ̄,

i∂µψ̄γ
µ = ψ̄(e/A−m), obtemos

T µµ = 7
2
ψ̄(e /A−m)ψ − 1

2
ψ̄(e/A−m)ψ − 3eψ̄ /Aψ + 4mψ̄ψ

= mψ̄ψ , (3.70)

observando que este é um resultado clássico já que usamos as equações de Euler-

Lagrange, e com ele podemos escrever a quadridivergência da corrente de dilatação

da eletrodinâmica como sendo

∂µDµ = mψ̄ψ . (3.71)

Veremos na próxima seção que este resultado é diferente quando a lagrangiana é

renormalizada, onde podem surgir termos adicionais no lado direito desta equação.

3.3 Quebra Anômala da Simetria de Escala

Em uma teoria renormalizada a constante de acoplamento g depende da escala de

energia. Neste caso devemos esperar que uma teoria invariante de escala não seja

mais invariante depois da renormalização devido a sua dependência da constante de

acoplamento, pois se considerarmos a mesma teoria em escalas diferentes a constante

de acoplamento deve mudar [21].

Para ter uma intuição de como a simetria é quebrada podemos pensar que

x→ x′ = eεx⇒ µ→ µ′ = e−εµ , (3.72)

onde foi usado que a escala de renormalização µ, que tem dimensão de massa [µ] =

[m], será escalonada com o inverso da transformação de x (já que comprimento tem

dimensão de [m]−1). E assim

g → g′ = g + (µ′ − µ)
∂g

∂µ
≈ g − εβ , (3.73)

onde β = µ
∂g

∂µ
é uma função do grupo de renormalização17.

17Veja por exemplo [21].
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A lagrangiana vai sofrer uma variação adicional, devido a variação de g, do tipo

−εβ ∂L
∂g

que é responsável pela quebra da simetria. Isto é apenas uma discussão in-

tuitiva, pois supomos aqui que os campos renormalizados se transformem da mesma

maneira que os campos nus. Existe uma discussão que em baixas ordens de teoria

da perturbação pode-se explicar a anomalia supondo que a dimensão de escala do

campo é alterada pela interação tornando-se a dimensão do campo livre somada a

dimensão anômala. Não vamos entrar em detalhes desta discussão, mas ela pode

ser encontrada em [11].

Nosso objetivo é calcular o termo anômalo com cálculos perturbativos usando a

IW relacionada a equação de continuidade desta simetria. Vamos deduzir a IW da

dilatação a ńıvel clássico, isto é, a identidade que equivale a corrente ser conservada, e

calculando explicitamente os termos desta identidade obteremos o termo que quebra

a identidade, e que, por consequência, quebra a simetria.

3.4 IW da Corrente de Dilatação

Vamos estudar a IW associada a corrente de dilatação que é obtida como resultado

de (3.42)

∂µDµ = T µµ , (3.74)

onde

Dµ = xνTνµ , (3.75)

é a corrente de Noether associada a transformação de escala. A equação (3.74)

representa uma simetria a ńıvel clássico se T µµ = 0 que é o caso quando a lagrangiana

que descreve a teoria não contém parâmetros dimensionais como vimos nas seções

anteriores. A IW da corrente de dilatação que relaciona funções de Green no espaço

dos momentos é

− iG
(n)
T (0, p1, ..., pn−1) =

(
n(dΦ − 4) + 4 −

n−1∑
k

pk
∂

∂pk

)
G(n)(p1, ..., pn−1) , (3.76)

28



cuja demonstração encontra-se no apêndice B, onde G({p}) e GT (k, {p}) são funções

de Green no espaço dos momentos definidas por

(2π)4δ
( n∑
k=1

pk
)
G(n)(p1, ..., pn−1)

=

∫
d4x1...d

4xn exp

(
i

n∑
k=1

pkxk

)
G(n)(x1, ..., xn) (3.77)

e

(2π)4δ
(
k +

n∑
k=1

pk
)
G(n)(k, p1, ..., pn−1)

=

∫
d4yd4x1...d

4xn exp

(
i
[
ky +

n∑
k=1

pkxk
])
G(n)(y, x1, ..., xn) (3.78)

sendo as respectivas funções de Green no espaço das coordenadas definidas mate-

maticamente por

G(n)(x1, ..., xn) ≡ 〈0|T Φ(x1)...Φ(xn)|0〉 (3.79)

e

G
(n)
T (y, x1, ..., xn) ≡ 〈0|T T µµ (y)Φ(x1)...Φ(xn)|0〉 , (3.80)

onde o T que aparece a esquerda dos campos nas equações acima é o ordenamento

temporal e |0〉 é o estado fundamental da teoria com interação. O parâmetro dΦ na

equação (3.76) é a dimensão de escala de cada campo na função de Green (3.79) e

o termo 4 + n(dΦ − 4) é igual a dimensão de massa da função de Green no espaço

dos momentos como podemos verificar da expressão (3.77). Então, por analogia,

podemos esperar que esta identidade para funções de vértice Γ
(n)
T (k, p1, ..., pn) e

Γ(n)(p1, ..., pn) será

− iΓ(n)
T (0, p1, ..., pn−1) =

(
4− ndΦ −

n−1∑
k

pk
∂

∂pk

)
Γ(n)(p1, ..., pn−1) , (3.81)

já que as funções de vértice Γ(n)(p) são definidas18 como as funções de Green conexas

retirando-se os propagadores das pernas externas, onde as funções de Green conexas

são as funções de Green considerando unicamente os diagramas de Feynman conexos,

Γ(n)(p1, ..., pn−1) ≡
∏
i

[∆′F (pi)]
−1Gn

con(p1, ..., pn−1) , (3.82)

18Veja [18]
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onde ∆′F (pi) representa o propagador do campo, e assim a dimensão de cada função

de vértice é (n(dΦ − 4) + 4)− (2dΦ − 4)n = 4− ndΦ.

A equação (3.81) é um resultado a ńıvel clássico se usarmos T µµ = mψ̄ψ (3.70),

que foi obtido usando as equações de Euler-Lagrange. Ela representa a simetria

de escala no caso em que a teoria não tem parâmetro dimensional como discutido

acima, que implica m→ 0, e que deve ser quebrada pela renormalização já que esta

introduz um parâmetro dimensional. Vamos calcular na próxima seção a IW para

n = 2.

3.4.1 IW Para Funções de 2 Pontos

Vamos estudar a IW para o caso da função de Green na teoria da EDQ com n = 2

e campos externos Aν

G(2)
µν (x, y) = 〈0|T Aµ(x)Aν(y)|0〉 (3.83)

que é o propagador do fóton com correções radiativas, e a função de Green análoga

envolvendo o operador T µµ

G
(2)
T µν(z, x, y) = 〈0|T T λλ (z)Aµ(x)Aν(y)|0〉 . (3.84)

Da equação (3.76) temos

− iG(2)
T µν(0, p) =

(
2(dA − 4) + 4− p ∂

∂p

)
G(2)
µν (p) , (3.85)

que usando dA = 1 (resultado (3.14)) resulta em

− iG(2)
T µν(0, p) =

(
− 2− p ∂

∂p

)
G(2)
µν (p) . (3.86)

Podemos obter a IW da dilatação relacionando funções de vértice. Para o caso

em questão, como a função de Green de 2 pontos não tem diagramas desconexos, a

função de vértice19 é obtida por

Gµν(p) = Dµλ(p)Γλρ(p)Dρµ(p) , (3.87)

19A função de vértice é definida como a função de Green conexa, isto é, sem as contribuições dos

diagramas desconexos, retirando-se dela os propagadores externos.
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onde

Dµν(p) = −ig
µν

p2
(3.88)

é o propagador do fóton. Podemos definir a função de vértice análoga para GT (p)

como

Gµν
T (p) = Dµλ(p)ΓλρT (0, p)Dρµ(p) . (3.89)

Observe que

p
∂

∂p
Dµν(p) = −ig

µν

p2
(2p2) = 2Dµν(p) (3.90)

e

p
∂

∂p
Gµν(p) =

(
p
∂

∂p
Dµλ(p)

)
Γλρ(p)Dρµ(p)

+Dµλ(p)

(
p
∂

∂p
Γλρ(p)

)
Dρµ(p)

+Dµλ(p)Γλρ(p)

(
p
∂

∂p
Dρµ(p)

)
= 4Dµλ(p)Γλρ(p)Dρµ(p) +Dµλ(p)

(
p
∂

∂p
Γλρ(p)

)
Dρµ(p) .

(3.91)

Usando estes resultados em (3.85), obtemos

− iΓ(2)
T µν(0, p) =

(
2dA − p

∂

∂p

)
Γ(2)
µν (p) , (3.92)

que usando o resultado dA = 1 (3.14) resulta em

Γ
(2)
T µν(0, p) = i

(
2− p ∂

∂p

)
Γ(2)
µν (p) . (3.93)

A equação acima está de acordo com o resultado para funções de vértice de n pontos

(3.81) do caṕıtulo anterior.

Podemos reescrever (3.93) como

∆µν(0, p,−p) =
(
2− p ∂

∂p

)
Πµν(p,−p) , (3.94)
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onde Πµν(p,−p) ≡ iΓ
(2)
µν (p) e ∆µν(0, p,−p) ≡ Γ

(2)
T µν(0, p).

Estas amplitudes são representadas a um laço em diagramas de Feynman como

segue.

− iΠµν ≡

�
(3.95)

e

∆µν ≡

�
+

�
(3.96)

A justificativa para o segundo diagrama ter esta forma é que a função Gµν
T (0, p),

correspondente a esta amplitude e que é a transformada de Fourier da função de 3

pontos GT (x, y, z), é análoga a função de Green Gµν(p), porém com um dos momen-

tos iguais a zero e com o vértice correspondente gerado pelo operador T µµ = mψ̄ψ

em vez de jµ = eψ̄γµψ que gera os outros vértices (veja equações (3.78) e (3.80)).

Podemos assim usar as regras de Feynman para os últimos gráficos incluindo o termo

im para o vértice marcado com X em analogia com ieγµ dos vértices da QED.
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Caṕıtulo 4

Cálculo da Anomalia a um Laço

por Regularização Impĺıcita

Para calcular as amplitudes envolvidas na equação (3.94) é preciso utilizar algum

esquema de regularização e renormalização. Como discutido anteriormente, este

processo quebra a simetria de escala com a introdução de um parâmetro dimensional

na lagrangiana, parâmetro este conhecido como escala de renormalização, necessária

em qualquer esquema de renormalização. Esta quebra de simetria se caracteriza pela

violação da IW da dilatação que pode ser identificada por um termo extra na equação

(3.94) que é a nossa anomalia.

Realizamos o cálculo de ambos os lados da equação (3.94) separadamente, a

ńıvel de um laço, no limite m → 0 que é o caso em que existe simetria a ńıvel

clássico, e desta forma obtivemos a anomalia. Utilizamos a regularização impĺıcita

(RI) [3–5, 7–9], onde um dos passos deste esquema equivale a parametrizar as di-

vergências de forma independente de regularização evitando o surgimento de ano-

malias espúrias, que são apenas um defeito do cálculo e que podem ser eliminados

por uma renormalização adequada, não tendo assim significado f́ısico. Faremos uma

breve descrição do método e logo após apresentaremos os resultados com discussões

das passagens importantes do cálculo, cujos detalhes encontram-se no apêndice C.
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4.1 Método

A ideia principal da RI é separar as integrais divergentes em integrais finitas e inte-

grais que não dependem do momento externo. Isto é feito por meio de manipulações

matemáticas, onde podemos assumir que existe um regulador impĺıcito para justi-

ficar a manipulação das divergências, mas separando-as como descrito acima elas

não precisarão ser avaliadas depois, pois podemos absorvê-las pela definição das

constantes de renormalização.

Faremos tal manipulação aplicando (quantas vezes for necessário até isolar todas

divergências) a identidade

1

[(k + p)2 −m2]
=

k2 −m2

k2 −m2

1

[(k + p)2 −m2]
=

(k + p)2 −m2 − 2kp− p2

(k2 −m2)[(k + p)2 −m2]

=
1

(k2 −m2)
− p2 + 2kp

(k2 −m2)[(k + p)2 −m2]
, (4.1)

nas integrais divergentes, onde p é o momento externo e k o momento interno que

será integrado. Desta forma não introduzimos nenhum regulador explicitamente nos

cálculos, evitando contaminar a parte finita das amplitudes.

4.1.1 Renormalização e Invariância de Calibre

Como exemplo vamos estudar a renormalização do tensor polarização do vácuo Πµν ,

onde omitiremos os detalhes dos cálculos, pois estes podem ser encontrados nos tra-

balhos [4,6]. Apresentaremos apenas as passagens importantes para a compreensão

do método e discutiremos também o papel da invariância de calibre.

Usando as regras de Feynman em (3.95), obtemos

− iΠµν = −
∫
k

Tr{eγµS(k)eγνS(k + p)} , (4.2)

onde S(k) =
i

/k −m
é o propagador do fermion e

∫
k
≡
∫
d4k/(2π)4 .
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Após tomar o traço, manipular devidamente e utilizar a identidade (4.1), obtemos

Πµν

4ie2
= 2

∫
k

kµkν
(k2 −m2)2

− gµν
∫
k

k2

(k2 −m2)2
+m2gµν

∫
k

1

(k2 −m2)2

− p2

∫
k

2kµkν
(k2 −m2)3

+ 8pαpβ
∫
k

kµkνkαkβ
(k2 −m2)4

− 2pαpν

∫
k

kαkµ
(k2 −m2)3

− 2pαpµ

∫
k

kαkν
(k2 −m2)3

− p2gµν

∫
k

k2

(k2 −m2)3
− 4gµνpαpβ

∫
k

k2kαkβ
(k2 −m2)4

+ 2gµνpαpβ

∫
k

kαkβ
(k2 −m2)3

− b

3

(
p2gµν − pµpν

)
·

·

(
1

3
+

(2m2 + p2)

p2
Z0(p2;m2)

)

= Π̃µν + 4

(
Υ2
µν −

1

2
p2Υ0

µν +
1

3
pαpβΥ0

µναβ − pαpµΥ0
να −

1

2
pαpβgµνΥ

0
αβ

)
(4.3)

com

Π̃µν =
4

3
(p2gµν − pµpν)

(
Ilog(m

2)− b
(1

3
+

(2m2 + p2)

p2
Z0(p2;m2)

))
, (4.4)

onde

Z0(p2;m2) =

∫ 1

0

dz ln

[
p2z(z − 1) +m2

m2

]
, (4.5)

b ≡ i

(4π)2
, (4.6)

Υ2
µν , Υ0

µν e Υ0
µναβ são diferenças de integrais com mesmo grau de divergência e Ilog

é logaritmicamente divergente. Estas integrais não dependem do momento externo

p e estão listadas na seção D.3 do apêndice D.

Um resultado importante em RI é que os termos Υ2
µν , Υ0

µν e Υ0
µναβ são termos de

superf́ıcie (veja um exemplo na seção D.2 do apêndice D), e que eles são arbitrários

e dependentes de regularização. A demonstração e discussão destes resultados pode

ser encontrada em [4–7], em [9] é mostrado ainda que termos de superf́ıcies em

RI, como os citados acima, estão conectados com os rótulos dos momentos e que

a invariância de rótulo é uma condição necessária para assegurar a invariância de

calibre. Veremos a seguir que para o nosso caso estes termos de superf́ıcie devem

ser nulos para manter uma IW de calibre.
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Assumindo a arbitrariedade dos termos de superf́ıcie podemos escrever (4.4)

como

Πµν

4ie2
= Π̃µν + (α1m

2gµν + α2p
2gµν + α3pµpν) (4.7)

sendo os α’s constantes arbitrárias. Mas a invariância de calibre da EDQ implica

que o tensor de polarização do vácuo deve satisfazer a condição1

pµΠµν(p) = 0 , (4.8)

e assim os α’s devem ser nulos.

A escala do grupo de renormalização, que chamaremos de λ, é introduzida em

RI pela identidade (veja detalhes em [5,6, 8])

Ilog(m
2) = Ilog(λ

2) + b ln
( λ2

m2

)
. (4.9)

Para renormalizar, vamos utilizar o contratermo2 i(p2gµν − pµpν)(Z3 − 1), onde

Z3 é definido pela renormalização do campo Aµ,

Aµ = Z
1
2
3 A

µ
r , (4.10)

e assim, obtemos

Z3 = 1 +
4

3
iIlog(λ

2) (4.11)

e

Πr
µν = Π̃µν + i(p2gµν − pµpν)(Z3 − 1) , (4.12)

que é o tensor polarização do vácuo renormalizado.

4.2 Cálculo da Anomalia

Para obter a anomalia de escala calcularemos primeiro o lado esquerdo da equação

(3.94), obtido este resultado usaremos o resultado de Πµν para calcular o lado direito.

1Pois esta é a IW associada a invariância de calibre. Veja [21] por exemplo.
2Veja a seção Renormalization of Quantum Electrodynamics em [21].
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Usando as regras de Feynman em (3.96), obtemos

∆µν = −2

∫
k

Tr{eγµS(k)eγνS(k + p)mS(k + p)} , (4.13)

que após tomar o traço e devidas manipulações (veja detalhes na seção C.1 do

apêndice C) resulta em (C.10)

∆µν = 8ie2m2
(
4Θ(0)

µν (m2)− gµνIlog(m2)
)

+ ∆′µν (4.14)

onde

Θ(0)
µν (m2) =

∫
k

kµkν
(k2 −m2)3

, Ilog(m
2) =

∫
k

1

(k2 −m2)2
(4.15)

são integrais divergentes que não dependem do momento externo p, e ∆′µν é composto

apenas por integrais finitas (veja equação (C.12)). Após alguns cálculos, que incluem

parametrizações de Feynman, resolução de algumas integrais e a expansão (veja

equação (C.32))

ln

(
m2 − p2y(1− y)

m2

)
= ln

(
−p2

m2

)
+ ln

(
y(1− y)

)
+O(m2) , (4.16)

obtemos que a parte finita será de ordem m

∆′µν = O(m) , (4.17)

e como estamos interessados no limite m→ 0 podemos escrever (4.14) como

∆µν = 8ie2m2
(
4Θ(0)

µν (m2)− gµνIlog(m2)
)

+O(m) . (4.18)

Note que o termo entre parênteses é uma diferença entre duas integrais com o mesmo

grau de divergência. Estas integrais estão relacionadas, como demostrado na seção

D.2 do apêndice D, pela identidade (D.12)

4Θ(0)
µν (m2) = gµνIlog(m

2)−Υ0
µν(m

2) , (4.19)

onde

Υ0
µν(m

2) =

∫
k

∂

∂kµ

[
kν

(k2 −m2)2

]
. (4.20)
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Usando esta relação, obtemos

∆µν = 8ie2m2Υ0
µν(m

2) +O(m) . (4.21)

Para fazer o limite m→ 0 temos que usar a massa renormalizada já que a massa

nua é infinita em teoria de pertubação. Assim, utilizando o resultado que Υ0
µν é

finito como discutido anteriormente , obtemos

∆r
µν(p,m = 0) = 0. (4.22)

Para calcular (2− p ∂
∂p

)Πr
µν note que (veja (C.134) e (C.135))

(2− p ∂
∂p

)p2 = (2− p ∂
∂p

)pαpβ = 0 , (4.23)

e como Z3 não depende de p, obtemos

(2− p ∂
∂p

)Πr
µν = (2− p ∂

∂p
)
(

Π̃µν + i(p2gµν − pµpν)(Z3 − 1)
)

= (2− p ∂
∂p

)Π̃µν . (4.24)

Utilizando o Π̃µν da seção anterior (que foi obtido em [5,6]), obtemos (veja (4.4))

(2− p ∂
∂p

)Π̃µν =
4

3
bie2

(
(p2gµν − pµpν)

(
− 4

m2

p2
Z0 + (

2m2

p2
+ 1)Z ′0

))
, (4.25)

onde b ≡ i
(4π)2

, Z ′0 ≡ p
∂

∂p
Z0 , Z0(p2;m2) ≡

∫ 1

0
dz ln

[
p2z(z−1)+m2

m2

]
.

Usando a expansão (4.16),

(2− p ∂
∂p

)Π̃µν = − e2

6π2
(p2gµν − pµpν) +O(m) , (4.26)

e tomando o limite m→ 0, obtemos

(2− p ∂
∂p

)Πr
µν(p,m = 0) =

e2

6π2
(pµpν − p2gµν) . (4.27)

Usando este resultado e (4.22), obtemos

∆r
µν(p,m = 0)− (2− p ∂

∂p
)Πr

µν(p,m = 0) = − e2

6π2
(pµpν − p2gµν) , (4.28)
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que é portanto a anomalia de escala para IW de dilatação (3.94) a um laço.

Foi discutido anteriormente que esta anomalia é consequência da introdução da

escala de renormalização na lagrangiana no processo de renormalização. Na seção

anterior vimos que esta escala foi introduzida na renormalização do Πµν , e assim

os parâmetros envolvidos no resultado devem ser os parâmetros renormalizados.

Conclúımos então que a dependência da anomalia na escala de renormalização está

na constante de acoplamento renormalizada

e = e(λ) , (4.29)

onde λ é a escala de renormalização na RI (veja equação (4.9)).

Nosso resultado para a anomalia (4.28) está de acordo com o resultado existente

na literatura calculado por outros métodos que pode ser encontrado, por exemplo,

em [12] e [15] .
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Caṕıtulo 5

Conclusão

Nosso objetivo principal foi estudar a anomalia de escala na EDQ e calculá-la uti-

lizando a RI. Para atingir tal objetivo o primeiro passo foi entender a anomalia

em questão. Começamos estudando a simetria de escala, onde vimos que, a ńıvel

clássico, ela é uma simetria de teorias descritas por uma lagrangiana que não de-

pende de parâmetros dimensionais. Neste ponto surgiu uma evidência que sugere

que esta não deve ser uma simetria a ńıvel quântico, já que em uma teoria renor-

malizada a constante de acoplamento envolvida deve depender da escala de energia,

e desta forma a descrição do sistema deve depender da escala em que se estuda o

mesmo. Em seguida obtivemos a corrente de dilatação e sua relação com o traço

do tensor energia-momento de Belinfante (equação (3.67)) para o caso da EDQ.

Este resultado foi útil para obter a IW da dilatação, possibilitando um estudo di-

agramático da simetria. Calculando cada amplitude envolvida na IW, a um laço

por RI, mostramos que a IW não é válida a ńıvel quântico e obtivemos a anomalia

(equação (4.28)).

No cálculo das amplitudes assumimos que os termos de superf́ıcie são finitos e

arbitrários, que é um resultado demonstrado em trabalhos sobre RI, para cancelá-los

como forma de garantir a invariância de calibre da teoria. Cancelados estes termos

arbitrários não tivemos que lidar com nenhuma anomalia espúria na obtenção da

anomalia demonstrando que a RI é um método adequado para tratar este tipo de

problema.
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Apêndice A

Tensor de Belinfante

A.1 Caso geral

Se definirmos um tensor T µν por

T µν ≡ Θµν + ∂ρf
µνρ , (A.1)

onde fµνρ é anti-simétrico nos ı́ndices (µρ), e Θµν é o tensor energia-momento

canônico (2.7), temos que T µν também obedece a equação de continuidade

∂µT
µν = 0 (A.2)

e como
∫

d3x∂ρf
0νρ = −

∫
d3x∂0f

0ν0 −
∫

d3x∂if
0νi = −∂0

∫
d3xf 0ν0 = 0 ,

P µ =

∫
d3xT 0µ (A.3)

e T µν tem as mesmas caracteŕısticas que definem Θµν e existe assim uma liberdade

na definição do tensor energia-momento.

Podemos usar esta liberdade para obter um tensor simétrico. Impomos que ele

seja simétrico e substitúımos (A.1) nas equações (2.14) e (2.15)

Mρµν = ΠρSµνΦ + xµ(T ρν − ∂λfρνλ)− xν(T ρµ − ∂λfρµλ) (A.4)

e

∂ρMρµν = ∂ρ (ΠρSµνΦ) + T µν − ∂λfµνλ − T νµ + ∂λf
νµλ = 0 , (A.5)
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assim obtemos

∂ρ (fµνρ − f νµρ) = ∂ρ (ΠρSµνΦ) . (A.6)

Uma solução posśıvel é

fµνρ − f νµρ = ΠρSµνΦ , (A.7)

com ela podemos escrever (trocando µ↔ ρ em (A.7))

fρνµ − f νρµ = ΠµSρνΦ (A.8)

e (trocando ν ↔ ρ em A.7)

fµρν − fρµν = ΠνSµρΦ , (A.9)

e obtemos então (somando A.7 - A.8 + A.9 e usando fµρν = −f νρµ )

fµνρ = 1
2

(ΠρSµνΦ− ΠµSρνΦ + ΠνSµρΦ) . (A.10)

Assim

T µν = Θµν + ∂ρf
µνρ , (A.11)

com fµνρ definido por (A.10), é o tensor de Energia-Momento simétrico conhecido

como tensor de Belinfante [14,18].

A.2 EDQ

Considere a seguinte densidade de lagrangiana (3.60)

L = ψ̄(iγµ∂µ −m+ eγµAµ)ψ − 1
4
F µνFµν . (A.12)

As equações de Euler-Lagrange1 para ela resultam nas equações de Dirac e de

Maxwell com fonte:

i∂µψ̄γ
µ − ψ̄(eγµAµ −m) = 0 , (A.13)

iγµ∂µψ + (eγµAµ −m)ψ = 0 (A.14)

e

∂νF
µν − eψ̄γµψ = 0 . (A.15)

1Veja por exemplo [17,20].
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O tensor energia-momento canônico (2.7) para esta lagrangiana é

Θµν =
∂L
∂∂µψ

∂νψ +
∂L
∂∂µψ̄

∂νψ̄ +
∂L

∂∂µAλ
∂νAλ − gµνL , (A.16)

mas sendo
∂L
∂∂µψ

= iψ̄γµ ,
∂L
∂∂µψ̄

= 0 (A.17)

e

∂L
∂∂µAλ

= 1
4

∂

∂∂µAλ
[(∂βAα − ∂αAβ)(∂βAα − ∂αAβ)]

= −1
2
(δµβδ

λ
α − δµαδλβ)F βα = −1

2
(F µλ − F λµ)

= F λµ , (A.18)

usando (A.17) e (A.18) em (A.16) obtemos o tensor energia-momento canônico da

eletrodinâmica

Θµν = iψ̄γµ∂νψ + F λµ∂νAλ − gµνL . (A.19)

Vamos obter o tensor de Belinfante (A.11) para esta lagrangiana, mas para simpli-

ficar as contas podemos definir fµνρ (A.10) como

fµνρ = fµνρψ + fµνρA , (A.20)

onde fµνρψ é calculado usando apenas os espinores de Dirac ψ e ψ̄, e fµνρA usando o

potencial vetor Aµ. O tensor simétrico será então dado por

T µν = Θµν + ∂ρf
µνρ
ψ + ∂ρf

µνρ
A . (A.21)

Para calcular fµνρψ sabemos que numa transformação de Lorentz infinitesimal o

campo ψ se transforma com [17]

ψ(x)→ ψ′(x′) = ψ(x) + 1
8
εµν [γ

µ, γν ]ψ(x) , (A.22)

que comparando com a equação (2.13) nos fornece

Sµν = 1
4
[γµ, γν ] . (A.23)

Usando este resultado em (A.10),

fµνρψ = 1
8
iψ̄(γρ[γµ, γν ]− γµ[γρ, γν ] + γν [γµ, γρ])ψ (A.24)
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com

γρ[γµ, γν ]− γµ[γρ, γν ] + γν [γµ, γρ] = γργµγν − γργνγµ − γµγργν + γµγνγρ

+ γνγµγρ − γνγργµ = 2γργµγν − 2gρµγν − 2gρνγµ + 2gµνγρ (A.25)

obtemos

fµνρψ = 1
4
iψ̄(γργµγν − gρµγν − gρνγµ + gµνγρ)ψ (A.26)

e

∂ρf
µνρ
ψ = 1

4
i[∂ρ(ψ̄γ

ργµγνψ)− ∂µ(ψ̄γνψ)− ∂ν(ψ̄γµψ) + gµν∂ρ(ψ̄γ
ρψ)] . (A.27)

Usando as equações de Dirac (A.13) e (A.14),

∂ρ(ψ̄γ
ρψ) = −iψ̄(eγµAµ −m)ψ + iψ̄(eγµAµ −m)ψ = 0 (A.28)

e

∂ρ(ψ̄γ
ργµγνψ) = (∂ρψ̄)γργµγνψ + ψ̄γργµγν∂ρψ , (A.29)

onde usando que γργµγν = 2gµργν − γµγργν = 2gµργν − 2gρνγµ + γµγνγρ, ficamos

com

∂ρ(ψ̄γ
ργµγνψ) = (∂ρψ̄)γργµγνψ + ψ̄γµγνγρ∂ρψ + 2ψ̄γν∂µψ − 2ψ̄γµ∂νψ

= −iψ̄(eγρAρ −m)γµγνψ + iψ̄γµγν(eγρAρ −m)ψ + 2ψ̄γν∂µψ − 2ψ̄γµ∂νψ

= −eiψ̄Aρ(2gµργν − 2gρνγµ + γµγνγρ)ψ + eiψ̄γµγνγρAρψ + 2ψ̄γν∂µψ − 2ψ̄γµ∂νψ

= eiψ̄(−2Aµγν + 2Aνγµ)ψ + 2ψ̄γν∂µψ − 2ψ̄γµ∂νψ , (A.30)

assim, substituindo (A.29) e (A.30) em (A.28),

∂ρf
µνρ
ψ = 1

4
i~[ψ̄γν∂µψ − (∂µψ̄)γνψ − 3ψ̄γµ∂νψ − (∂νψ̄)γµψ]

+ 1
2
eψ̄(γνAµ − γµAν)ψ . (A.31)

Para calcular agora fµνρA sabemos que para uma transformação infinitesimal de

Lorentz o campo Aµ se transforma com Aµ(x) → A′µ(x′) = Aµ(x) + εµνA
ν(x), que

comparando com (2.13) obtemos 1
2
εαβS

αβ
λν g

λµ = εµν , ou seja,

εαβS
αβ
µν = 2εµν = εµν − ενµ = εαβ(δαν δ

β
µ − δαµδβν ) (A.32)
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e

Sαβµν = δαν δ
β
µ − δαµδβν . (A.33)

Usando (A.33) e (A.18) em (A.10),

fµνρA = 1
2
[(F ρνAµ − F ρµAν)− (F µνAρ − F µρAν) + (F νρAµ − F νµAρ)]

= F µρAν (A.34)

e usando (A.15)

∂ρf
µνρ
A = eψ̄γµψAν + F µρ∂ρA

ν . (A.35)

Finalmente usando este resultado e o resultado para fµνρψ (A.31), obtemos o

tensor de energia-momento simétrico da eletrodinâmica

T µν = Θµν + ∂ρf
µνρ
ψ + ∂ρf

µνρ
A = iψ̄γµ∂νψ + F λµ∂νAλ − gµνL

+ 1
4
i[ψ̄γν∂µψ − (∂µψ̄)γνψ − 3ψ̄γµ∂νψ − (∂νψ̄)γµψ]

+ 1
2
eψ̄(γνAµ − γµAν)ψ + eψ̄γµψAν + F µλ∂λA

ν

= 1
4
i[ψ̄γµ∂νψ − (∂νψ̄)γµψ + ψ̄γν∂µψ − (∂µψ̄)γνψ]

+F λµF ν
λ + 1

2
eψ̄(γνAµ + γµAν)ψ − gµνL . (A.36)
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Apêndice B

Dedução da IW da Dilatação

Para obter a IW da corrente de dilatação usaremos o formalismo de integral de

trajetória1. Neste formalismo o funcional gerador das funções de Green é dado por

W [J ] = ρ

∫
DΦ exp

(
i

∫
d4x

(
L(x) + J(x)Φ(x)

))
, (B.1)

onde ρ é um fator de normalização. A função de Green

G(N)(x1, ..., xN) ≡ 〈0|T Φ(x1)...Φ(xN)|0〉 (B.2)

é obtida pela relação

G(N)(x1, ..., xN) = (−i)N δN

δJ(x1)...δJ(xN)
W (J)

∣∣∣∣
J=0

. (B.3)

A transformação

Φ(x)→ Φ(x) + δΦ(x) ⇒ L → L+ δL (B.4)

1Faremos uma dedução que não é rigorosa, existem problemas, por exemplo, em supor que DΦ

é invariante sob a transformação. O método Fujikawa para tratar anomalias utiliza o fato de que

DΦ não é invariante (veja [23, 24]). Mas no nosso caso queremos obter apenas a IW ”clássica”,

pois a anomalia obteremos estudando a IW por teoria de perturbação.
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que, considerando DΦ′ = DΦ), leva a∫
DΦ exp

(
i

∫
d4x

[
L(x) + J(x)Φ(x)

])
=

∫
DΦ exp

(
i

∫
d4x

[
L(x) + δL(x) + J(x)

(
Φ(x) + δΦ(x)

)])
=

∫
DΦ

(
1 + i

∫
d4y

[
δL(y) + J(y)δΦ(y)

])
exp

(
i

∫
d4x

[
L(x) + J(x)Φ(x)

])
,

(B.5)

ou,∫
d4y

∫
DΦ
[
δL(y)+J(y)δΦ(y)

]
) exp

(
i

∫
d4x

[
L(x) + J(x)Φ(x)

])
= 0 , (B.6)

Derivando funcionalmente o integrando em relação a J(x1),J(x2),..., até J(xN),

δ

δJ(x1)

∫
DΦ

[
δL(y) + J(y)δΦ(y)

]
exp

(
i

∫
d4x

[
L(x) + J(x)Φ(x)

])
= δ(y − x1)

∫
DΦ δΦ(x1) exp

(
i

∫
d4x

[
L(x) + J(x)Φ(x)

])
+ i

∫
DΦ

[
δL(x) + J(x)δΦ(x)

]
Φ(x1) exp

(
i

∫
d4x

[
L(x) + J(x)Φ(x)

])
, (B.7)

δ2

δJ(x2)δJ(x1)

∫
DΦ

[
δL(x) + J(x)δΦ(x)

]
exp

(
i

∫
d4x

[
L(x) + J(x)Φ(x)

])
= iδ(y − x1)

∫
DΦ δΦ(x1)Φ(x2) exp

(
i

∫
d4x

[
L(x) + J(x)Φ(x)

])
+ iδ(y − x2)

∫
DΦ δΦ(x2)Φ(x1) exp

(
i

∫
d4x

[
L(x) + J(x)Φ(x)

])
+ (i)2

∫
DΦ

[
δL(x) + J(x)δΦ(x)

]
Φ(x1)Φ(x2) exp

(
i

∫
d4x

[
L(x) + J(x)Φ(x)

])
,

(B.8)
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...

Assim,

δN

δJ(x1)...δ(xN)

[ ∫
d4y

∫
DΦ

[
δL(y) + J(y)δΦ(y)

]
) exp

(
i

∫
d4x

[
L(x)

+ J(x)Φ(x)
])]∣∣∣∣

J=0

=

∫
d4y

[
(i)N−1

N∑
k=0

δ(y − xk)
∫
DΦ Φ(x1)...δΦ(xk)...Φ(xN) exp

(
i

∫
d4x L

)
+ (i)N

∫
DΦ δL(y)Φ(x1)...Φ(xN) exp

(
i

∫
d4x L

)]
= 0 , (B.9)

ou,

N∑
k=0

∫
DΦ Φ(x1)...δΦ(xk)...Φ(xN) exp

(
i

∫
d4x L

)
= −i

∫
d4y

∫
DΦ δL(y)Φ(x1)...Φ(xN) exp

(
i

∫
d4x L

)
. (B.10)

Vamos escrever a variação da lagrangiana como em (3.41)

δL = ∂µFµ +A (B.11)

e assim ficamos com

N∑
k=0

∫
DΦ Φ(x1)...δΦ(xk)...Φ(xN) exp

(
i

∫
d4x L

)
= −i

∫
d4y

∫
DΦ

∂

∂yµ
Fµ(y)Φ(x1)...Φ(xN) exp

(
i

∫
d4x L

)
− i
∫
d4y

∫
DΦA(y)Φ(x1)...Φ(xN) exp

(
i

∫
d4x L

)
. (B.12)

Para o caso da transformação de escala A = T µµ . Usando este resultado e despre-

zando o termo de superf́ıcie na equação acima, obtemos

i
N∑
k=0

∫
DΦ Φ(x1)...δΦ(xk)...Φ(xN) exp

(
i

∫
d4x L

)
=

∫
d4y

∫
DΦ T µµ (y)Φ(x1)...Φ(xN) exp

(
i

∫
d4x L

)
(B.13)
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Mas de (B.3) obtemos a expressão para uma função de Green no formalismo funci-

onal como sendo

G(N)(x1, ..., xN) = ρ

∫
DΦ Φ(x1)...Φ(xN) exp

(
i

∫
d4x L

)
, (B.14)

então∫
d4y〈0|T T µµ (y)Φ(x1)...Φ(xN)|0〉 = i

N∑
k=1

〈0|T Φ(x1)...δΦ(xk)...Φ(xN)|0〉

= iNdΦ〈0|T Φ(x1)...Φ(xN)|0〉+ i
N∑
k=1

〈0|T Φ(x1)...
(
xµk

∂

∂xµk
Φ(xk)

)
...Φ(xN)|0〉 ,

(B.15)

onde usamos δΦ da transformação de escala para os campos (3.28) δΦ = (dφ +

xµ∂µ)Φ. Desejamos retirar as derivadas para fora do ordenamento temporal. Para

o caso de N = 2 observando que

〈0|T xµ1
∂

∂xµ1
Φ(x1)Φ(x2)|0〉+ 〈0|T Φ(x1)xµ2

∂

∂xµ2
Φ(x2)|0〉

=

(
xµ1

∂

∂xµ1
+ xµ2

∂

∂xµ2

)
〈0|T Φ(x1)Φ(x2)|0〉 − x0

1δ(x
0
1 − x0

2)
[
Φ(x1),Φ(x2)

]
− x0

2δ(x
0
2 − x0

1)
[
Φ(x2),Φ(x1)]

=

(
xµ1

∂

∂xµ1
+ xµ2

∂

∂xµ2

)
〈0|T Φ(x1)Φ(x2)|0〉 , (B.16)

onde usamos que T Φ(x1)Φ(x2) = θ(x1 − x2)Φ(x1)Φ(x2) + θ(x2 − x1)Φ(x2)Φ(x1) ,

sendo θ a função degrau. Podemos generalizar para N qualquer, pois os termos vão

se cancelar em pares como no casso acima. Assim reescrevemos (B.15) como

∫
d4y〈0|T T µµ (y)Φ(x1)...Φ(xN)|0〉 = i

(
NdΦ +

N∑
k=1

xµk
∂

∂xµk

)
〈0|T Φ(x1)...Φ(xN)|0〉 .

(B.17)

A equação (B.17) é a identidade de Ward da corrente de dilatação que relaciona

funções de Green no espaço das coordenadas. Para obter a mesma identidade rela-

cionando funções de Green no espaço dos momentos, usamos a definição de função
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de Green neste espaço

(2π)4δ
( N∑
k=1

pk
)
G(N)(p1, ..., pN−1)

=

∫
d4x1...d

4xN exp

(
i
N∑
k=1

pkxk

)
G(N)(x1, ..., xN) , (B.18)

que é a transformada de Fourier das funções de Green no espaço das coordenadas,

onde o delta de Dirac assegura a conservação do momento e da energia. Podemos

definir analogamente a função de Green

(2π)4δ
(
k +

N∑
k=1

pk
)
G(N)(k, p1, ..., pN−1)

=

∫
d4yd4x1...d

4xN exp

(
i
[
ky +

N∑
k=1

pkxk
])
G(N)(y, x1, ..., xN) (B.19)

como a transformada de Fourier de

G
(N)
T (y, x1, ..., xN) ≡ 〈0|T T µµ (y)Φ(x1)...Φ(xN)|0〉. (B.20)

Usando estas definições com k = 0 em (B.19), podemos reescrever (B.17) como

− i(2π)4δ
( N∑
k=1

pk
)
G(N)(0, p1, ..., pN−1) = NdΦ(2π)4δ

( N∑
k=1

pk
)
G(N)(p1, ..., pN−1)

+

∫
d4x1...d

4xN exp

(
i
N∑
k=1

pkxk

)( N∑
k=1

xµk
∂

∂xµk

)
G(N)(x1, ..., xN) . (B.21)

Integrando esta equação em d4pN e multiplicando por 1
(2π)4

− iG(N)
T (0, p1, ..., pN−1) = NdΦG

(N)(p1, ..., pN−1)

+

∫
d4x1...d

4xN−1 exp

(
i
N−1∑
k=1

pkxk

)(N−1∑
k=1

xµk
∂

∂xµk
G(N)(x1, ..., xN−1, xN = 0)

)
,

(B.22)
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mas note que

pj
∂

∂pj

∫
d4x1...d

4xN exp

(
i
∑
k

pkxk

)
〈0|T Φ(x1)...Φ(xN)|0〉

=

∫
d4x1...d

4xN pjxj exp

(
i
∑
k

pkxk

)
〈0|T Φ(x1)...Φ(xN)|0〉

=

∫
d4x1...d

4xN

[
xj

∂

∂xj
exp

(
i
∑
k

pkxk

)]
〈0|T Φ(x1)...Φ(xN)|0〉

=

∫
d4x1...d

4xN
∂

∂xj

[
xjexp

(
i
∑
k

pkxk

)
〈0|T Φ(x1)...Φ(xN)|0〉

]
− 4

∫
d4x1...d

4xN exp

(
i
∑
k

pkxk

)
〈0|T Φ(x1)...Φ(xN)|0〉

−
∫
d4x1...d

4xN exp

(
i
∑
k

pkxk

)
xj

∂

∂xj

[
〈0|T Φ(x1)...Φ(xN)|0〉

]
, (B.23)

Aplicando o resultado acima para as N − 1 integrais restantes e desprezando os

termos de superf́ıcie, obtemos

− iG(N)
T (0, p1, ..., pN−1) = NdΦG

(N)(p1, ..., pN−1)

+ (−4(N − 1)−
N−1∑
k

pk
∂

∂pk
)G(N)(p1, ..., pN−1) , (B.24)

ou

− iG(N)
T (0, p1, ..., pN−1) =

(
N(dΦ− 4) + 4−

N−1∑
k

pk
∂

∂pk

)
G(N)(p1, ..., pN−1) , (B.25)

que é a identidade de Ward da corrente de dilatação ou identidade de Ward do traço

por relacionar a função de Green de n pontos com a função de Green relacionada ao

traço do tensor energia-momento como um operador.
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Apêndice C

Cálculo das Amplitudes da IW

C.1 Cálculo de ∆µν

Vamos calcular

∆µν = −2

∫
k

Tr{eγµS(k)eγνS(k + p)mS(k + p)} , (C.1)

onde

S(k) =
i

γµkµ −m
= i

γνk
ν +m

(γµkµ −m)(γνkν +m)

= i
γνk

ν +m

k2 −m2
(C.2)

é o propagador do férmion. Assim

∆µν = 2ie2m

∫
k

Tr
[
γµ

(γρkρ +m

k2 −m2

)
γν

(γσ(k + p)σ +m

(k + p)2 −m2

)(γλ(k + p)λ +m

(k + p)2 −m2

)]
= 2ie2m

∫
k

1

(k2 −m2)[(k + p)2 −m2]2
Tr
[
γµγργνγσγλk

ρ(k + p)σ(k + p)λ

+ γµγργνγσk
ρ(k + p)σm+ γµγργνγλk

ρm(k + p)λ

+ γµγργνk
ρm2 + γµγνγσγλm(k + p)σ(k + p)λ

+ γµγνγσm(k + p)σm+ γµγνγλm
2(k + p)λ + γµγνm

3
]
, (C.3)

como o traço de um número ı́mpar de matrizes γ é igual a zero, ficamos com

∆µν = 2i(em)2

∫
k

1

(k2 −m2)[(k + p)2 −m2]2
Tr{ 2γµγργνγσk

ρ(k + p)σ

+ γµγνγσγλ(k + p)σ(k + p)λ + γµγνm
2 } (C.4)
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e usando (D.5) e (D.6)

Tr(γµγν) = 4gµν e Tr(γµγργνγλ) = 4(gµρgνλ − gµνgρλ + gµλgρν) , (C.5)

obtemos

∆µν = 2i(em)2

∫
k

1

(k2 −m2)[(k + p)2 −m2]2
{8(gµρgνλ − gµνgρλ

+ gµλgρν)k
ρ(k + p)λ + 4(gµνgσλ − gµσgνλ + gµλgνσ)(k + p)σ(k + p)λ

+ 4m2gµν}

= 2i(em)2

∫
k

1

(k2 −m2)[(k + p)2 −m2]2
{8[kµ(k + p)ν − gµνk(k + p)

+ kν(k + p)µ] + 4[gµν(k + p)2 − (k + p)µ(k + p)ν + (k + p)ν(k + p)µ]

+ 4gµνm
2}

= 2i(em)2

∫
k

1

(k2 −m2)[(k + p)2 −m2]2
{8[2kµkν + kµpν + kνpµ

− gµν(k2 + kp)] + 4gµν(k
2 + 2kp+ p2) + 4gµνm

2}

= 2i(em)2

∫
k

1

(k2 −m2)[(k + p)2 −m2]2
{16kνkµ

+ 8(kµpν + kνpµ) + gµν(−4k2 + 4p2 + 4m2)}

= 8i(em)2

∫
k

{
4kµkν + 2(kνpµ + kνpµ)

(k2 −m2)[(k + p)2 −m2]2

− gµν
[

1

[(k + p)2 −m2]2
− p2

(k2 +m2)[(k + p)2 −m2]2

]}
. (C.6)

Usando na parte divergente as identidades

1

[(k + p)2 −m2]
=

k2 −m2

k2 −m2

1

[(k + p)2 −m2]
=

(k + p)2 −m2 − 2kp− p2

(k2 −m2)[(k + p)2 −m2]

=
1

(k2 −m2)
− p2 + 2kp

(k2 −m2)[(k + p)2 −m2]
(C.7)

e

1

[(k + p)2 −m2]2
=

[
1

k2 −m2
− p2 + 2kp

(k2 −m2)[(k + p)2 −m2]

]2

=
1

(k2 −m2)2
− 2

p2 + 2kp

(k2 −m2)2[(k + p)2 −m2]

+
(p2 + 2kp)2

(k2 −m2)2[(k + p)2 −m2]2
(C.8)
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obtemos

∆µν

8ie2m2
=

∫
k

{
4kµkν

(k2 −m2)3
− 8kνkµ(p2 + 2kp)

(k2 −m2)3[(k + p)2 −m2]

+
4kνkµ(p2 + 2kp)2

(k2 −m2)3[(k + p)2 −m2]2
+

2(kνpµ + kµpν)

(k2 −m2)[(k + p)2 −m2]2

− gµν
[

1

(k2 −m2)2
− 2(p2 + 2kp)

(k2 −m2)2[(k + p)2 −m2]

+
(p2 + 2kp)2

(k2 −m2)2[(k + p)2 −m2]2
− p2

(k2 −m2)[(k + p)2 −m2]2

]}
,

(C.9)

ou

∆µν = 8ie2m2
(
4Θ(0)

µν (m2)− gµνIlog(m2)
)

+ ∆′µν , (C.10)

onde

Θ(0)
µν (m2) =

∫
k

kµkν
(k2 −m2)3

e Ilog(m
2) =

∫
k

1

(k2 −m2)2
(C.11)

são as integrais divergentes que não dependem do momento externo p como de-

sejávamos, e

∆′µν = 8ie2m2
[
− 8I1

µν + 4I2
µν + 2I3

µν + gµν(2I4 − I5 + p2I6)
]

(C.12)

é a parte finita com

I1
µν ≡

∫
k

(p2 + 2pk)kνkµ
(k2 −m2)3[(k + p)2 −m2]

, I2
µν ≡

∫
k

(p2 + 2kp)2kνkµ
(k2 −m2)3[(k + p)2 −m2]2

,

(C.13)

I3
µν ≡

∫
k

pνkµ + pµkν
(k2 −m2)[(k + p)2 −m2]2

, I4 ≡
∫
k

(p2 + 2pk)

(k2 −m2)2[(k + p)2 −m2]
,

(C.14)

I5 ≡
∫
k

(p2 + 2pk)2

(k2 −m2)2[(k + p)2 −m2]2
, e I6 ≡

∫
k

1

(k2 −m2)[(k + p)2 −m2]2
.

(C.15)
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Usando a identidade (D.12) em (C.10), ficamos com

∆µν = −8ie2m2Υ0
µν(m

2) + ∆′µν , (C.16)

onde

Υ0
µν(m

2) =

∫
k

∂

∂kµ

[
kν

(k2 −m2)2

]
. (C.17)

Para calcular a parte finita ∆′µν , faremos a parametrização de Feynman nas

integrais I1
µν , I

2
µν , I

3
µν , I4, I5 e I6 usando a identidade (D.1). Não calcularemos estas

integrais até o final, mas apenas mostraremos que elas são de ordem maior que m−2,

e assim ∆′µν = 0 no limite m→ 0.

Cálculo da integral I6

Usando A = (k2 + m2) , s = 1 , B = [(k + p)2 − m2] , n = 2 em (D.1) para

calcular I6 (C.15)

I6 =

∫
k

∫ 1

0

dxdy
δ(x+ y − 1)y[

x(k2 −m2) + y
(
(k + p)2 −m2

)]3 Γ(3)

Γ(2)Γ(1)

=

∫
k

∫ 1

0

dy
2y[

(1− y)(k2 −m2) + y(k2 + p2 + 2kp−m2)
]3

=

∫ 1

0

dy

∫
k

2y

(k2 −m2 + 2kpy + p2y)3
. (C.18)

Fazendo a mudança de variável

k → k′ = k + py ⇒ k = k′ − py , (C.19)

k2 −m2 + 2kpy + p2y = k′2 − 2k′py + p2y2 −m2 + 2(k′ − py)py + p2y

= k′2 − (m2 − p2y(1− y)) = k2 − Λ2 , (C.20)

onde

Λ2 ≡ m2 − p2y(1− y) ,

(C.21)
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obtemos

I6 =

∫ 1

0

dy

∫
k′

2y

(k′2 − Λ2)3
. (C.22)

Usando (D.2), obtemos

I6 =

∫ 1

0

dy 2y
i(−1)3

(4π)2

1

2Λ2
= −b

∫ 1

0

dy
y

Λ2
(C.23)

com

b ≡ i

(4π)2
. (C.24)

Para resolver esta integral usaremos

Σ2 ≡ Λ2

m2
(C.25)

e
d

dy
Σ2 =

d

dy

[m2 + p2y(y − 1)

m2

]
=

p2

m2
(2y − 1) (C.26)

1

Λ2
=

1

m2Σ2
, mas

d

dy
ln(Σ2) =

1

Σ2

d

dy
Σ2 =

p2

m2
(2y − 1)

1

Σ2
(C.27)

ou
1

Λ2
=

1

m2

[
m2

p2(2y − 1)

d

dy
ln(Σ2)

]
=

1

p2(2y − 1)

d

dy
ln(Σ2) . (C.28)

Usando este resultado em (C.23)

I6 = −b
∫ 1

0

dy
y

Λ2
=
−b
p2

∫ 1

0

dy
y

2y − 1

d

dy
ln(Σ2)

= − b

p2

([
y

2y − 1
ln(Σ2)

]1

0

−
∫ 1

0

dy
[ d
dy

y

2y − 1

]
ln(Σ2)

)
,

(C.29)

mas como Λ2 = m2 − p2y(1 − y) (C.20) e Σ2 =
m2 − p2y(1− y)

m2
o primeiro termo

da equação acima se anula nos limites e obtemos

I6 =
b

p2

∫ 1

0

dy
[ d
dy

y

2y − 1

]
ln(Σ2) . (C.30)
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Como estamos interessados no limite m → 0 vamos expandir ln(Σ2) em potências

de m2

ln(Σ2) = ln

(
p2y(y − 1) +m2

m2

)
= ln

(
p2y(y − 1)

m2

)
+ ln

(
1 +

m2

−p2y(1− y)

)
(C.31)

e como ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ ... ,

ln(Σ2) = ln
(−p2

m2

)
+ ln

(
y(1− y)

)
+O(m2) , (C.32)

obtemos então

I6 =
b

p2

[
ln
(−p2

m2

)∫ 1

0

dy
[ d
dy

y

2y − 1

]
+

∫ 1

0

dy
[ d
dy

y

2y − 1

]
ln
(
y(1− y)

)]
+O(m2)

=
b

p2

[
ln
(−p2

m2

)
+ c6.1

]
+O(m2) , (C.33)

com

c6.1 ≡
∫ 1

0

dy
[ d
dy

y

2y − 1

]
ln
(
y(1− y)

)
. (C.34)

Cálculo da integral I5

Usando A = k2 − m2, s = 2, B = (k + p)2 − m2,n = 2 em (D.1) para calcular

I5(C.15)

I5 =

∫
k

∫ 1

0

dxdy
δ(x+ y − 1)xy(p2 + 2kp)2(

x(k2 −m2) + y[(k + p)2 −m2]
)4

Γ(4)

Γ(2)Γ(2)

= 6

∫ 1

0

dy

∫
k

(1− y)y(p2 + 2kp)2(
(1− y)(k2 −m2) + y[k2 + 2kp+ p2 −m2]

)4 .

(C.35)
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Fazendo a mudança (C.19), o denominador desta integral muda como em (C.20) e

o numerador com

(p2 + 2kp)2 =
(
p2 + 2p(k′ − py)

)2
= p4 + 4p2p(k′ − py) + 4(pk′ − p2y)2

= p4 + 4p2pk′ − 4p4y + 4(pk′)2 − 8p2pk′y + 4p4y2

= p4(1− 4y + 4y2) + p2pk′(4− 8y) + 4(pk′)2

= p4(1− 2y)2 + 4(1− 2y)p2pk′ + 4(pk′)2 . (C.36)

Assim

I5 = 6

∫ 1

0

dy y(1− y)

(
(1− 2y)2p4

∫
k′

1

[k′2 − Λ2]4
+ 4(1− 2y)p2pλ

∫
k′

k′λ
[k′2 − Λ2]4

+ 4pλpρ
∫
k′

k′λk
′
ρ

[k′2 − Λ2]4

)
,

(C.37)

Usando (D.2) e (D.3), obtemos∫
k

1

[k2 − Λ2]4
=

i

(4π)2

1

6

1

Λ4
=
b

6

1

Λ4
(C.38)

e ∫
k

kλkρ
1

[k2 − Λ2]4
= − i

(4π)2

gλρ

12

1

Λ2
=
−b
12

gλρ

Λ2
, (C.39)

e como ∫
k

kλ

[k2 − Λ2]n
= 0 , (C.40)

obtemos

I5 = 6

∫ 1

0

dy y(1− y)

(
(1− 2y)2p4 b

6

1

Λ4
− 4p2 b

12

1

Λ2

)
= b

∫ 1

0

dy y(1− y)

(
(1− 2y)2 p

4

Λ4
− 2

p2

Λ2

)
. (C.41)

Usando novamente Σ2 ≡ Λ2

m2
(C.25),

1

Λ4
=

1

m4Σ4
, mas

d

dy

1

Σ2
=
−1

Σ4

d

dy
Σ2 =

−1

Σ4

p2

m2
(2y − 1) (C.42)

58



ou

1

Λ4
=

1

m4

[
−m2

p2(2y − 1)

]
d

dy

1

Σ2
(C.43)

usando este resultado e (C.28) em (C.41),

I5 = b

∫ 1

0

dy y(1− y)

[
(1− 2y)2p4

(
−1

m2p2(2y − 1)

d

dy

1

Σ2

)
− 2p2

(
1

p2(2y − 1)

[
d

dy
ln Σ2

])]
= b

∫ 1

0

dyy(1− y)

[
(1− 2y)

p2

m2

d

dy

1

Σ2
− 2

(2y − 1)

(
d

dy
ln Σ2

)]
= b

[
p2

m2
I5.1 + I5.2

]
(C.44)

onde

I5.1 ≡
∫ 1

0

dy y(1− y)(1− 2y)
d

dy

1

Σ2
(C.45)

e

I5.2 ≡ −2

∫ 1

0

y(1− y)

2y − 1

(
d

dy
ln Σ2

)
. (C.46)

Mas

I5.1 =

[
(y − y2)(1− 2y)

1

Σ2

]∣∣∣∣1
0

−
∫ 1

0

dy
[
(1− 2y)2 − 2(y − y2)

] 1

Σ2

= −
∫ 1

0

dy
[
(1− 2y)2 − 2(y − y2)

] 1

Σ2
, (C.47)

usando (C.28),

I5.1 = −
∫ 1

0

dy
[
(1− 2y)2 − 2(y − y2)

] m2

p2(2y − 1)

d

dy
ln Σ2

=
−m2

p2

([[
(1− 2y)2 − 2(y − y2)

] ln Σ2

(2y − 1)

]∣∣∣∣1
0

−
∫ 1

0

d

dy

[
(2y − 1)− 2

y − y2

2y − 1

]
ln Σ2

)
=

m2

p2

∫ 1

0

[ d
dy

(
(2y − 1)− 2

y − y2

2y − 1

)]
ln Σ2 , (C.48)
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e usando (C.32),

I5.1 =
m2

p2

[
ln

(
−p2

m2

)∫ 1

0

dy
[ d
dy

(
(2y − 1)− 2

y − y2

2y − 1

)]
+

∫ 1

0

dy
d

dy

[
(1− 2y)2 − 2(y − y2)

]
ln
(
y(1− y)

)
+O(m2)

]
=

m2

p2

[
2 ln

(
−p2

m2

)
+

∫ 1

0

dy
d

dy

[
(1− 2y)2 − 2(y − y2)

]
ln
(
y(1− y)

)]
+O(m2) ; (C.49)

e

I5.2 = −2

∫ 1

0

y(1− y)

2y − 1

(
d

dy
ln Σ2

)
= 2

∫ 1

0

dy
d

dy

y(1− y)

2y − 1
ln Σ2 , (C.50)

e usando (C.32),

I5.2 = 2 ln

(
−p2

m2

)∫ 1

0

dy
d

dy

y(1− y)

2y − 1
+ 2

∫ 1

0

dy
d

dy

y(1− y)

2y − 1
ln
(
y(1− y)

)
+O(m2)

= 2

∫ 1

0

dy
d

dy

y(1− y)

2y − 1
ln
(
y(1− y)

)
+O(m2) . (C.51)

Usando estes resultados em (C.44), obtemos

I5 = b

[
p2

m2

(
m2

p2

∫ 1

0

dy
d

dy

[
(1− 2y)2 − 2(y − y2)

]
ln
(
y(1− y)

)
+ 2

m2

p2
ln
(−p2

m2

))
+

(
2

∫ 1

0

dy
d

dy

y(1− y)

2y − 1
ln
(
y(1− y)

))]
+O(m2)

= −2b ln
(−p2

m2

)
+ bc5.1 +O(m2) , (C.52)

com

c5.1 ≡
∫ 1

0

dy

(
d

dy

[
(1− 2y)2 − 2(y − y2)

]
+ 2

d

dy

y(1− y)

2y − 1

)
ln
(
y(1− y)

)
. (C.53)

Cálculo da integral I4

Usando A = k2 −m2, s = 2, B = (k + p)2 −m2, n = 1 em (D.1) para calcular I4

(C.14),
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I4 =

∫
k

∫ 1

0

dxdy
δ(x+ y − 1)x(p2 + 2kp)(

x(k2 −m2) + y[(k + p)2 −m2]
)3

Γ(3)

Γ(1)Γ(2)

= 2

∫ 1

0

dy

∫
k

(1− y)(p2 + 2kp)(
(1− y)(k2 −m2) + y[k2 + 2kp+ p2 −m2]

)3 .

(C.54)

Fazendo a mudança (C.19), o denominador desta integral muda como em (C.20) e

o numerador com

p2 + 2kp = p2 + 2(k′ − py)p = p2(1− 2y) + 2k′p , (C.55)

e assim,

I4 = 2

∫ 1

0

dy

∫
k′

(1− y)[(1− 2y)p2 + 2k′p]

[k′2 − Λ2]3

= 2

∫ 1

0

dy (1− y)p2(1− 2y)

∫
k

1

[k2 − Λ2]3
, (C.56)

usando (D.2),

I4 = 2

∫ 1

0

dy (1− y)p2(1− 2y)
−b
2Λ2

= −b
∫ 1

0

dy
(1− y)p2(1− 2y)

Λ2
,

(C.57)

usando (C.28),

I4 = −b
∫ 1

0

dy (1− y)(1− 2y)p2

[
1

p2(2y − 1)

d

dy
ln (Σ2)

]
= b

∫ 1

0

dy (1− y)
d

dy
ln (Σ2)

= b
[
(1− y) ln (Σ2)

]∣∣∣∣1
0

+ b

∫ 1

0

dy ln(Σ2) = b

∫ 1

0

dy ln(Σ2) , (C.58)

usando (C.32),

I4 = b
(

ln

(
−p2

m2

)
+

∫ 1

0

dy ln
(
y(1− y)

))
+O(m2)

= b
(

ln

(
−p2

m2

)
+ c4.1

)
+O(m2) , (C.59)

com

c4.1 ≡
∫ 1

0

dy ln
(
y(1− y)

)
. (C.60)
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Cálculo da integral I3
µν

Usando A = k2 − m2, s = 1, B = (k + p)2 − m2, n = 2 em (D.1) para calcular

I3
µν(C.14),

I3
µν =

∫
k

∫ 1

0

dxdy
δ(x+ y − 1)y(pνkµ + pµkν)(

x(k2 −m2) + y[(k + p)2 −m2]
)3

Γ(3)

Γ(2)Γ(1)

= 2

∫ 1

0

dy

∫
k

y(pνkµ + pµkν)(
(1− y)(k2 −m2) + y[k2 + 2kp+ p2 −m2]

)3 . (C.61)

Fazendo a mudança (C.19), o denominador desta integral muda como em (C.20) e

o numerador com

pνkµ + pµkν = pνk
′
µ + pµk

′
ν − 2pµpνy , (C.62)

e assim,

I3
µν = 2

∫ 1

0

dy

∫
k′

y(pνk
′
µ + pµk

′
ν − 2pµpνy)(

k′2 − Λ2
)3

= −4

∫ 1

0

dy y2pµpν

∫
k

1(
k2 − Λ2

)3 , (C.63)

usando (D.2),

I3
µν = 2bpµpν

∫ 1

0

dy
y2

Λ2
, (C.64)

usando (C.28),

I3
µν = 2bpµpν

∫ 1

0

dy
y2

p2(2y − 1)

d

dy
ln (Σ2)

= 2b
pµpν
p2

([
y2

2y − 1
ln (Σ2)

]∣∣∣∣1
0

−
∫ 1

0

dy

(
d

dy

y2

2y − 1

)
ln (Σ2)

)

= −2b
pµpν
p2

∫ 1

0

dy

(
d

dy

y2

2y − 1

)
ln (Σ2) , (C.65)
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usando (C.32),

I3
µν = −2b

pµpν
p2

(
ln

(
−p2

m2

)∫ 1

0

dy

(
d

dy

y2

2y − 1

)

+

∫ 1

0

dy

(
d

dy

y2

2y − 1

)
ln
(
y(1− y)

)
+O(m2)

)

= b
pµpν
p2

[
− 2 ln

(
−p2

m2

)
+ c3.1

]
+O(m2) (C.66)

com

c3.1 ≡ −2

∫ 1

0

dy

(
d

dy

y2

2y − 1

)
ln
(
y(1− y)

)
. (C.67)

Cálculo da integral I2
µν

Usando A = k2 −m2, s = 3, B = (k + p)2 −m2, n = 2 em (D.1) para calcular I2
µν

(C.13),

I2
µν =

∫
k

∫ 1

0

dxdy
δ(x+ y − 1)x2y(p2 + 2kp)2kµkν(
x(k2 −m2) + y[(k + p)2 −m2]

)5

Γ(5)

Γ(3)Γ(2)

= 12

∫ 1

0

dy

∫
k

(1− y)2y(p2 + 2kp)2kµkν(
(1− y)(k2 −m2) + y[k2 + 2kp+ p2 −m2]

)5 . (C.68)

Fazendo a mudança (C.19), o denominador desta integral muda como em (C.20) e

o numerador com

(p2 + 2kp)2kµkν =
[
p2 − 2p(k′ − py)

]2[
(k′ − py)µ(k′ − py)ν

]
=

[
p4(1− 2y)2 + 4(1− 2y)p2pk′ + 4(k′p)2

]
·

·
[
k′µk

′
ν − y(k′µpν + k′νpµ) + y2pµpν

]
= p4(1− 2y)2k′µk

′
ν + y2p4(1− 2y)2pµpν

− 4y(1− 2y)p2pk′(k′µpν + k′νpµ) + 4(k′p)2k′µk
′
ν

+ 4y2(k′p)2pµpν + termos com no ı́mpar de k′s ,

(C.69)
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onde os termos com número ı́mpares de k′s serão anulados quando fizermos a integral

em d4k′. Obtemos então

I2
µν = 12

∫ 1

0

dy y(1− y)2

[
4pλpσ

∫
k

kλkσkµkν
(k2 − Λ2)5

+ p4(1− 2y)2

∫
k

kµkν
(k2 − Λ2)5

− 4y(1− 2y)p2pλ
(
pν

∫
k

kλkµ
(k2 − Λ2)5

+ (µ↔ ν)

)
+ 4y2pµpνp

λpσ
∫
k

kλkσ
(k2 − Λ2)5

+ y2p4(1− 2y)2pµpν

∫
k

1

(k2 − Λ2)5

]
.

Usando (D.4), ∫
k

kλkσkµkν
(k2 − Λ2)5

=
−b
4!

1

Λ2

1

4
(gλσgµν + gλµgσν + gλνgµσ) ; (C.70)

usando (D.3), ∫
k

kλkσ
(k2 − Λ2)5

=
b

24

gλσ
2

1

Λ4
=

b

48

gλσ
Λ4

; (C.71)

e usando(D.2), ∫
k

1

(k2 − Λ2)5
=
−b
12

1

Λ6
. (C.72)

Com estes resultados em (C.70) obtemos

I2
µν = 12

∫ 1

0

dy y(1− y)2

[
4pλpσ

(−b
4!

1

Λ2

1

4
(gλσgµν + gλµgσν + gλνgµσ)

)
+ p4(1− 2y)2

( b
48

gµν
Λ4

)
− 4y(1− 2y)p2pλ

(
pν

( b
48

gλµ
Λ4

)
+ (µ↔ ν)

)
+ 4y2pµpνp

λpσ
( b

48

gλσ
Λ4

)
+ y2p4(1− 2y)2pµpν

(−b
12

1

Λ6

)]
=

∫ 1

0

dy y(1− y)2

[
−b
2

1

Λ2
(gµνp

2 + 2pµpν) + p4(1− 2y)2 b

4

gµν
Λ4

− 8y(1− 2y)p2pµpν
b

4

1

Λ4
+ y2p2pµpν

b

Λ4
− y2p4(1− 2y)2pµpν

b

Λ6

)]
= b

∫ 1

0

dy y(1− y)2
[
gµν

(−1

2

p2

Λ2
+

(1− 2y)2

4

p4

Λ4

)
+ pµpν

(−1

Λ2
+ [−2y(1− 2y) + y2]

p2

Λ4
− y2(1− 2y)2 p

4

Λ6

)]
= b

[
gµν(

1

2
I2.1 +

1

4
I2.2) +

pµpν
p2

(−I2.1 + I2.3 + I2.4)
]
, (C.73)
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onde

I2.1 ≡ −p2

∫ 1

0

dy y(1− y)2 1

Λ2
, (C.74)

I2.2 ≡ p4

∫ 1

0

dy y(1− y)2(1− 2y)2 1

Λ4
, (C.75)

I2.3 ≡ p4

∫ 1

0

dy y(1− y)2[−2y(1− 2y) + y2]
1

Λ4

= p4

∫ 1

0

dy y(1− y)2(−2y + 5y2)
1

Λ4
, (C.76)

I2.4 ≡ −p6

∫ 1

0

dy y3(1− y)2(1− 2y)2 1

Λ6
. (C.77)

Usando (C.28) em (C.74),

I2.1 = −p2

∫ 1

0

dy y(1− y)2 1

p2(2y − 1)

d

dy
ln(Σ2)

=

∫ 1

0

dy
( d
dy

y(1− 2y)2

2y − 1

)
ln(Σ2) , (C.78)

e usando (C.32),

I2.1 = ln
(−p2

m2

)∫ 1

0

dy
( d
dy

y(1− 2y)2

2y − 1

)
+

∫ 1

0

dy
( d
dy

y(1− 2y)2

2y − 1

)
ln
(
y(1− y)

)
+O(m2)

= ln
(−p2

m2

)
+

∫ 1

0

dy
( d
dy

y(1− 2y)2

2y − 1

)
ln
(
y(1− y)

)
+O(m2) ; (C.79)

Usando (C.43) em (C.75),

I2.2 = p4

∫ 1

0

dy y(1− y)2(1− 2y)2
( 1

m4

[
−m2

p2(2y − 1)

]
d

dy

1

Σ2

)
=

p2

m2

([y(1− y)2(1− 2y)

Σ2

]∣∣∣1
0
−
∫ 1

0

dy
( d
dy

[y(1− y)2(1− 2y)]
) 1

Σ2

)
= − p2

m2

∫ 1

0

dy
( d
dy

[y(1− y)2(1− 2y)]
) 1

Σ2
, (C.80)
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usando (C.28),

I2.2 = −
∫ 1

0

dy
( d
dy

[y(1− y)2(1− 2y)]
) 1

(2y − 1)

d

dy
ln(Σ2)

=

∫ 1

0

dy
( 1

(2y − 1)

d

dy
[y(1− y)2]

) d
dy

ln(Σ2)

=

[( 1

(2y − 1)

d

dy
[y(1− y)2]

)
ln(Σ2)

]∣∣∣∣1
0

−
∫ 1

0

dy
[ d
dy

( 1

(2y − 1)

d

dy
[y(1− y)2]

)]
ln(Σ2)

= −
∫ 1

0

dy
[ d
dy

( 1

(2y − 1)

d

dy
[y(1− y)2]

)]
ln(Σ2) , (C.81)

e usando (C.32),

I2.2 = − ln

(
−p2

m2

)∫ 1

0

dy
[ d
dy

( 1

(2y − 1)

d

dy
[y(1− y)2]

)]
+

∫ 1

0

dy
[ d
dy

( 1

(2y − 1)

d

dy
[y(1− y)2]

)]
ln
(
y(1− y)2

)
+O(m2) ;(C.82)

Usando (C.43) em (C.76),

I2.3 = p4

∫ 1

0

dy y(1− y)2(−2y + 5y2)
1

m2

[
−1

p2(2y − 1)

]
d

dy

1

Σ2

=
p2

m2

[
y(1− y)2(−2y + 5y2)

−1

(2y − 1)

1

Σ2

]∣∣∣1
0

− p2

m2

∫ 1

0

dy
[ d
dy

(
y(1− y)2(−2y + 5y2)

−1

(2y − 1)

)] 1

Σ2

=
p2

m2

∫ 1

0

dy
[ d
dy

y(1− y)2(−2y + 5y2)

(2y − 1)

] 1

Σ2
, (C.83)

usando (C.28),
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I2.3 =
p2

m2

∫ 1

0

dy
[ d
dy

y(1− y)2(−2y + 5y2)

2y − 1

][ m2

p2(2y − 1)

d

dy
ln(Σ2)

]
=

[[ d
dy

y(1− y)2(−2y + 5y2)

2y − 1

] 1

(2y − 1)
ln(Σ2)

]∣∣∣∣1
0

−
∫ 1

0

dy

[
d

dy

([ d
dy

y(1− y)2(−2y + 5y2)

2y − 1

] 1

(2y − 1)

)]
ln(Σ2)

= −
∫ 1

0

dy

[
d

dy

([ d
dy

y(1− y)2(−2y + 5y2)

2y − 1

] 1

(2y − 1)

)]
ln(Σ2) (C.84)

usando (C.32),

I2.3 = − ln

(
−p2

m2

)∫ 1

0

dy

[
d

dy

([ d
dy

y(1− y)2(−2y + 5y2)

2y − 1

] 1

(2y − 1)

)]
−
∫ 1

0

dy

[
d

dy

([ d
dy

y(1− y)2(−2y + 5y2)

2y − 1

] 1

(2y − 1)

)]
ln
(
y(1− y)

)
+O(m2) ; (C.85)

Para resolver (C.77) usaremos novamente Σ2 ≡ Λ2

m2
(C.25), e

1

Λ6
=

1

m6Σ6
, mas,

d

dy

1

Σ4
=
−2

Σ6

d

dy
Σ2 =

−2

Λ2

p2

m2
(2y − 1) (C.86)

ou

1

Λ6
=

1

m6

[
−m2

2p2(2y − 1)

]
d

dy

1

Σ4
. (C.87)

usando este resultado em (C.77),

I2.4 = −p6

∫ 1

0

dy y3(1− y)2(1− 2y)2 1

m4

[
−1

2p2(2y − 1)

]
d

dy

1

Σ4

=
p4

m4

[
y3(1− y)2(1− 2y)2 1

2(2y − 1)

1

Σ4

]∣∣∣1
0

− p4

m4

∫ 1

0

dy
[ d
dy

(
y3(1− y)2(1− 2y)2 1

2(2y − 1)

)] 1

Σ4

=
p4

2m4

∫ 1

0

dy
[ d
dy

(
y3(1− y)2(1− 2y)

)] 1

Σ4
(C.88)
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usando (C.43)

I2.4 =
p4

2m4

∫ 1

0

dy
[ d
dy

(
y3(1− y)2(1− 2y)

)] [ −m2

p2(2y − 1)

]
d

dy

1

Σ2

=
−p2

2m2

[[ d
dy

(
y3(1− y)2(1− 2y)

)] −1

(2y − 1)

1

Σ2

]∣∣∣∣1
0

+
p2

2m2

∫ 1

0

dy

[
d

dy

([ d
dy

(
y3(1− y)2(1− 2y)

)] −1

(2y − 1)

)]
1

Σ2
,

(C.89)

mas [[ d
dy

(
y3(1− y)2(1− 2y)

)] −1

(2y − 1)

1

Σ2

]∣∣∣∣1
0

=

[[(
3y2(1− y)2(1− 2y)− 2y3(1− y)(1− 2y)− 2y4(1− y)2

)] −1

(2y − 1)

1

Σ2

]∣∣∣∣1
0

= 0 , (C.90)

ou

I2.4 =
p2

2m2

∫ 1

0

dy

[
d

dy

([ d
dy

(
y3(1− y)2(1− 2y)

)] −1

(2y − 1)

)]
1

Σ2

(C.91)

usando (C.28)

I2.4 =
p2

2m2

∫ 1

0

dy

[
d

dy

([ d
dy

(
y3(1− y)2(1− 2y)

)] −1

(2y − 1)

)]
m2

p2(2y − 1)

d

dy
ln(Σ2)

=

[[
d

dy

([ d
dy

(
y3(1− y)2(1− 2y)

)] −1

(2y − 1)

)]
1

(2y − 1)
ln(Σ2)

]∣∣∣∣∣
1

0

−
∫ 1

0

dy

(
d

dy

[
d

dy

([ d
dy

(
y3(1− y)2(1− 2y)

)] −1

(2y − 1)

)
1

(2y − 1)

])
ln(Σ2)

=

∫ 1

0

dy

(
d

dy

[
d

dy

([ d
dy

(
y3(1− y)2(1− 2y)

)] 1

(2y − 1)

)
1

(2y − 1)

])
ln(Σ2)

=

∫ 1

0

dy f2.4(y) ln(Σ2) , (C.92)

com

f2.4(y) ≡

(
d

dy

[
d

dy

([ d
dy

(
y3(1− y)2(1− 2y)

)] 1

(2y − 1)

)
1

(2y − 1)

])
. (C.93)
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Usando (C.32),

I2.4 = ln

(
−p2

m2

)∫ 1

0

dy f2.4(y) +

∫ 1

0

dy f2.4(y) ln
(
y(1− y)

)
+O(m2) .

(C.94)

Com os resultados (C.79),(C.82),(C.85) e (C.94) em (C.73) obtemos

I2
µν

b
= gµν(

1

2
I2.1 +

1

4
I2.2) +

pµpν
p2

(−I2.1 + I2.3 + I2.4)

= gµν ln
(−p2

m2

)∫ 1

0

dy
[1

2
f2.1(y) +

1

4
f2.2(y)

]
+
pµpν
p2

ln
(−p2

m2

)∫ 1

0

dy
[
− f2.1(y) + f2.3(y) + f2.4(y)

]
+ gµν

∫ 1

0

dy
[1

2
f2.1(y) +

1

4
f2.2(y)

]
ln
(
y(1− y)

)
+
pµpν
p2

∫ 1

0

dy
[
− f2.1(y) + f2.3(y) + f2.4(y)

]
ln
(
y(1− y)

)
+O(m2)

= ln
(−p2

m2

)∫ 1

0

dy

(
gµνf2.a(y) +

pµpν
p2

f2.b(y)

)
+

∫ 1

0

dy
[
gµνf2.a(y) +

pµpν
p2

f2.b(y)
]

ln
(
y(1− y)

)
+O(m2) ,

(C.95)

onde

f2.a(y) ≡ 1

2
f2.1(y) +

1

4
f2.2(y) , (C.96)

f2.b(y) ≡ −f2.1(y) + f2.3(y) + f2.4(y) , (C.97)

f2.1(y) ≡ d

dy

y(1− 2y)2

2y − 1
, (C.98)

f2.2(y) ≡ d

dy

( 1

(2y − 1)

d

dy
[y(1− y)2]

)
, (C.99)

e

f2.3(y) ≡ d

dy

([ d
dy

y(1− y)2(−2y + 5y2)

2y − 1

] 1

(2y − 1)

)
(C.100)
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Podemos ainda reescrever (C.95) como

I2
µν = b

(
ln
(−p2

m2

)[
c2.1gµν +

pµpν
p2

c2.2

]
+ gµνc2.3 +

pµpν
p2

c2.4

)
+O(m2) (C.101)

com

c2.1 ≡
∫ 1

0

dy f2.a(y) , c2.2 ≡
∫ 1

0

dy f2.b(y) , (C.102)

c2.3 ≡
∫ 1

0

dy f2.a(y) ln
(
y(1− y)

)
, c2.4 ≡

∫ 1

0

dy f2.b(y) ln
(
y(1− y)

)
, (C.103)

Cálculo da integral I1
µν

Usando A = k2 −m2, s = 3, B = (k + p)2 −m2, n = 1 em (D.1) para calcular I1
µν

(C.13),

I1
µν =

∫
k

∫ 1

0

dxdy
δ(x+ y − 1)x2(p2 + 2kp)kµkν(
x(k2 −m2) + y[(k + p)2 −m2]

)4

Γ(4)

Γ(3)Γ(1)

= 3

∫ 1

0

dy

∫
k

(1− y)2(p2 + 2kp)kµkν(
(1− y)(k2 −m2) + y[k2 + 2kp+ p2 −m2]

)4 . (C.104)

Fazendo a mudança (C.19), o denominador desta integral muda como em (C.20) e

o numerador com

(p2 + 2kp)kµkν =
[
p2 + 2p(k′ − py)

][
(k′ − py)µ(k′ − py)ν

]
=

[
p2(1− 2y) + 2pk′

][
k′µk

′
ν − y(k′µpν + k′νpµ) + y2pµpν

]
= p2(1− 2y)(k′µk

′
ν + y2pµpν)− 2ypk′(k′µpν + k′νpµ)

+ termos com no ı́mpar de k′s , (C.105)

onde os termos com número ı́mpares de k′s serão anulados quando fizermos a integral

em d4k′. Obtemos então

I1
µν = 3

∫ 1

0

dy (1− y)2

[
(1− 2y)p2

∫
k

kµkν
[k2 − Λ2]4

− 2ypλ
(
pν

∫
k

kλkµ
[k2 − Λ2]4

+ (ν ↔ µ)
)

+ (1− 2y)y2p2pµpν

∫
k

1

[k2 − Λ2]4

]
. (C.106)
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Usando (D.2), ∫
k

1

[k2 − Λ2]4
=
b

6

1

Λ4
(C.107)

usando (D.3), ∫
k

kµkν
[k2 − Λ2]4

=
gµν
2

(
−b
6Λ2

) =
−b
12

gµν
Λ2

, (C.108)

e com estes resultados obtemos

I1
µν = 3

∫ 1

0

dy (1− y)2

[
(1− 2y)p2−b

12

gµν
Λ2
− 2ypλ

(
pν
−b
12

gλµ
Λ2

+ (ν ↔ µ)
)

+ (1− 2y)y2p2pµpν
b

6

1

Λ4

]
= b

∫ 1

0

dy

[
gµν
4

(1− y)2(1− 2y)
−p2

Λ2

+ pµpν

(
(1− y)2y

1

Λ2
+ (1− y)2y2(1− 2y)

p2

2Λ4

)]
= b

[
gµνI1.1 + pµpν

(
I1.2 + I1.3

)]
, (C.109)

onde

I1.1 ≡ −
p2

4

∫ 1

0

dy (1− y)2(1− 2y)
1

Λ2
, (C.110)

I1.2 ≡
∫ 1

0

dy (1− y)2y
1

Λ2
, (C.111)

I1.3 ≡
p2

2

∫ 1

0

dy (1− y)2y2(1− 2y)
1

Λ4
. (C.112)

Usando (C.28) para calcular (C.110),

I1.1 =
−p2

4

∫ 1

0

dy (1− y)2(1− 2y)
1

p2(2y − 1)

d

dy
ln(Σ2)

=
1

4

[
(1− y)2 ln(Σ2)

]∣∣∣∣1
0

− 1

4

∫ 1

0

dy
[ d
dy

(1− y)2
]

ln(Σ2)

= −1

2

∫ 1

0

dy
[ d
dy

(1− y)2
]

ln(Σ2) , (C.113)
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usando (C.32),

I1.1 = ln

(
−p2

m2

)∫ 1

0

dy
[ d
dy

(1− y)2
]

+

∫ 1

0

dy
y − 1

2
ln
(
y(1− y)

)
+O(m2) .

= − ln

(
−p2

m2

)
+

∫ 1

0

dy
y − 1

2
ln
(
y(1− y)

)
+O(m2) .

(C.114)

Usando (C.28) para calcular (C.111)

I1.2 =

∫ 1

0

dy (1− y)2y
1

p2(2y − 1)

d

dy
ln(Σ2)

=
−1

p2

[ ∫ 1

0

dy
(1− y)2y

(2y − 1)
ln(Σ2)

]∣∣∣1
0

+
1

p2

∫ 1

0

dy
( d
dy

(1− y)2y

(2y − 1)

)
ln(Σ2)

=
1

p2

∫ 1

0

dy
( d
dy

(1− y)2y

(2y − 1)

)
ln(Σ2) , (C.115)

usando (C.32),

I1.2 =
1

p2
ln

(
−p2

m2

)∫ 1

0

dy
( d
dy

(1− y)2y

(2y − 1)

)
+

1

p2

∫ 1

0

dy
( d
dy

(1− y)2y

(2y − 1)

)
ln
(
y(1− y)

)
+O(m2)

=
1

p2

∫ 1

0

dy
( d
dy

(1− y)2y

(2y − 1)

)
ln
(
y(1− y)

)
+O(m2) . (C.116)

Usando (C.43) para calcular (C.112)

I1.3 =
p2

2

∫ 1

0

dy (1− y)2y2(1− 2y)
1

m2

[
−1

p2(2y − 1)

]
d

dy

1

Σ2

=
1

2m2

[
(1− y)2y2(1− 2y)

−1

(2y − 1)

1

Σ2

]∣∣∣1
0

− 1

2m2

∫ 1

0

dy
[ d
dy

(
(1− y)2y2

)] 1

Σ2

=
−1

2m2

∫ 1

0

dy
[ d
dy

(
(1− y)2y2

)] 1

Σ2
, (C.117)
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usando (C.28),

I1.3 =
−1

2m2

∫ 1

0

dy
[ d
dy

(
(1− y)2y2

)] m2

p2(2y − 1)

d

dy
ln(Σ2)

=
−1

2p2

[[ d
dy

(
(1− y)2y2

)] 1

(2y − 1)
ln(Σ2)

]∣∣∣∣1
0

+
1

2p2

∫ 1

0

dy

[
d

dy

([ d
dy

(
(1− y)2y2

)] 1

(2y − 1)

)]
ln(Σ2)

=
1

p2

∫ 1

0

dy f1.3(y) ln(Σ2) , (C.118)

com

f1.3(y) ≡ 1

2

[
d

dy

([ d
dy

(
(1− y)2y2

)] 1

(2y − 1)

)]
. (C.119)

Usando (C.32),

I1.3 =
1

p2
ln

(
−p2

m2

)∫ 1

0

dy f1.3(y) +
1

p2

∫ 1

0

dy f1.3(y) ln
(
y(1− y)

)
+O(m2) .

(C.120)

Usando os (C.114), (C.116), (C.120) em (C.109) obtemos

I1
µν

b
= gµνI1.1 + pµpν

(
I1.2 + I1.3

)
= ln

(
−p2

m2

)[
− gµν +

pµpν
p2

∫ 1

0

dy f1.3(y)
]

+

∫ 1

0

dy
[
gµνf1.1(y) +

pµpν
p2

(
f1.2(y) + f1.3(y)

)]
ln
(
y(1− y)

)
+O(m2)

(C.121)

com

f1.1(y) ≡ y − 1

2
, (C.122)

e

f1.2(y) ≡ d

dy

(1− y)2y

(2y − 1)
. (C.123)

Podemos reescrever (C.121) como

I1
µν = b

[
ln

(
−p2

m2

)(
− gµν +

pµpν
p2

c1.1

)
+ gµνc1.2 +

pµpν
p2

c1.3

]
+O(m2) (C.124)
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onde

c1.1 ≡
∫ 1

0

dy f1.3(y) , (C.125)

c1.2 ≡
∫ 1

0

dy f1.1(y) ln
(
y(1− y)

)
, (C.126)

c1.3 ≡
∫ 1

0

dy
(
f1.2(y) + f1.3(y)

)
ln
(
y(1− y)

)
. (C.127)

Resultado da parte finita de ∆µν

Com os resultados (C.33), (C.52), (C.59), (C.66), (C.101) e (C.124) em (C.12) ob-

temos

∆′µν = 8ie2m2
[
− 8I1

µν + 4I2
µν + 2I3

µν + gµν(2I4 − I5 + p2I6)
]

= 8ie2m2b

[
ln

(
−p2

m2

)(
− 8
[
− gµν +

pµpν
p2

c1.1

]
+ 4
[
c2.1gµν +

pµpν
p2

c2.2

]
+ 2
[
− 2

pµpν
p2

]
+ gµν

[
2 + 2 + 1

])
− 8
[
gµνc1.2 +

pµpν
p2

c1.3

]
+ 4
[
gµνc2.3 +

pµpν
p2

c2.4

]
+ 2
[pµpν
p2

c3.1

]
+ gµν

[
2c4.1 − c5.1 + c6.1

]]
+O(m2)

= 8ie2m2b

[
ln

(
−p2

m2

)[
gµν(13 + 4c2.1) +

pµpν
p2

(−8c1.1 + 4c2.2 − 4)
]

+ gµν(−8c1.2 + 4c2.3 + 2c4.1 − c5.1 + c6.1) +
pµpν
p2

(−8c1.3 + 4c2.4 + 2c3.1)

]
+O(m2)

= O(m) , (C.128)

onde os cij’s são constantes definidas por (C.34),(C.53),(C.60),(C.67),(C.103),(C.102),

(C.127),(C.126) e (C.125).
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C.2 Cálculo de
(

2− p ∂
∂p

)
Π̃µν

De (4.24) sabemos que

(2− p ∂
∂p

)Πr
µν = (2− p ∂

∂p
)Π̃µν . (C.129)

com

Π̃µν =
4

3
(p2gµν − pµpν)

(
Ilog(m

2)− b
(1

3
+

(2m2 + p2)

p2
Z0(p2;m2)

))
,

(C.130)

onde

Z0(p2;m2) =

∫ 1

0

dz ln

[
p2z(z − 1) +m2

m2

]
, (C.131)

b ≡ i

(4π)2
, (C.132)

e

Ilog(m
2) =

∫
k

1

(k2 −m2)2
. (C.133)

Podemos então usar que

(2− p ∂
∂p

)p2 = 2p2 − pµ ∂

∂pµ
gσρpσpρ = 2p2 − pµgσρ(gµσpρ + pσgµρ)

= 2p2 − 2pµpµ = 0 (C.134)

e

(2− p ∂
∂p

)pρpσ = 2pρpσ − pµ(gρµpσ + pρgσµ) = 0 (C.135)

assim

(2− p ∂
∂p

)Π̃µν =
4

3
(p2gµν − pµpν)

(
− p ∂

∂p

)(
− b(2m2 + p2)

p2
Z0(p2;m2)

)
= b

4

3
(p2gµν − pµpν)

(
(2m2p

∂

∂p

1

p2
)Z0 + (

2m2

p2
+ 1)p

∂

∂p
Z0

)
.

(C.136)
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Como p ∂
∂p
p2 = gρσpµ

∂
∂pµ

pρpσ = 2p2,

p
∂

∂p

1

p2
= pµ(− 1

p4

∂

∂pµ
(p2)) =

−2

p2
, (C.137)

e definindo Z ′0 ≡ p
∂

∂p
Z0, obtemos

(2− p ∂
∂p

)Π̃µν = b
4

3
(p2gµν − pµpν)

(
− 4

m2

p2
Z0 + (

2m2

p2
+ 1)Z ′0

)
. (C.138)

Vamos usar a expansão de ln(Σ2) (C.32), onde Σ2 = p2z(z−1)+m2

m2 ,

ln(Σ2) = ln

(
−p2

m2

)
+ ln

(
z(1− z)

)
+O(m2) (C.139)

em Z0, para fazer o limite m→ 0, assim

Z0 = ln

(
−p2

m2

)
+

∫ 1

0

dz ln
(
z(1− z)

)
+O(m2) , (C.140)

mas ∫ 1

0

dz ln
(
z(1− z)

)
=

[
zln
(
z(1− z)

)]1
0
−
∫ 1

0

dz
z(2z − 1)

z(1− z)

= lim
ε→0

[
zln
(
z(1− z)

)]1+ε

ε
+

∫ 0

1

dx
2x+ 1

x

= lim
ε→0

(
(1 + ε)ln

(
(1 + ε)(−ε)

)
− εln

(
ε(1− ε)

))
−2 + lim

ε→0

[
ln(x)

]ε
1+ε

= −2 + lim
ε→0

(
ln

(
−ε3 − ε2

1 + ε

)
+ εln

(
−ε2 − ε
ε− ε2

))
= −2 + lim

ε→0

(
− ln

(
1 + ε

−ε3 − ε2

))
= −2 , (C.141)

assim, desprezando O(m2),

Z0 = ln

(
−p2

m2

)
− 2 (C.142)

e

Z ′0 = p
∂

∂p
Z0 =

1

p2
p
∂

∂p
(p2) = 2 . (C.143)
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Com estes resultados em (C.136), obtemos então

(2− p ∂
∂p

)Π̃µν =
4

3
bie2

(
2(p2gµν − pµpν)

)
+O(m)

= −8

3

1

(4π)2
e2(p2gµν − pµpν) +O(m)

= − e2

6π2
(p2gµν − pµpν) +O(m) . (C.144)
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Apêndice D

Resultados e Identidades

Utilizados

D.1 Identidades Utilizadas

As identidades abaixo, que foram utilizadas nos cálculos, podem ser encontradas em

livros textos como [21].

1

AsBn
=

∫ 1

0

dxdy
δ(x+ y − 1)xs−1yn−1

(xA+ yB)s+n
Γ(s+ n)

Γ(s)Γ(n)
, (D.1)

∫
d4l

(2π)4

1

(l2 −∆)m
=
i(−1)m

(4π)2

1

(m− 1)(m− 2)

1

∆m−2
, (D.2)

∫
d4l

(2π)4

lλlρ
(l2 −∆)m

=
i(−1)m−1

(4π)2

1

(m− 1)(m− 2)(m− 3)

1

∆m−2

gλρ
2
, (D.3)

∫
d4l

(2π)4

lλlρlµlν
(l2 −∆)m

=
i(−1)m

(4π)2

Γ(m− 4)

Γ(m)

1

∆m−4

1

4
g{λσgµν} , (D.4)

Tr(γµγν) = 4gµν , (D.5)
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Tr(γµγργνγλ) = 4(gµρgνλ − gµνgρλ + gµλgρν) , (D.6)

g{µνgαβ} ≡ gµνgαβ + gµαgνβ + gµβgνα , (D.7)

D.2 Exemplo de Termo de Superf́ıcie

Considere

∂

∂kµ

[
kν

(k2 −m2)A

]
=

1

(k2 −m2)A
gµν + kν

∂

∂kµ

[
1

(k2 −m2)A

]
, (D.8)

mas

kν
∂

∂kµ

[
1

(k2 −m2)A

]
= −A(k2 −m2)−(A+1)kν

∂

∂kµ
(gρλkρkλ −m2)

=
−2Akνkµ

(k2 −m2)(A+1)
, (D.9)

assim

∂

∂kµ

[
kν

(k2 −m2)A

]
=

1

(k2 −m2)A
gµν −

2Akνkµ
(k2 −m2)(A+1)

. (D.10)

Usando A = 2 e integrando em d4k, obtemos∫
k

∂

∂kµ

[
kν

(k2 −m2)2

]
= gµν

∫
k

1

(k2 −m2)2
− 4

∫
k

kνkµ
(k2 −m2)3

, (D.11)

ou

Θ(0)
µν (m2) = 1

4
[gµνIlog(m

2)−Υ0
µν(m

2)] , (D.12)

com

Θ(0)
µν (m2) =

∫
k

kνkµ
(k2 −m2)3

, (D.13)

Ilog(m
2) =

∫
k

1

(k2 −m2)2
(D.14)

e

Υ0
µν(m

2) =

∫
k

∂

∂kµ

[
kν

(k2 −m2)2

]
. (D.15)
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D.3 Integrais do Πµν

Υ2
µν = gµνIquad(m

2)− 2Θ(2)
µν , (D.16)

Υ0
µν = gµνIlog(m

2)− 4Θ(0)
µν , (D.17)

Υ2
µναβ = g{µνgαβ}Iquad(m

2)− 8Θ
(2)
µναβ , (D.18)

Υ0
µναβ = g{µνgαβ}Ilog(m

2)− 24Θ
(0)
µναβ , (D.19)

Θ(0)
µν (m2) =

∫
k

kµkν
(k2 −m2)3

, (D.20)

Θ(2)
µν (m2) =

∫
k

kµkν
(k2 −m2)2

, (D.21)

Θ
(0)
µναβ(m2) =

∫
k

kµkνkαkβ
(k2 −m2)4

, (D.22)

Θ
(2)
µναβ(m2) =

∫
k

kµkνkαkβ
(k2 −m2)3

, (D.23)

Ilog(m
2) =

∫
d4k

(2π)4

1

(k2 −m2)2
, (D.24)

Iquad(m
2) =

∫
d4k

(2π)4

1

(k2 −m2)
. (D.25)
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