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Resumo

Propriedades criticas de gases de rede com exclusdes de primeiros-vizinhos (EPV)

séo investigadas através da amostragem de Wang-Landau (AWL) com jaielas -ajustdvels

na rede quadrada e cibica simples, para as quais o modelo CXibé uma; trallsigaodc ’fase
tipo Ising. Estudamos a densidade de particulas, pardmetro de ordelﬁ,'f‘cioiﬁp’ressibilidade,
cumulante de Binder e susceptibilidade, com o intuito de testar AWL, o qual tem sido
amplamente utilizado nos 1iltimos anos, no contexto de gases de rede. It de considerdvel
interesse verficar a possibilidade de estimar expoentes criticos com segurancga usando AWL
com janclas ajustdveis. Observamos que o método leva a resultados em razodvel acordo
com valores cxatos (em duas dimensBes) e cstimativas numéricas (em trés dimensdes).
No proéximo estudo usando AWL, investigamos uma separacao entrépica em uma mistura
bindria de gas de rede em duas dimensoes. O sistema consiste de particulas “grandes” que
excluem a ocupagao dos sitios primeiros vizinhos e particulas “pequenas” com apenas um
sitio de exclusdo. Estudamos as propriedades criticas do sistema e comparamos nossos
resultados com enumeragdes exatas e com o caso quando z, = 0, ou seja, o gas de rede
EPV. O diagrama de fases do modelo ¢ obtido através de simulages de Monte Carlo para
tamanhos de rede até 48 x 48. O diagrama no plano das densidades ¢ usado para obter
as densidades no ponto tricritico como p;; = 0,2029(1) e ps; = 0,318(2). Reforcamos
que AWL permite a avaliagio do nimero de configuragdes, restrito a amostragem a uma
unica janela. Observamos que tentativas de restringir a amostragem a subconjuntos do
intervalo de energias leva a distor¢oes na densidade de estados. Isto limita a avaliacio do
nimero de configuracoes para sistemas grandes, necessario para contornar efeitos de ta-
manho finito. Para evitar essa desvantagem propomos uma nova técnica de Monte Carlo.
Introduzimos uma amostragem entrépica tomografica, um esquema que usa multiplos es-

tudos, comegando de diferentes regides do espago de configuracoes, levando a estimativas

precisas do nimero de configuragdes sobre o inlervalo complelo de energias, sem dividi-lo

xiv



em subintervalos ou janelas. Aplicado ao modelo de Ising na rede quadrada, o método leva
a temperatura com uma precisdo de aproximadamente 0,01%, ¢ expQcirkltcs’méyijit;icds com
0,5% ou melhor. Predicoes para tamanhos de sistema L = 10 — M)U,p&ma tunp Iatma
do maximo do calor especifico ¢ para o calor especifico na tompcratma crmgd,estéo em
6tima concordancia com resultados cxatos. Para o modelo de Ising narede Cﬁbica simples
a temperatura critica é obtida com precisdo de 0,004% em relacio a melhor estimativa
disponivel, usando resultados para tamanhos de sistema 8 — 32; as razdes de expoentes
B/v e v/v cstdo dadas com precisdo de aproximadamente 3% e 1%, respectivamente, com
base nas melhores estimativas disponiveis. Em ambas duas e trés dimensoes, resultados
para o ponto critico antiferromagnético sdo completamente consistentes com aqueles da
transicao ferromagnética. Aplicacdes ao gds de rede com exclusdo de primeiros vizinhos
na rede quadrada novamente levam ao potencial quimico critico e razdes de expoentes

B/v e /v com boas precisocs.
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Abstract

Critical properties of lattice gases with nearest-neighbor exclusion (NNE) are inves-

tigated via adaptive-window Wang-Landau sampling (WLS) on thebquar

cubic lattices, for which the model is known to exhibit an Ising-like ph
study the particle density, order parameter, compressibility, Bmdcrcumulantand suscep-
tibility, in efforts to test WLS, which has been used quite widely in recent years, in the
context of lattice gases. Of considerable interest is whether it is possible to estimate criti-
cal exponents reliably using WLS with adaptive windows. We find that the method yields
results in fair agreement with exact values (in two dimensions) and numerical estimates
(in three dimensions). In the next study using WLS, we investigate entropic demixing
in a two-dimensional binary lattice-gas mixture. The system consists of “large” particles
which exclude occupation of nearest neighbor-sites and “small” particles with on-site ex-
clusion only. We study the critical properties of the system and compare our results
with exact enumerations and with the case when 2, = 0, i.e., the NNE lattice gas. The
phase diagram of the model is obtained through Monte Carlo simulation for lattice sizes
up to 48 x 48. The diagram in the density-plane is used to obtain the densities at tri-
critical point as p;, = 0,2029(1) and ps, = 0,318(2). We stress that WLS permits the
avaliation of the number of configurations, restricting the sample over one window. We
observe that attempts to restrict the sampling to a subset of the full encrgy range lead
to distortions in the density of states. It limits the evaluation of the density of states
for larger system, necessary to contour finite size effects. To avoid this disadvantage we
propose a new Monte Carlo technique. We introduce tomographic entropic sampling, a
scheme which uses multiple studies, starting from different regions of configuration space,
to yield precise estimates of the number of configurations over the full range of energies,
without dividing the latter into subsets or windows. Applied to the Ising model on the

square lattice, the method yields the critical temperature to an accuracy of about 0.01%,

xvii



and critical exponents to 0.5% or better. Predictions for systems sizes L = 10 — 160,
for the temperature of the specific heat maximum, and of the specific heat at the crltlcal
temperature, are in very close agreement with exact results. For tle Ismo model on, the

simple cubic lattice the critical temperature is given to within 0. 004% of thc bebt',éi aﬂablc

estimate, using results for system sizes 8 — 32; the exponent ratios ﬁ/zand v/ 1/ a.ré given
to within about 3% and 1%, respectively, of the best available estimat’(k:’ér.i : 111 both two and
three dimensions, results for the antiferromagnetic critical point are fully consistent with
those of the ferromagnetic transition. Application to the lattice gas with nearest-neighbor

exclusion on the square lattice again yields the critical chemical potential and exponent

ratios /v and /v to good precision.
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Capitulo 1

Introducao

H4 séculos o homem vem tentando entender e até mesmo explicar o complicado comporta~
mento dos fendmenos da natureza. Determinar a importancia das varidveis que governam
um determinado sistema, podendo assim prever seu comportamento futuro, sempre foi
um empolgante estimulo para o ser humano. Saber, por exemplo, quais sdo os motivos
das chuvas, como animais detectam suas presas ou predadores em seus ecossistemas, qual
a trajetdria de graos de areia durante a movimentagao das dunas, como o cancer se pro-
paga, como os neuronios interagem no sistema nervoso, como o mercado financeiro reage
a mudancas na economia, ou até desenvolver tecnologias magneto-eletronicas capazes de
transportar ou armazenar dados, sao motivagbes mais que suficientes para colocar uma
gama de cientistas atrds dessas e de outras respostas. Mas, na maioria das vezes é im-
possivel estudar completamente sistemas reais, devido ao alto grau de complexidade das

varidveis que influenciam direta ou indiretamente o meio.

Devido & enorme dificuldade em se estudar os sistemas reais analiticamente, foram

desenvolvidas teorias capazes de explicar determinados fenémenos, seja através de modelos



ou por algum tipo de aproximagio para os eventos. Essas teorias ndo necessariamente
tornaram o trabalho dos cientistas simples, uma vez que estas aproximagoes ainda-podem

envolver uma série de andlises muitas vezes dificeis de serem resolvidas. Ciéneias como”

por exemplo a fisica, a qual cstuda, em csséncia, os fendmenos que ocorrem na. nat

ou de uma forma mais abrangente no universo, enfrentam diﬁculdadesgcém essas.

O estudo dos fenémenos naturais teve uma grande ascensdo com o ’ké,dvento de um
terceiro ramo da ciéneia, uma “mistura” entre a tcoria e o experimento: as simulacoes
computacionais. A vantagem dessa nova modalidade de estudo ¢ que fornece informagoes
com bastante precisio sobre sistemas modelos, utilizados para a descri¢do ¢ comparagio

com resultados analiticos e experimentais.

Um dos motivos do grande entusiasmo com a ciéncia computacional ¢ o crescente au-
mento na velocidade de processamento dos computadores. As simulacoes numéricas vém
assim se tornando excelentes ferramentas para estudar sistemas com muitas varidveis
¢ com muitos graus de liberdade, como por exemplo, redes neurais, sistemas de mui-
tas particulas interagentes, misturas de fluidos, enovelamento de proteinas, colapso de

polimeros e modelos de spins.

Uma téenica que faz uso dessa instrumentagao e que vem sendo usada amplamente
nas ultimas décadas ¢ o método Monte Carlo (MC'), que consiste em dar estocasticidade
aos modelos através de uma amostragem aleatéria, podendo ser utilizado em varias dreas
da fisica, quimica, biologia, matemadtica, financas e outras. Nas tltimas décadas o método
ganhou o status de uma técnica numérica altamente eficiente ¢ capaz de resolver questoes
altamente complexas. Uma outra importante técnica utilizada comumente na fisica e que
nao sera abordada nesta tese ¢ a chamada dindmica molecular. Tal técnica se baseia na
evolucéo das equagoes de movimento para reproduzir comportamentos da natureza, como

por exemplo vibragdes de particulas de um determinado sistema.

o



O nome Monte Carlo foi dado por Nicolas Metropolis (Newman; Barkema, 1999),
inspirado pelo interesse de Stanislaw Ulam em problemas estocdsticos durante 0 projeto

Manhattan da Segunda Guerra Mundial, por causa da semclhanga OlltlL a s,lmulagao

estatistica e os jogos de azar ¢ devido ao famoso cassino de Monaco O prlmeno uso

com sucesso do método MC' através de computadores se deu em 1905 quandf Metropohb

e colaboradores estudaram um fluido de discos rigidos. Desde entéé) S técnica tem

proporcionado fascinantes descobertas em vérias dreas do conhecimento.

Na fisica estatistica usamos o método Monte Carlo em geral para estudar modelos de
sistemas termodindmicos com muitos graus de liberdade através de simulagoes computa-
cionais estocdsticas (Landau; Binder, 2005). Essa técnica se baseia no uso de ntimeros
aleatdrios para simular flutuagoes estatisticas com o objetivo de gerar numecricamente
distribuicdes de probabilidades, como por exemplo a distribuicao canodnica ou a grande-
candnica, ¢ calcular as médias estatisticas de sistemas cldssicos. As informagdes obtidas
através dos sistemas modelos sdo em principio bastante acuradas, uma vez que a precisao
das grandezas medidas podem ser melhoradas com o aumento do nimero de ciclos (“pas-
sos de Monte Carlo”) realizados. Dessa forma, podemos fazer uma comparagao direta

entre simulacao e experimento.

Na mecanica estatistica, como em muitos outros campos da fisica, precisamos calcular
integrais de alta dimensionalidade. O espago de fase em uma simulagio cldssica de N
corpos possui 6N dimensoes, sendo trés coordenadas para localizar a posi¢do e trés para
o momento de cada particula. O método MC permite avaliar essas integrais com grande
precisdo, fazendo o uso basicamente de uma “méquina” que possa gerar nimeros aleatérios

independentes.

Podemos utilizar o método Monte Carlo em uma grande variedade de sistemas com

propriedades estocdsticas, logo se faz necessario um algoritmo de geracdo de ntmeros
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aleatdrios. Esse algoritmo consiste em pura manipulacdo aritmética de nimeros, cujos re-
sultados satisfazem tanto propriedades de aleatoriedade, como de uniformidade e auséncia
de correlagao: estipulando-se um limite entre 0 e 1, por exemplo, todo nl'mlgerb d011tro desse .

intervalo deve ter a mesma probabilidade de ocorréncia. Como, na verdade, o alg

é construido de forma determinfstica, todos os nimeros produzidos por ele na
mente aleatérios, mas sim, “pseudo-aleatérios” (sempre hd algum tipo de correlagéo entre

esses NUmeros).

Virias técnicas na classe do método MC foram sugeridas para estudar modelos, bus-
cando sempre mais precisdo ¢ redugdo do tempo computacional. Uma classe de técnicas
que vém se tornando métodos numéricos com enorme aplicacao a fisica séio os algoritmos
entrépicos. IBsse nome deriva do fato da téenica permitir estimar de alguma maneira o
nimero de configuracdes diferentes do sistema (energia fixa), lembrando que o ntimero de
configuracdes se relaciona com a entropia através da férmula de Boltzmann, S = kIn Q.
Estudos que levam em consideragio essa abordagem surgiram a algumas décadas e vem
sendo cada vez mais aplicados. Trabalhos como os de (Lee, 1993; Oliveira; Penna; Herr-
mann, 1996; Leeb; Han, 1997; Wang, 2000; Wang; Landau, 2001a; Schulz; Binder; Miiller,
2002; Wang; Swendsen, 2002; Malakis; Peratzakis; Fytas, 2004; Belardinelli; Pereyra,
2007a; Cunha-Netto et al., 2008; Dickman; Cunha-Netto, 2011) buscam obter o nimero
de configuragoes  (chamado comumente de “densidade de estados”) para posteriormente

calcular as propriedades termodinamicas do sistema.

Nesta tese usaremos o algoritmo de Wang-Landau afim de estudar o comportamento
critico de modelos de gas de rede, bem como propomos uma metodologia diferente para a
ohtencao do nimero de configuragdes e consequentemente as propriedades termodinamicas
do sistema de interesse. A técnica nao fica limitada a modelos de gases de rede ou mesmo

de spins mas se aplica a todos os modelos analisados utilizando algoritmos entrépicos.



Gases de rede tem sido usado extensivamente como modelos de {fluidos simples, ¢
juntamente com o modelo de Ising, tem recebido muita atencdo em fisica estatistica de

equilibrio como protétipos para transicdes de fase. O caso mais simplesde gds de rede

consiste em particulas que ocupam os vértices de uma dada rede onde cada sitio”pode

conter no méximo uma particula, onde considera-se uma interagéo atrativa.ou repulsiva,

entre particulas que ocupam sitios vizinhos. I facil mostrar que esse 1ﬂoddo equivale ao
modelo de Ising sob a acio de um campo magnético (Lee; Yang, 1952). Um sistema um
pouco mais elaborado consiste em um gés de rede onde uma particula em um determinado
sitio ndo permite a ocupacdo dos sitios vizinhos mais préximos, conhecido como gas de
rede EPV ( “Bzclusdo de Primeiros Vizinhos”) (Gaunt; Fisher, 1965). Aqui estudarcmos
o modelo bem como estudaremos wma mistura com dois tipos diferentes de componentes:
particulas tipo EPV ¢ particulas simples (nfo permitem a ocupagao de apenas um sitio).
As propriedades termodinimicas para os dois modelos serdo estudadas, bem como o com-
portamento critico ¢ expoentes para o caso monocomponente. Para o caso da mistura
bindria estudaremos o diagrama de fases do modelo, bem como a determinagio do ponto

tricritico.

Para o estudo de sistemas grandes os métodos acima citados necessitam de algum
tipo de segmentacdo. No caso especifico dos algoritmos que seguem as premissas de
Wang-Landau ¢é necessdrio criar “janclas” e exigir a convergéncia para cada subintervalo
separadamente. Conforme serd explicado posteriormente, o fato de limitar o espectro
de energia (ou nimero de particulas para o caso do gds de rede) prejudica a estimativa
do valor da densidade de estados. Finalizaremos essa tese propondo um novo algoritmo
que evita os problemas aqui detalhados ¢ permite a obtengdo de propriedades criticas
com Otima precisdo. A técnica permite realizar uma amostragem completa do espectro
de encrgia (numero de particulas) através de configuragdes iniciais diferentes. Com um

pouco de liberdade na nomenclatura chamaremos a técnica de amostragem tomografica.
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Capitulo 2

Método Monte Carlo

Métodos do tipo Monte Carlo sdo amplamente utilizados em muitas problemas numéricos,
nio s6 relacionados & Fisica mas em vdrias dreas do conhecimento. Neste contexto si-
mulaces computacionais tornaram-se ferramentas essenciais na I'isica da matéria con-
densada, particularmente no estudo de transicoes de fases e fenémenos criticos. Tal me-
todologia ¢é utilizada afim de solucionar vdrios problemas, como por exemplo reduzir a
dinAmica lenta préximo a regido critica ( “critical slowing down”) em transicdes de segunda
ordem, transpor barreiras de potencial entre fases coexistentes em transigoes de primeira,
ordem ou de maneira mais geral estimar o nimero de configuragdes diferentes de algum

modelo afim de obter propriedades criticas do sistema.

Nesta tese damos enfoque as téenicas que utilizam uma amostragem estocdstica para
obter a densidade de estados. Tal método chamamos aqui de algoritmo entrdépico, uma
vez que buscam obter o nimero de configuragdes diferentes do sistema, lembrando que o
numero de configuragoes se relaciona com a entropia através da férmula de Boltzmann,

S = kInQ. Antes de descrever tais algoritmos faremos uma breve revisdo de um dos



métodos mais tradicionais de Monte Carlo, o algoritmo de Metropolis.

2.1 Algoritmo de Metropolis

O algoritmo de Metropolis (Metropolis et al., 1953) proposto unl‘)53porNcholasMe—
tropolis, Arianna Rosenbluth, Marshall Rosenbluth, Augusta TGHCI(, Edﬂ&ard Teller é
provavelmente o método Monte Carlo mais utilizado na Fisica, ¢ tem como objetivo de-
terminar valores médios de propriedades do sistema simulado, considerando um conjunto
significavelmente menor que o nimero real de configuragoes do sistema. Considere um
sistema termodindmico em equilibrio com uma temperatura 7. Uma média térmica de

qualquer obscrvdvel no equilibrio é definida no ensemble canénico como (Callen, 1985):

(A(z)r) = / A)p(a)de, (2.1)

onde x é a configuragio no espaco de fase,

pl(z) = 5 oxp [~ H/ksT] 2

o
o
g

¢ a densidade de probabilidade de que a configuragao @ ocorra em equilibrio térmico e
7 = /exp [—H/kpT)dz (2.3)

é a funcado de particdo. [Mais a frente esta fungdo serd escrita estrategicamente de ma-
neira diferente, afim de deixar explicito a densidade de estados de alguma variavel que

caracteriza as configuragdes, como por exemplo o nimero de particulas.]

Como a distribuicdo de probabilidades (2.2) néo ¢ uniforme em z, o uso da

amostragem simples ( “simple sampling”) é extremamente ineficiente, pois tal amostra-



gem utiliza nimeros aleatérios com uma distribuicio uniforme em X. Para contornar
este problema Metropolis et. al. introduziram o que ¢ hoje denominado Método de

Monte Carlo com Amostragem por Importancial. Nesse método os pontos (finitos) do

espaco de fase néo sfo escolhidos aleatoriamente, mas sio selecionados de acordo-com

uma probabilidade P(X). Assim, a equagio (2.1) pode ser apfbkil‘nQd como(Bmder,

Heermann, 1992)

M AP exp [—’H(Xi)/chT}'

X)) = A= ST PAL(XG) oxp [~ H(X0) /ksT] 24)

A mais simples ¢ natural escolha para P(X) é P(X;) « exp [-H(X;)/kpT) de forma,

que a cquagio (2.4) passa a ser simplesmente uma média aritmética

AX) = ( 2.
X MZA/\ (2.5)

Em 1953, Metropolis et. al. aperfeicoaram a idéia da amostragem por importéncia
escolhendo os sucessivos estados {X;} ndo independentes um do outro, mas construindo
um processo de Markov onde cada estado Xj41 € obtido a partir do estado anterior X; via
uma probabilidade de transigio W (X; — X;41). Eles mostraram que ¢é possivel escolher
a probabilidade de transicgio W tal que no limite M — oo a funcao de distribuicio P(X;)

dos estados gerados por este processo tende para a distribuigio de equilibrio®

1 H(X;
Pl 5) = + exp (——,(—Tl) . (2.6)

Para que o processo de Markov convirja, é suficiente que ele satisfaga & condi¢do de

Y(Importance Sampling Monte Carlo Method)

*Para M finito ¢ de se esperar uma relaxagio exponencial para a distribuicio estaciondria. A rapidez
depende do tempo de relaxacdo do processo markoviano.



balango detalhado
P XOW(Xs = Xi) = Pyl Xe)W(Xe = X2, 07 (2)

bem como necessério a hipdtese de ergodicidade. Tal hipdtese preve quc, toda” as confi-

guracdes possiveis do sistema devem ser acessiveis. Como mostrado n Eq ~~=(,z () os dife-
rentes estados nao necessariamente terdo a mesma probabilidade, mas devem ser atingiveis

com uma probabilidade diferente de zero.

A Equacio (2.7) implica que a razdo das probabilidades de transicao tanto para X; —

Xy quanto para Xy — X; depende somente da diferenca de energia AH = H(X;)—H(X;),

WX = Xo) exp (——A—H—(/@> : (2.8)

W/(Xil — Xl) - kT

Metropolis e colaboradores propuseram que se H(X;) > H(Xy) entdo a transicio
X; — Xy se dard com certeza absoluta, ou seja, com probabilidade W(X; — Xy) = 1.

Com isso, temos

W(Xy — X;) = % = exp <H<X")k;;{(xi'>> . (2.9)

Em resumo, temos

1 se, AH <0
(2.10)

exp (—@—7;) se, AH >0

onde AH = H(Xy) — H(X;). Note que nesse algoritmo as médias sao calculadas em uma

temperatura 7. Mudando T', outra simulagao é necessdria.
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2.2  Algoritmos entrépicos

Considere um modelo cstatistico com uma configuragéo cspacial discreta, c scja 0 a

varidvel (ou conjunto de varidveis) caracterizando cada conflguragzio,ialcoxnocncrgla
ou numero de particulas. Para um determinado tamanho do sistefﬁz;, conhcdoonummo
9 2(¥) de configuragdes para todos os valores possiveis de 7, poderrn/f)‘s:‘ calcular a funcao
de particdo e médias termodinimicas associadas para valores arbitrarios de tempera-
tura. Métodos como o de Wang-Landau fornecem estimativas do nimero de configuragoes
Q¥)3, realizando um passeio aleatério no espago de configuragdes, com alguma proba-
bilidade de aceitaciio dependente de Q(V'), onde ' denota os valores associados com a

mais nova (ou tentativa) configuragéio gerada. Abaixo descrevemos algumas téenicas que

seguem estes passos.

2.2.1 Algoritmo de Wang-Landau

Uma técnica pertencente a classe de métodos Monte Carlo e que vem demonstrando ser
eficaz em uma enormidade de aplicagoes é a amostragem de Wang-Landau. Tal técnica
permite a andlise de sistemas complexos com vdrios graus de liberdade e com complicadas
distribuicoes de energia. Como exemplo, este método tem sido usado em estudos do mo-
delo de Potts antiferromagnético (Yamaguchi; Okabe, 2001), sistemas de spins aleatérios
(Okabe; Tomita; Yamaguchi, 2002), modelo de Ising assimétrico (Tsai; Wang; Landau,
2006), sistemas quanticos (Troyer; Wessel; Alet, 2003), fluidos (Jain; de Pablo, 2003), mo-
delos com o potencial de Lennard-Jones (Faller; de Pablo, 2003), cristais liquidos (Kim et
al., 2002), polimeros (Cunha-Netto et al., 2006), proteinas (Rathore; Knotts; de Pablo,

2003), outros sistemas moleculares (Vlugt, 2002), aglomerado de dtomos (Calvo; Parneix,

30 numero de configuragdes aqui estd denotado por Q(9), reservando Q(J) para referir aos valores
exatos, que sio em geral desconhecidos.

11
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2003), problemas de otimizagio (de Menezes; Lima, 2003) e até teoria de combinacio de
numeros (Mustonen; Rajesh, 2003), entre outros. Generalizacdes e melhorias do método

foram implementadas por diferentes autores (Yamaguchi; Kawashlma ‘)(()“,_, Schulz Bm-

der; Miiller, 2002; Huller; Pleimling, 2002; Shell; Debenedetti; Panagloto )oulos, .‘002

Schulz et al., 2003; Yamaguchi, 2003; Cunha-Netto, 2008).

No inicio da simulagdo §2() ndo é conhecido, a priori, de forma que escolhemos o
nimero de configuracoes de todos os niveis ¢ iguais a 1. Geramos entdo configuracoes
aleatoriamente definidas de acordo com cada modelo. A probabilidade de aceitacao da

nova configuracdo pode ser escrita como

p(¥ = ¥') = min {Qw,) 1} : (2.11)

ou seja, movimentos para niveis menos visitados sdo sempre aceitos, enquanto que, no
caso inverso, o aceite s6 ocorre se a razio entre as densidades de estados for maior que
um ndmero aleatério entre [0,1). (Para simplificar a notagdo nio estamos escrevendo a

dependéncia do tamanho do sistema L de €.)

Em cada movimento bem sucedido, atualizamos a densidade de estados daquele nivel
9 multiplicando o valor existente por um fator modificador f > 1, ou seja, Q(9) — Q(9)-f.
O fator modificador ¢ inicialmente escolhido como [ = fo = e = 2,71828.... A escolha de

N(¥) =1 ¢ f = e é bastante arbitraria ndo se limitando a esses valores.

O caminho aleatdrio no espaco de configuragoes com a concomitante modificagao de
) persiste até que o histograma H(¢) acumulado esteja plano. Quando se usa o termo
histograma plano (flat histogram) entende-se que o histograma (1) para todo ¥ ndo é

menor que 80% * da média do histograma (I1(¥9)) (Wang; Landau, 2004).

4Este parametro vem sendo utilizado com um certo grau de liberdade, podendo variar de acordo com
com a complexidade e acessibilidade de estados dos modelos.



Cibiioteca Prof. Manoe! Lopes de Siquelrs
Fisica - ICEx/UFMG
Na simulacdo de WL o histograma geralmente é checado a cada Ny = 10000 passos
de Monte Carlo. Uma cscolha razodvel para esse valor ¢é fazer (fo)¥¥¢ ter-a mesma

ordem de magnitude do nimero total de estados do sistema. Essa escolha ndo. interferc -

nos resultados da simulacéio, o critério s6 é utilizado pois checar o histograma a todo

momento leva a uma grande perda de tempo computacional.

Uma vez que foi obtido o critério de nivelamento, reduzimos entao o fator modificador
f1 = V/fo e reiniciamos o histograma H () = 0 para todo 9. Inicia-se um novo passeio
alcatdrio no espaco de configuracdes com o novo fator modificador f = f;, continuando
até que o histograma esteja novamente plano, procedendo como anteriormente, ou seja,
fir1 = Vfi. A simulagio é interrompida quando o fator modificador se aproximar da

unidade por um valor predefinido, como por exemplo frina = 1+ 1078,

Em resumo, o algoritmo pode ser descrito da seguinte forma:

o Inicie com Q(J) =1e f =

¢

e Repita

— Zere o histograma H(J) =0,V ¢
— Faca a simula,(;:io‘até que o histograma esteja plano
+ Gere uma nova configuraciio aleatoriamente
+ Escolha obedecendo a probabilidade p(d — ') = min [%, 1}
x Atualize H do nivel resultante: () = H(¥J) + 1
x Atualize  daquele nivel: Q) — Q(9).f

— Atualize f: f — V]

e Pare quando f ~ 11078
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As grandezas termodindmicas sio obtidas através de uma exercicio numeérico simples.
Para ilustrar, considere a encrgia I£ como a varidvel que caracteriza cada configuracao.
Conhecida a densidade de estados podemos estimar o valor esperado.de uma grandeza
termodinamica A do sistema através da média canodnica.

ZE(A)EQ(E)e“E/’”'BT

<14>T = Z )

onde Z ¢ a funcio de particao
7=y QE)e P/t (2.13)

¢ (A)p é a média microcanénica da observdvel A do sistema, obtida na simulagao para
cada nivel de energia I7 e kj é a constante de Boltzmann. [Observe que aqui reescrevemos
a funcio de particdo em funcéio da energia ¢ néo como funcdo das configuragdes (Eq. 2.3)

no espago de fase.]

2.2.2 Algoritmo das janelas ajustaveis

Virias estratégias foram propostas na tentativa de corrigir o algoritmo de WL e otimizar
sua convergéncia (Zhou; Bhatt, 2005; Cunha-Netto et al., 2008; Belardinelli; Pereyra,
2007a, 2007b; Zhou; Su, 2008). Nesta seciio mostramos a aplicacdo de um desses algo-
ritmos, o algoritmo das janelas ajustdveis (AW)®. Esse método estima a densidade de
estados determinando o intervalo sobre o qual o histograma atingiu um determinado grau

de uniformidade em vérios estdgios da simulagdo.

O procedimento AW fornece estimativas do ndmero de configuragdes Q(¥; L) em uma

rede de L¢ sftios, a menos de um fator multiplicativo (como na maioria dos algoritmos

Do inglés “adaptive-window”



entrépicos) que é independente de 9. Para cada configuracio aceita, atualizamos o histo-
grama [1() — H(9) + 1. Uma vez que a densidade de estados néo é conhecida a priori,

escolhemos Q(9) = 1 para todo 9, no comeco da simulagio. Durante o passeio aleatério

reproduz-se o procedimento descrito na secdo anterior, aceitando configurag es segundo

a probabilidade (Eq. 2.11) como no algoritmo de Wang-Landau.

Uma vez aceito a mudanca de configuragéo para uma nova 1) +— ', a densidade de es-
tados é atualizada, multiplicando-a pelo fator modificador f > 1, entdo: Q(0) — f-Q(9).
Se a mudanca de configuracio ¢ rejeitada, atualizamos Q(4), bem como o histograma, da
configuraciio anterior. Como o usual na amostragem de WL, o fator modificador ¢ inici-
almente cscolhido como fy = e = 2,71828.... Depois de m = 10* passos de Monte Carlo
checamos se o histograma satisfaz o critério de nivelamento em uma janela minima, de
largura W = (9mae — Omin) /1, comegando de Fnyin ©. O histograma, é dito nivelado se, para
todos os niveis da janela em questdo, H(J) > 0,801, onde H é uma média do histograma
sobre niveis dentro da janela proposta. Se o histograma néo estiver nivelado, realizamos
um adicional m de passos de MC e verificamos novamente pela uniformidade, repetindo o
procedimento até que o histograma esteja plano em uma janela minima. No momento em
que esta condigao for satisfeita, checamos se o histograma, estd plano no maior intervalo
possivel. Isto ¢ feito adicionando niveis um a um e verificando o nivelamento. Dessa
maneira definimos uma janela ¢ repetimos o procedimento no restante do intervalo de
niveis possiveis, formando janclas para cada estdgio da simulagio. A posicao das janelas
depende da porgio do histograma que satisfaz o critério de nivelamento; incluimos uma
sobreposiciio adicional (“overlap”) de trés niveis entre janelas adjacentes’. Este proce-
dimento é repetido até que todos os 9 valores tenham sido incluidos em alguma jancla

com um histograma nivelado. Entdo uma nova etapa ¢ iniciada: o fator modificador é

6Em geral n é escolhido de forma que W seja 1/5 — 1/10 do ndmero de niveis da varidvel 9.
"Estudos em sistemas diferentes como por exemplo modelos de spins ¢ polimeros mostraram que este
nimero pode variar entre 1 — 5 niveis.
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reduzido, f — +/f, reiniciamos H () = 0 para todo 9, e impomos a continuidade da den-
sidade de estados igualando (1)) para a borda 7;, s, ... das janelas. Esse procedimento

é iterado e a simulacfio ¢ finalizada quando f— 1~ 107"

A figura 2.1 ilustra como as janclas sio formadas. ¥; e ¥, s80 os niveis de-juncdo

de duas janelas consecutivas ¢ 9* é a borda da terceira janela sendo formad

importante ressaltar que as janclas sio formadas de maneira dinérni’kcd\,’ikou”‘éiéjaQ para cada
fator modificador f as janclas estdo em posices diferentes. Permitir que as janelas scjam
criadas nos mesmos valores de 9 para f’s consecutivos podem levar a erros sisteméaticos

como descritos em (Cunha-Netto et al., 2008).

] anela 2 janela 1

H@)

.
" Sae s XX IR » .
1% el .a. o.\o....o. PR R A LI PR L X

L -
< PR R TRCY P .o..c‘

1 ?xm'n 1 , 1 9111;1){

Figura 2.1: Esquema das janelas adaptéveis; os valores de Umin € Fmar dependem do modelo, enquanto
9% e 91,02, etc, sio determinados durante a simulagio.

Ressaltamos que a formagio de janelas ndo deve ocorrer necessariamente da direita

para a esquerda, mas sim da regido onde o ndmero de configuragdes ¢ maior. Para 9 em
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duas ou mais dimensdes este procedimento pode ser feito de diferentes maneiras, formando

janclas em duas ou mais dimensdes (ver (Cunha-Netto, 2008).

2.2.3 Nova proposta: Amostragem tomografica

Neste trabalho descrevemos um método simulacional entrépico de alta precisao que amos-
tra o espaco de configuracdes completo isento do uso de janelas (Dickman; Cunha-Netto,

2011), a amostragem tomografica. Tal método serd detalhadamente descrito no Capitulo

5 desta tese.
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Capitulo 3

Gas de rede EPV

3.1 Modelo

Modelos de gases de rede tem sido amplamente usados no estudo de transigoes de fases.
Juntamente com o modclo de Ising cles tem auxiliado na validagdo de novos métodos. Um
sistema interessante de particulas em rede consiste em um gds em que cada particula em
um determinado sitio nfo permite a ocupagdo dos sitios vizinhos mais préximos (EPV),
correspondendo a um potencial entre particulas infinito para distdncias < 1 (em unida-
des de constante de rede) e zero caso contrério. A parte do potencial infinito do tipo
caroco duro, o sistema ndo inclui mais interagoes (ver Fig. 3.1). Uma vez que a in-
teracdo do tipo carogo duro sé permite energia zero ou infinito, a temperatura nao ¢ um
pardmetro relevante, configurando assim um sistema atérmico. Como consequéncia, 0s
inicos pardmetros independentes sio o nimero N de particulas ou o potencial quimico

reduzido p = B (U representa o potencial quimico e § = 1/kpT).
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I2 conhecido que em redes bipartidas esse sistema ! sofre uma transicao de fase
continua, havendo uma quebra de simetria devido a uma ocupagao majoritdria cmima das
subredes. Essa transicio ocorre em uma determinada densidade p. e potencial quimico®
critico p. (Gaunt; Fisher, 1965; Runnels, 1965; Heringa; Blote, 1996; Guo;Blote;-2002).

O parametro de ordem fica definido como a diferenca de ocupacao nas duas subredes

= Nl ZUX*ZUX : (3.1)

XEA xeB
onde o, = 0;1 indica a ocupagao do sitio x.
A grande funcao particao do sistema pode ser escrita como

Nmax

S(z, L) = Y 2N, L), (3.2)

N=0

onde z = et ¢ a fugacidade, N, 0 nimero maximo de particulas na rede e Q(N,L) o
nimero de configuracoes diferentes com N particulas satisfazendo a condi¢ao de exclusao
de primeiros vizinhos. (Em uma rede hipercibica de L% sitios em d dimensoes, Nyup =

L4/2 para todo L par).

O modelo de gds de rede tipo EPV foi estudado em vdrios tipos de rede: quadrada
simples (Guo; Blote, 2002; Fernandes; Arenzon; Levin, 2007), triangular (Zhang; Deng,
2008), ctibica simples (Heringa; Blote, 1996), hexagonal (Runnels; Combs; Salvant, 1967),
rede eibica de corpo centrado (Gaunt, 1967), cibica de face centrada (Burley, 1960) e
em dimensoes maiores que trés (Heringa; Blote; Luijten, 2000). O gds de rede onde ¢
exclusao estende a segundos vizinhos ou além também foi estudado (Fernandes; Arenzon;

Levin, 2007). Vérios métodos foram aplicados para estudar a transigao de fase do modelo,

TRedes as quais cada sitio de uma subrede tem todos os seus primeiros vizinhos na outra subrede.

Como exemplos, uma rede quadrada ou uma rede ciibica simples. Redes com a geometria triangular sao
classificadas como rede nao-bipartidas.

2Daqui para frente usaremos a nomenclatura “potencial quimico” para designar p.
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Figura 3.1: Representacio esquemédtica das particulas na rede. As particulas estdo hachuradas de
maneira diferente para enfatizar a ocupagéo em subredes diferentes.

incluindo célculos exatos (Runnels, 1965), expansao em série (Gaunt; Fisher, 1965) (ex-
pansio para alta e baixa densidade), métodos de aglomerado ( “cluster”) (Zhang; Deng,
2008),matriz transferéncia (Guo; Blote, 2002) e simulagoes de Monte Carlo (Heringa;
Blote, 1996; Ertel; Frobose; Jackle, 1988). O modelo exibe uma universalidade tipo Ising
na rede quadrada e hexagonal, enquanto na rede triangular (modelo de hexagonos duros
de Baxter (Baxter, 1980, 1982)) pertence a classe de Universalidade do modelo de Potts

com trés estados.

Nesse capitulo apresentaremos as propriedades criticas do gds de rede EPV em uma
rede quadrada e ciibica simples usando uma técnica que permite a estimativa do niimero de
configuracoes Q(N), o método descrito no capitulo 2 dessa tese, o algoritmo das janelas
ajustdveis (Cunha-Netto et al., 2008; Cunha-Netto; Dickman; Caparica, 2009; Cunha-
Netto; Dickman, 2011). O algoritmo consiste em uma melhoria do algoritmo de Wang-
Landau (Wang; Landau, 2001a, 2001b) inicialmente aplicado a um modelo de polimero,
mas é igualmente aplicivel ao modelo aqui proposto. Expoentes criticos, densidade e po-

tencial quimico criticos, bem como o quarto cumulante reduzido foram estimados usando



uma andlise de escala de tamanho finito (F'SS)*.

Por simplicidade dois tipos de tentativa de movimento sido explorados: insercao c

remogio de particulas. Incluir movimentos de translacio das particulas na rede; 0s quais~

N néo muda, levam ao mesmo resultado considerando as barras deerros
4 veremos que os movimentos de translacdo sdo importantes no estq‘d‘ok‘dy lma, n’nstura
de particulas em rede.) O tipo de movimento ¢ escolhido aleatoriaméh’té (inser¢do ou
remogo com igual probabilidade), bem como o sitio da rede. Usamos em todas as nossas

simulacoes de gés de rede o gerador de niimeros aleatérios “shift register” R1279 (Landau;

Binder, 2005).

3.2 Resultados

Estudamos o gis de rede EPV com interagdes apenas tipo carogo duro usando o método
das janelas ajustéveis descrito no capitulo 2 (ver Apéndice 6). Os valores estimados de

Q(N) sdo usados para calcular as médias termodinamicas dadas por

(A), =

Y <A>N:Q(N>6“N' (3.3)

Aqui (A) ¢ a média microcandnica da quantidade A sobre todas as configuracoes tendo
cxatamente N particulas, as quais precisam ser estimadas durante a simulagdo. O desen-
volvimento de métodos confidveis para estimar médias microcanonicas é um problema im-
portante ainda em aberto (Oliveira, 2000). No procedimento WL, todas as configuragoes
tendo o mesmo N ocorreria com mesma probabilidade, entdo, em principio, as médias mi-
crocandnicas (A)  seriam tomadas sobre todas as configuragoes aceitas tendo exatamente

N particulas, com pesos iguais. Entretanto obtivemos melhores resultados se restringimos

3Do inglés “finite size scaling”.
o .



as médias microcanénicas aos iltimos passos da amostragem. Na prética as médias (¢},
(%) v ¢ (¢*) 5 calculadas usando todas as configuragdes de N particulas aceitas durante a

simulagéo levam a estimativas para os expoentes criticos que desviam significativamente

dos valores esperados para a classe de modelos na universalidade ‘de Ising (nos casos da

rede quadrada e cibica simples). Tais desvios nao sao observad‘(‘)ék em dosusando
sistemas com L < 100, mas se tornam evidentes quando usamos sis”tiémas;m’ai’okres. Resul-
tados similares foram encontrados em estudos de modelos de spins usando a amostragem
WL (Malakis et al., 2005). Os resultados para médias microcanénicas melhoram quando

restringimos a amostragem para configuragdes aceitas em estdgios posteriores, i.e., para

f <14 107* (Caparica; Cunha-Netto, 2012).

3.2.1 Andlise por matriz transferéncia

Como um resultado preliminar do método, comparamos nossos valores estimados, Q(N),
com resultados de uma enumeracio exata de (2(N), obtido para uma rede de 8 x 8 sitios.
O dltimo mencionado foi obtido através de uma andlise por matriz transferéncia (Plichske;

Bergersen, 2008).

Inicialmente enumeramos as configuracoes permitidas {1, ...,ca} em um anel de L
sitios, armazenando o ndmero n{c;) de particulas em cada configuragao. Uma matriz 7 de
dimensdao M x M & entdo construida, com T(c;, ¢;) = 1 se anéis adjacentes podem admi-
tir confliguragdes ¢; e ¢; sem violar a condi¢io EPV, e T (¢, ¢;) = 0 caso a condigdo
seja violada. Assim as configuracdes permitidas em uma rede L x L com condigoes
periddicas sdo aquelas sequéncias {cj, ¢, ..., ¢} de configuragdes de anel satisfazendo
T(cy, )T (cay¢3) - Tlep—1,¢)T (cr,c1) = 1. O nimero de configuragdes resultantes

para L = 8 é listado na Tabela 3.1.

Para comparar nossos resultados simulacionais com as enumeragoes exatas, a distri-
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N QUN) In Q(N) InQ(N) 10%(N)

0 1 0,0 0,010(14) —

1 64 4,15888 4,163(11) 0, 9989

2 1888 7,54327 7,543(10) —0,0481" -
3 34112 10, 43740 10,436(11) —0;1701 .+
4 493152 12, 95549 12,954(11) _0=0,1295"

5 3830016 15,15838 15,158(9)  =0,030L. .~
6 26249184 17,08315 17,086(9) " 0,1501.7 . o
7 139580160 18,75415 18, 754(8) -0, 0003

8 585632520 20, 18820 20, 187(7)

9 1962132800 21, 39730 21, 396(7)

10 5296005568 22, 39022 22, 392(8) 0,0576

11 11591943552 23,17358 23, 175(7) 0, 0447

12 20681906352 23, 75253 23,755(8) 0,1189

13 30206108416 24, 13131 24, 135(8) 0,1510

14 36251041536 24, 31373 24, 316(8) 0,0881

15 35886874048 24, 30364 24, 306(7) 0,0815

16 29436488660 24, 10550 24, 109(6) 0,1273

17 20127048512 23,72533 23,728(6) 0,1330

18 11573937440 23, 17202 23, 174(7) 0,0997

19 5674532608 22, 45925 22, 462(6) 0,1247

20 2420605568 21, 60728 21,612(5) 0,2128

21 922331136 20, 64241 20, 646(6) 0,1918

22 322239232 19, 59080 19,586(7) —0,2539

23 104747904 18, 46707 18, 459(8) —0,4439

24 31534744 17,26660 17,253(11) —0, 7674

25 8617024 15, 96925 15,956(12) —0,7995

26 2080576 14, 54816 14, 539(12) —0,6443

27 430848 12,97351 12,973(12) ~0,0571

28 73840 11,20966 11,215(13) 0, 4370

29 9984 9,20874 9,214(15) 0, 5301

30 992 6,89972 6,900(15) 0,0983

31 64 4,15888 4,160(17) 0, 2085

32 2 0,69315 0,689(19) ~6,359

Tabela 3.1: Comparagio com resultados numéricos (L = 8) para a densidade de estados. O erro relativo
é calculado com g(N) = (InQN) — InQ(N))/ In Q(N).

buicdo de valores de Q(N) precisa ser normalizada. Como a simulagio fornece I'(N) =
af)(N), com « sendo uma constante desconhecida, independente de N, podemos eliminar
« multiplicando as estimativas simulacionais por um fator A, variando A afim de minimizar
YonIAT(N) - Q(N)}2. Este procedimento ¢ aplicado em cada uma das quinze simulagdes

independentes, levando aos valores médios e incertezas listados na Tabela 3.1. Os erros



relativos em estimar In € sdo bem pequenos exceto proximo do nimero minimo e maximo
de ocupagdo. Mesmo no pior caso, N = Npue = 32, 0 crro relativo em InQ é = 0,6%.

Se os erros relativos forem restritos a esses regimes para sistemas grandes, o efeito na

estimativa das propriedades criticas seria desprezivel.

3.2.2 Rede quadrada

Nesta se¢ho apresentaremos os resultados para o gas em uma rede quadrada, com condicdes
de contorno periddicas, para simulagdes de Monte Carlo descritas anteriormente. Estu-
damos 18 tamanhos de sistema no intervalo 16 < L < 256 usando o algoritmo AW.
Conforme descrito no capitulo 2, quando utilizamos as janelas ajustdveis define-se janclas
partindo de uma janela minima de largura W = (Npaz — Niin)/n, comecando de Npip.
Na rede quadrada usamos n = 4 para L < 72, n = 6 para, L = 96, n = 8 para L entre 100
e 196, e n = 10 para L = 256. Para a rede cdbica simples usamos n = 2 para L < 12,

n = 4 para L = 16, n = 6 para L entre 24 ¢ 32, e n = 8 para L = 48.

Seja N*(L) o valor de N que maximiza Q(N), e scja N.(L) o valor de N que maximiza
a distribuicdo de probabilidade P(N) = Q(N)exp[u.N] no ponto critico y.. Estudos
preliminares em redes com L < 200 revelam que N* ~ 0,227L% ¢ N, ~ 0,369L2, ou
seja, N, > N*. Como resultado, configuragdes com N < N* dariam uma contribuigio
desprezivel para as médias termodindmicas na vizinhanga do ponto critico. Afim de
economizar tempo de processamento restringimos nosso intervalo de valores de N (os
quais estendem até Nyqr = 256%/2), para valores entre N*(L) e Ny,qp = L?/2. Para
L = 8, um estudo com a amostragem restrita. a N > N* = 14 levou a resultados com igual

precisdo a aqueles obtidos usando uma amostragem sem restrigio, quando comparado com

enumeragcoes exatas.

A seguinte observacao sugere que uma posterior economia de tempo de processa-



mento poderia ser realizada em estudos da regifio critica. Seja P.(N, L) = zNQ(N, L)

a contribui¢io a grande funcdo de particio devido ao conjunto de configuragdes com N

particulas no ponto critico, e seja P*(L) = maxy|[Fe(N, L)] = P(NL)PdmN ,'ffci’l':o:‘rkeus tais

que P.(N, L)/P*(L) < 107%° 4 contribuicio em = ¢ nas médias térmicas.é desprezivel.

Parcce entfo razodvel restringir a amostragem ao intervalo [Ny, Np| dN : Valoxcs tal que
PN, L)/P*(L) > 1073, Na prética usamos N; = [0,315L*~131} e N, - [0,423L%+4-129],
onde os colchetes representam o maior inteiro. Para L = 300, o maior tamanho consi-
derado, o intervalo resultante é pequeno o suficiente (aproximadamente 20% do intervalo
completo) para ser estudado usando a amostragem WL sem janelas. Surpreendente-
mente, restringindo a amostragem desta maneira leva a cstimativas para os expoentes
criticos que desviam significativamente dos scus valores esperados (expoentes do modelo
de Ising). Por exemplo, encontramos /v = 2,02(5) para a rede quadrada, o que deveria
ser v/v = 7/4 = 1,75. Concluimos que restringir o intervalo de valores de N distorce

a estimativa para o nimero de configuragdes Q(N), e desfavoravelmente afeta as médias

microcanonicas.

Vamos considerar agora, os resultados obtidos usando o intervalo de simulagao um
pouco maior, [N*(L), Nyaz(L)]. A Fig. 3.2 mostra o logaritmo do nimero de configuragtes

em funcho da densidade p; o bom colapso ilustrado na figura confirma a escala esperada

Q(N, L) = exp [L(p)] (3.4)

A insercdo mostra N* como funcdo do tamanho do sistema. Para este resultado e para
os demais todas as médias e incertezas estao calculadas usando quinze rodadas indepen-

dentes.

Algumas das propriedades termodindmicas usadas para caracterizar a transicao em
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Figura 3.2: Rede quadrada: In/L? em fungéo da densidade, os tamanhos do sistema estéo indicados.
Insercdo: N*(L) em funcio do tamanho do sistema. Aqui fica evidente a dependéncia da posi¢do do
méximo de £ com o tamanho do sistema.

gases de rede sio a densidade de particulas p(y) e a compressibilidade,

% <8N> _ LA({p?), - </J>Z)_

M= —= | =7 (35

Na figura 3.3 mostramos os resultados simulacionais para a densidade p e compressibi-
lidade k como funcoes do potencial quimico. Na figura 3.4 é mostrado o parametro de

ordem (Eq. (3.1)) e sua variancia, também chamado de susceptibilidade,

2

X(1) = L8, — (8)2). (3.6)

As insercoes nas figuras 3.4 (superior e inferior) mostram o colapso obtido usando

os expoentes criticos exatos, v/v = 7/4 ¢ /v = 1/8, ¢ o resultado altamente pre-



ciso para o potencial quimico critico obtido por Guo e Bléte (Guo; Bléte, 2002), 1, =

1,33401510027774(1).

0.42 T T T T T T T
1.8
04 |
135
038 |
(@N
0.36 9
034 |
032 |
0.9

Figura 3.3: Rede quadrada: densidade em funcéo do potencial quimico em uma rede quadrada. As
barras de erros sdo menores que os simbolos. A inflexdo perto do ponto de transicho é fraca, sendo
imperceptivel para os tamanhos menores. Inser¢io: compressibilidade em fungéo do potencial quimico.

: " : . 2 4 1 , .

Analisamos a razio adimensional Q4 = (¢?)”/ (¢") (Fig. 3.5), relacionada ao cumu-
lante de Binder (Binder, 1981; Tsai; Salinas, 1998), o qual é esperado ter um valor uni-
versal no ponto critico. Seja fi. 1, 0 potencial quimico no qual Q4(L;) = Qu(Lit1) = Qe L)

i.e., o cruzamento entre cumulantes associados com um par de tamanhos sucessivos L; e

Lit1, e seja L = v/L;L;i+1 a média geométrica de dois tamanhos sucessivos.

Z e < v . : P
E comum plotar s, e Q.1 em fungao de 1/L / afim de estimar o potencial quimico
critico e o cumulante, através de uma extrapolacao L — oc. No presente caso, no entanto,

nao observamos tendéncia; todos os valores de Q). e p. 1 concordam entre si, dentro da
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Figura 3.4: Rede quadrada, painel superior: parametro de ordem em fungdo do potencial quimico.
Painel inferior: susceptibilidade como fungéo do potencial quimico. As insergdes sdo o colapso da curvas.
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barra de erros. Fazendo uma média sobre todos os valores obtemos ji. = 1.335(3) e
(). = 0.852(6). Apesar de pouca precisdo, esses resultados sao consistentes com valores

da literatura citados na Tabela 3.2.
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Figura 3.5: Rede quadrada: cumulante de quarta ordem para os tamanhos de rede indicados na figura.

Estimativas para o potencial quimico critico . sao obtidas através da andlise dos va-
lores do potencial quimico associados com os méximos da susceptibilidade e da compres-
sibilidade para os tamanho do sistema estudados. Os valores extrapolados . = 1,330(1)
usando a susceptibilidade p. = 1,337(2) usando a compressibilidade estao obtidos usando
os dados da susceptibilidade para I = 20 — 196 e L = 26 — 196 para a compressibili-
dade. Realizando uma média ponderada pela variancia obtemos p, = 1,332(2). Uma
extrapolacao linear da densidade p(,., L) em funcio de 1/L leva a p. = 0,3675(5) (veja a
insercao da Fig. 3.7)), consistente com a densidade critica documentada em (Guo; Blote,

2002), p. = 0,3677429990410(3). (Usando a estimativa precisa para fi. que consta em
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(Guo; Bléte, 2002) obtemos p. = 0, 36800(5).)

Aplicando a andlise de escala de tamanho finito nos resultados da susceptibilidade para
L = 22 - 256 obtemos v/v = 1, 764(7). (Veja a inser¢ao da Fig. 3.6). Afim de estimar /v
analisamos ¢.(L) usando o valor de i, citado acima (Guo; Blote, 2002); através-de 110ssos
dados para L < 256 obtemos 8/v = 0, 123(2); (veja insercao da Fig. 3.11)./(Usando nossa
estimativa menos precisa, i, = 1,332(2), obtemos /v = 0,130(9).) A Tabela 3.2 resume
nossos principais resultados. I interessante notar que obtemos essencialmente os mesmos
resultados, v/v = 1,764(8) e /v = 0,122(3), se excluimos da andlise os dados para os
dois sistemas maiores. A Fig. 3.7 mostra o méximo da compressibilidade em fun¢ao do

tamanho do sistema; os resultados sao consistentes com £, ~ In L, como o esperado

para um modelo na classe de universalidade do modelo de Ising em duas dimensoes.

7‘ T T T T
6_

oF

g 2
4_

InL

Figura 3.6: Méximo da susceptibilidade em fungao do tamanho do sistema para a rede quadrada
(inserciio) e rede ciibica simples. As linhas continuas sdo ajustes lineares usados para estimar v/v.
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Figura 3.7: Rede quadrada: méximo da compressibilidade em fungéo de InL. A inser¢ao mostra a
densidade como funcéo de 1/LY/".

Este trabalho Valores da literatura
e 1, 382(2) 1,33401510027774(1)"
Q. 0, 852(6) 0,856% 0,855(1)%: 0,85625(5)*
B 0, 3675(5) 0, 3677429990410(3)"
v/v 1,762(8) 7/4 (exato)
Bl 0,123(2) 1/8 (exato)

Tabela 3.2: Valores criticos para a rede quadrada obtidos através de uma amostragem WL com janelas
ajustdveis. Os resultados de (Nicolaides; Bruce, 1988) foram obtidos usando simulagoes de Monte Carlo
enquanto os de (Guo; Blote, 2002; Burkhardt; Derrida, 1985; Kamieniarz; Blote, 1993) usaram uma
técnica de matriz transferéncia.

3.2.3 Rede cubica simples

Aplicamos o algoritmo das janelas ajustaveis ao gas de rede EPV na rede citbica simples,

em sistemas de tamanho linear L = 8,10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 28, 32,40 e 48. Para a

1(Guo; Bléte, 2002)
2(Burkhardt; Derrida, 1985)
3(Nicolaides; Bruce, 1988)
4(Kamieniarz; Blote, 1993)
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rede em trés dimensoes amostramos o intervalo de todos os possiveis valores de N para
cada tamanho, usando o método descrito anteriormente. Para [ = 48, usamos aproxima-
damente cinquenta janelas. A Fig. 3.8 mostra (N), novamente verificando.a Eq. (3.4).
A insercao mostra o cumulante de quarta ordem. A densidade e a compressibilidade estao
desenhadas como fungéo do potencial quimico na Fig. 3.9, enquanto & Fig. 3.10 mostra o

parametro de ordem e susceptibilidade.

In Q(N)/L’

N/L

Figura 3.8: Rede cibica simples: Logaritmo de Q(N) em fungio da densidade, os tamanhos do sistema
estao indicados. Insercfo: cumulante de quarta ordem.

Usando o expoente critico v = 0,6301(4) (Pelissetto; Vicari, 2002) plotamos os valo-
res de i.(L) (correspondendo aos maximos da susceptibilidade e compressibilidade) em
funcdo de 1/LY". A extrapolacio dos dados para L > 14 resulta em ju. = 0,05516(9)
usando a susceptibilidade, enquanto os dados da compressibilidade (para L > 24) le-

vam a u,. = 0,0567(2). (Nao é surpreendente que a valor critico obtido usando os dados
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Figura 3.9: Rede ctibica simples: densidade como funciio do potencial quimico. Insergédo: Compressibi-
lidade como funco do potencial quimico.

da compressibilidade ¢ menos preciso que O encontrado para a susceptibilidade, uma

vez que a curva exibe uma singularidade mais fraca.) Usando nossa melhor estimativa

11, = 0,05516(9) calculamos p(jie, L); uma extrapolacao linear (para L > 24) em funcao
de 1/LY” leva a pe = 0, 21082(5). (Se ao invés disso usarmos pi = 0, 05443(7) (Heringa:
Blote, 1996), encontramos pe = 0.21058(5).)

Fazendo uma analise similar a que usamos no caso do estudo do gds de rede EPV na
rede quadrada, estimamos O potencial quimico critico pi. e arazao critica (). Plotando pi 1,

em funcao de 1 /II/V obtemos fte = 0,0552( 7) através de uma extrapolagao linear. Este

valor é consistente com resultados anteriores (Heringa; Blote, 1996) os quais obtiveram

1, = 0,05443(7). A extrapolagao de (¢, em funcao de l/fl/ " leva a Q. = 0,652(5),

um pouco acima dos valores da literatura (veja Tab. 3.3). Se usarmos p. = 0,05443(7)

(Heringa; Blote, 1996) para caleular Q1 (j), nédo observamos dependéncia em L; fazendo
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Figura 3.10: Rede ctbica simples: Parametro de ordem em funcéo do potencial quimico. Insercé
: . Insercgao:

susceptibilidade em fungéo do potencial quimico.

uma, média sobre todos os valores obtemos Q. = 0,636(3).

Uma anslise de FSS da susceptibilidade fornece /v = 2,056(6) (Fig. 3.6). Usando
/1. de (Heringa; Blote, 1996), a andlise de FSS para o parametro de ordem em p = p
leva a /v =0, 504(8) (Fig. 3.11). (Usando nossa melhor estimativa, . = 0,05516(9)

encontramos B/v = 0,477 (7). A Tab. 3.3 resume nossos principais resultados para a

rede ctibica simples. Como nO €aso da rede quadrada, nossos resultados ndo mudam

significativamente se excluimos da analise 08 dados dos dois sistemas maiores

(Heringa; Blote, 1996)

1
2(Garcia; Gonzalo, 2003)
3(Blste; Luijten; Heringa, 1995)
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Figura 3.11:
As linhas continuas so ajustes lineares usados para obter B/v.

(insercéio) e rede ctibica simples.

Este trabalho

Valores da literatura

e 0.05516(9) 0,05443(7)? = -
Q. 0, 636(3) 0,626(4)" = 0,6233(4)°
De 0,21082(5) — = - ‘
vV 2, 056(6) 1,94(2)" 2,005(6) > 1,963(3)%
B/v 0, 504(8) 0,53(1)" 0,5002(6) * 0,519(2)3
afv 0,25(1) 0,20(4)" - 0,174(4)3

Tabela 3.3:

Valores criticos para

a rede cibica simples obtidos através do algoritmo das janelas

Heringa; Blote, 1996) foram obtidos usando um algoritmo de aglome-

ajustéveis. Os resultados de (
rado (cluster) do gés de rede EPV. Os resultados de (Garcia; Gonzalo, 2003) e (Blote; Luijten; Heringa

1995) séo de simulagoes de alta precisio usando um algoritmo de aglomerados para o modelo de Ising

3.2.4 Comportamento critico de g(p)

(Heringa; Blote, 1996), a compressibilidade do gés de rede EPV di-

Como ¢é conhecido

verge com k ~ |ji|~* nas vizinhancas do ponto critico. (Aqui fi = (1 — pe)/pie € potencial

quimico relativo.) Por outro lado podemos ver que x o 1/]g"(p)|, onde g” denota a se-

gunda derivada de ¢ ( definido na Eq. (3.4) com respeito a p). Assim a singularidade na



compressibilidade é refletida na singularidade em g. Enquanto o grafico de g em fungao
de p ¢ bem suave (Figs. 3.2 ¢ 3.8), a segunda derivada de fato exibe uma singularidade
préximo a p.. Para obter ¢ realizamos ajustes quadréticos em g(N) usando_ b-agrupa~
mentos para valores consecutivos de N. Escolhemos b grande o suficiente para-eliminar
flutuacdes dentro da escala, mas pequeno o suficiente para evidenciar © comportamento
singular?. A Fig. 3.12 evidencia o desenvolvimento da singularidade. A figura também
mostra que o minimo de |¢”| parece tender a zero quando L — oo. Nossos dados, entre-

tanto, nfo sdo suficientes para determinar precisamente o singularidade critica em g(p).

T T :
-5 F
10 t
:OD
15+
220
025 03 035 04
25 ' . |
0.1 0.2 0.3 0.4
p

a de g(p) para uma rede ciibica simples, L = 12,16, 24, 32 e 48. A insercio

Figura 3.12: Segunda derivad |
ar para a rede quadrada, os tamanhos do sistema sdo L = 24,48,128 ¢

mostra o comportamento simil
196.

1para a rede quadrada usamos b = 3 para L = 24, b = 7 para L = 48, 20 para L = 128 e 50 para
L = 196; para a rede ctibica simples, b = 10 para L=12e 16, b =20 para L = 24, 40 para L = 32 ¢ 70

para L = 48.
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3.3 Discussao dos resultados

Realizamos simulacdes de Wang-Landau usando o algoritmo das janelas ajustiveis em

um gés de rede com exclusio de primeiros vizinhos em uma rede quadrada ¢ rede ctibica

simples. Na rede quadrada, comparagdes com uma Cnumeragéio'ék‘ak"cziﬁ:p‘ar"‘a; umarcde
pequena (L = 8) mostram excelente concordancia. Usando uma éiﬁahs_ dke’kkékscala de
tamanho finito dos dados para sistemas com até 2562 sitios na rede quadrada e 48* sitios
em uma rede cibica, estimamos as razoes de expoentes criticos v/v e /v, e os valores
criticos do potencial quimico, densidade e quarto cumulante. Em geral, razodvel acordo
6 obtido com os valores da literatura. Em trés dimensdes, o ponto critico foi obtido
com um erro de aproximadamente 1,3% comparado com estudos anteriores, ¢ razoes de
cxpoentes ¢ ¢, com €Iros de aproximadamente 3,5%. A precisdo de nossos resultados ¢

consideravelmente pequena quando comparamos com 0s resultados pela técnica de matriz

transferéncia ou simulacdes de alta precisdo de Monte Carlo.

Embora ndo muito satisfatorios, destacamos que, mesmo com o grande interesse de
simulacoes do tipo Wang-Landau, poucos estudos foram publicados comparando resul-

tados de expoentes criticos com valores da literatura (Malakis; Peratzakis; Fytas, 2004,

Malakis et al., 2005; Fytas; Malakis; Georgiou, 2008; Malakis et al., 2009, 2010). Nossos

resultados confirmam que é possivel obter expoentes criticos com precisdo razodvel com

o algoritmo de Wang-Landau com janelas ajustdveis. Em vista das observagdes acima

enfatizamos a utilidade de melhorias no método, principalmente no desenvolvimento de

uma aproximagao simples e versdtil para o estudo de transigoes de fase através de si-

mulacoes de Monte Carlo. Neste momento duas observagoes sao pertinentes, a primeira

¢ que restringir a amostragem a sub-intervalos de densidades pode piorar os resultados,

mesmo quando 0 intervalo que estd sendo desprezado apresenta uma contribuigao insig-

nificante as médias termodinémicas. Aparentemente a imposicéo de barreiras relletoras
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na caminhada aleatéria no espago de configuracdes distorce a amostragem. O scgundo
ponto é que a qualidade dos resultados fornecidos pelo procedimento de WL cai com o

aumento do sistema, mesmo quando mantemos O mesmo critério de nivelamento e es-

quema de atualizagdes do fator f. Assim, incluindo os sistemas maiores na anglise Ao

necessariamente melhora os resultados; simulagbes mais exaustivas de sist “inag,.péquéms

¢ intermedidrios podem levar a resultados mais acurados. Uma alternativa metodolégica

que melhora significativamente 0s resultados ¢ apresentada no capitulo 5.
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Capitulo 4

Mistura binaria

Neste capitulo apresentaremos a aplicacio da amostragem WL no estudo de um sistema

que apresenta scparagao de fases induzida puramente por efeitos entrépicos. Estudamos

uma mistura em uma rede bidimensional consistindo de dois tipos de particulas: tipo

EPV ¢ com um Unico sitio de exclusdo.

4.1 Fundamentagao do modelo

Misturas de fluidos tipicamente separam em duas ou mais fases, cada uma com com-

posicao diferente, 3 medida que a temperatura ou o potencial quimico das respectivas

componentes s20 variados. Tais diagramas de fase sdo referidos como ( “demizing tran-

sition”). Investigagoes experimentais ¢ teoricas de misturas bindrias mostram que esta
separacio pode ser induzida puramente por interacoes repulsivas (Kuijper et al., 1990;

Kerley, 1989; Biben; Hansen, 1991). Quando nao existem forcas atrativas, ou elas sdo des-

preziveis, a transicio € dominada por eleitos entropicos. Em esséncia, o volume acessivel
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As particulas pequenas aumenta quando &s particulas grandes formam aglomerados. Se
um dos componentes (wm dos tipos de particula) exibe uma transicdo ordem-desordem,

a possibilidade de ponto tricritico surge, na qual a mistura coexiste com-duas fases orde-

nadas.

Muitos autores tem estudado separacéo de fases induzidas por efeltosen{ropmos Le-
howitz ¢ Rowlinson (Lebowitz; Rowlinson, 1964) mostraram que, dcntrdwda aproximacao
de Percus-Yevick, uma mistura bindria de esferas duras nao apresenta separacao, i.c.,
efeitos entrdpicos nao sao suficientes para causar uma lacuna (“gap”) na mistura simples.
Em contraste, usando a equagao de Rogers-Young, Biben e Hansen (Biben; Hansen, 1991)
apresentaram cvidéncias da separagio de fases em uma mistura de esferas duras altamente
assimétrica (neste caso a razdo entre o didmetro das particulas pequenas ¢ grandes era
menor que o,/07 < 0,2). Uma instabilidade similar em uma mistura de esferas duras com
raios diferentes foi publicado por Lekkerkerker ¢ Stroobants (Lekkerkerker; Stroobants,
1993). Frenkel e Louis (Frenkel; Louis, 1992) demonstraram uma separacao em uma mis-
tura de gds de rede simples de particulas com interagdo tipo carogo duro mapeando o
modelo no modelo de Ising. A “demizing” em uma mistura de gds de rede bindrio em trés
dimensdes foi encontrada através de simulagdes por Dijkstra e Frenkel (Dijkstra; Frenkel,
1994: Dijkstra; D. Frenkel; Hansen, 1994). A separagdo de fases, com a obtengéo de
um ponto tricritico induzido pela temperatura foi estudado por Wilding em simulagoes
de um fluido bindrio (Wilding, 1996). Dijkstra e Roij (Dijkstra; Roij, 1997) observaram
uma separacio isotropica-isotropica induzida por efeitos entrépicos usando simulagtes de
Monte Carlo de uma mistura bindrio de cilindros com didmetros diferentes e comprimentos
iguais. Buhot e Krauth (Buhot; Krauth, 1998) realizaram simula¢des numéricas precisas
de esferas duras bem como simulacdes de cubos duros paralelos usando um algoritmo de

aglomerado. Eles observaram uma scparegao de fases para os dois sistemas bidispersos.
Neste capitulo investigaremos uma transigao de fases que apresenta segregagao usando
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um modelo que talvez seja o mais simples capaz de exibir tal comportamento. O sistema
¢ um gds de rede com interagoes puramente repulsivas (volume excluido), consistindo de
particulas “grandes” as quais excluem a ocupacgao dos sitios primeiros vizinhos e particulas
“pequenas” com um tnico sitio de exclusao. O sistema puro de particulas pequcnas é
solucionado trivialmente notando que a fungéo de particdo canonica de-N particulas em
uma rede de L9 sitios é dada pelo coeficiente binomial ([Nd) O sistema puro de particulas
grandes é também amplamente estudado, como mostrado no Cap. 3, onde o mesmo
exibe uma transicao de fase do tipo Ising envolvendo ordenamento de subredes em redes

bipartidas.

A mistura nao tem recebido muita atencao desde que foi introduzida por Poland, o
qual estudou o diagrama de fases usando expansoes em série da densidade (Poland, 1984).
Ele notou a possibilidade de coexisténcia entre uma fase rica em particulas grandes e
outra rica em particulas pequenas. A curva de coexisténcia associada termina na linha
de transicoes de fase continua, associada com o ordenamento de subredes. Nesse capitulo
estudaremos o diagrama de fases da mistura para a rede quadrada, usando simulagoes de
Monte Carlo com a amostragem de Wang-Landau !. Nosso método de simulacao abstém
da representacao explicita das particulas pequenas. Encontramos que a linha de pontos
criticos (associada com o ordenamento em subrede das particulas grandes) termina no

ponto tricritico, onde existe a juncao entre os dois tipos de transicao.

Consideramos uma mistura bindria como definida acima em uma rede quadrada com
condigoes periddicas de contorno. Cada particula grande “bloqueia” outras particulas
(pequenas ou grandes) de ocuparem seu sitio ou qualquer um de seus quatro vizinhos.
Cada particula pequena exclui outras particulas pequenas de ocuparem seu sitio. Assim

as distancias minimas (em unidades de constante de rede) sdo o, = 1, € oy = 055 = V2,

"'Nesse estudo nio estamos usando janelas ajustdveis ou mesmo fixas. Estamos fazendo a simulacao
de todo o espectro.



entre pares de particulas pequenas, pares de particulas grandes e pares com os dois tipos
de particulas, respectivamente (ver Fig. 4.1). Essas exclusoes de carogo duro sao a nnica

interacdo entre as particulas. A grande funcéo de particio do sistemaem uma rede de L¢

sitios é

Ld/2 L(l
2, ey L =D Y 2 ZIUN,m, L) (4.1)
N=0 n=0

onde z = efti é a fugacidade da espécie i, N é o nimero de particulas grandes, n o
niimero de particulas pequenas e Q(N, 7, L9) o nimero de configuracoes distintas com o

especificado nimero de particulas.

ol | 1 &

'S

e

Figura 4.1: Representacio esquemética das particulas na rede. As particulas grandes estao hachuradas
de maneira diferente para enfatizar a ocupacéo em subredes diferentes.

Para uma dada configuragio de particulas grandes, seja n o niimero de sitios da rede
disponiveis para particulas pequenas, ou seja, o niimero de sitios nao-ocupados, ou vizinho
de particulas grandes. Esse niimero depende da configuracao detalhada das particulas

grandes, e nao somente do nimero de particulas. Uma vez que a ocupacao de particulas



pequenas nao depende de outras particulas pequenas, temos 2

onde o termo definido pelo parénteses (’T:) 6 o coeficiente binomial

n\ _ n/!
k)~ (n—Ek)kY

Assim podemos reescrever a grande funcdo de particdo como

B s, LY = D0 2 2 ( )Q (N,n, L%), (4.4)

Nn 7

=gy, s, L Z z (1 + z) QN n). (4.5)

N,
(A partir daqui suprimimos a dependéncia em L).

Dado o nimero de configuracdes ()N, n) as médias termodindmicas podem ser cal-

culadas como

/‘l)/fs o= Z N /1 1 + ZS)HQ(N 77) (46)

N n
Por exemplo, a densidade de particulas grandes e a densidade de particulas pequenas séo

dadas por

puli, 1) = 5= LS N (L 2) N, ), (4.7)
N
ps{fts, ) = Z”Zz zs(1 + 2" HQUN, n). (4.8)
~ Nn

As compressibilidades r; e ks sA0 proporcionais as varidncias das respectivas densidades,

il s, ) = LP[{p2) = (p:)*)/ (pi)*.

2Com um pouco de liberdade na escolha dos sfmbolos, estamos usando a mesma letra 2 para repre-
sentar as fungdes Q(N,7n) e Q(N,n).
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4.2 Resultados

Usando a amostragem de Wang-Landau (Cap. 2) estimamos o ntiimero de configuracoes”
Q(N,n), bem como as médias microcanénicas do pardmetro de ordem (@) 5, ¢Scus se-
gundo ¢ quarto momentos. Restringimos a amostragem das médias microcanonicas as
configuractes aceitas nos 1ltimos estdgios da simulagao, ou seja, para f < 1+ 107% onde
[ ¢ o fator modificador da amostragem de WL. 1D importante ressaltar que nesse estudo ¢
necessdrio uma simulacao bidimensional® para obter (N, n), fazendo com que o estudo

fique limitado a sistemas com [, < 48.

O parametro de ordem é definido como a diferenca entre ocupacoes das subredes
1 Y G

AeB, ¢ = IZX&,\ R ax‘ /Nyaz, onde ox ¢é a varidvel indicadora do sitio de
ocupacio X, ¢ Nyue = L?/2 ¢ o nlimero méximo de particulas. (Estaremos referindo

a particulas grandes simplesmente como “particulas” quando descrevermos a simulagao,
uma vez que particulas pequenas nao estao representadas.) A susceptibilidade ¢ dada por

x = L% var(¢).

Usamos para nossas simulagoes da mistura trés tipos de tentativa de mudanca de
configuracao ( “trial moves”): deslocamento aleatério de uma particula, remogao de uma
particula ¢ insercao. Afim de acelerar a simulacao, experimentamos diferentes taxas
de insercio:remocao:deslocamento, 1:1:0, 1:1:1, 1:1:3, 1:1:8, 2:2:1 e 9:9:2, e obtivemos
a convergéncia mais rapida para 1:1:3. Estudamos 11 tamanhos diferentes no intervalo
8 < L < 48 usando a amostragem de WL. A Fig. 4.2 mostra o espaco (N, n) de estados
existentes para L = 16. Na Fig. 4.3 mostramos o logaritmo do nimero de configuragoes

em [uncao do nidmero N de particulas grandes e do nimero n de sitios que podem ser

3Para identificar o niimero de configuragdes simulado usamos Q(N, n), reservando Q(N, n) para repre-
sentar o valor ezalo, o qual é em geral desconhecido.

1Aqui designamos por “simulagio bidimensional” uma simulagio onde duas varidveis estdao sendo
monitoradas, N,n, para obter a densidade de estados Q(N,n). No capitulo anterior o histograma e €
dependiam apenas do parametro N.
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ocupados por particulas pequenas.

L=16
100 | éi ' i
E
|
50 | i
. L.
" i !géaiigéiég 1

Figura 4.2: Pares ordenados representando os niveis de N,n em que a densidade de estados é diferente
de zero, lembrando que N é o ntimero de particulas grandes e n o niimero de sitios da rede disponiveis
para particulas pequenas. A “falha” presente em n =~ 0 e N = 50 ¢ uma falha real que persiste para
os sistemas grandes. Ela surge devido a forma de ocupacio dos sitios na rede: as duas subredes séao
preenchidas por particulas grandes de forma a n#o ser possivel inserir particulas pequenas.

4.2.1 Comparagao com o EPV

Como um teste preliminar de nosso algoritmo, comparamos nossos resultados com enu-
meragoes exatas de (2( N,n) para L = 8, obtida através do método de matriz transferéncia
(Cunha-Netto; Dickman, 2011), analogamente ao que foi feito para o caso simples de um s6
tipo de particula, EPV. O erro relativo em estimar In € é bastante pequeno exceto préximo
a0 niimero maximo de ocupacao. O erro relativo tipico em In Q) ¢ ~ 0,07%. Nossos resul-

tados também podem ser comparados com simulagoes do gés de rede EPV (Cunha-Netto:
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Figura 4.3: Logaritmo da densidade de estados em fungao de niveis N, n para uma rede de 20 x 20 sitios.
As duas figuras (superior e inferior) estédo desenhadas com os mesmos dados, apenas em perspectivas
diferentes.
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Dickman, 2011) fazendo z, = 0. Determinamos o méximo da susceptibilidade Yie B
potencial quimico associado jy . para L = 48. O valor resultante, y,. ='1,2671(3) ¢
Xte = 77,11(6) estao em bom acordo com aqueles obtidos nas simulagoes-do gds derede

EPV mostradas no capitulo anterior: jppyv. = 1,270(4) e xppv,e™= 77, 3(9). Resultados
similares foram obtidos para a compressibilidade. Uma andlise de tamanho finito dos
dados simulados levam a yy,, = 1,3346(8) (L > 22) e v/v = 1,751(1) (16 < L < 48).
Diante desses valores fica evidente que é possivel obter resultados mais precisos quando
realizamos uma simulacao bidimensional. Acreditamos que a amostragem bidimensional é
melhor porque usa um nimero maior de classes, forcando subclasses da amostragem uni-
dimensional a serem visitadas mais uniformemente. Resultados similares para o modelo

de Heisenberg sao mostrados por (Zhou et al., 2006).

4.2.2 Mistura bindaria

Voltamos agora para os resultados da mistura. Uma caracteristica de interesse é observar
a variacao da densidade de particulas grandes p; quando variamos o potencial quimico
associado gy, com o potencial p, de particulas pequenas fixo. A Figura 4.4 mostra que
para um valor u, suficiente grande, p; exibe uma descontinuidade quando gy ¢ variado,
demonstrando coexisténcia entre fluidos de diferentes composicoes, que é a separagao
( “demizing”). Na figura, os asteriscos definem a localizagao da regiao de duas fases (curva
bimodal). Nosso critério numérico para a descontinuidade na densidade é Ap;/Apy > 5;
tal critério parece adequado uma vez que, fora da regiao do ponto tricritico, Ap;/Apy <1

a0 longo das linhas de pug fixo, exceto na transicao.

Usando §2(N, n) e médias microcanonicas, calculamos o parametro de ordem ¢ a sus-
ceptibilidade como funcao de jy para ug fixo (Fig. 4.5). A Fig. 4.6 mostra o parametro

de ordem e a susceptibilidade como fungao de p, para um valor fixado de .
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Figura 4.4: Isofugacidades para L = 48. As barras de erros sio menores que os simbolos. Os asteriscos
definem a curva bimodal.

Seja (fis. e, fl1c) UM ponto no qual a susceptibilidade exibe um méximo, quando varia-
mos jy; (com i, fixo) ou pi (com gy fixo). A curva construida por uma sequéncia de pontos
(4s.¢, fi1.c) representa o diagrama de fases no plano dos potenciais (veja Fig. 4.7); em um
certo ponto, (py, f1), & natureza da transicao de fase muda. Comecando de pg = —o0
(i.e., 0 caso puro do gés de rede EPV), até jus . = fi5,, 0 contorno ¢ uma linha de transicoes
continuas entre a fase sem ordenamento em subrede e uma fase ordenada. Em contraste,
para fis. > jis; observamos separacdo em duas fases: fase rica em particulas grandes e
fase pobre em particulas grandes; a fase rica em particulas grandes tem ordenamento em
subredes, como esperado. Assim encontramos um ponto tricritico separando a linha de
transi¢des continuas e descontinuas. (a inser¢ao da Fig. 4.7 mostra em detalhe a regiao

Pse < —0,5.)

Na figura 4.8 mostramos o diagrama de fases no plano p;. — psc. A linha sélida re-
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Figura 4.5: Pardmetro de ordem (Fig. superior) e susceptibilidade (Fig. inferior) em funcéo do potencial
quimico das particulas grandes p, fixado o valor de s como indicado. Tamanho do sistema: 48 x 48.
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Figura 4.6: Pardmetro de ordem (Fig. superior) e susceptibilidade (Fig. inferior) em funcao do potencial
quimico das particulas grandes s, fixado o valor de y;. Tamanho do sistema: 48 x 48.
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presenta uma transicao de fases continua, enquanto a linha tracejada ilustra a curva de

S . Zish : i i 13 . o
coexisténcia. Uma série de linhas de conexdo ( “tie-lines”) ligam os pares de composi¢oes

coexistentes ao longo dessa Curva. Og valores para pic € ps,c Sa0 médias_obtidas usando

sete rodadas independentes. Longe do ponto tricritico (pre S 0,007 e pie > 0,42) o8-

tamos usando para o critério numérico de uma descontinuidade Apy/Apy>-0,13 nessa

regiio Ap/Am S 10-9. TEstes resultados simulacionais concordam bem com os resul-

tados preditos (sfmbolos na figura) fornecidos por aproximantes de Padé (Padé, 1892;

Baker, 1975) para as séries derivadas por Poland (Poland, 1984). A separacao de fases

6 novamente evidente na Fig. 4.9, na qual € mostrado a distribuicao de probabilidades

P(N) do numero de particulas grandes em quatro pontos ao longo da linha critica. A

distribuigao ¢ bimodal para s > Hsit:

[l SR
8 r i f
1.24 1 "\\ 1 ’
Y £ . _
° 1.22 t L i |
2
A —.— 3 2 -1 : :
Hsc '
2t 3 )
,,_.,4,4.._,,4,,_,4,4,,’_,,,,,/' l
-2 0 5 4
Hs,c

Fi 4.7: Diagrama de fases (L = ) da mistura bindria. Para pis < fis 1, a linha de transicdes (slida)
icura 4.7: Diagrama Gt 2a=e . y g
& 121;1;): (} ha de (tf’m;qig()eq de seg\mda ordem, enquanto que para ftg > fs,t (linha tracejada) corresponde
6 uma linha de transigoes &= o B,

50 -alhe da 0 e < —0,0.
a transicoes de primeira ordem. Inser¢ao: detalhe da reg1a0 fs,c < =0,
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d A0 menores que 08 sfmbolos. Os pontos sao aproximantes de Padé para as séries de (Poland,
e erros sao > e 0S ¢

1084).

Uma caracteristica interessante do diagrama de fases (insercdo da Fig. 4.7) é que
al d i

para pequenos valores negativos de fis (i.e., ps pequeno mas diferente de zero), o valor
9 :

critico de gy desloca ligeiramente para baixo (dpue/dpse < 0). Esta propriedade, e de

fat forma qualitativa do diagrama de fases, é capturado através de uma andlise do
fato, a 2 :

tipo drvore de Husimi (Stilck, 2011). Uma explicagao qualitativa é que para p, muito

7 ¢ 5 ar ch‘lllE)JL 1) (1u(/nas p .

: R alo e mai()r S d . pS a alr &(‘:1‘10 (¢ (‘3‘,1‘ Vo nao e Sllﬁ(:.l(J]lt,G,‘

rar a exclusdo das particulas grandes pelas pequenas, resultando em um valor
para superar a excius

major de jy para encontrar ordenamento em subredes.
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Figura 4.9: Distribuicio de probabilidades (L = 24) em funcao da densidade de particulas grandes em
quatro pontos (pu,us) ao longo da linha de transigoes.

4.3 Ponto tricritico

Afim de localizar o ponto tricritico, estudamos o quarto cumulante reduzido (Fig. 4.10)

(Binder, 1981; Tsai; Salinas, 1998), definido como @ = K,/ K2, onde K, = var(¢) e,

Ky = (¢") = 40°) ) = 3(¢")* + 12(¢")(9)" — 6(g)". (4.9)

() ¢ esperado ter um valor universal, (J;, no ponto tricritico. Analisando o cruzamento de
cumulantes ao longo da linha onde observamos maximos na susceptibilidade, obtivemos o
valor de fi,, fts 10 cruzamento. Apesar dos cumulantes se cruzarem esse nao é de fato o
ponto tricritico. Para ilustrar tal fato calculamos a densidade das particulas grandes em

funcao de 1/L. A figura 4.11 mostra a ndo convergéncia da densidade no ponto jig, flex-

Uma alternativa para obter o ponto tricritico é determinando o ponto onde a linha

H3



QU inaesls)

Figura 4.10: Quarto cumulante reduzido ao longo da linha dos méximos da susceptibilidade; tamanhos
do sistema como indicado. As barras de erros ndo estio exibidas por serem menores que simbolos.
Insercéo: detalhe da regiao de cruzamento.

de coexisténcia e a linha critica se encontram (ver Fig. 4.8). Para isso ajustamos um
polinémio de 5° grau aos pontos entre p = 0,09 e 0,35 da linha de coexisténcia. O

coeficiente do polinémio interpolado para a rede com L = 48 foi

() = 0,60016+2, 784475557, 2333822293, 41562° —659, 39512 +551, 98052° (4.10)

Buscando o cruzamento entre a linha interpolada e a linha critica obtemos p (L = 48) =
0,202(1) e pg, (L = 48) = 0,336(1). Realizando este mesmo procedimento para os outros
tamanhos simulados e fazendo uma extrapolacio com 1/L obtemos p;, = 0,2029(1) e
pss = 0,318(2) (ver Fig. 4.12). ° Para comparacdo, os valores obtidos por Poland

foram p; = 0,20(1) e p, = 0,29(2). Neste ponto enfatizamos que nossos resultados sao

®Lembramos aqui que o passeio aleatdrio é feito em um espaco bidimensional Q(N,n), limitando assim
a simulacdo para redes maiores.
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Figura 4.11: Densidade das particulas grandes em fungdo de 1/L para os valores de i, jts«. Como fica
evidente na figura, a densidade n&o converge quando L — oo.

mais precisos que os resultados obtidos usando a expansao em série, concordando para a

densidade das particulas grandes e sendo 9% maior para as particulas pequenas.
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Figura 4.12: Extrapolacio de p (L) e ps (L) em funcio de 1/L para obter o ponto tricritico. Usamos
nesta extrapolacio L = 24, 32,40 e 48.
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Capitulo 5

Amostragem tomografica

Neste capitulo apresentaremos um método de Monte Carlo que usa uma amostragem
alternativa para estimar o numero de configuragoes de uma dada energia, a amostra-
gem tomografica. Introduzimos na téenica um esquema que utiliza multiplos estudos,
comegando por diferentes regides do espago de configuragoes, obtendo estimativas pre-
cisas do nimero de configuragdes para o intervalo completo de energias possiveis, sem

dividi-lo em sub-intervalos (janclas).

5.0.1 Método

Considere um modelo estatistico com um espaco de configuragdes discreto. Considere ¥
uma varidvel (ou conjunto de varidveis) caracterizando cada configuragéio, tal como ener-
gia ou ntimero de particulas. Para um dado tamanho do sistema, conhecido o nimero de
configuragdes §3(), é possivel obter a fungio de particdo e médias térmicas associadas.

Métodos de simulagflo entrépica usam simulagdes de Monte Carlo para fornecer estima-
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tivas do ntmero de configuragdes. A proposta bésica do algoritmo pode ser descrita da

maneira abaixo. Suponha E(C ) ser a energia da configuracio C. Considere uma simulacéo

que gera configuragoes a partir da distribuicdo de probabilidade

1
QEE)]

7

P(C)

isto 6, a probabilidade da configuracéo C é inversamente proporcional ao nimero de con-
3 ;

figuracoes tendo a mesma energia. Isto poderia ser feito usando uma probabilidade de
[®] e

aceitacao

O(E
p(C') = min {?)T(E—%, 1} _ 52)

z0 C' 6 rejcitada, a configuracao atual C é
(Como usual, quando uma nova configuragao ) ) guraga

contabilizada novamente na amostragem.) Seja (E) o niimero de vezes que a energia
ne 1 7 [4 '

E ocorreu na amostragemn. Em uma simulacao que segue a Eq. (5.1), ( H(E)) = Const.,

independente de & Naturalmente 08 ((E) sdo em geral desconhecidos. Se realizamos
independente de f.

a simulacdo usando uma escolha de valores estimados, Q(E), no lugar de $(E) na Eq
a Simula

g ais uniforme deverd ser o histograma H(L). O
(5.1), quanto melhor & estimativa, m |

i do de visitas 5 energia If quando usamos um Q(E) estimado para definir
nimero esperado ae 9

p(C) é

(H(E)) X 57y (53)

a amostragemn usando um “chute inicial”, Qo([2), para ((E).

Suponha queé comeganos

perfodo de tempo longo o suficiente tal que H(E) =~ (H(E)) para todas
um

nosso chute, usando a Eq. (5.3) e escrever

Simulando por

as encrgias [5, podemos refinar
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IL(E)

(F) = 1,

—=(F) (5.4)

onde H;(F) ¢ o ntimero de vezes que a energia I ocorre ¢ I1; é a medla de Hl(F) bObl(,

todas as cnergias possiveis. A equacho (5.4) é a base do nosso metodo de slmulagao 'A,

proposta ¢é iterar este procedimento, comegando de um chute inic’i‘al, rep(:ti‘das,,;vezes‘ até

que Qp esteja bem préximo ao verdadeiro valor. (Durante a dltima iteragdo, as médias

microcan6nicas requeridas para calcular médias térmicas também serio determinadas.)

Para o método atingir uma estimativa apreciavel para Q(E), é essencial que o espago
de configuragoes seja amostrado por um tempo suficiente, afim de que em cada passo
4 =1,.., N, o histograma observado I/;([7) scja préximo a seu valor esperado, H;([7) o
Q(12)/_,(E). Experimentos numéricos indicam que melhores resultados sfo obtidos
usando um nimero relativamente pequeno de iteragdes, com um numero rclativamente
grande de atualizagdes na rede (LUDs) !, a0 invés de usar um nimero grande de iteragoes,
cada uma tendo um pequeno nimero de atualizagdes. Nos estudos descritos nesta tese
usamos N = 5 iteracoes, cada uma consistindo de um conjunto de dez atualizagoes a
configuracéo inicial, cada uma com Ny = 107 LUDs. Para garantir uma amostragem
adequada do espaco completo de valores de energia, as simulacoes em uma dada iteragao
usam uma varicdad(,; de configuragdes iniciais. Para o modelo de Ising na rede quadrada,
no qual o nimero de configuragdes é invariante sob (i) inversdo de todos os spins, e
(ii) inversao de todos os spins em uma subrede, usamos as seguintes escolhas para as
configuragoes iniciais: (1 e 2) orientacdes aleatdrias para os spins; (3) todos os spins para
cima; (4) todos os spins para haixo; (5) todos para baixo exceto por dois spins vizinhos;
(6) todos para cima exceto por dois spins vizinhos; (7 e 8) todos os spins em uma subrede

para cima, o restante para baixo; (9 e 10) configuragio (7) ou (8) com um par de spins

Definimos como uma “atualizacio na rede” uma tentativa de inversio de spin por sitio, ou L? tenta-
tivas para a rede.
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invertidos. Assim escolhemos quatro configuragdes iniciais com energia baixa, quatro com
energia alta e duas que possuem energia £ =~ 0. Tomando uma certa liberdade com
a terminologia, chamaremos essa abordagem de amostragem tomogmﬁcadadlstrlbux_;ao
2;, uma vez que estudos usando diferentes pontos de partida séo usadoapara calcular%

correcoes em £,

Uma quest@o chave consiste no chute inicial Q4 para o niimero de configuragdes. Aqui
¢ importante observar que, em termos da densidade de energia e = £/L¢, a densidade de

entropia microcandnica,

v

In (L%, L) (5.5)

l —

s(e, L) =

s

L

depende muito fracamente do tamanho L do sistema. Assim o resultado final para s(e, L)
pode ser usado como um primeiro chute para um sistema maior L. Usamos um chute
inicial simples (por exemplo Q(F) uniforme sobre todo o conjunto de valores permitidos
de energia, ou uma aproximacio de campo médio) para alguns sistemas iniciais pequenos.
Para valores de L pequenos a simulagio converge rapidamente para uma boa estimativa
de Q(FE, L), e a densidade de entropia resultante s(e, L) é entdo usada para gerar o chute

inicial Qo(F, L') para o novo tamanho do sistema a ser simulado.

5.0.2 Implementacao

Todos os estudos tratados aqui usam condigoes de contorno periddicas; outras condigoes
de contorno ndo sdao impeditivas para a metodologia. As configuragoes de spin sao
classificadas através do nimero de elos n, isto ¢, o nimero de pares de primeiros vi-
zinhos tendo a mesma orientacdo. Na rede quadrada os valores permitidos sdo n =
0,4,6, ...; Npaz — 4, Nonaz COM Ny = 2L%. (A energia é I = 2(L* — n).) Para comegar

a simulagdo escolhemos a distribuigdo inicial Qo(n). Devido aos valores de €2 serem ex-
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tremamente grandes, (da ordem de ~ O(10%°) para L = 10), cles sdo representados na
forma do logaritmo natural. Em sequéncia o processo de iteracdo ¢ realizado N vezes.
(Na maioria dos estudos apresentados aqui N = 5.) A simulacio usa a dinimica de

o

n’) (para

inversdo de um tdnico spin por vez. As probabilidades de aceitagdo $2;(n)/§);

uma transi¢do de energia n para n’), sio armazenadas em uma tabela de verificacdo: (Os

valores permitidos de An sfio 0, £2, ¢ 44.) Além de armazenar a oricatacdo de cada
spin guardamos o nimero de vizinhos tendo a mesma orientagao de spin, para facilitar a

avaliacao de An.

Cada vez que a subrotina é chamada, o histograma, I7;(n) ¢ reinicializado. Ele acumula
o numero de visitas a classe n sobre N, = 10 simulacoes (usando configuragdes iniciais
variadas), cada uma consistindo de Ny LUDs. (Estes estudos poderiam ser realizados
cm paralelo, em processadores separados.) Uma vez que Ny, cstudos foram realizados
atualizamos Q(n) conforme Eq. (5.4). As probabilidades de aceitagio sdo recalculadas
usando a nova estimativa, procedemos com a nova iteragdo parando quando N iteragdes
forem completadas. Durante todo o procedimento, uma vez que uma configuracao C foi
gerada, seja esta uma nova (seguindo o critério de aceitagio) ou uma repeticdo (se a
nova configuragio foi rejeitada) atualizamos o valor acumulado de H;(n). Para calcular
as médias microcandnicas do valor absoluto da magnetizacio |M|, M? ¢ M* estamos
acumulando um histograma para estas grandezas apenas na tltima iteragdo, j = N.
(Este procedimento ¢ importante uma vez que, no inicio da simulagao, os valores de H(n)

podem diferir consideravelmente dos valores corretos.)

Como mencionado anteriormente, a distribuigfo inicial Qo(n, L) é gerada na base da
estimativa final de um sistema menor. Para o menor tamanho (L = 10 no caso da rede

quadrada) usamos a aproximacdo simples para a densidade de entropia,
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s(p) = —In2(p — 1)? (5.6)

Y /7 . ] 2 e 3 t >
onde p = n/L? Isso é motivado pelo fato que Q(n = [?) ~_ 2" cconsiderando’ que
Q(n = 2L%) = Q(n = 0) = 2 e s(p) ¢ simétrico em relagdo a p =-1. (Por conveniéncia
subtraimos In2 da definicdo original, s = [InQ(n)]/L?.) Para L = 10 a distribuicao

depois da primeira iteragao, Q4 (n), ja é bem parecida a distribuicao final, mostrando uma

convergéncia rapida.

A evolugio de h(p) = [H(p) — H]/H para L = 10 é ilustrada na Fig. 5.1. O resultado
da primeira iteragao (comegando da aproximagdo inicial parabdlica) mostra variagoes
relativamente grandes, enquanto que histogramas subsequentes estao todos nivelados na
escala da figura. A evolugao detalhada em iteragoes subsequentes ¢ mostrada na Fig. 5.2.

O histograma final é nivelado com um critério de aproximadamente 99.5%.

Na “transicao” de um tamanho do sistema L para um maior L' fazemos uma apro-
ximacao algébrica para a densidade de entropia s(p, L). Para os tamanhos menores, um
ajuste polinomial em s(x) para os valores de = p — 1 funcionam razoavelmente bem,
mas para manter a boa precisao para os sistemas maiores é necessario aumentar a ordem
do polindmio. Os ajustes tendem a ser piores préximo a x = +1. (De fato, podemos
antecipar uma singularidade fraca, s ~ |1 — z|In|l — z| nos limites.) Observamos que,
dada a simetria s(—x) = s(x), uma alternativa mais conveniente é uma sériec de Fourier

CIn COSSENos:

J .
25+ 1)mz
s(x) —s(1) = Z“’-’f cos (s L

9
J=0

Il
—
—

w
S

(5.7)

P4

Os coeficientes da expansiao sao [acilmente calculados usando a aproximacao discreta



Figura 5.1: Modelo de Ising, rede quadrada: desvio relativo do histograma, h(p) = [H(p) — H|/H, em
funcéo da densidade p para L = 10. A curva escura ¢é o resultado da primeira iteragdo, enquanto que a
linha horizontal corresponde as quatro iteragoes subsequentes.

para a expressio integral 2. A qualidade do ajuste varia consideravelmente com o niimero
de termos na série. Calculamos o desvio maximo absoluto 0 = max, |s(x) — f(s)| como
funcio do niimero de termos J, e usamos o valor de J que minimiza 0. O mesmo proce-

dimento funciona igualmente bem para o modelo de Ising em trés dimensoes.

O tempo de execucao (para um dado nimero de iteragoes, configuragoes iniciais e

LUDs) escala com o niimero de sitios da rede. O maior estudo apresentado aqui (para

2Uma vez que € é simétrico, simetrizamos o resultado da simulacéo, o qual apresenta sutis desvios
devido a flutuagdes, piorando o ajuste de Fourier. O mimero de configuracdes oscila consideravelmente

préximo aos valores extremos @ = £1. Para suavizar a distribui¢do nos extremos fazemos a média de
dois valores vizinhos antes de fazer o ajuste.
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Figura 5.2: Detalhe da iteragtes 2 - 5 como na Fig. 5.1.

L = 160) requer aproximadamente uma semana em um processador com velocidade de

28GHz.

5.1 Resultados

5.1.1 Modelo de Ising em uma rede quadrada

Aplicamos a amostragem tomografica ao modelo de Ising na rede quadrada para os ta-

manhos de sistema L = 10, 20,40, 80,120, e 160. O procedimento foi realizado como o
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descrito anteriormente, exceto que para os dois sistemas maiores, seguindo as cinco re-
alizacoes usando Ny = 107 atualizacoes na rede, uma sexta realizacio foi feita usando
Ny = 2 x 107, Em todos os casos as médias termodinamicas sao calculadas fia base da
tltima realizagao. Médias e incertezas sao calculadas usando cinco ou emealguns casos
seis sementes diferentes para o gerador de niimeros aleatorios.

O nimero de configuracoes (p) tem valor maximo em p = 1 onde 0 mesmo ¢ simétrico

(exceto pelas flutuagoes) com relacio a esse ponto. Na Fig. 5.3 desenhamos a densidade

de entropia

L, ($p) g g
sla) = ﬁln (Q(1)> (5.8)

para diferentes tamanhos do sistema. Na escala da figura os efeitos de tamanho finito sao

evidentes apenas proximo aos valores extremos.

Afim de fazer um teste quantitativo do nosso método comparamos predigoes para o
calor especifico, magnetizacio, susceptibilidade ¢ quarto cumulante reduzido com valores
conhecidos e com a teoria de escala de tamanho finito(Fisher, 1971; Fisher; Barber, 1972;
Barber, 1983). Definimos o calor especifico como ¢ = var(E)/(LkpT?), onde E é a energia
total. (A partir daqui usamos unidades tal como a constante de Boltzmann kp = 1.) A
figura 5.4 mostra ¢(T) (L = 80) obtida para cinco rodadas independentes. As curvas
sao indistinguiveis na escala do grafico principal, mas o detalhe na regiao critica revela
uma certa dispersiao nos maximos do calor especifico ¢ nas temperaturas nas quais eles
ocorrem. Na andlise de Ferdinand e Fisher (Ferdinand; Fisher, 1969) foi mostrado que na
rede quadrada com L x L sitios (com condigdes periddicas de contorno), o calor especifico
apresenta o mdximo na temperatura T(cpa,) =~ Te(1 4+ 0.3603/L), onde T, =~ 2,269185 ¢é
a temperatura critica. Combinando os resultados das Refs. (Ferdinand; Fisher, 1969) e

(Salas, 2001) temos também uma expansao para o calor especifico na temperatura critica:
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Figura 5.3: 5(p) em funcéo de p para L = 10,20,40,80, e 160 (de cima para baixo). A inser¢ao mostra
uma imagem detalhada nas proximidades de p = 2.

Cy Cy Cly
S NN il A S 5.0
L * LA i L3 s )

o(T,, L) = AgIn L+ Cy +
onde Ay = (2/7)[In(14/2)]? == 0, 494358 e, para uma rede Lx L com condigoes periédicas,
Co =~ 0,138149, C; ~ —0,170951, Cy ~ 0,018861, e C3 ~ 0,056765. Na Fig. 5.5
plotamos ¢(7T,) em funcio de In L; um ajuste linear através dos minimos quadrados leva
a o(T,) = 0,498(2)In L, ou seja, cerca de 1% acima da amplitude exata das corregoes
dominantes do termo escala. Uma comparacao detalhada com predigoes tedricas ¢ dada
na tabela 5.1. Os resultados simulacionais concordam com a teoria, levando em conta

a barra de erros. Uma extrapolacdo linear dos resultados da simulagao para T'(cya.)

(L > 20) em funcao de 1/L leva a T, = 2,26966(8), que é aproximadamente 0,02%
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acima do valor ' .
alor exato. Como observado anteriormente, nosso método d
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Figura 5.5: Calor especifico na temperatura critica ¢, em fungéio de In L. A inclinagéo da reta ¢ 0, 498(2).

B Tl ) | Tlemes) (sl ) | e(T.) (th) [ (Te) (sim) |
0] 235 2.34450(0) 1,2600 1,2597(.5)
20| 2,310 2.30806(8) | 16112 | 1,6121(5)
40 2,290 2,2889(_2) 1,9582 1,9573(18)
80| 2,2794 22793(2) | 23031 | 2,302(3)

120 | 2,2760 9.2761(1) | 2,5043 | 2,504(5)
160 2,2743 2,2743(2) 2,64695 2,655(7)

Tabela

5.1: Rede quadrada: comparacdo dos resultados tedricos e da simulagao para a temperatura
onde o calor especifico exibe um méximo e para o calor especifico em Te.. Note que as expressoes teéricas

para T'(cmaz) © ¢(T,) sdo sujeitas a corregdes de ordem 1/ L? e 1/L*, respectivamente.

m(T,L) =

L*Z(T, L)
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onde 8 = 1/kpT, 7 é a fungdo particao e (|[Ny — N_|)(Fs, L) representa a média micro-
canonica da magnetizacio total (N ¢ o niimero de sitios com spin o = 1). s resultados
para a magnetizacao sao mostrados na Fig. 5.6. As incertezas, as quais ndo sao visiveis na
escala do gréfico principal, é detalhada na inser¢do. Como é de se esperar, clas sao maiores
nas proximidades do ponto critico. Observamos ainda que, em todos 0s casgos; a incerteza
em m é menor que 0,4%. A relacio de escala de tamanho finito m(T,, L) ~ L=%/* permite
estimarmos a razao entre expoentes /. Usando os dados para todos os tamanhos os
sistemas simulados encontramos /v = 0,1237(5), o qual ¢ 1% menor que o valor exato

de 1/8.

A susceptibilidade x = var(M)/(L¢T) e sua incerteza estao desenhados na Fig. 5.7.
A incerteza em y ¢ de aproximadamente 1% na regido critica para L = 160; para sistemas
menores e longe da regido critica a incerteza é consideravelmente menor. Na tabela 5.2
listamos os resultados das simulacdes para a temperatura do mdximo da susceptibilidade
T'(Xmae) ¢ para a susceptibilidade em T,. Extrapolando os valores de T(Xmax) €ncontramos
T. = 2,26926(10). Uma andlise dos dados da susceptibilidade usando a relagao de escala
X(T,, L) ~ L' leva a v/v = 1,754(2), o qual é 0,2% maior que o valor exato de 7/4.
[ interessante observar que, restringindo a andlise a sistemas de tamanho 20 < [ <
120, obtemos uma estimativa sutilmente superior para as razoes dos expoentes: /v =

0,1240(8) ¢ v/v = 1,748(2).

C L] Thome | 250 |
10| 2,4770(4) | 3,5788(7)
20 | 2,3720(1) | 12,185(9)
40 | 2,3208(2) | 40,87(15)
80 | 2,2949(2) | 137,9(5)
120 2,28()4(1) 279.,0(1,5)
160 2,28196(14) 466,3(3,6)

Tabela 5.2: Rede quadrada: resultados simulacionais para a temperatura do méximo da susceptibilidade
e para a susceptibilidade em 7.
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Figura 5.6: Magnetizacio por sitio em fungfo da temperatura para tamanhos de sistema L =
10,20, 40, 80, e 160. Incertezas estdo mostradas na insercao.

Uma estimativa independente da temperatura critica pode ser obtida pelo quarto
cumulante reduzido de Binder (Binder, 1981), Q4 = 1 — (M%)/(3(M?)?) *. Uma andlise
do cruzamento de cumulantes, como discutido no capitulo anterior, permite-nos obter as
temperaturas e cumulantes listados na Tabela 5.3. A extrapolagdo linear dos resultados
para os 1ltimos quatro pares leva a T, = 2,2694(2) e @ = 0,610(1). A 1ltima estimativa
estd em bom acordo com o valor da literatura @ = 0,61071(2) (Kamieniarz: Blote, 1993).

Fazendo a média ponderada para a temperatura critica usando as estimativas obtidas

3Note aqui que estamos definindo o cumulante reduzido de Binder como o usual, ou seja, com os

fatores para que ()4 se restrinja ao intervalo [0, 1]. Nos capitulos anteriores usamos apenas as razoes entre
0s momentos.
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Figura 5.7: Susceptibilidade em funcéo da temperatura para tamanhos de sistema L = 10, 20,40, 80, e
160. Incertezas sdo mostradas na insercao.

através da calor especifico, susceptibilidade e cumulante de Binder encontramos T, =

2
Y

1\

695(1), cerca de 0,01% acima de valor exato.

| LL] T, | @ |
10, 20 | 2,2635(1) | 0,61372(10)
20, 40 | 2,2692(2) | 0,61115(20)
40, 80 | 2,2689(4) | 0,6115(10)
(4)
(5)

80, 120 | 2,2696(4) | 0,6096(17)
120, 160 | 2,2693 0,611(2)

Tabela 5.3: Modelo de Ising, rede quadrada: resultados da simulagio para a temperatura e valor do
cumulante no cruzamento para os pares de tamanhos sucessivos.
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5.1.2 Modelo de Ising na rede cubica simples

O procedimento de andlise para o caso da rede cibica simples ¢ andlogo ao caso da
rede quadrada. Comegamos simulando uma rede pequena (L = 4) usando a simples
aproximacio inicial dada pela Eq. 5.6. Posteriormente estudamos os tamanhos L =
8. 12,16, 20,24, 28,32, ¢ 36. O menor incremento em L(comparado.a6 caso bidimensional)
6 motivado pela convergéncia mais rdpida e pela necessidade ‘de estudar um'numero
razodvel de tamanhos diferentes para aplicaco da andlise de tamanhofinito, que nesse
caso inclui termos de corregoes & escala. O calor especifico na'regiao critica ¢ mostrado

N ] ] , ! ; -
na Fig. 5.8; a incerteza nesses resultados estd em torno de 0, 5%!

Estimamos a temperatura critica, como anteriormente, com base et T e ) © T (mas)-

Usando os valores de T(Cmaz) PATA [, = 12 - 36 fizemos um ajuste quadratico em funcao de

1/L'" levando a Tc = 4,5116(1); usando T(Xmaz) Obtemos 4,5114(1). (Estamos usando
o valor da literatura, v = 0,6301(8) (Blote; Luijten; Heringa, 1995).) Esses resultados

estio em bom acordo com a melhor estimativa de T, = 4,511528(6) (Talapov; Bléte,

1996). Para cada tamanho do sistema os valores de Cpae € T(¢maz), associados com o

ponto critico AF, sio completamente consistentes com 0s correspondentes valores ferro-

magnéticos.

Dado o menor tamanho do sistema usado nos estudos do modelo de Ising em trés

dimensdes, ¢ interessante incluir correcoes de escala a anélise de tamanho finito. Como
soes, ¢ inte:

exemplo, ajustamos 0s dados para a magnetizagio em T¢ usando

Inm(T,, L) = —~€— InL+cL™% (5.11)

onde y;, O exponente irrelevante dominante na escala, é tomado como sendo 0,8 (Blote;
(3

Luijten; Heringa, 1995). Os parametros de melhor ajuste aos dados para os tamanhos



3'5W"1"‘1|.,,|
_ ﬂ

Figura 5.8: Modelo de Ising, rede ciibica simples: calor especifico em fungéo da temperatura para os

tamanhos L = 8,12, 16,20, 24, 28, 32, e 36.

[ — 8- 36sioc=—0,0064e B/v =0, 521(12). Para a susceptibilidade ¢ esperado para a

COITeGa0 dominante ser x [~ onde escrevemos

Inx(To L) = L+ L7 (5.12)

Neste caso encontramos v = 1,987(4). Uma analise similar para o calor especifico

anho entre L = 12 - 36) resulta em a/v = 0, 161(3). Comparado

com os valores da literatura (Talapov; Bléte, 1996), B/v = 0,519(2), v/v = 1,963(3), e

(em sistemas de tam

a/v = 0, 174(4), nossos resultados exibem €rros de 0,4%, 1,2%, e 7,5%, respectivamente.
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(Observamos, entretanto, que a determinacdo de «/v através da simulagéo ¢ uma questéo
certamente complexa.)

A extrapolagiio dos cruzamentos do cumulante de Binder leva aebtlmativaT —

4,5124(16), que é menos precisa que as estimativas citadas antulormente masumdaf

consistente com a melhor estimativa para a temperatura critica. O valor assmtotmo do
cumulante de Binder obtido dos cruzamentos ¢ Qq = 0,47(1), enquanto a extrapolagao
dos valores de Q4(Ts, L) leva a 0, 467(1). O valor de referéncia para o modelo de Ising

tridimensional ¢ Q4 = 0,465(3 ) (Bléte; Luijten; Heringa, 1995).

5.1.3 Gés de rede com exclusao de primeiros vizinhos

Aplicamos nosso método a0 gés de rede com exclusdo de primeiros vizinhos (estudado no

Cap. 3) em uma rede quadrada (Runnels, 1965; Guo; Blote, 2002; Cunha-Netto; Dickman,

2011), usando a amostragem tomogréfica para estimar o nimero de configuracdes distintas

QN L) com N particulas * satisfazendo a condigdo EPV sob condigGes periddicas na rede.

Como mostrado anteriormente, a grande funcio parti¢do do modelo pode ser escrita como

Nimes

onde z = e* ¢ a fugacidade, p = 7i/kpT (ii representa o potencial quimico), Mpae ¢

o nimero maximo possivel de particulas na rede, igual a L?/2 para a rede quadrada.

(Abaixo referiremos a [t como potencial quimico.)

Comegamos nosso estudo com um sistema pequeno (L = 8), usando uma distribuicio

inicial plana, ou seja, InQp = 0. Seguindo o procedimento descrito na segdo II deste

capitulo, realizamos N =5 iteragdes com um NUmero crescente de atualizages na rede®.

4Aqui estamos usando a letra A para indicar o nimero de particulas na rede, reservando N para
indicar o namero de iter agoes do método.
5Usamos Ny =2 X1 X 108 para a n-ésima iter acho.

74



Utilizamos dez configuracoes inicials em cada iteracdo: cinco correspondendo a uma rede
vazia e cinco com uma subrede totalmente ocupada (preenchimento méximo da sede).
Aqui cada tentativa de movimento é uma insercao ou remocao de uma particula; os
sitios sao escolhidos aleatoriamente. Para sistemas com L' > 8, ende L' representa o
tamanho subsequente a ser simulado, construimos a distribuicao inicial para’ Qo(N, L)
usando um ajuste polinomial de décimo grau para s(p, L') = [In QAL /L2, enide &6 o

tamanho anterior estudado e p = N/L. Estudamos seis tamanhos diferentes no intervalo

A

8 < L < 120.

I/

A Fig. 5.9 mostra a susceptibilidade em fungao do potencial quimico para tamanhos
diferentes do sistema. A insergao mostra um grafico similar para o pardmetro de ordem.

Estimativas para o potencial quimico critico fi. 830 obtidas através de uma andlise de I'SS,

como feito no Cap. 3. Extrapolagdes dos dados levam a je = 1,3359(3) € fie = 1,344(2)

usando a susceptibilidade e compressibilidade, respectivamente. O valor anterior mais

preciso é cerca de 0, 94% maior que o valor da literatura. Uma andlise de F'SS do méximo

da susceptibilidade leva a /v =1, 750(2), consistente com o valor exato para o modelo

de Ising bidimensional.

Usando o valor mais preciso para 0 potencial quimico crftico . = 1,33401510027774(1),

obtido por (Guo; Blote, 2002), calculamos p(L), ¢.(L) e Q.(L), onde @ = <¢2>2 /(4% ©

6 relacionado ao cumulante de Binder. Uma extrapolagao linear dessas quantidades em

funcéo de 1/L resulta em pe = 0,36773(1), B/v =0, 1247(3) e Q. = 0,8565(5). Estes

o~ . oy« " ) g valores dfll ].1t0r e ' -
resultados estdo em excelente acordo com os val ¢ atura (Kamieniarz; Blote,

1093: Cuo: Blote, 2002)- (Usando nossa estimativa menos precisa para . = 1,3359(3)

obtemos /v =0, 192(2] & 0o = 0,36815(3).) Na Tab. 5.4 resumimos nossos principais
paramos com 08 valores obtidos usando a amostragem

resultados para o gas de rede e com

usando janelas ajustdveis e com outros valores de referéncia da literatura.
a ,

6Qbserve que a definicdo usada aqui para @ é diferente da usada na andlise do modelo de Ising.
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V: susceptibilidade em funcao do potencial quimico. Inser¢io: parémet
; P pe etro

Figura 5.9: Gés de rede EP
al quimico. Os tamanhos do sistema estéo indicados na figura. As bar
2 . . S parras

de ordem em funcéo do potenci
de erros sdo menores que 08 simbolos.

ES AWAWL Valores da literatura
Lo 1,3359(3) 1,330(1) 1,33401510027774(1)3
e, 1,344(2) 1,337(2) |
Qe 0,8565(5)° 0,852(6) 0,856%: 0,855(1)%; 5
Pe 0,36773(1)° 0,36800(5)" 0, 36774299905130{3(;585625(5)
v/v 1,750(2) 1,762(8) 7/4 (exato)
Blv 0,1247(3)° 0,123(2)° 1/8 (exato)

Tabela 5.4: Valores criticos para 0 gas de rede com exclus@o de primeiros vizinhos obti 4
amostragem tomogréfica ¢ usando & amostragem de WL com janelas ajustéveis. Os : t@o s A
(Nicolaides; Bruce, 1988) foram obtidos através de simulagdes de Monte Carlo e. nab II‘{G!S[ulLados 4. ek
2002; Burkhardt; Derrida, 1985; Kamieniarz; Blote, 1993) foi usando uma andlise de :nat(;:z LESJ (E; l?léte’

. ransferéncia.

(Cunha-Netto; Dickman, 2011)
2(Guo; Blote, 2002)
3(Burkhardt; Derrida, 1985)
4(Nicolaides; Bruce, 1988)
5(Kamieniarz; Blote, 1993)

6ypalores obtidos usando je de (Guo; Blote, 2002).
TUsando nosso melhor valor para i obtemos B/v =0,122(2), pc =0 36815(3) enquanto ¢
y . ' g ue com 0

método das janelas ajustéveis obtivemos B/v =0,130(9) e pc = 0, 3675(5).

1
2
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5.1.4 Singularidade critica na densidade de entropia

O ponto critico corresponde ao valor de p tal que, no limite termodinamico, a segunda
) S8 E

derivada s" = d%s/dp® = 0. Uma vez que €s (o abte Mwokus dn i _
ade Jdr ma vez que estimativas diretas da segunda derivada-dos

dados numéricos néo ¢ um procedimento vidvel, usamos ao invés um filtro Gaussiano
AUSSIano,

2
s"(po :/ dp's(p)g"(p— 1’50 -
(p;0) , D" (p—1'50) (5.14)

onde g(p;o) ¢ uma distribuicao Gaussiana normalizada com mdédia zero e desvio padrao

o. (A largura do filtro o & escolhida grande o suficiente para sobrepor flutuagoes mas
cOes

pequeno 0 suficiente para manter resolucao; este intervalo é de 5Ap para L = 20 e cerca

de 50Ap para L = 160, onde Ap = 1/(2L?) é o incremento de densidade.) Na Fig. 5.10

~ o ~ s 5 N/ 5 . o : e
para a rede quadrada, mostramos que |s”| exibe um pronunciado minimo, o qual parece

tender a zero com O aumento de L. O minimo préximo a p = 0,3 corresponde a0 ponto

critico antiferromagnético. As figuras 5.11 e 5.12 sao graficos similares para o modelo de

[sing em uma rede ctibica simples e para o gés de rede, respectivamente.

5.1.5 Restringir a amostragem

Nosso método, como observado, amostra todo o intervalo de energia. Enquanto isto

é vantajoso em algumas circunstancias, poderiamos questionar se a amostragem pode se

restringir ou ao menos concentrar em uma regido de interesse particular, como por exemplo

naquelas energias que ocorrem com uma probabilidade significante na regiéo critica. Na
amostragem de Wang-Landat, impor limites fixos no intervalo de amostragem distorce

as estimativas de Q(E), como mostrado em (Cunha-Netto et al.,, 2008; Cunha-Netto;

Dickman, 2011). Por essa razao consideramos uma escolha mais “suave” na amostragem,

o de aceitagao (Eq (5.15)) é assim modificada:

na qual a probabilidad

(i



(p) em fung@o de p para os tamanhos L = 20,40, 80,120

de Ising, rede quadrada: Ll
| cresce e afina com O aumento do tamanho do sistema

Figura 5.10: Modelo
¢ 160. O minimo em [s

QE)w(E)
1} ' (5.15)

7€) = Gl

Agora a probabilidade de visitar um nivel de energia E é o< 1/w(E)e a férmul
' ula para

atualizar Q(E) torna-se

Q(E) = w(E)Q(E). (5.16)

P— PRI ' & « v
Em principio, podemos penalizar visitas a regioes “desinteressantes” usando valores gran
an-

des de w, 08 quais siio compensados na férmula de atualizagdo modificada. Uma ve
- 07, que
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Figura 5.11: Modelo de Ising, rede ciibica simples: 8" (p) vem funcdo de p = n/3L? para os tamanhos
stinguiveis nessa escala.

I = 16,24, e 32. As trés curvas sao indi

boa parte da amostragem OCOITe na Ieglao de interesse, esperamos obter melhor estatistica

naquela regiao, para 0 mesmo NUmero total de atualizagoes na rede.

1 na regiao de interesse (n > Nmin). Bm uma série de estu-

Escolhemos W

dos, w = eXp[af(??m,,m - n)] para 1. < Tmin, enquanto que na segunda série escolhemos
W= exp[a(nm,urﬂr)?] Aqui o é um parametro que controla a severidade do corte na amos-
tragem. No €aso linear, usando Nmin ~ L2 (ou seja, metade do nitmero méximo de elos),
e o no intervalo entre 0,1-0,5, obtemos distribuigoes Q(n) (para L = 40 e 80) que dife-
s com uma amostragem uniforme, mesmo na regiao

rem signiﬁcativamente daquelas obtida
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Figura 5.12: Cés de rede EPV, rede quadrada: s"(p) em funcéo de p = N/L? para os tamanhos

L — 20, 40,80, e 120.

com w = 1. Na segunda série de estudos escolhemos o tal que w(n = 0) = e~ ~ 0,007,

w cresce Mais lentamente nas proximidades de nypin. Nesse caso 0 nimero estimado de

configuragoes nao exibe distorgoes aparentes, mas observamos que a susceptibilidade e
calor especifico, avaliados proximos a T, sao significativamente maiores que 0s valores

obtidos com & amostragem uniforme. As diferencas relativas crescem com o tamanho do

sistema. Isso OCOITE Jevido ao fato de que em T,, a probabilidade e PPQ(E) associada
com o nimero de elos N < Nmin 6 < 1070, tal que a contribuicdo as médias térmicas
devido a esse intervalo n de valores é completamente desprezivel. Concluimos assim que
50 melhora a qualidade dos resultados, e poderia

restringir a amostragem dessa maneira I

80



levar a erros sisteméticos na estimativa dos expoentes criticos.
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Capitulo 6

Conclusao

Realizamos simulagdes de Wang-Landau usando o algoritmo das janelas ajustdveis em

um gés de rede com exclusdo de primeiros vizinhos em uma rede quadrada e rede cibica

simples. Na rede quadrada, comparagdes com uma enumeracio exata para uma rede

pequena (L = 8) mostra excelente concordancia. Usando uma andlise de escala de ta-
. 7 2 L .
manho finito dos dados para sistemas com até 2567 sitios na rede quadrada e 483 sitios

em uma rede cibica, estimamos as razoes de expoentes criticos v/v e B/v, e os valores

criticos do potencial quimico, densidade ¢ quarto cumulante. Em geral, razodvel acordo é

obtido com os valores da literatura. A preciséo de nossos resultados ¢ consideravelmente

pequena quando comparamos com oS resultados pela técnica de matriz transferéncia ou

simulacoes de alta precisdo de Monte Carlo. Testamos também a amostragem de WL

em uma mistura bindria, onde demonstramos a separagao de fases induzida puramente

por efeitos entrépicos em uma rede bidimensional com particulas do tipo carogo duro.

Este ¢ provavelmente um dos modelos mais simples que exibe transigdes de primeira e

segunda ordem, € consequentemente um ponto tricritico. Localizamos o ponto tricritico



com precisao razodvel e comparamos com resultados de Poland usando os dados obtidos
para o diagrama de fases no plano das densidades. Nossos resultados concordam para
o densidade das particulas grandes, sendo ligeiramente superiores para a densidade das
particulas pequenas. Dado a existéncia dessa transicdo, a deterlllin?}(}iéwoy“;"“(:.Il‘qu, Cxpoentes

tricrfticos ¢ naturalmente uma questdo de grande interesse. Deixamos ‘esta, and be, bem ‘

do diagrama de fases para outras redes, para trabalhos Utur,@s% Para o

como o estudo

caso em questao, estudamos as propriedades criticas do sistema usando redes até L = 48.

IS importante ressaltar que nesse modelo ¢é feita uma simulacio bidimensional para obter

(N, n), inviabilizando assim o estudo de sistemas maiores usando WL. Em vista dos pro-

blemas observados nesse trabalho, delineamos um método de amostragem entrépica que

cobre o intervalo completo de energias (ou macroestados de interesse) e leva a resultados

de boa precisdo para uil modesto gasto de tempo computacional. Para o caso do modelo

de Ising bidimensional obtivemos €rro de ~ 0,01% para a temperatura critica, expoentes

criticos com erro de 0, 5% ou melhor quando comparados com os valores exatos. Obtive-

mos excelentes resultados tanto para O modelo de Ising em uma rede ctibica simples como

para o gés de rede com exclusdo de vizinhos. O método é relativamente simples e néo en-

volve amostragem em janelas com 08 problemas consequentes de “costurar” a distribuigao,

surgindo distorgoes devido as bordas. As caracteristicas chaves dessa amostragem sao:

construir a distribuicéo partindo de diferentes configuragoes iniciais antes de atualizar a

estimativa de §2 e usar O resultado para um dado tamanho do sistema para gerar uma

estimativa inicial para o nOVO tamanho a ser simulado. O método permite calcular médias

termodindmicas com boa precisdo, bem como estimativas precisas para as propriedades

criticas. Uma vez definida uma nova metodologia que permite a obtengdo do nimero de

configuragoes com maior precisao, é imediato o interesse em aplicar a nova técnica no mo-

delo bhinario apresentado nesta tese, bem como em modelos de gés de rede com diferentes

simetrias. O estudo em modelos de spins com diferentes iteracoes e modelos de polimeros
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também sera, considerado em futuros trabalhos.
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1. Introduction

Recently efficient methods for estimating the number of con-
figurations of classical statistical models have been developed. If
the number @ (E) of configurations with energy E is determined
to sufficient accuracy many thermodynamic quantities can be ob-
tained with little further effort, for any desired temperature. Crit-
ical exponents, the transition temperature (0F chemical potential)
and other quantities, such as cumulants, may then be estimated
via finite size scaling (FSS) analysis [1-4]- Wang-Landau sampling
(WLS) promises 0 be a simple and reliable approach for esti-
mating $(E) using Monte Carlo simulations [5,6]. Since WLS is
applied quite extensively, it is of interest to examine its perfor-
mance on a broad range of systems. In this paper we apply the
wang-Landau algorithm with adaptive windows [7] to the lattice

gas with nearest-neighbor exclusion.
Lattice gases have been used ext

fluids, and along with the Ising model have
tion in equilibrium statistical physics as a prototype for phase tran-

sitions. A particularly simple case is the lattice gas with nearest-
neighbor exclusion (NNE), corresponding to an interparticle po-
tential that is infinite for distances < 1 (in units of the lattice
constant) and zero 0 absence of an energy scale,
temperature is not d relevant parameter, and the system is termed
athermal. It is known that on bipartite lattices, the lattice §as with
NNE suffers a continuous phase {ransition between a disordered

ensively as models of simple
received much atten-

therwise. In the
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ase transition. We study the particle densi
\ a Ly, order parameter, i
d , compressibility,

Binder cumulant and susceptibility, in efforts to test WLS i quite widely in recen
\ , which has been used qui id
uite widely in rec
t

years, in the context of lattice g
exponents reliably using W
sement with exact values (

ttice gases: Wang-Landau sampling with adaptive
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of lattice gases with nearest-neighbor e i
r exclusion are investi Vi
igated via adaptive-wi
¥ ive-window

on the square and simple cubi i
ic lattices, for whi
8 ch the model i
is known

ases. Of considerable interest is whether it is possible to estimate criti
ate critical

LS with adaptive windows. We fi
; nd that the method yi
/ ; f g < d yield 0y 1l
in two dimensions) and numerical estimates (in threeydimans?Zm[)S i
ns).
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phase and an ordered one at a critical
: value of th i
the rgduced chepucal potential = i/kpT [9-12] ?ﬁd‘z:::ty or of
chemical porentml',) In the ordered phase the occupation ftr)teslrhe
of the two sublattices are unequal. The grand partition func‘:ic(:;]m"s
is

Ninax

Bz L= Zz”fz(N,L),
N=0 (1)

where z =e# is the fugacity, Npax i ; )
ber of Parricles, and Q“(N?/L) "rlf;’é l?]l:l;:bgd’;';‘1é‘i';:i£0551ble_nmm
tions with N particles satisfying the NNE condition, c; o
boundarle‘s. (On a hypercubic lattice of L sites ir; l:{n ‘gr pen‘odic
Ninax = L2 for L even.) On bipartite lattices, the ord et
is the difference between the occupations of'sublatticz Ra:;':eBter
a :

2
= Ox — x| )
= N > o=} > 2)

xeh xeB
where oy is the indicator variable for occupation of siti
The NNE lattice gas has been studied on variouse 5

the square [10-12], triangular [13], simple cubic [95trucm,~e§:
nal [14], body-centered cubic [15]. and face-center d]' hiexago-
tices [16], and in higher dimensions [17]. RePUISiveel cubic lat-
with exclusion extending to second or further nei ;[glce gases
also been studied [12,18]. Various techniques have lf ors have
to study the phase transition, including exact emlmeen .apP]‘Ed
ries expansion (high- and low-density expansions) f;atlon, se-
variation method, transfer matrix analysis, and Monte ce cluster-
Jation. The model exhibits Ising-like universality on the LD S
honeycomb lattices, while on the triangular lattice (Ba;‘el‘r‘;;f; :lled




720

hexagon model [19,20]) it belongs to the three-state potts model

universality class.

In this paper we calculate the critical properties of the NNE lat-

tice gas on the square and simple cubic lattices using the adaptive-
win'dow Wang-Landau (AWWL) algorithm, which has been shown
to improve the performance of WLS [7.25]. The critical density
and chemical potential, as well critical exponents and the re-
duced fourth-order cumulant, are estimated using FSS analysis.
The balance of this paper is organized as follows. In Section 2,
the adaptive-window Wang-Landau algorithm is briefly reviewed.
Section 3 contains our results for the number of configurations
(exact enumeration and simulation results), thermodynamic quan-
tities and critical exponents. A summary is provided in Section 4.

2. Method

a discrete configuration space,

Consider a statistical model with
£ variables) characterizing each

and let ¢ denote a variable {or set o
configuration, such as energy of particle number. For a given sys-
tem size, knowledge of the number §2() of configurations (called
the “density of states”) for all allowed values of ¢ permits one
to evaluate the partition function and associated thermal aver-
ages for arbitrary values of the temperature. Wang-Landau sam-
pling (WLS) [5,6] furnishes estimates of the configuration numbers,
which we denote by 20) reserving £2(v) to denote the exact val-
ues, which are in general unknown. This is done by performing a
random walk in configuration space, with an acceptance probabil-
ity proportional to 1/82(v"), where &' denotes the values associ-
ated with the newly generated (or trial) configuration. In WLS one
aims for equal numbers of visits to each set of allowed values of
9, as reflected in the histogram, H()-

Various strategies have been proposed to improve WLS and op-
timize its convergence [7.21-24} In this work we apply one such
scheme, adaptive-windows WLS (AWWLS). This method estimates
the density of states by determining the range over which the his-
togram has attained the desired degree of uniformity at various
stages of the simulation.

The AWWLS procedure furnishes estimates, S2(N; L), of the
number of N-particle configurations on a jattice of L¢ sites, to
within an overall multiplicative factor which is independent of N.
For each accepted N-particle configuration, we update the his-
togram: H(N) = H(N)+1. Since the density of states is not known
a priori, we set Ny =1 for all N, at the beginning of the simu-
lation. During the random walk, if N and N + AN are the particle
numbers in the current and trial configurations, respectively (in
practice, AN = +1), then the acceptance probability is

. 2M)

N — N+ AN)=min —_— 1 3)
p( + AN) [ YY) ] {
(To simplify the notation we suppress the dependence of 2 on

system size L)

Whenever a move o d configuration with N particles is ac-

cepted, the density of states QN) is updated, multiplying it by 2
modification factor f > 1, 50 QINy— [+ Q(N). If the trial con-
figuration is rejected we update 2(N) (as well as the histogram)
of the current N value. As is usual in WLS, the modification fac-
tor is initially set to Jo=¢€ . 2.71828.... After m= 10* Monte
Carlo steps we check if the histogram satisfies the flatness criterion
on the minimal window, of width W = (Nmax — Namin}/M: beginning
with Npn.! The histogram is said to be flat if, for all levels in the
window of interest, H(N) > 0.8H, where the overline denotes an

1 On the square lattice we use n =4 for L €72, n=6 for L '=96,4n =8 for L
between 100 and 196, andn=10for L =256, On the simple cubic 1attice n =2 for
L 12, n=4forl= 16, n =6 for L between 24 and 32, and 1 =8 for L=48.
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average over levels within the proposed ‘window. If it e

we pe‘rform an additional m Mo,nté"‘cyarl(’)‘ /Steps,;m‘d hls 'n9F~~ﬂf“'
r.eg)eatlnglu‘ntll_the histogram:is flat on the rinimal wi gck‘,ag‘"“'
this condition is satisfied, we check whéther the his't‘c’,nrv‘)‘w‘-o"“
on a larger interval. Thus we define one- witdow a‘hdg am i flat
procedure on the rest of the range of NVahiés, formin e
for gach stage of sampling. Thei‘Vinﬂow"‘:ﬁositiéns d ng windows
portion of the histogram that is flat; we include aepend on the
thrge levels between adjacent windows. This processn .OVerlap of
uptnl all values of N have been included in a window 1\j/‘r(ehpeared
!nstogram. Then a new stage is initiated: the modiﬁcati:) tfi o
is rqduged. [ JT we reset H(N) =0 for all N andn- actor
continuity on the density of states by equating [2(;\1) oo
with neighboring windows at the boundary. This pr assgcl;}ted
ated and.the simulation halted when f —1is appmr;i?;etssl g 1t517<-
As explamed_ip [7], window boundaries are not allowae; ke
the same positions on subsequent stages, to avoid distorti . 'take
that arise when using fixed windows. ortions In £2

For simplicity, two kinds of trial m i

and refnoval of particles. Including paor\tliccslea-iieis;rlr;lzleon);eed: nsertion
for whlgh N does not change - leads to the same resul;ttmov-es.'
upcertamty. The type trial of move is chosen at rando . Mthm
Flon or re.mqval with equal probabilities), as is the site om (msler-
m\_/olved in insertion or removal, respectively. We us ltpamde
shift register random number generator [8}. ' ¢ the R1279

3. Results

We study the hard core lattice gas defined i

" above

The estimates 2(N) are used to calculate (N} and v:fé}“ﬁ ?-NWLS‘
other thermal averages are given by irectly;

M = ENM)Nf(N)e“N.
e @

Here {A)y is the microcanonical ave :

configurations having exactly N partic?gf,ew(;fic?luf:l?s[tya1/: (i)ver a~"
matedhduri.ng the simulation. The development of reliableome esti-
for estimating microcanonical averages is an important ope ethods
fem [26]. In the WL procedure, all configurations havin Pthn prob-
N should occur with the same probability, so that, ir% l,e same
the microcanonical average (A)y should be taken over allz’“cmle.
configurations having exactly N particles, with equal wei lCCePted
nevertheless obtain better results if we restrict the miclg“s' We
cal averages to the later stages of the sampling, Speciﬁrcoclfnom'
averages ()N, (¢ and (¢%)y calculated using all Na » the
co'n.ﬁguratxons accepted during the simulation yield esti n‘Palthle
critical exponents that deviate significantly from theirl ates for
Ising mode] values. Such deviations are not observed fo expected
with £ < 100, but do appear for larger sizes. Similar problr systems
found in studies of spin models using WLS 35, The rems were
microcanonical averages improve when we restrk':t the f;;lt? for
configurations accepted in the later stages of the simulatiog ei 20

for f S1+107%
3.1 Transfer-matrix analysis

As a preliminary test of our method, wi i
lation estimates, §2(N), with the results of :ncgzlzsr:nﬁnrjnr ration
of 2(N), ona lattice of 8 x 8 sites. The latter are obtainesrat'lon
transfer matrix approach. One begins by enumerating the all: " 3
configurations {¢1,....cMm} on a ring of L sites, and storin w}i
number n(cj) of particles in each configuration. An M x Mg e
trix 7 is then constructed, with 7'(cj, ¢;) =1 if adjacent ma
may assume configurations ¢; and ¢; without violating th rqungs
condition, and 7 (¢i, ¢j) =0 if the condition is violated. The e
allowed configurations on an L x L lattice with periodic ';OUlfdna:iti
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Table 1
Comparison with numerical results (L = 8)

error is £(N) = (In2(N) = InZ(N)/In2(N).
N 2(N) In2(N) In2(N) 10°6(N)
0.010014)

for the density of states. The relative

0 1 0.0 .

1 64 4,15888 4163011 0.9989
2 1888 7.54327 7.543(10) —0.0481
3 34112 10.43740 10.436(11) —-0.1701
4 423152 12.95549 12.954(11) —0.1295
5 3830016 15.15838 15.158(9) —0.0301
6 26249184 17.08315 17.086(9) 0.1501
7 139580160 18.75415 18.754(8) —0.0003
8 585632520 20.18820 20.187(7) ~0.0515
9 1962132800 21.39730 21.396(7) —~0.0643
10 5296005 568 22,39022 22,392(8) 0.0576
11 11591943552 2317358 23.175(7) 0.0447
12 20681906352 23.75253 23.755(8) 0.1189
13 30206108416 24.13131 24.135(8) 0.1510
14 36251041536 24.31373 24.316(8) 0.0881
15 35886874048 2430364 24.306(7) 0.0815
16 29436488660 24.10550 24.109(6) 0.1273
17 20127048512 23.72533 23.728(6) 0.1330
18 11573937440 23.17202 23.174(7) 0.0997
19 5674532608 2245925 22.462(6) 0.1247
20 2420605568 21.60728 21.612(5) 0.2128
21 922331136 20.64241 20.646(6) 0.1918
22 322239232 19.59080 19.586(7) —0.2539
23 104747904 18.46707 18.459(8) —0.4439
24 31534744 17.26660 17.253(11) -0.7674
25 8617024 15.96925 15.956(12) ~0.7995
26 2080576 14.54816 14.539(12) ~0.6443
27 430848 12.97351 12.973(12) —~0.0571
28 73840 11.20966 11.215(13) 0.4370
29 9984 9.20874 9.214(15) 0.5301
30 992 6.89972 £.900(15) 0.0983
64 4.15888 4.160017) 0.2085

0.689(19) ~6.359

31
32 2 0.69315

are those sequences {€1.€2 .- ¢, ) of ring configurations satisfying
T(cy,c2)T(C2, L'g)~'v'T((.’,,_],C[_)Tl('[,,C]) — 1. The resulting num-

bers of configurations for [ =8 are listed in Table 1.
To compare our simulation estimates against the exact enu-
ulation in fact

meration, the former must be normalized, as sim
Cwf2(N), with @ an unknown constant, indepen-

provides I"(N) =

dent of N. To eliminate o We multiply the simulation estimates by
a factor x, varying A SO 25 to minimize ZN|AI‘(N) _ Q(N)J?. This
is applied to each of the fifteen independent simulation
studies, leading 1o the estimates and uncertainties listed in the fa-
ble. The relative error in estimating In g2 is very small except near
the minimum and maximum occupations. Even in the worst case,
N = Ny =32 the relative error in InQ is ~0.6%. 1f sampling er-
rors were restricted to these regimes for larger system sizes, the
effect on estimates for critical properlies would be negligible.

procedure

3.2. Square lattice

In this work we study 18 system sizes in the range 16 <
L - 256 using AWWLS. Let N¥(L) be the value of N that max-
imizes 2(N), and let Ne(L) be the value of N that mnxiny:zes
the probability distribution P(N) = 2 (N)explpeN] at the critical
point j. Preliminary studies on lattices with L < 200 reveal that

N* ~ 0.2271%, whereas Ni & 0.36912, so that N’. > N*. As a e
N < N* make a negligible contribution

sult, configurations with e !
in the neighborhood of the critical point. To

to thermal averages 10 t i ; 18
r time we therefore restrict our high-statistics
o N values between N*(L)

economize processo !
studies (which extend 10 L = 256). to ;

and Npax = 12/2. For L= 8, a study with sampling resmcreq to
. f equal accuracy as those obtained

d results 0
against exact enu-

N > N* = 14 yielde
using unrestricted s

meration.

ampling, when compared
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'é; 0.2 |
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0
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02 025 03 035 04 045 05
NIL? .

Fig. 1. (Color online.) Square lattice: 2
2 attice: In§2/L° versus i
cated. Inset: N*(L) versus system size. ARty system:sizesias:Indl:

The following observation su
processor r?me could be realizec%;gissgstlfgi‘lts "OffL:;f;\eﬁe‘conomy of
Let Pe(N, L) =zNQ(N, L) be the contribution to th b
ical partition function due to the set of all N-p e grand canon-
tions at the critical point, and let P*(L) = max [1;”1:]616 configura-
For N values such that Pc(N,L)/P*(L) < 10_5'}'; S‘( D)1= P(No).
tion to Z and thermal averages is negligible. ‘lt?ll{efh? contribu-
reasonable to restrict the sampling to the interv ITE ore seems
N values such that Pc(N,L)/P*(L) > 1070 In )r‘l [Ny.Na] of
N; =[0.3151% — 131] and Nz =[0.423L? +129] L i ey
ets denote the largest integer. For L < 300, the ar este_t "
ered, the resulting interval is small enough to‘ bge stSIdZ‘e -
wis without windows. Surprisingly, restricting the udied using
rlvnsvl‘mnner yields estimates for critical exponents f;mpllng "
slgmﬁcanrly from their expected Ising model values (f f“ deviate
we f}nd y/v :2.02(5) on the square lattice). We c(o(: lexample,
resmct.ed sampling distorts the estimates for the numb clude that
figurations, and adversely affects microcanonical 1vem 8 Vg
We turn now to the results obtained using KrhemsgeS' iner

terval [N(L), Nmax(L)]. Fig. 1 shows the number of Coafppll.ng. -
versus density p; the very good data collapse co}\ﬁr';‘1§1;;;1;|ons

ex-

pected scaling

Q(N. L) :exp[L"g(p)].
= (5)
The inset shows N* as a function of s i
) ystem size, Her
all averages and uncertainties are obtained using ltliferlt::’l?nig lelOW
- depen-

dent runs.
Two thermodynamic properties used to characterize the t
ran-

sition in lattice gases are the particle densi
pressibility, nsity p(u) and the com-
(n? ' (6)

Fig. 2 shows simulation results for the densi

. _ . ensity p and ‘essibi
ity & as functions of the chemical potential; Fig/. 3 shoc\(:/mplemb”-
parameter, Eq. (2) and the susceptibility, 5/ e ey

K(|) =

24 y
xun =L (%), = @) ™
The insets in Fig. 3 show the data collaps i

- dld apse obta ¢
exact critical exponents, y/v=1/4 and ﬂl/“ B 1;;";8:(1 1:15]m%‘rhe
precnspn result for the critical chemical potential oi)tainecl E high-
and Blote [10], pic = 1.33401510027774(1). y Guo
We analyzed the dimensionless ratio Q 2y2
s C 4= “ 4 .

related to_Bmder‘s reduced cumulant [27], wtl(;/éh) ié(‘é'x) (Fig. 4),
fake universal value at the critical point. Let j¢ dEECIEd to
chemical potential at which Qa(L) = Qa(Li1) :t.é. nio;e r?e

+1) = Qe 18, the
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nulants associated with a pair of successive
and let [ = LT denote the geo-
izes. It is common 0 plot fic.l
tical chemical poten-
In the present
and

crossing between ctnl
systems sizes I, and L1
metric mean of two successive S
and Q. versus 1/01/" to estimate the cri
tial and cumulant, via extrapolation to L — 00
case, however, we observe no tendency: all values of Qe.L
¢, agree 10 within uncertainty- Averaging over all values w? ,Ob_
tain ji, = 1.3353) and Q¢ = 0.852(6). Though of low precision.
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Table 2
Critical values for the square lattice obtained via WLS with adaptive wind
ndows. The

results from [20] were obtained using Monte G i
arlo simulati i
30] use a transfer-matrix technique. ulations while Refs. [10,28,

Prese: i
resent work Literature values

’é‘ 322?? 1.33401510027774(1)"

i 0.3572(; 0.856%; 0.855(1)°; 0.85625(5)
N 3675(5) 0.3677429990410(3)"

y/v 1.762(8) 7/4 (exact)

B/v 0.123(2) 1/8 (exact)

a Guo and Bléte [10].

b gurkhardt and Derrida [28].
¢ Nicolaides and Bruce [29).

A Kamieniarz and Bléte 30].

4.0 pe———r T

| 0.37

pL)

).368
3 0

1.6

0.02 0.04

L
1

InL

Square lattice: maximum of the compressibility versus InL
sus InL.

Fig. 5. (Color online.)
as a function of L,

The inset shows the density
these results are consistent with the literature values quoted in

Table 2.
Estimates for the critical chemical potential p. are obtained

via analysis of the chemical potential values associated with the
maxima of the susceptibility and compressibility for each system
size. The extrapolated values, pc = 1.330(1) using the 5U5C9p~tibil
iy 2t = 1.337(2) using the compressibility, are obtainecj usin_
the susceptibility data for L =20-196 and the compressibility dlt%
for L =26-196. Pooling our results, we obtain 1 = 1.332(2) L(in‘_
ear extrapolation of the density p(pc, L) versus 1/L yields -p. v
0.3675(5) (see Fig. 5) inset), consistent with the critical den;i;
reported in (10}, £ = 0.3677429990410(3). (Using the precise es)I
timate for fc quoted above [10], we obtain p. = 0.36800(5).)
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In Q(N)L”

Hg: 6. (Color online.) Simple cubic lattice: £2(N) versus density, system sizes as
indicated. Inset: Fourth-order cumulant.

0.26 1

0.24 | 4

pemical potential. Inset:

attice: density versus cl
emical potential.

Fig. 7. (Color online.) simple cubic |
Compressibility versus ch

Applying FSS analysis to the results for susceptibility for L=
22-256 yields y /v = 1.764(7) (see the inset of Fig. 9). To estimate
g/v we analyze $e(L) using the above cited value of i [10]; our
data for L < 256 yield g/v —0.123(2); (see Fig. 10 inset). (Using
our own less accurate estimate, H¢ = 1.332(2), we obtain B/v =
0.130(9).) Fig. 5 shows the maximum of the compressibility versus
system size; the results are consistent with &m,t ~ InL, as expected
for a model in the 2d-Ising universality class. Table 2 summarizes
our main results. It is interesting to noté that we obtain essen-
tially the same results, y /v = 1.764(8), and g/v —0.122(3), if we
exclude the data for the two Jargest system sizes from the analysis.

3.3. Cubic lattice
We apply AWWLS to the NNE lattice gas on the simple cubic
lattice, in system sizes L =5 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 28,
32, 40 and 48. In this case we sample the full range of N values,
using adaptive windows as described above; for L = 48, we use
approximately fifty windows. Fig. 6 shows Q(N), again verifying
d versus chemical

Eq. (5). The density and Compressibiliry are plotte
le Fig. 8 shows the order parameter and

potential in Fig. 7, whi
io G the fourth-order cumulant.

susceptibility, and the inset of Fig.
Using the critical exponent v ~0.6301(4) [33] we plot the val-

ues fe(L) (corresponding t0 the maxima of the susceptibility and
the compressibility) versus 1LY gxtrapolation of the data for
L > 14 yields jtc —0.05516(9) using the susceptibility, while the
compressibility data — 0.0567(2). (It is not

(for L > 24) yield jic n
surprising that the critical value obtained using the compressibil-
ity is less precise [

han that found using the susceptibility, as the

96

[ .
300 H =

0.6

200 :

Fig. 8. (Color online.) Simple cubic lattice di

. A nple cubic lattice: Or eter versus chemic, ote

! 4 18, H er parameter

tial. Inset; Susceptibility versus chemical potential ’ el fical;paten

g : '
6 -
61
K L=48]
g | 4 -
g
2l
= 3
4 L
L sy
2.4 2.7 3 33 :
g 3. 3.6
InL ’ 39

Fig. 9. (Colm" online.) Maxlmum of susceptibility versus system size
and simple cubic lattices. The solid lines are linear fits used to :gl.lhe square
imate y /v,

(inset)
former exhibits a weaker singularity thar : ;
best estimate 1 = 0.05516(9) we )c’alcul;teth;(ljnez;). ‘lJ.Smg our
trapolation (for L > 24) versus 1LY yields o _[02 inear ex-
we instead use the estimate (¢ = 0.05443(7) Egﬁ .21082(5) (if
0.21058(5))- l. we find p. =
pProceeding as in the case of th v ; .
critic‘.ﬂ chemical potential ft¢ anctl3 iggagitliact;llci‘\g}ls Eermém the
Plotting pc,. against 1/L7" we obtain i =0 Ossze;t ratio Q.
extrapolation. This is consistent with DI‘Evious. l‘esu;r) via linear
fOU_':dyH'c — 0.05443(7). Extrapolation of Q¢ as a Sf [9] which
10" yields Q = 0.652(5). somewhat higher than th L'111_ctlon of
value (see Table 3). If we use . = 0.05443(7) [9] [.e iterature
Qr(pe) We observe no significant dependence on L-O Cﬂlcm-ﬂ[e
oversasll valLlles. fol'fL >h18 yields Q¢ =0.636(3). » averaging
FSS analysis of the susceptibility furni _
(Fig, 9). Using e = 0.05443(7) [9], pos anasl;/]seii' oyr/r'{g 26056(6)
rameter at ¢ yields g/v = 0.504(8) (Fig. 10). (Using our‘” er pa-
estimate, fc = 0.05516(9), we find g/v =0.477(7).) Tﬂblov;n best
marizes our principal results for the simple cubic ]g;t[iCe f\ S
case of the square lattice, our results do not change si‘ ‘Sﬁm U
if we exclude the data for the two largest system sizesg ?:Of;“t;ly
he

analysis.
3.4. Critical behavior of g(p)

As is known [~9], thg compressibility of the NNE lattice gas di
S| in the vicinity of the critical poinrg((Her:

verges as K °
= (= o)/ He is the reduced chemical potential.) On the ot}
' her
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-1.6

InL

(er versus system size on square (inset)

Fig. lQ. (Color online.) Critical order parame
and simple cubic lattice. The solid lines are linear fits used to obtain A

Table 3

Critical values for the simple cubic
results from [9] were obtained usin
Refs. [31] and [32] are from high reso

Jattice obtained via adaptive-window WLS. The
g a cluster algorithm of the NNE lattice gas.
lution cluster simulations of the 1sIng model.

Present work Literature values

He 0.05516(9) 0.05443(7)" = -
Qq 0.636(3) 0.626(4)" - 0.6233(4)°
Pe 0.21082(5) - - -
y/v  2.056(6) 1.94(2)" 2.005(6)" 0.963(3)°
0.53(1)" 0.5002(6)° 0.519(2)°
0.174(4)°

By 0.504(8)
/v 0.25(1) 0.20(0° =

: Heringa and Bldte [9]-

. Garcia and Gonzalo [31].

¢ Blste et al. [32].
hand it is easy to show that K & 1/1g"(p)|, where g denotes
the second derivative of & (defined in Eq. (5) with respect 10 p)-
Thus the singularity in the compressibility is reflected in a singu-
larity in g. While plots of g versus p appear quite smooth (see

Figs. 1 and 6), the second derivative does indeed exhibit a singu-
larity near p. To obtain g’ wep dratic fits to g(N) on

erform qua

windows of b successive N values. We choose b large enough to

eliminate small-scale fluctuations, but s hat the sin-
2

mall enough th
gular behavior remains evident? Despi ed by

te the rounding incurr
such averaging (in addition. of course, t0 finite-size rounding), the
Jear indication of

data shown in Fig. 11 provide a ¢ a developing
singularity. The figure also shOWS that the minimum of |g"| ap-
pears to approach zero as L — oo. Our data, however, are not
sufficiently precise to determine the critical singularity in g(p)
quantitatively.

4. Conclusions

Wang—Landau simulations of the
the square and sim-

We perform adaptive-window
arison with an exact

lattice gas with nearesr-neighbor exclusion on
ple cubic lattices. On the square Jattice, comMp
enumeration of configurations for L =8 yields excellent agree-
ment. Using finite-size scaling analysis of data for systems of up
2562 sites on the square lattice and 48° sites on the cubic lat-
tice, we estimate the critical exponent ratios y/V and B/v, and
the critical values of the chemical porenrial. the densiry: anq the
fourth cumulant, In general pserved with litera-

fair agreement is 0 i r
ture values. In three dimensions, the critical point is obtained with

20 for L =128

4,b=17 for L =48,
and 16, b =20

2 For the square lattice we use p=3forl=2 !
and 50 for L = 196; for the simple cubic lattice: p =10 for L= 12

for I, 24, 40 for L =32 and 70 for L =48.
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E=l2 —
L=16

L=24 ——
L=32
L=48 ——

-10
:CJJ
-15
-20
-25
0.1 02 03 12
" e
Fig. 11 second derivative of g(p) on the simple cubic lattice, system si
. izes L =12,

16, 24, 32 and 48, The inset is a similar plot f
set is @ or the s i
L~ 24, 48, 128 and 196. : he square lattice for system sizes

an error of about 1.3% com ared wi i .
nent ratios and Q¢ with ar[: error (;tfha{))gel:/tlo;;‘)sm}rifs' o
our results is considerably less than that Obtainéd uS.P'EClSmn of
matrix or high-resolution Monte Carlo simulations. Am’]ng trans.fer_
somewhat disappointing, we note that despite thé widzllgh thng is
terest in Wang-Landau sampling, few studies have beensprea.d )
in which critical exponents are obtained via this tect ,pllbhshed
38]. Our results confirm that it is possible to Obmn\mque [34-
ccurate values for critical exponents and related q:‘amr,ff‘mnaply
Wang-Landau sampling with adaptive windows. It thu] ies using
worthwhile to seek further improvements in rh'e merhs Iappears
forts to develop a simple and versatile approach for stud e a
transitions via Monte Carlo simulation. udying phase
In this regard two observations seem pertinent. The first i
restricting sampling 10 a subset of densities may' pidr st th that
sults, even though densities outside this subset make a sl
contribution to thermal averages. It appears that the ineghgl-b]e
of reflecting barriers on the random walk in ConﬁgummlJOSItlon
somehow distorts the sampling. The second point is th;rlol? space
ity of the results furnished by the WLS procedure ap ;e the qual-
cay with increasing system size, even while ""‘iﬂtaini:, atrt? to de-
flatness criterion and schedule of updates of the facmgr o
including larger systems sizes in the analysis may not im £+ Fsy
sults; more extensive sampling of small and internmdmtl;mve -
sizes may Tepresent a more effective allocation of com ut?ystem
sources. We hope 10 explore the reasons for, and impliEat;Egsrg-f

these observations in future work.

Acknowledgemems

We are grateful to CNPa, and Fapemig (Brazil) for financial sup-

port.

References

|1] ME. Fisher, in: M.S. Green (Ed.), Proc. Internat. School P! 3 ;
vol, 51, Academic Press, 1971; BOS RhyEAENE CO e
isher, M.N. Barber, Phys. Rev, lett. 28 (1972) 1516.

1 C. Domb, )L Lebowitz (Eds.), Phase Transitions and Critical

. 8, Academic Press, 1983.
Bergersen, Equilibrium Statistical Physics, Cambridge Universit
1y

M.E F
2] M.N. Barber, ir
phenomena, vo
[3] M. plichske, B.
press, 2008.
4] J): Binney,
Phenomena:
press, 2001,
5] E. Wang, D.P.
6) F. Wang, p.P. Land
[7] AG. Ccunha-Netto, AA. C
; 78 (2008) 055701(R).

J. Fisher, M.E). Newman, The Theory of Critical

NJ. Dowrick, A
he Renormalization Group, Oxford University

An Introduction to t

Landau, Phys. Rev. Lett. 86 (2001) 2050.
au, Phys. Rev. E 64 (2001) 056101.
aparica, S.-H. Tsai, R. Dickman, D.P. Landau, Phys. Rev.



A.G. Cunha-Netto, R. Dickman / Computer Physics Cemmunications 182 (2011} 719-725 L T
s Lo 225

18] See, e.g. D.P. Landau, K. Binder, A Guide to Monte Carlo Simulation in Statistical
Physics, Cambridge University Press, 2005.
[9] J.R Heringa, HW,. Blite, Phys. A 232 (1996) 369.
[10] W. Guo, H.w. Bléte, Phys, Rev. E 66 (2002) 046140.
[11) DS. Gaunt, M.E. Fisher, ). Chem. Phys. 43 {1965} 2840.
[12] LK. Runnels, Phys. Rev. Lett. 15 (1965) 581.
[13] W. Zhang, Y. Deng, Phys. Rev. E 78 (2008} 031103.
[14] LK. Runnels, LL. Combs, .. Salvant, J. Chem. Phys. 47 (1967) 4015.
[15] D.S. Gaunt, J. Chem. Phys. 46 (1967) 3237.
[16] D.M. Burley, Proc. Phys. Soc. 75 (1960) 262.
[17) JR. Heringa, HWJ]. Blote, E. Luijten, J.
2929.
[18] H.CM. Fernandes, JJ. Arenzon. Y. Levin, ). Chem. Phys. 126 (2007) 114508.
[19) RJ. Baxter, J. Phys. A 13 (1980) LG1.
[20] RJ. Baxter, Exactly Solved Models

1982,
{21] C. Zhou, RN. Bhatt, Phys. Rev. E 72 (2005) 025701(R).
[22] RE. Belardinelli, S.V.D. Pereyra, Phys. Rev. E 75 (2007) 046701,
[23] RE. Belardinclli, S.V.D. Pereyra, J. Chem. Phys. 127 (2007) 184105.

phys. A: Math. Gen. 33 (2000)

in Statistical Mechanics, Academic Press,

98

[24] C. Zhou, J. Su, Phys, Rey. E78 (2008);04:6705, and reféreﬁcés thereip ™
{25] A.G. Cunha-Netto, R. Dickman, A.A. Caparica, Comput:Phys. Com. {30 (2003)

583. ;
[26] PM.C. de Oliveira, Braz. J. Phys. 30 (2000) 195"
[27] K. Binder, Z. Phys. B 43 (1981) 119, B
[28] TW. Burkhardt, B, Derrida, Phys. Rev. B 32 (1985) 7273, .
[29] D. Nicolaides, AD. Bruce, J. Phys. A: Math, Gens21 (19’3.8\) 223,
|30} G. Kamieniarz, HW,. Bldte, . Phys. A*Mathi " Geni-26 3) 2
[31] J. Garcia, JA. Conzalo, Phys. A 326 (2003) 464 .o
[32] 1.WJ. Bléte, E. Luijten, J.R. Heringa, J. Phys, A: M

: 3 . J. Phys, A: Math. Gen,
[33] A. Pelissetto, E. Vicari, Phys. Rep. 368 (2002) 549 - 28 (1995) 6289.
[34] A. Malakis, A, Peratzakis, N.G. Fytas, Phys, Rev. E.70
; kis, N.G. X 3 A (2004) 066128,
[35] A. Malakis, S.5. Martinos, LA. Hadjiagapiou, N.G. Fytas, I)’ K]]OZLiUI i

Rev. E 72 (2005) 066120, " losoumis, Phys.
[[32]] ;\\J:G. F)]/r:s, A. Malakis, L. Georgiou, ). Stat. Mech.: Theory Exp. (2008) L07001
3 Malakis, A.N. Berker, LA, Hadjiagapiou, N.G. Fytas, P! ) Y

oty ytas, Phys. Rev. E 79 (2009)
[38] A Malakis, AN. Berker, LA, Hadjiagapiou, N.G. Fytas, T. P, i

Phys. Rev. E 81 (2010) 041113, yias T Papakenstantinon,




PHYSICAL REVIEW E 84, 026701 (2011)

Complete high-precision entropic sampling

Ronald Dickman” and A. G. Cunha-Netto' 5
Exatas, and National Institute of Science and Technol S Com
‘ g e 68y for Complex:Sys
C.P. 702, 30123-970 Belo Horizonte, Minas Gerais, Bm,-zil‘l 3
uscript received 4 July 2011; published 4 August 20 ¥

o de Fisica, Instituto de Ciéucias
Universidade Federal de Minas Gerais,
(Received 10 April 2011; revised man

Departament

Monte Carlo simulations using entr
are a valuable alternative to traditional
uses multiple studies, starting
number of configurations ©
Applied to the Ising model on the squ
about 0.01%, and critical exponentsto 1
¢ heat maximum, and of the s

of the specifi
ode] on t

with exact results, For the Ising m

opic sampling to cstimate th
methods. We introduce fomographic entropic sampling, a scheme which

from different regions of
ver the full range of energies,
are lattice, the mel

pecific heat

the exponent ratios 8

¢ number of configurations of a given c

on‘ﬁguram.m. space, to yield precise estimates of the
without dividing the latter into subsets or windows

thod yiclds the critical temperature to an accurac; of
o5, or better, Predictions for systemsizes L = 10-160, for the lempen{ur e
at the critical temperature, arc in very close aurcc;ncn:
he simple cubic lattice the critical temperature is given ;o within

/v and y/v are given to within about 0.04% and

0.003% of the best available estimate,
¢s. In both two and three dimensions, results for the antiferromagnetic

19, respectively, of the literature valu
critical point are fully consistent with th
nearest-neighbor exclusion on the square
B/vandy/vto good precision.

pol: 10.1 103/PhysRevE.84.026701

1. INTRODUCTION

A simple and reliable Monte Carlo method, capable of
estimating thermodynamic properties at any desired tempera-
ture using a single simulation, has been sought for many years
[1—4]. Sucha method could in principle offer a great advantage
over Metropolis Monte Carlo and cluster algorithms, which
require a separate study for each temperature of interest.
The information required to study the full temperature range
is contained in the number of configurations Q(E,L) as a
function of energy E, and associated microcanonical averages
[for example, the mean magnetization (m)(£,L)],ona lattice
of L sitcs. Wang-Landau sam

pling (WLS) [5,6] is currently

{he most widely used such entropic sampling method. Various
improvements to the basic WLS scheme have been suggested
[7-10]. In WLS of larger systems the range of energies (or of
ant quantities) is divided into subsets and cach such
“window” is sampled separately. The Jatter procedure hasbeen
found to distort the estimates for Q(E,L)insome cases {8,101
Despite the broad interest in WLS, relatively fow works
have been published in which critical exponents are determined
using the method. Important exceptions to this general trend
are the studies of Malakis and coworkers [11-15], who use
a modified WLS procedure 10 find the critical f:xponents
of several pure and disordered spin models. Their method
involves a two-stage process, first using WLS wi!h' the encrgy
range divided into windows 10 identify the critical energy
subspace (i.c., the Tange of energies needed to §amp]c the
critical region adequately)s followed by WLS restricted to the

critical range. In Ref. [22] the present authors obtained fair
nents of the lattice gas with nearest-

results for the critical expo : :
WLS with adaptive windows.

other relev

ose of the ferromagne
Jattice again yields the critical chemical potential and exponent ratios

tic transition. Application to the lattice gas with

PACS number(s): 02.70.—¢, 05.10.—a, 05.50.4-q

windows. Two fundamental aspects of the method are: (1

successive refinement of an initial estimate for the %2([::( )
on the basis of simulations starting from a diverse !
initial configurations, and (2) use of the final resul: 1st6t'0f
L to gencratc a good preliminary estimate for SUE }J)S;‘Ze
> L. After describing the method in Scc,II 0{
Sec. Il applications to the lsing model or; ﬂ“ib
ple cublg lattices, and to the lattice gas witﬁ
r exclusion. A summary and conclusions are

size L'
present in
square and siny
nearest-neighbo
given in Sec. IV.

II. METHOD

Consider a statistical model with a discrete configurati
space, and let ¢ denote a variable (or set of vfri,‘%t;?}]
characterizing each configuration, such as encrgy or ;1?)
number. For a given system size, knowledge of the rl:u1 l; \e
Q) of configurations, for all allowed values of 9 moer
one to evaluate the partition function and associateci Slc mal
averages for any desired temperature. Entropic sam’:r]]}ml
methods use Monte Carlo simulation to furnish estimates cE)f 1;‘1g
cvonﬁgumtion numbers, which we denote by (8) rc&crv't “‘:
$(v)todenote the exact values, whicharc in gcncral’uni(no&/n}b
The basic idea of entropic sampling is as follows. Let E(g‘
denote the encrgy of configuration C. Consider a simulatio)
method that generates configurations from the probabilit;

distribution,

1
P(C [
O SEon M

that is, the probability of configuration C is inversely propor-
tional to the number of configurations having the same energy.

neighbor exclusion, using o olat
Here we describe 2 higll—prccision entropic simu algon This could be dono using an accept: © 5
method that samples the full configuration space without using ° ptance probability,
. . [SUE
dickman@ﬁsica.ufmg.hr p{C’) = min [-v—(-)—, 1], @)
fagcnetto@fisica.ufing.br QUE)
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(As usual, when the new configuration C' is rejected, the
current configuration C is counted again in the sample.)
Let J(E) be the number of times energy E occurs in the
t follows Eq. (1), (H(E)) = Const.,
he §2( E) are in general unknown.
If we run lhcvsimululion using a set of estimated values, 2(£),
in place of Q(£) in Eq. (1), then the better the estimate, the
more uniform the histogram H(E) should be. The expected
number of visits to energy £ when we use an estimate Q2(F)

(o define p,(C) is

sample. In a simulation tha
independentof £. Of course, t

Q(E)
H(E —.
( ) & oE) (3)
55, 2(E), for Q). Simu-
5o that H(E) =~ (H(E)) for
g Eq. (3) 10 write

Suppose we begin using a gue
lating for a sufficiently long time,
we may refine our guess, usin

H(E
QUE) = —l—(—‘zQ()(E%
H,

all energies £,

)

of times energy £ occurs in the
rage of H(E) over all allowed
ion (4) is the basis of our simulation method.
The idea is to iterate this procedure, starting from an initial
guess, enough times SO that the final approximation, Qp, is
very close to the true distribution. (During the final iteration,
the microcanonical averages required 10 calculate thermal
averages arc also determined.)
For the method to yield a re
is essential that the space of configurations be sampled long
enough, and broadly enough, that at each step / = 1,....N,
the observed histogram 1;(E) is closc 10 its expected value,
that is, H;(E) Q(E)/Q,_I(L’), for all allowed values of the
_If this condition is satisfied at each iteration j, we
s Q2-1(E)to approach the exact values.
liscussion suggests that, to converge, the
{ be sampled wellat cach iteration. Our
Jfirm that better results arc obtained
ations, with a relatively
) [16] than with a larger

where H)(E) is the number
simulation, and H is the ave
energies. Equat

Jiable estimate for QE), it

cnergy.
expect the cstimate
The preceding ¢
configuration space mMus
numerical experiments cor
using a relatively small number of iter
large number of lattice updates (LUDs
number of iterations, cach having a smaller number of updates,
as shown in the following section. In the studies reported
below, for example, we use N = 5 steps, cach consisting of a
set of 10 simulations, each of which runs for Ny = 107 LUDs.
To ensure adequate sampling of the full range of energics,
the simulations in a given iteration use a varicty of initial
configurations. For the Ising model on the square and simple
cubic lattices, for which the number of configurations is
invariant under (1) inversion of all spins, and (2) inversion
of all spins on one sublattice, we us¢ the following set of
initial conditions: (1 and 2) random spin orientations; (3) all
spins up; (4) all spins down; (5) all but two neighboring spins
up; (6) all but two ncighhoring spins down; (7 and 8) all spins
on one sublattice up, the rest down; (9 and 10) configurations
(7) or (8) with a pair of neighboring spins inverted. Thus there
are four low-energy initial configurations, four of high energy
(but of low energy for the antiferromagnetic model), and two
that have E = 0. Taking a certain liberty with terminology, W€
of the distribution

call this approach tomographic sampling

PHYSICAL REVIEW E 84, 0267012011)

Q:, since studies usi i
i studies using different starting poi
i ; g sta ' points are s

ity £ points are pooled at
Abkcy f]ucsnvon concerns the-initial estimate; €, for the

!mm cr of configurations. Here it is important 1o nz)u, tl X
o) o f S > H . § ]u

in terms of the energy density e = E/L4, the microct o

entropy density, S

1
s(e,L) = — In QL%
e,L) Iz InQ(L%,L) (5)

Qcpcnds on system size L rather weakly. Thus the final res

for s(e,L) serves as a rather good first Ilpproxim;uim R.'\SE]“
larger sy§lcnl size, L'. We use a simple initial gu ,O.l,l i
Q(E) uniform over the set of allowed energies ‘(-) L'S\\ iy
field approximation] for some small initial s:ysl::nr 1 mc:{n-
s“mull L the simulation rapidly converges to a good ‘1‘5.11,%, For
Q(F, L), and the resulting entropy density s(e, L) i;‘::”‘nate o
to generate the initial guess Qo(E,L") for the I;C;(l i us'cd
in the sequence. PR

A. Implementation

All the sludi'c§ reported here use periodic boundaries; othe
b()tlr}dury conditions are readily implemented. The Iﬁi;l" 5 in
conhgurati\ons are classed by the bond number n ‘ i f spllr:
nu.mbcr of ncarest-ncighbor pairs of spins having lhé 5 “L‘
orientation. On the square lattice the allowed valucqaf“ﬁ
0= 04,6, .. imax — 4 Mmax With Ny = 2L2. [The C,l]‘d:"
is E = 2(L* —n).] To begin, we set the initial di@lribu‘?‘:y
Qu(n). Due to the cxtrgmcly large values these nun{bcr‘ 1(’)n
take [already ~ O(10%) for L = 10], they are re rCS's m‘}y
in the form of their natural logarithm. Subscqufmll Cn:lcd‘
simulation procedure is called N times. (In most of the s{{ld‘ 1,L
reported here, N = 5.) The simulation uses a single-s in_#s
dynamics. The acceptance probabilities §2;(n)/ 5.(,,/5)“ .IP
{ransition from energy n 1o n') are stored in a loolk-u t,?ll_d
(The allowed values of Anare 0, £2, and £4.) In uddri)(i‘n o
storing the orientation of each spin, we store the numb(:].] -
neighbors having the same spin orientation, as this faci o of
evaluation of An. i siaaiitos

Each time the simulation subroutine is called, the histogr:
Hj(n) is set to zero. The latter then accumulates the mngrg‘,n
of visits to cach class n over Ngm = 10 simulations (‘\L};
varied initial configurations), each consisting of Ny LUI;l
(In principlc, these studies could be carried out in parall ?
on separate processors.) Once all Ny studies are done ‘:,
update Q(n) as per Eq. (4). The acceptance probabilities a "
recalculated using the new estimate, and we proceed to the n;ct
iteration, for a total of N iterations. Each time a C()nﬁguya(ico
C is generated, be it a new one (following an ucccp?ed S in
flip) or a repetition (if the new configuration is rejected) &2
update the running sums used to calculate the microcanor;ical
averages of the absolute magnetization | M|, as well as M and
M4, The resulting averages are saved, along with In §2 ‘;n)
at the end of each iteration. (Note, howcvgr, that only, 1h:
results from the final iteration, j = N, are used to calculvu‘:
the thermodynamic properties reported below.) o

As mentioned above, the initial distribution $2o(n,L) is
gcncralcd on the basis of the final estimate for a smaller system
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25
20
15

< 10

FIG. 1. (Color online) Ising mo(_iil, square lattice: relative devia-
[H(p) — H]/H . versus bond density p for
of the first iteration, while the

bsequent iterations. (Inset)

tion of histogram, h(p) =
1. = 10. The black curve is the result
horizontal line corresponds 10 the four su

Detail of iterations 2-5.

size. For the smallest size (L = 10 in the case of the square
lattice) we use a simple approximation for the entropy density,
s(p) & —In2p = 1%, ©
This is motivated by the fact that Qn =
_ 21y = G(n = 0) =2, and that
= 1. (For convenience wWe subtract
cfinition, s = [In Gamn))/L>) For L =
10, the distribution after the first iteration, Q,(n), is already
final one, showing rapid convergence.
- TI]/TI characterizes the rel-
uniform distribution;
Justrated in Fig. 1.
) the parabolic

where p = u/Ll.
1.2) ~ 2+ whereas (1

s(p)is symmclric about p

In2 from the original d

very close 10 the

The quantity hip) = H(p)
deviation of the histogram from a
ve iterations s il
ation (starting fron
relatively large variations, while
at on the scale of this figure.
erations is shown in

ative
its evolution al successi
The result of the first iter
initial approximation) shows
{he subsequent histograms are allfl
The detailed evolution in the subsequent it
the inset; the final histogram is flat to about 99.5%.
For the passage from one system gize (L) to the next (LY
we require an algebraic upproximulion for the entropy density
s(p,L). Given that Q(n) = Qi — M)y WE first symmclrizc
the result about p = 1 and average over pairs of neighboring
values to suppress small Syslcmmic oscillationsin s. (The latter
are visible in Fig. 2, near p = 0 and p = 2.) This defines the
symmetrized and (slightly) smoothed entropy density,

altn = DILY

§(p) = }].vm/Lj)w‘—
Fs2—(n— n/Lh, D

+5(2 - H/LZ)
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§ S |
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L 1

-0.70
1.94

R L .

1.0
p

FIG. 2. (Color online) Microcanonic

: ; t cal entropy density s

sus p for system sizes L = 10, 20, 40, 80, and Ig{) 21‘:;;:3[,-)/;;‘)(1‘;))\ vc;—
wer).

The inset is a detailed view near p = 2,

0.0 15

where p' = (2n — 1)/(2L%). For smaller sizes, § i

approximated by a polynomial fitineven powcr.; ol \-l =]S ]
!Jor Jarger systems, however, maintaining a good -m—rcp —'-,1:
increasing the order of the polynomial. The fit tends to b o LS
near x = 1. (In fact, one may anticipate a weak‘ sin c]\jvo'lsl
s~ [1=x[In|l—= x| at these limits.) We find Ihall Yfi;‘tl.drlly.
symmetry $(—x) = s(x), a more convenient n]lcr;l,):lv L,n.lhe
Fouricr cosine series: el b

J
s(x)—s(l) = ZII'COS': } — f(y

j=0 ! 2 =Sl 8

' The cxpuncipn coefficients are readily calculated vsing
dlSCI:C[C npprmfrmulion to the standard integral cxpres‘{i n!j. f
quality of the fit varies considerably with the numbc; ;‘mi =
in the series. We calculate the maximum absolute dtz .l’cr‘ms
— max, |s(x) — f(x)] as a function of the number ()Ll‘vtlfmon
and use the value that minimizes 8. For example, for _Lmls'
(squarc lattice), we obtain the smallest § (2.7 >« 10:5)_[1“0
series with J = 9151. We use the Fourier series for all st (;r l
of the two-and three-dimensional Ising models l'cpor;cd‘hul( =
The execution time (for a given number of iterations i;'().\fv'
configurations, and lattice updates) scales as the mnﬁb -md]‘
Jattice sites. The largest studies reported here (for Syqtenbr.,ﬂ
L = 160) required approximately onc week on 1 i ~)_SMC
with a speed of 2.8 GHz. & IS

111. RESULTS
A. Ising model on the square lattice

We upp!y mpmgmphic sampling to the Ising model on the
square lattice, for system sizes L = 10, 20, 40, 80, 120 'm:
160, The procedure is as outlined above, except that fnr;h:: llW(()
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largest sizes, following the five studies using Ny = 107 lattice
updates, a sixth study using Ny =2 x 107 is performed. Inall
cases, the results are caleulated on the basis of the final study.
Means and uncertainties are calculated using five or in some
cases six independent simulations.

The number of configurations €2(p) takes its maximum at
p =1 and is (except for fluctuations) symmetric about this

point. In Fig. 2 we plot the microcanonical entropy density,

s(p) = L In (9(—’)—)) )
L- Q1)
n sizes. At this scale, finite-size effects are
bond densities.
test of the method we compare
results for the specific heat, magnetization, susceptibility,
d fourth cumulant with known values and with
§]. We define the specific heat
as ¢ = var(E)/(L'kyT?), where £ is the total energy.
(From here onwe employ units such that Boltzmann'’s constant
ky = 1.) Figure 3 shows ¢(T) (for L = 80) as obtained in five
independent simulations. The curves are indistinguishable on
the scale of the main graph, but a detail of the critical region
does reveal some scatter in the specific heat maxima and
the temperatures al which they occur. From the analysis of
Ferdinand and Fisher [19] one knows that on a square lattice
of L x L sites (with periodic boundaries), the specific heat
takes its maximum value at temperature T(emax) = Te(1+
0.3603/L), where T, = 2.269 185 is the critical temperature.
Combining the results of Refs. [19] and [20] one also has an
expansion for the specific heat at the critical temperaturc:

for several syster
only evident near the limiting
To perform a quantitative

and reduce
finite-size scaling theory [17,1
per site

- AgInL + C C|+CZ+C,\+
('([‘.,I,).— oInL + Co 2 L L2 L" )

(10)
25
2.4
201 o |
2.2
015 2.1 1
2.26 2.28 2.30
10} N\ ]
\\
-
) 2.2 24 26 28

T

FIG. 3. (Color online) Specific heat per site ¢ versus femperature
L = 80 in five independent simulations.

for
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2 |
/" 0.498
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/ 1
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//
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1-2 1 okl L 1 1 1 1
20 25 3.0 35 40 45 50 55
InL

FIG. 4. (Color online) Specific heat per site at the critical
temperature ¢, versus In L. The slope of the regression line is 0 4981(’:";

where Ag = (2/m)[In(1 4+ V2)J* == 0.494 358 and, for an
L lattice with periodic boundaries, Cy =~ 0.138,149‘ C‘i('
—0.170951, C> >~ 0.018861, and C3 =~ 0.056 &GS In’ F']y 71
we plot ¢(7;.) versus InL; a least-squares ]inci{r. fit .15]-1‘
o(T.) = 0.498(2)In L, that is, about 1% above the yjc ('5
flmp}]iludc. A detailed comparison with theoretical prcdic:ixm‘{
is given in Table 1; simulation results agree with theor: OII]:
within uncertainty. Linear extrapolation of the simul'li,io:)
results for T(cmax) (for L 2> 20) versus 1/L yields tl‘ =
2.26966(8), that is, about 0.02% above the cxucll V’;‘]l;
o‘f 2.269185... [21]. A similar analysis of the energy‘ e':'
site at 7, yiclds ¢, = —1.4147(5), consistent with the cxl')lcl
value, ¢, = -2 [21]. As noted above, our sampling mclhtod
represents the antiferromagnetic (AF) critical point with th
same precision as the ferromagnetic one. We have vcriﬁc(cj
that T (Cmax)» Cmax» and ¢(T;) associated with the AF transition
agree to within uncertainty with the values quoted in Tﬁbl 3 ll
for the ferromagnetic transition. :
We turn now to the magnetization, the susceptibility, and
Binder’s cumulant. The magnetization per site is given b'y‘

m(T,L) = S QUE L) E(N, = N_|)(E, L)
- .

1
LAZ(T L)
(1n

TABLE L. Square lattice: comparison of theoretical and simula-
tion results for the temperature of the specific heat maximum m;d
for the specific heat at 7,. Note that the theoretical cxprcssion‘s for
T () and c(T;) are subject to corrections of order 1/L* and /L4

respectively.

L T(ema) (D) Tlemy) (sim) — c(T) (th)  e(T) (sim)
10 2.35 2.34450(6) 1.2600 1.2597(3)
20 2.310 2.30806(8) 1.6112 1.6121(5)
20 2.290 2.2889(2) 19582 1.9573(18)
80 2.2794 2.2793(2) 2.3031 2.302(3)
120 2.2760 2.2761(1) 2.5043 2.504(%)
160 2.2743 2.2743(2) 264605 2.655(7)
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0.0
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FIG. 5. (Color online) Magnetization per site versus temperature
for system sizes (upper 10 Jower) L = 10, 20, 40, 80, and 160.
Uncertainties (for the same system sizes, lower to upper) are plotted

in the inset.

* 7 is the partition function, and ([N4+ —
icrocanonical average of the absolute
ation (N is the number of sites with
spino = 1). Results for the magnetizationare plotted in Fig. 5.
The uncertainties, which are not visible on the scale of the main
graph, arc shown inthe inset; asis tobe expected, they are most
severe in the vicinity of the critical point. We note, however,
{hat in all cases the relative uncertainty in is less than 0.04%.
The finite size scaling (FSS) relationm (T, L) ~ L™F/" permits
{he associated exponent ratio. Using the data for
— 0.1237(5), that is, 1% smaller

where g = 1/kgT
N_|)(E,L)denotes them
value of the total magnetiz

one to estimate
all system sizes we find /v
than the exact value of 1/8.

The susceptibility X = var(M)/(L4 T and its uncertainty
are plotted in Fig. 6. The relative uncertainty in y is largest
1 in the critical region for L = 160: for smaller systems and
away from the critical region, it is considerably smaller. We
list simulation results for the temperature of the susceptibility
maximum, T (Xmax)» and for the susceptibility at 7., in
Table 1L Extrapolating the values of T'(max) We find 7, =
2.26926(10). Analysis of the susceptibility data using the
FSS relation x(Ter )~ L yields y /v = 1.754(2), which
is 0.2% higher than the exact value of 7/4. It is interesting 10
note that rcs‘lricﬁnglhcmmlysislo system sizes 20 < L < 120,
we obtain the slightly superior estimates B/v = 0.1240(8) and

y/v = 1.748(2).
An independ
afforded by Binder's T
- (M")/(,?(Ml)z), Analysis of the crossin
ant for successive pairs of system sizes yields the
and cumulant values listed in Table TIL. Linear
{ the results for the last four pairs yields
10(1). The latter is in good
— 0.61071(2) [32]. Pooling

ent estimate of the critical temperature is
educed fourth cumulant 23], Q4 =
gs of Binder’s

cumul
temperatures
extrapolation 0
T =12.2694(2) and Q =0.0

‘
accord with the literature value Q
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10°

10-1 =

10—2 N
1.0 1.5 2.0

. FIG. 6. ((‘lo]or online) Susceptibility per site versus temperature
for system sizes (lower to upper) L = 10, 20, 40, 80 'pd L
Uncertainties are plotted in the inset. e i

the csﬁmures for the critical temperature derived from the
analysis of the sPcciIic heat, the susceptibility, and the rcduc:;
t:‘lllzllnla?ltmwu find 7, = 2.2695(1), about 0.01% above the
~()ur estimate for T, is, as noted, based on extrapolation
0.1 three sets of size-dependent pseudocritical lcmpcr;\lur*z
[i.e., T(cmax)s T(xmax)] and Ty. These quantities are plott bd
versus 1/L in Fig. 7. We analyzed the behavior of 1]L
pscu.docrilicnl temperature associated with the susccplibil':e
maximum, which should follow T (xmax) — T ~ L~1/" Ugiljy
our estimate o.i' T, = 2.2695, a linear fit of In[T (x, ) _ ']l‘g
versus In L yields v = 0.99(1) consistent wilh.lll;:xcriti ‘{
exponent v = 1 for the two-dimensional Ising model “
As noted above, we find it preferable to perform a r.ch!iv |
small number of long iterations than a large number of ;h 0 1 y
ones. To illustrate this point, we performed a series of .911: ?w
using a total of § x 108 LUDS, divided into 5, 10 25 (']c(;
50 iterations, for system size L = 20. In Fig. 8 We‘ ];i(;t ‘:'}:
relative uncertainties (estimated using the standard dcvi'xtioL
calculated over a set of five independent studies) of T((“ )n
T (Ymax), and of the magnetization, susceptibility, and BmS‘C,‘S
cumulant, evaluated at the critical temperature. As is clear

TABLE II. Square lattice: simulation results for the temperature
the susceptibility maximum, and for the susceptibility at 7,

of

L T (omax) x(T.)

10 2.4770(4) 1.7894(4)
20 2.3720(1) 6.093(5)
40 2.3208(2) 20.44(8)
80 22949(2) ()8.‘)5(75)
120 2.2864(1) 13‘).5(8;
160 2.28196(14) 233.2(1.8)
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TABLE 111. Ising model, square lattice: simulation results for the

temperature and the cumulant value at crossings of Binder's cumulant

for pairs of successive sysiem sizes.

L; L' T, Q-

10, 20 2.2635(1) 0.61372(10)

20, 40 2.2692(2) 0.61115(20)

40, 80 2,2689(4) 0.6115(10)

80, 120 2.2696(4) 0.6096(17)
2.2693(5) 0.611(2)

120, 160

/

the uncertainties decrease systematically as
ber of iterations; the relative uncertainty
arger using 50 iterations as compared
or m,, illustrates the general trend:
variation of the uncertainties, the
different values of N are mutually

from the figure,
we reduce the num
is roughly 5-10 times
to only five. The inset, |
Despite the monotonic
estimates obtained using
consistent.

B. Ising model on the simple cubic lattice

ly the same as for the square
Jattice. We begin sampling at L = 4, using the simple initial
guess for s(p) given in Eq. (6). Subsequently we study system
16, 20, 24, 28, 32, and 36. The smaller
ared with the two-dimensional casc),
is motivated by faster convergence, and by the need to study a
reasonably large number of system sizes in the FSS analysis,
which in this case includes a correction to scaling term.

The specific heat in the critical region is shown in Fig. 9;
the relative uncertainty in these results is at most 0.5%. We
estimate the critical emperature on the basis of T'(¢max) and
T (xmax) (SCC Fig. 10). Using the values of T(cma) for L =
12-36, a quadratic least-squares fit versus 1/LY" yields T =
4.5116(1); a similar analysis using T (xmax) yields 4.5114(1).
[We use the literature value, v = 0.6301(8) [24].] These results
accord with the best estimate of 7. = 4.511528(6)
¢ site at the critical point, e(L), is

The procedure is essential

sizes L =8, 12,
increment in L (as comp

are in good
[25). The encrgy pe

2.60 FM

//
245 /,/ |
///
240 [ / 8
A
- v/'('
236 o
230
2.26
0.00 002 004 006 008 0.10
1/L
FIG. 7. (Coloronline) Two-dimensional Ising model: pseudocrit-
wer) Tman)s T (Cmax)s and Ty versus

ical temperatures (upper 10 lo

inverse system size. Error bars arc smaller than the symbols.
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FIG. 8. (Color online) Relative uncertainties in 7'(c¢p.y) (di
monds), T(xma) (X), m, (solid squares), x. (open sc]l{zln,;:q) 1M;
Q. (circles) for L =20, versus number of iterations N, in .s‘lil:l'n*('
using a total of N x Ny =5 x 107 lattice updates. (lnsm') Eg{i,,,ﬂ:::

for m, versus N.

essentially linear when plotted versus 1/L'"; extrapolation
to infinite size yields ¢, = —0.9928(2), which compares well
with the serics-cxpansion estimate, e, = —0.9922 [2()j For
each system size, the values of cCmax and T'(cypy) assoc.imed
with the antiferromagnetic critical point are fully consistent
with the corresponding ferromagnetic values. -
The critical specific heat, susceptibility, and magnetization
are plotted versus system size (on log scales) in Fig. 11. In
light of the slight curvature evident in these plots, and siven
the smaller system sizes used in the three-dimensional sniiics

35 T T T .

3.0

25

2.0
o

15

1.0

05

L !

P

0.0
210 215 220 225 2.30
T
FIG. 9. (Color online) Ising model, simple cubic lattice: specific
heat per site Versus temperature for system sizes (lower to upper)
1 =8, 12, 16,20, 24, 28,32, and 36.
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= f1 + Const,,

3 =

Inm(T.,L) = —f— InL +cL™ + Const.
Vv

(12)
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variance between the simulation data and “f,.)°The best:fi
parameters for system sizes L = 8-36"are = —Q O(ZS -1(;
i ( . 3674 = —0:064.an
B/v = 0.521(12). The uncertainty ogin f = B/wis calculated
ne f - = T $ :
1s ﬁol]ows.. Let ¥, = Inm(7;,L) = f1, andletoy denote'the
\;d.lhm(,‘t, of the Y;, for parameters g and ¢-chosen to minimiz
cvariance. Further. lel o2 ‘ a
this anmnc.u. Further, let o denote the statistical uncertainty in
the simulation result for Inm(7,, L), and define 7> = o2 2
Then we take LS

(TEZZFI(_.L :
N il ‘()]nm(T,.,L))‘ (13)

w!lcl_‘c the derivatives are determined numerically. The uncer

tainties in the other exponent rati i , A

ratios are estimated in a similar

finties ated in a similar

For the suscSI’)ubl.th, we expect the dominant correction to
FSS to be oc L™ with vo =~ 1.96 [24], and write

Iy Gly=L P
- ) v InL +¢'L™" 4 Const. (14)

In tbis case we find y/v = 1.987(4). [Using a correctio

1o s'cnllmg term o¢ 1/L we instead obtain y /v = 1.955(1 ])r;
A similar analysis of the specific heat data (for syszlcm .siz b
L = 12-36, using a correction term o L=%/v) yicidq a/v c_s
0.161(3). Compared with the literature values [25]. ﬁ/:, =
0.519(2), y/v = 1.963(3), and a/v = 0.174(4), (;u; rcsuI;
for exhibit errors of 0.4%, 1.2%, and 7.5%, respectively. A(WS
note, however, that determination of /v via sinmlﬂtion. is iz
general a difficult task.) .

. Extrapolation of the crossings of Binder’s cumulant (see
Fig. 10, inset), yields T, = 4.5124(16), which, while ].css
precise than the estimates cited above, is consistent with the
best estimate for the critical temperature. The asymptotic value
of Binder’s cumulant obtained from the crossings is Q( =
0.47(1), while extrapolation of the cumulant valucs> Qi (’1‘41;
yields 0.467(1). The reference value for the llll‘CC-din]éi]SiL}]’J]
Ising model is Q4 = 0.465(3) [24]. Hond

Entropic sampling is particularly advantageous for dat:
collapse analyses, as it furnishes thermodynamic quantilhicls1
as conl'imu.uus functions of temperature. FSS predicts lh'\.l
magnc.nzalmn curves for diverse system sizes should l'z;ll
on universal curves (for T' > T, and 7' < T.) when plotted
in the form LA"m(LY"|T = T.]). Figure 12 shows a near
perfect collapse of the magnetization data for eight sys‘lsllx;
gizes (L = 8-36); the associated exponents are v = 0.6’2 and
g/v = 0.512. Figure 13 is a similar plot for the susceptibility,
again using v = 0.62 and y /v = 1.99. In this case the data 1"0rv
7 > T, collapse perfectly while those for 7" < T, approach
a common scaling function with increasing system size. (The
downward curvature in these plots signals the ]0w—lcmpcrdlure
boundary of the scaling region.)

C. Lattice gas with nearest-neighbor exclusion

We apply our entropic sampling to the lattice gas with
nearest-neighbor exclusion (NNE) on the square lattice [22,27
28], using entropic sampling to cstimate the number of distinct

configurations Q(N, L) with N particles satisfying the NNE
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FIG. 12. (Color online) Ising model, simple cubic lattice: scaled
magnetizationm* = L#/"m versus scaled temperature 1* = L'MT -
T.| for eight system sizes (L = 8-30), using v = 0.62 and /v =
0.512.

condition, on an L x L lattice with periodic boundaries. The
grand partition function is

NMuax
By = Z NN L),

N=0

(15)

Q]

where z = ¢ is the fugacity, u =[i/kgT (fi denotes the
Npax s the maximum possible
number of particles, equal to L*/2 on the square lattice.
(In what follows we refer to ¢ as the chemical potential.)
The model exhibits an Ising-like phase transition on bipartite
in the ordered phase a majority of the particles occupy

chemical potential), and

Jattices;
-2
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L3

=
£ 6
-8
-10
4

In t*
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= L\M|T ~

T

FIG. 13. (Color online) Ising model, simple cubic |
v/ versus scaled temperature 1

susceptibility x* = L~
— §-36), using v = 0.62 and y/

7.| for eight system sizes (L
1.99.
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Plp. 14. (C(')]or online) NNE Jattice gas: susceptibility versus
Lhumcalv potential. (Inset) Order parameter versus chemical potential;
system sizes as indicated. Error bars are smaller than the symbo)s‘ ‘

one of the sublattices. The associated order parameter is the
difference between the occupancics of sublattices A and B:

1
¢=m<2(’x—2m>. (16)

XEA xeB
where oy is the indicator variable for occupation of site x

We begin our study with a small system (L = 8) uci;w a
flat initial distribution, In Q2 = 0. Following the p;()écdﬁr:
.dcscrib.cd in Sec. Il, we perform N =S5 iterations wil;
increasing. numbers of lattice updates [29]. We use IO‘iniliu]
configurations at eachiteration: five corresponding to an empty
lumcc,'and five in which one sublattice is fully occupicd. Here
each mgl move is either an insertion or a removal of a pu;'liCIC'
target sites are chosen at random. For system sizes L' > § wé
construct the initial guess for Q(N, L") using a tenth-degree
polynomial fit to s(p,L) = [In QN,D))/L?, where L is the
previous size studied and p = 2 > 8 A sieg §
B p =N/L* We study six sizes in

}:‘igurc 14 shows the susceptibility, x(p) = [}((¢2) —
(@) as a function of the chemical potential for dif!'e;lcm
sys?cm sizes; the inset is a similar plot of the order parameter
Estimates for the critical chemical potential ji, are obl'\in*d
via unn]y.‘s‘is of the maxima of the susceptibility and (;1' 1;c
compressibility, k(i) = L2((p?),, — (ﬂ)i)/(p)? Extrapola-
tion versus 1/L yields ¢, = 1.3359(3) and I: =1 ’%4131(7‘)
The former, more precise value, is about ().14% hig];m 111:1;
the literature value. FSS analysis of the susceptibility muxil;n
yields y /v = 1.750(2), consistent with the exact value for lh;
two-dimensional Ising model.

Using the high-precision result for the critical chem-
ical potential obtained by Guo and Blote [28], s, =
133401510027 774(1), we caleulate (L), ¢y(L), and
0.(L), where Q = (B32/(¢*) is related to Binder's l'cziuccd
cumulant [23]. Linear extrapolation of these quantities versus
1/L yields p. = 0.36773(1), f/v =0.1247(3), and Q, —
0.8565(5). These results are in very good agreement v:/ilh
the literature values [28,32]. [Using our own less accurate
estimate, jt. = 1.3359(3) we obtain B/v =0.122(2) and
pe = 0.36815(3).] We summarize our main rcsu]ls'l'm‘ the
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TABLE 1V. Critical values for the NNE lattice gas obtained via
entropic sampling (ES) and WLS with adaptive windows (AW). The
results of [31] were obtained via Monte Carlo simulation, those of
[28,30,32] via transfer-matrix analysis.

ES AWWLS [22] Literature values

e, 1335003) 133001 133401 510027 774(1)*
e 1.34402) 1.337(2) '

0. 085655  0.852(6) 0.856"; 0.855(1)¢; 0.85625(5)
oo 0D36773(1F  0.36800(5)° 0.3677429990410(3)"
y/v  1750(2) 1.762(8) 7/4 (exact)

B/v 0124703 01232 1/8 (exact)

"Guo and Blote [28].

YBurkhardt and Derrida [30].

“Nicolaides and Bruce [31].

dKamieniarz and Bléte [32].

*Values obtained using g, from [28].

'Using our best value for g, we obtain B/v = 0.122(2), p,
0.36815(3) while the AW study yields /v = 0.130(9) and p,
0.3675(5).

Il

Il

lattice gas and compare them with reference values in

Table 1V.

D. Critical singularity of the entropy density
The critical point corresponds to a value of p such
that, in the thermodynamic limit, the second derivative s” =
d*s/dp* = 0. Since direct estimation of the second derivative
of numerical data via finite differences is not a viable
procedure, we instead use a Gaussian filter,

s"(py0) = / dp's(p"g"(p = v’ 0), an

Jo
where g(p; @) is anormalized Gaussian distribution with mean
sero and standard deviation o. [The filter width o is chosen
large enough to suppress fluctuations but small cnough to
maintain resolution; it ranges from about 5Ap for L = 20
to about 50Ap for L =160, where Ap = 1/(2L%) is the
bond density increment.] Figure 15, for the square lattice,

0.0 [

02 06 10 14 18
p

FIG. 15. (Color online) lsing model, square lattice: s”(p) versus
=20, 40, 80, 120, and 160. The minimum in

p for system sizes L =
|s”| grows sharper with increasing system sizc.

PHYSICAL REVIEW E 84, 026701°(201 1)

FIG. 16. (C()Zor online) Ising model, simple cubsic lattice: 5"
versus p = n/L” for system sizes L = 16, 24, and 32 Tl ; "l -
curves are indistinguishable at this scale, CE

shows that [s”| exhibits a sharp minimum, which appears

approach zero as L increases. The mim'n,mm nc';rppcirsl'o
corresponds to the ferromagnetic transition: nol‘c 1/;1; 11‘7
expected (infinite-size) valueis p,. = | — e /2 =1+ I/‘\/f]—c
1707 107 ... .. The minimum near p = 0.3 corresponds to t]k
rmtijbr_rnnmgnen'c critical point. Figures 16 and i7 are lsim'l']c
pll(:.(shior the zIsing model on the simple cubic lattice {lf(l)l:
which p. =3 —e.)/2 ~ 1.99 h attice p

i i 6 )/ 1.997), and the NNE lattice gas,

E. A note on restricted sampling

Our 1‘nclhod. as noted, samples the entire range of energies
;m‘d while this is advantageous in some circumstanc *L'rglbb‘
might inquire whether the sampling might be r:xln:ls, Ione
at least concentrated in a region of particular iﬁlcrcs:( for
example, to those energies that occur with a sign'iﬁ‘cq:;:

5 -

0 T T

6 s 1

0.30 0.35 0.40

p

FIG. 17. (Color online) NNE lattice gas, square lattice: s"(p)
versus p = N /L= for system sizes L = 20, 40, 80, and 120,
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probability in the critical region. In Wang-Landau sampling,
imposing fixed limits on the sampling range has been found
to distort the estimates for Q(E) in certain cases [10,22]. We
therefore consider a smooth preference in sampling, in which
the acceptance probability, Eq. (2), is modified so

pa(C’) = min [M, 1:’.
QUE) f(E")
Now the probability of visiting energy level E iso 1/f(E),
and the formula for updating (E) becomes

Hi(E
Qj41(E) = —;T—)f(E)Qj(E)-

7

(18)

(19)

In principle, one can penalize visits to “uninteresting”
regions using larger values of f, which are then compensated
for in the modificd updating formula. Since a greater fraction
of the sampling occurs in the region of interest, one expects
to obtain better statistics there, for the same total number of
lattice updates.

We set f = 1in the region of interest, that is, for n 2 npin.
In one series of studies, / = expla{ny, —n)] for n < nyp,
while in the second we set f = expla(igin — n)?]. Here a
is a paramcter that controls the sharpness of the cutoff in
sampling. In the linear case, using npip ~ L? (i.e., half the
maximum bond number), and « in the range 0.1-0.5, we
obtain distributions Q(n) (for L =40 and 80), that differ
significantly from those obtained with uniform sampling, even
on theregion with f = 1. In the sccond sct of studics we chose
« such that f(n = 0) = ¢~ 2 0.007; f grows quite slowly
in the vicinity of ny,. In this case the estimated number of
configurations does not exhibit obvious distortions, bul we
find that the susceptibility and specific heat, evaluated near 7o,
are significantly greater than the values obtained with uniform
sampling. The relative differences grow with the system size.
For cxample, the maximum susceptibility Xmax is found to
be 0.6% (1%) higher than that obtained using unrestricted
sampling, for L = 40 (80). This occurs despite the fact that at
7, the probability ¢~ PEQ(E) associated with bond numbers
n< nmia 18 € 1073, so that the contribution (o thermal
averages duc to this range of n values is completely negligible.
We conclude that restricting sampling in this manner docs not
improve the quality of the results, and in fact appears to cause

systematic errors in thermal averages.

PHYSICAL REVIEW.E'84, 02670 (‘;zoj i o

IV, SUMMARY

We have devised an entropic sz;kmp‘]ihg mdhodt]ﬁiii Covers o :

the entire range of energies, and yields results of good précisis
f(')r a n.10dcst expenditure of computer finie: For %1(:‘!'15\10"
d1mcpspnal Ising model, we obtain theter fem ure
to w.nhm about 0.01%, the exponent rali’os:y/‘; qndp;murc
within 1%, and excellent agreement with thcorclica] resul{svflo
the position and value of the specific heat and susce 1ibi1'?r
maxima. Very good results for the Ising model on thepsin 1ly
cubic ]alticc, and for the lattice gas with ncarest-nciﬁl]tl)) :
cxc]uslgn, arc also obtained. The method is relatively sixvn1 lOr
ax;d avoxfis sampling in “windows” with the attendant problfnfsy
0 i | oy £ . " 1 N
lhcpl:éﬁ:é‘fr;ffdher the results, and of possible distortions at
T.hc sizes used in the present study are relatively modest
and indeed very large sizes are not required (o obiain re L .
rcj,suhs for the Ising model. (One benchmark study oflhc?lh;isL
dimensional Ising model {24], for example, uses L < 40 j:-
the latter work illustrates, precise results for a lar;: sc.l o?‘
modcst;ystcm sizes, coupled with finite~size scaling"analysis
may be just as useful as simulations of much larger systems.) Ir;
the present study we observe areduction in quality (as rcﬁeéted
in the relative uncertainty of thermodynamic variablcs), with
'in.cr.easing system size. We believe that an enriched .;cl of
initial configurations, permitting more thorough sampling of
configuration space, will help to maintain precision as one
increases the system size. This is an important issue for future

work.
Key features of our fomographic sampling method are as

follows: pooling results starting from very different initjal
configurations before updating the estimate for £, and using
the results for a given system size o generate an initial estimate
for the next larger size. The method furnishes globally accurate
results, as well as precise estimates for critical properties
using a single set of paramcter-free simulations, lhercb);
opening new possibilitics for the application of cntropic

sampling.
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