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Resumo

Neste trabalho utilizamos um feixe de fotons gémeos como fonte na microscopia de
desfocalizacdo. Consideramos um objeto de fase iluminado pelos fétons gerados pela con-
versdo paramétrica e detectados no plano da imagem desfocalizada, em coincidéncia. Usando
a funcdo de correlacdo de quarta-ordem nos campos no plano da imagem desfocalizada obti-
vemos uma equagao geral que nos permite obter a probabilidade de detec¢ao dos dois fétons
neste plano, considerando lentes de tamanho finito. Via simulacdo numérica realizamos a

comparag¢do ao modelo cldssico onde verificamos um ganho na resolucao.
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Abstract

We study in this work the Defocusing microscopy for the case where the light source is a
beam of twin photons. It was analysed the situation where a phase object is illuminated by
photons generated by parametric down-conversion and the image is obtained by detecting the
photon pairs at the defocused image plane in coincidence. By using a fourth-order correlation
function in the fields at the defocused image plane we obtained an expression that allows us
to calculate the detection probability of the two photons in this plane for the case of finite
size lenses. This expression was calculated numerically and a comparison with a classical

light source was done. A gain in the spatial resolution was observed.
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Capitulo 1

Introducao

A microscopia de desfocalizacdo desenvolvida nos trabalhos do grupo de fisica de sistemas
bioldgicos do DF-UFMG, referéncia [(1)], surge como uma alternativa vantajosa para o es-
tudo de objetos de fase como membranas de células vivas, por exemplo. A razdo disso é
que enquanto a microscopia convencional de contraste de fase nos d4 informacao a respeito
da espessura do objeto, o microscépio desfocalizado nos fornece o laplaciano da espessura
local, ou seja, revela informacodes a respeito da curvatura local. No presente trabalho iremos
estudar uma montagem que promete melhorar a resolucao do microscépio desfocalizado e
também diminuir os danos causados as amostras vivas.

Essas espectativas surgiram dos resultados da dissertagao de Ivan F. Santos, referéncia
[(2)], que trata da utilizacdo de pares de fotons da conversdao paramétrica descendente, CPD,
como fonte de um microscopio padrdo. Aqui € necessario ressaltar a importancia dos tra-
balhos sobre CPD realizados pelo grupo de 6tica quantica experimental do DF-UFMG, re-
feréncias [(3)] e [(4)], onde se encontra a estrutura tedrica que possibilita o estudo do mi-
coscopio quantico, relacionado a correlagcdo e emaranhamento espacial de pares de fétons
gerados pela CPD. Esses trabalhos estabeleceram que as propriedades do espectro angular
do feixe de laser sdo transferidas para o estado dos pares de fétons gerados no processo da
conversao paramétrica descendente.

A conversdo paramétrica descendente ocorre em um cristal iluminado por uma fonte de

laser de alta intensidade, onde o primeiro termo ndo linear da susceptibilidade elétrica do
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meio produz efeitos mensurdveis e resulta, com uma pequena probabilidade, na conversao
de um féton do feixe de laser em dois fotons ( ’fotons gémeos™) que se propagam respeitando
a conservagao de momento e energia, estando assim correlacionados em energia e momento,
e também pelo tempo, ji que eles sdo gerados quase simultaneamente [(3)].

Neste trabalho verificaremos via cdculo numérico a possibilidade de haver um ganho na
resolucao para o modelo de microscopia de desfocalizacdo ao utilizarmos fétons gémeos.

Gostarfamos de deixar claro ao leitor que essa dissertacdo segue uma linha historica que
passa pelos trabalhos de Carlos Monken [(4} 3)], que desenvolveu um tratamento quantico
utilizando a ética de Fourier que pode ser aplicado a conversdo paramétrica descendente na
aproximacgdo paraxial e monocromética. E continua com os trabalhos de Ivan Santos [(2)],
que aplicou essa teoria a andlise das imagens de objetos de amplitude quando iluminados
por fotons da conversdo paramétrica (fétons gémeos). Inspirado pelo tratamento classico da
microscopia de desfocalizacdo, realizado por U. Agero [(1)], analisamos nesta dissertagao
a situacdo onde a fonte classica € substituida por feixes de fétons gémeos e a detec¢do dos
pares € feita em coincidéncia no plano da imagem desfocalizada.

Iniciaremos com uma revisio sobre Otica de Fourier, referéncias [(6;17;18)], onde ficardao
definidos a transformada de Fourier e o Teorema da convolucao, que serdo amplamente uti-
lizados mais a frente. Nesta revisdo estdo presentes o formalismo do espectro angular, as
aproximacdes de Fresnel e Fraunhofer e a equacdo da lente.

Em seguida, no capitulo 3, estudaremos a teoria do microscopio desfocalizado afim de
obter uma expressao para o campo elétrico no plano da imagem desfocalizada, utilizando o
formalismo do espectro angular.

No capitulo 4 esta descrito como foi realizada a transicao do caso cldssico para o quantico,
juntamente com as aproximacoes utilizadas para simplificar a expressdo encontrada para o
estado de dois fotons. Calcularemos a fun¢do de correlacdo quantica de 4% ordem nos cam-
pos no plano da imagem para o microscopio desfocalizado.

O capitulo 5 é o resultado do nosso trabalho, nele se encontra a equagdo geral para a

probabilidade de detec¢do em coincidéncia dos fétons gémeos no plano da imagem desfo-
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calizada. Utilizando cédlculo numérico, comparamos para alguns objetos de fase a imagem

obtida na microscopia de desfocalizacao quando o objeto € ilumidado por f6tons gémeos ou

por luz cléssica.



Capitulo 2

Otica de Fourier

2.1 Analise de Fourier

A Anilise de Fourier é uma ferramenta matemaética de grande utilidade na andlise de fenome-
nos lineares e também nao lineares. A seguir estd um estudo sobre os conceitos fundamentais

desta ferramenta extraido da referéncia [(7)].

2.1.1 Definicao

A transformada de Fourier de uma fun¢@o complexa de duas varidveis independentes, g(x, y),

sera representada por F(g) e definida por:

Flg) = Glfor f,) = / / o(a, y)e U= ) dady, @.1)

uma func¢do complexa de duas varidveis independentes f, e f,. A Transformada Inversa de
Fourier, muitas vezes referida como a representacdo em integral de Fourier da fun¢do, serd

representada por F (@) e definida por:

FG) = glo.y) = ﬁ / / G, f,) = df,. 2.2)
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2.1.2 Condicao de Existéncia

O conjunto de condi¢des de existéncia mais comum, porém nao muito rigoroso no sentido

usual da matemdtica, € o seguinte:
1. g deve ser integravel no plano (z,y).

2. g deve ter um ntiimero finito de descontinuidades e também de pontos extremos, em

qualquer regido.
3. ¢ ndo pode ter descontinuidades infinitas.

Muitas vezes € conveniente representar a onda fisica real por outra idealizada por fungdes
matematicas, frequentemente essas idealizagdes violam uma ou mais das condi¢des de existéncia.
Por exemplo: para representar um pulso forte e de curta duracdo utiliza-se a funcao delta de
Dirac, que € infinito na origem e zero em outro lugar, tendo assim uma descontinuidade infi-
nita que viola a condicdo de existéncia nimero 3. Em geral qualquer uma dessas condi¢des
pode ser enfraquecida a preco do fortalecimento de outras.

Para situagdes que nao satisfazem as condicdes de existéncia, serd possivel encontrar
uma transformacdo semelhante desde que a funcdo em questdo possa ser definida como o
limite de uma seqiiéncia de fun¢des transformdveis. Neste caso, transformando entdo cada
fun¢cdo membro da seqiiéncia correspondente e tomando o limite da nova seqiiéncia gerada
obtemos a chamada Transformada Generalizada de Fourier. Essa transformada serd mani-
pulada da mesma maneira das transformadas convencionais sendo a distin¢c@o entre os dois

casos geralmente ignorada.

2.1.3 A transformada de Fourier como uma decomposicao

Quando um fendmeno fisico experimental possui a propriedade da linearidade, a resposta
total do sistema a um estimulo complicado pode ser encontrada através de uma combinacao
linear de respostas a um conjunto de estimulos elementares, nesse caso, a descricdo ma-

tematica se torna simplificada. A andlise de Fourier fornece os meios bésicos de tal decompo-
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sicdo. Considere a transformacao:

g(t) = ﬁ / TG ) exp (i) df. 2.3)

A funcdo temporal g estd expressa em termos de seu espectro de freqii€ncia.

Podemos considerar esta expressdao como uma decomposi¢ao da fungdo em uma combi-
nagdo linear de fungdes elementares, cada uma com a forma especifica exp (i ft). O nimero
complexo G (f) € entdao simplesmente um fator de peso a ser considerado a fim de sintetizar
a fungdo g (t) desejada.

De forma semelhante, podemos considerar a transformada de Fourier bidimensional
como a decomposi¢do de uma fung@o, g (x,y ), em uma combinacao linear de fungdes ele-
mentares do tipo explif,x + f,y)]. Como mostra a figura abaixo estas fungdes terdo fase,

¢ = (fzx + fyy), igual a zero ou multiplo de 27, ao longo das linhas descritas pela equagéo:

f 2nm
y=—""z+—, (2.4)
sendo, n, um ndmero inteiro.

by

1
on 0
fy| L

21— X

Figura 2.1: Linhas de fase ¢ = (fyz+ f,y) constantes e multiplos de 27, da funcdo elementar exp[i( f, z+
fyy)]. L € a distancia entre planos cuja fase é constante e igual aos multiplos de 2.
Assim, cada funcdo elementar, podera ser considerada como sendo orientada no plano

em um angulo #, em relacdo ao eixo x, ou seja:

@ = arctan (;—j) . (2.5)
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2.1.4 Teoremas sobre a Transformada de Fourier

Vamos agora apontar algumas das propriedades matematicas bdsicas da transformada de

Fourier, aqui representadas por teoremas matematicos.

1. Teorema da linearidade
Flag+pBht=aF{g}+pF{h}. (2.6)
2. Teorema da convolucao

Se F{g(r,y)}=G(fe, fy)e F{h(z,y)} = H(f:, [,), entdo

[ stemhe-ey-mdan) =g, @)

3. Teorema da Integral de Fourier

FF Hg@y)=F 'Flg(zy)}=g(zy). (2.8)

2.2 Sistemas Lineares

Designaremos por sistema o mapeamento de um conjunto de fun¢des de entrada em um
conjunto de funcdes de saida, como por exemplo o caso de redes elétricas, com entradas e
saidas de funcdes reais (tensdes ou correntes) da varidvel tempo; ou o caso de sistemas de
imagens, com entradas e saidas de fun¢des reais (intensidade) ou complexas (amplitude do
campo), de duas varidveis espacias independentes (z, y). Definimos o operador matematico
que representa o sistema como S {}. Se ¢; (x1, y;) representa a entrada e ¢, (2, y2) a saida,

teremos:

S{g1 (z1,91)} = g2 (x1,11) - (2.9)
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Um sistema € dito ser linear se a propriedade da superposi¢cao que se segue € obedecida para

todas as funcdes de entrada p e q e todas as constantes complexas a e b:

S{ap (z1,y1) +ba(z1,11)} = aS{p (v1,91)} +bS{q(z1,91)} (2.10)

Como mencionado anteriormente, a grande vantagem proporcionada pela linearidade é
capacidade de expressar a resposta do sistema a uma entrada arbitraria em termos da resposta
a certas fungdes elementares em que a entrada podera ser decomposta. Para encontrar um
meio simples e conveniente de decompor a entrada podemos utilizar a fungdo ¢ (delta de

Dirac) como fun¢do elementar. Ou seja:

g1 (@1, 1) = //_ g1 (§,m) 0 (xy — &y —n ) dédn. (2.11)

Esta equacdo expressa g; por uma combinagao linear ponderada de fungdes 0 deslocadas.

A resposta do sistema para a entrada g; podera entdo ser escrita como:

R =s{// 01 (60) 8 (21— &1 —n)dfdn}, 2.12)

onde g, (£, ) € o fator de peso.
A propriedade da linearidade permite que a transformacio S opere individualmente em

cada funcdo elementar, o que permite que o operador S seja levado para dentro da integral:

92(22,y2) = //_ g1 (&,m ) S{6 (x1 — & 1 —n ) dédn. (2.13)

Utilizaremos a fungdo h (x — &,y — 1 ) para representar a resposta do sistema no ponto
do espago (z2,y2) da saida referente a uma fungdo elementar com coordenadas (£,7 ) na

entrada. Isto €:

h($27y235777) =S {5 (‘rl - 573/1 - }) ) (214)

onde h € chamado de resposta de impulso. A entrada e saida do sistema podem agora ser
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relacionadas pela equacao:

g2 (12,9, ) = // g1 (5,77 ) h (2,2 35a77) d&dn (2.15)

Esta expressdo fundamental, conhecida como integral de superposi¢ao, demonstra o fato
de que um sistema linear pode ser completamente caracterizado por suas respostas a impulsos
unitarios. Para especificar completamente a saida, as respostas devem ser, em geral, conheci-
das para impulsos localizados em todos os pontos possiveis no plano de entrada. Para o caso
de um sistema de imagem linear, este resultado tem a seguinte interpretacao fisica: os efeitos
produzidos por elementos de imagem (lentes, obstaculos, etc) podem ser totalmente descritos

especificando as imagens de fontes pontuais localizadas em todo o campo-de-objeto.

2.3 Funcao Transferéncia

Para um sistema isoplanético podemos escrever:

h($273/2§§777) :h(x2_§7y2_77;070) (216)

E a integral de superposi¢do de um sistema invariante assume a forma particular:

92 (1‘27?;2):// g1 (&m ) h(xe =&y —n)dédn (2.17)

que reconhecemos como uma convolugdo bidimensional da fun¢io-de-objeto, g1 (x, y), com

a resposta-de-impulso do sistema. Representaremos essa equacdo, simbolicamente, como:
g2 =91 ®h, (2.18)

onde o simbolo ® indica que as funcdes devem ser convoluidas.
A relagdo de convolugd@o acima assume uma forma particularmente simples fazendo uma

transformacao de Fourier. Mais especificamente, transformando ambos os lados e invocando
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o teorema de convolugdo, os espectros da saida G»( f,, f,) e de entrada G ( f;, f,) do sistema

ficardo relacionados pela equagdo:

onde H ¢ a transformada de Fourier da resposta de impulso,

H(forf,) = / / h(&n) expl—i (fuf + fy1) ] dedn. (2.20)

A fun¢do H, chamada fungdo transferéncia do sistema, indica os efeitos do sistema no
dominio das freqiiéncias.

Podemos considerar as relacdes (2.19) e (2.20) como uma revelagdo de que, para um
sistema linear invariante, a entrada pode ser decomposta em func¢des elementares mais con-
venientes do que as fungdes d. As funcdes exponencais complexas da representagdo integral
de Fourier sdo entao reconhecidas como fungdes elementares alternativas. Estamos entdo
decompondo a entrada em fungdes exponenciais complexas de vérias freqiiéncias espaciais
(fz, fy). Multiplicando o espectro de entrada Gy (f,, f,) pela fungdo de transferéncia H
estamos levando em conta os efeitos do sistema em cada fun¢ao elementar. Nota-se que estes
efeitos sao limitados a um mudancga na amplitude e na fase, pois simplesmente multiplicamos

o espectro de entrada por um nimero complexo a cada par ( f,, f,),

h(za,y2:6,m) = h(x2 — & y2 — ). (2.21)

A transformacdo inversa do espectro de saida GGy sintetizard a saida go por uma soma

dessas novas fungdes elementares.
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2.4 O Espectro Angular de Ondas Planas

Veremos a seguir que se uma distribuicdo complexa de campo através de um plano qual-
quer, devida a uma perturbacdo monocromatica, € estudada pela analise de Fourier, as vérias
componentes espaciais de Fourier podem ser identificadas como ondas planas viajando em
diferentes dire¢Oes para fora do plano. Assim, a amplitude do campo escalar, e polarizado
em uma direcdo, através de qualquer outro plano z, podera ser calculada pela soma das
contribui¢des dessas ondas planas, levando-se em conta as mudangas de fase a que foram

submetidas durante a propagacao.

2.4.1 Interpretacao fisica

Suponha um sistema de fontes monocromaticas nao especificado. As ondas desse sistema
incidem em um plano transversal (x, y) viajando na dire¢do z positiva. O campo através do
plano z = 0 é representado por U(z,y,0). O objetivo final serd calcular o campo resultante
U(z,y, z) em um plano paralelo localizado a uma distancia a direita do primeiro. A fungdo

U(z,y,0) terd uma transformada de Fourier bidimensional dada por:

A(for f,,0) = / /_ " U, g, 0)eapl—ifoz + f,)ldzdy (2.22)

A Transformada de Fourier Inversa sera:

Uz, y,0) = # / /_ A(for £, O)explil oz + Fuy))dfadf, (2.23)



2. OTicA DE FOURIER 12

Consideremos agora uma onda plana simples propagando com vetor de onda K de mag-
nitude (27/\) sendo a dire¢@o representada pelos arco-cossenos «, 3, ~y, conforme ilustrado

na figura abaixo. Essa onda plana tem uma representacdo complexa da forma:
P(z,y,z;t) = exp[i(E.F— 2nvt)), (2.24)

onde 7 = 3 + y§ + 22 é o vetor de posicdo e k = 2 (ad + B9 + ~2), o vetor de onda.

Figura 2.2: Representacdo do vetor de onda k

Para ondas monocrométicas, o termo vt acarreta uma mudanca na fase independente da
direcdo de propagacao da onda, sendo entdo igual para todas as ondas consideradas. Por
isso, a dependencia temporal serd desprezada. Assim a amplitude de uma onda plana através

de um plano em z serd dada pelo fasor:

—

P(z,y,z) = exp(ik.F) = I (o +By) i Xz (2.25)

Além disso, «, 3,y estdo relacionados por:

= VTP,

Entdo, através de um plano com z, a fungdo exponencial complexa exp[i(f,z + f,y)],
serd vista como a representacdo de uma onda plana propagando com direcao dada pelos

arco-cossenos de «, /3,y com:

A

A A A
A T T [ E VIS Wi Cr Y
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Na decomposi¢io de Fourier de U(z, y,0), a amplitude complexa da componente repre-
sentada pela onda plana de freqiiéncia espacial (f, f,) € A(fs, fy; 0)df.df,, calculada em
(fe =2ma/ A, fy = 2wB /). Assim, a fungdo A(f,, f,;0) é chamada de espectro angular da

perturbacdo U (z,y,0).

2.4.2 Propagacao do Espectro Angular

Consideremos agora a propagacdo da luz de um plano z = 0 ao plano paralelo z = z. O

espectro angular de U(x, y, z) serd A(fs, fy; 2), com (f, = 2ma/A, f, = 273/ N). Isto é:

2ra 27r5 [ 21« 23
A< 3 ) // (x,y, 2)exp[—i <Tx+ ) >]dxdy, (2.27)

U,y 2) = // (27?04 213, z) expli (2§ax+ Qzﬁy)]dzi&d%;ﬁ.
(2.28)

Por outro lado, pela equacdo de Helmholtz, que é vdlida para qualquer regido livre de

fontes, temos que:

VU + KU = 0.

Aplicando este requerimento a equagdo (2.28) obtemos a equacdo diferencial:

e L[5 G (e 50« () e

0? 2 213 (2 213 2 2713
gt (5 5 e[ (50 20| (5) o () -
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ou seja:

d? 2ra 27f o 2 2ma 27
_A I - 1 _ 2 _ 2 A - . —

que possui solugdo:
2nae 2mf 2o 2mf 27
Al —, —2 | = A —, —; —/1—a?— 32 2.2
(220,20 ) L (B0 e () e

com o requerimento o + 32 < 1, que ¢ satisfeito para todos os angulos de propagacdo, se
desprezamos as ondas evanescentes (o + 32 > 1).

Assim, o efeito da propagacdo por uma distancia z, serd uma mudanca nas fases relativas
dos vérios componentes do espectro angular. Ou seja, como cada componente viaja em uma
direcdo diferente, cada uma percorre uma distancia diferente entre os planos paralelos e entao

sera introduzido um atraso de fase relativo entre elas.

2.4.3 Efeitos da Difracao no Espectro Angular

Com o intuito de caracterizar a estrutura que produz a difracdo definimos a funcao trans-

mitdancia de amplitude:
Ut(x> Y; O)

Ui(z, y;0)’ 230

tA(xv y) =

onde U;(x,y;0) é a fungdo amplitude do campo transmitido e U;(z, y; 0) a fungdo amplitude

do campo incidente, ou seja:

Ui(w,y;0) = Ui(x,y; 0)ta(z, y).

Em seguida, o teorema da convolucdo relacionaremos o espectro angular do campo inci-

dente com o do campo transmitido, isto é:

At (fxvfy) = [Az (fmfy)@T(fmafy)]v (231)
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sendo 1" (f;, f,) a transformada de Fourier da func@o transmiténcia t 4,

T (fe, fy) = //_ ta(x,y)exp [—i(fox + fyy)] dzdy. (2.32)

O simbolo ® representa a convolugao.
Para o caso de uma onda plana de amplitude unitaria iluminando a estrutura difratora

normalmente, o resultado toma uma forma simples. Neste caso:

A; (fwafy) - 6(f$=fy)

A (for fy) = 0 (fas fy) @ T (fa, fy) = T (far fy) - (2.33)

Assim, o espectro angular transmitido pode ser encontrado pela transformada de Fourier

da funcao amplitude de transmitincia da abertura.

2.5 Difracao de Fresnel e Difracao de Fraunhofer

Incluiremos agora uma abertura difratora no plano (£,7) e calcularemos o campo em um
plano paralelo (x,y) colocado a uma distancia z da abertura, que serd iluminada na direcdo

z positiva, como mostra a figura abaixo.

Figura 2.3: Coordenadas no plano da abertura e em outro plano a frente da abertura.

O principio de Huygens-Fresnel fornece a férmula para o nosso célculo. Em coordenadas
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retangulares teremos:

1 &
- — / / U(PQM cost ds, (2.34)
Z)\ Z To1

onde # é o angulo entre a normal n e o vetor 7, , que aponta de F, a P.

01°
O termo cosf é dado por:

cost) = —.
To1

Com isso obtemos:

/ / ) P ””"01) dedn, (2.35)

01

onde 7y; € dado por:

ron= V2 (@ =7+ (y—n)* (2.36)

Até aqui utilizamos apenas duas aproximagdes. Uma por se tratar de uma teoria escalar
e outra que a distancia de observagao deve ser maior do que varios comprimentos de onda,

para que se possa desprezar as ondas evanescentes.

2.5.1 Aproximacao de Fresnel

Para reduzir o principio de Huygens-Fresnel a uma forma mais simples, faremos uma aproximagao
para a distancia ry; utilizando a expansdo binomial, como descrito abaixo:

A expansdo binomial de v/1 + b com b < 1 € dada por:

1. 1
\/1+b:1+§b—§b2+~-. (2.37)

O ndmero de termos significativos depende da magnitude de b.

Fatorando z na expressao (1.37) temos:

r—£\? o \2
ron = Z\/l + ( ) + <y 77) . (2.38)
z z
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Faremos agora a seguinte identificacdo:

(26) +(27) =

Assim, retendo apenas os dois primeiros termos da expansao (2.38) teremos:

1 fx—¢& S| y—n 2
1—|—§< p, ) +§( " )] (2.39)

Nesta percebemos que a aproximagdo de Fresnel considera a onda esférica como um pa-

Tolr =~ 2

raboldide. Voltando para a férmula (2.36) faremos a seguinte aproximagdo. Para ry; que
aparece ao quadrado no denominador do integrando, manteremos apenas O primeiro termo
da aproximacao em (2.39). Mas, para o ry; presente na exponencial, o segundo termo nao
serd desprezado. Primeiramente porque ele estd multiplicado por k, de ordem 107, depois
porque uma mudanca de fase de apenas uma fracdo de radiano pode alterar o valor da ex-

ponencial de forma significativa. A expressdo para o campo em (z,y), portanto, torna-se:

k
U(& m)ewp { 57 ([T =8+ (y —n)’] } d¢dn. (2.40)

O limite da abertura estd encorporado a U (£, 7).

Esta equacdo pode ser vista como uma convolugdo, expressa na forma:

Ua) = [ / W — &y — n)dédn, (2.41)

onde a funcgido resposta (ou kernel da convolugao) é:

ezkz

Az

ik
2z

bo) = Sean | +07)] @.42)

Outra forma para visualizar a equagdo (2.41), é fatorar o termo exp[2 (z* + y*)]. Obte-
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mos:

eik

U(a;’ y) _ Zei2—kz(x2+y2) // {U(f', n)eii(gﬁﬁ} e*i%(x&y")dfdn. (2.43)

A2

Que pode ser identificado como sendo a transformada de Fourier do produto entre campo na

abertura e uma exponencial de fase quadratica.

2.5.1.1 Aproximacao de Fresnel e o Espectro Angular

A transformada de Fourier da funcdo resposta de impulso na aproximacdo de Fresnel, que

foi obtida com o auxilio da tabela (2.1) da ref [(7)] é:

elkz

Az

exp [%(ﬁ + y2)} } = e™exp [—imdz (f2 + )] (2.44)

H(z,y) :f{

Assim temos que, na aproximacao de Fresnel, a dispersdo espacial de fase que representa a
propagagio é reduzida a uma dispersdo de fase quadratica. O fator e’ A direita na equacio,
representa um atraso de fase geral, caracterisco de uma onda plana viajando entre os dois
planos paralelos em uma direcao normal a eles. Ja o segundo termo representa as diferencgas
de fases entre as ondas planas componentes que viajam em diferentes direcdes.

Podemos também chegar a esta equacdo por meio de uma simplificagdo de fase da

equagao (2.29), aplicando uma expansao binomial ao expoente, como descrito abaixo:

ROV A T VA TSP A 1 (2.45)

Esta aproximagcdo € valida para |\ f,| < 1 e |Af,| < 1. Isto implica em uma restrigao a
pequenos angulos. E por esta razdo que a aproximagio de Fresnel e a aproximagio paraxial

sdo tidas como equivalentes.
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2.5.2 Aproximacao de Fraunhofer

Se além da aproximacao de Fresnel a seguinte aproximacao € satisfeita:

k 2 2 max
2> % (2.46)

entdo o fator de fase quadrético que aparece entre chaves na equacdo (2.43) € aproximada-
mente unitdrio sobre toda a abertura e o campo observado pode ser encontrado, a menos de
um fator de fase multiplicativo, diretamente da transformada de Fourier da distribui¢cao na
abertura. Assim, no limite de difracdo de Fraunhofer teremos:

e'kz

3
i)\z

U(z,y) = (22 +y?) // U(&,n)exp [—zi—(xg + yn)} dédn. (2.47)

2.6 Equacao da Lente

A lente estudada aqui serd fina o suficiente para desprezarmos a translac¢ao da luz dentro dela,
isto €, um raio que entra nela com coordenadas (z,y) saird com as mesmas coordenadas.
Assim, o unico efeito significante serd o atraso da frente de onda, que por sua vez serd
proporcional a expessura da lente no ponto de incidéncia. Como ilustra a figura abaixo, o

atraso na fase sofrido pela onda que passa pela lente nas coordenadas (z, y) sera:

(a) (b)

Figura 2.4: a) visao frontal da lente, b) visdo lateral da lente.

(b(x?y) =kn A (%,y) +k[A0 —A (Ji,y)],
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onde k A n(z,y) é o atraso de fase introduzido pela lente de indice de refracdone k [Ag — A (z,y)],
€ o atraso de fase introduzido pelo espago vazio entre os planos considerados. Equivalente-

mente, podemos representar a lente pela seguinte transformacao de fase:

ti(x,y) = explik Aolexplik(n — 1) A (z,y)]. (2.48)

O campo complexo Uj(z,y) no plano posterior a lente estard entdo relacionado ao campo

Ui(x,y) no plano anterior a lente por:

Ul(x,y) = ti(z,y)Ui(x, y). (2.49)

Para encontrar a fungdo que representa a expessura da lente, dividiremos a lente em trés

partes como ilustra a figura abaixo:

(a) (b) (c)

Figura 2.5: a) Parte lateral a esquerda da lente. b) Parte central, c)Parte lateral a direita da lente.

A (:C7y) =41 (xay)—i_ Ao (I,y)‘i‘ A3 (l',y) (250)

Os célculos dessas fungdes assim como a simplificacao feita pela aproximacao paraxial estao

na secdo 5.1 daref. [(7)]. O resultado encontrado foi o seguinte:

2 2
A (z,y) =ng — 1Y (i _ i) . 2.51)

Substituindo a equagdo (2.51) em (2.48) obtemos a seguinte aproximacao para transformacao
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ti(z,y):

2 | 2
ti(x,y) = explikn Aglexp [—@k:(n - 1)93 ;—y <Ri1 - }%)} . (2.52)

Agora combinamos as propriedades da lente, ou seja n, Ry, 5, em um fator f que denotare-

mos comprimento focal, definido por:

1_ J— PR —
F=m-1 <R1 R2>. (2.53)

Assim, a menos de um fator de fase constante, a transformacao de fase serd dada por:

ti(z,y) = exp [—z%(x +vy )} (2.54)

2.6.1 Equacao da lente para o espectro angular

Substituindo, na defini¢do do espectro angular, equagdo (2.22), a equagdo de transformacgao

para a lente (2.49) temos:

Al(fz, fy3 2) // (@, y; 2)ti(x, y)exp[—i( for + fyy)]|dzdy. (2.55)

Utilizando a seguinte defini¢ao andloga para a convolugao:

(271T)2 (fu, fy) @ H(fu, [y)} = g(z,y)h(z,y),

(2;)2G(fx, £) @ H(fe, £,) = F{g(z,y)h(z,y)}. (2.56)

Concluimos que o espectro angular da luz apds atravessar a lente serd a convolucao:

Al(f967 fy; Z) = A(facv fy; Z) ®F{tl(xay)}v (2-57)

1
(2m)?
onde a transformada de Fourier de t;(x, y) , pela tabela 2.1 goodman, é T; = 2’Tf eidr(fit] W),

que substituindo na equacao acima e expandindo a convolucao nos d4 a expressao final para
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o espectro angular passando pela lente:

A(for f)) = 5 // f&ﬁ7 e ide [(Fo—fo)2+(fy—fn) ]dfg df,,. (2.58)



Capitulo 3

Microscopio Desfocalizado Classico

Este capitulo estd baseado na teoria do microscopio desfocalizado apresentada na Ref. [(1)].

Como ilustra a figura abaixo, o microscépio a ser modelado possui uma lente objetiva
(L) com 6ptica corrigida no infinito, uma segunda lente (Ls), que focaliza os raios no plano
da imagem para forma-la. As lentes serdo consideradas finas, esféricas e sem aberragdes

como mostrado na figura abaixo.

Feixe Condensador Objeto Objetiva Lente de tubo  Plano da imagem
1
_—
—= 8| —=—= —=
i f1: Si¢ d i f2 N
< ; < < 2
Af
K>

Figura 3.1: Esquema do microscépio desfocalizado: A objetiva L, estd desfocalizada por uma pequena
distdncia —Af, no sentido do objeto. As lentes L e Lo estdo separadas pela distincia d + Af , sendo a
imagem desfocalizada formada no plano de imagem I. Sy € uma lampada e C € o condensador que ilumina o
objeto.

A montagem com Optica corrigida no infinito € vantajosa, pois permite que a focaliza¢ao
seja feita variando a posicdo da objetiva, sem a necessidade de movimentar o suporte da
amostra, e também porque permite inserir elementos Opticos entre a objetiva e a lente de tubo

caso seja conveniente. A fonte de luz que iluminard a amostra serd uma lampada halogena

23
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de tungsténio, uma fonte de espectro largo e ndo uniforme. A teoria a ser apresentada abaixo
foi desenvolvida para sistemas com coeréncia espacial, ou seja, sistemas onde a fase relativa
entre duas posicoes distintas permanece constante no tempo, o que nao é de se esperar utili-
zando esta lampada. Porém, experimentos realizados pelos autores, com essa mesma fonte,
mas com pequenos objetos, da ordem de dezenas de microns, revelaram padroes de difracao.
Como esses padroes sdo formados apenas por sistemas espacialmente coerentes, conclui-se

que nesta escala a teoria da Gtica coerente podera ser utilizada.

3.1 Teoria do Microscopio Desfocalizado

Feitas as observacdes nescessarias, podemos agora aplicar a teoria a0 nosso microscopio.
Considerando o espectro angular, A, que sai do objeto O, determinaremos o campo elétrico
no plano da imagem e com isso encontraremos uma expressao para o contraste da imagem.
O campo elétrico da luz linearmente polarizada propaga na diregado z e seu perfil espacial ou
componentes transversais estdo no plano zy. Para comecar esse procedimento faremos uma

mudanca de varidveis e reescreveremos o campo elétrico e o espectro angular, utilizando:

g=xi+yj;  G=2n(fa+fg);  Ulx,y,2) = E(f 2).

onde p € a varidvel transversal espacial, ¢ é a componente transversal do vetor de onda k
e fz, fy s@o as frequéncias espaciais. O campo elétrico serd entdo representado pela sua

transformada de Fourier no plano xy, Eq. (2.1):

1 o
B = 5 / A, 2)eT7dq 3.1)

A transformada de fourier do campo elétrico exprime o espectro angular:
A(G,2) = / E(p, z)e”""7dp. (32)

A propagacdo do espectro angular do feixe de luz através do espaco livre, de z = 0 até a
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posicdo z, Eq. (2.29), considerando a aproximacao paraxial, Eq. (2.44), sera:

»

A(G, 2) = A(,0)e*=e )2 (3.3)

com A(q,0) sendo o espectro angular no plano z = 0 e k, 0 mddulo do vetor de onda da luz.
A propagacdo do espectro angular através de uma lente, segundo a equacgdo (2.58), é dada

por:

Alg) = 27{ik / Ag(€)eiF a7 g¢ (3.4)

onde 5 =27 ( fg% + fnf) ¢ uma variavel no plano transversal do vetor k, f € a distancia focal
da lente e A, é o espectro angular imediatamente antes da lente.
Propagando entdo, o espectro angular pela distancia f; — Af, do objeto até a lente L

temos:

A = AO(qjeik(flfAf)efi(%)QQei(%)tf_ (3.5)

Adicionando agora a transformacao sofrida pelo espectro angular ao atravessar a lente obje-

tiva teremos:

fiik(h-ap il / R (A0S —i(17d) g7
dy= e Bt [ Ay()e 49 ag. (3.6)

Fazendo as identificacdes em (3.6):
it - A i(50E i(pE) g8
Bo(q) = Ao(& ) 214 : bo(p) = (27)2F Y Bo()} = /Ao(é')e(gk )€ i(PE) dé:

Com j = —4.¢.
Obtemos:
ay = L anoanitiy, <_%q~)_ (3.7)

Propagando em seguida o feixe de luz pela distancia d + A f, da objetiva até a segunda lente,
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encontramos:

Ay = T mrdithe (qfk(dﬂfobo BEAN (3.8)
2mik k

Ap6s a lente Lo, o espectro angular do feixe de luz sera:

Ay = = it [y (LB x et e SGE )
™

Por tltimo, propagando da lente de tudo até o plano focal pela distdncia f5, obtemos o

espectro angular resultante:

a5 =1 (f1+f2+d)/ <_f_5> il(h+f2=d=AN/2ME ~i(RITEGE (3.10)

(2m)2k2
Para simplificar a ultima expressdo, faremos a mudanga de varidvel: g = (f1 )5 ob-
tendo:
2 ik 2]er? —l( 2)q. 3
A = — 12 ik(itfa+d) [y w eil(fitfa—d=Af)k/2fF]E d 3.11
5 (27r)2k€ o(€) x e g. (3.11)

Pela transformada inversa de Fourier de A5 chegamos ao campo elétrico no plano da
imagem:

E(p) = (27{ 4k k(fi+f2+d) // flf +P qdq b()(g) w eil(fitfa—d=Af)k/2f7) 5/2d§’ (3.12)

Como a transformada inversa de Fourier da fungo delta de Dirac ( [ 6(p) x €?7 dj) é
igual a 1, podemos definir a funcio () como: FF'6(p) = 6(p) = f E X € —iPd g,

Com isso, a equacao (3.12) sera reescrita como:

B = g [ RE 5) (@) x el SIS 4G 313
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Reslovendo entdo a integral encontramos:

' jU1tfa—d=ANk 2
() = (27{§2kelk(f1+fz+d)b0 (_%ﬁ) T A (3.14)
2
Retornando com a expressao correspondente a by (—% ﬁ), teremos:
iJ1tfo—d=Afk 2 NI 7) .7
B(5) = (2f§2keik(f1+f2+d)e I / A(@eHedCB)Tag 315
s

O sinal negativo e a razdo entre distancias focais que acompanham p, indicam que a
imagem € invertida e redimensionada em relacdo ao objeto. Assim, se trocarmos —%p
por p’, estaremos escrevendo o campo elétrico na imagem em relagdo as coordenadas do
objeto. Uma vez calibrada a escala do microscopio essa operagao nao implicard em perda de
informacgdo. Fazendo isso obtemos:

f J1+fa—d=Af)k

; i 2 Af 2 e
E(,O) _ Wezk(fﬁfwd)e 2f7 P /Ao(q_)e’ ok q26 p'q dq. (3.16)

3.2 Aproximacoes

Para uma desfocalizagdo pequena, %qﬁ < 1, sendo gy a maior frequencia espacial, aproxi-

maremos a primeira exponencial da integral da Eq. (3.16) por:

SAf 2 Af
T =14 —=¢% 3.17
e +1 5% q ( )
Com isso teremos:
5 . jUitfa—d=ADk ;2 e A N
E(p) = —(27{32,{61’“(/‘1”2”)@ e / Ao(q)e™” dq+z—2]f Ao(Q)g*e' ™ dg.

(3.18)
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Utilizando a representacdo pela transformada de Fourier para o campo elétrico, vemos que:

1

V2 Eo(p') = e

/ Ao(@)g2e' ™ dg (3.19)
Substituindo (3.19) e (2.1) em (3.18) chegamos a expressdo desejada para o campo
elétrico da imagem:

—
/

E(,O ) — eik(f1+f2+d)el 257

fo [ J1+Ia=d=AN)k Af,
(27)2k Eo(p') — iV Eo(p)| . (3.20)

Considerando a luz que chega ao objeto como sendo uma onda plana na dire¢ao k, com

campo elétrico E, o campo apds o objeto de fase sera:
Eop = Elete®), (3.21)

Onde ¢( ,J’ ) é a diferenga de fase provocada pelo objeto.
Substituindo (3.21) em (3.20) obtemos:
A -\2 A -
142t (V<p(p’)) + —fvw(p’)} :

E()) = ik(fi+f2+d) 2f E et
(p) e e ! 06 2]€ 2]{7
(3.22)

(2m)2k

i(f1+f2—d—Af)k 2 N
(")

Finalmente, multiplicando o campo elétrico pelo seu complexo conjugado, obtemos a

expressdo para a intensidade da imagem, [y oc Ej:

A
I(p) = I + IOva%p(ﬁ). (3.23)

Os termos de fase anularam-se e os termos com A f? foram desprezados.

Definiremos entdo o contraste da imagem como:

I — I A
c(p) = 100~ Sy, (3.24)

Para um objeto de fase de indice de refracdo n(p) e espessura dada por h(p), a diferenga
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de fase gerada sera p(p) = kAn(p)h(p). Assim a equagdo (3.24) poderd ser reescrita na
forma:
1(p) — Io

C(7) = =22 = APV [An(p)h(7)]. (3.25)

Que, por sua vez, considerando uma regido de indice de refracdo constante, serd reescrita
como:
1(5) = Iy

C(p) = - AfAn(p)V2h(p). (3.26)

O que nos leva a uma interpretacgao fisica bastante instrutiva pois notamos que o contraste
serd a razao entre a desfocalizacdo e a distancia focal do objeto de fase, uma vez que o termo

An(p)V2h(p) pode ser identificado como equagdo dos fabricantes de lentes para o inverso

da distancia focal, + = An(p)VZh(p).



Capitulo 4

Conversao Paramétrica Descendente

A Conversao Paramétrica Descendente ocorre em um cristal iluminado por uma fonte de
laser de alta intensidade, onde o termo ndo linear de segunda ordem da susceptibilidade
elétrica produz efeitos mensurdveis e resulta com baixa probabilidade na conversao de um
féton em dois fétons que se propagam respeitando a conservacdo de momento e energia,
estando assim correlacionados pela energia, pelo momento e também pelo tempo, ja que eles
foram gerados simultaneamente.

Essa ndo-linearidade da interacdo do campo eletromagnético com o material faz com
que a polarizag¢do induzida no meio nao oscile apenas com a mesma componente espectral
do campo incidente, mas também com outras componentes. Uma descri¢do quantica para o
processo € necessdria a fim de explicar corretamente esse fenomeno [(5; 9)].

Do ponto de vista quantico, o que ocorre € a conversao espontanea de, por exemplo,
um féton do campo incidente com frequéncia w, e vetor de onda Ep em dois fotons de
menor energia: um com frequéncia w; e vetor de onda I;S (denominado signal) e outro com
frequencia w; e vetor de onda /gz (denominado idler). Os f6tons assim gerados sao também
chamados de fotons gémeos e devem satisfazer as equacdes abaixo:

W + w; = w, (conservagdo da energia),

—

ks + 1_51 = Ep (conservagao do momento).
Essas equacgdes ndo sdo independentes, pois w € funcdo de k. Escrevendo de outro modo

30
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temos:

Lk
Comk—lk.

Essas duas equacoes serdo simultaneamente satisfeitas em dois tipos distintos de situagdes
que denominaremos casamento de fase do tipo I e casamento de fase tipo II, [(10;[11)]. Em
ambos os casos sao utilizados cristais birrefringentes, para os quais o indice de refra¢do nao
depende apenas da frequéncia mas também da polarizagdo do campo. Sendo assim, o eixo
6tico do cristal pode ser posicionado de modo a permitir que os efeitos da birrefringéncia e
da dispersdo se combinem respeitando as equacdes acima.

O casamento de fase tipo I corresponde a situagcdo na qual os fétons convertidos possuem
ambos polarizagdo ortogonal a do foton incidente. Ja no casamento de fase tipo II os feixes
convertidos possuem polarizagdes ortogonais entre si, sendo que a polarizacao de um deles

coincide com a do laser.

4.1 Operador Evolucao

O Hamiltoniano padrio utilizado para a conversdo paramétrica descendente em um material
€ dado nas Ref. [(9)]. Ele € obtido por analogia a parte ndo linear do Hamiltoniano Classico
do sistema que por sua vez € obtido a partir do campo elétrico e do termo de segunda ordem

da polarizacdo. Assim temos:

1
_ o . :
Hl - 3 Z Z Z ng?USgkivo-igkp’o.paks,Usakiyoiakp7op eXp I:Z (ws + wl - wp) t] X
202 [ 2 o k
5,0s Ri,0¢ Rp,Op

!

X2 (Crr); (Froon) (Eory) / exp i (K, + i — Ky ) 7] dF (4.1)

v
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Onde:

a' e a sdo operadores quanticos de criacdo e destruicdo de fétons, respectivamente;

O campo elétrico é formado por trés campos distintos, identificados como pump (indices

p), signal (indices s) e idler (indices 7);

A fungéo gy, », € definida como:

4.2)

v € o volume do cristal, n(k;,0;) o indice de refragdo linear do cristal anisotrépico
correspondente ao modo (k;,0;), com (j = z,y, 2) e Glw(k;,0;)] é a fun¢do trans-

feréncia dos filtros de frequéncia colocados em frente aos detectores;

O termo nao linear de segunda ordem do tensor susceptibilidade elétrica, Xg,l(t', ") é

dado por:

1"

ngzll(w =w + w”) = / dtl/ dtnxg,)c(tl,t”)ea:p[—z'(wlt/ +w't ], 4.3)
0 0

., . ’ ey . . ~ 2
sendo as varidveis (¢ ,t”) utilizadas para realizar a integra¢do no tempo que resultara

na polarizacao final.

Para encontrar o estado quantico em um tempo ¢, assumiremos que em ¢ = 0 o sistema se

encon

tra no estado inicial de véacuo, |V (0)>, e ainda que o tempo entre duas conversdes

seja maior que o tempo de interagdo, de modo que teremos apenas uma conversdo a cada

interacdo. Assim teremos que:

|W(t)>=U(t)|¥(0)>, 4.4)
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onde

U(t) = exp <% /0 t dTHl(T)) , (4.5)

€ o operador de evolugdo temporal.

Em seguida faremos duas identificacdes. Na primeira a exponencial acima serd substi-
tuida pela sua expansdo em primeira ordem, ja que a probabilidade de gerar dois pares serda
considerada muito menor que a de gerar um par. Ja a segunda se deve a utilizagao de um feixe
de bombeamento (pump) muito intenso, onde € valida a Optica cldssica e por isso o opera-
dor ay, ., serd tratado classicamente e identificado como sendo o espectro angular do campo
incidente, resultando na fungio amplitude de campo: v,(k,, 0,,). O estado inicial da luz ge-
rado pela lumnescéncia paramétrica serd tratado como o de vacuo, |V(0)> = |vac>;|vac>;.

Com isso a aplicagdo dos operadores resultara em:

|V (t)> = |vac > + % Z Z Z gks 7. k“mgkp,gp

ks 7Us k?z PIeg kpvap

2 * * .
XXE]]l( k ES)Z < kl,m) < kp, )ksmc[(ws + w; _wp) t/Q] X

—

x exp [i (ws +w; —w,) t/2] H sz’nc[(ES +k; — l_C;,) I /2] %

— —

X exp [—i <Es + k; — p>mlm/2} vp(Ep,ﬁp)|ES,5's>|E¢,5’i>. (4.6)

4.2 Aproximacoes
Para simplificar esta equagdo serao feitas as seguintes aproximagdes:

1. O laser bombeador (pump) possui um tempo de interagao grande. Como o tempo que
aparece na fungdo sinc ( fungio (senz)/x) da segunda linha, € o de interagdo, o termo

(ws + w; — w,) deverd aproximar-se de zero, ou seja, Wy + wW; = Wp.

2. Os campos resultantes da conversao possuem um espectro estreito, sendo utilizados

filtros de frequéncia de banda estreita, tornando a dispersdo despresivel.
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(2)

3. Os termos ki, € Xijk S30 fung¢bes que variam muito lentamente com £; e podem ser

tomados como constantes.

4. O feixe bombeador se propaga na dire¢c@o z e com o seu perfil transversal inteiramente
contido no cristal. Assim, estendendo [, [,, até infinito, reduzimos o ultimo termo da

terceira linha a:
0(qs + G — Gp)sincl(ks: + kiz — kp2) L/2),
onde ¢; = kj, i+ kjy 7.
5. O volume de quantizacdo é grande o suficiente para substituir os somatdrios por inte-

grais.

6. O feixe bombeador possui polarizagdo extraordindria e o cristal em questdao possui

birrefrigéncia negativa.

Com estas aproximagdes a equagdo (4.6) serd expressa da seguinte maneira:

W >= ”UGC >+ Z /dws/dwi/dq;/d@¢as,ai<cfsacﬁ7ws>wi)’i@awsags > ‘qivwiagi >>
05,04
4.7)
onde |7}, w;, 0; > representa o estado de um féton com componentes transversais ¢;, frequéncia

w; e polarizacdo ;. ¢ representa uma amplitude dada por:
Gos0; X Coy0,Gs(Ws) Gi(w;i)v(qs + G, ws + w;)sine [(ksy + ki — kp.) L/2], (4.8)

onde C,, ,, ¢ uma constante que engloba o termo da susceptibilidade e G(w;) é uma fungio

espectral definida pelos filtros de frequéncia.



Capitulo 5

Estudo do Microscopio Desfocalizado

Quantico

Neste capitulo faremos o célculo da amplitude de probabilidade de se detectar dois fétons no
plano de um objeto de fase quando esse € iluminado por pares de fétons gerados através da
conversao paramétrica descendente. Portanto, a fonte de luz proposta consiste de um laser de
bombeamento que incide em um cristal e este gera pares de fotons colineares. Referéncias

[(135 125 (155 1165 117 (18 195 205 215 225 235 24)].

5.1 Campo elétrico na posicao dos detectores

Comecaremos este capitulo refazendo o que foi descrito no capitulo 3, porém, desta vez,
acrescentaremos a propagacao do espectro angular do campo dos fétons gerados distancia
entre o cristal e o objeto de fase, além de levarmos em conta a abertura da lente objetiva,
como ilustra a figura 5.1. Serdo feitas também algumas mudangas na notacio a fim de sim-

plificar a equagdo obtida para o campo elétrico no plano da imagem.

Propagacao do espectro angular considerando o caso paraxial:

Na sec¢do 2.4.2 obtivemos a equacao 2.29 para a propagacdo do espectro angular no espago

livre. Pela equacdo 2.26 vemos que o expoente presente nela pode ser substituido por z'%”yz,

35
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onde 27”7 corresponde a componente k.. Para o nosso interesse a aproximacdo paraxial
pode ser utilizada, pois os angulos envolvidos sdo realmente pequenos. Com isso teremos a

seguinte simplifica¢do para o vetor de onda:

B =q+k
ou
2
q .1
kzzk(l—ﬁ)Q,
e
2
q
k, = k— —,
2k

sendo q o médulo da componente transversal do vetor de onda.

A expressao para a propagacao do espectro angular, serd, na aproximagao paraxial:

N

E(q,z) = E(,0)e" %)z, (5.1)

Transformacao do espectro angular ao passar por uma abertura:

Para a transformacao sofrida pelo espectro angular ao passar por uma abertura, utilizaremos

a equacgdo 2.31 da secdo 2.4.3. Reescrevendo a convolucdo na forma de integral, teremos:

Ed =) = / Ei(d 2)Tu(@— 7)dd. (5.2)

onde E,(, z) é o espectro angular do campo transmitido pela abertura, F;(q, z) é o espectro
angular do campo insidente e T, (¢ — ¢') é a transformada de Fourier da fungéo transmissdo

da abertura.

Transformacao do espectro angular ao passar por uma lente:

Para a transformacgdo do espectro angular ao passar por uma lente utilizaremos a equacao

2.58 da secdo 2.6.1, que € andloga a equacao 2.31. Novamente, reescrevendo a convolugao
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na forma de integral teremos:
B(7.2) = [ BAd AT~ d)dd. 53)

onde agora E,(, z) é o espectro angular do campo transmitido pela pela lente, F;(q, z) é
o espectro angular do campo insidente na lente e 7;(¢ — ¢') é a transformada de Fourier da

funcdo transmissao da lente.

Campo elétrico classico na posicao dos detectores:

Seguindo a sequéncia de transformacdes e prpogacao do espectro angular indicadas na figura
5.1 e utilizando as relagdes 5.1, 5.2 e 5.3, obtemos o espectro angular do campo elétrico dos

fotons signal ou idller, na posi¢do dos detectores:

- ’ "o~ 7 . ///2 -
:/ dq’/ 4 / ag" B(q", 0= = T, (g — §7)x

) " 5 - ) /2 - ) 2
Xez(k—qQ—k)Z// Tob(q/ _ q//) ez(k—qQ—k)Z/Tvlt(q»_ q/) ez(k—g—k)zd’ (5.4)
onde z, é a distancia entre o cristal e o objeto de fase, z” € a distancia entre o objeto e a
objetiva, 2’ € a distancia entre a objetiva e a lente de tubo, z, é a distincia entre a lente de
tubo e o plano dos detectores e k € o médulo do vetor de onda médio do pacote de onda de
um dos fétons do par (k = 7).

O campo elétrico serd dado por:

:/di/di/d /d ”E it O - 2k )ZaTa(q7/_q7;/)><

//2

‘ ) /2 - . 2 .
X@Z(k_qQT)Z"T (q —q ) ez(k—‘;—k)z/ﬂt(i_ q/) el(k—gj)zd 61(‘1.5)7 (55)
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onde p € a coordenada transversal dos detectores signal ou idler e z é a distdncia entre o

detector e o cristal.

5.2 Objeto de fase iluminado por pares de fétons da CPD

Vamos analisar o caso onde a fonte que ilumina o objeto na microscopia de desfocalizagao é
um cristal emitindo pares de fétons através da conversao paramétrica descendente tipo I. Na

figura abaixo, estd representada a passagem dos fotons signal (s) e idler (i) pelo microscopio

desfocalizado:
Feixe Cristal Objeto Objetiva Lente de tubo Detector
dj
— N s s s s %f_};%
i i i i
" )
\ Za | Z [ Z | Zd

Figura 5.1: Esquema do microscépio desfocalizado quéntico: A objetiva estd desfocalizada por uma pequena
distincia —Af, no sentido do objeto sendo 2/ = f; — Af. As lentes estdo separadas pela distincia z’.
Enquanto os detectores estdo posicionados no foco da lente de tubo, z; = fo.

5.2.1 Taxa de coincidéncias

A fim de encontrar uma expressdo para a taxa de coincidéncia no plano de imagem utili-
zaremos, assim como foi feito na ref. [(2)], o esquema de deteccao em coincidéncia. De
acordo com a referéncia [(13)] a taxa de coincidéncias é proporcional a funcao de correlagdo
de quarta ordem nos campos elétricos que denotaremos C'(77,7;). Calculamos a taxa de

deteccoes simultaneas nos detectores d e d;. Das referéncias citadas, temos:

C(7, 75) = | B (7) B (7)[0)]2. (5.6)
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Em seguida definimos o estado:
N) = B () B (7) ), (57)

sendo

C=||N)[. (5.8)

Para os operadores EM e Ei(ﬂ utilizaremos a equagao 5.5, identificando o termo Ej (qw’ +0)

como os operadores a(q”) e a(q!") de destruicdo de fétons signal e idler com componentes
transversais dos vetores de onda ¢, e ¢",, respectivamente. Fazendo esta substituicdo,
estamos realizando o processo de quantizacdo dos campos, como proposto por C. H. Monken

e colaboradores na ref. [(4)]. A equagdo 4.7 nos fornece o estado | V).

Assim teremos:

Ny =, [aq. [a, a7, [ar, [ag, [ag [ a7, [ad, [, [ ai,

112 12 /12

xo(g,q) e FBORT, (g =gy I T (=) eI T (G — )

S

/_//2

2 12
R pgen o 9 — — 9 7" — —
x el D) ST (g — ) eI T (g) — gf) %

a7

l-2 / - . L — — — —
<TG — ) R AT oL L"), (59

(2

onde 7, (q; — q_;) (j = s,1) é a transformada de Fourier da fungdo transmissdo da abertura;
T.(q; — q?) ¢ a transformada de Fourier da fun¢@o de transmissdo da lente (r = It,0b). O
somatorio de 4.7 foi omitido porque existe somente uma polarizagao (casamento de fase tipo
1) e as integrais em w, e w; foram omitidas devido ao uso de filtros de frequéncia estreitos

no caminho dos fétons (aproximac¢do monocromatica).
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Como
a(q?)ala) |1 gl |1 q") = 5(q™, — 4™ )S(q™; — ¢";) vdcuo),
obtemos:

Ny =ce. [aq, [a, [a7, [ar, [ [ai, [ a7, [ ag,

l//2 12

. . s 7 ; 22 !/ = -
(q///s’ q/// ) ez( - Qk )ZaT ( g/) ez(k—qQ—k)z T (qs qs) ez(k—qQ—k)z Tlt((]s —q;)X

2 "2 112 5 5
« ei(k— gi)zd ei(q?;-p_') ei(kz—qg—k)zaT (ql _ q;//) ei(k—qgk )z”Tob(qg _ q;l)x
a2 - 42 -
xe' =3 T, (g — ) et LGP Jydeuo). (5.10)

Temos assim a fun¢do g(7, ;) (amplitude de probabilidade de se detectar os f6tons signal e

idler nas posicdes 7 € 7; na expressao abaixo:

|N) = g(7%, ;)| vdcuo), (5.11)

ou seja:

/// 2

"2
. q .
)o(d, ) BT, gy GO T ) IO T (G — ) x

2 L " - =,
> ez(k—g—‘;’c)zd ez(qs.ps) ez(k )zaT (q1 - q;//) ez(k—q%—k)z Tob(qzl‘ - qgl)x

s el 7%)%%(@; i ‘Z) ei(kfﬁ)zd o(4i-pi) , (5.12)
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sendo:

C(7, ) = |g(7s, 7)]%. (5.13)

i ) e a fung¢@o somente de ¢,

Definiremos agora uma funcao F' = F(qs, qs , q;” , qj, 4. q

(¢), de modo que possamos reescrever 5.12 como:
9(7s,73) = /dq_;/dq‘; Ff(q,q) elT-rtar),

Definimos:

€
F(d, ¢ " ., q',q]") = cte. / dq / dq” / dq™, / dq,; / dq”, / dq™,

112 . qs .
&) 5T - )%

(q///S’q///) ei(k‘ q )ZaT( q;//) et i(k— qsk )z T, <q8

/_//2 . ;:/2 p N N . 7/;2 , . N
% ei(kz—qg—k)zaT (ql o q;//) ez(k—q )z Tob( 1 (/) ez(kz—qQ—k)z Tlt(%’ . q;)

L(f) = go. Pelo teorema da convolugio, temos:

Denominamos F~'(F) = g; e F~
g =91 ga. (5.14)
Passaremos ao célculo de g; e de g»:
af -
rsv Tz /dqs / sz eil k Zde zki = €Z(qs'ps+qi'pi), (515)
ou
ksP% lkﬂ’?
(5.16)

ga7, 77) = € ' 2
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Por outro lado,

gl(ﬂ;ﬁ):ct@./dq_;s/dq7ls/dqﬁ,s/dq—;i/dq—;li/dqﬁ/i

'q/‘//2 12 /92

— — _ ;4 — — _-QL 7 — — _'QL 12
xv(q"s, q";) e R TL(q) —ql) e T Tyl —qf) et X
"2 "2 12
—i%—zarp (T T —igl—2" Y AL
X e T (g —q") e RS To(q — ¢ e P X
/ g, / G Tuld — OV TG — d) Felam. (5.17)

Na integral 5.17, podemos fazer a seguinte identificacao:

— — 72'&,2/ = - . N 7iiz/ ~
/dq{s Tob(qg — qg/>e 2ks Tlt(Qs — qg) = Tob(qs _ qé/)e 7 Q Tlt(qs),
e logo, inserindo esse resultado na integral em ¢; (parte da expressao 5.17), teremos:
=, "13 ’ N
[ da (Tob@ ek g th(q_;)) e

2

=7 (Tob(qé—QZ’)e‘i%)z') F (Tn(q_’;))

2

= Au(p) /dq_; To(qs — qz’)e_i;Tizlei(q}p})



5. ESTUDO DO MICROSCOPIO DESFOCALIZADO QUANTICO 43

Repetindo este mesmo procedimento para as varidveis com indice i (idler), a expressao

para g; seré:

g ,',.S’T.Z —Cte /dq// /dqlll /dq// /dq///l

///2

" i z n Z
xo(q,q") eI — ) e x
q(//2 q{/2 P

—iL i L
2k, ~a _ /I/ 2. k-
X e 2T, (ql q") e ki X

xAu@)/d%7a< eI )

2

XAlt(P)/dq’ To(G — ¢ e "2

’r .

e!(di-pi)

(5.18)

Definiremos agora uma fungio H = H(q", ¢, ¢", ¢") e a fungio somente de 7, h(q), de

modo que possamos reescrever 5.18:

m@mamwmm/@/@fM@@eMﬁmk

onde
H(qS ) %”7 qz 7q;//> = cte. / dq_;/s / dqﬁls / dq_/'/z / dqﬁlz
T el /2/,;2),2& i —i(nglj)z” L=
(q s d ) T ( — (g ) e Tob(Qs qs)x
///2 ) q;,2 . .
x e R (g — gty eI TG — ),
€

Denominamos F ' (H) = gi; € F ' (h(q:, @) )= g12. Pelo teorema da convolugdo,

temos:

g1 = Au(ps)An(pi)gir ® gua. (5.19)
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Passamos entdo para os calculos de g5 € g11:

2 2
- - — N 7“173/_,L'LZ/ o o
g12(r87ri> = /dQS/sz e ‘s T e 2y el(qs'ps+qZ'PZ)7 (520)
ou
o5 . kspg klp?
g12(75, T7) = €2 €2l (5.21)

De modo similar,

g11(7s, 7)) = cte. /d /dq”’ /d /dqﬁ’i.

///2 12

(C]”’s, q/// ) e —i5E ZaT ( qg//) e 27

///2 "2
—i2—z —ist—z
X i “T( q{”) e 2k X

X /dcj; Tobn(qs — q‘g’/)ez’(q;.ps /sz Too (G qz) i(Gi-pi)

(5.22)
Mas,

72
s I

2
- - - s . - ;s .
/ dq", Tu(q? — g "7 Top(Gi — q7) = Tu(ge — ¢)e 257 @ Top(7),
e incluindo esse resultado em uma integral em ¢; da ezpressdo 5.22, teremos:

»qf 7 o o q2
/dcjs <Ta(q§—q;”)6‘z%sz ®Tob(qz>> = {T (G5 — q)e " } FHTo(q)}-
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Fazendo o mesmo para os termos que involvem as componentes do féton idler na ex-

pressdo 5.22, obtemos:

"2 "2
g iy
g11(Ts, 75) = cte. /dﬁ”/dﬁ” q”’s,q’”) P P Tl

Aobs(Ps)/qu To(G — q")e™ ss (=) i)

Aoi(pi) / 4, Ta(Gi — qi')e "3 el (5.23)

Esta expressdo € equivalente a Eq. 3.21 da referéncia [(2)]. Importando os resultados dessa

referéncia com as devidas trocas :

g1 <7 g

dq + dJ
dq7’ o qu”
Al <~ Aob;

obtemos

g11(7s, 7;) = cte. Agp(p)A / d¢ / difAus (€) A (77)

ks K
— & e ps—§ pi—§
2us,uzza‘ ‘ < W (i—i-i;za) 2 // W Z// _1 ’ (5.24)
s Hi

onde W (p} z,) € a transformada de Fourier Inversa de v(§) na posi¢do z,, ou seja o perfil

propagado do campo elétrico do laser de bombeamento do centro do cristal z = 0 a z,;

Hj = _(J = i78)'

Voltaremos entdo ao calculo de g. Das equacgdes 5.11 e 5.16 temos:

g1 = Au(ps)Au(pi) (911 ® g12) (5.25)
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ou seja,

-,

01 = Au() Auls) / dai / 4B g1 (&, D) gl — @ i — B, (5.26)

e usando 5.24,

91 = Al A7) [ 4 [ dF Au(@A0(5) [ d€ [ a7 A(E Al

k; k k;
- L US L 2 2 fvs o i 2
- n el (0o ( B— i —a)? i—(pi—p
Xe 2:“5/“2&’ dl .W(£+£;2a>€222/| d e 2% d e2zg(p ) 62%(’) ) )
Hs %
(5.27)
Voltemos a 5.14,
9= 91 ® ga, (5.28)
e usando a defini¢ao de convolucao:
9= [ @& [ 47 9@ gals~ i - ). (5.29)

Substituindo na equagdo acima 5.29 as equacdes 5.16 e 5.27 encontramos a seguinte

expressao:
o) =cte [ d€ [ i [aa [ a5 [ e [ @70, 2,0 An(@) Au(F) %
— k |5—» |2 ks 2 kl ’5 |2
= i —i|” % al i —i7
@A) W[ & T ) e iz 2R 2
Hs Hi
Xeiks(g;&)Q eiki(zz—/ﬁﬂ o k“’;ida o ik <p22dw>2 . (5.30)

Esta equagdo é andloga a equacdo 3.24 da referéncia [(2)] com o acréscimo de duas
integragdes, referentes as varidveis na posi¢cdo da lente objetiva. O mddulo ao quadrado da

fungdo g(r73, 7;) nos fornece a taxa de coincidéncias no plano da imagem.
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5.3 Calculo Numérico com Detectores Pontuais

Passaremos agora a verificar as implicacdes da expressao acima para o nosso sistema. Pri-
meiramente recordamos que se trata de uma expressao geral para sistemas paraxiais. Sendo
valida mesmo se os fétons gémeos nao forem colineares e apenas um dos fétons passar pela
amostra. Buscaremos em seguida uma forma de comparacio entre as imagens geradas na
microscopia de desfocalizacao quando os objetos sdo iluminados por fontes de luz classica e
as geradas quando utilizamos feixes de fétons gémeos.

Poderiamos fazer algumas aproximagdes para simplificar ainda mais a expressdo e com-
parar analiticamente a imagem do objeto de fase via taxa de concidéncias no caso quantico
com a imagem via intensidade do campo elétrico no caso cldssico, porém nosso objetivo serda
apenas a comparacao dos resultados numéricos.

A base da nossa comparacgao serd o calculo numérico das equagdes acima. Iremos tragar
os graficos da taxa de coincidéncias versus coordenadas do detector para o caso quantico e
intensidade versus coordenadas do detector, para o caso cléssico ref. [(14)].

Para a simula¢do numérica utilizamos um objeto de fase descrito pela fungdo par A(§) =
¢?€) que serd definida mais a frente. Os detectores D, e D; no plano de deteccio serdo
deslocados em sentidos opostos a passos iguais de modo que ps = —p;. Esta restricdo se
deve a conservacdo do momento transversal do par transmitido pelo objeto e projetado no
plano da imagem. Ela foi utilizada anteriormente na ref. [(2)]. Foram também necessdrias

algumas simplificacdes na Eq. 5.30, que serdo descritas a seguir.

5.3.1 Simplificacoes

Comecaremos pelas integrais em € e 7 na expressdo 5.30. Tomando apenas os termos que

envolvem € e 7 desta equacao, temos:

5 S ks(@=@)2 ki (T=B)2 L ks(ps—82 k(5=
/de/dfy Ap(e)Ap(y)e' 27 €' 27 e 2d el 2ud (5.31)
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que separando pelos indices s e ¢ formam as integrais I e [;:

I, = / de Ay ()™= =157 (5.32)
I = / 07 Au()e ™ G (5.33)

Substituindo em [ a equagio 2.54 para a fun¢do de transmissdo da lente de tubo Ay (e)

teremos:
_iks®? Jhs(E@)? ks a2
I, = [ deée 22 e 27 e % (5.34)
ou
_iks@? he@? ks2@8) hs(d)? iks(s3)? ks (5392 k()
I, = [ dee " 224 "2/ e ' 27 €' 27 e 27 e %24 e %4 (5.35)
o que leva a:
ks(ﬂs)Q 1 -2 2a 2;7
= / de e FlG )@ =2, (5.36)

Completando o quadrado no expoente da funcao no integrando em 5.36,
S( 5) S - S 52 g 07 ‘OS

obtemos:

ks ( —5)2 _17 a SZ i e—(ax sZ
[ e (O )Q/dﬂew[ e (5.38)

Nesta ultima expressao o primeiro termo pode ser desprezado, pois se trata de um fator de
fase sendo portanto irrelevante para medidas de coincidéncia no plano da imagem,, enquanto
que a integral resultard em uma constante e serd incluida na constante global da equacao

(5.30). Assim teremos que:

—Zf +Psz )2

I(a, ps) xe 2 (5.39)



5. ESTUDO DO MICROSCOPIO DESFOCALIZADO QUANTICO 49

e analogamente:

Piz )

1B, ) oc e H O (5.40)
Utilizando 5.39 e 5.40 a equagdo (5.30) se reduz a:
(7, 75) = cte / 3 / dif / da / dF A (€) Aa(7) A(@) Agp (5)
3 et syl il
7 i - « Y s (o Psz’ ki o7y 7!
xW é + E; Za | € 2,usluiza ! ” ” - %(a-‘r?)Qe—l%(ﬁﬁ- zq )2.
Hs Hi
(5.41)
Em seguida, substituiremos a func¢ao W( Sty . za) por (5( ), tal que o perfil trans-

versal do campo de bombeamento do cristal no plano do objeto de fase possa ser aproximado
por uma func¢do delta de Dirac, o que equivale a focalizar o perfil do laser na posi¢do do ob-
jeto de fase. Fazendo ainda ks = k; = k/2, 2, = z[ = 2/, 2!/ = 2! = 2" e por consequéncia

lhs = [; = 2, as integrais em 5 e 7 resultardo em:

3 et ipladt sl
R ; 7 il i, |a |5
[ €€ [[an au@anip 5 + Iy ez o 2l

:/ d€ Aa(€)Au(=E) € 2,2&'5 ol gl (5.42)

Voltando com este resultado a equagdo 5.41, teremos:

— —»

ks
9(7s, 77) :Ct‘f/dgAa( )Aa(=€) 2%H /d Ag(@)e' 22" a-¢[’ ik @By

- Lo |BE] ks (g0
x / A3 Ay(B)e R T (5.43)

Considerando agora que os detectores serdo deslocados com o mesmo passo em sentidos
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—

opostos, as coordenadas dos fétons signal e idler estardo relacionadas por: p; = —p; = p.

Assim teremos mais uma simplificacdo, ou seja:

a 2
(0) _cte/dgA () A (=€) 22a da@ Ay(d ,,I —€" ik (a2 "
. ks > 2 Ny
- / a8 f‘lob(ﬂ)ez%”m+§1 e i 5, (5.44)

Consideraremos a lente objetiva como tendo uma abertura finita. A fung¢do mostrada na
equagdo (2.54), serd substituida pela funcdo: t;(x,t) = |t;(z,t)|exp[—i (x + y?)], com
t)(x,t)| = 1 para p = /22 + 42 < Le |t;(2,t)| = 0 para p > L, sendo 2L o didmetro da
lente. A fungdo |t;(x,t)| definird os limites de integracdo na expregdo (5.44), resultando em
funcdes erro. As simulagdes numéricas serdo enfim realizadas. A fungao erro é definida da

seguinte forma:

erf(x) = /:6 et dt. (5.45)
0

Usando a fung¢do erro podemos reescrever 5.44 como:

[ [ —iko(=2" + f1) 12 (6 p\]] —iks(=2" + f1) 12 (6 ps
{f V2 - (WM_”’”[ 2 [Lfl_z//(zm)ﬂ}x

[ —iki(—2" + f1) f2 (e pi\1] —iki(—2" + f1) h2' (& ps
X{erf I 22" f1 [L+ fi—2" <Z”+2d):|_ —erf|: 22" fi { L+ fi—2z" (Z”—’—Zd):|:| }

(5.46)

Embora essa equagdo pareca mais complexa que a equacdo 5.44, ela € mais facil de ser

avaliada numericamente. Utilizaremos o programa Mathcad.
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5.3.2 Graficos

Para a nossa simulagdo consideramos um objeto de fase descrito pela fungio A,(¢) = ()

definida por:
1 fel<a

©(€) =

0 ¢ >,

onde x representa a largura do objeto de fase.
Nas préximas paginas serdo mostrados os graficos da contagem de concidéncias, C'(p) =
|g(p)|? obtidos para diferentes configuragdes de largura do objeto de fase.

Os demais parametros foram:

A = 826 x 107 9m 2z =0.41m 2a = fo
fi=02m 2" =0.19m 2e = f1
2z, = 0.2m

Os graficos da esquerda correspondem ao resultado cldssico e foram feitos a partir do médulo
ao quadrado da Eq.10 da referéncia [(14))], que também foi reescrita utilizando a funcio er f
para ser simulada. Foram considerados os mesmos pardmetros acima. Para facilitar ao leitor,

transcrevemos o campo cldssico abaixo:

—iks(—=2" + f1) fiz" (€ ps —iks(=2" + f1) fiz" (€ ps
{f { el L e (z~+zd)H”f[ R (NZJH}'

(5.47)
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Fig. 5.2 - Grificos a esquerda correspondem a uma luz classica iluminando o objeto de fase e os a direita,

correspondem a utilizagdo de um feixe de fétons gémeos. Gréficos de uma mesma coluna foram feitos para

larguras de objeto de fase diferentes. Consideramos o detector pontual.
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Fig. 5.3 - Gréficos a esquerda correspondem a uma luz cléssica iluminando o objeto de fase e os a direita,

correspondem a utilizacdo de um feixe de fétons gémeos. Graficos de uma mesma coluna foram feitos para

larguras de objeto de fase diferentes. Consideramos o detector pontual.
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Fig. 5.4 - Grificos a esquerda correspondem a uma luz classica iluminando o objeto de fase e os a direita,

correspondem a utilizacdo de um feixe de fétons gémeos. Gréficos de uma mesma coluna foram feitos para

larguras de objeto de fase diferentes. Consideramos o detector pontual.
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5.4 Calculo Numérico com Detectores nao Pontuais

Para uma situa¢do mais préxima de um experimento real, devemos integrar a contagem de
coincidéncias na abertura do detector, o equivalente a realizar a convolugdo da Eq.(5.46) com
a abertura do detector, como esta decrito na Eq.(5.47) abaixo. Assim realizamos a simulag¢ao

numérica da seguinte expressao:

Tr+a
CO(x) = / 19(0)Pdp, (5.48)

—a

onde C'C(z) é a nova taxa de coincidéncias, o tamanho da abertura do detector é 2a e x € a

posi¢do dos detectores. A seguir estdo os graficos obtidos para a = 50.10 %m.
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Fig. 5.5 - Gréficos a esquerda correspondem a uma luz cléssica iluminando o objeto de fase e os a direita,

correspondem a utiliza¢do de um feixe de fétons gémeos. Gréficos de uma mesma coluna foram feitos para

larguras de objeto de fase diferentes. Consideramos detector nio pontual.
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5.5 Influéncia do Diametro da Lente Sobre o Contraste

Para vericar a influéncia do tamanho da lente objetiva nos nossos resultados, fizemos os
graficos 25 a 30, mostrados a seguir. Os graficos foram obtidos para os mesmos parametros

anteriores.
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Fig. 5.6 - Graficos a esquerda correspondem a utilizagdo de um detector pontual e os a direita, correspon-

dem a utilizacao de um detector ndo pontual. Graficos da mesma coluna foram feitos para diferentes tamanhos

de lente objetiva. (Feixe de fétons gémeos).
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5.6 Caso Particular: Desfocalizacao Nula

Vamos agora estudar o caso particular onde a desfocalizacdo é nula. Pretendemos dessa
forma verificar se o resultado obtido na ref. [(2)] serd recuperado.

Comecaremos por reescrer a Eq. 5.44 com os cuidados de fazer z” = f; e de colocar
as fungdes aberturas referentes aos termos A,y () e Ay(/5), que sdo dadas pela Eq. 2.54.

Assim teremos:

9(7) = cte / A€ Aa(€) Aa(—E) 7€ / da e T (iafi|a T @ (5 49)

9(7) = cte [ d€ A () A(—E) ¢ dg e U7 TR R T TR
—L
(5.50)
+L ik |_F% 32 2 268 G2 F% 285 5P
/ dg€2[ f1 Jrf1+f1+f1+Z' Z’+Zd z?i
—L

.. 12 . . . L
sprez S exponenciais —£ usti v ue para os ulos das
Desprezando a nenciais em Z—Z&coma tificativa de ara os calculos da
d

coincidéncias fatores de fase sdo irrelevantes, ficamos com:

= cte/dgAa(_»)Aa(—ﬁ) ¢'38 Gat ) / da eiid(kfsﬁrisj) (5.52)
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-k 1 1 +L o rsﬂ sP
= —cte / dE AL (E) Ay (—E) 3E T / dai e (5 +5T) (5.53)

Podemos substituir a integragdo no intervalo [—L, +L| por uma integracdo infinita da
fungdo rect(x) com |z| < L como estd definido na ref. [(7)], onde também se encontra uma
tabela de transformadas de Fourier pela qual obtemos a funcdo sinc como desejavamos, ou
seja:

— —

. YR k& ko
g(p_) - Cte/d£ Aa(&)Aa<_ ) elgéﬁ(za—i_fll) 3inc2 ( 55 + Sp) ) (554)

fi <d
onde utilizamos ainda a relagdo: k; = k;. O médulo quadrado dessa expressao nos dé a taxa

de coincidéncias para o caso onde nio ha desfocalizagao.
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5.7 Funcao Gaussiana como Objeto de Fase

Nesta seciio consideraremos um objeto de fase descrito pela fun¢io A, (&) = €€ com ()

definida pela soma de duas fun¢Oes gaussianas:

—(&+b)? —(&+b)?

(’O(g) = € 202 + e 202 s

onde o é o parAmetro determina a largura de uma gaussiana e b é o pardmetro que determina

a separagdo entre as duas gaussianas, conforme ilustra a figura abaixo:

207 5=0.00002
184 b=0.0002
1,6 1
1,4
1,2 H
S
5 1,04
0,8 4
a
] |
0,4 4 ‘ ‘ | ‘
L
0,0 e S IRV I U S
0,002 -0,001 0,000 0,001 0,002

Figura 5.7: Gréfico da funcdo ¢(&).

Na proxima pagina estdo os graficos da contagem de concidéncias, a direita, e da inten-
sidade classica, a esquerda, obtidos para diferentes configuragdes dos parametros o e b. Os

demais parametros foram:

s = 826 x 107?m 2 =0.41m 24 = fo
fi=0.2m 2" =0.19m 2o = f1
Z, = 0.2m

Neste caso, o objeto de fase niao tem descontinuidades.
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Fig. 5.8 - Grificos a esquerda correspondem a uma luz classica iluminando o objeto de fase e os a direita,

correspondem a utilizacao de um feixe de fétons gémeos. Graficos de uma mesma coluna foram feitos variando

o parametro b. Consideramos detector pontual.
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5.8

Variando o Passo da Integracao

Variando o passo de integracao a ser utilizado na simulacdo, obtivemos os seguintes graficos.
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Fig. 5.9 - Graficos da taxa de coincidéncias com a utilizagdo de diferentes passos na integragao.



Capitulo 6

Discussao dos Resultados

Os principais resultados deste trabalho foram relatados no capitulo anterior. Na se¢ao 5.2
demonstramos uma expressao geral para a probabilidade de detec¢do em coincidéncia dos
fotons gémeos para um sistema de trés aberturas consecutivas quaisquer, Eq. 5.30. Na secdo
5.3 essa expressao foi aplicada ao caso da microscopia de desfocalizag¢do, considerando que
a primeira abertura trata de um objeto de fase, a segunda de uma lente objetiva de tamanho
finito e a terceira de uma lente de tubo, desta forma encontramos a Eq. 5.44. Em seguida
reescrevemos esta ultima equacdo utilizando fungdes erro, Eq. 5.46, a fim de facilitar os
célculos numéricos, e assim trabalhar no caso unidimensional. Tomando o médulo quadrado
da expressao 5.46 obtivemos os graficos mostrados a direita nas figuras 5.2, 5.3 e 5.4. Nessas
mesmas figuras, a esquerda, estdo os grificos obtidos tomando o médulo quadrado da Eq.
5.47, que é valida para a microscopia de desfocalizacao convencional.

Para comparar a resolugdo espacial do caso quantico a do classico faremos inicialmente
uma andlise visual dos graficos. Considerando-se o padrio das oscilagdes nas proximidades
dos pontos referentes as variacoes de fase, vemos que na medida em que a largura do objeto
de fase diminui tais padrdes de oscilagdo vao se aproximando até se sobreporem. Ocorre
que nos graficos da esquerda (cldssicos) essa sobreposi¢do acontece a larguras maiores do
que para os graficos da direita (quanticos), como podemos concluir observando que para a
largura 0,0005m (gréficos 15 e 16), os dois picos de valores minimos estdao juntos no grafico

15, continuam separados no grafico 16. Com isso podemos concluir que a resolu¢@o é maior

64
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no caso quantico. Além disso esses mesmos graficos mostram que o contraste da imagem
quantica € visivelmente maior do que o do classico. Podemos verificar isso simplesmente
medindo o tamanho do maior pico de cada imagem em relacdo ao seu “background”. Essa
conclusdo vale também para objetos de fase sem descontinuidade (veja graficos 35 e 36, da
fig 5.8).

Na figura 5.9, testamos a confiabilidade do programa numérico para uma gaussiana como
objeto de fase. Vemos que os gréficos sdo aproximadamente iguais, o que mostra a confiabi-
lidade numérica.

Na secdo 5.4 levamos em conta a abertura do detector calculando a sua convolucdo com
a Eq.(5.46), como esta decrito na Eq.(5.47) e em seguida realizamos o calculo numérico
obtendo os graficos 19 a 24 da figura 5.5. Como consequéncia os grificos se tornaram
”suavisados’’e o contraste que antes era maior no caso quantico se tornou praticamente igual
em ambos 0s casos, entretanto a resolu¢do continuou perceptivelmente maior para a imagem
quantica.

Sabemos que a resolu¢do da imagem estd diretamente relacionada ao didmetro da lente
objetiva, a fim de verificar se ele influencia também no contraste, realizamos na se¢ao 5.5
calculos numéricos com diferentes tamanhos de lentes obtendo os graficos 25 a 30 da figura
5.6 onde ndo observamos nenhuma mudanca significativa no contraste.

Na secdo 5.6 estudamos um caso particular onde a desfocalizagc@o € nula. Isto foi feito
considerando 2" = fie 2 = f1 + fo. E f4cil constatar que, o resultado final desta secdo, eq.
5.53, é idéntico a equagao 3.37 da ref. [(2)] se fizermos as seguintes observagdes:

1) Existe um fator quadrético de fase em nossa equacdo que nao aparece em 3.37 da ref.
[(2)]. No entanto, isto ocorre apenas por que na referéncia [(2)] foi feita a aproximagdo de
que o objeto fosse muito pequeno. No caso mais geral, o fator quadratico de fase existe em
ambas equacdes.

2) A funcdo sinc que aparece na equagao 5.53 ndo aparece explicitamente na equagao
3.37 da ref. [(2)] porque 14 foi considerado uma lente de formato arbitrario. No entanto, se

considerarmos o caso de lentes cilindricas (lentes em uma tnica direcao) como fizemos no
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capitulo 5 as transformadas de Fourier que aparecem na equacdo 3.37 da referéncia (2) se
tornam ambas funcdes sinc e assim teremos sinc ao quadrado exatamente como na equacao
5.53.

O fato de recuperamos o resultado ndo desfocalizado, ja comprovado tanto tedrico quanto
experimentalmente, como um caso particular do nosso resultado mais geral, ndo € uma prova
de que nosso resultado esteja correto, mas € uma exigéncia minima que a equacao 5.53 deve

satisfazer.



Capitulo 7

Conclusao

Passemos agora a enumerar os principais resultados desta dissertacao:

1. Desenvolvemos uma expressao para a probabilidade de detec¢ao em coincidéncia, Eq.

5.44, dos fotons gémeos para o microscopio desfocalizado.
2. Considerando um objeto de fase simétrico, fétons gémeos no regime colinear e detec-
tores pontuais mostramos numéricamente que:

a) A resolug@o da imagem obtida em coincidéncia € maior que a da imagem obtida

pelo método convencional.
b) O contraste da imagem obtida em coincidéncia € maior que a da imagem obtida
pelo método convencional.
3. Considerando objeto de fase simétrico, fétons gémeos no regime colinear e detectores
ndo pontuais mostramos numéricamente que:

a) A resolucao da imagem obtida em coincidéncia continua maior que a da imagem

obtida pelo método convencional.

b) Os contrastes obtidos pelos dois métodos se tornam iguais.

4. Verificamos numéricamente que o didmetro da lente objetiva ndo influéncia significa-

tivamente o contraste da imagem.

67



7. CONCLUSAO 68

5. Mostramos que a expressao matemadtica que descreve a imagem obtida via deteccdao
em coincidéncia de fotons gémeos sem desfocalizacao pode ser recuperada da nossa

expressdo geral 5.44 em um caso particular.
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