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A Lua e a Bela.



DESCOBRIMENTO

Abancado a escrivaninha em Sao Paulo
Na minha casa da rua Lopes Chaves
De supetao senti um fritime por dentro.
Fiquei trémulo, muito comovido

Com um livro palerma olhando pra mim.

Nao vé que me lembrei que 14 no norte, meu Deus!
Muito longe de mim

Na escuridao ativa da noite que caiu

Um homem palido magro de cabelo escorrendo nos olhos,
Depois de fazer uma pele com a borracha do dia,

Faz pouco se deitou, esta dormindo.

Este homem é brasileiro que nem eu.

Mario de Andrade



A TRISTE

Setembro passou, com oitubro e novembro
Ja tamo em dezembro

Meu Deus, que é de ndis?

Assim fala o pobre do seco Nordeste,
Com medo da peste,

Da fome feroz.

A treze do més ele fez a experienca,
Perdeu sua crenca

Nas pedras de sa.

Mas nota experienca com gosto se agarra,
Pensando na barra

Do alegre Nata.

Rompeu—se o Natd, porém barra nao veio,
O s6, bem vermeio

Nasceu munto além.

Na copa da mata, buzina a cigarra,
Ninguém vé a barra,

Pois barra nao tem.

Sem chuva na terra descamba janéro,
Depois, feveréro

E o mérmo verao.

Entonce o rocéro, pensando consigo,
Dis: isso é castigo!

Nao chove mais nao!

Apela pra marco, que é o més preferido
Do Santo querido,

Senh6 Sao José.

Mas nada de chuva! Téa tudo sem jeito,
Lhe foge do peito

O resto da fé.

Agora pensando segui Otra tria,

Chamando a famia

Comega a dizé:

Eu Vendo meu burro, meu jeque e o cavalo,
No6s vamo a Sao Palo

Vivé ou morreé.

PARTIDA

Nés vamo a Sao Palo, que a coisa té feia,
Por terras aleia

Noés vamo vaga

Se o0 nosso destino nao for tao mesquinho,
Pro mérmo cantinho

Nos torna a vorta.

E vende o seu burro, o jumento e o cavalo,
Inté mérmo o galo

Vendéro também,

Pois logo aparece feliz fazendéro,

Por poco dinheiro

Lhe compra o que tem.

Em riba do carro se junta a famia;
Chegou o triste dia,

Ja vai viajé.

A seca terrive, que tudo devora,
Lhe bota pra fora

Da terra nata.

O carro ja corre no topo da serra.
Oiando pra terra,

Seu bergo, seu 14,

Aquele nortista, partido de pena,
De longe inda acena:

Adeus, Ceara!

No dia seguinte, ja tudo enfadado,
E o carro embalado,

Veloz a corré,

Tao triste, coitado, falando saudoso,
Um fio choroso

Escrama, a dizé:

— De pena e sodade, papai, sei que eu morro!
Meu pobre cachorro,

Quem déa de come?

Ja oto pergunta: — Maezinha, e meu gato?
Com fome sem trato,

Mimi vai morré!



E a linda pequena, tremendo de medo:
— Mamae, meus brinquedos!

Meu pé de fuld!

Meu pé de roséra, coitado, ele seca!

E a minha boneca

Também 14 ficou.

E assim vao deixando, com choro e gemido,
Do berco querido

O céu lindo e azu.

Os pais, pesaroso, nos fio pensando,

E o carro rodando

Na estrada do Su.

Chegaro em Sao Palo sem cobre, quebrado.
O pobre, acanhado,

Percura um patrao.

Sé vé cara estranha, da mais feia gente,
Tudo é diferente

Do caro torrao.

Trabaia dois ano, trés ano e mais ano,
E sempre no prano

De um dia inda vim.

Mas nunca ele pode, s6 veve devendo,
E assim vai sofrendo

Tormento sem fim.

Se arguma noticia das banda do Norte
Tem ele por sorte

O gosto de uvi,

Lhe bate no peito sodade de moio,

E as agua dos 6io

Comega a cal.

Do mundo afastado, sofrendo desprezo,
Ali veve preso,

Devendo ao patrao.

O tempo rolando, vai dia, vem dia,

E aquela famia

Nao vorta mais nao!

Distante da terra tao seca mais boa,
Exposto a garoa,

A lama e o pad,

Faz pena o nortista, tao forte, tao bravo,
Vivé como escravo

Nas terra do Su.

Patativa do Assaré
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REsSuUMO

Nesta tese o emaranhamento e a dualidade onda—partida sao os temas principais de es-
tudo. Para examinar alguns dos aspectos e caracteristicas do emaranhamento, analisamos
sistemas de trés e quatro partes constituidos por atomos e pelo campo eletromagnético. A
interacao atomo-—campo é dada pelo modelo de Jaynes-Cummings. De inicio mostramos
que existe uma ligacao direta entre o emaranhamento residual e a morte sibita de emaran-
hamento quando a interacao entre os sistemas é do tipo troca de excitagoes. Como ex-
tensao, estudamos um sistema dinamico de quatro partes e mostramos que havendo morte
subita havera um emaranhamento que nao pode ser contabilizado apenas via o emaran-
hamento das biparti¢oes. Estudamos ainda os aspectos geométricos relativos a dinamica do
emaranhamento e mostramos que existe uma manifestacao geométrica da morte sibita. Na
sequencia, neste mesmo modelo de quatro partes, ao intervir na dinamica com medidas tipo
Zeno, mostramos que a dinamica de emaranhamento é alterada e com isso torna—se possivel
“congelar”, aumentar e reviver o emaranhamento. Contudo, a possibilidade de aumentar e
reviver o emaranhamento esta vinculada a existéncia de MSE em alguma particao. Fize-
mos ainda uma investigagao sobre a dualidade onda—particula considerando uma particula
quantica que atravessa um interferometro equipado com um marcador de caminho. Neste
trabalho, quantificamos a qualidade da ponta de prova e mostramos sua conexao com a
quantidade de informacao de que—caminho que ficou disponivel. Percebemos que quando a
ponta de prova é incapaz de disponibilizar a informacao de que—caminho entao serd um sis-
tema que possui apenas comportamento tipo corpusculo. Encontramos limites para um bom
(regime quantico) ou um mal (regime cldssico) discriminador de que—caminho. Aplicamos
nossos resultados a um experimento de complementaridade na borda quantico—cldssico onde
a ponta de prova transita do regime quantico ao classico. Mostramos que as imperfeicoes
experimentais influem na conclusao tirada acerca do limite classico. Em seguida, analisamos
as zonas de Ramsey onde nossos resultados fornecem uma simples interpretacao. Neste caso,
o limite classico da ponta de prova é alcancado mediante a dinamica fonte+dissipagao que
“varre” a informagao de que-caminho e a “leva” para um sistema com infinitos graus de

liberdade deixando—a completamente indisponivel.
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ABSTRACT

We investigate aspects, in various contexts, of entanglement and the wave particle duality.
We show that the dynamics of tripartite systems which interact via one excitation exchange
leads to a direct connection between entanglement sudden death and the appearance of
genuine entanglement. We also show that this is valid (not with the same generality) also for
a four partite system in the context of the double Jaynes-Cummings model. Moreover we
show that the entanglement dynamics in this case can be completely expressed in geometrical
terms. Using the same system we show that by performing adequate Zeno like measurements
it is possible to freeze, increase, or even revive the initial entanglement. This intriguing
result is also associated to entanglement sudden death. As far as wave particle duality and
entanglement are concerned we studied a particle going through an interferometer equipped
with a which—way device. We quantified the quality of the probe and exhibit its connection
with the availability of the which-way information provided by the probe system. When
the probe system information is unaccessible only the particle character will be observed.
We obtain limits for a good (quantum regime) and for a bad (classical regime) which—way
detector (probe system). We used our results to interpret a recent experiment set up to
test the quantum-—classical border where the probe covers from the quantum to the classical
limit. We showed that the experimental errors influenced the conclusion inferred form the
data about having achieved the classical limit. Finally we analyze the Ramsey zones from
the point of view of our findings and provide for a transparent physical interpretation. In this
case the classical limit of the probe system is reached due to a source plus strong dissipation
dynamics, which swaps which—way information to a system containing an infinite number of

degrees of freedom, making thus sure that any which—way information becomes unavailable.
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INTRODUCAO

As bases da teoria quantica, tal como entendida hoje, foram estabelecidas por volta de
1925, apdés um intrincado processo que evoluiu durante o quarto de século que se seguiu
ao trabalho de Planck de 1900. Talvez a maneira mais sucinta e precisa de resumir esse
processo ¢ considera—lo como um desvencilhamento progressivo das bases cinematicas da
teoria cldssica (posigdo, momento e observaveis bem definidos, cuja aferigdo experimental
era trivial no sentido de nao alterar o observével a ser entendido). As bases da cinemética
da teoria classica sao, portanto, extremamente afeitas a conceitos do senso comum, tais
como localidade, para citar o mais importante neste contexto. A construcao de uma nova
cinematica, que se fez necessaria para dar conta dos varios e bem sucedidos fenomenos que
vieram na contramao do senso comum, envolveu entidades abstratas tais como funcao de
onda, que substituiu a caracterizagao do estado classico, e operadores para representarem
observaveis. Para exemplificar, podemos pensar que, em contraste com a descricao clédssica,
a descricao quantica de uma tunica particula — mesmo quando perfeitamente conhecida — é
dada como uma distribuicao de algo que tem cardcter de probabilidade e que nao possui
uma “posicao” bem definida. O elemento fundamental que levantou iniimeras controvérsias,
debatidas desde o nascimento da teoria quantica até os dias atuais, é o caracter linear do
espago vetorial (dotado de um produto escalar) onde habitam os estados quanticos (fungoes
de onda) e de sua dinamica correspondente (equagao de Schrédinger). Dois dos principais
fenomenos da mecanica quantica, a saber: a complementaridade e o emaranhamento, sao
frontalmente contraditérios com os conceitos classicos ou do senso comum e sao consequéncias
inexoraveis da linearidade inerente a cinematica e dinamica quanticas.

A complementaridade ou “Principio da Complementaridade” foi enunciado por Bohr [1]
ao discorrer sobre sistemas atomicos e seu comportamento dual, semelhante a de uma onda
ou a de um corpusculo, dependendo da “pergunta” que se faca a particula quantica num
determinado experimento. Como a particula quantica pode ter um comportamente dual,
a complementaridade de Bohr ficou conhecida como dualidade onda—particula. Um exem-
plo que ilustra bem o comportamento dual de uma particula quantica é o experimento de
dupla-fenda quando atravessada por um elétron (particula quantica), como didaticamente
mostra a ref. [2]. Ao se enviar uma colecao de elétrons (um—a—um) percebe—se, em um
anteparo apoés as fendas, um padrao de interferéncia tipico de fenomenos ondulatérios. Con-
tudo, ao tentar medir por qual fenda seguiu o elétron o padrao de interferéncia desaparece
e 0 que encontramos € um comportamento corpuscular do elétron. Esse efeito foi tema de
profundas discussoes entre Bohr e Einstein [3] sobre problemas epistemolégicos da mecanica
quantica. Na abordagem dada em [2, 3], argumenta—se que o processo de se descobrir por
qual fenda passou o elétron é uma medida da posicao. Logo, como consequéncia do principio

da indeterminancia de Heisenberg, ou principio da incerteza, o momento de cada elétron



ficaria indeterminado? e isso justificaria o desaparecimento do padrao de interferéncia. Con-
tudo trabalhos recentes [4, 5] mostram que o desaparecimento das franjas de interferéncia
pode acontecer independente de medida da posicao, i.e., podem nao ser consequéncias do
principio da incerteza. Um experimento interessante foi realizado por Bertet et.al [6] onde
eles modelam um interferometro Mach—Zehnder equipado com um marcador de caminho
em um experimento com atomos de dois niveis e campos em cavidades supercondutoras.
Nesse experimento o marcador de caminho nao realiza uma medida de posi¢ao e pode ser
tanto quantico quanto classico. Um dos resultados deste trabalho é que as franjas de inter-
feréncia desaparecem completamente quando a particula que ira interferir esta maximamente
emaranhada com o marcador de caminho que, neste caso, é quantico.

Quanto ao emaranhamento, foi primeiramente trazido a discussao por Einstein, Podolski
e Rosen [7] e desde entdo nao deixou de ser investigado. Sobre o emaranhamento talvez o

ideal seja citar, na sua forma traduzida, as primeiras linhas da ref. [8] de Schrodinger 3:

Quando dois sistemas, cujos estados conhecemos através de seus represen-
tantes (i.e., fungoes 1) entram em interagdo fisica tempordria e depois de
um tempo de influéncia mitua os sistemas voltam a se separar, entdo eles
nao podem mais ser descritos da mesma forma que anteriormente, a saber,
associando a cada um seu proprio representante. Fu nao chamaria a isso
“um” mas “o” traco caracteristico da mecanica quantica, que abriga o
seu afastamento completo das linhas de pensamento cldssicas. Através da

interacao os dois representantes (fungoes 1) se tornaram emaranhados.

Para exemplificar, ou talvez provocar, idéias sobre as possibilidades que a linearidade do
espago vetorial da mecanica quantica pode produzir, Schrédinger [9] propds o paradoxo do

gato afirmando *:

2Neste caso, o momento de cada elétron poderia assumir qualquer valor com igual probabilidade.
3Do inglés: When two systems, of which we know the states by their respective representatives, enter into

temporary physical interaction due to known forces between them, and when after a time of mutual influence
the systems separate again, then they can no longer be described in the same way as before, viz. by endowing
each of them with a representative of its own. I would not call that “one” but rather “the” characteristic
trait of quantum mechanics, the one that enforces its entire departure from classical lines of thought. By the

interaction the two representatives (or i-functions) have become entangled.
4Do inglés: One can even set up quite ridiculous cases. A cat is penned up in a steel chamber, along with

the following diabolical device (which must be secured against direct interference by the cat): in a Geiger
counter, there is a tiny bit of radioactive substance, so small, that perhaps in the course of one hour one of
the atoms decays, but also, with equal probability, perhaps none; if it happens, the counter tube discharges
and through a relay releases a hammer which shatters a small flask of hydrocyanic acid. If one has left this
entire system to itself for an hour, one would say that the cat still lives if meanwhile no atom has decayed.
The —function of the entire system would express this by having in it the living and the dead cat (pardon

the expression) mized or smeared out in equal parts.
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Pode-se até mesmo criar casos completamente ridiculos. Um gato é colo-
cado em uma camara de ago, junto com o sequinte dispositivo diabolico
(que deve ser protegido contra a interferéncia direta do gato): em um con-
tador Geiger, hd um pouco de substancia radioativa, tao pouco, que talvez
no decorrer de uma hora um dos datomos decai, mas também, com igual
probabilidade, talvez nao; se isso acontecer, o contador de descargas do
tubo através de um relé libera um martelo e quebra um pequeno frasco de
acido cianidrico. Se alguém tem deixado todo este sistema por si mesmo
durante uma hora, pode-se dizer que o gato ainda vive se, entretanto, nen-
hum dtomo decaiu. A funcao i de todo o sistema expressaria isso por ter
nela o gato vivo e morto (perdao a expressao) misturada ou espalhada em

partes 1guais.

Este experimento de pensamento (gedanken experiment) deixa evidente a perplexidade que
o proprio Schrodinger tinha com relagao a teoria que ajudou significantemente a desen-
volver. Isso porque a estrutura linear do espago onde a mecanica quantica acontece per-
mitia, a priori, um objeto classico (o gato) estar emaranhado com um quantico (o &tomo
que pode decair). Nesta diregao, foram relatadas duas experiéncias (de uma longa série)
envolvendo a preparacao e observacao de fenomenos considerados “exéticos” do tipo de su-
perposicoes coerentes de estados quanticos (conhecido popularmente como o paradoxo do
gato de Schrodinger). Essas experiéncias foram realizadas em Bolder, Colorado, por Monroe
et.al. [10] e em Paris, Franca, por Brune et.al. [11]. Essas experiéncias permitiram mostrar
as consequéncias desse caracter tao “quantico”, a linearidade, provocando a existéncia de
superposicoes coerentes de dois estados quanticos referentes a um tnico objeto. Atualmente
o emaranhamento vem se mostrando ser um recurso valoroso nos processos da informagao
e computagao quantica [12], que vao desde a teleportacao de estado quanticos [13] até crip-
tografia quantica [14]. Além disso o emaranhamento assume lugar de destaque nos proces-
sos de decoeréncia de sistemas quanticos e no entendimento da transicao quantico—cléssico
[15, 16].

Desde a criacao da mecanica quantica, a complementaridade e o emaranhamento es-
tiveram no centro de acirrados debates envolvendo Bohr, Einstein, de Broglie, Heisenberg
e Schrodinger [17]. Essas caracteristicas sao dois dos principais problemas no que se refere
a interpretagdo da mecanica quantica, que, desde a sua concepgao, mostrou—se (de acordo
com Einstein) uma teoria impressionante no que se refere a explicacao dos fendmenos que
observamos e previsoes nela baseadas. Embora nao bem compreendida em seus fundamen-
tos, a mecanica quantica foi utilizada por muitas décadas, durante as quais os debates sobre
suas caracteristicas mais fundamentais acima citadas foram relativamente relegadas a um
segundo plano, em parte, pela dificuldade técnica de serem testadas.

Dado o exposto, esperamos ter deixado claro o contexto atual dos problemas de fun-
damentos da mecanica quantica. Além de seu interesse per se, existe grande motivacao

tecnolégica para sua investigacao.
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Em um primeiro momento, o objetivo desta tese é contribuir para elucidar questoes ac-
erca das caracteristicas do emaranhamento em sistemas (com poucos e muito q—bits) que
interagem via um hamiltoniano que troca excitacoes. No primeiro capitulo encontramos uma
ligacao direta entre emaranhamento residual e desaparecimento sibito do emaranhamento.
Nesta contribuicao, estudamos aspectos da distribuicao dinamica de emaranhamento em
sistemas compostos de trés partes usando dois sitemas fisicos que pertecem a uma classe
geral de estados para a qual Coffman et.al. [18] provaram uma rela¢ao de “conservagao” de
emaranhamento onde ha um emaranhamento residual, i.e., um emaranhamento que neces-
sariamente envolve as trés partes. Mostramos que, para duas subclasses de sistemas de inter-
esse fisico direto, existe uma relagao estreita entre o fenémeno conhecido como morte stibita
[19] de emaranhamento em uma ou duas das “biparti¢oes” e o surgimento do emaranhamento
genuino. Embora nenhuma relacao matemaética sélida exista para sistemas de 4 partes, um
estudo de modelo nos leva a sugerir que a morte subita de emaranhamento também em sis-
temas maiores esta relacionada com o aparecimento de emaranhamento genuino. Uma con-
tribuicao seguinte, descrita no segundo capitulo, surgiu como uma consequéncia do trabalho
descrito anteriormente. Na parte que envolve o modelo Jaynes—Cummings [20], estudamos
os aspectos geométricos relativos a dinamica, novamente para a mesma classe de interesse
fisico geral, e tentamos compreender a morte stubita do emaranhamento de um ponto de
vista geométrico. Percebemos que os graficos entre os emaranhamentos de pares de q—bits
quase sempre sao conicas, elipses ou retas (elipse com exentricidade 1). O conjunto de todas
as possiveis trajetérias num diagrama que envolve o emaranhamento entre os pares de q—
bits, define uma superficie. Ao estender essas idéias encontramos desigualdades que definem
uma hiperesfera em um espago onde os eixos de coordenadas sao os emaranhamentos en-
tre pares de qubits. Nesse espaco, todas as curvas paramétricas de emaranhamento estarao
no interior ou na superficie da hiperesfera. Ja no terceiro capitulo, estudamos os efeitos
e consequéncias sobre o emaranhamento quando um sistema de prova atua sobre uma das
particoes realizando medicoes. Mostramos que é possivel “congelar”, aumentar e reviver o
emaranhamento via medidas tipo o Efeito Zeno [21] quando o sistema de ponta de prova age
de maneira conveniente sobre uma das partigoes do sistema.

Em um segundo momento, como expomos no quarto capitulo, estudamos um problema
que ilustra a preocupacao demonstrada por Bohr no que se refere a universalidade da teoria
quantica, i.e., um caracter universal apenas podera ser atribuido a teoria quantica se um
principio de complementaridade puder também ser estabelecido para o sistema de prova (me-
didor). Claramente este nao constitui um problema simples uma vez que medir um sistema
implica, necessariamente, interagir com o mesmo. Como consequéncia disso, os dois sis-
temas ficarao emaranhados. Para compreender esse problema que envolve simultaneamente
a complementaridade e emaranhamento, estudamos o problema de uma particula quantica
que atravessa um interferometro Mach—Zehnder (veja [22] para revisao) equipado com uma
ponta de prova capaz de obter e armazenar a informacao de por qual caminho seguiu a

particula. Mostramos que a qualidade da ponta de prova esta diretamente relacionada como
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a quantidade da informacao de que—caminho disponivel em seus estados. Percebemos que
quando a ponta de prova é incapaz de disponibilizar a informacao o sistema possui ape-
nas comportamento tipo corpusculo. De outro modo, quando for maximamente capaz de
disponibilizar a informagao, entao serd um auténtico q—bit. Sobre a complementaridade da
ponta de prova, construimos, via argumentos fisicos, a grandeza P2y que quantifica suas car-
acteristicas tipo corpusculo e na sequéncia encontramos V2) que quantifica as caracteristicas
tipo onda. Em complemento, encontramos uma relagao de complementaridade entre Py e
o emaranhamento C(; ). Ao analisar P(y), V(2) e C(1,2) encontramos limites onde a ponta de
prova pode ser considerada com um bom (regime quantico) ou um mal (regime classico) dis-
criminador de que—caminho. Além disso mostramos que o ingrediente chave para a transicao
quantico—classico nao é necessariamente a informacao gerada, mas sim a sua disponibilidade.
Para ilustrar nosso estudo, aplicamos nossos resultados a um experimento de complemen-
taridade na borda quéantico—cldssico. Nesse experimento [6] a ponta de prova transita do
regime quantico ao classico de maneira suave e o efeito dessa transicao é verificada medindo
a visibilidade das franjas de interferéncia atomica. Mostramos que as imperfeicoes experi-
mentais contribuem para a conclusao de limite classico em [6]. Em seguida, analisamos as
zonas de Ramsey onde nossos resultados fornecem uma simples interpretagao. Neste caso, o
limite classico da ponta de prova é alcancado porque a dinamica da fonte+dissipacao sobre
o estado do campo no interior da zona de Ramsey retira a informacao de que—caminho que
estaria disponivel no interior da cavidade e a “leva” para um sistema com infinitos graus de
liberdade deixando— a completamente indisponivel.

No quinto capitulo trazemos uma discussao geral acerca dos nossos resultados. A tese
esta organizada de uma maneira onde cada capitulo é autoconcistente contendo sua propria
introducao, desenvolvimento, conclusao e bibliografia. Organizamos desta maneira por uma

questao de escolha e por acreditar que essa foi uma melhor forma de abordar cada assunto.
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4.1

4.2

REPRESENTACAO ESQUEMATICA DE UM INTERFEROMETRO DE MACH-ZEHNDER:
Uma particula é enviada para atravessar o interferometro que estd equipado com
uma ponta de prova. De inicio um divisor de feixes “distribui” a particula de en-
trada em duas alternativas possiveis. Apds o primeiro divisor de feixes a particula
interage e se emaranha com uma ponta de prova. Uma diferenca de fase ¢ entre
os caminhos é considerada. Depois, a particula encontra um segundo divisor de
feixes que “mistura” as alternativas de “caminhos” e, em seguida, emerge do inter-
ferometro sendo medida no detector D. . . . . . . ... ..o L.
CARACTERISTICA DA PONTA DE PROVA: A curva preta é V(2), a vermelha € P(y) e
a azul é C(15) . As linhas verticais localizam os ponto D = 1/v2, D =2/(v5 +1)
e D =~ 0.42878. Nos assuminos que a ponta de prova estd nos dominios da fisica
classica quando suas caracteristicas corpusculares tornam—se dominantes 73(2) >
C(1,2) fornecendo 0 < D < 2/(v/5 + 1). Contudo, uma forte condigdo pode ser
tomada quando P(g) > V(2) + C(q 2) produzindo 0 < D < 0.42878. E interessante
notar que na regiao onde a ponta de prova estd nos dominios da fisica classica, a
visibilidade V() da particula sofre uma variagao de AV(1) ~ 0.15 que ¢ significa-
tiva. Entretanto, em aparatos experimentais que possam reproduzir esses resulta-
dos existirao imperfeicoes experimentais n e a variagao resultante das medidas sera
AV(D = nAV(). Dependendo do valor de 7 a variagao A)_/(l) podera estar contido
entre as barras de erros das medidas. Isso ocultara os efeitos da informacao de que—
caminho armazenada na ponta de prova e reforcard a idéia do seu comportamento

ClASSICO. . . . . e e e e
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4.3

4.4

Transcricao da legenda original em [11]. i) Figura da esquerda: Mach—
Zehnder and Ramsey versions of Bohr’s experiment. a, In the Mach—Zehnder, the
particle trajectory is separated by beam splitter By into paths a and b, folded
by mirrors M and M’ and recombined by beam splitter By into detector D. The
other output port (dashed arrow) is not used. A dephasing element tunes the
relative phase ¢ between the paths. B rotates around an axis perpendicular to the
interferometer plane, crossing it at the centre O of the BiMBsM’ square. A spring
provides a restoring force. The moving assembly is initially in its ground state of
motion. If By has a large mass, fringes are visible (dotted lines in inset). If By
is microscopic, its recoil records the reflection of the particle into path b, washing
out the fringes (solid lines). b, Ramsey set-up. A Rydberg atom’s state is split
by microwave pulse R; into two energy levels e and g, then recombined by pulse
Ry downstream, before being detected by field-ionization in D. We use a mixed
representation combining real space with the space of the atomic energy states.
The beam-splitting effect, a spatial separation in the Mach—Zehnder, is now an
internal mixture of states. Interferences are obtained in the probability for finding
the atom in g. A field pulse between R; and Ry tunes the relative phase ¢ of the
interfering amplitudes (Stark effect). If the R; field, stored in a long-damping-time
cavity C, is macroscopic, Ramsey fringes are visible (dotted line in the inset). If the
R, field is microscopic, its photon number records information about the atom’s
path, suppressing the interference (solid line). The gaussian mode of the cavity
field is represented schematically; the part where the atom is resonant is shaded.
The cavity mode waist and the Rj—Ry distance are exaggerated. ii) Figura da
direita: From quantum to classical interferometer. a, Ramsey interference signal
recorded for various mean photon numbers N in the R; pulse. The progressive
evolution from the quantum to the classical beam—splitter case is clearly observed.
b, Fringe contrast as a function of the mean photon number N in R;. The points
are experimental. The line represents the theoretical variation of the modulus of
the beam—splitter final states scalar product, multiplied by a fixed factor n that
accounts for interferometer imperfections. . . . . . . . . .. ...
Graficos das nossas expressoes tedricas em funcao do ntimero médio de fétons N no
interior da primeira cavidade. PARA O ATOMO: a curva com circulos é a visibilidade
e a com quadrados a concorréncia. A reta vertical localiza o ponto D = 1/v/2. PARA
O CAMPO: a curva com circulos (quadrados) é a visibilidade (concorréncia). Ja a
curva lisa é a preditibilidade. As retas verticais localizam os pontos D = 1/ V2 e

D=2/(1+V5). .
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Capitulo 1

Emaranhamento residual e morte

subita: uma conexao direta

Neste capitulo nés mostramos que para uma classe particular de estados iniciais de um sis-
temas de trés partes, |AB)|C) onde |AB) é um estado emaranhado com interacao unitéria
entre AC' existe emaranhamento residual se morte sibita de emaranhamento ocorre em
alguma particdo. Contudo, para sistemas de quatro partes de estado |AB)|C)|D), o apareci-
mento de emaranhamento residual nao esta condicionado a morte stibita do emaranhamento.
Nos sé podemos dizer que se a morte subita do emaranhamento ocorre, em alguma particao,

certamente haverd emaranhamento residual.

1.1 Introducao

Em um trabalho seminal, Einstein, Podolsky, and Rosen [1] levantaram questoes intrigantes
onde o emaranhamento assumia uma posi¢ao de destaque. Com esse trabalho, os autores
trouxeram pela primeira vez o emaranhamento para o debate cientifico e desde entao esta
propriedade nao deixou de ser investigada [2]. Atualmente o emaranhamento vem desper-
tando grande interesse da comunidade cientifica, pois tem se mostrado um valoroso recurso
nos processos da informagao e computacao quantica [3]. A menor quantidade de informagao
quantica ¢ o q-bit! e sao “codificados” no estado fisico de um sistema quéntico simples de-
nominado “portador’ de g—bit. No ambito da éptica quantica os portadores de g—bits, em
geral, sdo dtomos e o campo eletromagnético (CEM). Porém, é de costume nos artigos que
tratam do assunto chamar de q—bit o prépio portador. Aqui neste neste texto nao fugiremos
da “regra”e daqui para diantes chamaremos de q—bit o préprio portador.

De maneira geral pode-se dizer que a informacao quantica preocupa—se com as carac-
teristicas, propriedades e armazenamento da quantidade de informacdo codificada em sis-
temas quanticos. Ja a computacao quantica estuda as possibilidades de processd—la, explo-

rando as propriedades quanticas de superposicao e emaranhamento, objetivando a realizagao

! Abreviacdo e traducdo da expressdo em inglés quantum bit.



de tarefas consideradas impossiveis por meios cléssicos [3, 4]. Mas, a realizacao destas tarefas
se processa via manipulagao e interagao de uma dada colecao de q—bits. Em vista disso, para
a informacao e computagao quantica, torna—se necessario conhecer as caracterisiticas ou pro-
priedades do emaranhamento presente numa dada colecao de q—bits e, além disso, estudar o
modo como tal emaranhamento pode estar distribuido entre as particoes da colegao. Desta
maneira, o estudo da dinamica e distribuicao do emaranhamento em sistemas sejam con-
stituidos atomos e CEM mostra—se como uma ferramenta importante na contribuicao para
o avanco da informacgao quantica e, consequentemente, no entendimento de caracteristicas
que habitam os fundamentos da mecanica quantica.

Sobre a distribuigao de emaranhamento, Coffman et. al. [5] estudaram um sistema de
trés g-bits, chamados de A, B e C, onde existe um emaranhamento distribuido em todo o
sistema. Nesse trabalho eles mostraram que o emaranhamento entre A e BC' se ditribui em
trés quantidades, i.e.: i) entre A com B; ii) entre A com C'; iii) e uma quantidade entre A e
BC' que nao pode ser contabilizada pelo emaranhamento de A com B e C separadamente. A
esta ultima quantidade de emaranhamento eles chamaram de emaranhamento residual. Este
resultado para sistemas de trés g—bits é ainda hoje o mais geral disponivel para o propdsito de
compreender e quantificar a distribuicao de emaranhamento. Enquanto isso, recentemente,
Zyczkowski et. al. [6], ao considerar uma dinamica unitaria entre dois q-bits onde um deles
¢é submetido a agao periddica de um meio ambiente, mostraram que o emaranhamento entre
os q-bits pode desaparecer subitamente. Seguindo na mesma dire¢do, Yu et. al. [7], ao estu-
darem dois g—bits inicialmente emaranhados que podem decair livremente, mostraram que a
decoeréncia causada por flutuagoes do vacuo afeta as coeréncias locais e o emaranhamento
de formas diferentes. Como conseqiiéncia, as coeréncias locais desaparecem assintoticamente
e o emaranhamento subitamente em tempo finito. Na sequéncia, Almeida et. al. [8], num
experimento de éptica usando fétons gémeos, simularam a dinamica de um g-bit que pode
decair livremente e “mediram” os resultados tedricos de [7], atestando que as coeréncias locais
decaem assintoticamente e o emaranhamento pode desaparecer em tempo finito. desde entao,
essa caracteristica dinamica de desaparecimento sibito do emaranhamento ficou conhecida
como morte subita de emaranhamento [6, 7, 8, 9] (daqui para frente chamaremos de MSE).
A MSE pode resultar de dindmicas nao unitdrias como nas referéncias [6] e [7] ou também
de dindmicas unitdrias, como por exemplo no caso das refs. [10, 11, 12] onde dois dtomos
inicialmente emaranhados interagem localmente com um CEM no interior de cavidades via
o modelo de Jaynes—-Cummings [13]| (daqui para frente chamaremos de MJC). Neste mesmo
modelo de evolugao unitdria, Sainz et. al. [14] encontraram um emaranhamento invariante
sob evolucao e concluem que o emaranhamento se distribui sobre todos os graus de liberdade
do sistema que se emaranham através da interagao. Este resultado indica que as correlagoes
quanticas presentes em sistemas fechados devem se conservar havendo uma redistribuicao
de emaranhamento a medida que o sistema evolui. Ou seja, o emaranhamento pode migrar
de uma particao para outra conservando o emaranhamento inicial fornecido ao sistema. De

imediato surge a seguinte questao: em sistemas que evoluem unitariamente, qual é a relagao



entre o emaranhamento residual e a MSE? A proposta do presente trabalho é responder esta
pergunta. Nos mostramos que o emaranhamento residual estd intimamente relacionado a
MSE para uma classe de estados de interesse a informacao e computagao quantica. Estudos
mais gerais acerca da distribuicao de emaranhamento para sistemas muitas partes podem
ser encontradas nas refs. [15, 16|, mas nunhum trata a questao do emaranhamento genuino
ou MSE.

1.2 Sistemas de trés partes: emaranhamento residual
vs. MSE

Considere um sistema de trés q—bits A, B e C' onde ha emaranhamento distribuido em todo
o sistema. Coffman et. al. [5] mostraram que existe emaranhamento residual que nao pode
ser contabilizado quando se particiona o sistema, i.e., 0 emaranhamento de A com BC se
manifesta de trés formas: i) A emaranhando com B; ii) A emaranhado com C; e iii) existe
um emaranhamento em ABC' que nao pode ser contabilizado pelo emaranhamento de A com

B e C separadamente. Ou seja:
Cion = Chp + Cic + Tano (1.1)

onde T4pc ¢ o emaranhamento residual tripartite e Cy;) € a concorréncia entre as partigoes
i e j. Além disso eles perceberam que T4pc é invariante e uma equagao idéntica a (1.1)
pode ser mostrada ao se estudar o emaranhamento de B ou C' com as outras partigoes. Para

chegar a esse resultado os autores consideraram o estado puro arbitrario

1

€)= D> awldllk) (1.2)

ijk=0
no espaco de hilbert 2 ® 2 ® 2, e mediante a defini¢ao de concorréncia [17, 18] mostraram
a igualdade (1.1). Este resultado tem um caracter geral e todos os sistemas fisicos puros

emaranhados que possam ser mapeados em um problema de trés q—bits deverao obedecer
(1.1).
Agora vamos considerar um sistema de tés q—bits A, B e C' num estado inicial |¢)y) =

|AB) ® |C') onde A e B estdao emaranhados e com concorréncia inicial Cy, como mostra a

Figura 1.1. Neste caso, por (1.1) temos no instante inicial que

Caey = Cap = Co (1.3)

Cac = Tapc = 0 . (1.4)

Considere também que os q-bits A e C possam interagir unitariamente. Ao “ligar” a in-

teracao A e C' irao se emaranhar dinamicamente e A ficard menos emaranhado com B, como
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Figura 1.1: O sistema ABC estd inicialmente no estado puro [¢g) = |AB)|C), com A e B ini-
cialmente emaranhados e fatorados de C. Entao uma interacao unitaria entre A e C é iniciada e

haverd uma dinamica de emaranhamento no sistema tripartite que deverd obedecer a eq.(1.1).

consequéncia da monogamia de emaranhamento [19]. Durante a evolu¢do temporal as par-
ticoes AB e C interagem e conforme Cyp decresga (cresga) em fungao do tempo teremos
Cac e Cpe aumentando (diminuindo), respectivamente. Este é um exemplo tipico onde
a eq. (1.1) precisa ser obedecida ao longo de toda a dinamica. Portanto, é possivel que,
além de Cyp, Cac e Cpge, apareca um 74pc em algum momento da evolugao. Assim, para
sistemas onde a particao AC' adimite interagao entre seus constituintes e compartilha Cy de
emaranhamento com B, temos dois casos para a dinamica do emaranhamento: i) nao existe
MSE; i) existe MSE em pelo menos uma das partigdes. No primeiro caso (7), com troca de

excitagao entre A e C, Chan te. al. [11] mostrara que

Caip+C% = Cy . (1.5)
Além deste resultado temos que [5]

Chac) = Cap + Che + Tanco (1.6)
deve ser obedecida. Logo temos

C?B(Ao) = C§ + TaBo - (1.7)

Desde que por hipdtese nao ha MSE e B nao interage com a particao AC, entao teremos
Cacy = Cp durante todo o tempo e Tapc = 0. Agora, o que acontece quando uma das
particoes sofre MSE? No segundo caso (7i), dado a interagao entre A e C' o emaranhamento
Csc nao desaparece subitamente. Por isso, a MSE apenas pode ocorrer nas particoes AB
e BC. Vamos considerar primeiro que durante um intervalo de tempo a MSE ocorra na

partigdo AB. Durante a janela de tempo em que Cxp = 0, a eq.(1.1) fornece

Ci(CB) = Cic+ Tasc - (1.8)
Contudo, C' percebera A no estado de mistura

pa = trp (| AB) (AB]) (1.9)

e sua capacidade de emaranhar com A dependera de como A estd emaranhado com B e

também do tipo de interacdo. Sabendo que Cupcy > Cac [5] durante toda a evolugao, no
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intervalo de tempo em que Cyp = 0 deveremos ter T4pc # 0, caso contrario as eqs. (1.1) e
(1.8) nao seriam satisfeitas. A mesma andlise é vélida quando MSE ocorre na particao BC),
quando analisamos (1.6). O caso em que hd uma janela de tempo onde simultaneamente
ocorre MSE nas parti¢des AB e BC torna-se trival, ao observar (1.6) que da Cpacy = Tapc-

As consideracoes acima nao deixam duvidas de que o aparecimento de MSE em um
sistema de trés gq—bits tem uma conexao muito intima com o emaranhamento residual.

Um exemplo concreto é o sistema tripartite estudado na ref. [12], que consiste de dois
atomos (A e B) e uma cavidade (C'). Apenas um dos atomos, por exemplo o dtomo A,
interage com a cavidade C. O outro atomo B cumpre o unico propdsito de permitir um
estado emaranhado inicial com A. A interacao entre A e C é ressonante e via o MJC que

possui hamiltoniano de interacao dado por
H; = hg(cto? +co?) | (1.10)

onde g é uma constante de acoplamento, ¢ (cT) ¢ o operador que aniquila (cria) uma excitagao
em Ceo? =) | (6 =] 1){l |) desexcita (excita) o estado atomico, respectivamente.

Considere o estado inicial dos atomos dado por

AB)y = 81 T1) +al 1T) (1.11)

e a cavidade C no estado de véacuo |C')g = |0), com |3|* + |a|? = 1. Para esse estado inicial

|AB)|C)o o estado evoluido sera

|ABC)” = [Beos(gt)] 11) +al 11)]]0) —iBsin(gt)| L1)[1) . (1.12)

Para quantificar o emaranhamento entre A e BC' do estado acima, usaremos a concorréncia
na sua forma 2v/det ps [5], onde ps = trpc(|ABC)(ABC|;). Ja para o emaranhamento

entre A e B e entre A e C' usaremos a concorréncia que ¢ definida nas refs. [17, 18] como

C, = max{0, v A\ — v — VA5 — vV} (1.13)

onde os \;’s s@o os autovalores da matriz p (o, ® o) p* (0, ® 0,)) organizada na forma decres-
cente, o, sendo uma das matrizes de Pauli e p* o complexo conjugado de p. Para o estado

(1.12) as concorréncias das bipartigdes serao

Cap = Cy|cosgt| (1.14)
Cac = |8P|sin2gt (1.15)
Cpe = Cylsingt| (1.16)

onde Cy = 2|fa| é o emaranhamento inicial na particio AB. Ao observar as eq. (1.14 —
1.16) fica claro que ndao hd MSE em nenhuma parti¢ao, como pode ser visto na Figura 1.2.
Pode-se perceber também que C55 + C3 = Cf e, por (1.6), devemos ter Tapc = 0 como

discutido acima. Ja o emaranhamento entre A e BC' serd

Cagscy = 24/ |12 cos? gt (|af? + ]2 sin” gt) (1.17)
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Figura 1.2: Gréficos para o estado (1.12) com § = 3/v/10 e a = 1/4/10. Figura da esquerda:
Concorréncias entre as biparticao e entre A e BC. Em azul C4p, em vermelho C4¢, em verde Cpgc
e em preto Cy(pc). Figura da direita: Concorréncias quadrdticas entre A e B, A e C, entre A e

BC' e do emaranhamento residual. Em azul 0124 5, em vermelho C’ic, em preto Ci( Be) € em verde

TABC-

que pode ser reescrito como

Camio) =1\/Cip + Cic (1.18)

deixando claro, ao relembrar (1.1), que Tapc = 0.
Em seguida, nés consideramos um estado inicial para o qual a dinamica leva a MSE em
alguma particao. Isso acontecera, e.g., se a cavidade contém uma excitagao inicialmente,

|C)1 = |1). Para o estado inicial |AB) |C); o estado evoluido sera

|ABC)Y = [Beos(v2gt)| 11)+acos(gt)] 11)] [1)—i[asin(gt)] 17)[0)+Bsin(v2gt)| 11)[2)]

(1.19)
Para este estado inicial (1.19) a concorréncia das biparti¢oes serao
Cap = Comax{0,|cos(gt) cos(vV2gt)| — | sin(gt) Sin(\/ﬁgtﬂ} (1.20)
Cac = laf?lsin(2gt)] — || sin(2v/2g0)| (121)
Cpe = CO‘| sin(gt) cos(v2gt)| — | cos(gt) sin(\/ﬁgt)w ) (1.22)

havendo desaparecimento abrupto do emaranhamento na particao AB, como obervado na
Figura 1.3. Pode—se notar que B nao interage com C, mas eles se emaranham mediante a

interagao na partigao AC. No presente caso, o entrelacamento entre A e BC' sera

Caso) = 2¢ (I sin*(gt) + 1812 cos?(v2g1) ) (Iaf? cos?(gt) + |82 sin*(V2gt) ) (1.23)

e que, ao observar as eqs. (1.20 — 1.22), percebemos nao é possivel escrever a eq. (1.23) na

forma (1.18). Com isso teremos C ey > Chp + Cip e

Tapc 20 . (1.24)
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Figura 1.3: Gréficos para o estado (1.19) com § = 3/v/10 e a = 1/4/10. Figura da esquerda:
Concorréncias das biparticoes AB e AC e entre A e BC. Em azul Cysp, em vermelho Cs¢c e em
preto Cy(pc). Figura da direita: Concorréncias quadréticas entre A e B, Ae C, entre A e BC e

do emaranhamento residual. Em azul Cf‘ p» em vermelho 0124()7 em preto C’i( Be) € em verde TApC.

A desigualdade acima reflete o principal objetivo do presente trabalho. Ao observar a Figura
1.3, podemos notar que o emaranhamento residual existe mesmo antes da MSE entre A e
B. Nossa interpretacao deste resultado é a que segue: as correlagoes quanticas entre A e B
desaparecem por um intervalo de tempo e sao distribuidas em todo o sistema contribuindo
para o emaranhamento residual.

Podemos também considerar o estado inicial para AB como sendo

[AB)y =5 11) +0f 1) (1.25)

e a cavidade C no vacuo ou com uma excitacao. Porém os resultados sao os mesmo que

encontramos para |AB),.

1.3 Emaranhamento residual e MSE: uma conjectura

Vamos considerar agora um sitema de quatro partes A, B, C' e D onde inicialmente existe
um emaranhamento Cj na particao AB. Considere também que A interage localmente com
C' e B com D, como mostra a Figura 2.4. Mais concretamente, nés consideramos dois atomos
A e B compartilahndo um emaranhamento C e a particao C' consistindo de N osciladores

no vacuo, o mesmo para D. A interacao local entre A e C serd descrita pelo hamiltoniano

N N

hw 4

Huc = Taf + thkchk + hz gk(czof + ckaf) , (1.26)
k=1 k=1

onde, como antes, g ¢ uma constante de acoplamento entre o a&tomo e o k—ésimo oscilador

de C, ¢ (cl) é o operador que aniquila (cria) uma excitagio no k—ésimo oscilador de C' e

o =1 1){(1] (e =] 1)(] |) desexcita (excita) o estado atomico, respectivamente. Estrutura

similar teremos para B e D.



Figura 1.4: A parti¢do AB compartilha Cy de emaranhamento entre os seus constituinte e estd fa-
torada de C'D. A interage localmente com C via o MJC e o mesmo para B e D. Quando a interagoes
nas partigdes AC e BD for estabelecida, haverd uma distribuicdo dindmica do emaranhamento em

todo o sistema.

O estado fundamental de AC), | l)H,ivzl |0x), nao evolui no tempo. Contudo, o estado

inicial contendo uma excitacao, | 1) []r, |0x), evolui para o estado

(1)) = £@®)] 1)10) + x(®)] 1)]T) (1.27)

onde £(t) e x(t) sdo fungdes a determinar que dependem de N e definimos os estados coletivos

unitarios

0 = [T (1.28)

D) = (@/x() ) M(®)[1e) (1.29)

com os vinculos |x(t)> = S0 [\(®)]? e [€(#))> + |x()]> = 1. Ao observar a eq. (1.27)
podemos considerar a evolugao de 1 q—bit mais N outros como uma evolucao entre 2 q—bits,
onde um deles é um g—bit coletivo.

Quando N = 1 teremos na particao AC' e BD o MJC, que no caso ressonante, fornece

para as fungoes £(t) e x(t)
£(t) = cos(gt) (1.30)
x(t) = —isin(gt) . (1.31)

Neste caso o sistema ABCD ¢ conhecido como Jaynes—Cummings duplo [10, 14].
De outro modo, quando N — oo o sistema C' serda um reservatério no vacuo e A sofrerd

uma dinamica de decaimento livre como estudado em [7, 8, 20]. Neste caso teremos
&t) — e (1.32)
X(t) — V1—et (1.33)

onde v é uma constante de amortecimento.
Agora, vamos considerar os atomos preparados, como antes, em |AB),;, e os 2N osciladores

no vacuo. O estado inicial global sera

|ABCD)y, = [B]T1)ap+a|T)as] H |0k)c|0k) D (1.34)

8



que, de acordo a eq. (1.27), evoluird para

[Te) = Bly(t)acl L 0o +al L 0)achy(t)sp (1.35)

Neste caso ss concorréncias de cada par de subsistemas serao

Cap = Cole(t))? (1.36)
Cac = 2(BPIEX()] (1.37)
Cap = Gol(t)x (1) (1.38)
Cpc = Col€(t)x()] (1.39)
Cep = 2laPlE(t)x(t)] (1.40)
Cop = Colx(t)? (1.41)

Observando as eqs. (1.36 — 1.41), e lebrando que a interacao nas partigoes AC' e BD é
continua e que troca excitagoes, devemos esperar que nao ocorra MSE em qualquer das
particoes do sistema ABC'D . Podemos agora calcular a concorréncia entre A e BC'D. Como
o estado (1.35) é puro ainda vale Cypepy = 2+y/det(pa) , onde pa = trpep(|We) (Vy]) . Assim

teremos

Casop) = 21BE®)] V]al? + [B2x(1)? (1.42)

e com uma algebra simples podemos reescrevé—la como

Caep) = \/CiB + C,%xc + Ofw ) (1.43)

i.e., para o estado incial |[AB),, para os dtomos e os 2N osciladores no vicuo o emaranhamento
entre A e BCD ¢ distribuido nas parti¢oes de dois q-bits AB, AC e AD. Nao existe
emaranhamento em particoes envolvendo um nimero maior de g-bits que nao possa ser
contabilizado pelo emaranhamento entre cada par de g—bits separadamente e, portanto,
nenhum emaranhamento equivalente ao emaranhamento residual definido para sistemas de
trés q—bits.

Uma situacgao diferente surge ao considerar o estado inicial

|AB)y =B 1T) +af L]) (1.44)

para os atomos e os 2N osciladores no vacuo. De maneira semelhante ao caso anterior, esse

estado evolui para o estado

[©) = Blyv(t))aclv(t))sp + al | 0)ac| L 0)sp (1.45)

E bem conhecido que nesta condicdo inicial, para N = 1 [10, 14] e N — o0 [7, 8, 20], ocorre

MSE em alguma partigdo quando || > |a|. Nés focamos a aten¢ao no emaranhamento que



A compartilha com o resto do sistema. O emaranhamento entre A e cada q—bit e entre A e
BCD sera

Cap = 2/AE(t)*| max{0, || — By (1)*} (1.46)
Cap = 2BE()x (1) max{0, o] — |BE()x(1)]} (1.47)
Cac = 2|B%(t)x()] (1.48)
Capepy = 21BEIVIBXDOP + Jaf? (1.49)

Pode—se perceber claramente que o emaranhamento nas particoes AB e AD podem desa-
parecer subitamente. Na partigio AB ocorrerd MSE no tempo ¢ tal que |x(¢)[*> = |a/8| e

teremos C'yp = 0 sempre que

(07

g

Em AD o MSE ocorrerd no tempo t tal que |x(¢)|\/1 — |x(t)]? = |a/F| e teremos Cap =0

quando

Xt > (1.50)

HIv1=Ix(®P = (1.51)
onde usamos que |£(t)] = /1 — |x(¢)|?>. Ao solucionar a desigualdade (1.51) encontramos
1 1
R e I () |y = 1.52
NP <5+ (152)

que impoe a condigao |F| > 2|a|. Entado, ao observar as desigualdades (1.50) e (1.52),

podemos perceber que quando

1 2

5l <orsg i

com a condicdo |3| > 2|al, teremos Cyp = 0 e Cyp = 0 ao mesmo tempo. Logo, quando o

(1.53)

estado inicial (1.44) for tal que || > 2|al, entao a eq. (1.53) define um intervalo de tempo
onde Cyp =0 e Csp = 0 ao mesmo tempo, como mostra a Figura 1.5.

O emaranhamento entre A e BC'D pode ser reescrito como

Ciepy = Cac + CFlEW))? (1.54)

que é valida durante toda evolucao. A relacdo acima claramente mostra que o emaran-

hamento que A compartilha com o restante do sistema ¢é dividido em duas partes i) uma
local em AC' devido a interagao unitdria e i) que é espalhada sobre todo o sistema.

Podemos agora definir a quantidade E4pcp, que € positiva semidefinida como mostrado

m [15, 16], em analogia ao emaranhamento residual de um sistema de trés q-bits. Eagcp

representa a quantidade de emaranhamento entre A e BC'D que nao pode ser contabilizada
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Figura 1.5: Aqui utilizamos o vinculo |£(¢)]? + |x(t)|?

1.54) em funcdo de z = |x(t)| que est4 limitado no intervalo 0 < z < 1 e fizemos 8 = 101y/5/250

= 1 para escrever as concorréncias (1.46 —

e o = 111/95/250 no estado (1.45). Figura da esquerda: Em azul Ca(Bcp), em vermelho
Cac, em preto Cap e em verde Cyp. Apenas nas partigbes AB e AD ocorre MSE. Quando
1/2—/1/4 —|a/B% < |x(1)|? < 1/24++/1/4 — |a/B[2, com | 8] > 2|a], teremos Cap = 0. J& quando
la/B| < |x(t)|? teremos Cap = 0. Desta maneira, quando |a/3| < |x(t)|> < 1/2 + \/1/4 — |a/B|?
teremos Cap = 0 e C4p = 0 ao mesmo tempo. Figura da direita: Em azul Czl(BCD) que tera
um comportamento suave quando cresce ou decresce, porque representa todo o emaranhamento
que A possui com BCD incluindo o emaranhamento vindo da interacdo. Em vermelho temos
Cfl Bt 0,240 + C’iD que inicialmente decresce devido a diminuicao seguida de MSE nas partigoes
AB e AD. Em seguida cresce porque o emaranhamento fornecido pela interagdo na particao AC
torna—se significante. E em preto temos Eapcop onde é facil observar que seu pico esta deslocado
para a esquerda dos outros graficos. Isso se da quando o emaranhamento entre AB e AD estao
desaparecendo e o emaranhamento em AC ainda nao se tornou significante. Apés a MSE em AB
e AD o emaranhamento da dinamica em AC torna-—se saliente e entdo a curva de Eapcp volta a

diminuir.

pelo emaranhamento de A com B, C e D separadamente, i.e.: Fagcp = C?él(BCD) — [C%B +

Cic + C%p), que nos fornece
Eapep = CRleM)? = [Chp + Chp] - (1.55)

Curiosamente este emaranhamento estara presente durante toda a evolugao para qualquer
valor de § e a no estado (1.45). Isto significa que para o estado inicial |AB), dos atomos
sempre havera emaranhamento entre A e BC'D que nao pode ser contabilizado pelo emaran-
hamento de A com B, C' e D separadamente. Isto ndo é verdade para o estado inicial [AB),
dos atomos onde temos Eapcp = 0 e todo emaranhamento entre A e BC'D pode ser con-
tabilizado pelo emaranhamento entre A com B, C' e D separadamente. Quando |3| > 2|«|
no estado inicial (1.44) teremos um intervalo de tempo At, definido pela eq. (1.53), em que

Cup =0e Cysp =0, como discutido mais acima. Nesta situacao teremos
Eapcp = ClE(0) (1.56)

que representara o emaranhamento que esta distribuido em todo o sistema e que nao é
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contabilizado pelos emaranhamentos da biparticoes AB, AC' e AD.

1.4 Conclusoes

Mostramos que em sistemas de trés gq—bits, submetidos a interagao local entre subsistemas, o
emaranhamento residual estd intimamente conectado com a MSE. Mostramos também que
a MSE é uma condigao suficiente para a redistribuicao do emaranhamento de duas partes
para um emaranhamento do sistema como um todo.

Para o caso de sistemas com quatro partes (simples e complexos), também sujeitos
a interacgao local, o mesmo tipo de relagao entre emaranhamento residual e MSE ocorre.
Uma conjectura natural nesta altura: serd este um mecanismo geral segundo o qual o en-
trelagamento flui de partigoes envolvendo dois q—bits para outras que envolvem um ntimero
maior de g-bits? Esta é a nossa crenca, baseada no fato de que ele pode ser rigorosamente
provado para sistemas de trés q—bits e exemplos de varios tipos envolvendo quatro qubits se
comportam da mesma maneira. Provar esta conjectura é um programa de pesquisa interes-

sante e desafiador.
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Capitulo 2

Geometria na dinamica de
emaranhamento no modelo de

Jaynes—Cummings duplo.

Neste capitulo estudamos a carateristica geométrica da dinamica de emaranhamento entre
pares de g-bits evoluindo de acordo ao modelo Jaynes-Cummings duplo (JCD). Ao con-
siderar inicialmente as cavidades no vécuo e os dtomos nos estados emaranhados [iy) =
cos 0]10) + sin0]|01) ou |¢g) = cosB|11) + sin #|00), nds mostramos, ao variar 0 < o < 7/2,
que a dinamica do emarahamento entre o i—ésimo q—bit e os demais q-bits j, k£ e [ fecha uma
superficie tridimensional em um diagrama Cj; x Cy, xCy, onde C,,, ¢ a concorréncia entre
os q-bits m e n. Quando o estado inicial dos atomos for |¢g), projecoes desta superficie
em um diagrama C;; x Cj, serao conicas. Outras curvas envolvendo pares de q-bits difer-
entes, Cj; x Cy, também serao conicas. Porém, quando o estado inicial for |¢g), as curvas
podem ser mais complexas. Encontramos desigualdades limitando a soma das concorréncias
ao quadrado de cada biparticao e mostramos que a morte subita de emaranhamento esté

intimamente conectada ao tamanho do raio médio de uma hiperesfera.

2.1 Introducao

Recentemente, modelos para sistemas bipartidos, simples ou complexos, que interagem via
um hamiltoniano que troca excitagoes entre as partes vem se mostrando extremamente tteis
no que disrespeito a compreensao da dinamica de emaranhamento. Essa compreensao é
fundamental para a concretizacao dos processos da informacao quantica que permutam
correlacoes, além de aprofundar nosso conhecimento sobre os aspectos mais fundamentais
da mecanica quantica. Nessa direcao, recentes trabalhos estudaram o desaparecimento em
tempo finito do emaramento [1], o surgimento sibito do emaranhamento [2], o controle da
dindmica de emaranhamento [3] e a distribuigdo de emaranhamento [4], para citar alguns.

Neste modelo bipartido onde existe troca de excitacoes, dois sistemas em particular ganha-
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ram destaque. Em um deles as particoes do sistema sao contituidas por dois atomos isolados
que possuem algum emaranhamento inicial e duas cavidades no vacuo onde cada atomo in-
terage com uma cavidade através do modelo Jaynes—-Cummings (JC) [5] e tal sistema ficou
conhecido como Jaynes—-Cummings duplo (JCD). No segundo modelo as parti¢oes sao con-
stituidas por dois &tomos nao interagentes e inicialmente emaranhados onde ambos interagem
com o mesmo modo da cavidade no modelo Tavis-Cummings [6]. Apesar de aparentemente
simples, esses modelos apresentam uma dinamica muito rica do emaranhamento entre as
particoes destacando—se o desaparecimento do emaranhamento nas particoes durante um
tempo finito [7, 8, 9], as relagdes entre energia pureza e emaranhamento [10, 11], emaran-
hamento invariante [12] e o estudo dos aspectos gerais da distribuicdo do emaranhamento
(13, 14, 15, 16].

No presente trabalho, estudamos as relacoes que surgem naturalmente entre os emaran-
hamentos de cada biparticao do modelo JCD. Para a medida de emaranhamento usamos a
concorréncia [17]. Nesse modelo consideramos dois dtomos idénticos de dois niveis nomeados
de “A” e “B” que estao inicialmente emaranhados e duas cavidades no estado fundamental
chamados de “a’e “b”. O dtomo “A”(“B”) interage ressonante e localmente com a cavi-
dade “a”(“b”) via o modelo JC [5], respectivamente. Em seguida evoluimos unitariamente
o sistema global. Para dado instante de tempo ¢ qualquer tomamos o trago parcial so-
bre as variaveis de dois subsistemas quaisquer e determinamos o emaranhamento entre os
dois subsistemas remanescentes. Com esse procedimento determinamos as seis concorréncias
possiveis, a saber: Cyuq, Cap, Cap, Cap, Can € Cpp, € analisamos a dinaminca e as relagoes
existentes entre elas. Nos mostramos que, ao considerar o estado inicial dos atomos sendo
|thg) = cos a|10) 4 sin «|01), as relagdes entre as concorréncias descrevem uma conica em um
diagrama C;; x Cyy, com ij e kl iguais a Aa, Ab, AB, ab, aB e Bb. De outro modo, quando
consideramos o estado |¢g) = cos a|11) + sin a|00) inicialmente nos atomos, percebemos que
os graficos nos diagramas C;; x C;, em geral, nao seguem uma forma simples e sendo uma
coOnica apenas em alguns casos. Em todos os casos onde uma conica é encontrada, a sua ex-
centricidade pode ser escrita como uma funciao do médulo da média inicial do observével o
, e, Py = ‘tr(afpo)

ser encontrada em apenas uma das duas particoes Aa ou Bb. Por outro lado se o estado

. Se o estado atomico for |¢)g), Py fornece a probabilidade da excitagao

inicial for |¢g), Py nao terd a mesma interpretagao. Nesse estudo usamos a grandeza Py por
possuir uma estreita relagdo com o emaranhamento [18]. Em complemento, num diagrama
CupxCaqx Cyy construimos uma superficie da dindmica de emaranhamento entre pares de
q—bits entre A e os outros do sistema. Percebemos que a dinamica do emaranhamento que
A compartilha com outros q-bits, para cada «, descreve um caminho sobre esta superficie.
Estendendo as mesmas idéias para “dimensoes” maiores, encontramos uma desigualdade en-
volvendo uma soma do quadrado das concorréncias entre pares de q—bits. Esta soma define
uma hiperesfera onde a dinamica do emaranhamento entre os pares de g—bits possui uma
trajetéria que estara sobre ou dentro da hiperesfera.

O presente capitulo estd organizado como segue: na secao 2.2 apresentamos o modelo
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que vamos tratar, o JCD, sua evolucao e o quantificador de emaranhamento utilizado; em
seguida, na secao 2.3, determinamos os emaranhamentos, fazemos graficos de curvas no
diagrama C;;x Cy; e descrevemos suas caracteristicas/comportamento em fungao de Py; ja
na secao 2.4 mostramos a existéncia de uma superficie de emaranhamento para a dinamica
aos pares de emaranhamento que envolva o mesmo q-bit e justificamos porque a curvas dos
diagramas Cj; x C; estarao sobre essa superficie; sobre a hiperesfera tratamos na segao 2.5
onde encontramos uma desigualdade que contém a dinamica de emaranhamento de todos os

pares de q-bits; e na secao 2.6 encerramos o trabalho com as conclusoes.

2.2 O modelo fisico

Considere um sistema composto de dois dtomos idénticos de dois niveis (“A” e “B”) e duas
cavidades idénticas (“a”e “b”). O atomo “A”(“B”) interage ressonantemente com o campo
no interior da cavidade “a”(“b”), respectivamente, via modelo JC [5] governada pelo hamil-
toneano

fww fuw
H = hwa'a+ hwb'b+ 70;4 + 705 + hg(a'o? + ac?) + hg(blo? + ba?)  (2.1)

onde a' (b') e a (b) sdo os operadores criagdo e aniquila¢io do campo no interior da cavidade a
(b), respectivamente, e o | ai e ol sao as matrizes de Pauli do i—¢ésimo dtomo, com i = A, B.
Por simplicidade, fizemos as cavidades ressonantes com os atomos. Assim a frequéncia do
campo no interior de cada cavidade é igual a frequéncia de transicao atomica dos seus dois

niveis internos.

I
atom H atom
A I B
}
I
i
cavity Q ! cavity b
I

Figura 2.1: Uma figura esquemética do JCD. Na particdo da esquerda (direita) hd o atomo
“A”(“B”) interaguindo com a cavidade “a”(“b”), respectivamente, e ndo hé interacdo entre as

particoes “Aa”e “Bb”.

Nesse trabalho consideramos as cavidades inicialmente no vécuo |00) e algum emaran-

hamento entre os 4tomos. Neste momento considere o estado inicial do sistema sendo
[o) = cosall0)]00) + sin a|01)[00) . (2.2)

Como essa dinamica conserva o nimero de excitacoes, o estado final em um determinado

tempo t serd da forma

) = 21(1)[10)[00) + z(¢)|01)[00) +
5(£)]00Y|10) + z4(£)|00Y]01) . (2.3)
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A solucao dos coeficientes sera fornecida pela equacao de Schroedinger, ih|¢t> = H|{y),

mais as condigoes de contorno z1(0) = cosa, z2(0) = sina, x3(0) = 0 e 24(0) = 0. Isso nos

fornece
x1(t) = cosacos(gt) (2.4)
xo(t) = sinacos(gt) (2.5)
x3(t) = —icosasin(gt) (2.6)
x4(t) = —isinasin(gt) (2.7)
Considere também o estado inicial
|po) = cosal11)|00) + sin «|00)|00) . (2.8)
E como no caso anterior, podemos determinar o estado evoluido que sera
[¢) = 11(t)[11)|00) + 32(2)]00)[00) + ys(£)|10)[01) +
+ya(£)[01)[10) + y5(¢)|00)[11) (2.9)
onde
yi(t) = e ™ cosacos®(gt) (2.10)
yo(t) = e“'sina (2.11)
y3(t) = —ie “cosasin(gt)cos(gt) (2.12)
ys(t) = —ie ™ cosasin(gt)cos(gt) (2.13)
ys(t) = —e ™' cosasin®(gt) (2.14)

Podemos observar que, em um tempo ¢ imediatamente apds a t = 0, o estado (2.3) e (2.9)
deverda possuir emaranhamento entre todas as partigoes. Estudaremos o emaranhameto
entre dois q-bits (A, B, a e b) e suas relagdes. Para isso usaremos como quantificador de

emaranhamento a concorréncia [17] que é definida como

C:maX[O,\/)\T—\/)\:—\/)T—\/)\j] (2.15)

onde ); sdo os auto-valores da matriz p(o, ® 0,)p*(0, ® 0,) organizados de maneira decres-
cente em (2.15).

2.3 Dinamica de emaranhamento no diagrama C;; x Cy,

Para encontrar o estado da particao AB, por exemplo, realizamos o traco parcial no subsis-
tema restante ab no estado (2.3), ou seja: pap(t) = trap(|¢r)(¢]). Com o mesmo procedi-
mento podemos determinar os estado reduzidos de todos os pares de q-bits Aa, Ab, AB, ab,

aB e Bb. Em seguida, determinamos cada concorréncia Cj;.
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2.3.1 Para o estado inicial |)

Neste caso obtemos

Cap = |sin2alcos?(gt) (2.16)
Cu = |sin2a|sin’(gt) (2.17)
Cuqa = cos®alsin(2gt)| (2.18)
Ca = |sin2asin(gt)cos(gt)| (2.19)
Cop = |sin2asin(gt)cos(gt)| (2.20)
Cp, = sin®alsin(2gt)] (2.21)

Analisamos a estrutura geométrica da dinamica de emaranhamento em um diagrama Cj; x Cy.

Com esse intuito, primeiro observamos que comando a eq.(2.16) com a eq.(2.17), teremos
Cap + Cap = Co (2.22)

com Cj = |sin 2¢| sendo a concorréncia inicial do sistema e contida na particio AB. Pode-

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
AB

Figura 2.2: Grafico da reta CypxCy com o = w/4,7/6,7/8,7/10 e w/12 para as cores preta,

azul, vermelho, marrom e verde, respectivamente.

mos perceber que essa equacao define uma reta em um diagrama Cspx Cy,, como notado
na figura 2.2. Esta reta possuird o coeficiente linear constante e igual a Cj, inclinacao igual
a —1 e a reta (2.22) com Cy = 1 serd o limite superior. Desta maneira as retas (2.22),
para « € (0,7/2), preencherdao todo o triangulo formado pelos eixos Cyup, Cy € a reta

Cap + Cup = 1. Analisando agora as egs. (2.19) e (2.20) percebemos que elas satisfazem
Cap = Cop (2.23)

que evidencia uma simetria do sistema e também defini um reta crescente, que passa pela
origem do diagrama Cy, x Cyp e que faz um angulo de 45° com os eixos. Dividindo (2.18)
por (2.21) facilmente encontramos

_ cos’

Cao = Crp (2.24)

sin? o
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Aa
Figura 2.3: Gréfico da reta C4,xCpy com a = w/4,7/6,7/8,7/10 e /12 para as cores preta,
azul, vermelho, marrom e verde, respectivamente. A curva fina e tracejada na cor violeta é a reta

Cha +Chp = 1.

que é uma reta no diagrama Cy,xCpg, passando pela origem e com coeficiente agular
cos? o/ sin® a,, como mostra a figura 2.3. Para 0 < a < 7/2 as retas (2.24) estaro limitadas
na regiao entre as retas Cy, = 0, Cpp = 0 e Cyy + Cpp = 1. Observe que as equagoes (2.22
— 2.24) definem uma reta no seu respectivo diagrama C;; x Cy; e a reta Cy, + Cpp = 1 é um
limite superior nao havendo caminhos no diagrama além dessa curva.
Usando o mesmo procedimento, e com algumas simplificagoes, encontramos outros casos

(elipses, circunferéncias e retas) que organizamos como segue:

1. Concorréncia entre os atomos (ou cavidades) versus concorréncia entre um

dos atomos e a cavidade que o contém:

a) Capab) X Cps:

(Caban — Co/2)" . Ch

=1 2.25
C2/4 sin o (2.25)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
AB(ab)

Figura 2.4: Gréfico da semi-elipse Cyp(qp) X Cpy com a = 7/4,7/6,7m/8,7/10 e 7/12 para as cores

preta, azul, vermelho, marrom e verde, respectivamente.
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b) Capas) X Caa:

(Canany — Co/2)"  C3,

=1 2.26
Cg/4 cos* (2.26)
1
0.8
0.6
g
0.4-
0.2
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
AB(ab)

Figura 2.5: Gréfico da semi-elipse Cyp(qp) X Caq com a = 7/4,7/6,7/8,7/10 e 7/12 para as cores
preta, azul, vermelho, marrom e verde, respectivamente. A curva fina e tracejada na cor violeta é

L A 2 2 _
a semi—circunferéncia C' AB(ab) +C3, =L

2. Concorréncia entre os atomos (ou cavidades) versus concorréncia entre um dos

atoms e a cavidade que nao o contém:

(Capar) — 00/2)2 + (CaB(Ab))2 =C5/4 (2.27)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
AB(ab)

Figura 2.6: Gréfico da semi-circunferéncia Cypqap) X Cop(ap) com o = m/4,7/6,7/8,7/10 e 7/12

para as cores preta, azul, vermelho, marrom e verde, respectivamente.

21



3. Concorréncia entre um atomo e a cavidade que nao o contém wversus con-

corréncia entre um atomo e a cavidade que o contém:

CL) CaB(Ab) X CAa ;

| sin 2¢|
Can(an = 2 cos? v

0T 02 04 0’6 0.8

aB(Ab)

(2.28)

Figura 2.7: Gréfico da reta Cop(ap) X Caq com o = 7/4,7/6,7/8,7/10 e 7/12 para as cores preta,

azul, vermelho, marrom e verde, respectivamente. A curva fina e tracejada na cor violeta é o circulo

(20Aa - 1)2 + (2CaB(Ab))2 =L

b) Capan)xChy:

| sin 2cv|
Cava) = 2sin? o

0" o2 0.4 0’6 0.8

Ab(aB)

(2.29)

Figura 2.8: Gréfico da reta C 44,5y X Cpy com a = /4, /6, 7/8,7/10 e 7/12 para as cores preta,

azul, vermelho, marrom e verde, respectivamente. A curva fina e tracejada na cor violeta é o circulo

(2CBy — 1) + (2Capap))® = 1.
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Para interpretar melhor as expressoes (2.25 — 2.29) e suas figuras (2.4 — 2.8), torna—se

instrutivo usar o médulo do valor médio inicial de o2,
Py = ‘tr(afpo)‘ (2.30)

que informara se a excitacao inicial esta ou nao distribuida igualmente entre os atomos e
consequentemente entre as particoes Aa e Bb. Usaremos essa grandeza por ser mensurarel
(o médulo da média de um observavel), local e por possuir uma estreita relagdo com a
concorréncia [18]. Para py = [tg) (1| teremos Py = | cos(2a)], ficando claro que Cj+Pg = 1.
Observe que quando Py = 0 a excitacao estara igualmente distribuida entre as particoes Aa
e Bb e o emaranhamento inicial é maximo na particao AB. De outro modo, se Py = 1 nao
havera emaranhamento inicial entre os atomos e nao teremos a informacao se a excitagao
estda na particao Aa ou Bb. Quando 0 < Py < 1, a excitacdo estard mais “localizada”em
uma das particoes, mas nao saberemos em qual. Neste caso os atomos estarao com algum
emaranhamento entre 0 e 1.

Fazendo uso de Py, pode-se escrever a excentricidade das elipses (2.25) e (2.26) como

sendo

[ 2P,
= . 2.31
¢ 14+ Py ( )

Também podemos determinar a distancia f do foco ao centro de cada elipse. Para a elipse

(2.25) a distancia do foco f(* ao seu centro serd

@ | Po(1FPo)
o) _ JT0 T 0)

S 2 (2.32)

onde fia) é o focoquando 0 < a < 7m/4de fﬁa) para /4 < a < w/2. J& a elipse (2.26) possuira

foco f® como sendo

® _ [Po(1F )

2 2

(2.33)

onde f¥ ¢ o foco quando 0 < a < /4 e fﬁb) para m/4 < a < /2, que é o inverso de (2.32).
Isso acontece porque o emaranhamento entre as particoes Aa e Bb é gerado pela evolugao
JC e nao pelo recurso inicial de emaranhamento fornecido a AB. O emaranhamento gerado
pelo JC depende da “quantidade”de excitacao que serd compartilhada entre o atomo e o
campo. Dessa maneira, quando 0 < a < 7/4 a excitacdo, por (2.3), possuird uma maior
probabilidade de ser encontrada na particao Aa. Com isso o emaranhamento gerado pelo JC
na particao Aa serd maior que na Bb. Isso é o que estd representado na figura 2.5, onde Cg,
atinge valores maiores que 0.5 para 0 < o < 7/4. Neste caso o emaranhamento na partigao
Bb possui valores menores que 0.5, como podemos observar na figura 2.4. A mesma analise
é vélida para o caso contrario, onde 7/4 < a < w/2. De outro modo, para um « € (0,7/2)
a excentricidade das elipses (2.25) e (2.26) s@o idénticas, como mostra (2.31), mas os focos

f% e f° ndo possuirdao o mesmo valor e direcdo, excetuando o caso a = /4 onde teremos
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circulos nos dois casos. Por exemplo, para o = 7/6 teremos f° = /3 f, onde f* (f°) esta
sobre o eixo horizontal (vertical), respectivamente.

Ja o segundo caso, equagao (2.27), sdo circunferéncias de raio C;,/2 e a semi—circunferéncia
com o = 7/4 (Cy = 1) é a curva limitante e s6 havera curvas abaixo. De uma maneira mais
geral pode-se dizer que a curva definida no seu respectivo diagrama Cj; x Cy; sempre estard
limitada pela semi-circunferéncia C7; + C7, = C§.

Os casos das equagoes (2.28) e (2.29), sao retas onde sua inclina¢do depende do emaran-
hamento inicial contido nos atomos. Como fizemos anteriormente, podemos escrever tal

inclinacdo como funcdo de Py. Para a eq.(2.28) a inclinacao m(® pode ser escrita como

1—P +1/2
(a) 0
pu 2. 4
s {1 +7>0] ’ (2:34)

onde m'® 6 a inclinacio quando 0 < o < /4 e m'® para /4 < a<7/2. Jaareta eq.(2.29)

terd, por sua vez, a inclinacao

o | — P12
2 1+ Py

, (2.35)

onde, como no caso acima, m(<b) é a inclina¢do quando 0 < a < 7/4 e m(>b) para m/4 < a <
/2, que é o inverso de (2.34). Esse efeito também é devido ao emaranhamento fornecido

pelo JC como ja discutimos anteriormente para o caso das elipses (2.25) e (2.26).

2.3.2 Para o estado inicial |¢)

Considere agora que os a&tomos, no tempo inicial igual a zero, se encontrava no estado (2.8).
Apés um intervalo de tempo ¢ o sistemas terd evoluido para o estado (2.9). De posse do
estado global e tomando os devidos tracos parciais, como na secao anterior, determinamos

as concorréncias de cada par de g—bits. Teremos entao

Cap = max|0,Cycos(gt) — ] (

C,, = max [0, Cysin’(gt) — ”yt] (2.37
Caa = cos?(a)|sin(2gt)] (
(

1
Capy = maX[O,éCo|sin(29t)|—%] 2.39
1
Cop = maX[O,§C()’SiH(29t)|—’}/t] (2.40)
Cpy = cos?(a)|sin(2gt)] (2.41)

onde vy, = % cos?(a) sin?(2gt). Pode-se perceber que para 0 < a < 7/4 teremos morte stibita
[1] ou nascimento sibito de emaranhamento [2] quando a concorréncia envoler um q-bit da
particao Aa com outro da Bb.

Para o estado (2.9), temos algumas situagoes interessantes devido a simetria do sistema.

Note que a particao Aa e Bb terao o mesmo valor de Py. Logo, o emaranhamento fornecido
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pelo JC & Aa ou Bb é o mesmo. Observe que C'y, = Cpyp. Isso nao seria verdade se a constante
de acoplamento de cada JC fosse diferente. Devido a essa mesma simetria teremos também
Cap = Cp,. Essas relagoes definem retas (de maneira semelhante ao caso da eq.(2.23)) nos
seus respectivos diagramas. Os demais diagramas C;; x Cy,, para o estado inicial (2.8), sempre
seguem caminhos bem definidos, porém nem sempre simples. O caso mais interessante, e
também mais simples, é o diagrama Cy,, xCyp. Para perceber isso, considere um instante
de tempo onde as concorréncias C'yp e C,p, sao diferentes de zero ao mesmo tempo. Nesse
momento, por simplificacdo, podemos escrever Cyp = Cycos?(gt)—v; e Cpy = Co sin®(gt) —,.
Perceba que com uma algebra simples podemos escrever [Cy — (Cap + Cqp)]/ cos?(a) =

sin®(2gt) e (Cap — Cyp)?/C2 = cos?(2gt) que somadas nos fornecem

(Cap — Oab)2 N Co — (Cap + Cap)
C? cos?(a)

=1 . (2.42)

A equag@o acima ¢ uma pardbola com o eixo de simetria & 45° do eixo horizontal (Cgp).
Sobre o eixo de simetria o vértice v estard a uma distacina da origem vg = Co — (1 4+ Pp)/2
e o foco f a uma distancia f< = Cy F Py, onde, como antes, o sub-indice < (>) refere-se
ao estado inicial (2.8) com 0 < a < 7/4 (/4 < a < 7/2), respectivamente. Como hé
morte subita de emaranhamento nas particdes AB e ab sempre que 0 < a < 7/4, entao
s6 havera um seguimento de parabola no diagrama Cy, x Cyp se o vértice v assumir valores
positivos sobre o eixo de simetria. De outro modo quando o vértice estiver na origem ou
assumir valores negativos, nao teremos um trecho da parabola e s6 havera retas Cyp = 0

ou Cyp, = 0. Observe a Figura 2.9 para melhor visualizagdo. Para o = arctan(1/2) teremos

1

Figura 2.9: Gréfico da pardbola Cy,xCyp com o = 37/10,7/4,7/5 e m/6 para as cores azul,
vermelho, marrom e verde, respectivamente. Para 0 < a < arctan(1/2) nao haverd gréfico neste

diagrama.

v = 0 e quando o emaranhamento em uma das particoes desaparece a da outra surge,
como podemos perceber na Figura 2.10. Seguindo o mesmo raciocinio, fica claro que para
0 < a < arctan(1/2) (arctan(1/2) < a < 7/2) o emaranahmento em AB desaparece antes
(depois) que surja em ab, respectivamente. Observe a Figura 2.11.

Um outro diagrama aparece quando somamos a expressao (Cap — Cop)?/Ca = cos?(2¢t)
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0.4+

2gt
Figura 2.10: Em vermelho (azul) o gréfico de Cap (Cgp), respectivamente, para o = arctan(1/2).

1

2¢gt
Figura 2.11: Em preto (azul) o grafico de Cap (Cyp) para o = 7/9 < arctan(1/2), respectivamente.

Jé em verde (vermelho) o gréfico de Cup (Cgap) para o = /5 > arctan(1/2), respectivamente.

com o quadrado da equagao (2.38) ou (2.41). Isso também nos fornece uma elipse de expressao

(CAB - Oab)2 + Caa(Bb)

C? cos?t o

=1 (2.43)

No diagrama (Cap — Cap) x C ;) Sempre teremos um seguimento da elipse (2.43) por que
o emaranhamento em Aa nao desaparece subitamente. Para 0 < o < arctan(1/2) o semi-
eixo maior estard paralelo a C4q(pp), quando a = arctan(1/2) teremos uma cicunferéncia e
para arctan(1/2) < a < m/2 o semi-eixo maior estard paralelo a Cap — Cyp. Com isso a

excentricidade fica sendo

( ,/57)07_3 se O<a<a
(1+'Po)7 0
,/%, se ap<a<m/4 (2.44)
[ 3+ 5P
\ m, se 7T/4<O£<7T/2

oY
I

26



0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Aa (Bb)
Figura 2.12: Gréfico da elipse Caqpp) x (Cap — Cap) com o = 7/4,7/6,7/8, /10 e w/12 para as

cores preto, azul, vermelho, marrom e verde, respectivamente.

onde fizemos oy = arctan(1/2). J& a distanica focal serd

[/ (5P —3)(1 +Pp)/2, se 0<a<ag

|
I

VB =5P)(1+Po)/2, se ag<a<m/4 (2.45)

| VB+5P)(1—Po)/2, se m/d<a<m/2

Observe que quando o = aq teremos Py = 3/5 e f = 0 e a elipse torna-se uma semi-
circunferéncia. Perceba que para 0 < a < agy o emaranhamento de AB desaparece antes do
surgimento de emaranhamento em ab. Porém o emaranhamento de Aa é fornecido pelo JC e
nao permanece nulo em algum intervalo de tempo finito. Como resultado havera uma janela
de tempo em que Cup — C, sera nula mas o emaranhamento entre Aa nao. Desta maneira
C4q assumira valores maiores que Cyp — Cy, e teremos o semi—eixo maior paralelo a Cla,.
Vale lembrar que a quantidade C4p — C,, pode assumir valores positivos e negativos, mas
como modulo limitado a 1. Assim, na Figura 2.12, teremos uma “reflexao” das curvas em
relacao ao eixo Caq(pp)-

Considere [Cy — (Cap + Cqup)]/ cos?(a) = sin*(2gt) obtida anteriormente. Agora, podemos
identificar essa expressdao com o quadrado de (2.38) ou (2.41). O resultado serd uma parabola

de equacao

2
CAa(Bb)
cos? «

(Cap + Cap) = Co — (2.46)

onde seu vértice v e foco f estao localizados sobre o eixo (C AB + C’ab) nos pontos dados por
o = {0,V/T—Po} e f< = {0,v/T— Py — (1 £ Py)} onde, como antes, o sub-indice < (>)
é para 0 < o < /4 (7/4 < a < w/2), respectivamente. Sempre teremos um trecho dessa
parabola no diagrama (CAB + Cab) x Caq(Bp), POIs 0 seu vértice esta limitado entre 0 e 1.
Temos também que (C’ AB + Cab) nao assumira valores nulos para oy < o < /2 e isso fard

com que a parabola nao toque o eixo Cyq(pp) nesses casos, como mostra a Figura 2.13.
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Aa (Bb)
Figura  2.13: Gréafico da  pardbola CAa(Bb)X(CAB + C’ab) com « =

3mw/10,7/4,7/6,arctan(1/2) e arctan(1/3) para as cores preto, azul, vermelho, marrom e

verde, respectivamente.

Da equacao (2.38) ou (2.41) pode-se escrever |sin(2gt)| = Caq(pp) cos o € substituir em

(2.39) ou (2.40). Com algumas simplifica¢oes chega—se na expressao

Co\? C2
(CAG(Bb) — —0) 0 (2.47)

Capan) +

2 cos? av 2 8 cos?

que, como em casos anteriores, também é uma parabola que possuira vértice v e foco f que

estarao localizados nos pontos

) VI-P; (1FP)
s = 2 2
7 V1=P§ FP
= 2 2

onde os sub-indices seguem a notagao de antes. A parabola da equacao (2.47) tocard duas
vezes 1o eixo Cuqpy) quando 0 < a < ap. Isso acontece porque para 0 < a < g haverd
morte sibita de emaranhamento para Capup). Ja para ap < a < 7/2 nao havera morte
subita e o segmento de pardbola s6 tocard no eixo Cyq(pp) na origem, como mostra a Figura
2.14.

2.4 A superficie de emaranhamento

Na secao anterior exploramos os diagramas C;; x C}; para dois estados iniciais diferentes.
Contudo, como o modelo fisico aqui utilizado evolui unitariamente e sabendo que nesse
modelo existe um invariante de emaranhamento [12], torna-se instrutivo analisar em o di-
agrama C;; x Cy, xCy para o i—ésimo g-bit. Primeiro analisaremos tal diagrama para o
atomo A. Para o estado inicial (2.2) as concorréncias entre o &tomo A e os demais q—bits sao
fornecidas pelas equagoes (2.16), (2.18) e (2.19). Fazendo os graficos paramétricos dessas con-
corréncias teremos curvas, para um determinado valor de o, num diagrama C4p x C' 44 x Cap,

como mostra a Figura 2.15. Claramente as projecoes dessas curvas nos planos Cypx Cag,

28



0 0.2 0.4 0.6 0.8

Aa (Bb)
Figura 2.14: Gréfico da parabola Caa(Bb) X Capan) com @ =
7/3,31/10,7/4, /6, arctan(1/2) e arctan(1l/3) para as cores preto, azul, vermelho, marrom, verde

e laranja, respectivamente.

Figura 2.15: Grafico do diagrama C4p x C4, x C'4p para o dtomo A e estado incial (2.2). Da curva

superior para a inferior, temos a = 7/4,7/6,7/8,7/10 e w/12.

CapxCap e CyaxCyy serao os graficos tragados nas Figuras 2.5, 2.6 e 2.7, respectivamente.
Ou seja, o grafico do diagrama C;; x Cj;, que envolve o ¢—ésimo q-bit é, na verdade, a projecao
no plano C;; x Cy; da curva C;; x Cyp x Cj. Agora se tracarmos todas as possiveis curvas (var-
iando a de 0 a 7/2) do diagrama CapxCys,xCyp teremos uma superficie nesse espago,
como mostra a Figura 2.16. Um ponto sobre essa superficie nos informa quanto de emaran-
hamento ha em cada uma das particoes AB, Aa e Ab. Se agora considerarmos o estado
inicial (2.8) e tracarmos os gréaficos paramétricos , para determinados valores de «, num dia-
grama Cypx Cy, x Cap, também teremos, de maneira analoga, curvas nesse diagrama, como
mostra a Figura 2.17, onde suas projecoes em cada plano C4;x Uy fornecerao as curvas
desse respectivo diagrama. Como no caso anterior podemos tracar todas as possiveis curvas
no diagrama Csp x Cy, x Cap variando o de 0 a 7/2 e encontraremos uma superficie, veja a
Figura 2.18. Um ponto nessa superficie também fornece quanto de emaranhamento hé em
cada uma das particoes AB, Aa e Ab.

Essas mesmas conclusoes também sao validas para B, a e b. Logo, de maneira mais geral,
podemos dizer que toda e qualquer trajetéria nos diagramas C;; x Cy, C;;xCy e CypxCy
pertencerao a superficie em Cj; x Cy, x Cy; e serao projecoes em seus respectivos planos, onde

i, J, k e l sdao os 4 q-bits (A, B, a e b) do sistema. De outro modo, um ponto sobre essa
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Figura 2.16: Superficie de emaranhamento para o 4tomo A no diagrama Capx Ca,x Cap para o

estado inicial (2.2).

Figura 2.17: Gréfico do diagrama CapxCys,xCyap para o dtomo A e estado incial (2.8), com
a=mn/4,7/6,7/8,7/10 e m/12.

superficie informara os valores de Cj;, Cy, e Cy.

2.5 hiperesfera da dinamica de emaranhamento

Faremos uso de um resultado ja observado em [4] e [15], onde mostra—se que para o estado
inicial (2.2) temos C3 5+ C3, +C%5+C% = CZ. Sem perda de generalidade, podemos somar
em ambos os lados o termo C3, + C%, o que fornece C% 5 + C%, + C%5 + C? + C%, + C%, =
C2 + (cos* a+sin* o) sin?(2gt). Esta tiltima expressio pode ser tranformada na desigualdade
C%p+C% + 25+ C4 4+ C3, + C%, < C2 + (cos* a +sin* ). Agora, fazendo uso de simples
relacoes trigonométricas e lembrando da definicao de Py, podemos reescrever esta equagao

como
CQ
Cip+Chy+ Cip+ Cy+ Chu + Chy <1+ 3 (2.48)

que é uma hiperesfera de raio maior /(2 + CZ)/2 em um espaco onde os eixos sao as
concorréncias entre os pares de q—bits. Por outro lado, podemos generalizar a desigualdade
acima para

C2
Gy < Chp+ Chy + Cap+ Cop + Ch + Oy < 1+ = (2.49)
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Figura 2.18: Superficie de emaranhamento para o dtomo A no diagrama Capx C 4, x Cap para o

estado inicial (2.8).

que define uma regiao limitada (uma casca—hiperesférica) dentro da hiperesfera, definida pela
eq. (2.48). Assim, qualquer curva em um diagrama onde os eixos sdo concorréncias entre
pares de q—bits e o estado inicial é (2.2) estard ou sobre a superficie ou no interior da casca—
hiperesférica (2.49). Assim, podemos especular que, da mesma maneira que as curvas nos
diagramas C;; x Cj, sao projegoes de curvas na superficie C;; x Cj, x Cy, a superficie definida
em C;jxCy,xCy é uma projecao de uma hiperesfera que estd em um espago de dimensao
maior.

Podemos fazer a mesma anédlise para o estado inicial (2.8). Contudo, neste caso [4, 15] nds
temos apenas que a desigualdade 0 < C% ;4+C%,+C?,+C? < C2 e, como feito anteriormente,
podemos em ambos os lados somar o termo C4, + C%, = [1 + cos(2a)}2sin2(2gt)/2. Com
uma simples algebra é facil expressar o resultado desta soma em forma da desigualdade
0<Cag+Ca+C%5+C? +C3, + 0% < C2 + [1+ cos(2a)]?/2. Sabemos que Py ¢ igual a
cos(2a) se 0 < a < /4 e —cos(2a) se m/4 < a < 7/2. Usando isso e C3 + P2 = 1, podemos

reescrever a desigualdade como
02
0< Chp+ Chy+ Clp + O+ Chu + Ol < 1+ 2 £ P (2.50)

onde no lado direito desta equagao temos (1+C3 /24+P,) quando 0 < a < 7/4 e (1+CZ/2—Py)
quando /4 < a < w/2. Dessa desigualdade deve ser valida durante toda evolugao e, em um
espaco definido pelos eixos correspondendo as concorréncias C;;, nés temos que o raio desta

hiperesfera ¢ dado por

2

R:]+%i% (2.51)

2

onde temos R~ (R.) quando 0 < a < 7/4 (7/4 < a < 7/2), respectivamente. Vale ressaltar
que para 0 < o < 7/4 havera morte stubita do emaranhamento em alguma partigdo. Por
outro lado, para 7/4 < o < 7/2 ndo haverd morte sibita em nenhuma particdo. Assim,
temos R. quando existe morte sibita e do contrario teremos R.. Note que para 0 <
o < arctan(1/2) existira um intervalo de tempo A7 = [arccos(v/tan ') — arcsin(v/tan o )] /g

onde Cyup = Cy = Cyp = Cup = 0 (como observado em [2]). Desde que a hiperesfera é
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definida pelas concorréncias entre pares de q—bits, seria intuitivo esperar, nesta condicao e
durante o intervalo de tempo A7, obter R. no lugar de R~ visto que apenas Cy, e Cp, s@o
diferentes de zero. O fato de que o raio médio da hiperesfera aumenta é uma consequéncia do
emaranhamento dinamico Cy, e Cp,. Quando 0 < o < m/4 0 emaranhamento das partigoes
Aa e Bb atinge valores mdximos entre 1/2 e 1. Assim, o valor méximo de C%, + C%, serd

entre 1/2 e 2, contribuindo substancialmente para a desigualdade (2.50).

2.6 Conclusoes

Percebemos que os gréficos entre as concorréncias de pares de g-bits, num diagrama Cj; x Cyy,
sao sempre conicas, elipses ou retas (elipse com exentricidade 1), quando consideramos o
estado inicial para os atomos ¢ [1p). No caso do estado inicial dos atomos sendo |¢p) nem
sempre o grafico possui uma forma simples e alguns deles também sao conicas. Sempre
foi possivel descrever as propriedades das conicas como uma funcao da quantidade local
Po = [{o2)| e do emaranhamento inicial Cy.

O conjunto de todas as possiveis trajetérias no diagrama C;; x Cy, x Cy, que envolve o
emaranhamento entre os pares de q—bits ¢ com j, k£ e [, define uma superficie nesse dia-
grama. Quando os dtomos estiverem nos estados iniciais [1y) ou |¢g) e as cavidades em |00),
havera uma curva paramétrica entre pares de q-bits C;; x Cy; que estard sobre a superficie
Cij X Czk X Cil-

Ao estender essas idéias encontramos uma desigualdade que define uma hiperesfera em
um espaco onde os eixos de coordenadas sao as concorréncias entre pares de qubits. Nesse
espago, toda curva paramétrica em um diagrama C;; x Cy; estard no interior ou na superficie
da hiperesfera. De outro modo podemos interpretar as desigualdades (2.49) e (2.50) como
relagoes de distribuigdo de emaranhamento, no sentido de [19]. Como o lado direito das
equagoes (2.49) e (2.50) sao constantes, entdo possui uma analogia com o invariante de
emaranhamento em [12], pois quando o emaranhamento diminui em uma das parti¢oes de dois
q—bits deve aparecer em outra. Indo na direcao da distribuicao de emaranhamento, as conicas
por nés encontradas também podem ser interpretadas como uma relacao de distribuicao
de emaranhamento. Devido a forma quadrética de (2.49) e (2.50), fica mais imediata a
interpretacao como uma hiperesfera. Podemos especular que, da mesma maneira que as
curvas nos diagramas C;; x Cy, sao projegoes de curvas na superficie C;; x Cy, x Cy, a superficie
definida em Cj; xCy;, xCjy é uma projecao de uma hiperesfera que estd em um espago de

dimensao maior.
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Capitulo 3

Protegendo, aumentando e revivendo

o emaranhamento

Neste capitulo, propomo uma estratégia nao s6 para proteger, mas também para aumentar
e reviver o emaranhamento em um modelo Jaynes—Cummings duplo (JCD). Nés mostramos
que tais caracteristicas surpreendentes surgem quando medigoes tipo Zeno sao realizadas

durante o processo dinamico.

3.1 Introducao

Hoje em dia, dado o avanc¢o impressionante da tecnologia, os fisicos sao capazes de observar
o entrelagamento em seus laboratorios [1, 2, 3, 4] e também mostram que ela representa um
ingrediente chave para varias aplicagoes tecnologias importantes, por exemplo, o desenvolvi-
mento da informacao quantica [5], que estd intimamente ligada ao controle e manipulagao
do emaranhamento. Em um recente trabalho medigoes tipo Zeno tem sido utilizadas para
proteger um estado emaranhado de seu ambiente [6]. Atualmente, no ambito da informagao
quantica, o efeito Zeno Quéantico (EZQ) vem sendo utilizado como uma ferramenta para
prevenir erros [7, 8, 9, 10, 11], para criar estados quanticos [12], preservagao de estados [13]
e controlar a decoeréncia [14, 15, 16].

No presente capitulo, nés mostramos, no contexto do modelo Jaynes—Cummings duplo
[17], resultados intrigantes advindo da combinacdo de emaranhamento dinamico e medigoes
tipo Zeno. Os resultados sao estratégias para controlar e aumentar o emaranhamento, mesmo
depois da morte stbita (induzindo o renascimento). N6s mostramos que medidas tipo Zeno,

na dinamica do JCD, pode aumentar o emaranhamento do estado inicial entre os atomos

|9+) a8 = aol1, 1) ap + 5/0,0) a5, (3.1)

com |ag| > |Bol, levando—o para o estado de Bell, mesmo ap6s o tempo de destruicao das
correlagdes quanticas como quantificadas pela concorréncia (morte subita). O sucesso deste
procedimento esta condicionadp ao resultado da medida. Nés também mostramos que EZQ

pode inibir a dinamica de emranhamento no JCD.
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3.2 Protegendo o emaranhamento

Vamos considerar, como no capitulo 2 e esquematizado na figura 2.1, um sistema de quatro q—
bits ABab onde A (B) ¢ um atomo de dois niveis que interage ressonantemente com o campo
no interior da cavidade a (b) via um modelo JC de hamiltoniano (2.1), respectivamente. Se

o estado inicial do sistema for

oo = [¢+)aBl0,0)a
e considerando |ag|? + |Bo|> = 1, o estado evoluido, na representacao de interagao, serd

lo)e = 16+(1))aBl0,0)ap + [X(t)) ABab (3.2)
onde

9+ (t))ap = |1, 1)ap + 5]0,0) a5
|X(t)>ABab = —Oéob(t> [ia(t)(uv O>AB|07 1>ab + ’O’ 1>AB|17 O>ab) + b(t)|07 O>AB|17 1>ab] ,

com oy = apa’(t), a(t) = cos(gt) e b(t) = sin(gt). Note que em ¢t = 7/2g existe uma troca

de emaranhamento onde AB estara no vacuo e ab emaranhados, ou seja:
[64) 80, 0)s — €7|0,0)a5|¢+)a

onde |p_Yap = apll, 1)ap — Go]0,0)ap -

Neste momento vamos considerar um sistema de sonda , que chamaremos de M, com-
posto de N subsistemas de dois niveis todos preparados no estado fundamental, i.e., |0) ) =
RN, |O§\]f[)) . O sistema de sonda ird interagir N vezes com ab e ao término o sistema ABab
terd evoluido por um tempo T' = N7. Apds cada janela de tempo 7 um subsistema de
M ira interagir de forma impulsiva com ab e realizara uma medida onde discriminara duas
possibilidade: i) existe excitagdo em ab e i) ndo existe escitagdo em ab. Em seguida o
subsistema de M sera medido e manteremos apenas os resultados nulos, i.e., com o sistema
M desexcitado.

A interacao impulsiva entre o k—ésimo subsistema de M e ab serd dependente do tempo
e sua agao se limita ao instante ¢ = k7. O hamiltoniano dessa evolugao sera

Himp(t) = H0(t — kr) g T, (3.3)

onde 0(z) é a funcao delta de Dirac e
k k k k k k
T = 10,000, 0[a @ [05)) (05| + (Lap — 10,0)(0,0]s) ® (057 (157 + 157005 ])

O operador unitario desta interacao impulsiva em ¢t = k7 sera

i kT+e
Uimp(kT) = limexp ——/ Hipmyp(t') dt’
e—0 ﬁ k

= exp(—inl};/2)
= 1,® 1% T2 42, (3.4)

36



Com isso, em t = 7 o estado global do sistema ABab ird interagir com o primeiro

subsistema de M. O processo de interacao impulsiva entre ABab e M se dard como segue:

1), 10) = Uip(7)]0)-|08))
— 7™ (|¢ (1)) ap0,0)0[057) + IX(T)) anas|157))

Entao a interacao seguida de medicao, onde manteremos apenas o resultado nulo, fornecerd

um estado nao normalizado de ABab dado por

18y = (0 |Uimp(7)])-]0%))

que apos a normalizacao fica
1
|90>7— = (a7|1’1>AB +50|OaO>AB)|O70>ab (35)

Vlaz]? + 160l

onde desconsideramos a fase global e

—im/2  Apés a sequéncia das N interacoes mantendo
apenas os resultados nulos, i.e., sem excitacao em ab, o estado de ABab no tempo T torna—se
1

= e ar

com 7 =T/N , ar = agcos?™ (g7) e fixamos o tempo total da evolucio sendo T' = 7/2g que

(|1, 1) a5 4 (0]0,0)45)0,0)as (3.6)

é o tempo onde ha a transferéncia de emaranhamento.

O emaranhamento inicial do subsistema AB, quantificado pela concorréncia, sera
Co = 2[apf|

e ap6s as N medidas o emaranhamento em AB torna—se

2| o fo|

C _ “lrpPol
o lar ]2 + | Gol?

(3.7)

Fixando 7" e fazendo o limite de N — oo nas egs. (3.6) e (3.7), podemos observar a inibigao

da dinamica, i.e.,

Jim o) = [64)48|0,0)as
e

lim CN = C’0

N—oo

O vetor de estado do sistema apos as N medidas tende a seu estado inicial quando N —
oo e, consequentemente, a concorréncia vai para o seu valor inicial. Portanto no limite
N — oo de EZQ a dinamica de emaranhamento no JC pode ser “congelada” preservando
o emaranhamento inicial entre as partes. Os cédlculos mostram que emaranhamento inicial
contido em umas das particoes do sistema pode ser mantido como constante. Além disso,
também é possivel transferir esse entrelacamento para a particao ab, inicialmente fatorada,

e preservar o emaranhamento por la.
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3.3 Aumentando o emaranhamento

Observando a eq. (3.6) é facil perceber que o coeficiente do estado |1,1) 45 pode ser manip-
ulado. Isso nos fornece uma maneira e as condi¢oes para que o aumento do emaranhamento

desse sistema seja possivel, mesmo apds a morte sibita.

Relembrando que Cy = 2|agB] e que |ag|* + |5o]? = 1, podemos escrever:

2

\/W ool > 160 (3.8)
—C

LB el < Il

Substituindo (3.8) na eq. (3.7), e apds alguma algebra, podemos escrever a concorréncia Cly

[\

|060| =

2

como uma func¢ao da concorréncia inicial e do nimero de medidas, como segue:

C-i- . >
cr={ On i lool 21 (3.9)
Cy 5 ool < 6ol
onde
IN
o 2C, cos™ (g7) (3.10)

14 cos*™(g7) F /1 — CZ[1 — cos*N(g7)]

As fungoes C; e C'y mostram um comportamento similar com N — oo, as duas tendem
ao valor da concorréncia inicial. Contudo, devido ao sinal que se inverte no denominador,

seu comportamento ¢ completamente diferente quando N ¢ finito, como mostra a figura 3.1.

1 +*++
++++++++“+MWW%#M%%WW%%%W
0 8 a1+t WW#HWWHW
++++++#+
067 -
) +
04+
0.2
0 20 40 60 80 100
N

Figura 3.1: Concorréncia Cy, (vermelho) e Cy (azul) como uma fungao de N para 7 = 7/2gN .

Aqui fizemos Cy = 0.8.

Se apenas uma medida é feita em 7 = m/2g, nenhuma inibigdo pode ser observada e
o emaranhamento é completamente transferido para o sistema ab. Nesta situacao a con-
corréncia do sistema AB é nula e as duas curvas na figura 3.1 comegam do zero. Com N
aumentando C}; cresce suavemente tendendo a Cy quando N — oo . Desta maneira, con-
cluimos que para o estado inicial com |ag| < |G|, o efeito de “congelar” o emaranhamento é

o Unico que pode ser induzido.
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Por outro lado, a fungdo C};, mostra um interessante efeito além de “congelar” o emaran-
hamento. Quando o estado inicial respeita a relacao |ag| > 5o/, a concorréncia do sistema
AB pode ir além do seu valor inicial e pode se tornar mais proximo do seu valor maximo.
Isso é melhor percebido ao observar o coeficiente ar , na eq. (3.6), que pode diminuir quando
N cresce e quando seu valor em médulo se aproxima de || a concorréncia aumenta. No
caso ideal, quando |ar| = || a concorréncia é maxima (C;, = 1).

Também é possivel trazer a superposicao ap|l, 1) + (5o|0,0) para o estado estado maxi-
mamente emaranhado

11,1) +e~%]0,0)
V2

com apenas uma Unica medida, onde 6 é uma fase relativa entre ag e 3y. O procedimento é

(3.11)

simples, onde deixamos o sistema evoluir livremente e realizamos a medigao sobre o sistema

ab no tempo

t = éarccos( \50/040’)

momento em que |ag cos?(gt)] = |3|. Selecionando o estado com resultado nulo, teremos o
estado (3.11) preparado no sistema AB . Esse procedimento é condicionado ao resultado da
medida e pode ser realizado até mesmo apds a morte subita do emaranhamento entre AB

como mostraremos a seguir.

3.4 Revivendo o emaranhamento

O desaparecimento subito do emaranhamento, chamado de morte stibita, para o estado inicial
(3.1) com || > |G| no contexto do JCD é bem conhecido [18]. Para mostrar este efeito,
encontramos a expressao para a concorréncia (Cy) do subsistema AB para o estado global

evoluindo sem interferéncia externa, como uma fungao da concorréncia inicial,

Cr(t) = max(0,A7) (3.12)

AT = \/1i— \H—C’gcosz(gt)< 1F4/1-0C2 - 11,/1—C§sin2(gt)>

Podemos notar que para tempos

1 /1 —/1—C?

teq = —arcsin : (3.13)

g S+ yi-cE

que sado menores que o tempo 1" = 7/2g onde ocorre a transferéncia de emaranhamento para

onde

ab , haverd morte sibita de emaranhamento em AB para C, como ilustrado na figura 3.2.
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Contudo, com uma simples medida em ab no tempo 7 tal que

T = ésarccos( |ﬁo/040|)

= arccos _ G (3.14)
1+4/1-C2

obtemos como resultado um estado em AB maéaximamente emaranhado, como ilustrado na

figura 3.3.

Figura 3.2: Concorréncia sem medigoes (C}") como uma fungao de gt e Cy para estados iniciais

(a0|1,1) aB + 50]0,0) 45)|00) s com |ag| > |Bol-

lllull%

.

£

V7
% 7/
227

Figura 3.3: Concorréncia (ClJr ) apds uma simples medida sobre ab com resultado nulo, como uma

funcao de g7 e Cy para estados iniciais (a1, 1) ap + 50]0,0) 45)[00)q, com |ag| > |Gol.

Note que, ao observar a figura 3.2, a concorréncia é zero apos o tempo tg4 (3.13) da morte
stubita de emaranhamento. Entretanto, ao observar a figura 3.3, de maneira surpreendente,
podemos perceber que existem muitas situagoes onde o tempo 7 de realizar a medida sobre
ab é maior que o tempo t,; da morte subita do emaranhamento em AB. Nesta circunstancia,
imediatamente antes de realizar a medida sobre ab no tempo 7 o subsistema A estd dese-

maranhado de B e apds a medida A estarda maximamente emaranhado com B. Assim, as
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correlagbes quanticas na particao AB sao “trazidas a vida” por uma unica medida realizada
nao necessariamente no momento imediatamente apds a morte subita.

Pode-se perceber, ao analisar as eqs. (3.13) e (3.14), que

Co < 4/b = T >ty
Co=4/5 = 7 =ty (3.15)
C(]>4/5 — T < ty

como mostra a figura 3.4. A razao para isto é que, apds a morte subita e antes do tempo

OJ

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Emaranhamento inicial

Figura 3.4: Em vermelho o tempo 7 (3.13) de se realizar a primeira medida para obter emeran-
hamento méximo na particio AB. Em azul o tempo tgq (3.14) que acontece a morte stibita do
emaranhamento na particaio AB. Podemos observar que em Cy = 4/5 temos 7 = tzq, na regiao
Co < 4/5 temos T > tgq e quando Cy > 4/5 temos 7 < tgq. Pode—se entao perceber que quando
lao| > |Bo] e Co < 4/5, ao medir ab no tempo 7 dado pela equagao (3.13) o emaranhamento de AB

serda “trazido a vida” e com valor maximo.

T onde ha a transferéncia total de Cy para o sistema ab, nao existe emaranhamento em
AB, mas as excitacoes nao foram completamente transferidas para ab. Entao, se realizamos
uma medicao em ab, e obtemos um resultado nulo, um estado com emaranhamento finito

é preparado em AB. E possivel até mesmo “ressuscitar” o emaranhamento para o valor

méximo (C]" = 1), superando Cj, se a medigao for realizada em 7 = (1/g) arccos (x/ |80/ o ) :

3.5 Conclusoes

No6s mostramos que QEZ pode ser usado como uma ferramente para inibir a dinamica
de emaranhamento no contexto do JCD. Nés também mostramos que medidas tipo Zeno
sdo capazes de aumentar (condicionalmente) o emaranhamento do estado (ao|l,1)ap +
50]0,0) 45)]00) 4, com |ag| > |Fo| e aplicar este procedimento para evitar o desaparecimento
subito observado em outros resultados [18]. “Congelar” o emaranhamento é possivel para

todos os estados de Bell, contudo sem nenhum aumento.
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Capitulo 4

Caracteristicas microscopicas e

macroscopicas de uma ponta de prova

Neste capitulo, estudamos um interferometro equipado com uma ponta de prova capaz de
obter e armazenar a informagao por qual caminho seguiu uma particula quantica que o
atravessa. Analisamos as caracteristicas de natureza ondulatéria e corpuscular da ponta de
prova ao desenvolver a relagao de dualidade correspondente. Os resultados permitem carac-
terizar os regimes quantico e classico da ponta de prova. Em complemento mostramos que
o ingrediente chave para a transicao quantico—classico nao é necessariamente a informacgao
gerada pela interagao entre a particula e a ponta de prova, mas sim a sua disponibilidade.
Como exemplo, descrevemos um experimento de complementaridade realizado recentemente
e, em seguida, analisamos as zonas de Ramsey onde nossos resultados fornecem uma simples

interpretacao.

4.1 Introducao

A complementaridade e o emaranhamento exercem papel central na mecanica quantica e
distinguem o mundo dos fenomenos quanticos da realidade macroscépica da fisica classica.
Durante a criacao da mecanica quantica, essas caracteristicas estiveram no centro de acirra-
dos debates envolvendo Bohr, Einstein, de Broglie, Heisenberg e Schrédinger [1].

O conceito de complementaridade, conforme concebido por Bohr [2] na época, era ilustrado
com exemplos em que ora a particula quantica se comportava como um corpusculo e ora como
uma onda. Este exemplos enfatizavam a posicao e o momento da particula quantica. Essa
concepgao foi identificada com a chamada “dualidade onda—particula”. Hoje, no entanto, o
conceito de complementaridade adquiriu um caracter mais geral: dois observaveis sao con-
siderados complementares se o conhecimento preciso de um deles implica que a medida do
outro fornecera todos os resultados possiveis com igual probabilidade. Ja o emaranhamento
foi primeiramente trazido a discussao por Einstein, Podolski e Rosen [3] e desde entdo nao

deixou de ser investigado (veja, por exemplo, [4] e referéncias 14 contidas). Sobre o emaran-
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hamento talvez o ideal seja citar, na sua forma traduzida, as primeiras linhas da ref. [5] de
Schrodinger: Quando dois sistemas, cujos estados conhecemos através de seus representantes
(i.e., fungoes V) entram em interagdo fisica temporaria e depois de um tempo de influéncia
mutua os sistemas voltam a se separar, entao eles nao podem mais ser descritos da mesma
forma que anteriormente, a saber, associando a cada um seu proprio representante. Fu nao
chamaria a isso “um” mas “o” trago caracteristico da mecanica quantica, que abriga o seu
afastamento completo das linhas de pensamento cldssicas. Através da interacdo os dois repre-
sentantes (fungoes 1) se tornaram emaranhados'. Assim, o emaranhamento “surge” de uma
interagao entre dois sistemas e, como consequéncia, cada constituinte do sistema composto
estara correlacionado quanticamente com o resto do sistema.

Nos tltimos anos houve muitos trabalhos que objetivaram testar a complementaridade
e suas consequéncias, e.g., em experimentos de fenda dupla [6], com o apagador quéantico
[7, 8, 9], com interferometria em cavidades [10, 11] e interferometria com feixe atémico
[12], para citar alguns. Recentemente Mandel [13] verificou que a visibilidade V das fran-
jas de interferéncia de uma particula quantica guarda uma relacao com o que chamou de
indistinguibilidade intrinseca I dos “caminhos”? & disposicao da particula. Essa relacao foi
determinada em forma da desigualdade V < I. Em um modelo interferométrico de duas
particulas emaranhadas, Jaeger et. al. [14, 15] mostraram duas relagoes de complementari-
dade®, a saber: 1*) quando as particulas nao estao emaranhadas a méxima informagao por
qual caminho seguiu a primeira particula, grandeza definida como distinguibilidade maxima
max(D) entre os caminhos, e sua visibilidade V; obedecem a igualdade max(D)* + Vi = 1;
e 2*) para o caso onde as particulas estao emaranhadas, a visibilidade conjunta V5 entre as
duas particulas e a visibilidade V; da primeira particula também guardam uma relagao em
forma da desigualdade V3, + V7 < 1. Pouco tempo depois, Englert [16], usando como modelo
um interferometro tipo Mach—Zehnder (veja a ref. [17] para uma revisao) equipado com uma
ponta de prova que tenta discriminar o caminho seguido pela particula, demonstra que a
visibilidade V' das franjas de interferéncia da particula que atravessa o Mach—Zehnder e a
quantidade de informagao disponibilizada pela ponta de prova sempre satisfazem a desigual-
dade D? +V? < 1, onde D é uma medida quantitativa de quao distinguiveis sao os estados
da ponta de prova e lhe foi atribuido [16] a interpretacao fisica do quanto da informagao

de que-caminho se tornou disponivel na ponta de prova*. No atual estado-da-arte, Jakob

Do inglés: When two systems, of which we know the states by their respective representatives, enter into
temporary physical interaction due to known forces between them, and when after a time of mutual influence
the systems separate again, then they can no longer be described in the same way as before, viz. by endowing
each of them with a representative of its own. I would not call that “one” but rather “the” characteristic
trait of quantum mechanics, the one that enforces its entire departure from classical lines of thought. By the

interaction the two representatives (or i-functions) have become entangled.
2Chamamos de “caminhos” as alternativas que a particula possui para atravessar um dado interferémetro.
3 Aqui usamos o termo complementaridade no seu sentido literal, onde duas grandezas sdo complementares

quando o conhecimento de uma implica no desconhecimento completo da outra.
4Daqui para frente, chamaremos D de distinguibilidade dos estados da ponta de prova e terd um papel

central nos nossos resultados.

45



et. al. [18] mostraram que a dualidade onda—particula de um sistema de dois niveis guarda
uma relagao intrinseca com o emaranhamento que tal sistema possui com outro similar. Em
outras palavras eles motraram que, para um estado puro arbitrario de dois gq—bits, a relagao

de complementaridade ¢ dada por
C*+Vi+Pi=1 (4.1)

para qualquer um dos dois q-bits (k = 1,2), sendo C' a concorréncia [19, 20] entre os q—
bits e Vi (Py) a visibilidade (preditibilidade®) do k—ésimo q-bit, respectivamente. Como
o emaranhamento se mantém inalterado sob transformagoes unitérias locais [4], torna-se

imperativo que a grandeza V? + P? também o seja. Define-se, entdo, a quantidade
Si=Vi+P; (4.2)

que é chamada de rela¢ao de dualidade [16, 18] da k—ésima particula. Muito recentemente
houve uma proposta experimental [21], na forma de circuitos quanticos, para testar a com-
plementaridade bipartite. Além disso, usando fétons gémeos, medidas foram realizadas [22] e
atestaram a Eq.(4.1). Apesar desse trabalho seminal, relativamente pouca investigacao se fez
acerca da Eq.(4.1) que mostra explicitamente uma conexao entre a dualidade onda—particula
de Bohr e o emaranhamento de Schrodinger. Se considerarmos um sistema suficientemente
simples como um interferometro Mach—Zenhder equipado com uma ponta de prova quantica,
podemos ainda pensar em investigar uma outra questdo levantada por Bohr [23], em suas
correspondencias com colegas, de que o medidor deveria ser tratado quanticamente. Neste
capitulo, temos dois objetivos: o primeiro é, no contexto descrito acima, 7.e., um Mach—
Zenhder equipado com uma ponta de prova, obter cada termo da relacao de dualidade (4.2)
para a ponta de prova, que sera o detector quantico. Nosso outro objetivo é usar esses con-
ceitos que vamos construir para analisar um experimento recente, suficientemente simples
em sua concepcao, que pode ser modelado exatamente com os ingredientes que necessitamos:
um atomo, que pode ser considerado como um g—bit, e uma ponta de prova caracterizada por
um campo coerente que pode ser ajustado experimentalmente no interior de uma cavidade
supercondutora. O objetivo do referido trabalho é a investigacao da complementaridade e
sua rela¢do com a transigdo quantico—cldssico que, em [11], pode ser feita suavemente apenas
aumentando a intensidade do campo. A transicao quantico—cléssico é refletida pelo aumento
do contraste das franjas de interferéncia com o aumento da intensidade do campo. Uma
anélise tedrica desse mesmo aparato pode ser feita analisando cada termo da Eq. (4.1) tanto
para o g-bit quanto para a ponta de prova. Aqui, neste capitulo, nés realizamos esta tarefa e
caracterizamos as consequéncias da acessibilidade da informacao, bem como suas implicagoes,
quantificadas pela distinguibilidade D entre os estados superpostos do sistema que sai de um
regime microscépico para o macroscopico. Com isso, acreditamos extrair um comportamento
de cada termo da relagdo de complementaridade (4.1) na interface classico-quantico. Para

atingir esse objetivo, estudamos um experimento onde uma particula quantica atravessa um

5Muitas vezes chamada de previsibilidade.
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interferometro de Mach—Zehnder equipado com uma ponta de prova que obtém e armazena
a informacao do caminho pelo qual seguiu a particula. Mostramos que se a ponta de prova
aumentar continuamente as suas caracteristicas classicas a visibilidade das franjas de in-
terferéncia entre os caminhos seguidos pela particula fica cada vez mais acentuada, mesmo
havendo consideravel emaranhamento entre a particula e a ponta de prova. Como veremos,
esse efeito torna evidente a importancia da acessibilidade da informagao (o valor de D) e
nao apenas a sua geracao. Na sequencia, revelamos que no limite em que a ponta de prova
é classica a informacao por qual caminho seguiu a particula fica inacessivel. Neste limite,
haverd apenas o termo corpuscular da relagao de complementaridade da ponta de prova.
Como aplicagao dos nossos resultados, descrevemos o experimento de complementaridade
realizado em cavidades de microndas [11] onde o campo no interior de uma cavidade com

alto fator qualidade @) faz o papel da ponta de prova podendo transitar realisticamente do

regime microscopico (com baixo nimero médio de f6tons) para o regime macroscépico (com
“grande” nimero médio de fétons). Na sequéncia, analisamos qualitativamente as zonas
de Ramsey [24] que foram tratadas de maneira analitica em [25] e numericamente em [26].
Porém, acreditamos que nossos resultados permitem uma interpretacao simples sobre a fisica
das Zonas de Ramsey, onde um féton (em média) interage classicamente com um atomo de

dois niveis, isto é, sem haver emaranhamento entre as partes.

4.2 A relacao de complementaridade

Considere um sistema bipartite onde cada uma das partes é constituida por um sistema de
dois niveis. Os subsistemas serao denominados de r e s. Um estado geral desse sistema pode

ser representado pelo vetor de estado
|@Q) = al0,0,) + b[0,15) + [1,05) +d|1,15) (4.3)

com |al* + [b]* + |c|* + |d|* = 1 para garantir que (Q|Q) = 1. O emaranhamento entre as
partes do estado global (4.3) pode ser quantificado pela concorréncia [19, 20] que é definida

CcOomo
C = Qo)) @0Q) | (4.4)

onde (Q*| 6 complexo conjugado de (Q| e oy = —i|1;)(0s| +4[04) (14|, com k = r, 5. Usando

a Eq.(4.4), o emaranhamento entre os q-bits 7 e s serd
C = 2lad—be| . (4.5)

Podemos, agora, nos perguntar sobre a coeréncia que os estados |0;) e |1;), do k—ésimo g-—bit

Y ) Y )
possuirao entre si. Essa grandeza é relevante porque exprime a capacidade que o estado possui
de auto-interferir. Por exemplo, se |0;) e |1;) forem identificados com duas alternativas de

um interferometro, entao essa coeréncia pode ser quantificada pela visibilidade V das franjas
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de interferéncia, definida como [27]

IM_Im
= — 4.6
Iy + 1, ’ ( )

onde I; e I, sao as intensidades maxima e minima do padrao de interferéncia em torno de
um ponto. Assim, a coeréncia ou visibilidade é um quantificador da caracteristica ondulatéria

do sistema em questao. A coeréncia do k—ésimo q-bit é definida como [13, 16, 18]

k
Vi = 20QlYIQ) (4.7)
onde O’_(f) = 1) (0| . A coeréncia de cada q-bit r e s serd
V, = 2|ac* + bd"| (4.8)
Vs = 2|ab" +cd*| . (4.9)

Seguindo na mesma linha, podemos encontrar a preditibilidade que é definida como o valor
absoluto da diferenga entre a probabilidade do k—ésimo q-bit estar no estado |1;) e a prob-

abilidade de estar em |0;). Com isso, a preditibilidade é escrita como

onde o = 115)(0x| — |1x)(0x| . Se, como antes, os estados |0x) e |1j) forem identifica-
dos com duas alternativas de um interferémetro, entao a preditibilidade [16, 18] serd uma
medida quantitativa, a priori, da probabilidade que a particula possui de ter passado por
apenas uma alternativa. Em um experimento interferométrico, a preditibilidade quantifica
a caracteristica corpuscular do g-bit e, localmente, serd complementar a visibilidade. A

preditibilidade para os q—bits r e s sera

Pro= |laf = |d* + [b]* — || (4.11)
Pe = |laf* = |d + |c]* — b*| . (4.12)

Com uma algebra simples pode—se mostrar que
SE+C*=1 (4.13)

onde S, como definido em (4.2), é a dualidade onda—particula da k—ésima particula e C'
é a concorréncia (4.5). Na linguagem da informagcao quantica [28], podemos dizer que a
concorréncia é invariante por operagao unitaria local. Como consequéncia, para manter a

igualdade (4.13), a dualidade S7 também é um invariante por operagoes unitdrias locais.

4.3 O Mach—Zehnder equipado com uma ponta de prova

Para alcancar os nossos objetivos enviaremos uma particula que ira atravessar um inter-

ferometro Mach—Zehnder equipado com um discriminador de que—caminho, nomeada ponta
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Figura 4.1: REPRESENTACAO ESQUEMATICA DE UM INTERFEROMETRO DE MACH-ZEHNDER:
Uma particula é enviada para atravessar o interferometro que estd equipado com uma ponta de
p p q quip p
prova. De inicio um divisor de feixes “distribui” a particula de entrada em duas alternativas
possiveis. Apos o primeiro divisor de feixes a particula interage e se emaranha com uma ponta
de prova. Uma diferenca de fase ® entre os caminhos é considerada. Depois, a particula encontra
p G pois, a p
um segundo divisor de feixes que “mistura” as alternativas de “caminhos” e, em seguida, emerge do

interferometro sendo medida no detector D .

de prova, no estado inicial |m). Esse interferometro possuird divisores de feixes perfeitos,

como mostra a Figura 4.1. De inicio um divisor de feixes perfeito, representado pelo operador
Ug = (1—io,)®1/V2 |

“distribui” a particula de entrada em duas alternativas possiveis. O vetor |1) (|0)) representa
a situagdo em que a particula seguiu pelo brago superior (inferior), respectivamente. Apds o

primeiro divisor de feixes a particula interage com uma ponta de prova e o operador
Up = |1){1|®@Us+1]0)(0| @ U-

é responsével pela interacdo com Uy|m) = |my) e U UL = 1. A diferenca de fase entre os

caminhos é modelada pelo operador
Ur = (®11){1+]0)(0) ® 1

Depois, a particula encontra um segundo divisor de feixes, idéntico ao primeiro, que “mis-
tura” as alternativas de “caminhos” e, em seguida, a particula emerge do interferometro e é

medida no detector D . A acao do detector sera modelada pelo operador
Uy = |00 @ 1

No procedimento de extracao e armazenamento da informacao por qual caminho seguiu a
particula, a ponta de prova ird se emaranhar com a particula resultando numa espécie de par
Einstein—Podolsky—Rosen [3]. Isso se configura num sistema bipartite definido no espaco de
Hilbert HM @H? | onde o primeiro subsistema em H" possui dois niveis e estd emaranhado
com um segundo sistema em H®). Em nosso problema, o segundo sistema serd uma ponta

de prova.
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4.3.1 Caracterizando a ponta de prova

Considere que a particula tenha sido preparada em

1)+ [0)
= — 4.14
) = (4.14)
e a ponta de prova em |m). Com isso, o estado incial global do sistema sera
1) +10
o) = (D +10) Im) . (4.15)

V2
Apés o primeiro divisor de feixes a particula ird “encontrar” com a ponta de prova e havera
a interacao entre os subsistemas. O estado global do sistema sera

UpUslto) = [0) ©[m-) (4.16)

e podemos nos perguntar qual a probabilidade O, da ponta de prova ser encontrada em

|m.). Essa probabilidade serd

Or = (01 (m_|(1® |m.){m.[)|0) @ m-)
= Jfm_m)P (4.17)

Isso significa que a ponta de prova evoluiu para |m_), porém tem uma probabilidade nao

nula de ser encontrada em |m_). O mesmo aconteceria se o estado inicial global fosse

(1) = 10))
NG

Nesse segundo caso, a probabilidade O_ da ponta de prova ser encontrada em |m_) serd

|tho) = ® |m) . (4.18)

O_ = |{m_|my)|?. Como O, = O_, podemos definir uma grandeza
O = [(m-|my)[* (4.19)

que pode ser interpretada como a imperfeicao da ponta de prova, pois mede a probabili-
dade de haver um erro na discriminagao de caminho. Como consequéncia, e de maneira

complementar a O, podemos definir uma grandeza
Q =1 |(m_|my)P (4.20)

que nos fornecera a medida da qualidade da ponta de prova e sera a probabilidade de haver
um acerto na discriminac¢ao de caminho. Assim, uma ponta de prova perfeita (Q = 1) pos-
suird seus estados totalmente distinguiveis (|(m_|m,)| = 0) e, como veremos mais adiante,
a informacao de que—caminho sera totalmente acessivel e sendo suficiente para arruinar a
visibilidade das franjas de interferéncia entre os caminhos seguidos pela particula. De outro
modo, quando a ponta de prova for completamente imperfeita (O = 1) os seus estados serao
indistinguiveis (|(m_|m4)| = 1) e nenhuma informacao de que-caminho, se gerada, estara

disponivel. Logo, a particula estara livre para retornar a interferir e apresentara visibilidade
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maxima que depende apenas das suas condicoes iniciais. Para uma ponta de prova com
0 < Q < 1 teremos a geracao de informacao e o acesso a tal informacao serd mais dificil
quanto menor for Q. Neste caso o padrao de interferéncia entre os caminhos seguidos pela
particula apresentara uma visibilidade intermediaria entre zero e seu maximo. Neste caso, a
particula passa a ter a possibilidade de interferéncia, porém de maneira parcial. Isso significa,
como veremos mais a frente de uma maneira mais quantitativa, que gerar a informagao por
qual caminho seguiu a particula nao é suficiente para destruir o padrao de interferéncia.

Neste momento, cabe uma justificativa acerca da nossa afirmacao, logo acima, sobre a
disponibilidade da informagao contida na ponta de prova. Para isso, torna—se instrutivo
calcularmos a “distancia trago”(do inglés trace distance) entre os estados py = |my){m|
e p_ = |my)(m,| da ponta de prova. Faremos isso porque a distancia do trago mede o
quao ortogonais, e consequentemente distinguiveis, dois estados podem ser. Essa medida é
definida como [28]

1
D = gte{lps —pI} (4.21)

onde valor absoluto de um operador A é definido como |A| = VATA. Se D =1 (D = 0)
entao p, é completamente distinguivel (indistinguivel) de p_, respectivamente. No caso onde
0 < D < 1, haverd uma sobreposicao entre p, e p_e a distingao entre os estados torna—se
mais dificil quanto menor for D. Com isso pode—se perceber que a distancia trago é uma
medida quantitativa da distinguibilidade dos estados da ponta de prova e, como definido em
[16], fornecerd a quantidade da informagao de que—caminho que estard disponivel na ponta
de prova. Daqui em diante, chamaremos a distancia traco entre os estados da ponta de prova

de distinguibilidade. No nosso caso, a distinguibilidade sera

D = /1—[(m_|m)[? (4.22)
que pode ser reescrita como
D=VQ . (4.23)

Esta ultima equacao justifica a nossa afirmacao, feita mais acima, acerca da disponibilidade
da informacao contida na ponta de prova ao analizar as grandezas Q e O por nos definida.
Se D = /O ¢é uma medida quantitativa da informacio disponivel na ponta de prova, entdo
de imediato podemos concluir que Z = +/O possuird a interpretacio inversa, isto é, serd uma
medida quantitativa da informacao armazenada na ponta de prova que nao estara disponivel,
ou seja: ¢ uma medida quantitativa da informacao que nao pode ser acessada. Nessa notagao
podemos dizer que uma ponta de prova perfeita (imperfeita), com D =1 (Z = 1), é aquela
que deixa completamente disponivel (indisponivel) a informagao por qual caminho seguiu a

particula.
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4.3.2 A complementaridade do g—bit

Antes de estudar os termos que irdo compor a complementaridade da ponta de prova, precis-
aremos antes encontrar as da particula. De maneira geral podemos escrever o estado inicial

de todo o sistema como
1
po=5{1+ug- oW} @ |m)(ml (4.24)

onde, o) = (aﬁgl), 03(,1), a§1)> sao as matrizes de Pauli, ug = (¢, 40, z0) é o vetor de Bloch do
estado da particula com |ug| = 1 e |m)(m| o estado inicial da sonda. O estado da particula

imediatamente antes do segundo divisor de feixes sera
Py = tr(Q){UFUPUBPOU;UJTDU;‘} (4.25)
e a sua preditibilidade, definida de maneira semelhante a Eq.(4.10), serd
Pay = |tr(pos)] (4.26)
— Jaol (4.27)

que é idéntica a preditibilidade a priori Py . O estado da particula apds o segundo divisor

de feixes sera
pay = tr{UsUrUpUppoULULULULY . (4.28)

Agora, se a particula for detectada em D e se variarmos a fase ®, perceberemos uma franja
de interferéncia com visibilidade definida pela Eq. (4.6). A intensidade I, das frajas de

interferéncia, sera proporcional a

I o tr{UnpmUy;}
o 1+ (20 +iyo)(my|m_Ye ™ + (29 — iyo) (m_|my)e® . (4.29)

De posse da equagao acima, podemos usar a definigao (4.6) e encontrar a visibilidade que

seré
Vo =W1 , (4.30)

onde Vy = \/yi + 23 ¢ a visibilidade a priori”. Observe que V) depende diretamente da
indisponibilidade Z da informacao contida na ponta de prova. Isso significa que a geragao
da informacao de que—caminho é uma condi¢ao necessaria para “destruir” o padrao de in-
terferéncia, porém nao é suficiente. Além de gerar a informacao torna—se imperativo a sua

total acessibilidade para que nao apresente franjas de interferéncia. Como consequéncia,

SA preditibilidade o priori é aquela quando o interferdmetro néo estd equipado com a ponta de prova.

Neste caso teremos Py = \aco\.
"A wisibilidade a priori é aquela na auséncia do discriminador de caminho. Nesta situacao é facil perceber

que Vo = \/y2 + 22 e consequentemente PZ + V3 = 1.
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ao fazer uma andlise intuitiva, podemos conjecturar que o emaranhamento entre q—bit +
ponta de prova serd uma funcao da disponibilidade da informacao e atingird seu maximo
quando D = 1. De fato o emaranhamento entre o q—bit e a ponta de prova, quantificado

pela concorréncia [19, 20], serd
C(Lg) = VO D (431)

ficando fécil verificar que 8(21) + 0(2172) =1, onde 8(21) = 77(21) + V(Ql) ¢ a relacao de dualidade
onda—particula do g—bit. Pode—se pereber que quando a quantidade de informagao disponivel
na ponta de prova cresce suavemente de zero até um (inicialmente D = 0 e crescendo até
D = 1), a visibilidade da q-bit deixa de ser Vy e diminui até atingir o valor nulo. Em

contrapartida, o emaranhamento vai de zero para o seu valor maximo ).

4.3.3 A complementaridade da ponta de prova

Como discutido mais acima, para que a ponta de prova tenha a faculdade de obter e ar-
mazenar a informacao por qual caminho seguiu o q-bit, se faz necessaria uma interacao.
Essa interagao, como observado por Schrodinger [5], ird emaranhar o sistema particula +
ponta de prova resultando numa espécie de par Einstein—Podolsky—Rosen [3].

A nossa ponta de prova, a priori, é um sistema que é descrito pelas leis da mecanica
quantica. Uma consequéncia imediada é de que exista uma relacao de complementaridade

(4.1) para a ponta de prova. Se para o q-bit a relagdo de complementaridade é

Sy +Chgy =1, (4.32)
entao havera uma relacao analoga para a ponta de prova dada por

Sty +Chy=1, (4.33)

onde, da mesma maneira que aquela dada para a particula, i.e., 8(22) serd a dualidade onda—

particula da ponta de prova definida como

A grandeza P devera expressar as caracteristicas tipo corpusculo da ponta de prova e, por
sua vez, V deverd revelar as caracteristicas tipo onda. Como a concorréncia C(; ) € a mesma

nas duas equagoes (4.32) e (4.33), entdo podemos concluir que

Essa equacao é um vinculo importante, pois basta quantificar apenas uma grandeza de
(4.34), e.g. a caracteristica corpuscular P, e ao usar o vinculo (4.35) conseguimos quantificar

completamente cada parte da Eq. (4.34).
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A caracteristica tipo corpisculo
O estado da ponta de prova imediatamente antes a deteccao da particula em D serd
pe) = ttw{UsUrUpUspoUsURULUL}
1
(1 — 20) [my)(my| + 5(1 + z) [m_)(m_| . (4.36)

N —

Se g = 1 (zg = —1) a particula passara pelo “brago” superior (inferior) do interferémetro
e o estado final da ponta de prova serd |my)(my| (Jm_)(m_|), respectivamente. De outro
modo se +xy = 0 a particula terd probabilidade 1/2 de ter “passado” por cada caminho
do interferometro e o estado da ponta de prova estard numa mistura estatistica completa
entre os estados |m)(my| e |m_)(m_|. Os operadores I1x = |m)(m.| sdo projetores e as
suas médias <Hi> = tr (,0(2) Hi) serao as probabilidades de encontrar a ponta de prova em
|m+), respectivamente. O nosso objetivo nesta secao ¢ de encontrar uma grandeza Py que
consiga quantificar o quanto de carasteristicas tipo particula uma ponta de prova nos estado
p(2) possui. Para isso, faremos algumas consideracoes ou fixaremos alguns vinculos que tal

gradeza precisard obedecer, i.e.:

1. Como <Hi> sao grandezas que ndo trazem em si efeitos de auto—interferéncia (car-
acteristica tipo onda) ou de correlagoes quanticas nao locais (emaranhamento), entao
podemos assumir que as médias <Hi> manterao uma relagao direta com Poy que quan-

tifica o comportamento tipo corpusculo da ponta de prova.

2. De maneira semelhante a preditibilidade da particula, queremos Pp) = 0 quando
(TI4) =1/2 ¢ Py =1 quando (I ) = 1.

3. Outro vinculo interessante é que P() possua a interpretacao de preditibilidade quando

a ponta de prova for perfeita, pois neste limite seus estados sao ortogonais.

Todas essas condic¢oes ou vinculos serao satisfeitas quando
Py = [1 - 2(I1 )| (4.37)

acrescido da troca +xy — |zg|. Cabe aqui analisar o efeito fisico que esta por trés da troca
+29 — |7o| no calculo da Eq.(4.37). Tal troca da um caracter condicional a Py, ou seja:
P2y quantificard a comportamento tipo corptsculo da ponta de prova uma vez que nao se
sabe, a priori, por qual caminho a particula possui maior probabilidade de seguir. Assim,

da construgao acima obtemos
Poy=0+PyQ (4.38)

onde ¢é facil perceber que 0 < Py < 1. Essa ultima expressao ira nos informar acerca das
caracteristicas corpusculares da ponta de prova, i.e., quantifica o quanto a ponta de prova se
comportara classicamente. E curioso observar que ha duas contribuicoes. A primeira sempre

existird, pois s6 depende da prépria imperfeicao O que, por sua vez, foi interpretada como
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a probabilidade de erro da ponta de prova ao tentar discriminar o caminho seguido pela
particula. Contudo, é importante relembrar que na secao 4.3.1 a grandeza O é a probabili-
dade da ponta de prova ser encontrada em |m.) (|m_)) uma vez que sabemos que a particula
passou pelo caminho |0) (|1)) do interferometro e que a ponta de prova estaria no estado
|m_) (|m4)), respectivamente. Porém, no calculo de Py essa informacao é “apagada” ao
trocar £xy — |zg|. Desta maneira, o termo O da Eq.(4.38) é uma probabilidade de en-
contrar a ponta de prova em apenas um dos seus estados, mas que tem como sua origem a
imperfeicao da ponta de prova. O segundo termo depende da probabilidade Py da particula
ter seguido por apenas um caminho do interferometro e da qualidade Q da ponta de prova
que foi interpretada como a probabilidade de acerto na discriminag¢ao do caminho seguido
pela particula. Podemos interpretar o produto P;)Q como a probabilidade que a ponta
de prova possuird de ser encontrada em apenas um dos seus estados, mas com origem na
capacidade de acerto da ponta de prova. Logo, interpretamos Pz como a probabilidade
total de se encontrar a ponta de prova em apenas um dos seus estados com a condicao de
nao ter o conhecimento, a priori, por qual caminho a particula possui maior probabilidade
de seguir. E curioso observar que a ponta de prova se encontrava inicialmente em um estado
puro nao—superposto. Logo, se, apés uma interacao emaranhadora entre a ponta de prova
e uma particula quantica, P9 for a probabilidade (condicionada como discutido acima) de
se encontrar a ponta de prova em apenas um dos seus estados entao podemos interpretar
P(2) como a probabilidade da ponta de prova permanecer em um estado que nao seja uma
superposicao. Como um sistema classico nao se superpoe ao ser submetido a uma interagao
emaranhadora com um sistema quantico, entao P(z) realmente quantificard o comportamento
tipo corpusculo (caracteristica de sistemas cldssicos) da ponta de prova. Observe que no lim-
ite em que ponta de prova é completamente imperfeita, temos P2y = 1 e os seus estados
diferem apenas por uma fase. Neste caso afirmamos que a ponta de prova é puramente
classica, pois se manteve inalterada apés ter sido submetida a uma interacao emaranhadora
com um sistema quantico. De outro modo, quando for perfeita, temos Pa) = P(1), exibindo
caracteristicas tipo corpusculo (P(g) # 0) e também estando o mais emaranhado possivel com
a particula. Nessa situacao, a ponta de prova sera um bom discriminador de que—caminho
e arruinard a visibilidade as franjas do padrao de interferéncia entre os caminhos |1) e |0).
De maneira alternativa e trazendo um novo olhar sobre o caracter de corpisculo da ponta

de prova, podemos reescrever a kEq. (4.38) €omo
Poy=1-(1—-Puy)D* . (4.39)

O fator (1 — Pp)) quantifica a incerteza quanto ao caminho “seguido” pela particula. Por
outro lado, D mede a distinguibilidade dos estados finais da ponta de prova. Para um valor
fixo de D, o “poder” de prever o estado final da ponta de prova diminui & medida que a
incerteza (1 — P(y)) cresce. O produto (1 — P;))D? quantifica o montante da contribuigao
vinda das caracteristicas tipo onda da ponta de prova e das correlagoes nao—locais do sistema

global particula+ponta de prova produzidos pela interagao emaranhadora, i.e.: se P) € a
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probabilidade condicional de se encontrar a ponta de prova em um estado nao—superposto
entao 1 —Pg) = (1 — 73(1))1)2 tera uma interpretacao complementar e sera a probabilidade
condicional da ponta de prova estar em um estado superposto (de um ou dois sistemas). De

fato, com uma pouco de algebra simples, pode-se mostrar que

0(21 2)
1 —Py)D? = —=— | 4.40
( (1)> 1+ Py ( )
e substituindo a Eq. (4.40) na (4.39), encontramos
C?
(1,2)
Py + —D 441
@1 Py (4.41)

que traz em si uma relacao de complementaridade entre a caracteristica de corpusculo da
pronta de prova (quantificando quao cléssica é a ponta de prova) e seu emaranhamento com
a particula. Esta relacao de complementaridade nao é no sentido da complementaridade
onda—particula de Bohr, mas no sentido de que quando a caracteristica de corpusculo da
ponta de prova for maxima (P = 1) nao havera emaranhamento (C(1 2y = 0) e vice-versa.
Podemos observar que quando C(; 2y = 1 teremos Vy = D = 1 o que implica em P;) = O =0

e consequentemente em Prp) = 0.

A caracteristica ondulatéria

Como discutido antes, agora fica imediato a determinagao de uma quantidade V2) que fornega
as caracteristicas ondulatérias da ponta de prova. Ao substituir a Eq.(4.38) na (4.35), assu-

mindo que 8(22) = 77(22) + V(22), encontraremos
Vioy=(1—=Pn)Dv1l-D* (4.42)

ficando facil verificar que, por construcao, 73(22) + V(QQ) + 0(2172) =1.Umavezque0<D<1,
o produto D+/1 — D2 varia entre 0 e 1/2. Dois diferentes valores de D estardo associados
a um determinado valor deste produto. Assim, temos V = 0 tanto para uma sonda perfeita
(que iremos associar com um regime quantico extremo) quanto para uma imperfeita (regime
cléssico extremo). Quando a sonda é perfeita, ela pode se emaranhar com a particula e o
estado global do sistema é um auténtico par Einstein-Podolsky-Rosen [3]. No limite oposto o
estado da ponta de prova permanece inalterada e, portanto, nenhuma caracteristica quantica,
de qualquer tipo, estara presente. Um fato bastante curioso, indo na contramao da intuicao,
vem a tona ao observar que sempre V(g < (1), onde a igualdade s6 ¢ alcangada no caso
trivial Poy = 1. Essa desigualdade indica que as caracteristicas tipo onda, aqui representadas
por V), sempre serao menores que o emaranhamento. Logo, a caracteristica de corptusculo
e a capacidade de se emaranhar da ponta de prova assumirao lugar de destaque na sua
relacao de complementaridade e no comportamento da ponta de prova. De uma maneira
quantitativa, é isso que a equacao (4.41) estd representando.

Apesar das defini¢oes para o carater cospuscular (se¢ao anterior) e ondulatorio (aqui
apresentada) serem baseadas em limites desejaveis, o julgamento de sua adequagao fisica

serd sua compatibilidade (ou nao) com resultados experimentais.
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4.3.4 Uma analise sobre a acessibilidade da informacao: o com-

portamento quantico e classico da ponta de prova

Com uma algebra simples podemos perceber que a indisponibilidade da informacao pode ser

escrita como
T-= \/5(22) — (PD)* . (4.43)

Desta maneira, para um estado arbitrario da particula, a disponibilidade da informagcao de

que—caminho serd minima (Z = 1) quando Sz = P2y = 1, ou seja, quando a ponta de
prova for completamente imperfeita e desprovida de comportamento quantico. Neste caso, o
regime classico extremo é atingido e a sonda apresenta apenas caracteristica de corpusculo no
sentido discutido anteriormente. Por outro lado, a informagao acessivel serd méxima (Z = 0)
quando Sy = P2y = |xg| e o seu comportamento serd completamente quantico. Note que
D = C(12) quando a particula é preparada em um estado que satisfaz Py = 0. Neste caso,
podemos definir uma boa ponta de prova quando D > 7 — D > 1/\/5, ou seja: sua
imperfei¢ao serd menor do que 1/2. O limite oposto, isto é, D < Z ¢é uma condigao fraca
uma vez que haverd uma regiao de 2/ (1 + \/5) <Cupg < 1/4/2, onde Cu2) = P = Vi),

como mostrado na figura 4.2. Assim, uma definicao mais forte para uma mé ponta de prova
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Figura 4.2: CARACTERISTICA DA PONTA DE PROVA: A curva preta ¢ V), a vermelha é P(y) e a
azul é C(1 9). As linhas verticais localizam os ponto D = 1/vV2, D=2/(v/5 +1) e D~ 0.42878.
Nos assuminos que a ponta de prova estd nos dominios da fisica classica quando suas caracteristicas
corpusculares tornam-se dominantes P(z) > C(q ) fornecendo 0 <D < 2 /(/5+1). Contudo, uma
forte condigao pode ser tomada quando P(g) > V(2) + Cq 2) produzindo 0 < D $ 0.42878. E inter-
essante notar que na regiao onde a ponta de prova estd nos dominios da fisica classica, a visibilidade
V) da particula sofre uma variagao de AV(;) ~ 0.15 que ¢ significativa. Entretanto, em aparatos
experimentais que possam reproduzir esses resultados existirdo imperfeigbes experimentais 7 e a
variacao resultante das medidas serd Al_/(l) = nAV(1). Dependendo do valor de 7 a variagao Al_/(l)
podera estar contido entre as barras de erros das medidas. Isso ocultara os efeitos da informagao

de que—caminho armazenada na ponta de prova e reforcard a idéia do seu comportamento cléssico.
é Py > Cuz — Cugz <2/ (VB+1).

o7



4.4 Um experimento de complementaridade com um

interferometro na fronteira quantico—classico

Recentemente Bertet et. al. [11], implementaram um interferometro de Mach—Zehnder com
discriminador de que—-caminho em cavidades de microondas supercondutoras. A primeira
cavidade, com um alto fator de qualidade (Q ~ 1 x 10®), possui um campo no seu interior
que funciona como o primeiro divisor de feixes e marcador de que—caminho. Em seguida o
dtomo viaja até a segunda cavidade, que possui baixo fator de qualidade (Q ~ 1 x 10%), e o
campo em seu interior executa o papel do segundo divisor de feixes. Durante o voo atomico
entre o primeiro e o segundo divisor de feixes uma fase relativa ¢ entre os estados atomicos
¢ adquirida. Nas cavidades supercondutoras o medidor de que—caminho (um estado coerente
|a)) sai do limite microscépico (Jal? & 0) para o macrocdpico (Ja|* & 12.8). Nesse trabalho,
a primeira cavidade é preparada em um estado coerente |a) e, em seguida, um atomo de
Rydberg no estado excitado |e) ¢ enviado. O dtomo sofre um pulso 7/2 e o estado final entre

o atomo e o campo no interior da primeira cavidade torna—se

V1) = —=(le)as) + lgdla-)) (4.44)

1
V2
com

lay) = \/ﬁ-ZCncos(Q\/n+1ta)\n>}

la_) = V§§:aﬁmm¢n+u@m+n},

|2 , [N . . , , . .
onde C,, = e~ 1eF"/2q7 /\/nl, Q ¢ a freqiiéncia de Rabi no vécuo e t, é deteminado solucionando

a equagao

Z |C 2 cos®(Q/n + 1t,) = 1/2

sendo o tempo necessario para o dtomo sofrer um pulso 7/2. Em seguida o dtomo passa
pela segunda cavidade (uma Zona de Ramsey) sofrendo um segundo pulso 7/2 e acumulando

uma diferenca de fase® ® evoluindo para
1 A A
) = 5(Ie)las) —ele)lac) + Iglas) + ®lg)ac)) (4.45)

Em seguida, o dtomo é medido no estado |g) e, ao variar ®, um padrao de interferéncia é
formado. Partindo da definigdo (4.6), a visibilidade das franjas de interferéncia é obtido.

Cabe observar que o estado (4.45) é um caso particular do estado

p = UgUpUpUgpoULULULUL

8 A fase relativa ® é proporcional ao tempo de voo atémico no interior da cavidade e a desintonia entre a

frequéncia de transicao atomica e a frequéncia do campo.
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na saida do Mach—Zehnder equipado com uma ponta de prova discutido antes. Assim,
fazendo uy = {0,0,1} no estado inicial (4.24), identificando |my) = |ax), [1) = |e) e
|0) = |g) teremos

W) (| = UsUpUpUppoULULULUL (4.46)

Isso nos permite “herdar” todos os resultados ja discutidos e aplicar ao dtomo (particula
quantica) e campo (ponta de prova) do experimento realizado em [11].

No seu trabalho, Bertet et. al. relatam que, no limite microscépico (Ja|? = 0) da ponta
de prova, a visibilidade das franjas de interferéncia é nula e aumenta continuamente quando
a ponta de prova vai para um limite macroscépico (Ja]? ~ 12.8), como mostra a Figura 4.3
retirada de [11]. No limite microscépico (|a|? < 1) temos |m,) = [0) e |m_) ~ |1), entdo
Vay = 0 (D = 1) e o campo guarda de maneira acessivel a informacao de que-caminho.
De outro modo, hé o limite macroscépico (Ja|? > 1) que fornece uma grande visibilidade
(D =~ 0). De acordo ao modelo desenvolvido na segdo anterior, poderiamos dizer que Bertet
et. al., ao medirem o comportamento de V), conseguem observar, de maneira indireta, a
transi¢ao da predominancia de caracteristicas puramente quanticas do medidor (C(,2) > S(2)
e Cu) = Vi) > Po)) para as classicas (Pa) > C2) > V(2)), como mostra a Figura 4.4.
Nesse caso, devido ao alto () da cavidade, poderiamos chamar o medidor de classico quando
N > 1 ou quando A]_)(l) ~ 0.12 (com n = 0.75) for da ordem ou menor que as barras de
erros das medidas. Outro fator que contribui nessa direcao é a barra de erro na determinagao
no nimero médio de fé6tons N. Como o tempo t, do pulso /2 sobre o dtomo depende de
N, entao um erro na determinagao de N implica em um erro na medida da visibilidade.

Um caso interessante pode surgir se o medidor estiver submetido a uma dinamica que
varra a informacao de que—caminho para um sistema auxiliar que a torne de impossivel

acesso. Isso é o que acontece com as Zonas de Ramsey revisitadas a seguir.

4.5 A Zona de Ramsey

A Zona de Ramsey ¢ uma cavidade com baixo fator de qualidade (Q =~ 1 x 10%) e isso
fornece um tempo de relaxagao T, muito curto (menor do que 10ns) [11, 29] para o campo
de microondas (~ 50Ghz) ai armazenado. Devido ao seu baixo fator de qualidade, a Zona
de Ramsey precisa ser continuamente abastecida por uma fonte ressonante com a cavidade.
A sua dinamica, na representacao de interacao e na auséncia de atomos em seu interior, é

governada pela equagao mestra
p=—1 [FaT + F*a, p] +Lp (4.47)

onde Lo = k(2a eal — {aTa, o}) ¢ o dissipador que modela as perdas da cavidade e k é a
constante de decaimento que é inversamente proporcional ao tempo de relaxacao 7T,. Sua

solugao (veja em [30]) sera
p = D() e p(0)| D'(5) (4.48)
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Figura 4.3: Transcri¢ao da legenda original em [11]. i) Figura da esquerda: Mach—Zehnder
and Ramsey versions of Bohr’s experiment. a, In the Mach—Zehnder, the particle trajectory is
separated by beam splitter By into paths a and b, folded by mirrors M and M’ and recombined by
beam splitter By into detector D. The other output port (dashed arrow) is not used. A dephasing
element tunes the relative phase ¢ between the paths. By rotates around an axis perpendicular to
the interferometer plane, crossing it at the centre O of the BiMBoM’ square. A spring provides a
restoring force. The moving assembly is initially in its ground state of motion. If By has a large
mass, fringes are visible (dotted lines in inset). If By is microscopic, its recoil records the reflection
of the particle into path b, washing out the fringes (solid lines). b, Ramsey set-up. A Rydberg
atom’s state is split by microwave pulse R; into two energy levels e and g, then recombined by
pulse Rs downstream, before being detected by field-ionization in D. We use a mixed representation
combining real space with the space of the atomic energy states. The beam-splitting effect, a spatial
separation in the Mach—Zehnder, is now an internal mixture of states. Interferences are obtained in
the probability for finding the atom in g. A field pulse between R; and R» tunes the relative phase ¢
of the interfering amplitudes (Stark effect). If the R; field, stored in a long-damping-time cavity C,
is macroscopic, Ramsey fringes are visible (dotted line in the inset). If the R; field is microscopic,
its photon number records information about the atom’s path, suppressing the interference (solid
line). The gaussian mode of the cavity field is represented schematically; the part where the atom
is resonant is shaded. The cavity mode waist and the R;—Ry distance are exaggerated. ii) Figura
da direita: From quantum to classical interferometer. a, Ramsey interference signal recorded for
various mean photon numbers N in the R; pulse. The progressive evolution from the quantum to
the classical beam—splitter case is clearly observed. b, Fringe contrast as a function of the mean
photon number N in R;. The points are experimental. The line represents the theoretical variation
of the modulus of the beam—splitter final states scalar product, multiplied by a fixed factor n that

accounts for interferometer imperfections.
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Figura 4.4: Gréficos das nossas expressoes tedricas em fungdo do nimero médio de f6tons N no
interior da primeira cavidade. PARA O ATOMO: a curva com circulos é a visibilidade e a com
quadrados a concorréncia. A reta vertical localiza o ponto D = 1/y/2. PARA O CAMPO: a curva
com circulos (quadrados) é a visibilidade (concorréncia). Ja a curva lisa é a preditibilidade. As

retas verticais localizam os pontos D = 1/v/2 e D = 2/(1 + V/5).

onde 3, = —iF(1 — e *)/k e D(\) = X' & o operador deslocamento. Considerando
que o estado inicial da Zona de Ramsey é o vécuo, entdo €“|0)(0| = |0)(0| e para tempos
suficientemente longos (t > T,.) o estado estacionario serd p = |3)(f|, com § = —iF/k e
|8]? ~ 1, como percebido em [25].

Considere um atomo de dois nives |e) (estado excitado) e |g) (estado fundamental) com
frequéncia de transicao atomica we, ressonante com o campo na Zona de Ramsey. Considere
também que esse atomo foi preparado no estato |e) e enviado para interaguir ressonantemente
com o campo da Zona de Ramsey. Para valores tipicos para as velocidades de voo atomico,
o tempo dessa interagao t; é de poucos us, e.g., para v ~ 500m/s teremos t; ~ lus [11].
Como aproximacao, considere o tempo de interacao t; entre dtomo e campo seja pequeno
o suficiente para supor que a dinamica da fonte+dissipacao da Zona de Ramsey possa ser
desconsiderada. Ao abrigo dessa hipdtese, o estado atomo—campo imediatamente apds a

interacao sera

1

8) = (19182} + l9)|52) (4.49)

com

18.) = V2 Z C, cos(Qv/n + 1t3)]n)]

16-) = V2 Z C sin(Qv/n + 1t)|n + 1)]

onde C,, = e~ 123" /\/n, Q) é a freqiiéncia de Rabi no vdcuo e t3 0 tempo necessario para o
dtomo sofrer um pulso 7/2 definido por 3 |C,|? cos?(Q/n + 1t5) = 1/2. Bssa situacao é

idéntica ao caso tratado na secao anterior.
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Como a Zona de Ramsey possui em média um féton em seu interior, entao seria de se
esperar que o seu campo tivesse uma predominancia de caracterisiticas quanticas (C1 2y >
Sy e Cuo > Vi) > Pray) e fosse um bom marcador de que-caminho se emaranhando de
maneira significativa com o atomo tornando a informacao acessivel. Contudo, daremos aqui
uma interpretacao fisica do porque isso nao acontece.

Imediatamente apés a saida do atomo, a dinamica da fonte e a dissipacao passam a atuar
no estado do campo. Tomando o trago parcial de |¢)(¢p| nas varidveis atémicas, o estado do

campo apos a passagem do atomo sera

p= 51884 +18-)(6-1)

A dinamica fonte+dissipacao da Zona de Ramsey atuara sobre o estado p, evoluindo—o para

pr = D(B,) 7| DI(5) (4.50)

onde B, = —iF(1 — e *)/k. Devemos, agora, lembrar que a constante de decaimento
k é inversamente proporcional a T,. Isso nos fornece uma constante de dissipacao muito
grande k ~ 108. Como consequéncia, para tempos 7 da ordem ou maiores que 10~%s teremos
kT > 1. Isso significa que para 7 > 107 % a acdo do termo de dissipacdo e“™ sobre o estado
p resultard rapidamente no estado de vécuo e o estado p = |5)(f| da Zona de Ramsey é
restaurado. Com isso, num intervalo de tempo curto (da ordem de 1us) a informagao de
que—caminho contida no interior da Zona de Ramsey ¢é varrida para os infinitos osciladores
do banho tornando—a inacessivel. De outra maneira, para tempos dessa ordem o atomo terd
se afastado da cavidade de 0.5mm ao considerar a velocidade atomica de ~ 500m/s.
Assim, o campo sai rapidamente (quase que instantaneamente) de uma predominancia
de caracterisiticas quanticas onde era, a priori, uma boa ponta de prova para uma situagao
onde s6 ha caracteristica de corpisculo com Py = 1 e D = 0. Isso sugere a interpretacao
de que a dinamica atomo—campo nas Zonas de Ramsey se processa de forma a considerar o
campo puramente cldssico durante todo o tempo, pois o efeito conjunto de fonte—+dissipagao
nessa cavidades de baixo () varre a informagao de que—caminho armazenada na cavidade
e a transfere para um sistema com infinitos graus de liberdade tornando-a indisponivel ao
mesmo tempo que restaura o campo no interior da cavidade. Isso sugere que sistemas
que nao armazenam e nem disponibilizam a informagao de sua interacao com um sistema
quantico, seja por suas propriedades intrinsecas seja por uma dinamica auxiliar, podem ser
considerados cléssicos porque atuam sobre o sistema quantico sem se emaranhar. O resultado
final é uma operacao unitaria local devido a interacao sem disponibilizacao de informagao

acerca do sistema quantico em questao.

4.6 Conclusoes

Neste trabalho estudamos um interferometro Mach—Zehnder equipado com uma ponta de

prova capaz de obter e armazenar a informacao por qual caminho seguiu uma particula
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quantica que o atravessa. Para a particula encontramos cada termo da sua relagao de com-
plementaridade 73(21) +V(21) +C(2172) = 1. Para a ponta de prova, através de argumentos simples,
quantificamos a sua imperfeicao O e a sua qualidade Q. Mostramos que a qualidade Q esta
diretamente relacionada a distinguibilidade D dos estados da ponta de prova que, na ref.
[16], foi interpretada como a quantidade da informacao de que—caminho disponivel na ponta
de prova. Como consequéncia, definimos Z que tem interpretacao contraria a D e esta rela-
cionada com a imperfeicao da ponta de prova. Mostramos que quando D = 0 a ponta de
prova é um sistema que possui apenas comportamento tipo corpusculo e quando D = 1 é um
auténtico q-bit. Para a complementaridade da ponta de prova, construimos, via argumentos
fisicos, a grandeza Py que quantifica suas caracteristicas tipo corpisculo. Determinamos
também uma relagao de complementaridade entre P(3) e o emaranhamento C(; ). Como a
dualidade onda—particula da particula quantica é igual a da ponta de prova, i.e., 8(21) = 8(22),
encontramos V() que quantifica as caracteristicas tipo onda da ponta de prova. Na sequéncia,
ao analisar P2y, V(2) € C(1,2) encontramos limites onde a ponta de prova pode ser considerada
com um bom (regime quantico) ou um mal (regime cldssico) discriminador de que—caminho.
Em complemento mostramos que o ingrediente chave para a transicao quantico—classico nao
é necessariamente a informacao gerada pela interagao entre a particula e a ponta de prova,
mas sim a sua disponibilidade.

Para ilustrar nosso estudo, aplicamos nossos resultados a um experimento de comple-
mentaridade que modela um interferéometro Mach—-Zehnder num experimento com atomos
de Rydberg e cavidades de microondas. Nesse experimento [11] a ponta de prova tran-
sita do regime quantico ao classico de maneira suave e o efeito dessa transicao é verificada
medindo a visibilidade das franjas de interferéncia atomica. Ao aplicar nossos resultados,
conseguimos descrever o experimento em sua totalidade e mostramos que mesmo para altas
visibilidades o sistema ainda apresenta muitas caracteristica quanticas, e.g, grande emaran-
hamento. Mostramos que as imperfeigdes experimentais contribuem para a conclusao de
limite cldssico em [11]. Em seguida, analisamos as zonas de Ramsey onde nossos resultados
fornecem uma simples interpretacao. Neste caso, o limite classico da ponta de prova é al-
cancado porque a dinamica da fonte+dissipagao sobre o estado do campo no interior da zona
de Ramsey retira a informacao de que—caminho que estaria disponivel no interior da cavi-
dade e a “leva” para um sistema com infinitos graus de liberdade deixando— a completamente
indisponivel.

Nos acreditamos que o modelo aqui estudado pode explicar porque objetos quanticos,
como fotons, cruzam aparelhos macroscépicos, sofrendo evolucao unitaria, na auséncia com-
pleta de emaranhamento, por exemplo, fotons e divisores de feixes de fétons ou fotons e

placas de um quarto de onda, para citar alguns.
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Capitulo 5
Discussao Geral

Nesta tese investigamos duas das propriedades mais instigantes da mecanica quantica: o
principio da complelentaridade de Bohr e sua rescente generalizacao, que contempla tanto a
dualidade onda—particula, caracteristicas de uma fungao de onda de uma particula, quanto o
emaranhamento. Ambos aspectos tem suas raizes nas propriedades estruturais da linearidade
da mecénica quantica.

Acreditamos que, de certa forma, é o que acontece no problema que estudamos no primeiro
capitulo. La, quando fazemos uma abordagem dinamica relativa a relacao de distribuicao de
emaranhamento para trés q—bits, surge naturalmente uma ligagao direta entre a morte stibita
de emaranhamento (MSE) e o emaranhamento genuino (EG), onde a MSE ¢é uma condi¢ao
suficiente para a redistribuicao do emaranhamento contido em cada duas partes indo para um
emaranhamento do sistema como um todo. Para um sistema 2®2® 2 ® 2 mostramos que nao
existe EG quando nao ha MSE para uma condigao inicial de grande interesse fisico. Como
complemento percebemos que na presenca de MSE o emaranhamento entre um g—bit e todos
os outros nao pode ser contabilizado apenas nas biparti¢oes de dois q—bits. Em seguida, no
segundo capitulo, quando também estudamos um sistema 2 ® 2 ® 2 ® 2, percebemos que ha
uma estrutura geométrica do emaranhamento devido a dinamica e condicoes iniciais. Para
um estado inicial em que durante toda a evolucao nao havera MSE, encontramos curvas sim-
ples (elipses, parabolas e retas) entre as concorréncias de dois q—bits. Além disso mostramos
que estas curvas estao sobre uma superficie de emaranhamento e que a dinamica do emaran-
hamento entre pares de q—bits esta encerrada em uma hiperesfera. No caso em que ha MSE
nem sempre as curvas entre as concorréncias possuem uma forma simples, mas quando ha
serd uma conica e que podem serem interrompidas devido a MSE. Também neste caso ha
uma superficie de emaranhamento e a dinamica do emaranhamento entre pares de g-—bits
continua limitada numa hiperesfera. Contudo, devido a MSE, o raio da hiperesfera nao é
tnico podendo ser maior (menor) quando ocorre (nao ocorre) a MSE em alguma partigao,
respectivamente. Esses resultados mostram quanto as caracteristicas do emaranhamento
é sensivel o modo da evolucao. Ainda nesta direcao e cofirmando essas conclusoes, estu-
damos as consequéncias sobre o emaranhamento quando hé intervencoes sobre a dinamica

do sistema, i.e., analisamos como a dinamica do emaranhamento é alterada quando ha um
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sistema externo que realiza medigoes (de maneira conveniente) sobre o sistema de interesse.
Neste caso estudamos condicoes iniciais que apresentam MSE durante a evolucao e os que
nao apresentam. Em ambos os casos mostramos que a dinamica de emaranhamento pode
ser “congelada” e o emaranhamento preservado em seus g—bits de origem quando medidas
tipo Zeno sao realizadas. Porém quando realizamos as medidas percebemos que apenas a
condicao inicial que apresenta MSE pode ter seu emaranahmento aumentado e até mesmo
“ressuscitado” . Nesta condigao inicial mostramos que podemos conduzir o estado a um
estado de Bell, que é maximamente emaranhado, com apenas uma medida. Acreditamos
que este efeito tem como origem a condi¢ao inicial e o subespaco de hilbert que é acessado
pela dinamica. No quarto e tultimo trabalho focamos na relagao entre emaranhamento e
a dualidade onda—particula. Aqui estudamos dois sistemas (uma particula quantica e um
sistema de prova) que a priori se emaranharam. A particula é permanentemente quantica
enquanto o sistema de prova possui a “liberdade” de transitar continuamente entre o regime
da fisica quantica e o da fisica classica. Bohr acreditava que a teoria quantica s6 poderia ter
um caracter universal se um principio de complementaridade puder também ser estabelecido
para o sistema de prova (medidor). Neste trabalho tentamos realizar este feito. No dias
atuais a relacao de complementaridade, para sistemas de dois niveis, une o emaranhamento
com a dualidade onda—particula que sao, talvez, as duas caracteristicas mais fundamentais
de sistemas quanticos. No caso do limite quantico os nosso resultados mostram que a ponta
de prova torna—se um q—bit. No limite classico percebemos que, como esperado, a ponta
de prova sé terda comportamento de corpusculo. Contudo, esta cararteristica corpuscular
esta intimemente ligada ao comportamento classico e devemos lembrar, neste momento, que
sistemas classicos também podem se interferir como é o caso de ondas eletromagnéticas
classicas. Mostramos que a geracao da informacao de que—caminho, devido a interacgao
particula—medidor, nao é o fator crucial no processo de medicao. Percebemos que a geragao
da informagcao é uma condigao necessaria, mas nao suficiente. Além da gerar a informacgao
por qual caminho segiu a particula, o medidor precisar deixa—la disponivel. Se o medidor for
tal que a informacao apds gerada esteja disponivel, entao o medidor é quantico e é caracteri-
zado como um bom marcador de caminho. De outro modo havendo a geracao da informagao
mas de maneira inacessivel, neste caso o marcador é classico e é caracterizador como um mal
marcador de caminho. Apesar das defini¢oes trazida por nds neste trabalho serem baseadas
em limites desejaveis, o julgamento de sua adequagao fisica serd sua compatibilidade (ou nao)
com resultados experimentais. Embora nossos resultados porventura possam necessitar de
um amadurecimento teérico ou conceitual mais apurado, até o presente nossa interpretacao
e defini¢oes para a ponta de prova conseguem reproduzir os experimentos e sistemas fisicos
apresentados na literatura. Como exemplo, aplicamos nossos resultados a um experimento de
complementaridade na fronteira quantico—cldassico modelado num experimento com atomos
de Rydberg e cavidades de microondas e em seguida aplicamos nossos resultados as zonas

de Ramsey onde nossos resultados fornecem uma interpretacao qualitativa.
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