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RESUMO

Este trabalho trata da implementag¢do numérica da formulacio das equacdes integrais de
contorno para problemas bidimensionais da mecanica da fratura eldstica linear (MFEL)
por meio do método dos elementos de contorno dual. Para um ponto numa face da trinca
considera-se a equagdo integral de contorno do deslocamento, enquanto no ponto
correspondente da outra face considera-se a equagio integral de contorno de forga de
superficie. As superficies da trinca s@o modeladas com elementos quadraticos
descontinuos para satisfazer as condicdes necessdrias para a existéncia das integrais de
valor principal e o requisito da suavidade da geometria. O tratamento das integrais
singulares que aparecem no método € realizado por uma formulagdo analitica direta. Os
fatores de intensidade de tensdo (KI e KII) sdo avaliados por técnicas numéricas
baseadas nos deslocamentos relativos dos nds da superficie da trinca, sendo elas:
extrapolagdo dos deslocamentos e férmula de deslocamento de um ponto. Os resultados
apresentados no trabalho demonstram boa precisdo das reposta numéricas do método
implementado tanto para problemas de solicitagdo no modo I ou modo II quanto para

solicitacdo envolvendo modo misto.

Palavras-chaves: Método dos Elementos de Contorno Dual, Mecanica da Fratura

Eléstica Linear, Integrais Singulares.
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ABSTRACT

This paper is concerned about the numerical implementation of the boundary integral
equations to solve two-dimensional linear elastic fracture mechanics problems by means
of the dual boundary element method. For a point in a crack face it is considered the
displacement boundary integral equation while in the corresponding point of the other
face it is considered the traction boundary integral equation. The crack surfaces are
modeled with discontinuous quadratic boundary elements in order to satisfy the
necessary conditions for the existence of the principal-value integrals and the
requirement of the smoothness of geometry. The treatment of the singular integrals
raised in this method is done by straightforward analytical formulation. The Stress
intensity factors (KI e KII) are evaluated by numerical techniques based on relative
displacements of the crack surface points such as: the displacement extrapolation and
the one-point displacement formulae. The results presented in the work in such a way
demonstrate a good numerical precision of the method implemented for problems of

mode I or mode II of loading or involving mixed mode.

Key-words: Dual Boundary Element Method, Linear Elastic Fracture Mechanics,

Singular Integrals.



INTRODUCAO

As trincas, de alguma forma, estdo presentes em todas as estruturas, por razdes como o
processo de fabricacdo das pecas, as caracteristicas de microestrutura dos materiais que
as constituem, a forma de carregamento e utilizagdo das mesmas e pelas caracteristicas
do meio ambiente no qual estdo inseridas. O estudo do comportamento das trincas é de
fundamental importancia para a integridade das estruturas, pois a trinca pode se

propagar causando a falha por fratura.

A mecanica da fratura surge apds a segunda guerra mundial para tentar explicar grandes
catastrofes ocorridas em estruturas de navios, locomotivas e avides contendo trincas ou
defeitos assemelhados, em niveis de tensdes inferiores aos limites prescritos pelas
normas. Os acidentes revelavam inadequacdes nos critérios e detalhes de projetos
estruturais da época, que eram insuficientes na andlise de estruturas propensas a
ocorréncia de trincas. Com isso a abordagem do projeto com base na mecénica da
fratura comega a ganhar importancia dentro do meio cientifico e consequentemente na

aplicagdo prética, caracterizando-se como uma disciplina.



A mecanica da fratura procura entender o comportamento dos elementos estruturais
contendo trincas, permitindo estimar sua vida util, pois as trincas tendem a intensificar o
campo de tensdes e deformacdes nas regides proximas as suas extremidades e reduzir a

capacidade da peca de resistir a solicitagao.

A andlise baseada na mecanica da fratura consiste em estudar o estado de tensdes e
deformacgdes proximo a ponta da trinca, avaliar os pardmetros correspondentes e
compard-los com a resisténcia do material a propagacdo da trinca. Os manuais de
mecanica da fratura disponibilizam solugdes para a determinagdo de diversos casos com
diferentes geometrias e tipos de solicitagdo de elementos estruturais contendo trincas.
Entretanto, ha casos em que s6 é possivel determinar os parametros de solicitagdo na

trinca de forma aproximada, por meio dos métodos numéricos.

Os métodos numéricos empregados na andlise estrutural atingiram um nivel de
desenvolvimento elevado, tornando-se ferramentas essenciais para os engenheiros de
projetos e pesquisadores. Este fato veio como conseqiiéncia natural do rdpido
desenvolvimento da tecnologia computacional, de novos métodos de modelagem e
programas computacionais extremamente poderosos capazes de incluir consideragdes
cada vez mais proximas da realidade. Além disso, as exigé€ncias do mundo atual
priorizam os custos competitivos e os padrdes de qualidade dos produtos, levando a
necessidade de andlises cada vez mais precisas e projetos otimizados, que s6 podem ser

obtidos por meio de métodos numéricos e computacionais.

Em mecanica da fratura, vérias técnicas numéricas vém sendo usadas pelos
pesquisadores. Dentre elas, o método dos elementos de contorno (MEC) é de longe
considerado como a ferramenta numérica mais precisa e apropriada para a analise dos
problemas de trinca da mecénica da fratura eldstica linear (MFEL). Segundo CRUSE
(1996) varios anos de pesquisas cientificas em mecanica da fratura mostraram que a
formulag@o das EIC e sua implementacdo por meio do MEC trouxeram importantes
contribuicdes as andlises da mecanica da fratura em duas e trés dimensdes. Entretanto, a
solugdo para um problema de trinca qualquer ndo pode ser determinada com a aplicagdo
direta da formulagéo cldssica do MEC, pois a utilizagdo da equagao integral de contorno

(EIC) em deslocamento para dois pontos coincidentes nas duas superficies da trinca



gera equagdes idénticas nesses pontos, resultando entdo em um sistema de equagdes

algébricas singular.

A fim de evitar tal problema, vérias técnicas numéricas que se adaptavam ao MEC
foram surgindo ao longo dos anos. Estas se tornaram bastante utilizadas, pois se
adequavam a diferentes casos e considera¢des da MFEL. Dentro das alternativas usadas,
o método dos elementos de contorno dual (MECD) apresenta um conjunto de vantagens
como a simplicidade de utilizag@o, a abrangéncia, a boa precisao de resultados, além de
outras, que o tornam a ferramenta numérica mais utilizada na atualidade para tratar os

problemas da mecanica da fratura.

Este trabalho tem como objetivo implementar um programa para andlise de problemas
elasticos lineares bidimensionais incluindo trincas no dominio, seguindo a formulagdo
do MECD para a incorporagdo de trinca. Nesse sentido, propde-se avaliar
numericamente os fatores de intensidade de tensdo (FIT) relativos aos modos I e II (K; e

Kn).

No capitulo 2 é apresentada uma breve revisdo bibliografica a respeito das pesquisas
realizadas sobre aplicacdes do MEC a mecanica da fratura. Os conceitos basicos sobre a
mecanica da fratura, sdo vistos no capitulo 3 e no capitulo 4 descreve-se a formulacio
das EIC em elasticidade bidimensional e sua extensdo ao problema de trincas, onde sdo
encontradas as equagdes EIC duais. A apresentagdo dos algoritmos numéricos do
MECD implementados e a obtencdo numérica dos FIT sao realizados no capitulo 5. O
capitulo 6 contém alguns exemplos numéricos utilizados para validacdo dos algoritmos
implementados demonstrando a eficiéncia da formulagcdo dual. Por fim, as conclusdes a
respeito da formulagdo utilizada e dos exemplos estudados sdo apresentadas no capitulo

7.
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REVISAO BIBLIOGRAFICA

O MEC se estabeleceu como uma técnica eficaz e eficiente para a andlise de problemas
das mais diversas dreas da engenharia incluindo a drea de mecanica da fratura. O
método se baseia na EIC, obtida da transformagdo da equacdo diferencial parcial de um
dado problema numa equagdo integral relacionando apenas os valores do contorno. A
solug¢do numérica do problema € obtida a partir da discretizacdo da EIC. Geralmente os
resultados obtidos para as tensdes e deslocamentos em pontos internos de um problema
da mecanica dos sélidos s@o muito precisos, pois a representacdo integral dessas
grandezas proporciona uma modelagem continua no interior do seu dominio, isto € na
auséncia de forcas de volume, apenas o contorno do corpo € discretizado, ao invés do

dominio (método dos elementos finitos).

Os fundamentos do MEC podem ser delineados pelas formula¢des matematicas

classicas de FREDHOLM' apud JASWON e SYMM (1977) e MIKHILIN' apud

'FREDHOLM, 1. Sur une classe d ‘equations fonctionelles . Acta Mathematica, 27, 365-390, 1903.



ALIABADI (2002) na teoria de potencial e BETTI (1872)2 apud ALIABADI (2002),
SOMIGLIANA (1886)° apud ALIABADI (2002) ¢ KUPRADZE" apud CRUSE (2003)

em elasticidade.

O surgimento da formulacao da EIC se deu na década de sessenta, tendo como pioneiros
JASWON (1963) e SYMM (1963) que aplicaram as EIC para problemas bidimensionais
da teoria de potencial. Os trabalhos de HESS e SMITH’ apud JASWON ¢ SYMM
(1977) ¢ MASSONET® apud CRUSE (2003) também desempenharam um papel
importante no contexto das EIC. RIZZO (1967) apresentou a formulagdo do MEC para
problemas bidimensionais de elasticidade e CRUSE (1969) apresentou essa formulagao
para problemas tridimensionais. O trabalho de LACHAT e WATSON (1976) contribuiu
significativamente para tornar o MEC uma efetiva ferramenta numérica, pois adaptou a
modelagem isoparamétrica usada no método dos elementos finitos para a formulacio

das EIC.

O MEC na mecénica da fratura € objeto de inimeros trabalhos de investigacao cientifica
demonstrando considerdveis avangos. O primeiro trabalho sistemético da aplicagdo do
MEC ao problema da mecanica da fratura se deu em CRUSE e VAN BUREN (1971),
que aplicaram as EIC para a andlise elastica tridimensional de tensdes em corpos de
prova contendo trinca de borda. Utilizaram a EIC para deslocamento na obtengdo dos
deslocamentos e forcas de superficie no contorno, a partir da simetria do problema. Em
etapa de pés-processamento, as tensdes nos pontos internos foram obtidas por meio da
forma discretizada da identidade Somigliana para tensdo. Segundo CRUSE e VAN
BUREN (1971) as solu¢des encontradas foram compativeis com os resultados obtidos
via método dos elementos finitos, apresentados por CHAN et al. (1968). CRUSE e
VAN BUREN (1971) ainda apontaram pela primeira vez as defici€éncias matematicas

existentes na formulagdo do MEC para um problema de mecanica da fratura, no qual

'MIKHILIN, S.G., Integral Equations, Pergamon Press, London, 1957.

2 BETTIL E., Teoria dell elasticita, 11 Nuovo Cienmento, 7-10, 1872

3 SOMIGLIANA, C., Sopra I’equilibrio di um corpo eldstico isétropo, Il Nuovo Cienmento, 17-19, 1886.
* KUPRADZE, V. D., Potential methods in the theory of elasticity, Davey, New York, 1965.

SHESS, J.L., SMITH, A.M.O., Calculation of potential flow about arbitrary bodies. “Progress of
Aeronautical Sciences,”v.8, (D. Kuchemann, Ed.), Pergamon, London.

6 MASSONET, C. E., Numerical use of integral procedures, Stress Analysis, edited by O. C. Zienkiewicz
and G. S. Hollister, J. Wiley, 1965



duas superficies fisicas idealmente ocupam o mesmo plano matemdtico. Adicionais

neste problema de modelagem foram publicados em CRUSE (1972).

CRUZE (1972) mostrou que a aplicacdo direta do MEC ao problema eléstico linear com
trincas levava a uma singularidade no sistema de equagdes, aparecendo duas linhas
idénticas na matriz dos coeficientes, devido as superficies co-planares da trinca. Ainda
neste trabalho, para contornar o problema encontrado, ele aproximou o formato da
trinca por um entalhe arredondado. Nesse modelo tornou-se necessiario um grande
nimero de elementos na ponta da trinca, e mesmo assim os resultados obtidos ndo
foram muito satisfatérios, deixando a questdo da coincidéncia das faces da trinca ainda
indeterminada. A partir dai, houve um crescente interesse dos diversos pesquisadores da
drea em solucionar o problema matematico existente na formulagdo do MEC para o
problema de trincas. Sendo assim, formulagdes especiais foram desenvolvidas e

implementadas por meio do MEC.

A primeira delas foi a técnica da func¢do de Green (SNYDER e CRUSE, (1975)), que
consiste em uma solucdo fundamental analitica complementar que € acrescentada na
solu¢do fundamental de Kelvin no MEC, ndao havendo necessidade de modelagem da
trinca. Esses pesquisadores analisaram o comportamento de uma trinca reta, livre de
tensdes, em meios anisotrépicos bidimensionais. Este método, apesar de ter apresentado
Otima precisdo numérica, seria uma solucéo restrita apenas a problemas de geometrias
muito simples de trincas retas em dominios bidimensionais. A partir disso, pode-se dizer
que o trabalho de TELLES et al. (1995) teve uma expressiva contribui¢do no
desenvolvimento e generalizagdo desta formulacdo, pois criou um procedimento para se
gerar numericamente as fun¢des de Green em problemas envolvendo trincas simples ou
multiplas de geometria qualquer. Em TELLES e GUIMARAES (2000) obtiveram-se
resultados pela técnica da funcdo de Green de alguns problemas gerais da MFEL de
geometria qualquer, tais como simulacgfo estitica e dinAmica de trincas curvas, em duas
e trés dimensdes. Problemas bidimensionais da MFEL de propagacdo de trincas
baseados no procedimento da funcdo numérica de Green foi assunto do trabalho de
SILVEIRA et al. (2005), onde a funcdo de Green € obtida numericamente pela EIC

hiper-singular.



Uma alternativa, largamente utilizada, foi a técnica das multi-regidoes (BLANDFORD et
al. (1981)), na qual o corpo ¢é dividido em regides, cada uma contendo uma superficie da
trinca. Esta foi a primeira técnica totalmente abrangente capaz de lidar com a
coplanaridade das superficies da trinca. Cada sub-regido fica com uma superficie
regular a ser avaliada e elas sdo ligadas pelas condi¢des de equilibrio de forcas de
superficie e compatibilidade de deslocamentos. BLANDFORD et al. (1981) utilizou
essa técnica para simular o crescimento da trinca entre dois contornos. JIA et al. (1988)
investigaram o problema eldstico bidimensional de trincas para uma variedade de
configuracdes de geometrias e carregamentos adotando a técnica de sub-regides no caso
de trincas em corpos infinitos. Em JIA et al. (1989), as sub-regides sdo usadas para
definir a trinca em um problema tridimensional de dominio infinito, usando uma sub-
regido externa fechada e mapeando o contorno interno da sub-regido infinita. Este
método descreve trincas de geometria qualquer, mas a desvantagem é que essas divisdes
produzem grandes sistemas de equacdes e no caso do problema de crescimento da
trinca, para cada incremento de trinca a malha precisa ser refeita. A andlise de estruturas
contendo trincas multiplas € também um grande problema numérico, pois a medida que
o ndmero de trincas cresce na regido de interesse, o sistema de equacdes aumenta

significativamente e o processo se torna inviavel.

CROUCH (1976) e CROUCH e STARFIELD (1983) propuseram o método da
descontinuidade de deslocamento em que a trinca é tratada como uma superficie Unica
através da qual os deslocamentos sao descontinuos, sendo necessario, portanto, apenas a
discretizacdo de uma das faces da trinca. O método € baseado em uma solugdo analitica
obtida da solucdo de Kelvin para problemas de trincas de tamanhos arbitrdrios. DE
MAGALHAES (1999) implementou e testou o método da descontinuidade de
deslocamento em sua dissertacdo de mestrado no programa de pds-graduacido de
Engenharia de Estruturas. O programa computacional elaborado foi capaz de fazer
andlises complexas de problemas da MFEL em dominios finitos, semi-infinitos ou

infinitos e demonstrou a grande potencialidade do método.

CRUSE (1978) desenvolveu uma EIC adicional para possibilitar a solucdo do problema,
isto é, com o intuito de suprir as deficiéncias da EIC primdria, e obteve a EIC para for¢a

de superficie com base na identidade Somigliana para tensdo. Concomitantemente,



vérios autores obtém as EIC baseadas no gradiente da fungcdo de campo, em diferentes
areas de aplicacdo. Tais equagdes sdo comumente chamadas de EIC hiper-singulares. O
ingrediente essencial desse método e que ja proporcionou considerdveis discussdes na
literatura, € a avaliagdo analitica das integrais singulares advindas da EIC para forga de
superficie. O trabalho de POLCH et al. (1987) levou a uma formulagdo da EIC para
forca de superficie em problemas de trincas que modelavam a trinca uma superficie
unica descontinua usando a identidade Somigliana de for¢a de superficie. GRAY et al.
(1990) fizeram uso da equacdo hiper-singular para analisar o problema da mecénica da
fratura para elasticidade tridimensional e resolveu a equacgio hiper-singular baseando-se
no trabalho de RUDOLPHI (1988), onde as integrais sdo tratadas em um processo de
limite do interior do dominio. Essa era uma maneira de resolver o comportamento
singular da ponta da trinca por funcdes de interpolagdo e um meio adequado de
regularizar a EIC de forca de superficie para uma boa modelagem da trinca.
DOMINGUES e ARIZA (2000) abordaram da equagdo hiper-singular para o problema
de trinca eldstico tridimensional onde as integrais com nucleos hiper-singulares e
fortemente singulares foram transformadas analiticamente em integrais de linha e de
superficie, tornando-se fracamente singulares. Diferentes problemas de trincas retas e
curvas em dominios finitos e infinitos foram analisados mostrando-se a generalidade e
simplicidade do método. O trabalho de RANGELOV et al. (2003) investiga quais 0s
parametros que controlam a precis@o e a estabilidade da solugdo da EIC para forca de
superficie aplicada a problemas dindmicos pela andlise da MFEL de uma estrutura

trincada com dominio finito.

A formulagdo do Método dos elementos de contorno dual (MECD) proposta por
PORTELA et al. (1992) para problemas bidimensionais e MI e ALIABADI (1992) para
problemas tridimensionais, vem se mostrando como um modelo geral,
computacionalmente eficiente, para tratar problemas da mecanica dos sélidos sujeitos a
ocorréncia de trincas. Este método incorpora duas EIC independentes, com a equacio de
deslocamento aplicada em uma das faces da trinca e a equacdo de forca de superficie na
outra, solucionando o problema de trinca em uma udnica regido. As incégnitas do
problema sdo os deslocamentos relativos das faces da trinca e os valores do contorno

externo. Uma grande vantagem da utilizacio do MECD estd na andlise dos problemas



de propagacdo da trinca, pois nio € necessdrio o rearranjo da malha para cada extensio
de trinca. Em PORTELA et al. (1993) um problema eldstico de propagagao da trinca em
modo misto é simulado via MECD, a partir da andlise de um incremento de extensdo da
trinca baseado no critério de tensdo maxima, o qual é expresso em termos do FIT. Em
MI e ALIABADI (1994), o MECD ¢ aplicado para a andlise do crescimento da trinca
em um problema eldstico tridimensional de modo misto. A extensdo do problema de
propagacdo de trincas ao problema dindmico e elastopldstico € abordada
respectivamente por FEDELINSKI et al. (1996) e por LEITAO et al. (1995). O
comportamento nao linear da propagacdo das trincas nas estruturas de concreto foi
modelado pelo MECD em SALEH e ALIABADI (1995), onde o MECD se mostrou
computacionalmente eficiente na simulacdo da propagacdo da trinca. Para resolver
vérios exemplos de problemas de trinca axissimétricos, LACERDA e WROBEL (2002)
também utilizaram o método dual e compararam com as solu¢des analiticas ou pelas
obtidas tanto pelo proprio MEC quanto pelo método dos elementos finitos e

comprovaram mais uma vez sua eficicia.

No contexto da aplicacdo do MEC, duas EIC foram primeiramente apresentadas por
WATSON (1986) em formulagdo baseada na equagdo de deslocamento e na derivada
direcional desta equacgdo. Para problemas tridimensionais na elasticidade, a formulacio
do MECD foi apresentada por GRAY et al. (1990). Ele desenvolveu uma técnica
analitica baseada em um caminho de integracio especial ao redor do ponto singular
usando elementos triangulares lineares. CHEN e CHEN (1995) propuseram uma
formulacgdo diferente do MECD, na qual a EIC de deslocamento € aplicada somente no
contorno externo do dominio do problema e a EIC de forca de superficie em uma das
faces da trinca. Nesta formulacdo, os deslocamentos relativos das faces da trinca sao
introduzidos ao invés dos deslocamentos. Isto reduz o nimero total de graus de
liberdade e consequentemente o esforco computacional. Estes pesquisadores analisaram

um problema bidimensional com trincas multiplas.

A maior dificuldade do MECD esta no tratamento das integrais definidas no sentido de
valor principal de Cauchy (VPC) e de parte finita de Hadamard (PFH) presentes na EIC
escrita para forca de superficie, a equacdo hiper-singular. As condi¢des necessérias para

a existéncia dessas integrais s@o: a continuidade dos componentes dos deslocamentos
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nos nés na EIC cléssica e a continuidade das derivadas dos deslocamentos nos nds na
EIC para forca de superficie. Esses requisitos sao atendidos em PORTELA et al. (1992)
que adotou elementos descontinuos, para discretizar as duas faces da trinca,
conseguindo bons resultados. A estratégia usada para modelar a trinca estd descrita em
PORTELA et al. (1992) e MI e ALIABADI (1994). WATSON (1986) utilizou
elementos Hermitianos e pode atender as condi¢des para existéncias das integrais

singulares presentes nas EIC duais, apesar de ndo obter resultados muito precisos.

N

Outras contribui¢cdes para o MECD e também suas aplicagdes & mecanica da fratura
podem ser vistos em PORTELA et al. (1991), CHEN e CHEN (1998), LIEBOWITZ et
al. (1999), DELL’ERBA e ALIABADI (2000), CHEN et al. (2005). Uma revisao
completa do método dual pode ser encontrada em ALIABADI (1997). Este trabalho
apresenta os mais diversos tipos de problemas de trincas, como: o elastostatico,
termoeldstico, elastodinadmico, problemas de materiais anisotrépicos, no concreto e de
propagacdo da trinca. A partir da resolug@o de todos esses exemplos o autor demonstra a

capacidade e a robustez do MECD.

Uma das razdes principais da aplicacio do MEC aos problemas da MFEL estd na
capacidade de avaliar seus principais pardmetros, os FIT, eficientemente e com boa
precisdo numérica. Os FIT caracterizam o campo de tensdes e deformagdes ao redor da
ponta da trinca e proporcionam um critério de resisténcia local. Esses fatores estdo
disponiveis na forma paramétrica para diversos problemas da MFEL com geometrias
simples envolvendo vérias formas de solicitagdo. Entretanto, para os casos mais gerais,
com geometrias complexas e configuragdes de carregamentos arbitrdrias, a
determinagdo desses parametros ¢ feita utilizando-se os métodos numéricos, como por
exemplo, o MEC. A solucdo para os FIT é avaliada apds determinados os campos de
deslocamentos nas vizinhancas da ponta da trinca seja pelo método dual ou por um

outro método numérico.

Os FIT podem ser numericamente computados através de diversas maneiras, tais como:
pelas técnicas baseadas nos deslocamentos relativos das faces da trinca; técnica da
extrapolagdo; utilizacdo de elementos especiais de ponta de trinca, por exemplo, do tipo

“quarter-point” (QP); as integrais independentes do caminho de integracdo, como a
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integral J; métodos da energia; subtragdo da singularidade e fungdes peso. As descrigdes

detalhadas de todas essas técnicas estdo apresentadas em ALIABADI e HOOKE (1991).

A técnica da subtragdo da singularidade € um procedimento de regularizacdo que utiliza
uma solucao singular particular do problema de trincas para introduzir o FIT como uma
incognita adicional. Esse procedimento foi utilizado na elasticidade bidimensional por
ALIABADI et al. (1987) que obtiveram os FIT para os modos I e II de solicitacdo. Foi
também utilizada dentro do MECD em PORTELA et al. (1992) e em DE MATOS et al.
(2004).

A integral J é um parametro que, assim como os FIT, avalia a solicitacdo na ponta da
trinca e na MFEL estd diretamente relacionada a esses parametros. Essa integral vem
sendo estudada por meio do MEC com aplicagdes diversas em mecénica da fratura. A
avaliagdo da integral J no problema simétrico bidimensional de fechamento da trinca
pode ser visto em KARAMI e FENNER (1986). ALIABADI (1990) aplicou a integral J
para problemas bidimensionais da MFEL de modo misto de solicitacdo. Este autor
decompoOs a integral J em componentes simétricos e anti-simétricos e obteve valores
precisos para os FIT. PORTELA et al. (1993) analisaram o problema da propagacio da
trinca e para cada incremento de trinca, a técnica da integral J foi usada na determinacéo
dos parametros da MFEL. SOLLERO e ALIABADI (1994) desenvolveram um método
alternativo para decompor os FIT de modo misto da integral J na andlise de problemas
de compdsitos laminados anisotrépicos. MAN et al. (1995) utilizaram a integral J de
modo misto para estudar as forcas de contato no comportamento da trinca. A aplicacéo
da integral J ao problema de trinca elastodindmico e termoelastico pode ser encontrada
em FEDELINSKI (1996). A integral J para os problemas tridimensionais de modos
mistos de carregamento se verifica em RIGBY e ALIABADI (1998).

Os elementos que conseguem refletir a singularidade do campo de tensdes e
deslocamentos na ponta da trinca garantem um considerdvel ganho de precisdo
numérica quando comparados aos elementos convencionais. Esses elementos sdo
construidos usando-se fungdes de forma modificadas, geometria do elemento
modificada ou ambos. O elemento especial mais comumente usado € o elemento do tipo

QP introduzido no MEC por CRUSE e WILSON (1977). Eles analisaram o problema
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simétrico de trinca reta em trés dimensdes e obtiveram resultados muito coerentes com
valores de referéncia dos FIT. Outros elementos especiais de ponta de trinca sio
apresentados em ALIABADI (1985) e JIA et al. (1988). LIEBOWITZ et al. (1999)
usaram elementos singulares para modelar a ponta da trinca, no problema de juntas em
furos de parafusos em engenharia aeroespacial. MI e ALIABADI (1994) usaram
elementos descontinuos tridimensionais para modelar a superficie da trinca. ARIZA et
al. (1997) utilizaram um tipo de elemento singular da mecanica da fratura. JIA et al.
(1988) desenvolveram um tipo de elemento para discretizar a trinca, baseado em

elementos com ponto no centro para varios problemas de trinca.

Em DIRGANTARA e ALIABADI (2002), os FIT sdo avaliados, com base no método
dual, pela técnica da extrapolagdo dos deslocamentos na superficie da trinca e pela
integral J, para analisar diversas configuracdes de placas de largura finita, incluindo
placa com trinca centrada, placa com trinca de borda e trincas emanando de furos,
carregadas tanto a flexdo quanto a tragcdo. PORTELA e ALIABADI (1992) também
utilizaram essas duas técnicas para estudar os casos cldssicos de placa com uma trinca

de borda e da placa com trinca poligonal e obtiveram resultados muito precisos.

WEARING e AHAMADI-BROOGHANI (1999) estudaram o problema da flexdo de
placas contendo trincas para diversas configuragdes de trincas e carregamentos. Para a
determinagdo dos FIT utilizaram diversas técnicas numéricas, como a integral J, a
técnica de extrapolag@o dos deslocamentos, a abordagem por elementos singulares QP e
a técnica de extrapolacdo das tensdes. A comparagdo dos resultados obtidos com
resultados analiticos e respostas baseadas no método dos elementos finitos demonstrou
boa aproximacio. E importante citar o trabalho de ZHU e SMITH (1995) que usaram a

técnica da extrapolacio dos deslocamentos das faces da trinca para a obtengdo dos FIT.

As pesquisas na drea do MEC para os problemas da mecanica da fratura tiveram
grandes avancos ao longo de todos esses anos e continua sendo um campo de pesquisa
ainda com lacunas e muitas possibilidades de investigacdo cientifica. CRUSE (2003)
demonstrou sua crenca de estarmos proximos de obtermos uma formulacdo adequada
para o problema da mecénica da fratura. Afirmou que depois de um longo periodo de

trabalho € esperado que devamos ter um modelo eficiente para essa classe de problemas.
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MECANICA DA FRATURA - CONCEITOS BASICOS

Os estudos da mecanica da fratura foram desenvolvidos no momento em que os critérios
convencionais de projeto de pegas de engenharia mostravam-se insuficientes para
explicar falhas nas estruturas, mesmo quando sujeitas a niveis de tensdo muito abaixo
dos considerados como admissiveis. Conforme BROEK (1986), a ocorréncia de fratura
sob baixas tensdes em materiais frageis levou ao desenvolvimento da mecanica da

fratura.

A mecénica da fratura analisa o comportamento mecanico dos componentes estruturais
na presenca de trincas, buscando avaliar questdes como: a resisténcia residual da peca
em fun¢do do tamanho da trinca, o tamanho maximo de trinca tolerdvel para um dado
carregamento, o tempo necessdrio para uma trinca inicial atingir um comprimento
critico, os defeitos iniciais admissiveis e a freqii€ncia de inspe¢do da peca em relacéo as

trincas.

Nesse capitulo se faz uma introdugdo a mecanica da fratura dentro de seu contexto

histérico e de alguns dos conceitos basicos da MFEL.
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3.1 Contexto Historico

O primeiro estudo sistemético sobre a fratura foi realizado por GRIFFITH (1921), que
com base nos trabalhos de INGLIS (1913) construiu uma teoria para fratura baseada nos
principios da energia, fazendo aplicacdes para o vidro que é um material fragil. Neste
trabalho, afirmava-se que a trinca se propaga sob o efeito de tensdes externas quando a
variagdo da energia eldstica armazenada no corpo € maior que a energia necessdria a
criacdo de novas superficies. Salvo algumas contribui¢ées como a de WESTERGAARD
(1939), a mecanica da fratura permaneceu por algum tempo como uma curiosidade
cientifica, sendo considerada irrelevante para o projeto estrutural. Entretanto, apds a
segunda guerra mundial, quando ocorreram grandes catastrofes devido as falhas por
fratura em estruturas de navios, fuselagens de misseis e outras, os estudos cientificos da
mecanica da fratura comegaram a ganhar importancia. IRWIN (1948) estendeu a teoria
de Griffith para materiais dicteis. Posteriormente, o trabalho de IRWIN (1957) permitiu
uma grande evolucdo na teoria da mecanica da fratura. Ele demonstrou que a taxa de
liberagdo de energia para a formagdo de novas superficies € equivalente a um
determinado estado de solicitagdo critico em pontos localizados préoximos a ponta da
trinca, criando o conceito de FIT. Esse coeficiente € usado desde entdo como um critério
de resisténcia local aplicado a maioria dos problemas de fratura. Atualmente, depois de
quatro décadas de desenvolvimento, a mecénica da fratura vem sendo incorporada aos
critérios de projeto em estruturas e se tornou uma ferramenta essencial, no sentido de
evitarem-se acidentes inesperados relativos ao colapso de componentes estruturais

contendo trincas ou defeitos assemelhados.

3.2 Modos de fratura

A trinca em um corpo sélido pode ser solicitada basicamente conforme os trés modos

indicados na FIGURA 1.
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modo | modo II modo IIT

FIGURA 1 - Modos de Solicitacio

O modo I é denominado modo de abertura, cuja solicitacdo ocorre na dire¢do normal ao
plano da trinca, sendo os deslocamentos dos pontos das faces da trinca também
perpendiculares ao plano da trinca. A solicitagdo por cisalhamento no plano da trinca
resulta no modo II, denominado modo de deslizamento. Por outro lado, o modo III é
caracterizado por solicitagdo paralela ao plano da trinca (normal ao plano da chapa)
sendo chamado de modo de rasgamento. Pode-se dizer que o modo I estd presente na
maioria das aplicagdes praticas, apesar dos outros modos de carregamento ou a

combinacdo dos modos I e II também ocorrerem.

3.3 Campo de tensoes na ponta da trinca

A distribuicdo das tensdes na vizinhanga da ponta da trinca (FIGURA 2), de acordo com

a MFEL, pode sempre ser expressa por:

_ K

, (0 3.1
O-lj \/ﬁfz]( ) ( )

onde K € o fator de intensidade de tensdo, r a distancia a ponta da trinca e f;; fungdes

conhecidas dependentes do dngulo 6.
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FIGURA 2 - Referencial e estado de tensdo na ponta da trinca.

No dominio da MFEL, o campo de tensdes e deformagdes fica inteiramente

determinado quando o pardmetro K é conhecido. Em geral no modo I, o FIT é dado por:
K, =foa (3.2)

tal que o ¢é a tens@o remota aplicada na chapa, a o comprimento caracteristico da trinca
como mostra a FIGURA 3 e¢ £ um fator adimensional que depende da geometria do
problema. O fator £ pode ser encontrado em manuais especificos, como TADA (2000),

para diversos tipos de geometrias e carregamentos.

R

2a

R EEE RN

FIGURA 3 - Chapa com trinca centrada.
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A fratura ocorre, ou seja, a trinca se propaga indefinidamente, quando K; excede um
valor critico Ky, correspondente a resisténcia do material, propriedade denominada
tenacidade a fratura. A tens@o remota de fratura de uma peca é diretamente proporcional
a este parametro e inversamente proporcional ao tamanho da trinca, como mostra o

grafico da FIGURA 4. Desta forma, materiais com baixa tenacidade a fratura (K )
conseguem suportar apenas pequenas trincas. Em relacdo a FIGURA 4, onde fys

representa a tensdo de escoamento do material, pode-se dizer também que, devido a
presenca da trinca, a resisténcia residual da estrutura vai decrescendo progressivamente
com o aumento do comprimento da trinca, podendo ficar menor que sua tensdo de
projeto e, posteriormente, também menor que a solicitacdo devida ao carregamento de

servigco. Nesse caso a fratura pode ocorrer até sob a tensdo de servi¢o na estrutura.

Or

f

ys

a

FIGURA 4 - Curva da resisténcia residual versus tamanho da trinca

As expressdes para o campo de tensdes na vizinhanca da ponta da trinca para o
problema bidimensional, desenvolvidas por IRWIN (1957), sdo solu¢des em termos de

funcdes complexas de WESTERGAARD (1939) e para o modo I sdo expressas como:
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K
0, =——= cosg(]—seng-sengﬁj

27r
0, = K, cosg ]+seng-senit9 (3.3)
27r 2 2
o, z—’seng-cosg-cosiﬁ
27r 2

Para o modo II, o campo de tensdes é dado por:

K, 6 6 30
o, =— sen—| 2+ cos—cos—
2xr 2 2
K 3
0, =———= seng{cosgcos —9} (3.4
N2mr 2 2 2

K, 0 6 36
0, =——=cos—|1—sen—sen—
2zr 2 2 2

onde K; e Ky s@o os FIT na ponta da trinca, r € a distincia a ponta da trinca e 8 é o
angulo medido a partir do plano da trinca como mostrado na FIGURA 2. Em problemas
com modos mistos de solicitagio no dominio da MFEL, é vilido o principio de

superposicao dos efeitos.

O denominador das Eq. (3.3) e Eq. (3.4) revelam uma natureza singular no campo de
tensdes na ponta da trinca, isto é, quando r—0, as tensdes tendem ao infinito. No caso
de materiais ducteis, o crescimento das tensdes na ponta da trinca € limitado pela tensdo
de escoamento, ocorrendo entdo a plastificacdo dos pontos na regido em volta da ponta
da trinca (zona pléstica, r,), conforme mostra a FIGURA 5. Sabe-se que, antes de
ocorrer a propagacio (separacdo fisica), hd um consumo significativo de energia para

promover a plastificacdo da ponta da trinca.
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FIGURA 5 - Distribui¢@o de tensdes — Formagado de zona pléstica na ponta da trinca

3.4 Campo de deslocamentos na ponta da trinca

Assim como para as tensdes, o campo de deslocamentos na vizinhanga da ponta da
trinca foi também determinado a partir da solugdo de WESTERGAARD (1939). Para os

modos I e II de solicitacdo estes campos sdo dados, respectivamente por:

u, :& Lcosg i(/(—])+sen2g (3.5)
G \2rx 212 2

u, _K Lseng i(K‘+1)+cos2—
G\2zr 2|2

u, _ Ky Lseng i(l(+])+cos2g (3.6)
G \2rx 212 2

u, _Ky LCOS—{£(K‘—])+S€I’12—:|
G \2rx 2

onde K; e Ky s@o os FIT do modo I e II, respectivamente, na ponta da trinca, r € a
distdncia a ponta da trinca, k'=3-47 para o estado plano de deformagdes (EPD) 7 =v e
para o estado plano de tensdes (EPT) n =v /14+v, G o mdédulo de elasticidade

transversal e 6¢ o angulo medido a partir do plano da trinca como na FIGURA 2.
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3.5 Critério da energia

O critério da energia (GRIFFTH (1921)) propde que o crescimento da trinca ocorre se a
energia necessdria para a formagao de novas superficies puder ser liberada pelo sistema.

Essa condicdo € dada pela relagdo:

aq _ W (3.7)

da da
sendo U a energia eldstica disponivel e W a energia de superficie necessdria para a
formacdo da trinca. Usualmente dU/da equivale a G, que € dita “taxa de liberagdo da
energia” e dW/da equivale a varidvel R chamada “resisténcia a propagacdo da trinca”. A
condicdo de energia na Eq. (3.7) enuncia que G deve ser pelo menos igual a R até que a
propagacdo da trinca ocorra. Em geral, nos materiais ducteis solicitados em EPT, R é
dependente do tamanho da trinca. Assim, para a propagac¢do da trinca ocorrer levando a
peca a fratura, além do valor de G permanecer maior que R deve-se ter ainda a

condicdo:

dG _ oR
—2>—1:; G2R 3.8
da Oda 38)

Quando R € constante, situagdo que ocorre no caso de EPD, G deve ultrapassar certo

valor critico Gyc.

3.6 Integral J

A integral J é uma integral de linha que ndo depende do caminho de integracio,
derivada do principio da conservagdo de energia. Esta integral aplicada & mecanica da
fratura (RICE (1968)), € definida ao longo de um contorno em volta da trinca, como
mostrado na FIGURA 6, e representa a variagdo da energia potencial durante o

crescimento da trinca, isto €:
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_av

J=2r
da

(3.9)

sendo V a energia potencial. Para um material eldstico linear, /=G, sendo G a taxa de
liberagdo de energia por unidade de comprimento de trinca, como apresentado
anteriormente. Novamente a fratura ird ocorrer para certo valor critico J;c que € um

parametro equivalente a K;c e Gyc.

A expressdo da integral J estd dada abaixo, para uma trinca horizontal como a da

FIGURA 6:

J

ay,
j . (an —1 a—xJ dr, (3.10)

n

FIGURA 6 - Integral J.

onde W ¢ a energia de deformacao por unidade de volume, n; € a componente normal ao
caminho /; na direcdo x,, #; e u; sdo as componentes internas dos deslocamentos e das

forcas de superficie respectivamente.

A integral J no dominio da MFEL se relaciona aos FIT K;e Kj; pela seguinte expressao:

_K'+K;
EV

7 @3.11)



onde E’ é o médulo de elasticidade E para o EPT e E’=E/(1-2/)* para o EPD.

22
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4

EQUACOES INTEGRAIS DE CONTORNO

O presente capitulo apresenta brevemente as EIC classicas para problemas
bidimensionais da teoria da elasticidade. O foco principal é mostrar os principais passos
para a obtencdo das EIC de deslocamento e de for¢a de superficie, que irdo abordar os

problemas de MFEL.
4.1 Problema elastostatico linear

As EIC descrevem as incégnitas do problema em termos das grandezas do contorno
satisfazendo de forma exata a equacdo diferencial que rege o problema. O problema de
elasticidade bidimensional é representado pela equacdo diferencial de equilibrio de

Navier, escrita em termos dos deslocamentos como:

1oy j,ji+ui,jj+5bi =0 (41)

<
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onde v ¢€ o coeficiente de Poisson, G € o moédulo de elasticidade transversal, u;;; sdo as

derivadas parciais do deslocamento u; e b; as forgas de volume.

A solucdo da equacdo de Navier Eq. (4.1) para o problema eldstico de dominio infinito
com uma for¢a unitdria aplicada em X’ € dita solu¢cdo fundamental de Kelvin (FIGURA

7.

T22T

U22 ﬁ

~
-7 X Uy Ta

Tll

superficiel’

FIGURA 7 - Representacdo da solucdo fundamental

A forca de volume b; que aparece na Eq. (4.1) pode ser expressa como uma fungéo delta

de Dirac para representar uma forca unitdria, dada abaixo:
b,=A(X',x)-e. em Q (4.2)

onde A(X’,x) € a funcdo delta de Dirac em sua forma vetorial e ¢; sdo vetores unitarios

na direcdo dos eixos cartesianos x;.

As solugdes fundamentais de Kelvin para deslocamento e forca de superficie em um
ponto x (ponto campo), cujas componentes estdo explicitamente indicadas na FIGURA

7, sdo dadas respectivamente pelas expressoes:

U, (Xx)= {(3—4V)ln§5ij +r,,.r,,} (43)

87G(1-v)
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T:'j (X ’,)C) =
! dr (4.4)
_m{%[(]_Zv)éy +27:i’jjj|_(]_2l/)|:nj}’:i _nir:j:'}

sendo r = r(X’,x) a distincia entre o ponto de aplicacdo da carga puntual, ponto fonte
X’, e o ponto campo x, r; a derivada de r em relagdo a x;, d; a fungdo delta de Kronecker
e dr/dn a derivada direcional de r em relacdo a n no ponto x, sendo n 0 vetor unitario

normal & superficie considerada, no ponto x.

O problema elastico linear de dominio finito esta representado na FIGURA 8, onde /™ é
o contorno fechado do problema definido no dominio (2. No problema existem as
condicdes de contorno: /', que denotam um trecho do contorno onde as forcas de
superficie s@o prescritas e /'; que denotam o trecho do contorno com seus
deslocamentos prescritos. Usualmente os problemas praticos possuem condicdes de
contorno mistas, isto €, em alguns trechos do contorno s@o prescritos os deslocamentos,

enquanto em outros trechos prescrevem-se as forcas de superficie.

rur,=r

FIGURA 8 - Geometria do problema
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4.2 Equacao integral de contorno

A relagdo integral reciproca necessdria para o desenvolvimento da EIC para problemas
de elasticidade é dada pelo teorema do trabalho reciproco de Betti, que relaciona dois

estados de tensdo distintos, ambos supostos equilibrados, da seguinte forma:

[oe;a02=[0ejd0 4.5)
02 02

sendo que o indice / representa o problema de valor de contorno ao qual corresponde o

estado de tensdo O'ilj, e o indice 2 o problema cujo estado de tensdo éO';. O problema 2

serd considerado como correspondente a solucdo fundamental.

Substituindo-se no lado esquerdo da Eq. (4.5), os tensores de deformacdo em termos de
suas definicdes em deslocamento, fazendo-se uma integracdo por partes e aplicando o

teorema da divergéncia tem-se:

[o,u;,d@ =[tudl
2 r (4.6)

onde o indice () representa agora a solu¢do fundamental. Analogamente, substituindo-

se Gl.jz. no segundo membro da Eq. (4.5), tendo em vista a lei de Hooke e as relagdes

deformacdo x deslocamento escreve-se:

ytJ

IO'.*.M. AdQ :Iti*uidl“+'|.A(X',x)‘ei “u,dQ
2 T ) 4.7

onde (") representa a solucio fundamental.

A integral de dominio da expressdo Eq. (4.7) fica reduzida a um termo livre de u;
avaliado em X’(ponto fonte), devido as propriedades da funcdo delta de Dirac. Usando a
terminologia da solu¢do fundamental da Eq. (4.3) e Eq. (4.4) e reorganizando os termos,

obtém-se a identidade Somigliana para deslocamentos (ISD):
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onde Tj;(X’,x) e Uj(X’,x) denotam a solugdo fundamental de Kelvin para deslocamentos
representada pela Eq.(4.3) e de forcas de superficie dada na Eq.(4.4), respectivamente.
No ponto de contorno x, u; € t;sdo as grandezas do contorno de deslocamentos e forgas
de superficie, respectivamente, que podem ser incdgnitas ou prescritas. Essa equacdo
representa os deslocamentos em um ponto interno X’ em termos dos valores dos

deslocamentos e das forgas de superficie no contorno.

A solugdo para os deslocamentos nos pontos do contorno ¢ obtida fazendo-se o ponto
fonte tender ao contorno, X’—x’, na ISD, Eq. (4.8). O processo de limites, de levar X’
para o contorno, € ilustrado na FIGURA 9, onde este € alterado criando-se um trecho

circular I, de raio &, para tratar as descontinuidades que aparecem nas integrais da Eq.

(4.8).

FIGURA 9 - Ponto fonte x’ no contorno envolto por um arco circular.

Quando ¢—0, a segunda integral da Eq. (4.8) pode ser escrita como:

-0
r-r,

IUU_(X',x) tj(x)df(x):lim I U, (x'x) tj(x)df(x)+

4.9)
éing U, (x',x) tj(x)df(x)

e
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A segunda integral do segundo membro da Eq. (4.9) se anula, enquanto a primeira
integral do segundo membro da Eq. (4.9) é fracamente singular devido ao nicleo

logaritmo.

Considerando a primeira integral da ISD Eq. (4.8), no limite, para e—0, tem-se:

JT..(X’,x)uj(x) dF(x)ziigg | T, (x"x)u,(x)dI"(x)+

‘ (4.10)
lim | T, (x',x)u; (x)dI"(x)

Na Eq. (4.10) a primeira integral do lado direito € definida no sentido do valor principal
de Cauchy (VPC) e a segunda integral é regularizada pelo primeiro termo da expansdo
de Taylor avaliada em x’ que produz um termo livre em fun¢@o dos deslocamentos. A

EIC cléssica para deslocamentos é entdo obtida, assumindo-se a continuidade de

deslocamentos em x’:

Cy (¥ uy(x)== [ T, (x\x)u, (x) dI(x)+[U; (x\x)t;(x)d I (x)  (4.11)

<[> r

Sendo g, a fungdo delta de Kronecker. A integral cujo dominio de integracdo é
representado por </>, é analisada no sentido do VPC, devido a presenga do nicleo

fortemente singular Tj(x’,x).0 parametro Cj(x’) € dado por //2 para um contorno suave.

A representacdo integral das tensdes no ponto interno X’ é obtida a partir da ISD no
ponto x, pela aplicacdo das defini¢des do tensor de deformacdes e da lei de Hooke,

ficando expressa por:

0, (X ') ==[ S (X' x)u (x)d I (x)+] Dy (X '\ x)1, (x)d I (x)  (412)

r r

Nesta equacdo S;i(X’,x) € Dy;j(X’,x) sdo combinagdes lineares das derivadas de T;(X’,x)

e Uj(X’,x), apresentadas em Eq.(4.3) e Eq.(4.4) dadas, respectivamente, por:



29

Dkl_j(x',x):m[(]—b/)(—r,k 8,47, 8y +1, 6, )+2r, 7,1, | (4.13)
, or
S, (X ,x):%[ZE[(I—ZV)r,k 5, 4V(r,, 8y +7, 8, )=

dror, vy J+2v(nr, vy +nr, v, )+ (1=2v )(2nr, 1, +nj5ik +nl.5jk ) (4.14)
_(1_4‘/)”1(51';]

Quando o ponto fonte se aproxima do contorno (X’— x’) e no limite do problema,

quando ¢—0, a segunda integral de Eq. (4.12) é escrita como:

J.D,dj(X’,x) t,(x) df(x):ling J. Dkl.j(x',x) t.(x) df(x)+

(4.15)
lin(l) J. D, (x'x) t,(x)d I (x)
Ie'

A primeira integral do segundo membro de Eq. (4.15) resulta em uma integral definida
no sentido de VPC e a segunda resulta em um termo livre, avaliado em x’, em funcio
das tensdes, que devem ser continuas no sentido de Holder (COURANT e HILBERT
(1962)).

Considerando agora a primeira integral de Eq. (4.12), levando-se o ponto fonte ao

contorno, quando ¢—0, tem-se:

~[S,a.j(X',)c) u,(x) dF(x)zling j Skl.j(x',x) u(x)dI”(x)+
I I'-Ie

(4.16)

lim| S
-0

Ie'

(x\x) u,(x)dI"(x)

kij

Os termos do segundo membro de Eq. (4.16) contém hiper-singularidades da ordem de
O(r?). Estes termos podem ser regularizados por expansdo de Taylor, em relagdo ao
ponto fonte, assumindo-se que as derivadas sdo continuas no sentido de Holder. Produz-
se entdo, um termo livre em funcdo das tensdes a partir da segunda integral do segundo

membro da Eq. (4.16) e uma integral definida no sentido de parte finita de Hadamard
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(PFH) a partir da primeira integral do segundo membro da Eq. (4.16). A EIC para

tensOes € escrita:

o, (x')=- J. w, (x) S, (x'x) dI"(x)+ I t,(x) Dy (x'x) dI"(x)  (4.17)

1

2
considerando o ponto x’ em uma parte suave do contorno, sendo a primeira integral do
segundo membro da Eq. (4.17) definida no sentido de PFH e a segunda integral da Eq.
(4.17) definida no sentido de VPC.

A EIC para forca de superficie para o ponto fonte sobre um contorno suave, obtida a

partir da rela¢do #; = ojn; € dada por:

ér(x'):—ni(x') J. u, (x) Skij(x',x) dF(x)+nl.(x')J. 7, (x) D, (x'x) dI"(x) (4.18)

J
(I ()

A integral cujo dominio de integracdo € representado por </>, é analisada no sentido
do VPC enquanto a integral de dominio <</>> possui um nticleo hiper-singular e é

integravel no sentido de PFH.

4.3 Equacoes integrais de contorno duais para a analise de problemas

bidimensionais da MFEL

O fato de duas superficies ocuparem o mesmo lugar geométrico na defini¢do de trinca
fechada requer tratamentos matematicos especiais na solucdo dos problemas
elastostiticos sujeitos a presenca desta descontinuidade. A geometria da trinca que
proporciona uma singularidade no sistema de equacdes algébricos de MEC faz os
problemas da mecéanica da fratura estarem entre os mais dificeis de resolver com
precisdo numérica adequada. Segundo CRUSE (1988), este era considerado um
problema terrivelmente mal ajustado, e por alguns anos os cientistas na drea de

elasticidade questionavam se sua solugc@o poderia até mesmo ser considerada. A EIC

aplicada as faces co-planares da trinca sofre degeneracdo, pois caso se aplicasse a EIC
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de deslocamento para pontos geometricamente coincidentes em faces distintas da trinca,

o sistema ficaria com equagdes idénticas para pontos fisicamente distintos.

Pretende-se mostrar abaixo o desenvolvimento matematico da aplicacdo da EIC padrao
aos pontos da trinca, mostrando surgimento e a razdo da singularidade do sistema de

equacdes. Em seguida sdo mostradas as EIC duais capazes de solucionar a questao.

4.3.1 Equacio integral de contorno para deslocamento

Considera-se um problema de contorno externo /, contendo uma trinca representada

pelo contorno /77 e I, ,sendo 7 o contorno superior da trinca e 7/, o contorno

inferior, e no processo limite as duas superficies da trinca sdo definidas como 7,

c

conforme a FIGURA 10. A ISD do problema pode ser escrita como:

FIGURA 10 - Geometria da trinca num plano infinito.

w(X)= [ U, (X.x)t;(x)dl= [ T(X'\x)u,(x)dl (419)

rouriur; rorour;

As solugdes fundamentais U;(X’,x) e T;(X’,x) em Eq. (4.19) para a superficie da trinca

I’ sdo simétricas e anti-simétricas, para /| :’ e I, respectivamente, isto €:

U, (x*.x)=U,; (x".x) (4.20)
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T, (x",x)=-T,(x",x) (4.21)
A mudanga de sinal nas forcas de superficie na Eq. (4.21) se deve ao fato dos vetores
unitarios normais das faces da trinca serem opostos. Dai, considerando-se as relagdes
entre os deslocamentos (Eq. (4.20)) e as forcas de superficies (Eq. (4.21)) nas faces

opostas da trinca e levando ao processo limite, quando as superficies da trinca sdo

colapsadas, de formaque /" =1, =1, aEq. (4.19) é escrita:

u(X')=
JUU(X',x) [tj(x+)+tj(x )} dl" - Tl.j(X',x) [uj(er)—uj(x_)} dI” (4.22)
+J.Uij(X’,x)tj(x)dF(x) JY:](X x)u,;(x)d I (x)

Considerando-se as superficies da trinca como livres de for¢as ou apresentando forcas

de superficie iguais e opostas, tem-se a expressao para os pontos coincidentes da trinca:
L -
£ () =—,(x7) (4.23)

Com isto, anula-se a primeira integral da Eq. (4.22). Definindo-se 0s

deslocamentos relativos como Au j(x):u j(x*)—u j(x’), esta mesma equagdo ¢€

reescrita:

u(X’)—J.U (X\x)t,(x)dl = [T, (X \x)u, (x)d T -

d (4.24)
j X x Au )dF

A EIC para a face superior da trinca é obtida quando X’ — x* e fica:

Cy (X, (x") + Cy(x Dy (x7) =J.Uij (x*,x) t (x)dF—J.T.‘ (x*,x)uj (x)dl
r

r

+I x" xAu )dF
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Nesta Eq. (4.25), existe um termo livre extra, além do presente na EIC classica de

deslocamento Eq. (4.11), o termo Cjj(x")uj(x’). Este termo aparece devido a coincidéncia
dos pontos de colocagdo x* e x” na face oposta da trinca /. Fazendo o ponto de

colocacdo tender a face negativa da trinca, obtém-se uma equacgao idéntica a Eq. (4.25).
Isto significa um sistema de equacdes singular, uma vez que existem duas vezes mais
incognitas em termos de deslocamento que equagdes independentes. H4 um conjunto de
linhas idénticas correspondentes a coloca¢do em pontos coincidentes das superficies
opostas da trinca. Caso fossem eliminadas as linhas da matriz dos coeficientes
correspondentes a uma das faces, o que representaria o ponto fonte circulando apenas
em uma das faces da trinca, resultaria em um sistema de equa¢des com menos equagdes

independentes que incdgnitas.

4.3.2 Equacao integral de contorno para forca de superficie

Considerando mais uma vez o problema representado na FIGURA 10, pode-se escrever
a EIC para forca de superficie para pontos de colocagdo na face da trinca x,

considerando um contorno suave, como:

J J
2 ) 2 ) ) ) (4.26)
-n(x ) J u, (x) Skij(x ,x) dl'+n(x") J. 7, (x) Dkij(x ,x) ar
(rurforoy) (roriur;)
Observando-se que n,(x") = —n,;(x"), as solu¢des fundamentais Dy;(X’,x) e Sy;(X’,x) da

Eq.  (4.26) para a superficie da trinca /. sdo simétricas e anti-simétricas, para I." e

I, respectivamente, tal que:

D, (x+,x) =D,; (x_,x) 427
S

i (x+,x) ==8, (x_,x)

Colapsando as duas superficies da trinca tem-se, para as integrais da Eq. (4.26):
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u, (x) Skij(x’,x) dr = J [uk (x*)—uk (x’)] Skij(x’,x) ar
(rorioryy) (LN (4.28)

+Iuk(x)SkU (x_,x) dI’

I 7, (x) Dkl.j(x_,x)dfz.[ [tk (x+)+tk (x_)]Dki]. (x‘,x)df+
(roryur;) (I, (429)
J.tk(x)DkU(x_,x)dF

Assume-se o equilibrio de forcas de superficie, de forma que tj(f):—tj(x’), e

definindo-se Au;, (x)=u, (x+ ) —u, (x‘) ,aEq. (4.26) pode ser reescrita como:

tij(x’) + n(x ) J. A4 uk(x)Skij(x’,x) dl’ + n(x") J uk(x)Skij(x’,x) dl" =

«ro) «ry (4.30)
n(x )J. tk(x)Dkij(x’,x) dI’

I

A equagdo acima diferentemente de EIC para deslocamento pode ser usada para a
solugdo de problemas de trincas sem grandes dificuldades. A solucdo € obtida em

termos da descontinuidade de deslocamentos na superficie da trinca.

4.3.3 Equacoes integrais de contorno duais

As EIC duais para o problema da MFEL s@o entéo aplicadas as faces da trinca. Se a EIC
para deslocamento for aplicada num ponto de colocag@o na face superior da trinca, em

x*, tem-se:

C,( x* )uj(x*)+Cij(x*)uj(x*)=le.j(x*,x)zj(x)dr— j T, (x".x)u, (x)dl” (431
s

<[>

Quando a EIC para forca de superficie for aplicada num ponto de colocacdo na face

inferior, em x’, ela pode ser escrita, considerando um contorno suave, como:



35

itj(x‘)—itj(f):—ni(x") J u( x)S,; (x‘,x) dI” +
2 2 «y (4.32)
n(x" )J tk(x)D,dj(x_,x) dr”

U



36

S

ALGORITMOS DO METODO DOS ELEMENTOS DE
CONTORNO EM MECANICA DA FRATURA ELASTICA

LINEAR

Os problemas da mecanica da fratura apresentam complexidades considerdveis nos
algoritmos numéricos devido a condicdo de singularidade das superficies co-planares da
trinca no caso do MEC. Na MFEL existe também a singularidade na ponta da trinca,
com as tensdes e as deformacdes tendendo ao infinito nos pontos que dela se
aproximam. No entanto, os métodos numéricos s@o muito utilizados, uma vez que a
solugdo analitica s6 é possivel para problemas com geometrias e carregamentos

especificos.

Neste trabalho, foi implementado o MECD baseado na formulacido desenvolvida por
PORTELA et al. (1992), onde se utilizam as EIC de deslocamento e forca de superficie
para resolver os problemas bidimensionais contendo trincas retas ou poligonais no
dominio finito, de modos I, II ou modos mistos de solicitagdo. Além disso, utilizou-se

como referéncia, o programa desenvolvido por PORTELA e ALIABADI (1992) que é
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baseado na formulagdo dual para problemas elédsticos bidimensionais contendo trincas

no dominio.

As implementacdes numéricas tém como ponto de partida o programa computacional
desenvolvido por RIBEIRO (2003) baseado no MEC, usando formulagdes auto-
regularizadas das EIC para problemas eldsticos bidimensionais. No programa de
RIBEIRO (2003) era possivel resolver apenas o problema da mecanica da fratura em
que o eixo de simetria fosse coincidente com a trinca, no modo I de solicitacdo.
Portanto, a implementacdo computacional realizada estendeu a capacidade do programa
de RIBEIRO (2003) a casos gerais dessa classe de problemas, tornando possivel a

abrangéncia de problemas com diversas geometrias e configuragdes de carregamentos.

As principais caracteristicas dos algoritmos implementados sdo descritas neste capitulo.
E feito ainda um breve comentirio sobre as principais sub-rotinas do programa

computacional obtido com base nessas implementagdes.

5.1 Discretizacao numérica

O MEC consiste na discretizagio do contorno do problema em segmentos, denominados
elementos de contorno, como mostra FIGURA 11, para solucionar as EIC de
deslocamento e de forca de superficie, Eq. (4.11) e Eq. (4.18), respectivamente. Para
ilustrar tal procedimento apresenta-se a EIC cldssica em termos de deslocamento, Eq.

(4.11), escrita como:

€, (x")u( x)= zj (x) 4L (x)+3 [ U, (v, ()T (x) 1)

onde Ne € o numero de elementos de contorno.
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ontos nodais

/\(’;\emento

FIGURA 11 - Contorno discretizado em elementos.

Em cada elemento de contorno, a geometria e as varidveis do contorno sdo descritas por

funcdes aproximadoras e sdo definidas em termos dos valores nodais como:

1, (&)= N, (&) (5.2)

xk(f>=§Ma(:) x:’

onde M e N sdo as fungles de forma, ug, # € x; sdo as componentes nodais do
deslocamento, forca de superficie e coordenadas, respectivamente e m o nimero de nds
do elemento. Quando a mesma fun¢do de forma € usada para aproximar a geometria e as
grandezas do contorno, os elementos sdo denominados elementos de contorno
isoparamétricos. Os elementos de contorno isoparamétricos com funcgdes de
interpolacdo linear (m=2), quadritica (m=3), cibica (m=4) e qudrtica (m=5), sao
denominados respectivamente elementos lineares, quadréticos, cibicos e quérticos,

conforme a FIGURA 12.
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m=3

+1

FIGURA 12 - Elementos de contorno bidimensionais.

Os algoritmos do método dos elementos de contorno implementados neste trabalho
utilizam elementos de contorno isoparamétricos continuos e descontinuos ambos com
funcdes de interpolacdo quadrdticas, seguindo a formulacdo proposta por PORTELA et

al. (1992).

O parametro C; sendo expresso por advém do conceito de dngulo de varredura, igual a
4 para pontos situados sobre contorno suave, C;; igual a 1 para pontos internos e 0 para
pontos externos. Quando o ponto fonte estiver situado sobre pontos angulosos do
contorno tal como indicado na Fig. 13, o valor de Cj; devera ser determinado por meio

de processo de limite indicado na segunda integral do segundo membro da Eq. (5.10).

FIGURA 13 - Defini¢ao de 3

Com intuito de possibilitar a avaliagdo numérica ou mesmo analitica das integrais

presentes na EIC, Eq. (5.1), faz-se necessdria a transformacdo das coordenadas
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cartesianas globais dos elementos em coordenadas adimensionais locais. Tendo em vista
a utilizacdo de integra¢do numérica por meio de quadratura Gaussiana padrdo ou para o
desenvolvimento analitico das integrais, as coordenadas cartesianas dos nds dos
elementos sdo parametrizadas em fungdo das coordenadas dos nds de extremidade de
forma que as coordenadas adimensionais assumam valores entre —/ e /. O Jacobiano da

transformacdo de coordenadas globais (x;) para coordenadas adimensionais intrinsecas

() é dado por:

dx] 2 & 2
J(S)= {d_fj J{dfj (5.3)

Considerando as aproximacdes definidas em Eq. (5.2), a forma discretizada da EIC de

deslocamento é dada por:

Ne m Ne m

SHESTAESED D WATES DI/ 54

n=1 a=1 n=I1 a=1

onde Ne € o nimero de elementos de contorno e m o nimero de nds por elemento. Os
coeficientes P;'* e Q;'" sdo integrais definidas em termos das coordenadas

adimensionais locais, como:

P = [ N(E T (xx( EDI(E)dE (5.5)

1
Q) = [ N(EW(x\x(E DI (£ )dé

sendo J'(¢£) o Jacobiano da transformagdo nos elementos de contorno.

A Eq. (5.4) e a Eq. (5.5) sdo avaliadas nos pontos nodais xS, sendo ¢c=1.. M (M é o

ndmero total de nés). O duplo somatdrio na Eq. (5.4) deve ser avaliado tendo em vista

que alguns nds sdo compartilhados por elementos consecutivos, € como u;’”’ sdo

definidos de forma unica nestes nds, os deslocamentos podem ser combinados em cada

né. Faz-se um somatério sobre todos os nés e a Eq. (5.4) pode ser reescrita:
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Ne m

M cr
Cy (x)u, (x)+ 2 Hy ul =) Gt (5.6)
y=1

n=1 a=1

7
onde Hj é formado a partir de P"e G; equivale a Q. Todos os termos em

deslocamento da Eq. (5.6) s@o agrupados e escreve-se:

M cy Ne m

v _ cna ,cno
S Hiul =YY G (5.7)
y=1 n=1 a=1

O sistema de equacdes expresso matricialmente € dado como:

[H] {u} = [G] {t} (5.8)

sendo [H] e [G] matrizes cujos coeficientes sdo resultantes de integracdo conhecidas
dos produtos das fun¢des de forma, Jacobianos e solu¢des fundamentais do problema,
associados a cada né do contorno. Os vetores {u} e {t} cont€m respectivamente, valores
nodais de deslocamento e for¢a no contorno que podem ser incognitos ou prescritos,
dependendo das condi¢des de contorno especificadas no problema. Reagrupando-se os
valores incégnitos em um vetor X e efetuando-se as operagdes relacionadas com os

valores prescritos obtém-se um sistema de equacdes algébricas lineares, dado por:

AX=B (5.9)

em que A ¢ a matriz dos coeficientes, X é o vetor que contém u e ¢ desconhecidos no
contorno e B o vetor dos termos independentes decorrentes dos valores prescritos de u e

t.

5.2 Tratamento das integrais singulares e hiper-singulares

A formulagdo dual do MEC implica na solugdo de integrais que possuem certas
dificuldades de resolucdo, devido a presenca de nicleos fortemente singulares e hiper-
singulares. Essas integrais aparecem quando o ponto de integracdo estd sobre o

elemento a ser integrado e se tornam fortemente singulares devendo ser interpretadas no
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sentido do VPC e hiper-singulares sendo interpretadas no sentido de PFH. Estas estio

presentes nas EIC para deslocamento e forga de superficie respectivamente.

As EIC duais de deslocamento, a Eq. (4.31), e de for¢a de superficie ,a Eq. (4.32),
aplicadas ao elemento de trinca quando esta é livre de forcas de superficie, como na

maioria dos casos praticos, sdo simplificadas e dadas por:

C, (x")u( x')+ J. u, (x) T, (x,x)=0 (5.10)
<r,>
n(x’) j w, (x) Sy (x'x) dI"(x)=0 (5.11)
«ren

Os resultados das integrais definidas no sentido de VPC e de PFH representam os
termos da diagonal principal da matriz dos coeficientes. Sérias dificuldades aparecem
quando esses termos sdo calculados explicitamente, mas elas podem ser ultrapassadas
quando do uso da condicio de movimento de corpo rigido (MCR). No caso do
procedimento padriao do MEC, ou mesmo para a solucdo numérica da EIC para forga de
superficie de um determinado problema, geralmente usa-se a condi¢do de MCR para

resolver os termos singulares que aparecem na formulagao.

O MCR, por definicdo, é a translacdo de um corpo sob a aplica¢do de forcas externas,
nao havendo mudancas na distincia relativa entre suas particulas, desde sua posi¢ao
inicial até a final, BORESI E CHONG (1987). A condicdo de MCR implica em um
campo de deslocamentos constante, definido ao longo do corpo, e as componentes de
forca de superficie nulas. Assumindo essa condi¢do ao problema eldstico linear avaliado

pelo MECD tem-se para a Eq. (5.10)

C;(x)+ | Ty(x\x) dI(x) =0 (5.12)

<[>

enquanto a Eq. (5.11) fica:

n(x) [ Sy (x\x) dI(x)=0 (5.13)
«y
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As equacdes Eq. (5.12) e Eq. (5.13) expressam o MCR que deve ser satisfeito pelas
equacdes duais em todos os pontos de colocagdo. De acordo com a Eq. (5.12), o
coeficiente Cj; ndo precisa ser determinado diretamente e quando esta equacdo €
discretizada, o coeficiente C;; juntamente com a integral de parte finita € obtido fazendo-

se o somatério da linha da matriz dos coeficientes de Eq. (5.9) correspondentes.

No caso dos problemas da mecanica da fratura quando o ponto de colocacio é colocado
em um né de trinca, existem sempre dois elementos, em faces opostas, que contém o
ponto de colocacgdo, pois as duas faces da trinca sdo discretizadas. Isto significa que ao
longo da trinca as integrais de parte finita de Eq. (5.10) e Eq. (5.11) sdo requeridas duas
vezes: uma no elemento que contém o ponto fonte e outra no elemento oposto que
contém o nod coincidente com o ponto de colocagdo. O termo diagonal da matriz dos
coeficientes de qualquer n6 da trinca € simétrico ao seu nd oposto (tem mesmo valor
absoluto, mas sinais contrarios). Essa particularidade do MECD impede o uso da
condicio do MCR para a avaliacdo indireta dos termos diagonais da matriz dos
coeficientes de influéncia Eq. (5.9), pois os termos se cancelario mutuamente na soma
dos termos da linha. Sendo assim, os termos diagonais correspondentes aos pontos de
colocacdo nos nds da trinca, devem ser calculados diretamente pela expressdao de Cj e

do VPC.

Neste trabalho, uma vez que o0 MECD invalida o uso da condi¢do padrdo de MCR para
o célculo dos termos da diagonal principal nos nés da trinca, as integrais singulares
presentes nas EIC duais receberam um tratamento matemadtico analitico para sua
regularizacdo. baseado nos trabalhos de PORTELA el. al. (1992) e ALIABADI e
HOOKE (1991). No caso de pontos de colocagido no contorno externo do problema, isto

€ em pontos ndo pertencentes a trinca, faz-se o uso da condicdo de MCR.

O procedimento matemdtico para a regularizacdo das integrais de VPC e PFH serd

descrito, considerando-se o contorno de trinca /..

A integral de VPC da Eq. (5.10) pode ser expressa em termos de coordenadas locais do

elemento como:
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J‘ T( ' _ S }/1 f;jy(g)
i x’x)uj(x)dr_zujjlﬁdg (5.14)
<r,> y=1 197

sendo M o nimero de pontos de colocacdo por elemento, u/ os valores nodais dos

deslocamentos na direcdo j, e f;(f) uma funcdo regular em termos da coordenada

paramétrica local £ dada pelo produto da fungdo de forma, da solug¢do fundamental, do

Jacobiano da transformacdo de coordenadas e da distancia entre o ponto fonte e o ponto

campo, escrita abaixo:

FIE)=NLE)T (' x(E))I(E)(E~E) (5.15)

Fazendo-se a expansio em série de Taylor da fungdo fl.jy (£)da Eq. (5.15) em torno do né

de colocacgdo tem-se:

(5.16)

CRE) R RIS Lt ag
ol R I b

A primeira integral de Eq. (5.16) é regular e a segunda pode ser integrada

analiticamente da forma abaixo:

tag =&
[&a g e

A integral no sentido de PFH presente na segunda equagdo de Eq. (5.11) pode ser

expressa em termos de coordenadas locais como:

J. S..k(x',x)uk(x)d]ﬂ:iu,fj.wdf (5.18)
<<l ,>> ! y=I _1(§_§’)2

sendo g/, (&), uma fungdo regular em termos da coordenada paramétrica local &dada

pelo produto da solugdo fundamental, da funcdo de forma, do Jacobiano da
transformac@o de coordenadas e da distancia ao quadrado entre o ponto fonte e o ponto

campo, escrita abaixo:
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gI(E)=N(E)Su(x\x(E))T(E)(E=E) (5.19)

Fazendo-se a expansio em série de Taylor da funcdo ggk (&) de Eq. (5.19), em torno do

ponto de colocagdo, tem-se:

j gi?k(f)dg:jg,»,y»k(f)—g,-,*k(f')—g,-ﬂ“(f')(f—f)
(E=EY T (§=&7

g (&) J

+8h (&)
ff(g 7

A primeira integral da Eq. (5.20) é regular e a terceira integral € idéntica a da Eq. (5.17).

A segunda integral da Eq. (5.20) pode também ser resolvida analiticamente como:

tdé 1 I
=— - 521
leer=re ¢ 2D

No trabalho de TEIXEIRA e DE PAULA (2001), o procedimento analitico e o
embasamento matemadtico usados para fazer a regularizacio das integrais de VPC e PFH

acima mostradas estdo cuidadosamente detalhados.

As integrais regularizadas quando aplicadas ao problema de trinca reta ou de trinca
poligonal, sendo a trinca discretizada por elementos retos, podem ser avaliadas

analiticamente.

Na atual pesquisa estuda-se o problema de trinca reta ou poligonal, sendo a trinca
discretizada em elementos quadréticos descontinuos. Considera-se, assim, um elemento
quadratico descontinuo da face da trinca e que contém o ponto de colocagdo. O sistema

de coordenadas paramétricas locais & € definido no intervalo —I<&E<+], e

& representa o ponto de colocagio nos nés da trinca. A integral definida no sentido de

VPC de Eq. (5.10) € entdo expressa em coordenadas locais, para o elemento quadratico

descontinuo, que serd descrito posteriormente, como:
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jT(x x)u, (x)dI = j EX(E)NEN(E)E=HIUT (5.22)

<r,>

onde U’ representa as componentes nodais de deslocamento e J(&) é o Jacobiano da
transformagdo. Como sdo usados elementos retos, J(&)=¢/2, sendo £ o comprimento do

elemento, a matriz H i’ ¢é dada como:

. 1-2v N,
M= - V)LJ ()Mﬁdf 62

Considerando as fung¢des de forma N, para os elementos quadréticos descontinuos, as

integrais impréprias de Eq. (5.23) sdo integradas analiticamente obtendo-se:

(5(35 2), 11~ §|+3‘5"2J
4

2 e
j 2((35 BOr2, 0]
§(36+2), |1=-8] ..,
df— ( > n|]+§|+3§+2j

A integral de PFH, na expressdo matemdtica da Eq. (5.11), para o problema pode ser

escrita como:

[ S x)u () Is,,k HENN(ENEWE=HIU (525

<<l .>>

onde a matriz H” é dada:

E gj
dm(1-v)1 *(&- 4‘)

HY = (5.26)

sendo
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+n,(2nf +1) —nz(—an +1)
S'=|+n,(2n] =1) —ny(=2n’=1) (5.27)
—ng(zn,z -1) +n1(—2nf +1)

onde n; e ny sdo as componentes da normal ao elemento. A integral de Eq. (5.26) é
integravel analiticamente, considerando as fun¢des de forma N, para os elementos

quadraticos descontinuos, e fica:

[ I P | I T T

ot oo st stz
[N (e, [1HE| 185713
i@dﬁ_z(% Sy ey j (5.28)
[ _3 / [1-&| 6£7+2£-3

_J;Wdé:_4[(3§ +])ln|]+§\ + P J

A solucdo das integrais singulares envolvidas nas EIC do problema da trinca reta fica
completamente determinada pelas expressdes desenvolvidas anteriormente. Tais
expressoes foram implementadas, a fim de garantir a solucdo dos problemas contendo

trincas retas no dominio.

No caso do problema mais geral, considerando a trinca curva modelada com elementos
também curvos, seria necessario desenvolvimento analitico. Atualmente ndo existem
ainda trabalhos publicados nesse sentido, isto é, a complexidade dessa operagdo
analitica restringe a formulacdo dual a casos de trinca reta ou trincas curvas

discretizadas em elementos retos.

5.3 Modelagem da trinca

As integrais de PFH e de VPC exigem condicdes de continuidade de deslocamentos ou
de suas derivadas, para sua existéncia. Para atender essas condi¢des deve-se usar uma
modelagem adequada da trinca. Sdo adotados elementos isoparamétricos quadraticos
continuos e descontinuos na discretizacdo das EIC conforme enunciado anteriormente.

Os elementos quadréticos continuos discretizam o contorno externo do problema e os
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elementos quadraticos descontinuos foram usados para modelar a superficie da trinca,
pois satisfazem as condicdes de continuidade para a existéncia da integral de PFH
presente em Eq. (5.11) e o requisito de suavidade da geometria no ponto de colocacgio
nesta mesma equacgdo. A condicdo de existéncia da integral de VPC, presente em Eq.
(5.10) e Eq. (5.11), fica também satisfeita com o uso de elementos descontinuos, uma
vez que sua condicdo de continuidade € menos restritiva que a requerida para a
existéncia da integral definida no sentido de PFH. Os elementos descontinuos evitam
também o ponto de colocagdo na ponta da trinca, onde existe a singularidade do campo

de tensdes e deformagdes como visto no Capitulo 3.

O elemento quadritico descontinuo € obtido deslocando-se os nds extremos do
elemento quadritico comum para um ponto no seu interior proximo a ele. Essa distincia
¢ representada pelo pardmetro A na FIGURA 14, em coordenadas intrinsecas,
caracterizando os nés funcionais e geométricos do elemento. Os elementos descontinuos
permitem as descontinuidades de forca de superficie facilitando os algoritmos

numéricos do MEC.

As fungdes de aproximagdo usuais sdo reescritas de forma geral para elementos

descontinuos quadraticos e sdo dadas por:

N =§(—§§+ 2fzzj

N, =§(1+§%) (5.29)

N; =§(§+§222j

Adotando-se A nulo na Eq. (5.29) acima, obtém-se as fun¢des de forma usuais para

elementos continuos.

Segundo PORTELA et al. (1992), recomenda-se para A o valor 2/3, pois outros valores
mostraram ndo ter um efeito significativo na solu¢do. Assim os ndés do elemento
descontinuo  foram  posicionados nos pontos E=-— 2/3 E=0e =+ 2/3e

consequentemente as fun¢des de forma se tornam:
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8 4
szf(]—ifj(]+£§j (5.30)
2 2
9 3
N, =& =£+2
=¢(26+3)
POI:ON §CG ig}zglﬁilg Ponto de Colocagio A

él
N6 Geométrico

&

a) Continuo b) Descontinuo

FIGURA 14 - Elementos de contorno quadraticos

A modelagem do problema de trinca como um todo estd de acordo com a FIGURA 15.
A EIC para forca de superficie € aplicada nos pontos de colocacdo em um dos lados do
contorno da trinca, enquanto para o outro lado da trinca € usada a EIC para
deslocamento. Esta ultima é também aplicada no restante do contorno do problema. O
contorno da trinca foi discretizado em elementos de contorno quadréticos descontinuos
e as superficies remanescentes do dominio do problema, sdo divididas por elementos de

contorno quadraticos continuos.
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D I’
N ® NO funcional do elemento
I
D x N6 geométrico do elemento
D D

T D EIC para deslocamentos

I .

T EIC para forgas de superficie
D

FIGURA 15 - Discretizagdo da trinca

5.4 Avaliacao numérica dos parametros da MFEL

Uma das principais razdes da vasta aplicacdo do MEC a mecénica da fratura estd na
possibilidade de se avaliar os FIT com grande precisdo numérica e eficiéncia. Os FIT
sdo determinados em etapa de pds-processamento, de posse da solugdo no contorno do

problema.

Calculam-se os FIT através de técnicas baseadas nos valores dos deslocamentos
relativos de pontos das faces da trinca préximos a ponta, os quais sdo fornecidos pelo
programa computacional desenvolvido. Utilizam-se a técnica da extrapolacdo dos
deslocamentos e a técnica de deslocamentos de um ponto, que consistem em relacionar
expressdes tedricas do campo de deslocamentos com os valores obtidos por algum

método numérico, que no presente caso pelo MECD.

Para se escolher adequadamente os procedimentos para o cilculo de K; e Kj; na presente
pesquisa cientifica, realizaram-se estudos a respeito das principais técnicas numéricas
para o célculo desses coeficientes e da viabilidade do uso de cada uma. Além disso,
levou-se em conta a simplicidade e a facilidade na entrada de dados, juntamente com
um desempenho numérico satisfatério. Optou-se por fazer uso das técnicas mais simples

e versateis, mas com uma modelagem adequada da trinca, utilizando-se elementos
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descontinuos nos nds da trinca como mencionado anteriormente e evitando-se o ponto

de colocagdo no ponto singular na ponta da trinca.

Além das técnicas numéricas implementadas no programa, serdo descritas também
outras técnicas no contexto do MEC usadas para a determinacdo de K;e K. Sdo elas: o
uso de elementos especiais de ponta de trinca, os elementos do tipo QP, técnica da
subtracdo da singularidade e a integral J que € um pardmetro alternativo para
caracterizar a solicitagdo a frente da trinca que em MFEL estd explicitamente

relacionada com os FIT através de expressdes apropriadas.

Considera-se o campo de deslocamentos relativos na ponta da trinca apresentado em Eq.

(3.5) e Eq. (3.6) e reescrito como abaixo, para pontos das faces superior e inferior da

trinca em coordenadas polares (8= "7 ):

K+1

w, (0=7)-u, (0 =-7) ="K, é (5.31)
K+1 r

”1(9:”)_141(9:_ ): G i E

onde K; e Kj sdo os FIT na ponta da trinca, r € a distincia da ponta da trinca, 8 é o
angulo medido a partir do plano da trinca como mostra a FIGURA 2, G o médulo de

elasticidade transversal e K =3-477, sendo 17 =V para o EPD e 7 =v /I+vpara o EPT.

Considera-se a FIGURA 16, onde o ponto A se refere a ponta da trinca, os pontos B e D
estdo na face superior da trinca, opostos aos pontos E e C, estdo na face inferior da
trinca e os pontos F e G estdo situados a frente da trinca. As distancias do ponto B, C e

F as extremidades variam de acordo com o tipo de elemento usado:

‘ 1”2 | 12 12 1”2
D B

C A F G

E

FIGURA 16 - Elementos continuos de ponta de trinca.
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5.4.1 Técnica da extrapolacio

Os valores de K; e Kjysdo calculados em pontos proximos a superficie da trinca e entao,
¢é feita uma extrapolagdo linear para a ponta da trinca. Para os pontos B e C e para os
pontos D e E considerando o elemento quadratico continuo (r = £/ 2) tem-se, para os

FIT a partir das expressdes de Eq. (5.31), respectivamente:

2G &
KB =" |Z(uf-u° 5.32
" ok+1 /(2 2) (5-32)

xk+IN/
G |27
KPP =— == (P —urF 5.33
kI s Ty (5-33)
DE G 2” D E
— . —(u," —u
k1N s ( r )

Fazendo a extrapolacdo linear para a ponta da trinca (ponto A), encontra-se o valor de

K[ (S K[[I

K, =2K-K}* (5.34)

K,=2K)-K}"

No caso de elementos quadraticos descontinuos retos, com os nds funcionais extremos
localizados em pontos internos distantes de ¢ /6 dos nés de extremidade, sendo ¢ o
comprimento do elemento. Os dois elementos em lados opostos que compartilham a

ponta da trinca estdo mostrados na FIGURA 17.

-—

F B ponta da trinca

G E C @ NO¢ funcional do elemento
L 1/8 |

/3 | 1/3 [ 1/6
\ \

x N6 geométrico do elemento

FIGURA 17 — Elementos descontinuos de ponta de trinca
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Conforme descrito anteriormente o calculo de K; e K;; com base nos deslocamentos
relativos dos nés do elemento préximo a ponta da trinca, de acordo com a FIGURA 17,

é realizado pelas seguintes expressoes:

KP* =% %(u;’ —u,*) (5.35)
K> =% %(MID_MIE)
K :%\/%(uf ~u,%) (5.36)
KO :% i_Z(u]F_u]G)

sendo G o médulo de elasticidade transversal, £ o comprimento do elemento e K =3-41,

sendo 17 =v para o EPD e 7 =v /(I+v) para o EPT. Usando-se as Eq. (5.35) e a Eq.

(5.36) e fazendo-se a extrapolacdo dos deslocamentos para a ponta trinca tem-se:

=— =[5 _ - 5.37

"okt /[ 5 (5-37)
G & 3x/ﬁ

== ?[5(u1D—u1E)— . (" —u,%)]

5.4.2 Féormula de deslocamento de um ponto

A técnica de deslocamento de um ponto consiste em tomar o valor do deslocamento
relativo em um par de pontos o mais préximo possivel da ponta da trinca se utilizar as
expressoes de Eq. (5.31) para se calcular K; e Kj;. Levando-se em conta a FIGURA 17
determina-se os FIT para os nds adjacentes a ponta da trinca para o elemento quadrético

descontinuo.

2G |3x
K = /7(1423—”;) (5.38)

2G |3z
eV )
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5.4.3 Uso de elementos “quarter point”

O elemento do tipo QP € uma alternativa para a modelagem das superficies da trinca
que consegue representar a singularidade dos campos de tensdes e deslocamentos na
ponta da trinca. Estes sdo elementos quadriticos que possuem o né intermedidrio
posicionado a um quarto do seu comprimento em relacdo a uma extremidade. Para

modelar a trinca, os elementos do tipo QP sdo usados de acordo com a FIGURA 18.

i 31/4 |- 14 /4 31/4

FIGURA 18 - Elementos do tipo “QP”.

O campo de deslocamentos parametrizado pelas fungdes de forma da Lagrange para

esses elementos, em func¢do de r, é dado por:

u=u' +(—3u1 +4u’ —us)\/§+2(l41 -2u’ +u3)(§j (5.39)

oA . 12 3 <
sendo r distdncia da ponta da trinca e u  u°, u= os deslocamentos nos nds e £ o

comprimento do elemento. A varidvel Jr presente na Eq. (5.39) reproduz a
singularidade dos campos eldsticos na vizinhanca da ponta da trinca, solucionando o

problema na determinagdo dos FIT.
5.4.4 Subtracao da singularidade na ponta da trinca

O campo de tensdes e deslocamentos na vizinhanca da ponta da trinca para um
problema plano da MFEL para o modo I e II foi apresenta pelas Eq. (3.3) e Eq. (3.4)
para as tensdes e Eq. (3.4) e Eq. (3.5) para os deslocamentos. Verifica-se, como j4 dito
anteriormente, que quando r — 0, isto €, na regido pr6xima a ponta da trinca tem-se um
comportamento singular das tensdes. Esta singularidade pode ser resolvida pela técnica
da subtracdo da singularidade que consiste em se remover completamente o campo
singular de forma que reste apenas um campo ndo singular para ser modelado

numericamente.
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O método da subtracdo da singularidade serd descrito para um problema de trinca
bidimensional eldstico linear do modo I. Em geral, o campo de deslocamentos e de

forcas de superficie pode ser escrito:

u=u®+u° (5.40)

r=1"+71
R, R S .S .
sendo u" e ¢* os campos regulares e u” e #° 0s campos singulares.

Os campos singulares de tensdes e deslocamentos na ponta da trinca sdo conhecidos e
obtidos na MFEL, como mostrado anteriormente. Com isso determinam-se os campos

regulares, dados abaixo:

WB=u-v® (5.41)

Uma vez que a singularidade em ¢ e u t€m a mesma forma funcional que £ eu’, esses
campos se cancelam através da escolha adequada de K; nas expressdes dos

deslocamentos e forgas de superficie. Levando estes novos campos na EIC, tem-se:

Cij(x’)uj(x’)z—J uf(x) Tij(x',x) dF(x)+th(x) Uij(x’,x) dI'(x) (5.42)

<> r

As condi¢des de contorno do problema analisado sd@o também modificadas e carregam
uma nova incognita do problema, o parametro K;. As novas condi¢des de contorno sio

dadas abaixo:
ut=u-u’ (5.43)

O sistema de equacdes do MEC, a partir da aplicacdo das condi¢des de contorno

regularizadas € dado por:

[A][X] = [B][Y] -[B][C]K; (5.44)
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sendo A e B as matrizes dos coeficientes, X o vetor contendo as incdgnitas do contorno

R R . ) _ _
u out', Y o vetor contendo as condi¢cdes de contorno prescritas # ou ¢, C o vetor

contendo os componentes #° ou 7° e K; o FIT.

Este sistema contém uma incdgnita a mais que o nimero de equagdes. E para resolver
este problema deve-se reduzir de 1 o nimero de incégnitas fazendo '=0na ponta da

trinca.

A técnica descrita acima € vélida para problemas simétricos bidimensionais, com uma
ou mais trincas, sendo o eixo de simetria coincidente com o eixo das trincas. Para
problemas planos nio simétricos, onde devem ser determinados K; e Ky, essa técnica é

baseada nas funcdes de WILLIAMS (1952).
5.4.5 Integral J

A implementacdo numérica da integral J é realizada a partir dos dados referentes ao
campo eldstico do problema, determinados por meio de métodos numéricos. Um
contorno ao redor da trinca, isto €, o caminho de integracdo /j, é definido como uma
série de pontos internos ao corpo e o cdlculo aproximado da integral J é realizado em
cada um dos segmentos do contorno FIGURA 6. A integral J discretizada pode ser

escrita em componentes cartesianas, como.

ou
ul 1 €u m 0 ax]
J:ZJ‘F 3[0'”0'220',2] &, tn,—[0,0,0,]| 0n, au’ dI”  (5.45)
i=1 " "
2¢g, n, n, ax2
1

onde gy € & sdo as componentes dos vetores de tensido e deformagdo, respectivamente
e n; a normal ao caminho de integracdo /;. Uma vez que essas varidveis sdo conhecidas,
deve-se apenas determinar as derivadas parciais do campo de deslocamentos em relagdo

ao €eixo Xxj.

Como a integral J estd relacionada com a variacio da energia potencial, ndo € necessario

tratar o problema dos campos de tensdes e deformagdes singulares na ponta da trinca.
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Isto € devido a pequena contribuicdo que os campos na ponta da trinca representam na

energia de deformacao total do corpo.

Em MFEL a integral J se relaciona com os FIT através da expressdo de Eq. (3.11). Em
PORTELA et al. (1992), K; e Kj; sdao determinados a partir desta relacdo, uma vez

determinados os valores da integral J.

5.5 Programa Computacional

O programa computacional desenvolvido durante este trabalho permite ao usudrio
analisar problemas bidimensionais de MFEL, com modos I, Il ou modos mistos de
solicitacdo. Sdo obtidos deslocamentos e forcas de superficie no contorno, as tensdes e
deslocamentos em pontos internos especificados pelo usudrio, bem como alguns
parametros representativos da MFEL. O algoritmo implementado se baseia na

formulacdo dual do MEC.

O programa foi desenvolvido a partir do programa elaborado por RIBEIRO (2003) para
a andlise de problemas bidimensionais da teoria de elasticidade. Este é composto de 57
sub-rotinas ou fung¢des incluindo a rotina principal, sendo 7 novas rotinas e 3 adaptadas
ao problema da mecanica da fratura. A estrutura do programa é apresentada de forma
esquemdtica na FIGURA 19. E feita a seguir uma breve descricdo das sub-rotinas
criadas ou modificadas para se adaptarem a formulacdo dual que compdem o programa.
A descricdo detalhada das rotinas anteriores que compde o programa estd mostrada em
RIBEIRO (2003). A descricdo do arquivo de entrada, as principais varidveis do
programa implementado, bem como um esquema das principais sub-rotinas do

programa sao apresentados no Anexo A.

Na rotina principal (MAIN) sdo definidas as dimensdes maximas das matrizes e vetores
usados no programa. Esta rotina chama a sub-rotina BEM, que € a principal sub-rotina
do programa. Dentro da BEM ¢é chamada a sub-rotina BCREAD, onde s@o lidos todos
os dados de entrada do problema. Nesta rotina, além de todos os dados ja lidos no
programa inicial, a presenga da trinca juntamente com a quantidade de trincas presentes

no problema, suas caracteristicas geométricas, seus elementos € nés com indicadores da
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face correspondente, os nds e elementos localizados na ponta da trinca, e outros dados
necessarios no processo se tornam conhecidos. Como dito anteriormente, os elementos
que compdem a trinca sdo elementos quadriticos descontinuos. Esses elementos sdo
gerados na BCREAD, onde sdo lidos os nés duplos na intersecdo entre um elemento e
outro e em seguida as novas coordenadas dos nds sdo determinadas de forma que os nés
geométricos sejam deslocados e se tornem os nés funcionais do elemento, internos ao

dominio do elemento, sendo determinadas suas coordenadas intrinsecas e globais.

Programa principal
(MAIN)

Principal sub-rotina

(BEM)
Leitura dos dados Loop nos pontos de Calculo de K,
de entrada colocagio Ky e COD
[
x’ na face superior da x’ na face inferior da X’ no contorno - uso
trinca — EIC - desloc trinca — EIC - f. de sup. da condi¢dao de MCR
Integracao numérica Integracao analitica Integragao numérica Integrac@o analitica
Quad. de Gauss VPC Quad. de Gauss PFH

FIGURA 19 - Estrutura do Programa Computacional

Ap6s a finalizagdo da leitura de dados na BCREAD, é chamada a sub-rotina COLLOC
onde € feito o ciclo sobre os pontos de colocacdo, sejam eles pertencentes ao contorno,
ou a trinca. Faz-se um teste para saber se o ponto fonte pertence ao contorno externo do
problema ou se este pertence a superficie da trinca. Quando este se localiza no contorno
externo, a sub-rotina ADISSTAND é chamada e calculam-se numericamente as
integrais de contorno nos elementos através da formulagdo cldssica para deslocamentos,
gerando desta forma os coeficientes da matriz e do vetor do sistema de equagdes do
MEQC, para as linhas correspondentes. Usa-se a condi¢gdo de MCR na determinacdo dos
termos singulares, pertencentes a diagonal principal da matriz [A]. As integrais de
contorno sdo calculadas através da quadratura Gaussiana ou quadratura logaritmica

quando o ponto fonte pertence ao elemento sob integragdo. Ainda na sub-rotina
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COLLOC, quando o ponto de colocag@o pertence a trinca, realiza-se outro teste, no qual
se obtém a informacdo de qual das faces da trinca pertence o ponto fonte. Caso este
pertenca a face superior da trinca, chama-se a sub-rotina ADISTAP. Nessa rotina ¢ feito
um somatério em todos os elementos do contorno e para cada um desses elementos é
feito um teste que verifica se este contém ou ndo o ponto fonte ou seu correspondente na
face oposta da trinca. A partir disso descobre-se qual o tipo de integragdo deve ser usada
em determinado elemento. Caso o elemento contenha ponto fonte, ou contenha seu né
correspondente na outra face da trinca, a EIC para deslocamentos resulta em uma
integral no sentido de VPC. Nesse caso, é chamada a sub-rotina ANTHAD onde a
integral singular presente na EIC para deslocamentos é resolvida analiticamente, pela
aplicagdo direta das férmulas descritas anteriormente. Se o elemento ndo contém o
ponto de colocagdo ou o seu coincidente na face oposta, a integral regular da EIC para
deslocamento € efetuada na sub-rotina ADISDES através da quadratura Gaussiana.
Voltando, a sub-rotina COLLOC, para o caso do ponto fonte estar na face inferior da
trinca onde se aplica a EIC para forca de superficie, chama-se a sub-rotina ADISCRAT.
Faz-se um somatdrio dos elementos do contorno e testa-se a natureza desses elementos,
quanto a singularidade. Quando o ponto fonte, ou seu correspondente coincide com um
dos nds do elemento que estd sendo integrado, a EIC para forgas de superficie apresenta
uma integral hiper-singular que € avaliada analiticamente na sub-rotina ANSAT.
Quando o elemento que serd integrado ndo contém o ponto fonte ou seu coincidente na
face oposta, resolve-se a EIC para for¢a de superficie que contém uma integral regular

na sub-rotina ADISTRAC.

Apds a montagem do sistema de equagdes, este é resolvido numericamente através do
método de eliminacdo de Gauss como descrito anteriormente em RIBEIRO (2003),
dentro da sub-rotina BEM. De posse dos resultados é gerado o arquivo de saida, onde
sdo escritos os deslocamentos nodais no sistema global e local, as forgcas de superficie
nos elementos, os parametros da mecanica da fratura: K;, K;ye o COD. Estes ultimos sao
avaliados pela sub-rotina SIF, em uma etapa de pds-processamento, que é chamada da

propria sub-rotina BEM, apds a determinagdo de todas as incégnitas do contorno.
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6

RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo sdo apresentados os resultados numéricos das andlises de problemas
bidimensionais da MFEL, por meio da formulagdo dual. Os problemas analisados
englobam casos triviais cujas solugdes se encontram nos manuais de mecanica da
fratura tais como TADA (2000). O estudo dos problemas de mecanica da fratura pela
formulag@o dual tem como intuito a avaliagdo da capacidade deste método diante das
dificuldades envolvidas devido a geometria das trincas. O uso das técnicas baseadas nos
deslocamentos relativos para a determinacio de K;e Kj sdo comparados com solucdes
conhecidas na literatura para testar a precisdo dos resultados obtidos no programa

computacional.

6.1 Chapa com trinca centrada — Modo I

O problema cldssico da mecanica da fratura constituido por uma chapa retangular
sujeita a tracdo simples, contendo uma trinca no centro € primeiramente analisado. Este

possui eixo de simetria coincidente com a trinca e € possivel analisd-lo pelo MEC



61

convencional. CRUSE (1988) analisa o problema desta maneira, isto é, via MEC
lancando mao de sua geometria, onde apenas um quarto da placa € discretizado e as

condicdes de contorno impostas adequadamente.

Estuda-se uma chapa fina de dimensdes 20 x 40 sujeita a uma tensdo remota de tragdo
0 =1000, com uma trinca centrada de comprimento 2a=2. A geometria do problema

esta mostrada na FIGURA 20.

L -_ ¢ 40
2a
w=20
X

FIGURA 20 — Geometria do problema — Exemplo 1

Serdo adotados como propriedades do material o médulo de elasticidade E=2, Ix]/ °eco
coeficiente de Poisson v =0,25, neste exemplo e nos seguintes. Por se tratarem de

chapas finas, os problemas sdo caracterizados como EPT.

Sdo analisados os seguintes parimetros representativos de mecanica da fratura: os FIT
K; e Kj;, e a abertura maxima da trinca COD,,,. As técnicas adotadas sdo: a
extrapolacdo dos deslocamentos e a técnica dos deslocamentos relativos em um ponto,
para o n6 da ponta da trinca e para o n6 do meio do elemento da ponta da trinca, tendo
em vista a determinacdo dos FIT. Para determinar COD,,,, calcula-se o deslocamento
relativo entre os nds situados no centro da trinca. Os valores obtidos sdo comparados
com os resultados paramétricos encontrados em TADA et al. (2000). Para o problema
em estudo, FIGURA 20, o FIT e a abertura maxima da trinca sdo dados,

respectivamente, por TADA et al. (2000) como:
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K, =oJra-|secT 6.1)
w

max

2 3
cop =299 o 071-0,535[ % )+0,169( L) —0,09] £
E b b b

(6.2)

4
+0,02(%j —1,071(%1;{1—%}
%

onde w € a largura da chapa, e b=w/2. Segundo TADA et al. (2000), a precisdo da
féormula para célculo do FIT, Eq. (6.1), é de 0,3% para valores de a/b<0,7, e da
féormula para calculo da abertura maxima da trinca Eq. (6.2) de 0,6% para qualquer

valor de a/b.

A discretizagdo do problema € feita por uma malha de 4, 30 e /20 elementos
quadrdticos continuos no contorno externo e o contorno de trinca é dividido em malhas
de 2,4, 6, 8, 10, 12, 14 e 16 elementos quadraticos descontinuos. A convergéncia das
grandezas do contorno externo € atingida com a malha de 30 elementos de contorno, ja
que ndo existe diferenga percentual entre esta e a de /20 elementos conforme TABELA
1. Neste exemplo, a discretizagdo do contorno externo em 4 elementos quadraticos
continuos também apresenta Gtimos resultados para as grandezas do contorno. Em
nenhuma das modelagens ocorre erro na interpolagdo da geometria do contorno externo
e ndo existe erro na aproximagdo de suas grandezas, uma vez que as funcdes de
interpolagdo utilizadas sdo quadréticas e nestes problemas os deslocamentos e forcas de
superficie tém variacdo de ordem inferior, ou seja, as aproximagdes dos valores do
contorno por meio desses elementos seriam teoricamente suficientes para representar de

forma exata a resposta destes problemas caso nao houvesse erros de integracao.

Os FIT para o modo I de solicitacio foram calculados para o problema conforme
descrito anteriormente, (utilizando as diversas malhas de elementos continuos no
contorno e descontinuos na trinca). Estes sdo apresentados na TABELA 1 para a chapa
com trinca centrada, juntamente com os erros relativos dos FIT. Na TABELA 1 N
representa o nimero de elementos usados na discretizacdo da trinca. Usa-se o simbolo
K; — PT para representar K; determinado a partir dos deslocamentos relativos dos noés

funcionais mais préximos a ponta da trinca conforme FIGURA 21 usando a expressdo
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da Eq (5.38). O simbolo K; — MN denota o FIT avaliado a partir dos deslocamentos
relativos do par de nds do meio do elemento de ponta de trinca, conforme a FIGURA 21
e pela Eq. (5.35). Finalmente, o simbolo K; - Extrap significa o uso da técnica da
extrapolagdo de deslocamentos mostrada na expressao da Eq. (5.37). O FIT de modo II
de solicitagdo, Kj;, foi também calculado e apresentou resultado nulo, coerente com a

chapa em estudo sujeita apenas a tracao simples.

E M p ponta da trinca
X N T @ N funcional

x N6 geométrico

FIGURA 21 - Elemento de ponta de trinca

TABELA 1 - K; — Trinca centrada

Discretizagao de contorno = 4 elementos - Dimensdo da Trinca - a/w=0,1
N k, - refer | k, - Extrap. %E k - PT %E k, - MN %E
2 1783,467 2073,0 16,2 1866 4,6 1330 -25,4
4 1783,467 1888,0 5,9 1360 -23,7 1563 -12,4
6 1783,467 1863,0 4.5 1122 -37,1 1639 -8,1
8 1783,467 1855,0 4,0 976 -45,3 1676 -6,0
10 1783,467 1851,0 3,8 875 -50,9 1697 -4,8
12 1783,467 1847,0 3,6 800 -55,1 1710 -4.1
14 1783,467 1845,0 3,5 742 -58,4 1720 -3,6
16 1783,467 1846,0 3,5 694 -61,1 1729 -3,1
Discretizagao de contorno = 30 elementos - Dimensao da Trinca - a/w=0,1
N k, - refer | k, - Extrap. %E k - PT %E k, - MN %E
2 1783,467 2079 16,6 1871 4,91 1333 -25,3
4 1783,467 1893 6,1 1364 -23,52 1567 -12,1
6 1783,467 1868 4,7 1125 -36,92 1644 -7,8
8 1783,467 1860 4,3 978 -45,16 1680 -5,8
10 1783,467 1856 41 877 -50,83 1702 -4,6
12 1783,467 1852 3,8 802 -55,03 1714 -3,9
14 1783,467 1850 3,7 744 -58,28 1724 -3,3
16 1783,467 1851 3,8 694 -61,09 1733 -2,8
Discretizagao de contorno = 120 elementos - Dimenséo da Trinca - a/w=0, 1
N k, - refer | k- Extrap. %E k - PT %E k- MN %E
2 1783,467 2079 16,6 1871 4,91 1333 -25,3
4 1783,467 1893 6,1 1364 -23,52 1567 -12,1
6 1783,467 1868 4,7 1125 -36,92 1644 -7,8
8 1783,467 1860 4,3 978 -45,16 1680 -5,8
10 1783,467 1856 41 877 -50,83 1702 -4,6
12 1783,467 1852 3,8 802 -55,03 1714 -3,9
14 1783,467 1850 3,7 744 -58,28 1724 -3,3
16 1783,467 1851 3,8 694 -61,09 1733 -2,8
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Pode-se observar que a técnica da extrapolagdo conduziu aos melhores resultados no
célculo de K. Para essa técnica, obteve-se erro médio em torno de 6% para as malhas
mostradas na TABELA 1. A férmula baseada no né adjacente a trinca, representada por
K; — PT apresentou os piores resultados para a trinca com a malha mais refinada. Neste
caso, a precisdo no cdlculo do FIT, ndo pode ser considerada eficiente, obtendo erros
relativamente altos. Estes parecem estar relacionados com a proximidade da ponta da
trinca, pois a cada discretizacdo, a distdncia do n6 funcional adjacente a extremidade da
trinca vai diminuindo e o calculo de K; é realizado com base em resultados de
deslocamentos relativos de um né cada vez mais préximo do ponto singular. Esse
deslocamento relativo vai diminuindo e tendendo a zero com o refinamento. Os
resultados obtidos para o FIT de modo I por meio da técnica de deslocamentos relativos
dos nés do meio do elemento adjacente a ponta da trinca, representado por K; — MN,

foram bastante precisos para as malhas mais refinadas.

K; —+ COD-PT
2500 —+ COD-MN
—a— EXTRAP
20007 ‘\\‘—A—A—A—A—A e
G\
1500 -
1000 -
500 T T T T T T T 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 N

FIGURA 22 — Estudo de K; em relacdo ao nimero de nés da trinca
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%E
Erro em K|
100 4 —+—COD-PT
75 | —=—COD - MN
—a— EXTRAP
50 4
25 4
0 N A—A A A A A A
25 |
50
75 4
-100 + + + + + + + + N
0 2 4 6 8 10 12 14 16

FIGURA 23 — Estudo do erro percentual de K;

Analisa-se a seguir a abertura relativa maxima da trinca, o COD,,,, nos pontos do
centro da trinca. A TABELA 2 mostra os valores deste parametro obtidos no programa
e seus erros relativos aos valores encontrados por meio da Eq. (6.2). O contorno externo
do problema € discretizado em 4, 30 e 120 elementos quadraticos continuos e a trinca
em N elementos quadriticos descontinuos, de acordo com a TABELA 2. O parametro

COD,,,, apresentou boas respostas com erros relativos ndo significativos.

TABELA 2 - Abertura maxima da trinca — Trinca centrada

Discretizagao de contorno 4 elementos 30 elementos 120 elementos
N COD,ref.] COD,ax %E COD,ax %E COD,ax %E
2 0,00191 0,00211 10,3 0,00211 10,3 0,00211 10,3
4 0,00191 0,00194 1,4 0,00195 2,1 0,00195 2,1
6 0,00191 0,00195 2,1 0,00196 2,6 0,00191 0,0
8 0,00191 0,00194 1,6 0,00194 1,6 0,00194 1,6
10 0,00191 0,00194 1,6 0,00194 1,6 0,00194 1,6
12 0,00191 0,00193 1,0 0,00194 1,6 0,00194 1,6
14 0,00191 0,00193 1,0 0,00194 1,6 0,00194 1,6
16 0,00191 0,00193 1,0 0,00193 1,0 0,00193 1,0

A formulacdo dual mostra-se bastante eficiente na computagdo da abertura mdxima de
trinca no problema de trinca centrada. Uma vez que este parametro € avaliado a maiores
distancias da ponta da trinca que o FIT, espera-se que a do campo de tensdo singular na
ponta da trinca tenha menor influéncia na computacio do mesmo. Além disso, este
valor é obtido de forma direta através da solu¢cdo do MECD, ndo envolvendo erros

numéricos adicionais, como ocorre na obtencdo de K; através da extrapolacdo do
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deslocamento e das outras técnicas usadas. A oscilacdo dos resultados, na discretizacao

da trinca ndo é tdo pronunciada quanto para a avaliacdo do FIT.

COD max
0,00300 -

0,00250 -

0,00200 - ‘\,\ _

0,00150 -

0’00100 T T T T T T T 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 N

FIGURA 24 — Abertura mdxima de trinca em relacdo ao nimero de nds de trinca

%E Erro - COD max
100,0
50,0 -
0,0 e
-50,0
-100,0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 N

FIGURA 25 — Estudo do erro percentual da abertura maxima de trinca

Foram analisados casos de diferentes tamanhos de trinca, considerando-se os seguintes
valores da relag@o entre comprimento da trinca e largura da chapa é: a/w =0.1, 0.2, 0.3,
0.4, 0.5, 0.6 e como aparece na FIGURA 20, h/w=2, sendo h a altura da chapa. O
contorno foi discretizado com 30 elementos quadriticos e a trinca com 12 elementos
quadraticos descontinuos. Aumenta-se a largura relativa da trinca na chapa e os
resultados de K; se comportam conforme apresentado na FIGURA 26. Novamente sdo

analisadas as seguintes técnicas numéricas de obtencdo de Kj: extrapolacdo de
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deslocamentos, deslocamentos relativos no par de nds mais préximos a ponta de trinca e

deslocamentos relativos dos nés do meio do elemento adjacente a ponta da trinca.

Foram determinados os erros percentuais para K; com relacdo as solucdes paramétricas
encontradas em TADA (2000), sendo os valores apresentados na TABELA 3. Usa-se o
simbolo COD — PT para representar K; determinado a partir dos deslocamentos relativos
do par de nés mais préximos a ponta da trinca como na Eq (5.38), e o simbolo COD —
MN para representar os nds K; a partir do né do meio do elemento adjacente a ponta de
trinca conforme a Eq. (5.35), e o simbolo EXTRAP significa o uso da técnica da

extrapolagdo de deslocamentos de acordo com a Eq. (5.37).

TABELA 3 — K;—Variagdo das dimensdes da trinca — Trinca centrada

Ki | %E-K Ki | %E-K K | %E-K
a/w 0,1 0,2 0,3
BROEK 1783,47 2521,12 3111,16
COD-PT | 802,00 -55,0 | 1636,00 | -351 | 2536,00 | -18,5
COD - MN| 1714,00 -3,9 2473,00 -1,9 3130,00 0,6

EXTRAP | 852,00 -52,2 | 2672,00 6,0 3381,00 8,7

a/w 0,4 0,5 0,6
BROEK | 3592,45 4115,88 4586,22
COD - PT | 3551,00 -1,2 4756,00 15,6 6283,00 37,0
COD - MN| 3795,00 5,6 4545,00 10,4 5475,00 19,4
EXTRAP | 4101,00 14,2 4914,00 8,1 5928,00 29,3

K, K, x largura relativa
—o—pt

—=— extrap
—4—mn

—x— Broek

0,00 I T T T T 1
0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 06 aw

FIGURA 26 — Estudo de K; em relacdo a varia¢do da dimensdo da trinca na chapa
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%E Erros em K, x largura relativa

——pt
100
80 -
60 -

40 -
- PH/g;;%él%
OJ

-20 4
-40 ~
-60
-80
-100 + + + + +

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 06 aw

—=— extrap
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FIGURA 27 — Erro percentual de K; na variagdo da dimensao da trinca na chapa

A partir da andlise constata-se também uma perda de precisdo nos resultados para as
trincas com larguras relativas maiores que um certo valor, a/w =0.6, como demonstram
os graficos das FIGURA 26 e FIGURA 27. Alem disso o cdlculo do FIT de modo I foi
mais eficiente usando os deslocamentos relativos do no do meio do elemento de ponta

de trinca.

Na FIGURA 28, sdo mostradas as solugdes para deslocamentos verticais em pontos na
face da trinca, obtidas para a chapa com trinca centrada, adotando-se malhas com

discretizacdo de 4, 6 e 12 elementos quadréticos nas superficies da trinca.

Deslocamentos dos nods da trinca
v
1,200E-02 1 — o —face superior
1,100E-02 - —m=— face inferior
__e— - & & - _o _
1,000E-02 4 * -
9,000E-03 @ =
8,000E-03
7,000E-03 +
6,000E-03 ‘ ‘ ‘ |
9,0 95 10,0 105 11,0 coordx

FIGURA 28 — Deslocamentos - €ixo y - em pontos da trinca — N=4
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deslocy Deslocamentos dos nés da trinca
1,200E-02 -
— e -face superior
1,100E-02 A C
e @ - —ee .\\—kfacelnferlor

1,000E-02 {®— ®
9,000E-03 W
8,000E-03 -
7,000E-03 -
6,000E-03 ; ; ; ‘

9,0 9,5 10,0 10,5 11,0 coordx

FIGURA 29 — Deslocamentos - eixo y - em pontos da trinca — N=6

deslocy Deslocamentos dos nés da trinca
1,200E-02 - .
— o -face superior
1,100E-02 - —a— face inferior
o S " o
1,000E-02 o—® ‘\.\o
9,000E-03 7.\.\‘\-‘_\.“.—-—.—/-’_.’_'_/./.
8,000E-03 4
7,000E-03 4
6,000E-03 T T T !
9,0 9,5 10,0 10,5 11,0 coordx

FIGURA 30 — Deslocamentos - eixo y - em pontos da trinca — N=12

Os gréficos das FIGURA 28, FIGURA 29 e FIGURA 30 mostram a configuracdo da
trinca posicionada no centro de uma chapa sujeita a tragdo simples. Os nés do centro da

trinca sdo os que t€ém maior deslocamento relativo, como € esperado.

Na TABELA 4, os deslocamentos dos nés nas faces superior e inferior da trinca para a
malha simples de 4 elementos sdo apresentados. Através desta mostra-se a simetria dos
deslocamentos horizontais em relagio ao centro da trinca coincidente com o centro da
placa. Os deslocamentos verticais sdo coerentes com a modelagem do problema e

imposicao das condi¢des de contorno.
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TABELA 4 — Deslocamentos dos nds da face da trinca

4 elementos de trinca
Nos coord. x | coord.y | desloc. x | desloc.y
9,08 20,00 0,000389 0,010222
9,50 20,00 0,000235 | 0,010474
face 9,92 20,00 0,000073 0,010572
superior 10,08 20,00 -0,000073 | 0,010572
10,50 20,00 -0,000235 | 0,010474
10,92 20,00 -0,000389 | 0,010222
10,92 20,00 -0,000390 | 0,008978
10,50 20,00 -0,000236 | 0,008724
face 10,08 20,00 -0,000074 | 0,008626
inferior 9,92 20,00 0,000074 | 0,008626
9,50 20,00 0,000236 | 0,008724
9,08 20,00 0,000390 0,008978

6.2 Chapa com trinca centrada - Modo II

O problema de uma chapa com uma trinca de centro sujeita a tens@o de cisalhamento
puro, isto &, chapa com trinca no modo II de carregamento, serd também analisada
segundo os critérios da mecanica da fratura. A chapa de espessura unitdria tem
dimensdes de 20 x 40 e é sujeita a uma tensdo remota de tracdo 7=7000 e a trinca tem

comprimento 2a=2. A geometria deste exemplo estd mostrada na FIGURA 31.

y
7=1000
Y _— e | 40
2a
w=20
X

FIGURA 31 — Geometria do problema — Exemplo 2
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Assim como no exemplo anterior, a discretizacdo do contorno externo € feita por uma
malha de 4, 30 e 120 elementos quadraticos continuos e a trinca € dividida em 2, 4, 6, 8,
10, 12, 14 e 16 elementos quadraticos descontinuos. Observa-se, como no exemplo
anterior, que a convergéncia das grandezas no contorno externo ¢ atingida com a malha
de 30 elementos de contorno. Sendo assim, neste caso, adota-se a malha de 30
elementos quadriticos continuos para o contorno e a discretizagdo da trinca varia
segundo N, nimero de elementos quadraticos descontinuos. Os resultados numéricos
para Ky estdo listados na TABELA 5 juntamente com as solugdes de referéncia. Os
simbolos encontrados na TABELA 5 Kj;; — PT, Ky — MN e EXTRAP representam as
técnicas usadas para o calculo de Ky, sendo eles referente aos deslocamentos relativos
nos pontos adjacentes a ponta da trinca, referente aos pontos vizinhos a esses pontos e
por extrapolacdo de deslocamentos, respectivamente. Através da FIGURA 21 pode-se

visualizar os pontos citados acima.

Observa-se que os valores de Ky na TABELA 5 mais pr6ximos dos considerados como
exatos foram conseguidos pelo uso da técnica da extrapolagdo. Através da técnica de
deslocamentos relativos no né adjacente de ponta de trinca obtidos valores muito
precisos, no caso da trinca com apenas um elemento de contorno em cada face da trinca,
todavia com a discretizacdo da trinca houve total dispersdo dos resultados. Verifica-se
que os valores calculados de Kj; variam bastante em relacao aos valores de referéncia a
partir de certo nimero de elementos de trinca. Por outra parte, o uso da técnica dos
deslocamentos relativos, avaliada no né do meio do elemento de ponta de trinca, obteve

uma melhora nos resultados dos FIT de modo II para a trinca mais discretizada.

TABELA 5 — K;; — Trinca centrada

Discretizagao de contorno = 30 elementos - Dimensao da Trinca - a/w=0,1
N k, - refer | k- Extrap. %E k,- PT %E k, - MN %E
2 1772 1980,0 11,7 1783 0,6 1270 -28,3
4 1772 1804,0 1,8 1300 -26,6 1493 -15,7
6 1772 1781,0 0,5 1072 -39,5 1567 -11,6
8 1772 1773,0 0,1 933 -47,3 1602 -9,6
10 1772 1770,0 -0,1 837 -52,8 1622 -8,5
12 1772 1766,0 -0,3 765 -56,8 1635 -7,7
14 1772 1764,0 -0,5 709 -60,0 1644 -7,2
16 1772 1765,0 -0,4 664 -62,5 1653 -6,7
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Considerando-se os graficos das FIGURA 32 e FIGURA 33 pode-se observar mais uma
vez que para o problema de modo II de solicitacdo, a técnica representada por EXTRAP

foi a que apresentou os melhores resultados.

Ku o COD-PT

2500 - e COD-MN
—a EXTRAP

2000 - ——TADA

1500

1000 -

500 T T T T T T T 1

FIGURA 32 — Estudo de Kj; em relacdo ao nimero de nds da trinca

%E Erro em K,

100 ——COD-PT
75 - —=—COD - MN

—a— EXTRAP
50 -

25 -

-25 4
-50 4

-75 1

-100 + + + + + + + +

FIGURA 33 — Estudo do erro percentual de K,

Os deslocamentos verticais dos ndés da trinca obtidos na saida do programa
computacional foram bem préximos de zero, uma vez que a chapa estd solicitada apenas
a tensdo de cisalhamento. Horizontalmente os nds das faces da trinca deslizam uns sobre

os outros de um mesmo valor e na mesma direcdo e sentidos opostos.
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6.3 Chapa com trinca centrada - Modo misto

Neste exemplo procura-se estudar uma chapa fina retangular de dimensdes 20x40,
sujeita a tensdo remota de tragdo ¢ =/000, com uma trinca inclinada em seu centro. A
trinca tem comprimento 2a=2 e forma um angulo de 45° com a dire¢do horizontal. Este
exemplo, cuja geometria estd apresentada na FIGURA 34, compreende o modo misto de

solicitagdo, onde ambos os pardmetros K; e Ky sdo diferentes de zero.

y

PP T T om0

fz)‘b'

FIGURA 34 — Geometria do problema — Exemplo 3

Para resolver o problema uma malha de 42 elementos de contorno quadraticos foi usada,
nos quais 30 elementos quadréticos continuos discretizam o contorno externo e 12
elementos quadriticos descontinuos discretizam a trinca. Variam-se as dimensdes da
trinca na chapa, de forma que a relagdo entre as dimensdes da trinca e da chapa (a/w)
aumenta gradualmente. Os resultados obtidos para K; e Kj juntamente com o erro
percentual destes coeficientes comparados aos valores de referéncia encontrados em
ALIABADI e ROOKE (1991) estdo apresentados na TABELA 6. Novamente, os
simbolos desta TABELA 6 COD — PT, COD — MN e EXTRAP ja foram explicitados

anteriormente neste capitulo.
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TABELA 6 — K;e Kj;—Variacao das dimensdes da trinca — Trinca inclinada

KK | Ki | %E-K | %E-K, KK | Ki | %E-K | %E-K,
a/w 0,1 0,4
Ref. 886 886 1772 1772
COD - PT 402,0 400,0 -54.,6 -54,9] 1822,0] 1688,0 2,8 -4,7
COD - MN 860,0 855,0 2,9 -3,5] 1966,0] 1803,0 10,9 1,7
EXTRAP 929,0 924,0 4,9 43| 21170 1950,0 19,5 10,0
a/w 0,2 0,5
Ref. 1252,0]  1252,0 1981,2]  1981,2
COD - PT 827,0 809,0 -33,9 -35,4] 24610 2177,0 24,2 9,9
COD-MN| 1251,0 1223,0 -0,1 -2,3] 2370,0] 2077,0 19,6 4.8
EXTRAP 1351,0]  1321,0 7.9 55| 2541,0] 2250,0 28,3 13,6
a/w 0,3 0,6
Ref. 1534,6] 1534,6 2170,3] 2170,3
COD - PT 1257,0] 1235,0 -18,1 -19,5]  3208,0] 2713,0 47,8 25,0
COD-MN| 1602,0] 1524,0 4,4 -0,7| 28370 2357,0 30,7 8,6
EXTRAP 1729,0] 1647,0 12,7 73] 3021,00 2562,0 39,2 18,1

Através dos gréificos das FIGURA 35, FIGURA 36, FIGURA 37 e FIGURA 38 podem-
se visualizar as oscilagcdes nos resultados para cada técnica usada na determinacdo dos
parametros da mecanica da fratura quando se aumentam as dimensdes relativas da
trinca. Nota-se que a técnica de deslocamentos relativos nos nds MN da trinca
apresentaram melhores resultados, tanto no célculo de K;, como no cdlculo de Kj.
Enquanto essa mesma técnica usada para os nds descontinuos de ponta de trinca, 0os nds
PT, apresentaram os piores resultados dentre as trés técnicas usadas. Esse fato deve ser
devido a proximidade dos nés ao ponto singular na ponta da trinca. Como ja dito
anteriormente, a abordagem do problema por elementos singulares QP evita essa
singularidade e poderia trazer melhores resultados para essa técnica, simplesmente pelo
reposicionamento do n6 do meio do elemento. Vérios autores, tais como GRAY et al.
(1990), ARIZA et al. (1997) e DOMINGUEZ et al. (2000) adotaram os elementos QP
na andlise de problemas bidimensionais e tridimensionais de mecéanica da fratura,

obtendo resultados muito préximos dos valores de referéncia utilizados.

Estes graficos mostram também que os algoritmos numéricos implementados
funcionam bem para trincas de menores dimensdes relativas, isto € para valores de a/w
de no méximo 0.3. Os problemas com trinca de dimensdes maiores t€m uma piora
acentuada nas respostas para os FIT. Esse fato pode, talvez, ser explicado, pelo fato da
trinca, de maior dimensdo, estar sofrendo influéncia das respostas no contorno e por

outro lado estar provocando alguma perturbagdo no contorno externo.
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Observa-se que os erros percentuais encontrados na computacdo numérica de Ky foram
menores que os de Kj, chegando a um méaximo de 25%, para a trinca de maior largura
relativa, a/w=0.6, apesar desses resultados também ndo serem satisfatérios. Como a

trinca tem inclinag@o de 45° seria esperado que os valores de K; e K fossem iguais.

K, K, x largura relativa
——pt
3500 —=— extrap
—A— mMn
3000 —e— Ref.
2500
2000
1500
1000
500
0 T T T T T 1
0,1 02 0,3 04 05 06 aw

FIGURA 35 — Estudo de K; em relagdo a variagdo da dimensdo da trinca inclinada

%E Erros emK x largura relativa
—o— pt
100 - —a— extrap
80 —A—mn

_100 + + + + +
0,1 0,2 03 0,4 05 06 AW

FIGURA 36 — Erro percentual de K; na variagdo da dimensao da trinca inclinada
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FIGURA 37 — Estudo de Kj; em relagc@o a variacdo da dimensiao da trinca inclinada

%E
100 ~
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60 -
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= M
0 3 /

-20 -
-40 -
L

-60
-80 ~

A———— &

-100 .
0,1 02

0,3 0,4 0,5

0,6

—o— pt
—a— extrap
—A— mn

a/w

FIGURA 38 — Erro percentual de Ky na variacdo da dimensdo da trinca inclinada

A FIGURA 39 mostra a estrutura inicial da chapa com trinca inclinada e a estrutura

deformada para o caso a/w=0.6. O deslocamento vertical para a face inferior é negativo

N

devido a posi¢do do eixo local no sistema de coordenadas, pois fisicamente a trinca
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como um todo se desloca no sentido positivo de x global, sendo que a face superior se
desloca um pouco mais que a face inferior, de um valor equivalente a abertura da trinca.
A face inferior se desloca entdo no sentido positivo de x no sistema global assim como a
face superior. Horizontalmente as faces da trinca se deslocam para a direita, mas a de

cima se desloca mais que a debaixo.

i

%

FIGURA 39 — Chapa com trinca inclinada - Estrutura deformada
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7

CONCLUSOES

Adotou-se a formulagdo dual do MEC, a qual garante a solucdo de problemas contendo
trincas no dominio, na medida em que utiliza EIC distintas para cada uma das
superficies da trinca, a saber, a EIC de deslocamento para um ponto e a EIC de forca de
superficie para o outro ponto correspondente na face oposta. Na implementacdo do
MECD apresentam-se questdes a serem analisadas: as integrais definidas no sentido de
VPC e de PFH presentes nas EIC do deslocamento e da forca de superficie, contendo
ndcleos fortemente singulares e hiper-singulares, respectivamente. Nos problemas
relativos a dominios contendo trincas, ndo € possivel a solucdo indireta das integrais de
VPC e de PFH por meio do conceito de MCR. Assim adotou-se o procedimento
analitico de regularizacdo dessas integrais desenvolvido por PORTELA et al. (1992) na
implementa¢do do programa computacional. Esse procedimento € vélido considerando
elementos de trincas retos, tornando-se possivel a solu¢do de problemas da MFEL
contendo trincas retas, poligonais ou trincas curvas modeladas com segmentos retos.
Sendo assim, os algoritmos do MECD implementados possibilitaram a solug¢do de
diversos casos da MFEL incluindo os exemplos estudados: chapa tracionada com trinca

centrada ou com trinca inclinada e chapa sujeita a tensdo de cisalhamento simples com
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trinca em seu centro. Além dos casos apresentados, vdrios outros exemplos foram

testados e analisados através do programa computacional desenvolvido.

A formulagdo do MECD, com elementos continuos no contorno e elementos
descontinuos na trinca, conduziu a respostas em deslocamentos e tensdes bastante
precisas em todos os exemplos analisados. A adocdo de elementos descontinuos na
modelagem das superficies da trinca proporcionou grandes vantagens, pois evitou os
nds localizados nos pontos singulares de ponta da trinca e atendeu a condicdo de
existéncia da integral de PFH, onde é requerida continuidade na derivada dos
deslocamentos em todos os pontos de integracdo. Os resultados obtidos para os
parametros K; e Ky mostraram-se satisfatorios nos exemplos analisados. Foram usadas
técnicas baseadas nos deslocamentos relativos entre os pontos das faces da trinca para a
computagdo numérica dos FIT, baseadas nas expressdes cldssicas de deslocamentos de
Irwin. Os resultados de K; e Ky baseados nos deslocamentos relativos do ponto
adjacente a ponta da trinca ndo apresentaram precisdo suficiente mesmo para malhas
bastante discretizadas. Tal fato estd relacionado a imprecisdo dos resultados dos
deslocamentos relativos tanto menores quanto mais proximos estiverem da ponta da
trinca, portanto mais susceptiveis a erros numéricos. Utilizando-se pontos relativamente
mais distantes da ponta da trinca ou a técnica da extrapola¢ido de deslocamentos obtém-
se sensivel melhoria de precisdao dos valores dos FIT, tanto no modo I quanto de modo
II. Notou-se também que, tanto para a chapa de trinca centrada como para a chapa de
trinca inclinada, o aumento das dimensdes relativas da trinca resultou em uma perda de

precisdo significativa nos FIT a partir de determinado tamanho de trinca, para uma

mesma largura da chapa.
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ANEXO A

DESCRICAO DO ARQUIVO DE ENTRADA DE DADOS

A entrada de dados do programa é feita a partir de um arquivo de dados, o qual deve

conter as seguintes informacdes:

¢ Dados Gerais

IKIND

IQKIND (somente informado se IKIND=0 ou 2)
ALFA (somente informado se IKIND=2)
IPS

NDIM

NPE

INO

INLOC

NUMNODE

NUMELEM

NUMP I

NDBC

NTBC

INDELCON

NCRACK

e Dados de trinca (somente se NCRACK#0)

NNCRACK
NECRACK



NNPCRACK

NEPCRACK

NANCRACK (SUPERIOR) NANCRACK (INFERIOR)
INCRACKT (SUPERIOR) INCRACKT (INFERIOR)
INCRACKM (SUPERIOR) INCRACKM (INFERIOR)
INCRACKEE (SUPERIOR) INCRACKEE (INFERIOR)
INCRACKTM (SUPERIOR) INCRACKTM (INFERIOR)
INCRACKTE

NAECRACK

o (Coordenadas dos NOs Geométricos
X Y Z INCRN  INCRNF

e (Conectividade dos Elementos

NCONN1 NCONN2 INCRE

NCONN1 NCONN2 NCONN3 INCRE

NCONN1 NCONN2 NCONN3 NCONN4 INCRE
NCONN1 NCONN2 NCONN3 NCONN4 NCONNS

e Deslocamentos Prescritos
NUMNOD NUMDIR zU

¢ Forcas de Superficie Prescritas
NUMNOD NUMDIR ZT

¢ Dados do Material

ZNU
ZMU

A-2

INCRE

¢ Descontinuidade de Forga de Superficie (quando esta é prescrita com um valor em

uma direcdo para um elemento e o deslocamento, ou outro valor para forca de

superficie € prescrito na mesma direcdo para outro elemento que compartilha o né)

NUMDISC
IWHELM LPOS KDIRECT INODE TVALUE

e (Coordenadas dos Pontos Internos

X Y Z

Onde:
e [KIND - tipo de formulacao adotada:

- Formulagdo auto-regularizada do deslocamento: 0
- Formulag@o auto-regularizada da forca de superficie: 1
- Formulag¢do padrdo com ponto fora: 2

- Formulagdo padrio: 3



IQKIND — sub-tipo da formulacao:
- Para IKIND=0:
= Integral fracamente singular calculada através da transformacao de Telles: 1
= Integral fracamente singular calculada através de quadratura logaritmica: 2
- Para IKIND=2:
= Sem utilizacdo da técnica de subelementacgdo: 0
= Com utilizacdo da técnica de subelementacio: 1
ALFA - Valor de o - Propor¢@o do comprimento do elemento utilizada para locagdo
dos pontos de colocagdo externos ao contorno
IPS — Tipo de problema analisado:
- Estado plano de tensdo: 0
- Estado plano de deformacao: 1
NDIM - Dimensao do problema (no caso, sempre 2)
NPE - Niimero de nés por elemento (2, 3, 4 ou 5)
INO - Nimero de pontos de integragdo global
INLOC - Ntmero de pontos de integracdo local (utilizado na integragdo dos
elementos que contém o ponto de colocacio)
NUMNODE - Numero de nés do contorno
NUMELEM - Numero de elementos de contorno
NUMPI - Niimero de pontos internos
NDBC - Numero de componentes de deslocamento prescritas
NTBC - Nimero de componentes de forca de superficies prescritas
INDELCON- Indicador de elementos continuos
NCRACK- Indicador de trincas
NANCRACK- Arranjo de nds das trincas
INCRACKT- Indicador de né de ponta de trinca
NAECRACK- Arranjo de elementos de trinca
INCR- Indicador de no6 de trinca
INCRN- Indicador de n6 de qual face da trinca
INCRE- Indicador do tipo de elemento
NCONN - Nimero do n-ésimo n6 do elemento (numeracao global)
NUMNOD - Nimero do n6 com deslocamento ou forca de superficie prescritos

NUMDIR - Dire¢do do deslocamento ou for¢a de superficie prescritos



ZU — Valor do deslocamento prescrito no n6 NUMNOD, na dire¢ago NUMDIR

ZT — Valor da for¢a de superficie prescrita no n6 NUMNOD, na dire¢do NUMDIR
ZNU - Coeficiente de Poisson

ZMU — Moddulo de Elasticidade Transversal

NUMDISC — Numero de descontinuidades de for¢a de superficie

IWHELEM - Nimero do elemento que contém descontinuidade de forca de
superficie

LPOS - Posi¢do do n6 que contém descontinuidade, em relacdo ao elemento.
KDIRECT - Dire¢do da descontinuidade de forca de superficie (1 para x, 2 para y).
INODE - Ndmero do n6 que contém a descontinuidade — Numeracdo Global

TVALUE - Valor da descontinuidade de forga de superficie



VARIAVEIS DO PROGRAMA

e NNPCRACK: Nimero de nds por trinca

e NANCRACK: Arranjos de nds de trinca

¢ [NCRACKT: Indicador de n6 de ponta de trinca

e [NCRACKM: Indicador de n6 do meio da trinca

e [NCRACKEE: Indicador de n6 da extremidade oposta a ponta da trinca no elemento
de ponta de trinca.

e [NCRACKTM: Indicador de n6 do meio do elemento de ponta de trinca.

e INCRE: Indicador de elemento de contorno ou de trinca

e INCRN: Indicador de n6 de contorno ou de trinca

e NEPCRACK: Numero de elementos por trinca

e NAECRACK: Arranjos de elementos de trinca

e INCRNF: Indicador da face da trinca a qual pertence o né

e NNCRACK: Numero de nds de trinca total

e NECRACK: Numero de elementos de trinca total

e INDELCON: Numero de elementos continuos
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ROTINAS DO PROGRAMA COMPUTACIONAL

MAIN

e

ADISSTAND

===
N\ A\

o
Sub-rotinas criadas |:| Sub-rotinas antigas
Sub-rotinas modificadas

ADISTAP - Ponto fonte na face superior de uma trinca.
ADISCRAT - Ponto fonte na face inferior de uma trinca.

ANTHAD - Ponto fonte na face superior de uma trinca e a integracio no elemento que

contém esse ponto.

ANSAT - Ponto fonte na face inferior de uma trinca e a integra¢do no elemento que

contém esse ponto.

ADISSTAND - Ponto fonte no contorno e a integracido com o uso da condi¢do padrio

de MCR.

ADISTRAC - Ponto fonte na face inferior de uma trinca e a integragdo em outros

elementos da mesma trinca ou em outra trinca ou no contorno.

ADISDES - Ponto fonte na face superior de uma trinca e a integragdo em outros

elementos da mesma trinca, em outra trinca ou no contorno.

SIF — Calculo de K; Kj;e COD.



