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RESUMO 
 
O presente trabalho descreve a formulação e a implementação numérica do Método dos 

Elementos de Contorno Dual (MECD), para problemas bidimensionais com 

comportamento elastoplástico, aplicado à propagação de trincas no modo misto. O 

MECD utiliza duas equações diferentes, uma para cada face da trinca. A equação 

integral de contorno para deslocamentos é aplicada em uma das faces, enquanto a 

equação integral de contorno para forças de superfície, conhecida como equação 

hipersingular, é aplicada à outra face. Para se evitar o ponto de colocação na ponta da 

trinca, quinas de trincas e cantos de trincas, ambas as superfícies da trinca são 

discretizadas com elementos de contorno quadráticos descontínuos, enquanto o 

elemento contínuo é utilizado nas demais partes do contorno.  

 

O algoritmo não-linear para simulação do comportamento elastoplástico utiliza o 

processo das tensões iniciais, que permite tratar diversos critérios de escoamento de 

forma unificada e não inclui a restrição de incompressibilidade das deformações 

inelásticas. Para esta simulação as equações integrais apresentam uma integral de 

domínio na região onde se espera a plastificação. A discretização desta parte do 

domínio foi feita através de células triangulares quadráticas de lados retos. Para a 

integração das células foi utilizada a técnica da integração semi-analítica. 

 

Para o cálculo dos Fatores de Intensidade de Tensão foi usada a Integral J, que é 

independente do caminho de integração. O cálculo foi feito de maneira direta porque a 

trajetória escolhida para a sua avaliação coincide com a fronteira da malha das células 

triangulares.  

 

Nos exemplos de aplicação os resultados são comparados com os resultados elásticos e 

com resultados de trabalhos encontrados na literatura, mostrando a precisão e a 

consistência do método. 

 

Palavras-Chave: Método dos Elementos de Contorno Dual, Elastoplasticidade, Integral 

J, Propagação de Trinca. 
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ABSTRACT 
 
 
 
The present work describes the formulation and numerical implementation of two-

dimensional Dual Boundary Element Method to the analysis of elastoplastic fracture 

mechanics and its application to the fatigue crack growth. The dual equations of the 

method are the displacement and the traction boundary integral equations. When the 

displacement equation is applied on one of the crack surfaces and the traction equation 

on the other, general mixed-mode crack problems can be solved with a single-region 

formulation. In order to avoid collocation at crack tips, crack kinks and crack-edge 

corners, both crack surfaces are discretized with discontinuous quadratic boundary 

elements.  

 

Several yield criteria in a unified form are used in association with the initial stress 

process to simulate the plastic behaviour, in a non-linear algorithm which does not 

include the assumption of incompressibility of the inelastic strain. The region expected 

to yield is discretized with internal quadratic triangular cells with flat sides. The 

computation of the domain integrals is carried out by a semi-analytical integration 

scheme.  

 

The path-independent integral, the J-Integral, is used for evaluation of stress intensity 

factor. The calculation is straightforward, because chosen path is coincident with points 

in grid cells.    

 

Different crack examples are presented to validate the procedure and the inelastic 

material behavior influence in the stress intensity factor value is compared with elastic 

and inelastic results found in the technical literature. 

 

Key-words: Dual boundary element method, elastoplasticity, J-integral, crack growth



 

 
 
 
 
 
 

1 
INTRODUÇÃO 
 

 

 

 

Devido à aplicação de cargas cíclicas ou à combinação de carga e corrosão, o 

comprimento da trinca existente em uma estrutura aumenta com o tempo. Este aumento 

implica em maior concentração de tensão em torno da ponta da trinca, causando, por 

sua vez, um aumento na velocidade de propagação e uma diminuição na resistência 

residual da estrutura. Após determinado tempo a resistência residual se torna tão baixa 

que a estrutura não pode mais suportar as cargas de serviço. Para se garantir com 

segurança a expectativa de vida útil da estrutura, é necessário conhecer a velocidade e 

trajetória da propagação e, também, como decresce a resistência residual. Segundo 

BROEK (1986) o objetivo da Mecânica da Fratura é desenvolver métodos para 

estimativa destas previsões e, também, estar em condições de responder às seguintes 

perguntas: 

• Qual é a resistência residual em função do tamanho da trinca? 

• Qual é o tamanho crítico da trinca? 

• Qual é o tempo para uma trinca se propagar do seu início até o tamanho crítico? 

• Qual o tamanho permitido de uma falha no início da vida útil da estrutura? 

• Qual deve ser a freqüência de inspeção para as trincas em uma estrutura? 

  

Soluções analíticas capazes de responder a todas estas indagações são disponíveis 

apenas para um pequeno número de situações particulares de geometria e carregamento. 
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A utilização de métodos numéricos, confirmada por resultados experimentais, permite a 

análise geral do problema. O Método dos Elementos de Contorno (MEC) é 

naturalmente o escolhido por sua precisão no tratamento de regiões de alta concentração 

de tensão. 

 

A estimativa da vida útil de uma estrutura com trinca deve ser garantida sob condições 

de serviço e também na fase de projeto. Se a Mecânica da Fratura Elástica Linear 

(MFEL) é utilizada nesta análise, mesmo com aplicação de cargas muito pequenas, a 

tensão na ponta da trinca tende para o infinito. O Fator de Intensidade de Tensão (FIT) 

é, então, definido como uma medida da intensidade de solicitação na ponta da trinca. 

Como há uma forte concentração de tensões na ponta da trinca, forma-se uma zona de 

comportamento plástico nesta região. O campo de aplicação da MFEL depende do 

tamanho desta parte plastificada, ou seja, ela continua válida enquanto seu tamanho for 

pequeno em relação ao comprimento da trinca.  

 

A trinca irá propagar se a liberação de energia elástica disponível para seu crescimento 

for maior que a energia exigida para formar a superfície trincada. Como o FIT está 

relacionado com a Taxa de Liberação de Energia Elástica G, pode-se afirmar que a 

trinca propagará quando o FIT se igualar à energia exigida para formar a trinca. Esta 

energia, que é uma constante do material, chama-se Tenacidade, e mede a resistência à 

propagação da trinca.  

 

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) aplicado à Equação Integral de Contorno 

em deslocamento nas duas faces coincidentes de uma trinca gera uma singularidade no 

sistema de equações do método, como foi mostrado em CRUSE (1972). Para trincas 

com geometria simétrica é possível evitar esta situação pela imposição de condições de 

simetria, modelando, assim, somente uma face da trinca. Entretanto, para trincas 

assimétricas os problemas devem ser resolvidos de outra maneira. CRUSE e VAN 

BUREN (1971) exploraram a possibilidade de modelamento da trinca como um entalhe 

arredondado. Este modelo exigiu um número elevado de elementos na ponta do entalhe 

e a precisão para o FIT deixou a desejar (o erro ficou em torno de 14%). 
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O primeiro método largamente utilizado para tratar com duas superfícies de trinca 

coincidentes foi apresentado por BLANDFORD et al. (1981). Esta aproximação, que é 

baseada na técnica de sub-regiões, é geral e pode ser aplicada a problemas de mecânica 

da fratura simétrica e assimétrica, bi e tridimensionais. Esta formulação introduz uma 

interface artificial no corpo ligando a trinca ao contorno, delimitando duas sub-regiões, 

de tal maneira que cada face da trinca pertença a uma sub-região diferente. As duas sub-

regiões são então ligadas pelas condições de equilíbrio das forças de superfície e 

compatibilidade dos deslocamentos. A principal dificuldade deste método é que o 

contorno adicional não é único impossibilitando a sua implementação em um 

procedimento automático. Além disso, o método gera um sistema de equações bem 

maior do que o estritamente necessário. Apesar destas desvantagens a técnica de sub-

regiões foi largamente utilizada em problemas de trincas. 

 

Depois PORTELA et al. (1992) desenvolveram o Método dos Elementos de Contorno 

Dual (MECD) para problemas bidimensionais e MI e ALIABADI (1992) para 

tridimensionais, método que mostrou ser de aplicação geral e computacionalmente 

eficiente em análises da mecânica da fratura. Problemas gerais com modos de fratura 

combinados, chamados de modos mistos, podem ser resolvidos com o MECD com uma 

única região, quando a equação integral de contorno para deslocamentos é aplicada a 

uma das faces da trinca enquanto a equação de forças de superfície é aplicada à outra 

face. No contexto do MEC a formulação dual foi apresentada em primeiro lugar por 

WATSON (1986), em uma formulação baseada na equação dos deslocamentos e em sua 

derivada normal. A equação de contorno dual foi utilizada na Teoria de Potencial 3D 

por GRAY e GILES (1988), RUDOLPHI et al. (1988) e em elasticidade 3D por GRAY 

et al. (1990).  

 

A principal dificuldade do MECD é o desenvolvimento de um procedimento de 

integração geral e preciso para as integrais do Valor Principal de Cauchy e da Parte 

Finita de Hadamard que aparecem na equação integral de contorno para forças de 

superfície, que é uma equação hipersingular. As condições necessárias para a existência 

destas integrais singulares, impõem certas restrições na escolha da função de forma para 

as superfícies da trinca. Na solução pelo Método da Colocação, a equação integral dos 
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deslocamentos exige continuidade das componentes dos deslocamentos nos pontos de 

colocação (nós) e a equação integral para forças de superfície exige a continuidade das 

derivadas dos deslocamentos nos nós. Estas exigências foram satisfeitas nos trabalhos 

de WATSON (1986 e 1995) adotando-se elementos Hermitianos. RUDOLPHI et al. 

(1988) mostraram oscilações inexplicáveis em seus resultados enquanto GRAY et al. 

(1990) desenvolveram um esquema baseado em um caminho de integração especial em 

torno do ponto singular para elementos triangulares lineares. As formulações de 

RUDOLPHI et al. (1988) e GRAY et al. (1990) foram aplicadas somente a trincas 

embutidas. Em PORTELA et al. (1992) e MI e ALIABADI (1992) ambas as superfícies 

da trinca foram discretizadas com elementos quadráticos descontínuos. Esta estratégia 

não só satisfaz automaticamente as condições necessárias para a existência das integrais 

de Hadamard, como também evita o problema do ponto de colocação nos vértices de 

trincas poligonais, arestas e cantos de trincas. Vários destes problemas foram 

resolvidos, incluindo trincas curvas, com resultados muito precisos. 

 

Descrições detalhadas de algumas das formulações avançadas do MEC podem ser 

encontradas em ALIABADI e BREBBIA (1993).   

 

 

1.1 Revisão Bibliográfica 
 

1.1.1 Mecânica da Fratura Elástica Linear 
 

A aplicação do MEC à Mecânica da Fratura Elástica Linear (MFEL) está bem 

estabelecida e largamente utilizada. O método oferece clara vantagem sobre outros 

métodos como o Método dos Elementos Finitos na MFEL. Uma das principais razões 

desta vantagem é a possibilidade de cálculo dos parâmetros da MFEL na etapa de pós-

processamento. Existem várias maneiras para avaliação destes parâmetros usando o 

MEC. As mais populares são as técnicas baseadas nos elementos Quarter-Point, nas 

integrais independentes do caminho de integração, como a Integral J, nos métodos de 

energia, no método da subtração de singularidade, no método das funções de 

ponderação e na equação integral auto-regularizada. À exceção da equação integral 
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auto-regularizada, descrições detalhadas destes métodos podem ser encontradas em 

ALIABADI e ROOKE (1991).  

 

Os métodos que relacionam as forças de superfície na ponta da trinca com o fator de 

intensidade de tensão são mais eficientes que as fórmulas baseadas nos deslocamentos. 

SMITH e MASON (1987) demonstraram o uso de elementos quarter-point para trincas 

curvas. Uma comparação de métodos de avaliação do FIT a partir do elemento quarter-

point é encontrada em SMITH (1988). Outros elementos especiais para a ponta da trinca 

são apresentados em ALIABADI (1985), JIA et al. (1988) para problemas 

bidimensionais, LUCHI e RIZZUTI (1987) para elementos contínuos em análise 

tridimensional, MI e ALIABADI (1994) para elementos descontínuos em 3D. A 

utilização de integrais de contorno independentes do caminho de integração é bastante 

popular no MEC, sendo uma delas a Integral J. BOISSENOT et al. (1974) mostraram o 

uso da Integral J para problemas simétricos 3D em Mecânica da Fratura. Depois, 

KISHITANI et al. (1983) e KARAMI e FENNER (1986) mostraram seu uso para vários 

problemas 2D simétricos. ISHIKAWA et al. (1980) apud ALIABADI e ROOKE (1991) 

aplicaram a Integral J e o MEC para problemas de trinca no modo misto, desacoplando-

a em suas componentes simétrica e antimétrica. Mostrou ainda que valores precisos são 

obtidos para os modos I e II dos Fatores de Intensidade de Tensão. MAN et al. (1995) 

utilizaram a Integral J no modo misto para o estudo do efeito das forças de contato no 

comportamento da trinca. A aplicação da Integral J para problemas 3D no modo misto 

foi apresentada por RIGBY e ALIABADI (1993) e HUBER e KUHN (1994). 

SOLLERO e ALIABADI (1994) propuseram um método alternativo para o 

desacoplamento da Integral J para o modo misto baseado na relação 

abertura/deslizamento do deslocamento da trinca. SONI e STERN (1976) e STERN 

(1977) desenvolveram uma integral independente do caminho de integração e usaram o 

MEC para estimar o FIT para o modo misto. WEN et al. (1995 b) desenvolveram uma 

integral alternativa independente do caminho de integração para avaliação do FIT no 

modo misto. Eles utilizaram o Método dos Elementos de Contorno Indireto no cálculo 

dos valores dos deslocamentos e tensões internos. BAINBRIDGE et al. (1995) 

propuseram uma integral independente do caminho de integração para problemas 

tridimensionais. Esta integral utiliza soluções devido a uma força em um ponto na linha 
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de frente da trinca em forma circular como campo auxiliar. Fatores de intensidade de 

tensão foram calculados no modo misto com esta técnica. 

 

Outra forma para cálculo do FIT é a partir da taxa de liberação da energia de 

deformação G, que exige várias iterações em problemas tridimensionais. CRUSE e 

MEYERS (1977) propuseram esta técnica para problemas 3D e limitaram a duas 

iterações, sendo a primeira na frente original e a outra na frente perturbada da trinca, 

obtida movendo-se todos os nós na frente da trinca radialmente ao longo da linha 

normal àquela frente. Eles usaram elementos triangulares lineares. TAN e FENNER 

(1979) usaram elementos retangulares quadráticos para representar a geometria e as 

funções incógnitas. A taxa de liberação da energia de deformação no MEC foi mostrada 

também em BONNET (1995). 

 

Os métodos discutidos até agora são baseados na tentativa de modelar o comportamento 

singular das tensões próximo à ponta da trinca. O Método da Subtração da 

Singularidade (MSS) evita a necessidade desta tarefa, pois ele remove completamente o 

campo singular, levando a um campo não-singular para ser modelado numericamente. 

Esta aproximação foi introduzida por PAPAMICHEL e SYMM (1975) em problemas 

de potencial. XANTIS et al. (1981) usaram esta formulação para resolver os mesmos 

problemas, desta vez utilizando elementos quadráticos isoparamétricos. A extensão do 

método para elasticidade bidimensional foi apresentada por ALIABADI et al. (1987) e 

ALIABADI (1987), que obtiveram os fatores de intensidade de tensão para os modos I e 

II.  Esta formulação foi estendida para entalhe V em placas por PORTELA et al. (1991). 

A aplicação do método a problemas 3D foi mostrada por ALIABADI e ROOKE (1989). 

Uma técnica equivalente ao MSS foi desenvolvida por SMITH e DELLA-VENTURA 

(1995). Neste estudo um método de superposição em duas etapas foi usado para se obter 

o fator de intensidade de tensão. O procedimento exigiu a solução completa do 

problema com a trinca e, também, a solução, na mesma malha, do problema com 

singularidade na ponta da trinca, em uma região infinita. 

 

Quando a equação integral das tensões para os pontos internos é levada para o contorno 

através de um processo de limite, é necessário que as tensões ou as forças de superfície 
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nos pontos de colocação sejam contínuas no sentido de Hölder do tipo C1,a. Esta 

exigência representa uma séria dificuldade para o uso de discretizações do Método dos 

Elementos de Contorno padrão, que satisfazem somente a continuidade do tipo Co das 

variáveis, nos extremos dos elementos de contorno. Por isso vários trabalhos foram 

publicados na direção do relaxamento das exigências de continuidade das variáveis nos 

nós de contorno. Entretanto, a necessidade de variáveis com continuidade do tipo C1,a 

foi bem estabelecida depois de rigorosas discussões por KRISHNASAMY et al. (1990), 

MARTIN e RIZZO (1996) e MARTIN  et al. (1998). Ainda, HUANG e CRUSE (1994), 

CRUSE e RICHARDSON (1996), RICHARDSON et al. (1997) e RICHARDSON e 

CRUSE (1999) mostraram que as exigências de continuidade do tipo C1,a dos 

deslocamentos no contorno não são necessárias desde que, na solução analítica, as 

derivadas dos deslocamentos sejam contínuas nos pontos de colocação. Eles obtiveram 

resultados bem precisos para alguns tipos de problemas, com as condições de 

continuidade relaxadas não havendo, entretanto, uma prova desta convergência. Por 

outro lado, está claro que a condição C1,a é  necessária para a existência do limite no 

contorno.  

 

Para satisfazer as condições de continuidade das derivadas dos deslocamentos nos 

pontos de colocação no contorno foram propostas diversas estratégias. Algumas delas 

concentraram-se no uso de elementos especiais que incorporam a continuidade da 

derivada do deslocamento, como a apresentada por YOUNG (1996), onde são utilizados 

elementos de contorno contínuos e um esquema para isolar o termo hipersingular da 

equação integral das forças de superfície, empregando o Teorema de Stokes. Uma 

alternativa conceitualmente mais simples, baseada na utilização de elementos 

descontínuos, foi sugerida por PORTELA et al. (1992) para problemas bidimensionais e 

MI e ALIABADI (1992) para tridimensionais, como mencionado anteriormente. A 

desvantagem destes elementos descontínuos é que o tamanho do sistema de equações 

gerado pela malha em três dimensões é muito grande. 

 

GALEGO e DOMINGUEZ (1996), para problemas bidimensionais e DOMINGUEZ et 

al. (2000), para problemas tridimensionais propuseram uma estratégia diferente, onde os 
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elementos são contínuos na representação clássica das variáveis, isto é, com nós nos 

extremos dos elementos. Entretanto, a colocação é feita em pontos dentro dos elementos 

onde a exigência de continuidade C1,a é satisfeita. As dificuldades produzidas pelas 

exigências de continuidade nos pontos de colocação são evitadas e o número de 

incógnitas nodais permanece a mesma como na formulação clássica. DOMINGUEZ et 

al. (2000) ressaltaram que o principal objetivo do trabalho não estava relacionado com a 

solução do problema de continuidade das variáveis do contorno e sim com a integração 

dos núcleos fortemente singulares e hipersingulares. CRUSE e RICHARDSON (1996) 

apresentaram uma formulação não-singular que evita este tipo de integração 

aproveitando idéias de soluções simples de RUDOLPHI et al. (1988). 

 

GUIGGIANI et al. (1992) e MANTIC (1994) mostraram uma aproximação baseada na 

regularização através da expansão em série de Taylor dos deslocamentos em torno do 

ponto fonte, conforme proposto por ALIABADI et al. (1985). Neste método a 

regularização vem após a discretização e a integração é feita de uma maneira geral, o 

que exige uma complicada transformação de coordenadas. MI e ALIABADI (1992) 

utilizaram este método de integração para resolver problemas tridimensionais de 

mecânica da fratura pelo Método dos Elementos de Contorno Dual.  

 

Uma alternativa atraente foi mostrada por HUANG e CRUSE (1994) que regularizaram 

a formulação integral, de forma localizada, antes da discretização, enquanto CRUSE e 

RICHARDSON (1996) o fizeram em todo o contorno. Para se conseguir esta 

regularização os integrandos são separados adequadamente em uma parte regular e 

outra parte singular. A parte singular do integrando é tratada de tal forma a permitir a 

aplicação do Teorema de Stokes cujo resultado é também uma integral regular. Desta 

forma as integrais fortemente singulares e hipersingulares desaparecem e as integrações 

numéricas utilizam apenas esquemas de Quadraturas Gaussianas padrão. 

RICHARDSON e CRUSE (1999) apresentaram uma formulação fracamente singular 

para a identidade de Somigliana auto-regularizada para tensões em toda a superfície do 

corpo. O algoritmo emprega elementos Co padrão com interpolações de Lagrange e 

exclusivamente integrações gaussianas. Uma observação importante é a relação entre os 

integrandos da equação integral de contorno e as ordens adequadas das interpolações. 
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Resultados numéricos para problemas bidimensionais mostram que ordens de 

interpolação quárticas são necessárias para algoritmos empregando regularização em 

todo o contorno para se chegar a precisões equivalentes àquelas obtidas em algoritmos 

de regularização local e ordem de interpolação quadrática. 

 

Como discutido anteriormente, a aplicação padrão da formulação integral de contorno 

na mecânica da fratura tem uma degeneração matemática inerente devido às superfícies 

coincidentes das duas faces da trinca. Para evitar este problema CROUCH (1976) 

propôs uma equação integral indireta na qual as incógnitas são as diferenças dos 

deslocamentos entre a face superior e inferior da trinca e as soluções fundamentais se 

referem às descontinuidades dos deslocamentos. A aplicação do Método da 

Descontinuidade do Deslocamento (MDD) para problemas 3D é devido a WEAVER 

(1977). PARTHEYMÜLLER et al. (2000) compararam o Método da Descontinuidade 

do Deslocamento com a formulação básica do MECD para problemas tridimensionais. 

Eles concluíram que este método pode reduzir o tamanho do sistema de equações, desde 

que três das seis componentes das descontinuidades na trinca sejam incógnitas e não 

somente as descontinuidades dos deslocamentos.  Se esta redução não é possível deve-

se usar a formulação básica. 

CISILINO e ORTIZ (2005) apresentaram a metodologia de elementos de contorno para 

análise 3D de interfaces de trinca com materiais diferentes. Eles utilizaram a técnica de 

sub-regiões para consideração das diferentes características dos materiais em ambos os 

lados da trinca. Os parâmetros da Mecânica da Fratura, como a Integral J e o FIT, foram 

calculados através do Método da Integral de Domínio da Energia (IDE).  

 

1.1.2 Mecânica da Fratura Elastoplástica 

 

A MFEL pode ser aplicada com sucesso enquanto a zona plástica for pequena 

comparada com o tamanho da trinca. Na prática, a tensão aplicada deve estar abaixo de 

66% da tensão de escoamento do material (critério de Feddersen). Se, entretanto, a zona 

plástica for grande comparada com o tamanho da trinca, a MFEL não é mais aplicável. 

Isto acontece em materiais de baixa tenacidade com trincas muito curtas (alta tensão à 
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fratura) ou em materiais de tenacidade muito alta. Tenacidade à Fratura é uma 

propriedade do material que mede a sua resistência à propagação da trinca. 

 

As primeiras tentativas para a aplicação do Método dos Elementos de Contorno à 

Mecânica da Fratura Elastoplástica (MFEP) foram feitas por MORJARIA e 

MUKERJEE (1981) e BANTHIA e MUKERJEE (1982-1983) que utilizaram a Função 

de Green, como uma parte complementar, somada à solução fundamental. Na solução 

fundamental resultante estão embutidas as influências da trinca existente. Esta técnica, 

apesar de precisa, se limita a trincas retas bidimensionais. Mais tarde CRUSE e POLCH 

(1986) melhoraram o modelamento da trinca, também com a Função de Green. TAN e 

LEE (1983) utilizaram a solução fundamental de Kelvin especificando condições de 

contorno apropriadas para a consideração da trinca. Como exemplo foi estudado um 

tubo de parede espessa com pressão interna contendo uma trinca radial. YONG e GUO 

(1992) também estudaram um tubo pressurizado de parede espessa com trincas radiais 

simétricas. HANTSCHEL et al. (1990) consideraram o campo plástico na ponta da 

trinca através de elementos singulares especiais. LEITÃO et al. (1992) usaram o MEC 

para simular a propagação da trinca na presença de um campo de tensões residuais. 

LEITÃO et al. (1993) mostraram a eficiência do MEC calculando diversos fatores de 

intensidade de tensão através da Integral J.  

 

Existem poucas publicações tratando de problemas elastoplásticos no modo misto. 

LEITÃO et al. (1995b-c) usaram a formulação elastoplástica do Método dos Elementos 

de Contorno Dual na propagação de trincas onde o algoritmo é baseado no alívio de 

pares de elementos, que se supõem em contato a priori, para a formação da trinca. 

Também estudaram a influência do contato entre suas faces no cálculo do fator de 

intensidade de tensão. CORRADI et al. (1996) apresentaram o MECD com a 

aproximação da rigidez variável. Nesta aproximação foi usado o critério de escoamento 

de Von Mises com encruamento na deformação, sendo as deformações iniciais 

definidas em função do fator de fluência escalar, que relaciona os incrementos de 

deformação plástica e o gradiente da função de escoamento. Este procedimento, que não 

é iterativo, tem como principal tarefa reduzir três das incógnitas, passando das 

deformações iniciais para o fator de fluência escalar. A sua principal vantagem, em 
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relação aos conhecidos algoritmos iterativos, aparece na solução de problemas com alta 

não-linearidade, cuja convergência exige um número bastante elevado de iterações. 

CISILINO (1997) apresentou a formulação, implementação e aplicação do MECD para 

problemas de trincas 3D com comportamento elástico e elastoplástico. Utilizou a 

técnica da descontinuidade do deslocamento com a finalidade de economizar memória 

computacional. A propagação da trinca foi simulada usando uma análise incremental 

baseada no critério da densidade de energia de deformação mínima e da Lei de Paris. O 

cálculo do Valor Principal de Cauchy na integração das células foi feito pelo método da 

expansão em série de Taylor. Os Fatores de Intensidade de Tensão nos modos I, II e III, 

para o caso elástico, foram obtidos através dos deslocamentos relativos entre as faces da 

trinca e para o inelástico através do Método da Integral de Domínio da Energia (IDE). 

Para o estudo elastoplástico da propagação da trinca foi considerado conhecido o 

caminho de propagação, como em LEITÃO et al. (1995c). CISILINO et al. (1998) e 

CISILINO e ALIABADI (1999) empregaram a IDE mostrando um exemplo de chapa 

com trinca no centro e estado plano de deformação e outro exemplo com trinca curva 

3D.  

 

1.1.3 Propagação de Trincas 

 

Existem dois aspectos principais na propagação de trinca por fadiga no modo misto: a 

direção e a velocidade da propagação da trinca.  

 

Vários critérios foram propostos para a previsão da direção de propagação. O mais 

utilizado é o Critério da Tensão Tangencial Máxima, chamado de Critério MTS, devido 

a ERDOGAN e SIH (1963). Este critério afirma que a propagação da trinca começa a 

partir da ponta, na direção onde a tensão tangencial é máxima e quando esta tensão 

atinge um valor crítico, igual à tensão de fratura do teste de tração uniaxial. Este critério 

é bastante usado pela sua simplicidade e é confirmado em diversas observações 

experimentais, apesar de questionado em alguns trabalhos.  

 

O Critério da Densidade da Energia de Deformação Mínima, chamado de Critério S, foi 

proposto por SIH (1974) e é baseado na densidade local do campo de energia, na região 
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da ponta da trinca. Supõe-se que a trinca propaga na direção onde a densidade da 

energia de deformação é mínima e quando este fator atinge um valor crítico. Este 

critério, que foi investigado por vários pesquisadores, tem a vantagem de ser simples na 

sua aplicação, além da facilidade de tratar as diversas situações de combinação de 

carregamento. Entretanto alguns resultados contraditórios são reportados na literatura. 

 

O Critério J foi proposto por HELLEN e BLACKBURN (1975) e afirma que a trinca 

cresce na direção do vetor J que é dado por: 

 

jiJ III JJ +=  (1.1)

Onde JI e JII  são os valores desacoplados, para os modos I e II, da integral independente 

do caminho de integração J, e i e j são os vetores unitários nas direções do eixo da trinca 

e perpendicular a ele, respectivamente. A fratura ocorre quando o vetor J atinge um 

valor crítico. Este critério apresenta resultados satisfatórios quando o carregamento 

predominante é do modo I, desviando-se significativamente dos resultados 

experimentais quando predominam as condições de carregamento no modo II. 

 

O Critério da Densidade da Energia de Deformação Dilatacional, chamado Critério T, 

foi proposto por THEOCARIS e ADRIANOPOULOS (1982) que sugerem a separação 

da densidade de energia de deformação total em suas componentes distorcional e 

dilatacional. Este critério afirma que a trinca começa a propagar-se quando a energia de 

deformação dilatacional, em um ponto vizinho da ponta da trinca, atinge um valor 

crítico. Isto implica que a trinca propaga segundo a direção desta componente quando 

ela é máxima. O contorno elastoplástico, obtido a partir da condição de escoamento de 

Von Mises, deve ser usado para avaliar a energia de deformação dilatacional em torno 

da ponta da trinca e, por definição desta condição de escoamento, a parte distorcional da 

energia total é constante ao longo do contorno elastoplástico.  

 

O Critério do Vetor Deslocamento da Ponta da Trinca, Critério CTD, proposto por LI 

(1989), é baseado no conceito de que o vetor deslocamento da ponta da trinca indica a 

direção da propagação por fadiga da trinca. Supõe-se que a trinca propaga-se segundo a 

direção deste vetor, que é definido como a soma dos vetores CTOD (vetor abertura 
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correspondente ao modo de fratura I) e CTSD (vetor deslizamento correspondente ao 

modo de fratura II). Os resultados obtidos têm boa concordância com os resultados 

experimentais.  

 

Os Critérios do Fator da Tensão Tangencial e do Fator da Deformação Tangencial 

foram definidos por WU e LI (1989) e consideram que a trinca propaga segundo a 

direção do valor máximo de (r1/2 σθ) para o primeiro critério e (r1/2 εθ) para o segundo, 

calculado no contorno elastoplástico, sendo r é a distância do ponto considerado à ponta 

da trinca. 

 

O Critério da Deformação Tangencial Máxima foi proposto por CHAMBERS et al. 

(1991) e é baseado no conceito do mecanismo de arredondamento plástico da ponta na 

propagação da trinca. Os autores sugerem que o arredondamento esteja relacionado com 

a deformação tangencial plástica. Assim, supõe-se que as deformações tangenciais 

próximas à ponta da trinca, determinadas com base no comportamento elástico linear, 

são as mesmas que ocorrem na região plastificada, apesar das tensões estarem abaixo da 

tensão de escoamento. Seguindo procedimento análogo ao critério da tensão tangencial 

máxima, pode-se prever a direção da propagação por fadiga da trinca. 

 

Entre os critérios mencionados, os Critérios da Tensão Tangencial Máxima e da 

Densidade da Energia de Deformação Mínima são os mais utilizados nos estudos de 

propagação de trincas, com carregamento no modo misto. As aplicações destes dois 

critérios foram estendidas para os carregamentos nos modos mistos I, II e III por CHEN 

et al. (1986), onde se reportou que o critério da densidade da energia de deformação 

mínima ofereceu melhores resultados que o critério da tensão tangencial máxima. 

Entretanto não há um único critério que dê resultados satisfatórios para todas as 

condições de carregamento. 

 

RADAJ e ZHANG (1995) propuseram o critério do Processo da Zona de Fratura que 

consiste em hipóteses distintas para o aparecimento de trincas em materiais de 

comportamento frágil e dúctil. Para o comportamento frágil, a trinca se inicia no limite 

da zona de fratura em um ponto determinado pelo valor máximo da densidade de 
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energia de deformação dilatacional. A trinca é iniciada no valor crítico da primeira 

tensão principal e se propaga na direção perpendicular a esta tensão. Para o 

comportamento dúctil a trinca também se inicia no limite da zona de fratura em um 

ponto determinado pelo valor máximo da densidade de energia de deformação 

distorcional. A trinca é iniciada e se propaga como no comportamento frágil. Para a 

iniciação da trinca, o critério se mostrou conservativo em relação aos critérios 

convencionais. 

 

SEWERYN (1998) propôs o critério da Taxa de Liberação de Energia de Deformação 

não-local para materiais com comportamento frágil, baseado na hipótese onde a 

propagação da trinca ocorre quando o valor máximo da função de abertura e 

deslizamento da taxa de liberação da energia de deformação atinge um valor crítico. 

 

KHAN e KHRAISHEH (2000) apresentaram uma análise detalhada do aparecimento de 

trincas inclinadas, sob diferentes carregamentos, utilizando vários critérios. O critério da 

tensão tangencial máxima, originalmente proposto para materiais frágeis, foi 

modificado para ser usado em materiais dúcteis. Foi incorporado a este critério um raio 

variável, medido a partir da ponta da trinca, baseado no contorno elastoplástico de Von 

Mises. Eles concluíram que os dados experimentais não favorecem qualquer critério 

para todas as condições de carregamento.  

 

SOH e BIAN (2001) estudaram o comportamento de uma placa retangular de liga de 

alumínio com uma trinca semi-elíptica inclinada submetida a carregamento axial, 

experimental e teoricamente. A inclinação da trinca em relação ao eixo do carregamento 

variou de 0o a 90o. Os dois critérios mais comuns, Tensão Principal Máxima e 

Densidade de Energia de Deformação Mínima, foram modificados adotando-se o 

contorno elastoplástico de Von Mises.  Os resultados obtidos usando-se estes critérios 

melhorados foram comparados com os critérios usuais e os resultados experimentais. Os 

autores concluíram que os resultados obtidos com os critérios de fratura modificados, 

são mais precisos do que aqueles obtidos pelos critérios usuais, quando comparados 

com resultados experimentais. 
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A estimativa da velocidade de propagação da trinca sob carregamento no modo misto é 

encontrada na literatura sob diversos enfoques. O primeiro estudo de propagação de 

trinca por fadiga no modo misto I e II é devido a IIDA e KOBAYASHI (1969).  

 

A taxa de propagação de trinca por fadiga descrita por TANAKA (1974) usa uma 

equação similar à Lei de Paris e é função de um fator de intensidade de tensão efetivo: 

 

( )m
effKC

dN
da ∆=  

(1.2)

 

onde   ( ) 2504
II

4
Ieff K8KK

,
∆∆∆ += , para carregamento misto dos modos I e II. 

Este modelo é baseado na hipótese de que a trinca se propaga por fadiga quando a soma 

dos valores absolutos dos deslocamentos na região plástica atinge um valor crítico. Sob 

condições do modo misto supõe-se que as deformações devidas aos carregamentos nos 

modos I e II não são interativas. Ele sugeriu que este critério pode ser estendido para a 

combinação dos três modos de carregamento. 

       

O Fator Densidade da Energia de Deformação foi utilizado por SIH e BARTHELEMY 

(1980) para correlacionar a velocidade de propagação da trinca no modo I a partir, 

também, de uma equação similar à equação de Paris. PATEL e PANDEY (1981) 

usaram o fator densidade de energia de deformação para estimar a velocidade de 

propagação da trinca com carregamento no modo misto. 

 

O Modelo proposto por GAO et al. (1985) supõe que a propagação da trinca por fadiga 

é função da deformação plástica reversa na ponta da trinca e a velocidade é 

inversamente proporcional a ductibilidade à fratura.  

 

DOWLING e BEGLEY (1976) usaram a Integral J para avaliar a velocidade de 

propagação da trinca no modo I. Este conceito foi estendido para análise da velocidade 

de propagação por fadiga de pequenas trincas com carregamento no modo misto por 

HOSHIDE e SOCIE (1987). Os autores afirmaram que é desejável relacionar 

diretamente a velocidade de propagação com o deslocamento da ponta da trinca. 
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Parâmetros adicionais são necessários para fazer a correlação, devido à dificuldade de 

medir os deslocamentos na ponta da trinca. Neste modelo a abertura e o deslizamento 

medidos a uma determinada distância atrás da ponta da trinca são os parâmetros que 

governam a propagação, que é expressa por uma equação do tipo da Lei de Paris. As 

estimativas resultaram em velocidades mais altas do que os dados experimentais. 

 

O Fator Intensidade de Deformação Equivalente foi proposto por SOCIE et al. (1987) e 

relacionaram as variações máximas da deformação por cisalhamento e deformação 

normal, agindo no plano da variação máxima da deformação por cisalhamento.  

 

CHEN e KEER (1991) utilizaram o modelo de Dugdale para relacionar a velocidade de 

propagação da trinca com os deslocamentos plásticos acumulados (abertura e 

deslizamento). As seguintes três hipóteses foram feitas: os efeitos de fechamento e 

ramificação devem ser desprezados; o deslocamento plástico acumulado total é a soma 

vetorial da abertura e deslizamento totais acumulados e as tensões de tração e de 

cisalhamento na região de escoamento satisfazem ao critério de Von Mises. 

 

PLANK e KUHN (1999) utilizaram o critério da tensão tangencial máxima em corpos 

de prova de ligas de alumínio para estudar a propagação de trincas sob carregamento 

não proporcional no modo misto. Eles mostraram as condições para o aparecimento e 

propagação de trincas, concluindo que, sob o ponto de vista do mecanismo da fratura, 

não existiam hipóteses até aquele momento que explicassem as diferentes taxas de 

propagação das trincas submetidas a carregamentos nos modos de tração e 

cisalhamento. 

 

A primeira tentativa de se modelar automaticamente a propagação de trincas no modo 

misto é devido a INGRAFFEA et al. (1987) para problemas bidimensionais. Eles 

usaram a técnica de sub-regiões e o critério da tensão circunferencial máxima para 

calcular a direção da propagação da trinca. A aplicação deste método para problemas 

3D foi apresentada por GRESTLE (1986). O processo de propagação de trinca em 

materiais ortotrópicos foi apresentado por DOBLARE et al. (1990) que usaram a técnica 

de sub-regiões e elementos quarter-point. Propagações de trincas com sub-regiões foram 
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também desenvolvidas para problemas dinâmicos por GALLEGO e DOMINGUEZ 

(1992) que utilizaram a formulação dependente do tempo com elementos quarter-point. 

CEN e MAIER (1992) também utilizaram sub-regiões para análise de propagação de 

trincas em estruturas de concreto. Nesta formulação o modelo de trinca coesiva foi 

utilizado para simular a zona com fratura no concreto. Em análise incremental para 

propagação de trinca o método de sub-regiões não é facilmente implementado, pois o 

contorno adicional que liga a trinca ao contorno real não é único e deve ser introduzido 

repetidamente a cada extensão da trinca. PORTELA et al. (1993) e MI e ALIABADI 

(1994) e (1995) apresentaram uma aplicação do MECD para propagação de trinca no 

modo misto para problemas bi e tri dimensionais em mecânica da fratura elástica linear. 

Os processos de propagação de trinca foram simulados em análise incremental baseado 

no critério da tensão principal máxima para 2D e o critério da densidade da energia de 

deformação mínima para 3D. Em PORTELA et al. (1993), para cada extensão da trinca, 

o MECD foi aplicado em análise de tensão com uma única região e a técnica da Integral 

J para calcular o fator de intensidade de tensão. Como a extensão da trinca foi modelada 

com novos elementos descontínuos, nenhuma alteração na malha do contorno existente 

foi necessária, por causa da utilização de uma única região, propriedade intrínseca do 

MECD. Em propagação de trincas em 3D, entretanto, alguma alteração na malha é 

necessária. Um procedimento automático para este processo foi desenvolvido por 

ALIABADI e MI (1994). SALGADO e ALIABADI (1996) apresentaram a aplicação 

do MECD em estruturas enrijecidas. Eles simularam a propagação da trinca em painéis 

aeronáuticos reforçados por enrijecedores.  

 

A extensão do MECD em propagação de trincas para análise elastoplástica 

bidimensional foi apresentada por LEITÃO et al. (1995 b e c) que utilizaram o processo 

das deformações iniciais com o critério de escoamento de Von Mises. Supondo que a 

trajetória da propagação da trinca seja conhecida a priori, é possível predeterminar não 

somente o domínio, mas também a discretização do contorno. A trinca, com a trajetória 

conhecida, propaga-se então, em uma direção entre células adjacentes. Considerou-se, 

também, o efeito do contato entre as faces da trinca para o estudo da influência do seu 

fechamento.  
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1.2 Organização do Trabalho 

 

O objetivo deste trabalho é mostrar a propagação da trinca para o modo misto, através 

de uma análise elastoplástica bidimensional pelo Método dos Elementos de Contorno 

Dual. Os Fatores de Intensidade de Tensão são obtidos pelo cálculo da Integral J e a 

direção da propagação escolhida obedece ao critério da Tensão Principal Máxima. 

Outros critérios de propagação podem ser introduzidos com a modificação do cálculo 

do ângulo em função do FIT. A análise elastoplástica incorpora, de forma unificada, 

diversos critérios de escoamento.  

 

O Capítulo 2 aborda os conceitos básicos da Mecânica da Fratura Elástica Linear e 

Elastoplástica, descrevendo seus parâmetros e aplicações. Mostra-se também como a 

Integral J deve ser utilizada para materiais inelásticos, onde a densidade da energia de 

deformação é igual à soma das parcelas elástica e plástica. Comparam-se diversos 

critérios de propagação de trincas encontrados na literatura, ressaltando-se suas 

vantagens e desvantagens. 

 

No Capítulo 3 são apresentadas equações integrais de contorno para deslocamentos e 

forças de superfície, necessárias ao desenvolvimento do Método dos Elementos de 

Contorno Dual. As integrais de domínio são incorporadas às equações integrais 

estendendo-se, ambas, para o caso inelástico. Mostram-se as exigências para a 

existência da Parte Finita de Hadamard e do Valor Principal de Cauchy na equação 

integral hipersingular. Justifica-se o emprego da formulação em tensões iniciais para o 

cálculo elastoplástico, em comparação com a formulação em deformações iniciais. 

Desenvolve-se a equação da derivada dos deslocamentos nos pontos internos, utilizada 

na expressão da Integral J. Descreve-se, brevemente, o algoritmo empregado no cálculo 

das tensões nos pontos internos e no monitoramento da região plastificada.   

 

No Capítulo 4 as equações integrais do MECD são discretizadas em elementos de 

contorno contínuos e descontínuos com função de interpolação quadrática para 

deslocamentos e tensões. A região do domínio onde se espera a plastificação é 
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discretizada em células triangulares com funções de interpolação quadráticas para 

deslocamentos e tensões. Os elementos de contorno e os lados das células internas são 

retos na sua geometria o que simplifica o cálculo do Jacobiano utilizado nas 

transformações de coordenadas dos sistemas local e global. A integração nas células é 

feita de forma semi-analítica que permite o emprego da Quadratura de Gauss padrão e o 

FIT é calculado de maneira desacoplada conforme sugerido por ALIABADI e ROOKE 

(1991). Em seguida as equações integrais são discretizadas para a formação do sistema 

de equações algébricas que é empregado no algoritmo elastoplástico. Finalmente 

mostra-se como a direção e velocidade de propagação da trinca são consideradas. 

 

No Capítulo 5, sete exemplos de aplicação são mostrados. Nestes exemplos as chapas 

são feitas de material dúctil contendo trincas em arestas ou no centro da chapa. O 

primeiro consiste na análise de uma chapa contendo duas trincas horizontais começando 

nos pontos médios das arestas verticais. A análise é feita em apenas metade da chapa 

com a imposição das condições de simetria no eixo vertical. No segundo exemplo é 

analisada uma chapa similar à chapa do primeiro exemplo, com apenas uma trinca, 

retirando a simetria anterior. No terceiro exemplo a mesma chapa é analisada com uma 

trinca horizontal no centro, levando-se em consideração a simetria do problema. No 

quarto exemplo é analisada uma chapa retangular com uma trinca inclinada a 45o, 

começando em uma das arestas. Os resultados dos quatro exemplos são comparados 

com os resultados obtidos através das análises elásticas, para se observar a influência da 

região plastificada na ponta da trinca. Os três últimos exemplos correspondem à análise 

da plastificação na ponta da trinca de chapas estudadas em trabalhos encontrados na 

literatura. Os resultados são comparados com os resultados obtidos nesta Tese e, 

também, com outros modelos que levam em consideração a plastificação na ponta da 

trinca. 

 

O Capítulo 6 traz as conclusões dos resultados obtidos e sugere possíveis caminhos para 

continuação da pesquisa em trabalhos futuros. 



 

 

 

 

 

 

 

2 
MECÂNICA DA FRATURA 
 

 

 

 

A Mecânica da Fratura Elástica Linear (MFEL) trata da análise de tensões e 

deformações em corpos com trincas, quando ela se propaga de maneira instável, 

ocorrendo fratura frágil do ponto de vista macroscópico. Esta situação aparece, 

geralmente, em materiais de alta resistência mecânica e em materiais com estrutura 

cristalina cúbica em baixas temperaturas. Por outro lado, a Mecânica da Fratura 

Elastoplástica (MFEP) analisa as trincas que se propagam de maneira estável, antes da 

ruptura frágil.  

 

A presença de trincas, mesmo que pequenas e não visíveis, podem levar à ruína 

estruturas aparentemente seguras. Este fenômeno foi pela primeira vez observado 

durante a IIa Guerra Mundial, quando a ruptura de vários navios ocorrida 

freqüentemente sob condições de baixas tensões e às vezes de maneira súbita era 

inexplicável. Pesquisas revelaram que os defeitos e concentrações de tensão foram os 

responsáveis pelas rupturas que aconteceram de maneira frágil e vieram acompanhadas 

de muito pouca deformação plástica. Estava evidente que a fratura frágil do aço, 

acontecida em baixas temperaturas, foi ocasionada pelas condições de tensão triaxiais a 

que estava submetido, parecidas com as que existem em entalhes e trincas. Sob estas 
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circunstâncias o aço estrutural pode se romper por clivagem, sem deformação plástica 

aparente. Por outro lado, acima de uma determinada temperatura, chamada de 

temperatura de transição, o aço se comporta de maneira dúctil. A fratura de metais por 

clivagem ocorre pela separação direta ao longo dos planos cristalográficos devido a uma 

simples quebra da ligação dos átomos. A principal característica é que ela está 

geralmente associada a um plano cristalográfico particular, que no aço se dá ao longo 

dos planos dos cubos de suas unidades celulares.  

 

Este fato ficou mais evidente a partir do aumento do emprego do aço de alta resistência 

e também da utilização de métodos de análise de tensões mais sofisticados. A 

determinação mais confiável das tensões locais e conseqüentemente uma redução dos 

coeficientes de segurança permitiu uma grande economia de material na estrutura. Estes 

materiais têm baixa tenacidade, ou seja, pouca resistência à propagação de trincas, o que 

ocasiona baixa resistência residual, amplificando o efeito da presença de trincas. A 

ocorrência de ruptura em estruturas executadas sob estas circunstâncias incentivou o 

desenvolvimento da Mecânica da Fratura. 

 

O campo elástico de tensões na ponta da trinca pode ser determinado em função do 

tamanho da trinca, da geometria da peça estudada e de um fator que mede a intensidade 

da solicitação na ponta da trinca, chamado de Fator de Intensidade de Tensão (FIT). Um 

dado material pode resistir à propagação da trinca sem a ocorrência de fratura frágil 

enquanto o FIT estiver abaixo de um valor crítico KIc, que é uma propriedade do 

material, chamado de Tenacidade à Fratura.  

 

Se a trinca em uma barra propaga de um pequeno comprimento da, enquanto o 

deslocamento é mantido constante, a rigidez da barra decresce. Isto resulta em um 

decréscimo dU da energia potencial, ou seja, há uma liberação de uma pequena 

quantidade dU de energia. A taxa de variação de energia potencial com o aumento na 

área da trinca é definida como a Taxa de Liberação de Energia de Deformação G:  

    

da
dU

t
G 1

−=  
(2.1)
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onde a variação da área da trinca é t(da) e o sinal negativo resulta em um valor positivo 

para G. Assim, G caracteriza a energia por unidade de área da trinca que é exigida para 

a sua propagação, sendo uma quantidade física fundamental para o controle do 

comportamento da trinca. Sendo KI o Fator de Intensidade de Tensão para o modo de 

fratura de abertura, também chamado de modo I, pode-se escrever a quantidade G em 

função de KI, para materiais linearmente elásticos e isotrópicos, segundo a expressão: 

 

'E
KG I

2
=  

  (2.2)

 

sendo E o módulo de elasticidade do material, E’ =E para estado plano de tensão, 

E’=E/(1-ν2) para estado plano de deformação. Os modos de fratura estão mostrados na 

FIG.2.1 a seguir. 

 

FIGURA 2.1 – Modos de Fratura I, II e III 

 

Os Fatores de Intensidade de Tensão podem ser obtidos de várias maneiras. Com o 

emprego das técnicas baseadas na extrapolação dos deslocamentos ou tensões, os FIT 

são fáceis de calcular, mas exige um grande refinamento da malha na ponta da trinca 

para que tenham precisão satisfatória, o que é computacionalmente caro. Por outro lado, 

os métodos que se baseiam em uma aproximação de energia, evitam calcular o FIT 

utilizando valores das grandezas próximos à ponta da trinca, não sendo contaminados 

pela singularidade nesta região. O MEC é o método mais adequado para avaliação das 

integrais independentes do caminho de integração porque as tensões, deslocamentos e 
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derivadas dos deslocamentos nos pontos internos, são obtidos diretamente das suas 

equações integrais de contorno.  

 

O campo de tensões próximo à ponta da trinca em materiais dúcteis é essencialmente de 

natureza tridimensional. Entretanto, os resultados obtidos considerando estruturas 

bidimensionais apresentaram bons resultados. No estudo de chapas com trincas os 

resultados para Estado Plano de Tensão e Estado Plano de Deformação tiveram boa 

precisão para valores de pontos com distância igual ou maior à metade da espessura da 

chapa, medida a partir da ponta da trinca, conforme demonstrado por SUBRAMANYA 

et al. (2005). Eles compararam estes resultados com aqueles obtidos a partir de análises 

dos campos de tensão 3D no modo misto, através do Método dos Elementos Finitos.  

 

Quando há escoamento plástico na região em torno da ponta da trinca, os conceitos 

baseados puramente na Teoria da Elasticidade não são mais válidos, necessitando de 

expressões mais gerais para descrever adequadamente o comportamento do material. 

Neste trabalho a Teoria da Plasticidade incremental é empregada e o FIT calculado 

através da Integral J, independente do caminho de integração, que é válida para 

materiais elásticos não lineares. A extensão de sua utilização para materiais 

elastoplásticos é devidamente justificada, apesar de certas restrições, como se mostra 

mais adiante.  

 

 

2.1 Integral J 

 

Os dois parâmetros mais utilizados na MFEP são a Integral J e o Deslocamento da 

Abertura da Ponta da Trinca (CTOD), que podem ser obtidos sem dificuldades nas 

avaliações numéricas usando o MEC. O CTOD, entretanto, tem a desvantagem de exigir 

um nível alto de refinamento da malha na ponta da trinca, para a obtenção de uma 

precisão adequada dos resultados. Por outro lado, a Integral J, sendo uma aproximação 

de energia, elimina a necessidade de resolver o problema local da ponta da trinca, desde 

que o caminho de integração mantém uma distância relativamente grande desta região. 

A Integral J, que é utilizada na tese, foi inicialmente desenvolvida para materiais 
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elásticos não-lineares cuja curva tensão-deformação é representada pela equação de 

Ramberg-Osgood:  

 

n

ooo
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=

σ
σα

σ
σ

ε
ε  

 

(2.3)

 

 

σo é a tensão de fluência e n é o expoente de encruamento na deformação.  

A Integral J foi assim definida:   

 

( )∫Γ
Γ−= dutnWJ ii 1,1  

 

sendo Γ um contorno arbitrário em torno da ponta da trinca começando e terminando 

em suas faces opostas e ijijW εσ
2
1

=  é a Densidade da Energia de Deformação. it e 

iu são as componentes das forças de superfície e dos deslocamentos dos pontos do 

contorno Г e n1 é a direção da normal ao contorno Г. Os tensores das tensões ijσ e das 

deformações ijε referem-se, também, aos pontos do contorno Г e o eixo x1, com origem 

na ponta da trinca, coincide com a direção da trinca, conforme FIG.2.2. 

 

 
FIGURA 2.2 – Caminho de Integração da Integral J 

 

Para o problema elastoplástico substitui-se a deformação total ε pela soma das parcelas 

elástica εe e plástica εp, obtendo-se a parcela elástica We e a parcela plástica Wp, da 

Densidade da Energia de Deformação: 
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e
ijijeW εσ

2
1

=
        ;     ∫=

ε
εσ

o
eq
p

eq
pp dW

 

(2.4)

 
onde eq

pσ e eq
pdε  são respectivamente a tensão equivalente e o incremento de 

deformação plástica equivalente. Levando a Eq.(2.4) na equação da Integral J obtém-se 

a expressão da Integral J para o caso inelástico, segundo LEITÃO e ALIABADI (1993): 

 
( ) ∫∫ ΓΓ

Γ+Γ−= dnWdutnWJ piie 11,1  (2.5)

 

Se a Teoria da Plasticidade incremental é usada, então, o cálculo de J exige a avaliação 

de todas estas quantidades para acompanhar a história do carregamento. O contorno Γ é 

arbitrário porque a Integral J é independente do caminho de integração, mesmo para o 

caso inelástico. GEORGIADIS e GRENTZELOU (2006) provaram esta independência 

do caminho de integração utilizando a Teoria da Elasticidade Gradiente de Mindlin. 

Como Γ é arbitrário, escolhe-se, em geral, a trajetória circular. RICE (1968) mostrou 

que a Integral J, para materiais elásticos, é igual à Taxa de Liberação de Energia de 

Deformação Elástica G sendo, portanto, uma medida do Fator de Intensidade de Tensão, 

a partir da Eq.(2.2). 

 

 
FIGURA 2.3 – Diagrama Tensão-Deformação Simplificado do Material 
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A curva tensão-deformação do comportamento de um material elástico não-linear 

supõe, no descarregamento, que o retorno à condição inicial percorre a mesma trajetória 

do carregamento. Entretanto, para o comportamento elastoplástico, o retorno se dá em 

trajetória linear, com inclinação igual ao módulo de elasticidade E, medido na origem 

do diagrama tensão-deformação do material. Para carregamento monotônico, pode-se 

afirmar que não existe diferença entre as duas situações. 

 

Soluções analíticas, para comportamento elastoplástico, do Fator de Intensidade de 

Tensão não estão disponíveis na literatura. Entretanto, sob certas condições, a Integral J 

fornece valores da taxa de liberação da energia de deformação onde se incorpora os 

efeitos da plasticidade. A propriedade da independência do caminho é perdida se uma 

quantidade significativa de energia na região da ponta da trinca é convertida em energia 

inelástica ou quando o material é submetido a um processo de descarregamento. 

NGUYEN et al. (2005) propuseram o Método da Força Material para avaliar a taxa de 

liberação da energia e a taxa do trabalho de dissipação por fratura para materiais 

inelásticos usando o Método dos Elementos Finitos. Os autores mostraram que, para o 

caso especial onde a trinca se propaga com velocidade constante, a força de dissipação 

global iguala à taxa de trabalho da dissipação fazendo com que os Métodos da Força 

Material Global e da Integral J sejam equivalentes. Eles afirmaram que a aplicação da 

Integral J em elastoplasticidade, está limitada a carregamento monotônico de trincas 

estáticas, para evitar o descarregamento do material na zona plástica, ou com velocidade 

constante na propagação, independente da resposta do material. Outra justificativa para 

que a região imediatamente atrás da nova ponta não se descarregue de forma 

significativa foi dada por HUTCHINSON e PARIS (1979) apud BROEK (1986) 

sugerindo que a curva Propagação da Trinca ∆a x Taxa de Liberação de Energia seja 

bastante inclinada e que o ligamento, distância entre a ponta da trinca e o contorno da 

peça, seja bem maior que ∆a. Sugeriram também que o comprimento da propagação 

esteja limitado a 1 ou 2mm. 

 

Várias integrais com caminho no domínio foram desenvolvidas para estender a 

aplicação da Integral J na MFEP sob condições gerais de carregamento. Estas integrais 

diferem principalmente na maneira de medir a energia, que é usada na definição do 
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tensor energia-momentum. Exemplos incluem a família de integrais T* desenvolvida 

por BRUST et al. (1985-1986) e BRUST e ATLURI (1986), a Integral J* de 

BLACKBURN (1972) e a Integral Ĵ de KISHIMOTO et al. (1980), apud  NGUYEN et 

al. (2005). 

 

2.2 Critérios para Propagação das Trincas 

 

Observou-se experimentalmente que a direção de propagação da trinca, para situações 

de carregamento no modo misto, não se dá obrigatoriamente segundo a direção original 

do eixo da trinca. Vários critérios são sugeridos na literatura para a direção da 

propagação. Os critérios mais conhecidos são: Critério da Tensão Principal Máxima e 

Critério da Taxa de Liberação da Energia de Deformação.  Estes critérios podem ser 

melhorados incluindo-se o comportamento elastoplástico do material, que consiste na 

combinação do respectivo critério de escoamento, com os campos de tensões elásticas 

na região da ponta da trinca, as conhecidas equações de Westergaard. Este 

procedimento fornece a forma e as expressões das tensões na região plastificada. O 

critério para a direção da propagação é, então, aplicado à expressão destas tensões.  

 

 

2.2.1 Critério da Tensão Principal Máxima 

 

O critério da Tensão Principal Máxima considera que a propagação da trinca começa a 

partir da ponta, na direção perpendicular à tensão principal máxima e quando esta 

tensão atinge um valor crítico, igual à tensão de fratura do teste de tração uniaxial. O 

campo de tensões na ponta da trinca para materiais elásticos lineares, em coordenadas 

polares com origem na ponta da trinca e cujo eixo coincide com a direção do eixo da 

trinca, pode ser escrito: 
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onde KI e KII são os Fatores de Intensidade de Tensão nos modos de fratura I e II, 

respectivamente. O modo de fratura I refere-se à aplicação de um carregamento de 

tração perpendicular ao eixo da trinca, enquanto o modo II refere-se à análise da fratura 

submetida a cisalhamento puro, como mostrado na FIG.2.1. A combinação entre os dois 

modos é chamada de modo misto.  
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FIGURA 2.4 – Campo de Tensões na Ponta da Trinca 

 

As direções dos eixos principais são aquelas onde a tensão de cisalhamento é nula, ou 

seja, τrθ = 0. Então, a partir da Eq.(2.6) referente a τrθ , com  (1 + cosθ) = 2 cos2 θ/2, 

tem-se:  

 

0)1cos3(sen =−+ θθ III KK  (2.7)

  

A solução desta equação é: 
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A Tenacidade à Fratura é obtida através de ensaios de laboratório executados com 

carregamento no modo I e em condições de Estado Plano de Deformação. Como é 

obtida no modo I a tenacidade é comumente chamada de KIC. Ensaios executados para 

Estado Plano de Tensão são fortemente dependentes da espessura do corpo de prova e 

por isso prefere-se obter a tenacidade do material a partir de ensaios executados para 

Estado Plano de Deformação.  O critério de fratura no modo I pode ser escrito como:  

KI  ≥ KIC. Utilizando-se a Eq.(2.7), com θ = 0, tem-se KII = 0, reproduzindo a situação 

do modo I puro e: 
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O valor da tensão principal máxima é dado pela Eq.(2.6) com θ = θt, ou seja: 
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Pode-se afirmar que, no modo misto, a fratura acontece quando a tensão principal 

máxima σ1 atinge o valor de σ1
I. Igualando-se, então, as Eq.(2.9) e (2.10), tem-se: 
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A expressão à direita do sinal de igualdade da Eq.(2.11) é conhecida como o Fator de 

Intensidade de Tensão no modo misto, ou seja: 
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2.2.2 Critério da Densidade da Energia de Deformação Mínima 

 

Este critério afirma que a trinca se propaga, desde sua extremidade, na direção ao longo 

da qual a densidade da energia de deformação atinge um valor mínimo e a fratura ocorre 

quando este fator atinge um valor crítico. Para material elástico linear a Densidade de 

Energia de Deformação é definida por:  ijijdV
dWu εσ .

2
1

==   que expandindo, vem: 
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Sendo: 
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Para Estado Plano de Deformação   σz  = ν [σx + σy ]   e    para Estado Plano de Tensão 

σz = 0;    E é o módulo de elasticidade e G = E/[2(1+ν)]  é o módulo de elasticidade 

transversal do material. Levando a Eq.(2.12) na Eq.(2.11) vem: 
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onde: 
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κ = (3 – 4ν) para Estado Plano de Deformação e κ = (3 – ν)/(1 + ν) para Estado Plano 

de Tensão. A fratura ocorre na direção do valor mínimo de S(θ), então θmin é obtido a 

partir das seguintes relações: 
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Então:        
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onde µ =KI / KII . O critério para fratura no modo misto pode, então, ser escrito: 

 

   ( ) 2
1

2
2212

2
11 ...2

)1(2
16

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++−
−

= = mIIIIIIeq KaKKaKaGK θθκ
          (2.17)

 



 

 

32

2.2.3 Outros Critérios 

 

Neste trabalho é utilizado o Critério da Tensão Principal Máxima, mas outros critérios 

podem ser incluídos com facilidade pela substituição da maneira de se calcular o ângulo 

de propagação. Com esta finalidade, apresentam-se a seguir alguns critérios alternativos 

que incorporam o comportamento elastoplástico do material. Apesar de serem baseados 

nas expressões dos campos elásticos de tensão na região da ponta da trinca, eles 

consideram os efeitos da plasticidade através dos critérios de escoamento específicos. 

Observa-se, também, que a plasticidade está considerada na avaliação das tensões na 

região plastificada e, por conseqüência, dos Fatores de Intensidade de Tensão. KHAN e 

KHRAISHEH (2000) estudaram alguns destes critérios, enfatizando a necessidade de 

incluir características plásticas dos materiais, justificada pelos resultados mais precisos 

que foram obtidos. O desenvolvimento detalhado destas expressões se encontra no 

Anexo. 

 

 

• Critério da Tensão Principal Máxima modificado pelo Critério de 

Escoamento de Von Mises 

 

Segundo KHAN e KHRAISHEH (2000) o Critério da Tensão Principal Máxima 

Modificado considera que a propagação da trinca ocorre segundo a perpendicular à 

direção da tensão principal máxima avaliada no contorno elastoplástico segundo critério 

de escoamento de Von Mises. Combinando o critério de escoamento de Von Mises com 

as Eq.(2.6) chega-se à expressão da região plastificada em torno da ponta da trinca e às 

expressões que fornecem a direção da propagação da trinca: 
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onde µ =KI / KII . A solução da Eq.(2.18) fornece seis raízes sendo quatro complexas 

conjugadas e apenas duas raízes reais que, combinadas com a Eq.(2.19), fornecem o 

ângulo adequado para a propagação da trinca.  

 

• Critério da Tensão Principal Máxima modificado pelo Critério de 

Escoamento de Mohr-Coulomb 

 

Uma alternativa ao Critério da Tensão Principal Máxima Modificado considera que a 

propagação da trinca ocorre segundo a perpendicular à direção da tensão principal 

máxima avaliada no contorno elastoplástico segundo critério de escoamento de Mohr-

Coulomb. O critério de escoamento de Mohr-Coulomb pode ser expresso por: 

 

ctgr ≤Φ+ .θθ στ      ou       rctgffr πθθ 22. ≤Φ+  

 

onde c é a coesão, Φ é o ângulo de atrito interno do material e r representa a distância 

do contorno elastoplástico à ponta da trinca. Combinando o critério de escoamento de 

Mohr-Coulomb com as Eq.(2.4) chega-se à expressão da região plastificada em torno da 

ponta da trinca e às expressões que fornecem a direção da propagação da trinca: 
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onde µ =KI / KII . A solução da Eq.(2.20), combinada com a Eq.(2.21), fornece o ângulo 

adequado para a propagação da trinca. 

 

 

• Critério da Densidade da Energia de Deformação Dilatacional Máxima 

 

Segundo KHAN e KHRAISHEH (2000) o Critério da Densidade da Energia de 

Deformação Dilatacional Máxima considera que a propagação da trinca coincide com a 

direção da densidade de energia de deformação dilatacional máxima avaliada no 

contorno da energia de deformação distorcional constante em torno da ponta da trinca. 

Este critério utiliza o contorno elastoplástico segundo critério de escoamento de Von 

Mises. Combinando a expressão da energia de deformação distorcional, que é constante 

no contorno elastoplástico de Von Mises, com as Eq.(2.4), chega-se às expressões que 

fornecem a direção da propagação da trinca: 
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onde µ =KI / KII . A solução da Eq.(2.22) combinada com a Eq.(2.23) fornece o ângulo 

adequado para a propagação da trinca. 
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2.3 Resumo 

 

Neste capítulo foram apresentados os fundamentos da Mecânica da Fratura e os 

conceitos da propagação de trinca. O conceito do Fator de Intensidade de Tensão foi 

introduzido para a MFEL. Foi mostrado que o FIT é um fator que mede a intensidade da 

solicitação na ponta da trinca no contexto da MFEL, mas o seu emprego pode ser 

estendido para a MFEP. Foram descritos diversos critérios para a propagação da trinca, 

ressaltando-se, entretanto, que o Critério da Tensão Principal Máxima será o único 

critério a ser utilizado no restante da tese. 



 

 

 

 

 

 

 

3 
EQUAÇÕES INTEGRAIS PARA ELASTOPLASTICIDADE 
 

 

 

  

Considerando-se um elemento infinitesimal em torno de um ponto dentro de um corpo, 

o equilíbrio estático de forças e momentos deve satisfazer à seguinte equação: 

  

0, =+ jiij bσ  (3.1)

 

onde σij,i são as componentes das derivadas espaciais do tensor de tensões σij , ou seja, 

σij,i =∂σij /∂xi e bj representa as componentes das forças de volume. Se os deslocamentos 

do corpo são tais que os termos de segunda ordem podem ser desprezados, as 

deformações podem ser expressas pelo tensor de deformação infinitesimal de Cauchy: 

 

( )ijjiij uu ,,2
1

+=ε  
(3.2)

 

Para um material elástico e isotrópico, no qual não há variação de temperatura, a Lei de 

Hooke, relacionando tensões e deformações, pode ser escrita da seguinte forma: 
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Substituindo-se a Eq.(3.2) na Eq.(3.3) têm-se as tensões em função das derivadas dos 

deslocamentos. Substituindo-se o resultado na Eq.(3.1) obtém-se a conhecida equação 

de Navier: 
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−
+ jkjkkkj buGGu
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(3.4)

  

Os problemas da Teoria da Elasticidade que obedecem a Eq.(3.4) e que têm condições 

de contorno conhecidas, podem ser representados por uma equação integral, como é 

mostrado a seguir. 

 

Considera-se um corpo definido pelo seu contorno Γ e seu domínio Ω, que está em 

estado de equilíbrio, com condições de contorno conhecidas de carga e deslocamento, 

representadas pelos tensores σij , εij , ui , pi
 e bi. Supõe-se, também, um domínio Ω* com 

contorno Γ*, que contenha o corpo Ω + Γ, e que esteja em equilíbrio, representado pelos 

tensores σij
* , εij

* , ui
* , pi

* e bi
*. Se ambos os corpos têm as mesmas propriedades 

elásticas pode-se escrever a equação integral a partir da simetria dos tensores 

envolvidos: 
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Integrando por partes a equação Eq.(3.5) e tendo-se em conta a Eq.(3.1) e a Eq.(3.2) 

chega-se à expressão do segundo Teorema da Reciprocidade de Betti. 
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Supondo-se que as componentes das forças de volume *
ib  correspondem a uma força 

unitária iP  aplicada em um ponto *Ω∈s , em cada uma das três direções ortogonais, 

pode-se escrever:  
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j
*
j Pq)δ(s,b =  (3.7)

 

onde δ(s,q) representa a função Delta de Dirac, s é o ponto singular (ponto fonte) e 
*Ω∈q  é o ponto campo. Tem-se, então, que:  
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Se cada ponto de carga é considerado independentemente, pode-se escrever: 
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A partir do exposto acima a Eq.(3.6) passa a representar as três componentes 

independentes do deslocamento no ponto s, ou seja: 
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onde Ω∈q,s  e Γ∈Q,S . A Eq.(3.10) é conhecida como Identidade de Somigliana 

para deslocamentos. Esta equação envolve valores para pontos no contorno, sendo 

necessário, portanto, a sua particularização para estes pontos.  

  

 
FIGURA 3.1 - Processo de Limite da Equação Integral de Contorno 
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O procedimento consiste em isolar-se o ponto fonte S pertencente ao contorno Γ, com 

um arco de círculo de raio ε, conforme FIG.3.1, e através de um processo de limite com 

ε→0, obter uma equação integral de contorno para deslocamentos: 
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A Eq.(3.11) fornece as relações que devem ser satisfeitas entre os deslocamentos e 

forças de superfície de um corpo elástico. Como não há uma solução analítica geral para 

a equação integral de contorno, uma aproximação numérica é a forma mais adequada 

para a solução do problema. A sua implementação consiste na discretização do contorno 

em uma série de elementos, nos quais os valores dos deslocamentos e forças de 

superfície no contorno são interpolados em função dos respectivos valores nos nós 

destes elementos. Os valores conhecidos são substituídos na equação integral de 

contorno e os valores desconhecidos formam um sistema de equações algébricas cuja 

solução resolve o problema. Este conjunto de procedimentos forma a base do Método 

dos Elementos de Contorno direto, cujas incógnitas são as suas variáveis físicas reais. 

 

Na Teoria da Elasticidade consideram-se duas hipóteses: ao se retirar o carregamento de 

um corpo ele retorna ao estado inicial indeformado e as deformações dependem apenas 

das tensões finais aplicadas, não interessando a história do carregamento. Na 

Plasticidade estas hipóteses não são válidas. Quando se aplica um carregamento a uma 

amostra, elevando-se as tensões a valores que excedem o limite elástico do material, o 

estado final de deformação depende não somente das tensões finais, mas também da 

história da trajetória das tensões, a partir do início do escoamento. Ao se retirar o 

carregamento aplicado, ocorre uma deformação residual na amostra, não retornando ao 

estado inicial anterior à aplicação da carga. A deformação total é, então, a soma das 

deformações elástica e inelástica, ou seja: 
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onde  e
ijε&  representa a parte elástica da taxa da deformação total e o

ijε&  representa a 

respectiva parte plástica. O (.) indica que o processo é incremental para se levar em 

conta a história do carregamento. A Eq.(3.5), que é válida para materiais elásticos, é 

escrita novamente na forma incremental: 
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Substituindo-se a Eq.(3.12) na Eq.(3.13), tem-se: 
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As duas primeiras integrais da Eq.(3.14) são integradas por partes como foi feito na 

Eq.(3.5) e a última integral não sofre nenhuma alteração. A equação incremental 

resultante é análoga à Eq.(3.10), somando-se, agora, o termo inelástico: 
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A Eq.(3.15) é a Identidade de Somigliana para deslocamentos estendida para o caso 

inelástico que permite a consideração da história do carregamento, durante o processo 

incremental. 

 

 

3.1 Equação Integral para Deslocamentos 

 

A Equação Integral para pontos internos, estendida para o caso inelástico na formulação 

em deformações iniciais, na ausência de forças de volume, segundo TELLES (1983), 

como foi mostrado no item anterior, é dada por: 
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Levando-se em conta o Teorema da Reciprocidade de Betti para o termo inelástico, 

obtém-se a Identidade de Somigliana para problemas com tensões iniciais: 
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As soluções fundamentais **
ijij peu && representam os deslocamentos e forças de 

superfície na direção j no ponto campo Q, que corresponde a uma carga unitária 

aplicada na direção i no ponto fonte s. As últimas integrais das Eq.(3.16) e Eq.(3.17) 

referem-se às contribuições das deformações iniciais e das tensões iniciais no domínio 

Ω, respectivamente. As integrais destas equações são regulares porque r ≠ 0, onde r é a 

distância entre os pontos fonte e campo. De maneira análoga como foi obtida a 

Eq.(3.11), a Eq.(3.17) pode ser escrita para os pontos do contorno (ponto S): 
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Tem-se Ci j = ½ δi j para contornos suaves, mas o valor de Cij depende da geometria 

local, em vértices com descontinuidade geométrica, onde o ponto fonte S está aplicado. 

δij representa o delta de Kronecker, ou seja, igual a zero se i ≠ j e igual a um se i = j. As 

expressões dos tensores fundamentais *** , ijkijij eup ε  podem ser encontradas em 

TELLES (1983). A expressão de Cij para vértices com descontinuidade geométrica pode 

ser vista em TEIXEIRA (1992) ou em VENTURINI (1983). A integral à esquerda do 

sinal de igualdade deve ser interpretada no sentido do Valor Principal de Cauchy.  
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3.2 Equação Integral da Derivada dos Deslocamentos 

 

A equação integral da derivada dos deslocamentos nos pontos internos, estendida para o 

caso inelástico, é obtida a partir da Eq.(3.17). Quando se deriva a integral de domínio 

desta equação, aparece um termo livre, segundo o conceito de Mikhlin, como é 

mostrado a seguir. A existência do termo livre está justificada em TELLES (1983), 

PARTON e PERLIN (1982) ou MUSKHELISHVILI (1953). 
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A terceira integral da Eq.(3.19) deve ser interpretada no sentido do Valor Principal de 

Cauchy e o termo livre é calculado considerando-se Γ1 um círculo de raio unitário e 

centro no ponto fonte. Deve-se observar que a derivada do deslocamento é tomada em 

relação ao ponto fonte. Para estado plano de deformação o termo livre é expresso por: 
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G é o módulo de elasticidade transversal, ν é o coeficiente de Poisson do material e os 

índices valem 1 e 2 para problemas 2D. Na penúltima integral da Eq.(3.19), tem-se:  
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(3.21)

 

Para o cálculo da Integral J é necessário saber o valor das derivadas dos deslocamentos 

em pontos do domínio, o que faz a Eq.(3.19) particularmente importante.  
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3.3 Equação Integral das Tensões e das Forças de Superfície 

 

Tendo-se em vista a Eq.(3.3), obtém-se a equação das tensões nos pontos internos a 

partir da Eq.(3.19), na ausência de forças de volume: 
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As expressões dos tensores fundamentais *** , ijklijkijk eup ε  e do termo livre gij são 

encontradas em TELLES (1983) ou em TEIXEIRA (1992). Para estender a Eq.(3.22) 

para o contorno, deve-se aplicar um processo de limite retirando-se um setor circular de 

raio ε e centro no ponto singular S pertencente ao contorno do corpo, conforme FIG.3.1. 

Como εΩ∉S , tem-se: 
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( )o
klijg σ&  é o resultado do processo de limite quando ( )o

klijg σ&  é levado para o contorno.  

 Para elasticidade bidimensional sabe-se que )/1(e)/1( 2** rpru ijkijk ϑϑ == . A 

Eq.(3.23) é expandida a seguir: 
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Toma-se, então, o limite quando 0→ε  na Eq.(3.24), e obtém-se a expressão das 

tensões no contorno. Para um melhor entendimento do processo de limite, as integrais 

são avaliadas como mostrado a seguir. As duas primeiras integrais à direita do sinal de 

igualdade são: 
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Os dois limites da Eq.(3.25) têm singularidades fortes da ordem de q(1/r). O primeiro 

resulta em uma integral imprópria que é integrável no sentido do Valor Principal de 

Cauchy. O segundo pode ser regularizado com o primeiro termo da expansão em série 

de Taylor das forças de superfície em torno do ponto fonte, resultando em: 
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A primeira integral à direita do sinal de igualdade se anula pela condição de 

continuidade das forças de superfície. Então: 
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(3.27)

 

onde: 
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Da mesma forma, as integrais à esquerda do sinal de igualdade na equação (3.24) são: 
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Os dois limites da Eq.(3.29) contêm hipersingularidades da ordem de )/1( 2rϑ . O 

segundo limite pode ser regularizado com os dois primeiros termos da expansão em 

série de Taylor dos deslocamentos em torno do ponto fonte, resultando em: 
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(3.30)

 

O terceiro limite na Eq.(3.30) é integrável e se anula desde que a função ku&  preencha a 

condição de continuidade de Hölder. O segundo limite resulta em: 
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onde )(SBijk  é uma constante que depende da geometria local e das constantes elásticas 

do material. Finalmente o último limite leva a um salto na derivada dos deslocamentos, 

ou seja: 
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onde )(SDijkm  é uma constante que depende das constantes elásticas do material e de 

transformações de coordenadas. Levando-se as Eq.(3.31) e (3.32) na Eq.(3.30) vem: 
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O limite na Eq.(3.33) resulta em uma integral imprópria que pode ser integrada no 

sentido da Parte Finita de Hadamard. Este limite é finito, como será demonstrado no 

item 3.4, pois o segundo termo do limite, que é singular, cancela outro termo singular 

obtido a partir da expansão em série de Taylor do primeiro termo. Assim, a equação 

(3.33) pode ser reescrita, onde o símbolo  ∫ indica Parte Finita de Hadamard: 
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 (3.34)

 

Levando as Eq.(3.27) e Eq.(3.34) na Eq.(3.24), vem: 
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A expressão à esquerda do sinal de igualdade, para contorno suave, vale )S(ijσ&2
1 , 

segundo CRUSE (1977). Então: 

 

∫

∫ ∫

Ω

Γ Γ

σ+Ωσε+

Γ−Γ=σ

)(g)q(d)q()q,s(

)Q(d)Q(u)Q,S(p)Q(d)Q(p)Q,S(u)S(

o
klij

o
kl

*
ijkl

k
*
ijkk

*
ijkij

&&

&&&
2
1

 

(3.36)

 

Voltando à Eq.(3.35), o termo independente ( )o
klijg σ&  vale a metade daquele termo 

referente aos pontos internos, ( )o
klijg σ& , porque é possível provar: 
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Pode-se escrever, então, a Equação Integral para Tensões nos pontos do contorno, 

estendida para o caso inelástico: 
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Sabe-se que: pi = sij nj.   Então, a expressão final para a Equação Integral de Contorno 

para Forças de Superfície, estendida para o caso inelástico é: 
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As Eq.(3.18) e Eq.(3.39) constituem a base do Método dos Elementos de Contorno 

Dual, sendo que a Eq.(3.39) é conhecida como a equação hipersingular do MEC.  

 

 

3.4 Integrais Singulares do Tipo Cauchy e sua Derivada 

 

Justifica-se a seguir a afirmativa de que o limite da Eq.(3.33) resulta em uma integral 

imprópria e que este limite é finito. A integral pode ser reconhecida como uma Integral 

do Tipo Cauchy, ou seja: 
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onde a< c <b. Em primeiro lugar deve-se resolver a integral (3.26) fazendo-se f(x) = 1. 

Então: 
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A integral (3.41) tem o ponto singular c. Deve-se, então, subdividi-la em duas outras 

integrais que não contêm o ponto singular e depois tomar o limite para incluir aquele 

ponto. 
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A integral original I(x) pode então ser resolvida: 
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Se f(x) satisfaz a condição de Hölder, a integral singular I(x) existe no sentido do Valor 

Principal de Cauchy: 
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A integral à direita do sinal de igualdade é uma integral regular.  

Mostra-se, a seguir, a derivada da integral singular do Tipo Cauchy, e como a 

singularidade pode ser removida: 
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Da mesma forma que foi feito anteriormente, deve-se resolver a integral H(x) com 

f(x)=1. Isola-se o ponto singular c, como também foi feito anteriormente, dividindo-se a 

integral em duas outras integrais, em torno do ponto singular, e tomando-se o limite: 
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Fazendo-se 21 εεε == , vem: 
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A derivada da Integral de Cauchy pode, então, ser calculada: 
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onde PF significa Parte Finita. O termo 
ε

)(2 cf  é subtraído de forma a eliminar a parte 

singular da integral. A integral H(x) pode ser regularizada com os dois primeiros termos 

da expansão em série de Taylor. 
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Então: 
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onde o termo 
ε

)(2 cf foi cancelado com igual parcela, mas de sinal oposto, da expressão 

∫ −

b
a

dx
cx
xfcf 2)(
)()( . Desta forma justifica-se a dedução da equação (3.34). 

 

 

3.5 Comportamento Elastoplástico dos Materiais 

 

O comportamento tensão-deformação dos materiais pode ser mostrado, de forma 

simplificada, a partir de um estado de tensões uniaxial como o ensaio de tração simples. 

A curva tensão-deformação obtida neste ensaio pode ser dividida em três trechos. O 

primeiro deles representa um comportamento elástico linear onde as tensões são 

proporcionais às deformações (trecho OE). O trecho seguinte corresponde a uma curva 

que representa um comportamento elástico não-linear (trecho EF). Isto quer dizer que, 

apesar das tensões e deformações não serem proporcionais, ainda assim a retirada do 

carregamento restitui o estado inicial indeformado. Neste trecho são válidas as equações 

da teoria da elasticidade devendo-se, entretanto, considerar a variação do módulo de 

elasticidade.  
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FIGURA 3.2 – Diagrama Tensão-Deformação do Material 

 

O terceiro trecho refere-se ao domínio plástico (trecho FH), ou seja, deformações 

permanentes aparecem ao descarregar-se o corpo de prova. O aumento de tensões após 

o início do escoamento é chamado de encruamento ou endurecimento. Por outro lado, se 

houver diminuição de tensões após o início do escoamento este comportamento do 

material é chamado de enfraquecimento ou amolecimento.  

 

No domínio elástico não há dissipação de energia no processo de descarregamento 

desde que todo o trabalho é restituído. Ao contrário, no domínio plástico, o trabalho 

restituído refere-se à área entre a vertical que passa no ponto considerado e a linha do 

descarregamento que, no diagrama tensão-deformação, é paralela à linha do 

carregamento elástico (∆AHB). O restante do trabalho é dissipado concluindo-se que a 

dissipação de energia no domínio plástico é diferente de zero. São válidas, ainda, as 

equações de equilíbrio e compatibilidade usadas no regime elástico havendo, entretanto, 

a necessidade da reavaliação das relações tensão-deformação que determina a lei 

constitutiva dos materiais. 

 

Observa-se que o limite elástico para um estado uniaxial de tensão é dado pelo valor da 

tensão de escoamento. Entretanto para um estado plano ou triplo de tensões o problema 

é bem mais complexo. A fronteira entre os domínios elástico e plástico não é mais 

definido por somente um valor de tensão. As componentes do estado de tensão são 
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combinadas dando origem a um valor único, conforme o critério de escoamento 

adotado, denominado tensão efetiva. O comportamento elastoplástico de um material é 

definido quando se conhece: 

a) a relação tensão-deformação na fase elástica; 

b) a superfície de escoamento que indica o início da fase plástica; 

c) uma lei de endurecimento ou enfraquecimento que estabelece as condições 

dos estados plásticos subseqüentes; 

d) uma lei de escoamento plástico relacionando os incrementos de deformação 

com as tensões e incrementos de tensão; 

Para os materiais elásticos perfeitamente plásticos não é necessária a definição do 

item (c).  

 

No regime elástico as tensões se relacionam com as deformações pela expressão:  

 

klijklij C εσ =  (3.53)

 

onde σij e εij são as componentes das tensões e das deformações específicas 

respectivamente e Cijkl é o tensor das constantes elásticas que, para materiais 

isotrópicos, é dado por: 

 

( )jkiljlikklijijkl GGC δδδδδδ
ν
ν

++
−

=
21

2  
(3.54)

 

onde G e ν são o módulo de elasticidade transversal e o coeficiente de Poisson do 

material respectivamente e δij é o delta de Kronecker.  

 

3.5.1 Lei de Endurecimento 

 

Para os materiais que apresentam a característica de endurecimento haverá uma nova 

tensão de escoamento para um novo carregamento e esta situação é representada por 

uma nova superfície de escoamento. Desta forma são definidas as superfícies de 

escoamento subseqüentes, correspondentes aos vários carregamentos ocorridos. A 
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função e a superfície de escoamento são chamadas, para este caso, de função e 

superfície de carregamento. A posição da superfície de escoamento será, então, 

dependente do valor instantâneo do parâmetro de endurecimento κ que pode ser a 

deformação plástica volumétrica, o trabalho plástico realizado ou o índice de vazios, 

como é usual em solos.  

 

A superfície de escoamento varia em tamanho e forma, de acordo com o estado de 

tensões. O aumento significará um endurecimento do material enquanto a diminuição o 

seu amolecimento. Em aplicações de plasticidade à mecânica dos solos, admite-se que 

durante o escoamento plástico, a superfície de carregamento expande-se ou contrai-se 

em relação à origem, mantendo a forma, o centro e a orientação da superfície de 

escoamento. Este comportamento é chamado de endurecimento ou enfraquecimento 

isotrópico. Outra possibilidade, menos comum, tem a superfície de carregamento com o 

mesmo tamanho, forma e orientação da superfície de escoamento. Entretanto ela sofre 

uma translação em relação à outra. Esse comportamento é chamado de endurecimento 

cinemático que permite a consideração do efeito Bauschinger. Após a primeira 

deformação plástica, os materiais podem perder a simetria da curva tensão-deformação 

e os níveis de escoamento à tração e à compressão ficam diferentes.  

 

 
FIGURA 3.3 – Diagrama Tensão-Deformação Simplificado do Material 



 

 

54

 

Será considerado neste trabalho um diagrama tensão-deformação simplificado com um 

trecho elástico e outro plástico com endurecimento linear. Para o trecho plástico a 

tensão σo tem um valor inicial igual à tensão de escoamento Y e varia de acordo com o 

aumento da deformação plástica εp, ou seja: 

  

p

T
T

o

E
E

EY εσ
−

+=
1

 
(3.55)

 

Sendo E= tgα e ET = tgβ, onde α e β são as inclinações dos trechos elástico e plástico, 

respectivamente, no diagrama tensão-deformação, conforme FIG.3.3..  

De uma forma mais geral pode-se relacionar o trabalho de endurecimento com a tensão 

de escoamento instantânea σo. O parâmetro de endurecimento κ representa o trabalho de 

endurecimento total: 

 

∫= pdεσκ  (3.56)

 

( )∫= p
o dεσψσ  (3.57)
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(3.58)

 

onde H’ é a inclinação instantânea do diagrama tensão-deformação no regime plástico. 

Para o caso simplificado considerado nesta tese o trabalho de endurecimento é linear e o 

valor de H’ é constante e vale: 

 

E
E

EH
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−
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(3.59)
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3.5.2 Lei de Escoamento Plástico 

 

A função de escoamento que determina o início do comportamento plástico do material 

tem a seguinte forma geral: 

 

0),( ≤κσF  (3.60)

 

Onde κ é o parâmetro de endurecimento do material obtido experimentalmente. Quando 

F(σ,κ) < 0 o material se encontra no regime elástico e o ponto referente ao estado de 

tensões se coloca dentro da superfície de escoamento. O sinal de igualdade corresponde 

ao domínio plástico com o ponto referente ao estado de tensões sobre a superfície de 

escoamento. Para materiais com endurecimento, quando o ponto referente ao estado de 

tensões atinge a superfície de escoamento, ela se expande, fazendo com que este ponto 

permaneça sobre esta superfície.  

 

Supondo-se a existência de uma função de potencial plástico Q que descreve o 

comportamento plástico do material, pode-se relacionar a direção dos vetores da 

deformação incremental plástica com o gradiente desta função. Como eles são 

perpendiculares, tem-se: 

 

ij

p
ij

Qdd
σ

λε
∂
∂

=  
(3.61)

 

que é a lei do escoamento plástico não-associada ou regra de fluência não-associada. 

Quando as funções F e Q são as mesmas tem-se a lei do escoamento plástico associada 

ou regra de fluência associada: 

 

ij

p
ij

Fdd
σ

λε
∂
∂

=  
(3.62)
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que relaciona incrementos de deformação plástica com o gradiente da função de 

escoamento. dλ é um fator de proporcionalidade escalar, maior que zero, e que varia 

durante o processo de deformação, sendo chamado de multiplicador plástico.  

 

Considerando o emprego da regra de fluência associada, algumas considerações mais 

detalhadas devem ser introduzidas. Devido à fluência plástica, alguns materiais 

apresentam um grau de endurecimento nesta fase e duas hipóteses foram feitas para 

definir este comportamento. Na primeira hipótese HILL apud DESAI E 

SIRIWARDANE (1984) supôs que o endurecimento depende somente do trabalho 

plástico e é independente da trajetória das deformações. A segunda hipótese supõe que a 

deformação plástica é a medida do endurecimento. Com relação à primeira hipótese, o 

trabalho de endurecimento obedece aos seguintes postulados, conhecidos como 

postulados de Drucker: 

a) Durante a aplicação das tensões, o trabalho feito pelas forças externas é 

positivo; 

b) Durante o ciclo de aplicação e remoção das tensões, o trabalho feito pelas forças 

externas é nulo ou positivo; 

Para se estabelecer as expressões matemáticas relacionadas com os postulados acima, a 

partir de um estado de tensões σij, considera-se um acréscimo de tensão dσij, que causa 

um pequeno acréscimo de deformação dεij. Então, de acordo com o primeiro postulado, 

tem-se: 

 

0≥ijij dd εσ  (3.63)

 

Mas a deformação total é a soma das deformações elástica e plástica, ou seja: 

 

( ) 0≥+ p
ij

e
ijij ddd εεσ  (3.64)

 

O segundo postulado permite escrever: 

 

0≥p
ijij dd εσ  (3.65)
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Algumas condições adicionais devem ser satisfeitas para se garantir a descrição 

adequada do comportamento da deformação plástica e foram propostas por PRAGER 

apud DESAI e SIRIWARDANE (1984): 

1. Condição de Continuidade: uma variação infinitesimal dσij no estado de tensões σij, 

causa um carregamento, um descarregamento ou um carregamento neutro, 

dependendo se a trajetória de tensões está dirigida para o interior, para exterior ou 

tangente à superfície de escoamento. Para se evitar descontinuidades nas relações 

tensão-deformação esta condição exige que o carregamento neutro não cause 

deformação plástica; 

2. Condição de Unicidade: para um dado sistema de incrementos infinitesimais de 

forças, os incrementos de tensões e deformações resultantes são únicos; 

3. Condição de Irreversibilidade: devido à irreversibilidade das deformações plásticas, 

o trabalho feito por elas é positivo, conforme Eq.(3.65); 

4. Condição de Consistência: um carregamento a partir de um estado plástico causa 

outro estado plástico. Esta condição exige que o critério de escoamento seja 

satisfeito enquanto o material estiver em um estado plástico; 

 

As condições de Prager e as hipóteses feitas levam a importantes restrições no 

comportamento elastoplástico de um material. A condição de continuidade exige que a 

componente tangencial da tensão não provoque deformação plástica, razão pela qual 

somente a componente normal à superfície de escoamento é responsável por essa 

deformação. Este fato obriga que o incremento de deformação plástica seja 

perpendicular à superfície de escoamento, no espaço de tensões instantâneo. No caso de 

um ponto singular ele deve estar entre as normais à esquerda e à direita deste ponto. 

Este fato é conhecido como regra de normalidade, representado pela Eq.(3.62). Outra 

conclusão importante a partir da condição de irreversibilidade é que a superfície de 

escoamento deve ser convexa em relação à origem do espaço de tensões, pois qualquer 

raio vetor para um ponto da superfície de escoamento, deve fazer um ângulo agudo com 

sua normal, para o exterior à superfície, naquele ponto. A prova matemática desta 

conclusão encontra-se em DESAI e SIRIWARDANE (1984). 
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Os postulados de Drucker e as condições de convexidade e normalidade são válidos 

somente para materiais com endurecimento ou elásticos-perfeitamente plásticos, 

chamados de materiais estáveis. Exclui-se, portanto, os materiais com amolecimento, 

que são chamados de materiais instáveis.  

 

Quando se utiliza a regra de fluência associada, material elástico-perfeitamente plástico 

e critério de escoamento de Mohr-Coulomb observa-se o fenômeno da dilatância, que 

acompanha o cisalhamento de um solo com ângulo de atrito não nulo. A resistência ao 

cisalhamento é devida à coesão e ao ângulo de atrito interno, sendo que a parcela 

relativa ao atrito interno corresponde ao atrito interno propriamente dito e ao 

entrosamento entre as partículas. O aumento de volume durante o cisalhamento, que é a 

dilatância, é ocasionado pela parcela referente ao entrosamento. 

 

3.5.3 Formulação Matricial 

 

A Eq.(3.60) pode ser escrita na seguinte forma: 

 

0)()(),( =−= κψσκσ ijij fF  (3.66)

 

Então: 

 

0=
∂
∂

−
∂
∂

= κ
κ
ψσ

σ
ddfdF ij

ij
 

(3.67)

 

Chamando-se: 

 

ijij
ij

Ffa
σσ ∂
∂

=
∂
∂

=  
(3.68)

 

Pode-se escrever a Eq.(3.67) como: 
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0=κ
κ∂
ψ∂

−σ dda ijij  
(3.69)

 

Onde aij é chamado de vetor de fluência. Da Eq.(3.58) vem: 

 
p

ijij dd εσκ =  (3.70)

 

p
ijijijij dda εσ

κ∂
ψ∂

=σ  
(3.71)

 

Levando as Eq.(3.62) e Eq.(3.68) na Eq.(3.71), vem: 

 

λσ
κ∂
ψ∂

=σ dada ijijijij  
(3.72)

 

Sabe-se que: 

 
p

ijij
e
ij

p
ij

e
ijij εεεεεε −=⇒+=  (3.73)

 

 Sendo εij a deformação total, que corresponde à soma das deformações elástica e
ijε  e 

plástica p
ijε . Das Eq.(3.53) e (3.73), vem: 

 

( )p
klklijklij ddCd εεσ −=  (3.74)

 

Levando a Eq.(3.74) na Eq.(3.72): 

 

( ) λσ
κ∂
ψ∂

=ε−ε daddCa ijij
p
klklijklij  

(3.75)

 

Das Eq.(3.62), (3.68) e (3.75) pode-se escrever: 
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klijklij dCad ε
γ

λ '
1

=  
(3.76)

 

onde: 

 

ijijklijklij a
d
daCa σ

κ
ψγ +='  

(3.77)

 

Como f(σij) é uma função homogênea de grau um pode-se aplicar o teorema de Euler, 

segundo OWEN e HINTON (1980): 

 

eijijijij
ij

ij faf
d
df σσσσ
σ

σ ==⇒= )()(  
(3.78)

 

f(σij) é uma função escalar de σij e representa uma tensão equivalente ou efetiva σe. Esta 

tensão efetiva é que monitora o nível de tensões para a determinação do início do 

escoamento. Como conseqüência pode-se definir a deformação plástica equivalente ou 

efetiva εp
e cujo incremento produz um aumento na energia de deformação plástica como 

se segue: 

 

κεσεσ ddd p
ijij

p
ee ==  (3.79)

 

Levando a Eq.(3.78) na Eq.(3.77), vem: 

 

eklijklij d
daCa σ

κ
ψγ +='  

(3.80)

 

Da Eq.(3.79) na Eq.(3.80): 
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p
e

klijklij
d
daCa
ε
ψγ +='  

(3.81)

 

Se Ψ é definido como a tensão de escoamento uniaxial, então: 

 

'H
d
d

p
e

=
ε
ψ  

(3.82)

 

como foi mostrado na Eq.(3.58).  Levando-se as Eq.(3.68) e (3.62) na Eq.(3.74), vem: 

 

( )λεσ dadCd klklijklij −=  (3.83)

 

Levando a Eq.(3.76) em (3.83), tem-se: 

 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= 'γ

ε
εσ klopmnopmn

klijklij
daCa

dCd  
(3.84)

 

kl
ep

ij dCd
ijkl

εσ =  (3.85)

 

onde: 

 

opklopmnijmnijkl
ep
ijkl CaaCCC '

1
γ

−=  
(3.86)

 

Para a formulação em tensões iniciais, a Eq.(3.86) deve ser modificada. As tensões 

plásticas são consideradas através de um campo de tensões iniciais, introduzido de 

maneira incremental.  Tem-se que: 

 

o
ij

e
ijij σσσ &&& −=  (3.87)
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onde ijσ&  é a taxa de tensão real, e
ijσ&  e o

ijσ&  são as taxas das tensões elástica e inicial 

respectivamente. Mas: 

 

klijkl
e dCd
ij

εσ =  (3.88)

 

onde e
ijdσ& é o incremento de tensão elástica. Então a Eq.(3.85) pode ser reescrita como: 

 

e
klklmnijmn

e
ijij daaCdd σ

γ
σσ '

1
−=  

(3.89)

 

Estas expressões são válidas para o caso tridimensional. Para problemas de Estado 

Plano pode-se expressar o critério de escoamento e o vetor de fluência aij de forma 

unificada como foi sugerido por NAYAK e ZIENKIEWICZ (1972), levando-se em 

consideração que várias componentes se anulam. Todas as expressões podem ser 

encontradas em TEIXEIRA (1992) ou em OWEN e HINTON (1980). 

 

3.6 Resumo 

 

 

Neste capítulo foram apresentadas as equações integrais para aplicação em 

problemas de elastoplasticidade. Foi feita uma breve descrição da obtenção das 

equações para deslocamentos, derivadas de deslocamentos e tensões nos pontos 

internos, indicando-se referências de publicações para desenvolvimento mais 

detalhado. As equações integrais para pontos internos foram estendidas para o 

contorno do corpo, resultando em integrais singulares, que devem ser 

interpretadas no sentido do Valor Principal de Cauchy e da Parte Finita de 

Hadamard. Foi feita uma breve descrição do comportamento elastoplástico dos 

materiais e de como ele será considerado no restante da tese. As equações do 

comportamento inelástico introduzidas na seção 3.5.3 serão utilizadas na 

implementação do procedimento iterativo incremental para solução do problema 

elastoplástico.  



 

 

 

 

 

 

 

4 
MÉTODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO DUAL 
 

 

 

 

O Método dos Elementos de Contorno é uma técnica numérica adequada para o estudo 

de vários problemas encontrados na engenharia, como os de domínio infinito ou semi-

infinito, e também em problemas onde aparecem altas concentrações de tensão. As 

soluções fundamentais podem satisfazer às condições de contorno para domínios 

infinitos e semi-infinitos evitando-se, assim, a discretização em contornos remotos. Não 

havendo interpolação nos pontos internos do domínio, as tensões e os deslocamentos 

nestes pontos são obtidos sem interpolações adicionais às já introduzidas no contorno. O 

método é atraente também por reduzir a dimensão do problema em uma unidade 

significando menores sistemas de equações algébricas e quantidade de dados de entrada 

reduzida quando comparados com o Método dos Elementos Finitos.  

 

Na aplicação direta do MEC em problemas de Mecânica da Fratura surge uma matriz 

singular quando se escreve a equação integral para dois pontos de mesmas coordenadas 

embora em faces opostas da trinca. Como o caminho de integração é o mesmo para 

ambos, as respectivas linhas na matriz do sistema são iguais. Esta singularidade pode 

ser evitada colocando-se as interfaces da trinca em diferentes sub-regiões. A utilização 

desta técnica evita a singularidade da matriz dos coeficientes de influência, mas 
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introduz um contorno artificial nas interfaces das sub-regiões, com as respectivas 

interpolações, além de aumentar o número de incógnitas do problema. 

 

Para se obter um sistema não singular com uma única região deve-se escrever a equação 

dos deslocamentos em uma face da trinca e a equação das forças de superfície para a 

outra face, evitando-se o aparecimento de duas linhas iguais no sistema de equações. A 

equação integral para as forças de superfície é a Equação Hipersingular do MEC. Esta 

abordagem, chamada de Método dos Elementos de Contorno Dual (MECD), foi 

implementada por PORTELA et al. (1992). As Eq.(3.7) e Eq.(3.28) são as 

representações integrais para deslocamentos e forças de superfície no contorno e 

constituem a base do MECD. A Eq.(3.7) relaciona os deslocamentos e a Eq.(3.28) as 

forças de superfície, de um ponto S do contorno com todos os deslocamentos e forças 

de superfície sobre o contorno Γ. Além de utilizar uma região única, este procedimento 

é especialmente adequado no estudo da propagação de trincas. Quando se utilizam 

elementos descontínuos, estes novos elementos originários da propagação da trinca 

resultam em linhas e colunas adicionadas à matriz do sistema, mantendo aquelas já 

existentes antes da propagação. A técnica de sub-regiões, ao contrário, obriga a 

montagem de todo o sistema a cada extensão da trinca. 

 

Na equação hipersingular aparece uma integral imprópria que é resolvida no sentido da 

Parte Finita de Hadamard, como foi mostrado no item 3.4. Para a existência desta parte 

finita deve ser verificada a condição de continuidade de Hölder para as forças de 

superfície. A utilização de elementos descontínuos preenche automaticamente esta 

exigência em pontos com angulosidades e na ponta da trinca.  

 

A estratégia geral da discretização do problema estudado através do MECD pode ser 

resumida da seguinte forma: 

• Os contornos da trinca são modelados com elementos quadráticos descontínuos; 

• Elementos quadráticos contínuos são usados no restante do contorno da 

estrutura, exceto na interseção entre a trinca e a aresta, onde elementos 

descontínuos ou semi-descontínuos são exigidos nas arestas para se evitar o nó 

comum na interseção; 
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• A equação de deslocamentos, Eq.(3.7), é aplicada por colocação em uma das 

superfícies da trinca; 

• A equação de forças de superfície, Eq.(3.28), é aplicada por colocação na outra 

superfície da trinca;  

• A equação de deslocamentos, Eq.(3.7), é aplicada por colocação em todo o 

contorno que não coincida com a trinca; 

 

 

4.1 Transformação das Equações Integrais em Sistema Algébrico 

 

Para a discretização das Eq.(3.7) e Eq.(3.28) o contorno Γ é aproximado por uma série 

de elementos e o domínio Ω em células. No interior de cada elemento os deslocamentos 

e forças de superfície são expressos em termos de funções de interpolação quadráticas 

(Φ) e dos valores nodais (U e P). No interior das células as tensões iniciais são 

expressas em termos de funções de interpolação quadráticas (ψ) e dos valores nodais 

das tensões nas células (σo). Para as funções de interpolação quadráticas utilizadas neste 

trabalho, cada célula tem seis nós, que são os vértices e os pontos médios dos lados. As 

integrais são calculadas numericamente formando um sistema de equações algébricas: 

 

oσQpGuH &&& +=    (4.1)
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Ainda pode-se escrever de forma discretizada as integrais entre parênteses da Eq.(4.2): 
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sendo N o número de elementos, Z o número de células e K o número de pontos de 

integração. Wk é o fator de peso associado aos pontos de integração e |J| o Jacobiano de 

transformação de coordenadas. O tensor *ε̂  é um tensor de quarta ordem. 

 

Quando se utiliza a técnica da soma dos elementos da linha para determinação dos 

termos diagonais da matriz H dos coeficientes de influência, as contribuições dos nós 

simétricos da trinca se anulam mutuamente (têm o mesmo valor absoluto, mas sinal 

contrário). Este fato deixa o elemento diagonal indeterminado impedindo a sua 

avaliação indireta através do movimento de corpo rígido. Portanto, os termos diagonais 

são calculados diretamente pela expressão do termo cij e do Valor Principal de Cauchy. 

 

A utilização de elementos descontínuos nos nós da trinca, como mencionado 

anteriormente, evita o ponto de colocação em vértices com angulosidades, inclusive nas 

pontas das trincas, onde a condição de continuidade das forças de superfície não é 

atendida. Esta condição de continuidade é exigência para que exista a Parte Finita de 

Hadamard. No restante do contorno somente a equação dos deslocamentos é utilizada 

podendo, então, o elemento contínuo ser empregado.  

 

A Eq.(3.22) pode ser discretizada de maneira análoga ao que foi feito para a equação 

integral dos deslocamentos, para um ponto de tensão si: 
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onde: 
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Ao serem impostas as condições de contorno, os elementos das matrizes H e G 

multiplicados pelos valores prescritos de u e p, são armazenados no vetor f, enquanto os 

relacionados com os valores desconhecidos são armazenados na matriz A, que 

multiplica o vetor das incógnitas y& , ou seja: 

 

oσQfyA &&& +=    (4.6)

 

Agrupando-se de maneira similar os termos da Eq.(4.4), tem-se: 

 

o)''(' σEQfyAσ &&& +++−= '    (4.7)

 

Pré-multiplicando a Eq.(4.6) por A-1, tem-se: 

 

oσQAfAy &&& 11 −− +=    (4.8)

 

Levando-se a Eq.(4.8) na Eq.(4.7) e reagrupando, vem: 

 

fAAfσQAAEQσ &&&& 11 −− −+−+= '')'''( o    (4.9)

 

Como no processo incremental e iterativo calculam-se as tensões elásticas dentro de 

cada incremento de carga e não as tensões verdadeiras, faz-se a seguinte substituição: 

 

oeoe σσσσσσ &&&&&& +=⇒−=    (4.10)

 

Da Eq.(4.10) na Eq.(4.9): 
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fAAfσIQAAEQσ &&&& 1o1e '')'''( −− −++−+=    (4.11)

 

onde I é a matriz identidade. Simplificando as notações das Eq.(4.8) e Eq.(4.11): 

 

mσKy &&& += o    (4.12)

 

nσBσ &&& += oe    (4.13)

 

mAfnIQAAEQBfAmQAK &&& '';''';; −=+−+=== −−− 111   (4.14)

 

As Eq.(4.11) e Eq.(4.13) relacionam as taxas de tensão nos nós de contorno e pontos 

internos, com as taxas de tensões iniciais correspondentes e a solução linear 

incremental. Notar que m&  e n&  representam a solução elástica do problema para um 

dado incremento de carregamento para incógnitas no contorno e tensões, 

respectivamente. Estas equações são usadas para a solução de problemas não-lineares 

utilizando-se o processo das tensões iniciais. 

 

 

4.2 Elemento de Contorno com Função de Interpolação Quadrática 

 

Os elementos de contorno podem ter diferentes funções de interpolação para expressar o 

comportamento dos deslocamentos e das forças de superfície entre seus nós. Os mais 

simples são aqueles com função de interpolação constante e linear. Neste trabalho serão 

utilizados elementos de contorno retos com função de interpolação quadrática para 

deslocamentos e tensões, que oferecem uma precisão maior que os elementos citados. 

Eles são retos para facilitar a integração analítica nos pontos com singularidade, pois o 

Jacobiano é igual à metade do seu comprimento, evitando-se, assim, procedimentos 

complexos de integração numérica. Nos elementos de trinca serão utilizados elementos 

retos descontínuos, mas com função de interpolação quadrática para deslocamentos e 

tensões. Estas funções são encontradas em diversas referências, como por exemplo, 
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PORTELA et al. (1992), onde também podem ser vistas as expressões das integrais 

singulares, calculadas de forma analítica. As funções de interpolação mostradas a 

seguir, para os elementos de contorno descontínuos, têm os nós funcionais posicionados 

no interior do elemento, distantes dos extremos de 1/6 do seu comprimento: 
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Para este elemento a integral à esquerda do sinal de igualdade da Eq.(3.17) pode ser 

calculada, analiticamente, como se segue: 
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onde un representa a componente nodal do deslocamento e J(ξ) é o Jacobiano de 

transformação de coordenadas. Para elementos retos J = ½ l  , sendo l o comprimento do 

elemento.   
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As integrais de parte finita de primeiro grau são: 
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A segunda integral à direita do sinal de igualdade da Eq.(3.36) pode, também, ser 

calculada, analiticamente: 
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onde: 

 

( )∫
+

− −

Φ

−
=

1

1 22 '
ˆ2

)1(4
ˆ ξ

ξξνπ
dSEh nn

l
 

 

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−+−−

−−−−+

+−−++

=

)12()12(

)12()12(

)12()12(
ˆ

2
21

2
22

2
12

2
11

2
22

2
21

nnnn

nnnn

nnnn

S  

 

 

n1 e n2 são as componentes do vetor unitário normal ao elemento. As integrais de parte 

finita de segundo grau são integradas analiticamente: 
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4.3 Célula Triangular Quadrática 

 

A seguir são apresentadas as funções de interpolação quadráticas para elemento 

triangular com seis nós. Estes elementos são utilizados para avaliar as integrais de 

domínio que aparecem nas equações para deslocamentos e tensões do Método dos 

Elementos de Contorno para o caso inelástico, Eq.(3.4) e Eq.(3.8). Na formulação do 

método o algoritmo para solução é incremental e a discretização do domínio só é 

exigida na região onde se espera uma deformação plástica. Estas mesmas integrais 

aparecem em problemas elásticos com tensões ou deformações iniciais. Quando o ponto 

fonte coincide com um dos nós da célula triangular, a integral de domínio apresenta 

singularidades que podem ser avaliadas através de uma integração semi-analítica. A 

origem do sistema de coordenadas homogêneas (ξ1, ξ2) é colocada sobre o ponto fonte 

considerado e, se o ponto singular estiver em um dos vértices do elemento triangular, a 

integração é feita de uma única vez. Entretanto, se a singularidade estiver no interior de 

um dos lados, a célula é subdividida em duas partes e a integração é feita através da 

soma das duas parcelas referentes a cada subdivisão. Na equação de deslocamentos do 

método o integrando possui singularidade do tipo (1/r), sendo r a distância entre os 

pontos campo do domínio e o ponto fonte, e na equação para as tensões o integrando 

possui singularidade do tipo (1/r2). Estes integrandos são expressos no sistema local de 

coordenadas polares (r,f) e têm a forma (F/r) e (F/r2) , sendo (F) uma função apenas 

do ângulo f. Quando o ponto fonte não coincide com o ponto campo a integral é 

regular e não apresenta qualquer dificuldade na sua avaliação. O esquema de 

integração semi-analítico consiste na integração analítica em relação a r e utilizando-se 

a Quadratura de Gauss padrão para a integração em relação a f.  

 

As funções de interpolação são de dois tipos, um referindo-se aos vértices do elemento e 

outro aos pontos internos de seus lados, e devem ser combinadas com as três posições 

possíveis do ponto fonte, o qual pode estar localizado no vértice do elemento, no 

interior de um de seus lados ou fora do elemento. Para validar as equações, os 

resultados obtidos são comparados com a solução analítica conhecida de um anel 

seccionado submetido a um campo de tensões iniciais no domínio. Resultados de 
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análises de duas chapas retangulares com tensões iniciais no seu interior, são 

comparados com esta técnica.  

 

 

4.3.1 Funções de Interpolação 

 

As funções de interpolação para o elemento triangular quadrático são obtidas a partir 

dos Polinômios de Lagrange para três pontos de valores [(xi  , f(xi)]: 
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(4.18)

 

No sistema de coordenadas triangulares ( ξ1 , ξ2) é válida a relação ξ1 + ξ2 + ξ3 = 1 e as 

expressões são obtidas de maneira que a função de interpolação tenha valor unitário em 

um ponto escolhido e nulo nos demais pontos. Levando-se, então, estas condições no 

Polinômio de Lagrange determinam-se as funções para o elemento triangular 

quadrático. 
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(4.19)

 

Seja γ o ponto fonte (ponto de aplicação da carga unitária), onde se localiza a origem do 

sistema de coordenadas polares (r,φ). Como os lados da célula triangular quadrática são 

retos, as coordenadas triangulares homogêneas de um ponto α(r,φ) no interior da célula 

podem ser calculadas como a seguir, segundo BREBBIA e WALKER (1980) e 

BREBBIA et al. (1984): 
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( )ϕϕγξ ρρξρ ρ
senab

A
r

++= cos
2

 
(4.20)

 

 

onde    aρ = xγ -xβ   e   br = yβ - yγ  , sendo (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) as coordenadas 

cartesianas dos vértices da célula. Os índices acima variam da seguinte forma: 

 

2,1,31,3,23,2,1 =⇒=⇒= γβρ  (4.21)

 

É importante esclarecer que 
ρξγ é o valor de ξρ no ponto singular γ , e pode ser 

calculado a partir das expressões: 
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(4.22)

 

A = ½ (b1 a2  -  b2 a1)   é a área da célula e (x , y) são as coordenadas do ponto fonte. 

Definindo-se a distância Rρ ( )ϕ  como sendo: 
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Pode-se, então, escrever novamente a equação (4.20) de forma simplificada: 
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As funções de interpolação Ψα , com α = 1,2,3, referentes aos vértices da célula são 

dadas agora por: 
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e as funções de interpolação Ψα , com α = 4,5,6, referentes aos pontos médios dos lados 

da célula são dadas por: 
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FIGURA 4.1 – Célula Triangular com Ponto Fonte no Vértice 

 

 

 
FIGURA 4.2 - Célula Triangular com Ponto Fonte no Meio do Lado 
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onde α = 4, 5,  6  →  β = 1, 2, 3  e  η = 2, 3, 1. As Eq.(4.25) e Eq.(4.26) representam 

as funções de interpolação para o elemento triangular quadrático no sistema local em 

coordenadas polares.  

 

4.3.2 A Integral de Domínio da Equação dos Deslocamentos 

 

A integral de domínio da Eq.(4.2) é mostrada novamente a seguir: 
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Z é o número de células, K o número de pontos de integração, Wk o fator de peso 

associado, │J│k  o Jacobiano da transformação de coordenadas e Ψ é a função de 

interpolação. No cálculo total de Q cada célula contribuirá com uma matriz 2x18: 
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Seja ΩdαΨ
*

j
∫=

Ω
α εe  uma submatriz (2x3) de e, com a = 1, 2,..., 6. Para o 

cálculo da integral, define-se um sistema local de coordenadas polares (r,f) com 

origem no ponto singular. Neste sistema de coordenadas pode-se escrever que 

Φε )r/1(* = , onde Φ é função apenas de f. Desprezando-se os termos de segunda 

ordem tem-se que dW=r dr df: 
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∆Ω

α ϕddrαΨΦe  

 

Considerando-se o ponto fonte no nó γ e a função de interpolação referente ao nó α 

podem-se ter duas situações distintas: 

 

• O nó α (ponto campo) refere-se a um dos vértices da célula; 

• O nó α (ponto campo) refere-se a um dos nós internos dos lados da célula; 

 

Combina-se uma destas situações com o nó γ se referindo a uma das três situações 

possíveis: 

 

• O nó γ (ponto fonte) está localizado em um dos vértices da célula; 

• O nó γ (ponto fonte) está localizado em um dos nós internos dos lados da célula; 

• O nó γ (ponto fonte) está localizado em um nó que não pertence à célula; 

 

Tem-se, portanto, seis situações diferentes a serem analisadas. Quando o ponto fonte 

está localizado no vértice da célula, a integração é feita de uma única vez (FIG. 4.1). 

Entretanto, quando o ponto fonte está localizado no interior de um dos lados, a célula é 

subdividida em duas partes e a integração é feita através da soma das duas parcelas 

referentes a cada subdivisão (FIG. 4.2). 

 

Considera-se inicialmente o ponto fonte γ localizado em um dos vértices da célula e a 

função de interpolação α referente, também, a um dos vértices da célula (α = 1, 2, 3). 

Então, isolando-se o ponto singular com um segmento de círculo de raio e e 

considerando o limite para e→0, conforme FIG. 4.1, tem-se:  
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Levando-se a Eq.(4.25) na Eq.(4.29), vem: 
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A seguir, considera-se o ponto fonte γ situado em um dos vértices da célula e a função 

de interpolação α referente a um dos nós internos dos lados da célula. Nestes casos, os 

índices têm a seguinte variação: 

 

α = 4, 5, 6  →    β  = 1, 2, 3   e   η = 2, 3, 1;        γ = 1, 2, 3;     Ψa = 4xbxh.  

 

Então, levando-se a Eq.(4.26) na Eq.(4.29), vem: 
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Então: 
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Observa-se que 04 =
ηβ ξξ γγ  na equação (4.31) porque sempre tem um valor nulo de gx.  

 

Considera-se, agora, o ponto fonte γ localizado no nó interno de um dos lados da célula. 

Para esta situação, conforme FIG.4.2, tem-se: 
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Para a função de interpolação α referente a um dos vértices da célula, levando-se (4.25) 

em (4.32), com α = 1, 2, 3  e  γ = 4, 5, 6  →  χ = 1, 2, 3  e  δ = 2, 3, 1: 
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Com a função de interpolação α referente, também, a um dos nós internos dos 

lados da célula (α = 4, 5, 6 → β  = 1, 2, 3  e  η = 2, 3, 1): 
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Observando-se as simplificações definidas na Eq.(4.23), repetidas a seguir: 
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e levando-se a Eq.(4.26) na Eq.(4.34), obtém-se: 
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Supõe-se, agora, o ponto fonte γ localizado fora da célula (FIG. 4.3): 
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Os índices variam da seguinte maneira:  ρ = 1,2,3  →  χ = 2,3,1  e  δ = 3,1,2. 

Considerando-se a função de interpolação referente a um dos vértices da célula, com 

α=1, 2, 3, e levando-se a Eq.(4.25) na Eq.(4.36), tem-se: 
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Considerando-se, finalmente, a função de interpolação α referente a um dos nós internos 

aos lados da célula (α = 4, 5, 6 →  b=1, 2, 3 e h=2, 3, 1) e levando-se (4.26) em (4.36):  
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FIGURA 4.3 – Célula Triangular com Ponto Fonte Fora da Célula 
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É importante ressaltar que gxr  é, ainda, o valor de xr no ponto singular γ dado pela 

Eq.(4.22). Observa-se também que a Eq.(4.37) e a Eq.(4.38) reproduzem as equações 

anteriores quando se atribui o respectivo valor de gxr à situação desejada e sabendo-se 

que Rρ(f)=0. Resumindo, a Eq.(4.30) e a Eq.(4.31) são válidas para o ponto fonte γ 

localizado em um dos vértices da célula, a Eq.(4.33) e a Eq.(4.35) são válidas para o 

ponto fonte γ localizado em um nó interno de um dos lados e a Eq.(4.37) e a Eq.(4.38) 

para o ponto fonte fora da célula. 

 

4.3.3 A Integral de Domínio da Equação das Tensões 

 

A integral de domínio da Eq.(4.4) é mostrada novamente a seguir: 
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Z é o número de células, K o número de pontos de integração, Wk o fator de ponderação 

associado, │J│k  o Jacobiano da transformação de coordenadas e Ψ é a função de 

interpolação. No cálculo total de Q’ cada célula contribuirá com uma matriz 3x18, que é 

dada por: 
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onde: 
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Seja ΩΨαΩ
α d

j

*ˆ∫= εe ''  uma submatriz (3x3) de ‘e, com a =1, 2,..., 6. Para o 

cálculo da integral, define-se um sistema local de coordenadas polares (r,f) com 

origem no ponto singular. Neste sistema de coordenadas pode-se escrever que 

Φε )r/1(' 2*ˆ = , onde Φ é função apenas de f. Desprezando-se os termos de 

segunda ordem tem-se que dW=r dr df: 
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Considera-se inicialmente o ponto fonte γ localizado em um dos vértices da célula e a 

função de interpolação α referente, também, a um dos vértices da célula (α = 1, 2, 3). 

Então, isolando-se o ponto singular com um segmento de círculo de raio e e 

considerando o limite para e→0, conforme FIG. 4.1, tem-se: 
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Levando-se a Eq.(4.25) na Eq.(4.42), tem-se: 
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Pelas condições intrínsecas de Φ sabe-se que ( ) 0dlim
2π
00ε

=∫→
ϕΦεLn . Então:    
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Da Eq.(4.45) na Eq.(4.44), vem: 
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Observar que a integração é feita em torno do ponto campo com f variando de 0 a 2p, 

devido a Eq.(4.45). 

 

Considerando-se o ponto fonte γ localizado em um dos vértices da célula e a função de 

interpolação α referente a um dos nós internos dos lados da célula, tem-se: 
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Levando-se a Eq.(4.26) na expressão acima, vem: 
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Então: 
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Considera-se, agora, o ponto fonte γ localizado em um dos pontos médios dos lados da 

célula e a função de interpolação α referente a um de seus vértices. Levando-se a 

Eq.(4.25) na Eq.(4.42), tendo-se em vista a FIG. 4.2, vem: 
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Considera-se, agora, o ponto fonte γ localizado em um dos nós internos e a função de 

interpolação α referente, também, a um dos nós internos dos lados da célula. Tem-se 

então: 

 

α = 4, 5, 6 → β  = 1, 2, 3  e  η = 2, 3, 1;  γ = 1, 2, 3 → χ = 1, 2, 3  e  δ = 2, 3, 1  
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Levando-se a  Eq.(4.26) na Eq.(4.49), tem-se: 
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Sabe-se que: 
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Levando-se em (4.50), vem: 
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Sabendo-se que (A) é a área da célula, observar que: 
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A integração é feita em torno do ponto campo com f variando de 0 a 2p devido a 

Eq.(4.52). 

 

Supõe-se, agora, o ponto fonte γ localizado fora da célula, segundo FIG. 4.3. Seja: 
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Levando-se (4.25) em (4.54), vem: 
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Considerando-se, finalmente, a função de interpolação α referente a um dos nós internos 

dos lados da célula, o ponto fonte γ fora dela e tendo-se em conta a Eq.(4.26), vem: 
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É importante ressaltar que 
βξγ e 

ηξγ  são, ainda, os valores das coordenadas triangulares 

dos respectivos pontos singulares. As Eq.(4.57) e Eq.(4.58) reproduzem as situações 

anteriores considerando-se o termo logarítmico como sendo LnRχ ou Ln Rδ e também 

os valores de Rρ(f)=0, 
βξγ e 

ηξγ . 

 

4.3.4 Exemplos de Aplicação para a Integração Semi-Analítica 

 

Para verificação das expressões desenvolvidas são mostrados três exemplos de 

aplicação. O primeiro se refere a uma chapa retangular submetida à tensão inicial com 

variação linear ao longo do comprimento (FIG. 4.4). No segundo exemplo a mesma 

chapa retangular é submetida à tensão inicial com variação parabólica (FIG.4.5). 

Finalmente, o terceiro exemplo se refere a um anel em que uma pequena porção entre 

duas seções transversais adjacentes é retirada e as extremidades do anel são unidas 

novamente por solda, por exemplo. O anel obtido estará submetido a tensões iniciais 

mesmo na ausência de forças externas (FIG. 4.6).  
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4.3.4.1 Chapa retangular submetida a tensão inicial com variação linear 

 

Os deslocamentos na direção x nos nós 13 a 21 foram de 0,168 cm (solução analítica) e 

os resultados para as tensões na direção x foram exatos e iguais a zero em todos os 

pontos do contorno e em todos os pontos internos. 

variação linear

mín
máx

21

19

15

13

X

Y

Dados :

Comprimento: 120 cm
Largura: 100 cm
Mód. Elasticidade:  20000 kN/cm2
Coef. Poisson: 0,00

max: 40 kN/cm2
min: 16 kN/cm2

Desl. x máximo (13 a 21) = 0,168cm
53 7 9 11

 
FIGURA 4.4 – Chapa Retangular e Tensão com Variação Linear 

 

4.3.4.2 Chapa retangular submetida a tensão inicial com variação parabólica 

 

A mesma chapa retangular do exemplo anterior é submetida a uma tensão inicial com 

variação parabólica da forma: sx  = x2/600 – 0,40x + 40.  Foram obtidos deslocamentos 

nos nós 13 a 21 de 0,1438 cm, iguais à solução analítica e os resultados para as tensões 

na direção x, nos pontos 13 a 21 e nos pontos internos, foram exatos e iguais a zero. 

Houve pequeno erro em alguns pontos do contorno. Na TAB.4.1 são listados os erros 

encontrados em pontos representativos, em relação à tensão inicial aplicada. 

 

TABELA 4.1 – Tensões na direção X 

Elemento Nó Tensões Vr Exato Vr Calc. Erro 
3 5 26,667 0,00 -0,1167 0,44% 
 6 24,167 0,00  0,0633 0,26% 
 7 22,000 0,00 -0,1000 0,45% 
5 9 18,667 0,00 0,0533 0,29% 
  10 17,500 0,00 -0,0300 0,17% 
 11 16,667 0,00  0,0433 0,26% 
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variação parabólica

Y

X

13

15

 
 

21

máx
mín

Dados:

Comprimento: 120 cm
Largura: 100 cm
Mód. Elasticidade : 20000 kN/cm2
Coef Poisson: 0,00

max: 40 kN/cm2
min: 16 kN/cm2

Desl. x máximo (13 a 21) = 0,1438cm5 7 9 113

19

 
FIGURA 4.5 – Chapa Retangular - Tensão com Variação Parabólica 

 

4.3.4.3  Anel circular submetido a tensão inicial 

 

O exemplo se refere a um anel em que uma pequena porção entre duas seções 

transversais adjacentes é retirada e as extremidades do anel são unidas novamente. O 

anel obtido estará submetido a tensões iniciais mesmo na ausência de forças externas. 

As expressões para as tensões internas resultantes são conhecidas. O anel, então, é 

submetido a estas tensões iniciais provocando os deslocamentos das seções adjacentes 

até coincidirem. Sendo a o raio interno e b o raio externo, E o módulo de elasticidade do 

material e α o pequeno ângulo que mede a porção do anel que foi retirada, as tensões 

iniciais em um ponto sobre o raio r, podem ser calculadas através da seguinte expressão, 

segundo Timoshenko e Goodier (1980): 
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(4.59)

 

Considerando-se a simetria em relação ao eixo OY, as condições de contorno foram 

introduzidas nos nós 37 a 41. Além destes vínculos, impediu-se, também, o 

deslocamento do nó 41 na direção Y, evitando-se o movimento de corpo rígido. Na 

TAB. 4.2 estão relacionados os deslocamentos na direção X dos nós onde a pequena 

porção do anel foi retirada, considerando-se a simetria. A malha para a estrutura 

simétrica mostrada na FIG.4.6 tem 72 células triangulares e 40 elementos de contorno. 

As tensões obtidas para a célula no15 são mostradas na TAB.4.3, sendo os erros 

calculados em relação às tensões iniciais aplicadas. 

 

TABELA 4.2 – Deslocamentos na direção X 

 Nó Vr Exato Vr Calc. Erro 
1 2,618  2,619 0,04% 
2 2,814  2,814 0,00% 
3 3,011 3,008 0,09% 
4 3,207 3,203 0,12% 
5 3,403  3,398 0,15% 

 

TABELA 4.3 – Tensões Normais  

Célula Nó Tensões  Vr Exato Vr Calc. Erro 
15 6 24,96 0,00  0,15000 0,600% 
 7 11,06 0,00 -0,00069 0,006% 
 8 11,06 0,00 -0,00084 0,008% 
 9 0,99 0,00  0,00060 0,060% 
 10 0,99 0,00  0,00072 0,072% 
 11 0,99 0,00  0,00085 0,085% 
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X

Y

Dados:

Raio Interno    : 100 cm
Raio Externo   : 130 cm
Mód Elasticid. :  21000 kN/cm2
Ângulo α         : 3,0 graus
Coef. Poisson      : 0,30

5

1

O

37

41

EIXO DE SIMETRIA

5

4

3
2

1

6

11

10

9

7

8

15

 
FIGURA 4.6 - Anel Circular com Tensão Inicial 

 

 

4.4 Algoritmo para Análise Não-Linear 

 

Para a solução do problema elastoplástico, um algoritmo incremental e iterativo, 

baseado no processo das tensões iniciais, segundo OWEN e HINTON (1980), é 

empregado. O problema é resolvido linearmente para o carregamento total e esta é 

a única vez que o sistema é resolvido. Determina-se, então, o estado de tensões 

correspondente à fração do carregamento quando ocorre o primeiro escoamento. 

A partir daí, o carregamento excedente é aplicado de forma incremental até que 

todo ele esteja presente. Para cada incremento o estado de tensões, representado 

pela tensão efetiva, é monitorado pelo critério de escoamento escolhido. A tensão 

residual é reaplicada elasticamente de modo a evitar que a tensão efetiva fique fora 

da superfície de escoamento e que seja restaurado o equilíbrio. Isto provoca um 

novo campo de tensões residuais que é novamente verificado da mesma maneira 

anterior em um processo iterativo. Quando este campo de tensões residuais, em 

determinada iteração, puder ser desprezado em relação a uma tolerância 

especificada, o processo é interrompido e novo incremento de carga é aplicado. 
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Quando todo o carregamento estiver instalado o problema está resolvido. As 

diversas etapas deste algoritmo são resumidas a seguir: 

 

a) Calcula-se o incremento das tensões elásticas utilizando-se, para a primeira 

iteração: 

nσ && β=e  (4.60)

 

e para as demais iterações: 

 

oe σBσ && =  (4.61)

 

A parcela n&  que representa a solução elástica do problema vem multiplicada por um 

fator β que determina o incremento do carregamento. Para se evitar erros cumulativos 

esta parcela n&β  é aplicada na primeira iteração de todo incremento de carga; 

b) Calcula-se o incremento das tensões verdadeiras pela Eq.(3.73) ou Eq.(3.74) 

para cada iteração r: 
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c) Verifica-se a convergência, comparando o valor de p
eε  calculado e o seu valor 

acumulado na iteração corrente, para se saber se ele pode ser desprezado. 

Usando as Eq.(3.51), Eq.(3.57) e Eq.(3.68), vem:  
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Então: 
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onde σe é a tensão efetiva dada pelo critério de escoamento. Este item precisa ser 

explicado em mais detalhes para um melhor entendimento. Se a tensão efetiva é maior 

que a tensão de plastificação, a porção excedente é reduzida para a superfície de 

escoamento, permitindo-se que uma deformação plástica ocorra. Como esta redução 

leva o ponto resultante na direção tangente ao ponto considerado, uma discrepância 

razoável pode acontecer em regiões de grande curvatura desta superfície. Isto é evitado 

subdividindo-se a tensão efetiva excedente e reduzindo-se cada uma das subdivisões até 

a superfície de escoamento, como está mostrado na FIG.4.7. A precisão dependerá do 

valor de cada subdivisão. 

  

d) Calcula-se o incremento de tensões iniciais a partir da Eq.(3.78) 
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e) Acumulam-se os valores das tensões iniciais e das tensões verdadeiras, para a 

iteração r: 
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ijrijrij σσσ &&& +=
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f) Continua o processo, para o nó seguinte, voltando ao item b), até que todos os 

nós sejam pesquisados. 

g) Volta ao item a) para nova iteração. 

 

As iterações são repetidas até que se consiga a convergência em todos os pontos 

inelásticos passando-se, então, para novo incremento de carga. 
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FIGURA 4.7 – Esquema do Algoritmo Não-Linear 

 

O processo das tensões iniciais não inclui a restrição de incompressibilidade das 

deformações inelásticas que aparece no processo das deformações iniciais. Desta forma, 

além dos critérios de escoamento de Tresca e Von Mises, os critérios de Mohr-Coulomb 

e Drucker-Prager também podem ser empregados. 

 

4.5 Fator de Intensidade de Tensão 

 

A Integral J está relacionada com o FIT, em condições de estado plano de deformação, 

pela expressão: 

 

  

)(1 22
2

III KK
E

J +
−

=
ν  

(4.62)

 

onde J é dado pela Eq.(2.2) e será repetida a seguir para melhor entendimento. 

 

( ) ∫∫ ΓΓ
Γ+Γ−= dnWdutnWJ piie 11,1  
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ISHIKAWA et al. (1980) apud ALIABADI e ROOKE (1991) mostraram que é possível 

desacoplar a Integral J nas componentes dos modos de fratura I e II. Eles separaram as 

tensões, deformações, deslocamentos e forças de superfície, analiticamente, nas suas 

componentes, dentro de uma malha simétrica em uma região vizinha à ponta da trinca. 

Consideraram dois pontos P(x1, x2) e P’(x1, -x2), simétricos em relação ao eixo da trinca, 

onde os parâmetros são calculados. Desde que a trajetória da integração seja simétrica 

em relação ao eixo da trinca, é possível fazer a seguinte decomposição no campo 

elástico: 
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(4.63)

 

A Eq.(4.63) mostra a seguinte decomposição:      II
ij

I
ijij σσσ +=      e     II

i
I
ii uuu +=                              

As equações desacopladas para o cálculo do FIT de cada modo, independentemente, 

são: 

 

2
21

II K
E

J ν−
=         e        2

21
IIII K

E
J ν−

=  
(4.64)

    

Neste trabalho a região vizinha à ponta da trinca é discretizada em células triangulares 

segundo FIG. 4.8. Como a Integral J é independente do caminho, pode-se escolher a 

trajetória mais conveniente. A escolha corresponde à última linha poligonal da malha, 

onde o termo plástico de J é nulo, pois não há plastificação, em razão da Eq.(4.45) ou 

Eq.(4.52). Observa-se que a simetria necessária para o desacoplamento dos Fatores de 

Intensidade de Tensão também é atendida. 
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TRINCA

 
FIGURA 4.8 – Células na Ponta da Trinca 

 

 

4.6 Propagação da Trinca por Fadiga 

 

De uma maneira geral existem duas técnicas distintas para previsão de propagação de 

trinca por fadiga: 

• Previsão ciclo a ciclo; 

• Estimativa através de valores característicos do FIT; 

 

A primeira técnica é utilizada para previsão de propagação de trinca com carregamento 

de amplitude variável, enquanto a segunda é empregada para amplitude constante. 

Qualquer que seja o tipo do carregamento cíclico, os eventos mais significativos para o 

comportamento à fadiga do material, são os seus valores máximos e mínimos, isto é, o 

momento no qual se reverte a direção deste carregamento. Na ponta da trinca, por causa 

da singularidade do campo de tensão e de deformação, aparece a plasticidade reversa. 

Além disso, na história do carregamento no tempo, os valores extremos são 

caracterizados pela taxa do carregamento, que pode variar de uma maneira sistemática, 

senoidal, por exemplo, ou de uma maneira aleatória. Sendo os efeitos da fadiga 

diretamente dependentes do tempo, fadiga por corrosão, por exemplo, a taxa do 

carregamento tem que ser considerada, ou seja, os efeitos da forma da onda e da 

freqüência cíclica. Entretanto se os efeitos não são diretamente dependentes do tempo a 

história do carregamento no tempo pode ser suficientemente descrita por uma série de 

máximos e mínimos e a carga na estrutura deve ser medida por um longo período para 
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ser mais representativa. O comprimento da trinca, depois de N ciclos, pode ser obtido 

por: 

 

i
N

i
oN aaa ∆Σ

1=
+=         

(4.65)

 

com 
dN
daai =∆  para ∆K e R = σmin/σmáx no ciclo i obtido como se fosse para 

carregamento com amplitude constante. 

Previsões feitas através de valores de K são baseadas na similitude, ou seja, as 

mesmas condições no mesmo sistema causarão as mesmas conseqüências. A taxa de 

crescimento da trinca, para carregamento com amplitude constante, pode ser calculada 

através da relação empírica conhecida como Lei de Paris: 

 

( ) pm
ep ∆KC

dN
da

=         
(4.66)

 

onde Cp e mp são constantes do material obtidas experimentalmente. ∆Ke é a variação 

do fator de intensidade de tensão equivalente obtido através dos valores máximos e 

mínimos dos fatores de intensidade de tensão dos modos I e II com o auxílio da 

Eq.(2.10) ou da Eq.(2.15). da/dN é a taxa do crescimento da trinca quando N→1.  Para 

a maioria dos materiais mp se encontra entre 3 e 5 e Cp depende fortemente do material. 

 

Existem duas limitações para ∆Ke . Se ∆Ke é muito grande ocorre imediatamente a 

ruptura porque Kmax excede a tenacidade à fratura do material KIc . Por outro lado se ∆Ke 

é muito pequeno a trinca não se propagará. Há um valor inicial ∆Ko onde a trinca só 

propagará se ∆Ke > ∆Ko. O resultado destas limitações é que da/dN e ∆Ke podem ser 

representados pela FIG.4.9. 
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FIGURA 4.9. Esquema da propagação da trinca por fadiga 

 

FORMAN et al. (1967) apud BROEK (1986) sugeriram uma taxa infinita de 

crescimento para tamanho crítico de trinca, ou seja, para Kmáx = KIc. A equação é escrita 

por: 
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ep
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(4.67)

 

A fórmula acima não contempla a assíntota inferior que indica o início da propagação 

da trinca, ou mesmo, o início da trinca, onde da/dN→0 quando ∆Ke = ∆Ko. Duas 

expressões que incluem as limitações mencionadas podem ser a de PRIDDLE e a de 

BRANCO et al. apud SCHUVE (1979), ou seja: 
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(4.68)

 

Estas fórmulas não têm justificativas teóricas, sendo apenas ajustadas aos resultados 

obtidos em ensaios com corpos de prova em laboratório. As constantes do material são 

obtidas através de análise de regressão. 
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4.7 Programa de Computador 

 

O programa de computador utilizado para obtenção dos resultados, chamado de 

Programa KLEIN, foi desenvolvido pelo autor desta tese, a partir do programa para 

análise elástica bidimensional de Arthur Portela, para o Método dos Elementos de 

Contorno Dual. Foram acrescentadas diversas subrotinas para possibilitar a análise 

elastoplástica. O processo das tensões iniciais, empregado no algoritmo elastoplástico, 

exige a discretização de parte do domínio onde se espera a plastificação. Escolheu-se, 

então, a célula triangular quadrática, de lados retos, como descrita no item 4.3. Foi 

desenvolvida uma subrotina que cria a malha de células triangulares, em torno da ponta 

da trinca. A quantidade de células da malha depende do número NCEL de células em 

torno da ponta da trinca. Esta quantidade total é de (5*NCEL) para cada ponta, sendo 

NCEL=10 nos exemplos apresentados. A geometria simétrica da malha, em relação ao 

eixo da trinca, permite a verificação de problemas simétricos sem a introdução de erros 

adicionais. Durante a propagação da trinca a malha é deslocada para a nova ponta, não 

se armazenando os valores anteriores das deformações plásticas. Um novo problema é 

estudado com a nova posição da ponta. Justifica-se este procedimento porque a 

utilização da Integral J, em problemas elastoplásticos só é válida para carregamentos 

monotônicos e de velocidade de propagação constante, evitando-se o descarregamento. 

O comprimento da propagação é equivalente ao comprimento de quatro elementos da 

ponta da trinca. Como a malha se estende até o terceiro elemento não há nenhum ponto 

da nova malha que coincida com a anterior.  

 

O programa original cria duas numerações distintas, uma fornecida pelo usuário com os 

nós nos extremos dos elementos de contorno, chamada de malha geométrica. Outra, a 

malha funcional, com os nós localizados no interior do elemento descontínuo e nos 

extremos dos elementos contínuos. No processo de integração, a colocação é feita no nó 

funcional, distante 1/6 L da ponta da trinca, sendo L o comprimento do elemento. Para a 

integração semi-analítica necessita-se do valor das tensões em cada um dos seis nós das 

células. O valor das tensões nos nós das células, que coincidem com a ponta da trinca, 

não pode ser obtido através das equações integrais, devido à singularidade no campo de 

tensões. Para evitar esta dificuldade foi feita uma extrapolação, na função de 
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interpolação, a partir dos valores dos nós funcionais. Os dois valores obtidos, um para 

cada face da trinca, correspondem aos valores assumidos para as células extremas. Para 

as demais células internas optou-se por uma interpolação trigonométrica destes dois 

valores.  

 

Foi incorporada ao programa uma subrotina que permite a consideração de um campo 

de tensões iniciais no domínio, evitando-se a inclusão de contornos remotos para 

domínios infinitos. 

 

A modificação mais significativa foi a inclusão das rotinas que permitem a análise 

elastoplástica do problema, seguindo os programas de OWEN e HINTON (1980). O 

programa permite a consideração de vários critérios de escoamento, de forma unificada, 

como foi sugerido por NAYAK e ZIENKIEWICZ (1972). Esta modificação alterou 

bastante a estrutura do programa original, porque a solução iterativa exige 

armazenagem diferente das matrizes, seguindo as expressões mostradas no item 4.4. 

 

 

4.8 Resumo 

 

Neste capítulo é apresentada a formulação do Método dos Elementos de Contorno Dual 

para análise elastoplástica de corpos com trincas. A formulação é geral e pode ser 

aplicada a problemas elastoplásticos no modo misto com uma única região. A existência 

das integrais de parte finita na equação integral de contorno para forças de superfície, 

exige a utilização de uma estratégia de modelamento das trincas com elementos 

descontínuos. O efeito do comportamento elastoplástico é representado pelo campo de 

tensões iniciais na região discretizada, com células triangulares quadráticas de lados 

retos. As integrais nas células são calculadas de forma semi-analítica, como mostradas 

na seção 4.3, onde todas as expressões são desenvolvidas detalhadamente, removendo-

se a singularidade que aparece quando o ponto fonte está localizado em um de seus 

lados. O procedimento semi-analítico, devido à sua simplicidade, é utilizado mesmo 

quando o ponto fonte está localizado fora da célula. O algoritmo para solução do 

problema elastoplástico e o estudo da velocidade de propagação da trinca por fadiga são 
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brevemente descritos, devendo ser consultada a bibliografia indicada para estudos mais 

detalhados. Finalmente o programa de computador utilizado na solução dos exemplos 

mostrados no capítulo V é descrito. 

 



 

 

 

 

 

 

 

5 
EXEMPLOS DE APLICAÇÃO 
 

 

 

 

Os exemplos apresentados a seguir comprovam a eficiência do método e a consistência 

dos resultados. São mostrados quatro exemplos de propagação de trinca onde os Fatores 

de Intensidade de Tensão são calculados considerando-se o comportamento do material 

elástico e plástico. Depois são apresentados três exemplos da evolução da plastificação 

na ponta da trinca em função do aumento do carregamento. Todos os exemplos 

correspondem à análise de chapa retangular com uma ou duas trincas e levando-se em 

consideração as condições de simetria, de modo que nenhum dos problemas estudados 

tenha mais de uma ponta de trinca. 

 

O primeiro exemplo é de uma chapa retangular com duas trincas horizontais na metade 

da altura das arestas. Na chapa atuam tensões verticais de tração auto-equilibradas. As 

condições de simetria são impostas no eixo vertical que passa no centro da chapa. A 

chapa é feita de aço e o critério de escoamento é o de Von Mises. O material foi 

considerado elástico-perfeitamente plástico. Compara-se a influência do aumento do 

comprimento da trinca nos resultados elásticos e plásticos.  
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O segundo exemplo estuda o comportamento de uma chapa retangular submetida a uma 

tensão uniforme de tração vertical. A chapa tem uma trinca horizontal na metade da 

altura de uma das arestas. A chapa tem as mesmas dimensões e características do 

exemplo anterior. 

 

A mesma chapa dos dois exemplos anteriores é estudada no terceiro exemplo, mas 

agora com uma trinca central. Devido à simetria do problema, apenas a metade da chapa 

é considerada, com o eixo de simetria passando no centro da trinca. 

 

O quarto exemplo estuda uma chapa retangular com tensões de tração vertical auto-

equilibradas, aplicadas nos lados horizontais da chapa. A chapa contém uma trinca 

inclinada de 45o, que começa a 40% da altura, em uma das arestas. As características do 

material são as mesmas dos exemplos anteriores. 

 

Os três exemplos finais correspondem à análise da plastificação na ponta da trinca de 

chapas estudadas em trabalhos encontrados na literatura. Os resultados são comparados 

com os resultados obtidos nesta Tese e, também, com outros modelos que levam em 

consideração a plastificação na ponta da trinca.  

 

 

5.1 Exemplo I – Chapa retangular com duas trincas horizontais 

h=
10

a

b=5a

a

b=5a

a

 
FIGURA 5.1 - Chapa retangular com trincas nas laterais  
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TABELA 5.1 – Fatores de Intensidade de Tensão – Plástico 

KI-0 = 93,946 σo = 100  σY = 550   
KII-0= -1,045E-05 E = 210000  ν  =  0,3 
KI-EQ-0 93,946 h=2,0       b = 1,0    a  =  0,2 

Increm KI KII KI-Eq 
0 1,000 -1,325E-07 1,000 
1 1,229 -1,997E-05 1,229 
2 1,454  1,312E-04 1,454 
3 1,671 -2,362E-04 1,671 
4 1,879  5,979E-04 1,879 

 

 
TABELA 5.2 – Fatores de Intensidade de Tensão – Elástico 

KI-0 = 93,946 σo = 100  
KII-0 -1,045E-05 E = 210000 ν =0,3 
KI-EQ-0 93,946   

Increm KI KII KI-Eq 
0 1,000 -1,325E-07 1,000 
1 1,222 -5,038E-07 1,222 
2 1.433 -1,025E-06 1.433 
3 1,634 -1,391E-06 1,634 
4  1,829 -1,653E-06 1,829 
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FIGURA 5.2 - Gráfico dos Fatores de Intensidade de Tensão 
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TABELA 5.3 – Resistência Residual e Número de Ciclos de Carga – Plástico 

σmín/σmáx = 0,666          σo = 100           Avanço: 0,08 
Increm RES-R N-C-C 

0 1.0 0.0 
1 0.814 151033 
2 0.688 230982 
3 0.599 278561 
4 0,532 309499 

 

 
 

TABELA 5.4 – Resistência Residual e Número de Ciclos de Carga – Elástico 

σmín/σmáx = 0,666         σo = 100           Avanço: 0,08 
Increm RES-R N-C-C 

0 1,0 0.0 
1 0,819 152005 
2 0,698 234376 
3 0,612 284796 
4 0,547 318292 

 

 

Trinca

 
FIGURA 5.3 - Detalhe da Plastificação 

 
 
No exemplo apresentado, para Estado Plano de Tensão, a tensão de escoamento 

monitora a região plastificada (destacada pelas hachuras), de tal maneira que esta região 

não tenha nenhum ponto na fronteira da malha de células. As curvas delimitam as 

regiões plastificadas nos diversos incrementos de propagação (total de 4). Devido à 

simetria do problema, a direção da propagação é horizontal. Mostram-se nas Tabelas 5.3 

e 5.4 a perda de resistência da peça em função da propagação da trinca, considerando-se 

os comportamentos plástico e elástico, respectivamente. Observa-se que, a perda de 
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resistência da peça com comportamento plástico é maior que a perda com 

comportamento elástico. 

 

5.2 Exemplo II – Chapa retangular com uma trinca horizontal 

 

h=
10

a
b = 5 a

a

 
FIGURA 5.4 - Chapa retangular com uma trinca na lateral  

 

TABELA 5.5 – Fatores de Intensidade de Tensão – Plástico 

KI-0 = 109,3568 σo = 100 σY  = 650 
KII-0 -9,943E-05 E = 210000   ν  =  0,3 
KI-EQ-0 109,3568 h=2,0        b = 1,0   a  =  0,2 

Increm KI KII KI-EQ 
0 1,000 -9,092E-07 1,000 
1 1,386 -6,288E-05 1,386 
2 1,909  3,797E-04 1,909 
3 2,600 -5,225E-04 1,600 
    

 
TABELA 5.6 – Fatores de Intensidade de Tensão – Elástico 

 
KI-0 = 109,3568 σo = 100  
KII-0 -9,943E-05 E = 210000 ν =0,3 
KI-EQ-0 109,3568   

Increm KI KII KI-EQ 
0 1,000 -9,092E-07 1,000 
1 1,373 -2,370E-06 1,373 
2 1,863 -5,671E-06 1,863 
3 2,544 -1,056E-05 2,544 
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FIGURA 5.5 - Gráfico dos Fatores de Intensidade de Tensão 
 

 
TABELA 5.7 – Resistência Residual e Número de Ciclos de Carga – Plástico 

 

σmín/σmáx = 0,666         σo = 100            Avanço: 0,08 
Increm RES-R N-C-C 

0 1,000 0,000 
1 0,722 48623 
2 0,524 77565 
3 0,385 95103 
   

 

 
TABELA 5.8 – Resistência Residual e Número de Ciclos de Carga – Elástico 

 
σmín/σmáx = 0,666          σo = 100           Avanço:0,08 
Increm RES-R N-C-C 

0 1,000 0,000000 
1 0,729 48522 
2 0,537 77214 
3 0,393 94436 
   

 
 
No segundo exemplo, para Estado Plano de Tensão, o FIT é maior do que no exemplo 

anterior. Foi considerada uma tensão de escoamento σY também maior do que no 

exemplo anterior, que impede a plastificação de pontos na fronteira da malha. O FIT 

com comportamento plástico é ligeiramente maior que o FIT com comportamento 
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elástico, como no exemplo anterior. Observar que os dois exemplos têm os mesmos 

dados, com condições de contorno diferentes. Devido à simetria, a direção da 

propagação é horizontal. 

  

Trinca

 
FIGURA 5.6 - Detalhe da Plastificação  

 

 

5.3 Exemplo III – Chapa retangular com trinca horizontal no centro 

 

 

h=
10

a

b=5a b=5a

a

 
FIGURA 5.7 - Chapa retangular com trinca no centro  
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TABELA 5.9 – Fatores de Intensidade de Tensão – Plástico 

KI-0 = 84,103 σo = 100 σY = 500 
KII-0 2,147E-05 E = 210000   ν  = 0,3 
KI-EQ-0 84,103 h=2,0        b = 1,0   a  = 0.2 

Increm KI KII KI-Eq 
0 1,000  8,369E-07 1,000 
1 1,250  1,501E-05 1,250 
2 1,529 -4,474E-05 1,529 
3 1,824  2,123E-04 1,824 
    

 
 

TABELA 5.10 – Fatores de Intensidade de Tensão – Elástico 

KI-0 = 84,103 σo = 100  
KII-0 2,147E-05 E = 210000 ν =0,3 
KI-EQ-0 84,103   

Increm KI KII KI-Eq 

0 1,000  2,553E-07 1,000 
1 1,240 5,208E-07 1,240 
2 1,491  8,287E-07 1,491 
3 1,766  1,023E-06 1,766 
    

 

Trinca

 
FIGURA 5.8 - Detalhe da Plastificação  

 

O terceiro exemplo tem os mesmos dados dos dois exemplos anteriores, modificando-se 

apenas as condições de contorno e a tensão de escoamento σY . A região plastificada é 

mostrada pela parte hachurada da FIG. 5.6 O FIT com comportamento plástico é, 

também, ligeiramente maior que o FIT com comportamento elástico. À medida que a 

trinca propaga a região plastificada aumenta, causando uma pequena influência sobre os 

resultados do FIT. A direção da propagação é horizontal devido à simetria do problema. 
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Mostram-se nas Tabelas 5.11 e 5.12 a perda de resistência da peça em função da 

propagação da trinca, considerando-se os comportamentos plástico e elástico, 

respectivamente. Observa-se que a perda de resistência da peça com comportamento 

plástico é maior que a perda com comportamento elástico. 
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FIGURA 5.9 - Gráfico dos Fatores de Intensidade de Tensão 
 

 
TABELA 5.11 – Resistência residual e número de ciclos de carga – Plástico 

σmín/σmáx 0,666 σo = 100 
Avanço 0,080  
   

Increm RES-R N-C-C 
0 1,000 0,0000 
1 0,800 213638 
2 0,654 318461 
3 0,548 373940 
   

 
TABELA 5.12 – Resistência residual e número de ciclos de carga – Elástico 

σmín/σmáx 0,666 σo = 100 
Avanço 0,080  
   

Increm RES-R N-C-C 
0 1,000 0,00 
1 0,807 215529 
2 0,670 325278 
3 0,566 386043 
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5.4 Exemplo IV – Chapa Retangular com Trinca Inclinada 

 

6a

10
a

4a

4a

a

 
FIGURA 5.10 - Chapa retangular com trinca inclinada a 45o na lateral  

 
TABELA 5.13 – Fatores de Intensidade de Tensão – Plástico 

KI-0 = 151,625 σo = 100 σY  = 950 
KII-0   73,174 E = 210000   ν  = 0,3 
KI-EQ-0 192,120 h=2,5        b = 1,0   a  = 0,25 

Increm KI KII KI-Eq 
0 0,789 0,381 1,000 
1 1,550   1,207E-02 1,551 
2 2,398 -8,964E-03 2,398 
3 3,965  1,528E-02 3,966 
    

 
 
 
 

TABELA 5.14 – Fatores de Intensidade de Tensão – Elástico 

KI-0 = 151,625 σo = 100   
KII-0 73,174 E = 210000 ν =0,3 
KI-EQ-0 192,120   

Increm KI KII KI-Eq 
0 0,789 0,381 1,000 
1 1,530   8,090E-03 1,530 
2 2,332 -8,272E-03 2,332 
3 3,788  1,119E-02 3,788 
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FIGURA 5.11 - Gráfico dos Fatores de Intensidade de Tensão 

 

O quarto exemplo tem uma geometria diferente dos demais, que apresentaram aplicação 

do Modo de Fratura I puro. Este exemplo é uma aplicação no Modo de Fratura misto, 

para Estado Plano de Deformação, observando-se que a direção da propagação define-se 

logo no primeiro incremento, com o modo de fratura tendendo para o Modo I puro. A 

plastificação acontece após o primeiro incremento, e a direção da propagação não 

recebe influência significativa da plastificação. O FIT, ao contrário, sofre um maior 

acréscimo em relação ao FIT com comportamento elástico à medida que aumenta a 

região plastificada.  

 
TABELA 5.15 – Resistência residual e número de ciclos de carga – Plástico 

σmín/σmáx 0,666 σo = 100 
Avanço 0,100  
   

Increm RES-R N-C-C 
0 1,000 0,000 
1 0,645 16516 
2 0,417 19955 
3 0,252 20740 
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TABELA 5.16 – Resistência residual e número de ciclos de carga – Elástico 

σmín/σmáx 0,666 σo = 100 
Avanço 0,100  
   

Increm RES-R N-C-C 
0 1,000 0,00 
1 0,654 16642 
2 0,429 20271 
3 0,264 21140 
   

 
Mostram-se nas Tabelas 5.15 e 5.16 resistências residuais da peça, em função da 

propagação da trinca, considerando-se os comportamentos plástico e elástico, 

respectivamente. Indica-se também o número de ciclos de carga necessários para que 

haja cada uma das propagações da trinca. 

 
TABELA 5.17 – Direção e comprimento da propagação – Elástico e Plástico 

Avanço 0,100  
Increm Direção Comprim. Propag  

0    0,000 0,0 
1 -44,380 0,1 
2  -0,892 0,2 
3    0,428 0,3 
   

 

 

Trinca

 
FIGURA 5.12 - Detalhe da Plastificação  
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5.5 Exemplo V – Chapa retangular com trinca no centro 

h=
12

,5
a

b=8a b=8a

a

 
FIGURA 5.13 - Chapa retangular com trinca no centro  

 

O quinto exemplo consiste na análise de uma chapa estudada por CISILINO (1997). Os 

resultados da Tabela 5.18 estão normalizados pelo valor ay πσ  e mostram boa 

concordância com os valores encontrados na literatura. Os modelos analíticos baseados 

na plastificação da região da ponta de uma trinca em placa infinita, como Irwin, 

Dugdale e Burdekin e Stone podem ser vistos em ANDERSON (2000). Nesta mesma 

referência é observado que o modelo de Burdekin e Stone é o mais realista. O estudo é 

somente da plastificação, não havendo nenhuma propagação da trinca. A região 

plastificada é semelhante à região mostrada em CISILINO (1997) onde os valores do 

FIT não foram relacionados. 

 
TABELA 5.18 – Fatores de Intensidade de Tensão–Elástico e Plástico 

 σ/σY KI
normaliz (elástico) KI

normaliz (plástico)

Klein Irwin Dugdale Burdekin e 
Stone 

0,168 0,175 0,175 0,178 0,178 0,176 
0,300 0,313 0,313 0,328 0,332 0,319 
0,364 0,380 0,386 0,407 0,414 0,391 
0,432 0,451 0,463 0,495 0,511 0,470 
0,500 0,522 0,546 0,589 0,621 0,553 
0,540 0,564 0,588 0,647 0,693 0,604 
0,568 0,593 0,623 0,689 0,749 0,641 

Dados: h = 125 b = 80 a = 10 σy = 1000 E = 100.000 



 

 

115

Fatores de Intensidade de Tensão

0,0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

Tensões aplicadas (s/sy) 

FI
T 

(n
or

m
al

iz
ad

o)

Elástico Klein Irwin Dugdale Burdekin e Stone
 

FIGURA 5.14 - Gráfico dos Fatores de Intensidade de Tensão 
 

 

5.6 Exemplo VI – Chapa retangular com trinca no centro  

h=
12

a

b=2a b=2a

a

 
FIGURA 5.15 - Chapa Retangular com trinca no centro  
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TABELA 5.19 – Fatores de Intensidade de Tensão–Elástico e Plástico 
 σ/σY KI

normaliz 

(elástico) 
KI

normaliz (plástic) 
Klein 

KI
normaliz (plástic)

 
Cisilino 1999

Irwin  Dugdale Burdekin e 
Stone 

0,168 0,201 0,201 0,196 0,204 0,204 0,201 
0,300* 0,360 0,360 0,351 0,379 0,379 0,364 
0,364 0,436 0,447 0,430 0,473 0,473 0,446 
0,432 0,518 0,539 0,509 0,579 0,583 0,537 
0,500 0,599 0,626 0,595 0,693 0,708 0,631 
0,540 0,647 0,674 0,644 0,765 0,791 0,690 
0,568 0,681 0,708 0,684 0,817 0,854 0,732 

Dados: h = 120 b = 20; a = 10; σY = 1000; E = 100.000  
* valor  referente a Cisilino (1999) foi trocado de σ/σY=0,364  para σ/σY=0,300   

 

O sexto exemplo consiste na análise de uma chapa estudada por CISILINO (1999), 

onde os valores elásticos apresentados são inferiores aos resultados mostrados nesta 

tese, em razão das diferentes malhas utilizadas em ambos os trabalhos (observar os 

valores para σ/σY = 0,168 na tabela acima). Entretanto, a relação entre os resultados 

elástico e plástico permanece a mesma. Os valores obtidos na Tese (Klein) concordam 

com os resultados do mencionado trabalho, mantendo-se a relação entre os valores com 

comportamento plástico e elástico. Os resultados da Tabela 5.19 estão normalizados 

pelo valor ay πσ .  
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FIGURA 5.16 - Gráfico dos Fatores de Intensidade de Tensão 
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5.7 Exemplo VII – Chapa retangular com trinca no centro 
 

h=
12

,5
a

b=5a b=5a

a

 

FIGURA 5.17 - Chapa Retangular com trinca no centro  
 
 
O sétimo exemplo consiste na análise de uma chapa estudada por LEITÃO (1993). Os 

dados são mostrados na Tabela 5.20. Neste exemplo, a relação b/a é menor que a do 

exemplo V e maior que a do exemplo VI. Os valores têm boa concordância com o 

trabalho mencionado. Os valores foram normalizados por ayσ . 

 
TABELA 5.20 – Fatores de Intensidade de Tensão–Elástico e Plástico 

 σ/σY KI
normaliz 

(elástico) 
KI

normaliz (plástico)
  

Klein 
KI

normaliz (plástico)
 

Leitão 1993 
Irwin  Dugdale Burdekin e 

Stone 
0,200 0,371 0,371 0,371 0,379 0,381 0,374 
0,300 0,557 0,557 0,557 0,584 0,590 0,568 
0,400 0,742 0,762 0,760 0,805 0,825 0,769 
0,500 0,928 0,970 0,966 1,047 1,103 0,984 
0,550 1.015 1,063 1,058 1,170 1,259 1,092 
0,600 1,113 1,174 1,167 1,315 1,452 1,218 
0,640 1,187 1,248 1,240 1,429 1,622 1,319 
0,680 1,262 1,317 1,357 1,549 1,818 1,428 

 Dados: a = 40; b=200; σY = 1000; E = 100.000  
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 FIGURA 5.18 - Gráfico do Fator de Intensidade de Tensão 

 



 

 

 

 

 

 

 

6 
CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS 
 

 

 

 

O objetivo desta Tese foi formular e implementar o Método dos Elementos de Contorno 

Dual para a análise elastoplástica bidimensional de propagação de trincas. O MECD foi 

escolhido por ser um método numérico adequado para estudo de problemas onde há 

altas concentrações de tensão. Além disso, o MECD trata de problemas de mecânica da 

fratura com ótima precisão utilizando apenas uma região. O emprego de elementos 

descontínuos na ponta da trinca permite que a sua propagação seja feita, atualizando as 

matrizes do sistema, apenas com a adição de linhas e colunas referentes aos novos 

elementos.  

 

O cálculo dos Fatores de Intensidade de Tensão, através da Integral J, mostrou-se 

adequado por levar em conta a região plastificada, apesar de serem calculados em um 

caminho onde os pontos ainda não plastificaram. Nos exemplos apresentados a precisão 

e a consistência dos resultados foram confirmadas.  

 

A integração semi-analítica para a célula triangular quadrática mostrou ser bastante 

precisa, evitando o emprego de células descontínuas que aumentam bastante o tamanho 

das matrizes envolvidas. Foram desenvolvidas as equações para a correta avaliação das 
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integrais de domínio que aparecem na formulação do MECD. Para o cálculo da integral 

J, foi levada em consideração a parcela referente à integral de domínio, da derivada da 

equação integral dos deslocamentos. Esta técnica semi-analítica evita as singularidades 

nas integrais de domínio e utiliza somente a integração numérica padrão.   

 

Nos três últimos exemplos mostrou-se a influência da plastificação no cálculo do FIT. 

Observou-se que as curvas que consideram o comportamento plástico se afastam pouco, 

em relação àquelas que consideram apenas o comportamento elástico, nos níveis de 

tensão considerados neste trabalho, como também são os resultados encontrados na 

literatura. Comparou-se, também, com os resultados obtidos a partir de modelos 

analíticos baseados na plastificação da região da ponta de uma trinca em placa infinita. 

Os valores encontrados nesta Tese tendem para os valores obtidos pelo modelo de 

Burdekin e Stone, como está observado em CISILINO (1999) e ANDERSON (2000). 

 

A simulação da propagação da trinca mostrou-se consistente com os resultados 

encontrados na literatura e, também, na comparação com os resultados para o 

comportamento elástico. Não houve desvio significativo das direções de propagação em 

relação ao problema elástico. A simetria dos três primeiros exemplos obriga que as 

direções entre as análises elástica e elastoplástica sejam as mesmas. No quarto exemplo, 

a influência da plastificação não foi significativa.  

 

Em procedimentos anteriores encontrados na literatura, a direção da propagação da 

trinca é conhecida a priori, e é efetivada pela liberação de forças de contato entre faces 

de células. Nesta Tese a direção da propagação é obtida a partir dos FIT’s específicos de 

cada situação estudada. A geometria da malha na frente da ponta da trinca e o seu 

automático deslocamento para a nova ponta após a propagação, também se mostraram 

efetivos. O critério de propagação utilizado, nos exemplos apresentados, foi o critério da 

tensão principal máxima. Outros critérios de propagação podem ser facilmente incluídos 

no programa de computador, como aqueles citados no item 2.2. 
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Como sugestão para futuras pesquisas indica-se a análise viscoplástica para propagação 

de trincas com o acompanhamento das deformações em função do tempo. Os modelos 

de plastificação não-associativos podem também ser incorporados ao estudo. 

 

A continuação natural deste trabalho é a consideração da história do carregamento 

durante a propagação, o que permitirá a retirada das restrições aqui impostas. Processos 

de remanejamento de malha podem ser incluídos no programa além da extensão das 

malhas para regiões maiores. Na generalização do estudo podem-se incluir as forças de 

contato no início da trinca com o respectivo alívio das tensões na ponta, pelo efeito do 

fechamento e o cálculo da Integral J levando-se em conta o trabalho plástico, para 

trajetórias que coincidem com pontos de regiões plastificadas. 
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ANEXO A 

 

CRITÉRIOS PARA PROPAGAÇÃO DE TRINCAS 
 

1. Critério da Tensão Principal Máxima modificado pelo Critério de Escoamento de 

Von Mises 

 

Segundo Khan e Khraisheh (2000) o Critério da Tensão Principal Máxima Modificado 

considera que a propagação da trinca ocorre segundo a perpendicular à direção da 

tensão principal máxima avaliada no contorno elastoplástico segundo critério de 

escoamento de Von Mises. Combinando o critério de escoamento de Von Mises com a 

equação (4) chega-se à expressão da região plastificada em torno da ponta da trinca. O 

contorno elastoplástico assim obtido pode ser expresso por: 

[ ])(3)(
24

)1( 22

0,
θθθπ

ν
rrr

D
fffff

TE
r −−+

+
=  

(A.1)

 

onde r representa a distância do contorno elastoplástico à ponta da trinca. 
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é a energia de deformação distorcional, constante ao longo do contorno elastoplástico de 

Von Mises e: 
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Das equações anteriores vem: 
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O critério é expresso por: 0=
∂

∂
θ

σθ ,    então:    
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A condição é satisfeita se:          ( )
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A condição acima representa o critério da Tensão Principal Máxima Modificado. 

Então: 
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Fazendo µ  =  KI/KII , vem: 
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Dividindo por   cos6(θ/2)    e sabendo-se que: 
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e , para 02

2
<
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θ

σθ , deve-se ter também: 
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A solução da equação (A.4) fornece seis raízes sendo quatro complexos conjugados e 

apenas duas raízes reais que, combinadas com a equação (A.5), fornece o ângulo 

adequado para a propagação da trinca. 
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2. Critério da Tensão Principal Máxima modificado pelo Critério de Escoamento de 

Mohr-Coulomb 

 

Uma alternativa ao Critério da Tensão Principal Máxima Modificado considera que a 

propagação da trinca ocorre segundo a perpendicular à direção da tensão principal 

máxima avaliada no contorno elastoplástico segundo critério de escoamento de Mohr-

Coulomb. O critério de escoamento de Mohr-Coulomb pode ser expresso por: 

 

ctgr ≤Φ+ .θθ στ    ou   rctgffr πθθ 22. ≤Φ+  (A.6)

 

onde c é a coesão, Φ é o ângulo de atrito interno do material e r representa a distância 

do contorno elastoplástico à ponta da trinca. 
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Substituindo a equação (A.7) na equação (2.4), vem: 
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O critério é expresso por: 0=
∂
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θ
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A condição é satisfeita se:          [ ] 0.. =⎥⎦
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Pode-se escrever após a simplificação: 0=
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Fazendo µ  =  KI/KII e dividindo-se por  cos6(θ/2),  vem: 
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Sabendo-se que   1
2
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tem-se finalmente: 
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e , para 02

2
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σθ , deve-se ter também: 
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(A.10)

 

A solução da equação (A.9) combinada com a equação (A.10), fornece o ângulo 

adequado para a propagação da trinca. 

 

 

3. Critério da Densidade da Energia de Deformação Dilatacional Máxima 

 

Segundo Khan e Khraisheh (2000) o Critério da Densidade da Energia de Deformação 

Dilatacional Máxima considera que a propagação da trinca ocorre segundo a 

perpendicular à direção da densidade de energia de deformação dilatacional máxima 

avaliada no contorno da energia de deformação distorcional constante em torno da ponta 

da trinca. Este critério utiliza o contorno elastoplástico segundo critério de escoamento 

de Von Mises e pode ser expresso por: 
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(A.11)

 

onde  Tv é a energia de deformação dilatacional e é definida por: 
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A energia de deformação distorcional TD é dada por: 
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A energia de deformação distorcional TD é constante ao longo do contorno 

elastoplástico e pode, portanto, ser considerada uma constante do material chamada de 

TD,0. Combinando o critério de escoamento de Von Mises com a equação (2.2) chega-se 

à expressão da região plastificada em torno da ponta da trinca. O contorno elastoplástico 

assim obtido pode ser expresso por: 
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onde r representa a distância do contorno elastoplástico à ponta da trinca. 
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é a energia de deformação distorcional, constante no contorno elastoplástico de Von 

Mises e: 
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Das equações (2.4) e (A.14) a (A.16) vem: 
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Para que a condição acima seja satisfeita é necessário que: 
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Então: 
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Fazendo  µ  =  KI/KII , vem: 
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Dividindo por   cos6(θ/2)    e sabendo-se que: 

1
2

3
2

3
22

sec;1
2

2
22

sec;1
22

sec 246624422 +++=++=+=
θθθθθθθθθ tgtgtgtgtgtg  

 

tem-se finalmente: 
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, deve-se ter também: 

[ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] 03sen)35(62sen)1(32sen)513(2

3cos)123(32cos)23(8cos)52201(

222

424242

<−−++++

+−−−++−−

θµµθµµθµµ

θµµθµµθµµ

 

(A.19)

 

A solução da equação (A.18) combinada com a equação (A.19) fornece o ângulo 

adequado para a propagação da trinca.  

 

4. Critério da Densidade da Energia de Deformação Mínima modificado pelo 

Critério de Escoamento de Mohr-Coulomb 

 

Outra alternativa ao Critério da Densidade de Energia de Deformação Mínima considera 

que a propagação da trinca ocorre segundo a perpendicular à direção da densidade de 

energia de deformação mínima avaliada no contorno elastoplástico segundo critério de 

escoamento de Mohr-Coulomb. No item 3 a energia de deformação foi separada em 

suas componentes dilatacional e distorcional, sabendo-se que, para o critério de 

escoamento de Von Mises, a parcela correspondente à energia de deformação 

distorcional é constante. Como no critério de escoamento de Mohr-Coulomb não há a 
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exigência de incompressibilidade na deformação, a expressão da energia de deformação 

não pode ser separada. Este critério é expresso por: 

 

ctgr ≤Φ+ .θθ στ            ou  rctgffr πθθ 22. ≤Φ+  (A.20)

 

onde c é a coesão e Φ é o ângulo de atrito interno do material. Tendo-se em vista as 

equações (2.2) e (A.3), o contorno elastoplástico assim obtido pode ser expresso por: 
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(A.21)

 

onde r representa a distância do contorno elastoplástico à ponta da trinca.  
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A condição para que u seja mínimo é: 
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Para que a condição acima seja satisfeita é necessário que: 02 =
∂
∂

−
∂
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θθ
DNND  (A.22)
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Então: 
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Dividindo-se  N e  ∂N/∂θ  por [KII 2 .cos4(θ/2)],  D e  ∂D/∂θ  por [KII .cos3(θ/2)] e 

fazendo- se  µ  =  KI/KII , vem: 
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e finalmente: 
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O valor de θ procurado além de ser uma raiz da equação (A.23) deve satisfazer à 

equação seguinte: 
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Portanto, a solução da equação (A.23) combinada com a equação (A.24) fornece o 

ângulo adequado para a propagação da trinca.  

 

 

 

 

 

 

5. Algoritmo para Correção da Direção da Propagação da Trinca 

 

O critério da Tensão Principal Máxima não considera a discretização da extensão da 

trinca. O ângulo θt indica a direção da tangente local na ponta da trinca e deve ser 

corrigido para se levar em conta o comprimento do incremento. A referida correção, 
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segundo PORTELA et al. (1993), pode ser feita através de um procedimento iterativo 

que é descrito a seguir: 

 

1. Dar um acréscimo ao comprimento da trinca de ∆a na direção θi
n e calcular o 

novo fator de intensidade de tensão; 

2. Com o novo fator de intensidade de tensão calcular a nova tangente θi
n+1 com a 

eq. (6); 

3. Definir o ângulo de correção βi
n = θi

n+1/2; 

4. Calcular o ângulo corrigido da extensão da trinca θi+1
n = θi

n + βi
n e retornar ao 

passo 1. 
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FIGURA  A.1 - Esquema da direção de propagação da trinca 

 

O procedimento é repetido até que a convergência seja obtida para o ângulo θ. Mostra-

se que, no limite, quando o incremento da extensão da trinca ∆a tende para zero, o 

ângulo de correção β também tende para zero e, portanto, a direção da extensão da 

trinca tende para a direção da tangente ao caminho da trinca. 

 

 


