PROCESSO ADAPTATIVO R-H GLOBAL CONJUGADO COM
METODO MULTIMALHA PARA ELEMENTOS FINITOS

Ana Maria Gontijo Figueiredo



UNIVERSIDADE FEDERAL DE MINAS GERAIS
| ESCOLA DE ENGENHARIA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA DE ESTRUTURAS

"PROCESSO ADAPTATIVO R-H GLOBAL CONJUGADO COM
METODO MULTIMALHA PARA ELEMENTOS FINITOS"

Ana Maria Gontijo Figueiredo

Dissertacao apresentada ao Programa de Pos-
Graduacao em Engenharia de Estruturas da
Escola de Engenharia da Universidade
Federal de Minas Gerais, como parte dos
requisitos necessarios a obtencao do titulo de
"Mestre em Engenharia de Estruturas”.

Comissao Examinadora:

Prof. Estevam Barbosa de Las Casas
DEES/UFMG - (Orientador)

Prof. Jayme Pereira de Gouvela
IME

Prof. Philippe Bernard Remy Devloo
INPE

Prof. Marcio B. Carvalho
UFMG

Belo Horizonte, 25 de fevereiro de 1992



AOs meus pais, Delba e Eurico.

Aos meus fi1lhos, Fernanda e Lucas.



"Tudo no mundo esta dando respostas,

0 que demora & o tempo das perguntas'.

Jose Saramago

em Memorial do Convento'



AGRADECIMENTOS

A0 meu orientador e amigo Estevam Barbosa de
ILas Casas, origem, possibilidade e concretizaC¢do deste
trabalho, cuja orientacdo dedicada e paciente foi decisiva

para a sua realizacido,

Ao Departamento de Engenharia de Estruturas da

Escola de Engenharia da UFMG pela oportunidade.

Aos colegas professores e aos funcionarios do
Departamento de Engenharia de Estruturas pela amizade e apoio

cotidianos.

Ao amigo mestrando Ramon Pereira da Silva pela

grande e paciente ajuda nos meandros da computacdo.

Aos amigos Professora Elizabeth Vieira Maila e
Professor Estevdo Bicalho Pinto Rodrigues pelo grande apoio

na conclusdo deste trabalho.

Ao Professor Marcio Luiz Bunte de Carvalho

pelas valiosas sugestOes.

Ao Doutor Philippe Remy Bernard Devloo pelo

interesse e 1incentivo.

Aos meus filhos pela compreensZo e renuncila.

Aos meus pais, fortes ralzes, por todos o0s

motivos.



SUMARIO

l: JNERAPIOR O s p s s s e s s BB AN S L8 LB B85 82 28 958 80 35 50 56 ua
I=1 ConsideraCoes InNiCidl S v e e e e e e e e e e e s e eee e,
I-2 Processos Adaplatl lvoS . v v v et et eseeoeeeeeennen

I-2-1 Principais estrategias dos processos
SAEDLEL IVO S 5% 55 58 B T st 3 8 St ol msdie 85 ww & owum
I-3 Estimativas de Erro "A-POSterior Il @ v e e m e i enano.

I-4 Metodo Muitimalha de Solucdo de Sistemas de

EGUIEaR0EE & vu 59 83 05 58 308 I oM RiMI MIIGIEIRER S 85 .85
I—-4-1 Idéias basicas do Método Multimalha........
[-4-2 O Meftodo Multimalha. . v .o v i v v e n ettt e s an e

I-5 O Sistema para Desenvolvimento de Programas

Baseados no Método dos Elementos Finitos - SDP....

I-6 Objetivo do Trabalho. .. . it i e e e et et et e ene
II PROCESSU ADAPTATIVO R-H GLOBAL. IMPLEMENTACAO......
il=1 FaSe Ry PIroCesSsSO B ,oe i i85 io 6 §oinmemibi s id,ds
{I-2 Fase H. Implementac¢do do Processo H.......coo.....
[II-2-1 Geracdo das novas maihas M1, M2, M3......

[IT-2-2 Estrutura do banco de dados de

I R < ' 1
11-2-3 Estrutura do processador GERA............
ITII METODO MULTIMALHA. IMPLEMENTACAO..........¢.ucc0...
I1I-1 Preparacdo de Dados para Soluc¢do do Sistema
de M3 por MM. O Processador PREMG.........uv.o...
[I1I-2 Solucdo do Sistema de Egua¢Oes de M3 pelo
Método Multimalha. O Processador MULGR..........
I1II-2-1 DescriCdo do algorltmO. v vv e vueensueens

iII-2-2 Diagrama de estrutura do processador

[II-3 Calculo e Impressd3o de TensSOesS . . . v vt eeeneenna.



IV-12

I V=13

IV-14

IV-15

I'V—16

V= 1.7

1% 18

IV-i85

IV-20

[ 1

|
D
o

IV

i V=23

IV-24
LV=2.5
[ N=26

L=

Problema BOUSSINESE 7w v v e e n m v oo s s oo oo 5 500 8 ¢ 98

Probiema BOUSSINESO. Malina -OR=0H, s iwswseswsms.as it
Problema BOUSSINESQ. Sequéncia de malhas

it TASE  Bouia uso o i oo im ke o 0 s 8 fos mims o & o @0 0 oo @ omi # <ex 0 vt 6 o omi e e 102
Problema BOUSSINESQ.

Detalhe da malhd 3R=38H.s s ivsssnm s sm s s S s 5393 103
Problema BOUSSINESO: S0liicde aAnalltica. .o iq. 104
Problema BOUSSINESQ. Malha (OR-0H)’ ..... ... ... ... 108

Problema semelhante ao BOUSSINESQ.

PArsons 8 Halla coiwsmsnwimn @it 6% 3356 s 698 % 08 5 9 110
Problema BOUSSINESQ. Evoluc¢do do

ETTO COM 05 ClClOS SN . o e s oo wim o s avm el oiee o s w wp w wm Ll
Problema BOUSSINESQ. TensoOes g, em (x33,0)

obtidas com as malhas 0OR-0H, 3R-0H,; UOR-3H

S i R e YT T L ' T 11 2
Problema BOQUSSINESQ. TensOes GY em (x:3,0)

obtidas com a malha 3R-3H e com a solucdo

ANAL IR 1T s w s sd wa s o 5% 04 § 855 W ¥ 4595 % 5w 5% ke 5w 5 113
Problema BOUSSINESQ. TensOes o, em (24037)

obtidas com as malhas OR-0H, 3R-0H, OR-3H

O TR v v v T L W W W W T R R K R W S R S R SR W W S N 114
Problema BOUSSINESQ. TensOes o em (2:0:y%)

obtidas com a malha 3R-3H e com a solucao

SRR TR F T . o vdt o e st macns S mesod o0 s w0 95 & o9 95500 amt 2 e e dae s um s 115
Problema MANCAL : chapa com furo.........eooue... 116
Problema MANCAL - Malha OR=0H. s o5 605 6959563 1.7
Problema MANCAL. Sequéncia de malhas

Ghl, R e I s wm xc oo e ok b i e o s e e 4 e e e S M e e e o e e 118
Problema MANCAL.

Detalhe 92 fadhs SR=3 s s m s n s s sm s eSS S B9 s & 3 119
Problema MANCAL. Tensoes o, na linha 8-7

obtidas com as malhas OR-0H, 3R-0H, OR-3H

e O e 123
Coordenadas nodais do elemento triangular

A€ LPe8 MO8 . iivmemam i @i N E GBS S 5 s 0 d 0§ B 3 129
Elementos triangulares semelhantes.............. 130

Diagrama de estrutura do processador ELIGA. .« . - 132



IV RESULTADOS NUMERICCS...... e e e e e e e e e e e 33

=] Preblema FPRIENEN 5 oo vo cmomome o s mamsmemn 68 84 086 a8 3 S35
IV-1-1 Descriczo do problema. Definicao

das malhas........ i w o m im w cer w el e e s m m e am o am e w e 50

IV-1-2 Analise do desempenho do algoritmo MM.... ©]

IV-1-5 Andlise da elfi1c2cila do processo

adaptative R~-H global........ GO W R % v . 97
V=" Prtdblamag BOUSSTNEST 5 o0 o6 v v 6% 28 . 0 8% ¥ 08 §8.3%% 00 % . 100

IV-2~1 Descriczo do probliema. Definicio
das malhas. . ... ......... b e e e e e e e e e e i

0
Anadlise do desempenho do aigoritmo MM.... 105

——q
<7
l
t.2
!
.3

TV-2-3 Andlise da eficacia do »nrocesso

adaptativo R-7 gilobal.....ee oo, T L2
[V=-23 Prodiema MANCAL . . . e e e e e e e e e e O 110
IV-3-1 ©Descricao do problema. Definigao
das malhas. ... i, f e BB DB DR VMY PN 116
[IV-3-2 Analise do desempenho do algorltmo MM.... 120
[IV-3-3 Analise da eficacia do processoc
adaptativo R-H gicbal......... R T L2
YV  CONCLUSOES E SUGESTOES...... e e e 124
APENDICES

1 Matrizes de Rigidez de Eiementos Trianguliares

Pianos. ........ e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e .23
2 Descricdao do Processador ELIGA. . . o s s n . e e e e 132
3 Descricdo do Processador GAUSDL. .. . 0 v v v v v . e e e e e 134
4 Descricdo do Processador POSMG. . v v i i v s v o v v e crs vz 187
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS...... e e e e e e e e e 141

BIBLIOGRAFIA. . ... ..... PE.S2.88 28 ¢ b B Moo ¥ e B Moo B von 3 o w2 WS LWL LY 144



RESUMO

Este trabalho descreve a implementag¢do e
avaliagcdo de um processo adaptativo R-H global para prcblemas
de estado plano em elasticidade. O sistema linear gerado €
resolvido por um algoritmo Multimalha, aproveitando a
similaridade da estrutura de dados gerada no refinamento com
aquela necessaria para o algoritmo da solucdo.

O procedimento fo1r 1mplantado utilizando o
Sistema para Desenvolvimento de Programas Baseados no Método
dos FElementos Finitos - SDP. Foram analisados trés problemas,
com ©s guais se fez uma avaliacao do algoritmo Multimalha
utilizado. comparativamente com 08 processos de Gauss e
Gauss-Sei1del, além de um estudo da 1nfluéncia dos parametros
empregados e da irregularidade da malha no desempenho do
algoritmo Multimalha.

Os resulftados obtidoes com o processo adaptativo
R-H global foram comparados com resultados da literatura.
Tanto este quanto o algorlimo de soluCidoc foram considerados
satisfatdrios.

Ao final sdo apresentadas sugestGes para a

continuacde do trabalho.



SUMMARY

This work describes +the implementation and
evaluation of a global R-H adaptive process for plane
problems 1n elasticity. The generated linear system is solved
using a Multigrid algorithm, taking full advantage of the
similarity of the data structure generated during refinement
with the one regquired by the solver.

The method was 1mplemented using the System for
Finite Element Software Development (SDP). Three problems
were analysed and used {for wvalidation of the ©proposed
algorithm, comparision with Gauss and Gauss-Seidel. and
acessing the sensibility to parameter change and mesh
1rregularity.

Obtained resulfts using R-H adaptive process and
performance of the solver were compared to data from the
literature, and considered satisfactory.

Finally, suggestions are made to bDroaden the

scope of this study.
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CAPITULO T

INTRODUCAO

I-1 Considerac¢des Iniciais

Os conceirtos fundamentais do Método dos
Elementos Finitos, introduzidos por Leibnitz no século XVITI,
podem ser resumidos na aproxima¢do de uma funcdo que descreve
o comportamento de um meio continuo por vdrias peqguenas
fun¢des suaves, ou seja, substitui-se a solucdo exata de um
problema, muitas VEZES impossivel de ser encontrada
analiticamente, por uma soluc¢do aproximada. Atualmente, com O
desenvolvimentc acelerade dos computadores, o método se
tornou uma das mais poderosas ferramentas na analise de
problemas fisicos, principalmente os governados por eqguagoes
diferenciais parciais, presentes em varias areas do

conhecimento, particularmente Nnos diversos ramos da

Engenharia.
A confiabilidade dos resultados de uma anadlise

feita com elementos finitos ¢é funcido de diversos fatores,
sendo determinada pelos erros introduzidos nas varias etapas
do processo. As principais fontes de erro sdo a formulacdo
matemadtica do problema fisico, a discretizag¢do do modelo
matematico continuo, a implementacido de algorltmos nume€ricos
em computadores de precisdo finita e as 1incertezas € e€rros

cometidos na manipulac¢do dos dados de entrada.

A utilizacdo de uma determinada formulagdo
matematica do problema fisico deve preceder a identificacdo
do seu espectro de validade. 0s cuirdados tomados
principalmente no que se refere 4 nfo violaC8o das hipOteses
simplificadoras basicas da teoria minimizam o erro cometido

nessa etapa.

A discretizacdo do meio continuo, isto &, a



escolha de uma malha de elementos finitos gue substitua o
problema matematico contlnuo, gera o erro de discretizacdo,
que se traduz na diferenca entre a soluc¢do exata do problema
e a solucgdo aproximada obtida com o modelo discreto. A
obtenc¢do de uma malha que leve a uma boa solugdo ndo € uma
operaCdo simples, uma veZ gue envolve um processo de
tentativa e erro baseado, na maioria das vezes, em critérios
semi-empiricos e na experiéncia anterior do analista.

A grande mailoria dos sistemas computacionais
comerciais gue utilizam o Método dos Elementos Finitos (MEF)
como metodo de analise ndo fornecem informacdes sobre a
precisdo dos resultados obtidos, isto €, nd3o fazem andlise de
erro. Este fato €& gerador de 1inseguran¢a no usudrio guanto a
confiabilidade do modelo por ele utilizado cu, © que € bem
mals grave, pode 1nduzir a uma falsa seguran¢a com origem no
desconhecimento da existéncia desses erros.

A partir da decada de 70 varios trabalhos foram
desenvolvidos buscando técnicas de geracdo de malhas ©Otimas
de elementos finitos, isto e, malhas gue produzem a solugdo
mals proxima posslvel da solucdo exata. Neste sentido foi
proposta i1nicialmente uma formulacdoc do Metodo dos Elementos
Finitos que minimiza o funcional da energia potencial em
relac¢do as coordenadas nodais., aiém da sua minimizacdo em
relag¢do aos deslocamentos nodais {(Carrol-1978). Entdo, além
dos deslocamentos nodais, as coordenadas nodais sdo0 tratadas
como incégnitas do problema. Assim, & expressdo da energia

potencial

Inn
T T
p ‘E_l[BE[J‘EEQEE dv:lkle:l & 8 EEbE

onde @E = matriz de transformacdo deforma¢do-deslocamento
D = matriz de propriedades elasticas
P = vetor de cargas equivalentes
u_ = vetor de deslocamentos do elemento
u = vetor de deslocamentos globais
n = nuUmero de elementos



a0 ser minimizada para coordenadas e deslocamentos nodais,

oll
Fl
— — S PE R o o n = n de deslocamen- (I.2.a)
a a A
agei tos nodais ndo
restritos
SHP
oo = & i=1,2,...,n N, = T de coordenadas (I.2.b)
agj nodais ndo0 restritas
c. = vetor de coordenadas
) nodais

produz dois sistemas de equag¢Oes

n
T
Ku-P=0 com K = Z [ Jv ge D @E dVv } (I.3.a)
1
- dK OP
0.5 4 — 1 - = g =0 com j=1,2,...,n (1.3.5)
~ < b
Oc dc

que ao serem resolvidos determinam a melhor solu 30 poss: el
em elementos finitos para um dado tipo de elemento, pa: 1
nimero fixo de graus de liberdade.

Como este PTrOoCesso de otimizacdo das
coordenadas nodais requer técnicas complexas de programacio
matematica ndo linear que tornam o custo da analise quase
proibitivo, foram propostas outras formas de obtenc3o da
malha Otima. Estas técnicas formaram a base para o
desenvolvimento de processos adaptativos de melhora da
qualidade das solucOes atraveés da modificacdo da
discretizac¢do 1inicial, processos estes que ultimamente tém
sido objeto de inumeros trabalhos.

Os processos adaptativos de melhora de malhas

de elementos finitos, em suas varias versOes, utilizam, na

sua maioria, estimativas de erro de discretizacd3o ap6s o



H

processamento do problema - estimativas ae erro a
posteriori” - que sinalizam as modifica¢Ces a serem feitas na
malha 1nicial de modo a melhorar a soluc¢do. A aplicacgdo
repetida do processo leva 3 obtenc¢do de uma malha que se
aproxima da malha Otima - a malha quase-6tima.

0s ETTOS provenientes da implantac¢ido de
algoritmos nume€ricos em computadores de precisdo finita, o©s
chamados erros de tfruncamento ou arredondamento, podem ser
muito significativos. Apesar disso, 0S procedimentos
pPropostos para andlise adaptativa ndo tratam deste tipo de
erTro, ficando a cargo do analista tftomar o0s cuidados
necessarios para seu controle.

0Os sucessivos sistemas de equaGOes gerados nos
procedimentos adaptativos sdo preferencialmente r1esolvidos
pPOr processos iterativos de solug¢gd3o de sistemas de equagOes,
como Gauss-Seidel., Jacobi., SOR, nos gqualis se utiliza a
soluc¢do de wuma etapa como aproximac¢do 1inicial na etapa
seguinte, acelerando o processo. Novos processos de solucdo
de sistemas de egua¢des tém sido propostos, destacando-se
entre eles o Método Multimalha que por suas caracteristicas,
talis como a estrutura do banco de dados gue rTequer, podem

torna-1lo adegquado 3 aplicacdo nos processos adaptatives.

-2 Processos Adaptativos

Fntende-se por processo adaptativo em andlise
numerica aquele que utiliza resultados intermediarios,
gerados durante a proOpria solu¢do, para modificar o modelo
visando melhorar os resultados. Neste sentido, o0 procedimento
usual para se obter uma boa malha de elementos finitos &
adaptativo por natureza, poilis um bom analista, de posse dos
resultados de um primeiro processamento e baseado em sua
experiéncia anterior, pode identificar os posslvels problemas
na discretizacdo 1inicial e entl3o modificar a malha, num

Processo que o repetido tantas vezes guantas forem



necessarias para gque, no seu julgamento, a solucdo resulte
satisfatoria. 0s problemas de discretizacd3o geralmente se
referem a regides onde a malha ndo estd suficientemente
refinada, a crientacdo inadequada dos elementos, a
irregularidades dos elementos {elementos muito distorcidos),
a transi¢Oes bruscas no tamanho dos elementos de uma regido
para outra (problemas de suavidade), a utilizac¢d3o inadeguada
de um determinado tipo de elemento ou, até€ mesmo, &a uma
descrigdo Inadequada dos materiais empregados e do
carregamento atuante. Portanto, sdo muitos o0s pardmetros a
serem considerados pelo analista para que ele posSsa pPropor
uma malha cujos resultados se aproximem satisfatoriamente da
solugcdo exata.

Por wvolta de 1980 comeCaram & ser propostos
sistemas que executam procedimentos adaptativos
automaticamente, 1isto €. sem 1ntera¢d3o com o analista -
processos auto-adaptativos. Todas as men¢lOes qgue se fizer a
seguir a PTOCESSOS adaptativos Teferem-se a Processos
auto-adaptativos.

A analise adaptativa de modelos em elementos
finitos @ importante na medida em qgue elimina grande parte do
cardater subjetivo da adegquaCdo de malhas. O processo envolve
estimativas de erro "a priori’ ou "a posteriori” gque fornam
possivel a obtencio da solucdo "melhor possivel” a um custo
aceitavel.,

As estimativas de erro 'a priori’ Tegquerem O
conhecimento prévio das caracteristicas da solu¢do exata e
fornecem informac¢des qualitativas sobre a convergéncia da
soluc¢do gquando o numero de graus de liberdade tende ao
infinito. Geralmente n3oco fornecem informa¢des sobre o erro
real de um determinado modelo, fato gue somado 3 grande
dificuldade em sua formula¢8o restringe sua aplicacdo a
alguns casos simples.

As estimativas de erro "a posteriori” tem
recebido ultimamente grande atencdo dos pesquisadores e sua
aplicacdo tem se mostrado muito eficaz e eficiente. Tém sido

propostos varios estimadores e indicadores de erro baseados



em informac¢odes obtidas durante o processo de solucdo, tais
como normas de energia de deformacdo ou tensdes maximas.
Estas estimativas de erro sdo feitas localmente no nlvel do

elemento e algumas hlpoteses previas sSobre a soluc¢do sdo

consideradas.

Todos o algoritmos adaptativos utilizam,
direta ou i1ndiretamente, estimadores ou 1ndicadores de erro e
usualmente tentam i1gualar o valor desses erros nos diversos

elementos (ver secdo [1-3).

I-2-1 Principals estratezias dos processos adaptativos

Dentre as 1ecnicas propostas para a minimizacdo

G. res se destacam:

mr.-

do erro de discreti1zac
aumento globa: ©cu seietivo do numero de elementos da
malha (prccessc =,
raumento globai ou seletivo do grau do polindmio de
.

rTedistribuicdo dos nos (graus de liberdade) no

I'Lj

interpolac¢do {progcesso

domlinio (processo R,

Combinactes dos processos acima dois a dois
também tém sido utilizadas com sucesso.

A fundamentacdo telrica dos diversos processos
adaptativos estada bem desenvoivida para o caso unidimensional.
A formulac83o para problemas multidimensicnais € normalmente
fundamentada em argumentos heurlisticos € analogias c¢com OsS

problemas unidimensionails.

a) Processo H

A versdo H dos processos adaptativos consiste
no aumento do nUmero de graus de liberdade da discretizacdo
atraves da subdivisfo dos elementos originais - refinamento
da malha - mantendo-se constante o grau do polindmio de
interpoia¢do. O refinamento pode ser feito globalmente em
todo o dominio, mas em geral €& feito localmente em rtegiles
onde o0 erro € maior (refinamento seletivo).

Alguns cuidados devem ser tomados na



implementacdo do processo, como tentar manter a malha regular
evitando a c¢riag¢do de elementos muito distorcidos, cuidar
para que nido sejam feitas transic¢les muito bruscas no tamanho
dos elementos no <caso de refinamento seletivo e impor
condi¢dSes de contorno corretas bem como gerar cargas nodais

equivalentes para os novos nos.

{a)

—>
2 g - 3
fprm——
e s> -
|
(b) 5
e e ol

FIG. 1.1 a) Refinamento H global

b} Refinamento H seletivo

b) Processo P

Outra maneira de aumentar o nuUmero de graus de
iiberdade da discretizacdo €& através do aumento do grau do
polindmio de interpolacdo, mantendo-se constante o nuUmero de
elementos da malha. Este procedimento € chamado versdo P dos
processos adaptativos. O processo € particularmente eficiente
guando se utiliza fungdes de interpolac¢do hierarquicas, 1isto
¢, fun¢des que geram matrizes de rigidez dos elementos de
ordem mailis baixa contidas nas matrizes de rTigidez dos

elementos de ordem superior.



O refinamento de malhas utilizando o processo P
pode ser feito, da mesma forma que no processo H, globalmente
em todo o domlinio, mas em geral e feito localmente nas
regifes onde o erro for maior. O refinamento seletivo cria
algumas dificuldades no tratamento do problema pois leva a
criacdo de nds ndo conformes, além de exigir a consideracio
simultanea de polindmios de graus diferentes na mesma

discretizacio.

(a)

>
p— — '
b 3 4 Z
"
I ]
(b) - —

FIG. 1.2 a) Refinamento P gilobal

b) Refinamento P seletivo

c}) Processo R

Un outro processo de melhora adaptativa de
discretiza¢Oes em elementos finitos, chamado processo R,
consiste em se alterar as posi¢des dos né0s na malha mudando
com isto a distribuicido espacial dos elementes, sem alterar o
nUmero de graus de liberdade e o tipo de elemento utilizado.

Como esta estratégia redistribui os nds sobre o
dominio ateé gue o erro, medido através de um estimador (ou

indicador) particular, seja minimizado, a utilizacdo de



processos H ou P se torna bem mais simples pois ndo se faz
mais necessaria a identificac8o das regides onde o erro €
maior. Nesse caso o refinamento H ou P € feito geralmente na

sua forma global, isto é, em tocdo o dominio do problema.

e) Comparac¢do entre 08 processos

Em principio, & discretiza¢do resultante do
processo R seria a malis eficiente, 18to €, » que levaria a um
menor erro para um determinszdo numero de graus de liberdade.
Na prdtica 1sto ndo ¢é necessariamente verdadeiro devido a
alguns fatores como o efeito da distorcdo excessiva dos
elementos durante o processo, a 1mprecisdo das estimativas de
erro e principalmente a restricbes ao livre posicionamento
dos nos no contorno (Las Casas—-1988).

Nos problemas ellpticos 0s processos H e P tém
sido mais empregados que o processo R. A versdo P apresenta
algumas vantagens tals como a de produzir matrizes mails
densas sendo portanto de solucdo mais simples. principalmente
quando se utiliza elementos hierarguicos. Além disso, tem se
mostrado Menos gensivel a0s problemas de "locking"
encontrados na presen¢a de materials muito 1incompressliveis.
Em presenca de singularidades & versdo P apresenta, em
problemas selecionados, uma taxa de convergéncia duas vezes
maior que a versdo H (Noor & Babuska-1987).

Os refinamentos H e p globais sdo de

implementacdo bem mais simples que os seletivos, mas geram um

volume muito grande de dados a serem manipulados. Em
contrapartida, os refinamentos seletivos - apenas nas regides
onde o erro € maior - exigem formula¢Oes especilals para qgue

ndo sejam gerados ndéGs ndo conformes e podem ocasionar
problemas devidos a grande varia¢do no grau dos polinOmios de
elementos vizinhos ou a uma transi¢do brusca no refilinamento
de uma regido para outra (Las Casas-1990). No caso de malhas
aproximadamente uniformes a taxa de convergéncia da versdop P
€ maior gque a taxa para a versdo H baseada no mesmo numero

total de graus de liberdade {(Noor & Babuska-1987).
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A versdo H-P apresenta uma taxa de convergéncia
exponencial em muitos tipos de problemas de Engenharia,
contra uma taxa polinomial das versOes H ou P (ver item I-3).
A versdo P, entretanto, quando usada em malhas bem graduadas,
pode apresentar uma taxa de convergéncia proéxima a da versHo
H-P na faixa pré-assintética (Noor & Babusca-1987 e
Ewing—-1990).
' As versfGes R-H e R-P sd0 interessantes pois
partindo-se de uma malha ja4 melhorada atravées da minimizacio
do erro (fase R), o numero de refinamentos H ou P que se tera
que Tfazer para se atingir uma determinada precisido é, em
princlpio, bem menor gque nas vers®es H ou P simples. Isto
leva a uma boa solucdc com um nUmero menor de graus de
liberdade. Além disso, aqui os refinamentos H ou P podem ser

feitos globalmente, o gue diminui consideravelmente o grau de

complexidade da implantacdo dosS pProcessos.

I-3 Estimativas de Frro "A-Posteriori”

O objetivo dos processos adaptativos € melhorar
uma dada malha de elementos Tfinitos de tal forma gue sua
solucdo apresente resultados o© mais proximo possivel da
solucdo exata.

O erro E. da discretiza¢do h de um determinado
dominio @, também chamado erro global, é& a norma da diferenca
entre a soluC¢do exata u e a soluCdo aproximada u obtida com

a malha de elementos finitos.

Ehzll’t-}" E.lh H (I-4)

onde {|.|] € uma norma previamente selecionada.

&

Como a soluc¢do exata nZ%o € conhecida, ¢€
necessario estabelecer-se uma forma de estimar o erro de

discretizaCdo das malhas.
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Segundo Noor e Babuska-1987, nos problemas
elipticos lineares, POS1T1IVOS definidos, O erro de
discretizagcdo €& constituldo de duas partes: o erro de
aproximac¢do e o erro de perturbac¢do. O primeirc, erro de
aproximagdo, caracteriza a aproximacdo da solugdo em
elementos 1Tinitos e depende da ordem da derivada de ordem
maior usada na formula¢do. © segundo, erro de perturbag¢do,
resulta de aproximacoes geometricas do contorno, de
aproximacOes das condic¢Ces de contoerno essenciais e de
continuidade e das aproxima¢Oes numéricas das integrais.

As estimativas de erro tradicionais para o5
metodos de elementos finitos e diferencas finitas s8¢0 limites
pré-estabelecidos - estimativas "a priori" - gque determinam a
taxa de convergencia assintotica guando a dimensdo da malha
tende a zero. Este tipo de estimativa de erro ndo tem se
mostrado muito eficaz pois fornece pouca 1nformacdo sobre o
erro real de uma determinada malha, além de ser de dificil
formulacdo, fato gue restiringe sua aplicac¢cdo a alguns casos
simples (Ewing-1990).

As estimativas de erro "a priori" tém sido

!

substituidas por estimativas "a posteriori” feitas localmente
no nivel do elementoc. Estas estimativas sd0o baseadas em
informacGes obtidas durante o processo de solucido e utilizam
estimadores de erro (erros em valores absolutos) ou
indicadores de erro (erros relativos).

A escolha de uma medida de erro {egstimadores ou
indicadores) depende do objeto da analise, 1sto €&, de quails
resultados devem ser calculados com precisdo., Diferentes
estimadores devem ser usados para controlar varidaveis
diferentes, uma vez gue um e€erro pequeno em uma variavel,
deslocamentos por exemplo, ndo garante um erro peqgueno em
resultados derivados do primeiro, tais como tensfOes ou
deformacoes.

As trés normas mais utilizadas na estimativa de

erTos de discretizacdo em elementos finitos sdo:

12



a) Norma de energia

llelly = (JPQ By )”2 (I-3)

ou seja, € a ralz quadrada da energia do erro, onde Q €& o

dominio da solugdo, U €& a energia de deformacdo e e € a

funcdo erro de discretizacido.

Esta norma também pode ser escrita como

lell, = ( [y (e L e a0 )t (1-6)

onde e € o0 erro e L e um operador. No caso especifico de

A ol

elasticidade,

lell, = { [5 (se)"D (s e)ar )V  (1-7 a)
] [ JQ (me)T 2 (ﬁs) aid Jlfﬂ V=T &3
. (e )' D™ (e ) a0 |'%  (1-7 ¢)

[ IQ 9 g )

onde D € a matriz de elasticidade,

S € a matriz de transformaCdo deslocamento-deformacdo,

e. = € - & € o0 erro na deformacdo,
E: = & ~ @ € 0 erro na tensdo,
e = u - u ¢ 0 erroc no deslocamento.

b} Norma dos gquadrados principais (L2

)

lell” = (o ¢F e )" (1-8)

ou seja, € a raiz quadrada dos quadrados principais do erro
no dominio.

c) Norma maxima

letl, = max | e(x) | L3
x €¢)
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Ou seja. € o0 valor absoluto maximo do erro no dominio.

Em (b) e (c) ¢ se refere também, por exemplo, a
deslocamentos ou tensdes.

A norma de energia tem sido mals empregada e €
equivalente & norma dos quadrados principais em tensoes
(Ewing-1990, Zienkiewicz e Zhu-1987). Como se estara fazendo
referéncia, dagqui por diante, sempre 2 norma de energia, o©
indice E sera omitido.

Babuska e Rheinboldt {formularam em 1978 um
estimador de erro local gue se baseia na norma da diferencsa,
para cada no, da solucdo da malha original (u 3 e da solucgido

(2 )) nas vizinhanc¢as do no em

de uma malha mais rtefinada (ﬁh |
s 1l

questdo.

(@) ] (1-10)

o=l g - 25 i

A convergencia deste estimador foi provada matematicamente,
mas o seu uso foi reduzido devido a dificuldades de
programa¢do i1ntroduzidas por tantos problemas locais. A
relacdo entre o tamanho dos elementos e o0s reslduos locais
originados do deseguillbrio de forcas guando se aplica o
operador original 3 solu¢do de elementos finitos levou-os a4
importante conclusdo de gue uma malha prdéxima a oOtima pode
ser obtida gquando os estimadores de erro local sdo igualis em
todos o0s elementos. Esta propriedade tem sido largamente
utilizada em pesquisas desde entdo.

Bank e Weilser, em 1985, propuseram um estimador
de erro baseado na soluc¢do de problemas locais introduzidos
pelo resliduo da equacdo diferencial e pela descontinuidade
das derivadas no contorno dos elementos.

Gago, Kelly e Zienkiewicz, em 1981, formularam
e Zlenkiewicz e Craig, em 1986, desenvolveram um estimador
baseado no calculo de aproxima¢Oes de ordem mais alta da
solucdo original, sem mudar os valores da aproximacdo
original.

Rank e Zienkiewicz em 1987 e Lyra em 1988

desenvolveram um estimador baseado no calculo da diferenca
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entre o gradiente da aproxima¢do em elementos finitos e o
gradiente "suavizado" péds-processado.

Las Casas em 1988 wutilizou com sucesso um
estimador de erro baseado na semi-norma do espa¢o de Sobolev
(Ciarlet, 1988}, a partir do qual prova-se qgue uma solucdo
proxima da Otima € obtida quando o erro medido pela expressio

I-11 &€ constante no dominio.

e = bu | (I-11)

onde e, e 0 erro no elemento i, h & o di8metro maximo do
elementoc i, £ € o0 didmetro minimo do elementoc i, k &€ a ordem
do polindmio e thk+1 e a semi-norma de Sobolev da solucHo
obtida em deslocamentos.

Zienkiewicz e Zhu. em 1987, propuseram um
estimador que consiste em aproximar o campo de tensCes exatas
por um campo de tensOes continuas (suavizadas)}, obtido

segundo uma interpolacdo semelhante a8 dos deslocamentos,
g = NO (1-12)

onde N &€ a matriz que contém fun¢des de interpolacdo do mesmo
— % .

grau gue as usadas para os deslocamentos e ¢ sdo os valores

nodais das tensodes obtidas ponderando-se a diferenca entre os

- * : aip
campos de tensCes O e O em relac¢cdo 4s func¢oes de

o .

interpolacdo, com o gue se obtém

- X =] T
= a7 Jou' g, a0 (1-13)

A = IQ N N 4@ (I-14)

Como a equac¢do (I-7 c¢) pode ser escrita na

forma
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2 T -4 |
Hell™ = JQ (0 -0 ) D (0-o0) dQ (I-15)
substituindo-se ¢© (tensOes exatas) por gk tem—se

lell® = |4 (¢F = 9)" DT (0¥ -0 ) a0  (I-16)

A diferenca entre o campo de tensOes suavizadas
e 0 campo de tensOes obtido pelo MEF. base desta estimativa
de erro, em uma malha de trés elementos reticulados lineares

e mostrada na FIG. 1-4.

TENSOES DO MEF

/

TENSOES SUAVIZADAS

e S O B B bk 00 Bk e ge—

P e e e —a —

FIG. I-4 Tensdes do MEF e tensodes suavizadas em malha

de tré€s elementos reticulados lineares.

Este estimador, alem de avaliar com bastante

precisdo os erros locais, fornece uma boa estimativa do erro
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global no dominio £, gque pode ser obtido pela raiz quadrada

da soma das contribuicCes de todos oOs elementos.

lell® = £ lell® (1-17)
1=1

e 1

Neste trabalho e utilizado o conceito de

percentagem relativa de erro

¢

n = x 100% (I-18)

¥

que possui uma 1nterpretacdc fisica mais direta que o valor
absoluto da norma de energia, e tende para zero gquando 0 e€rro

também tende para zero.

No sentido de obter uma medida da melhora da
malha em um processco adaptativo. Las Casas-1988 utilizou um

indice de performance definido como

Hlax Ei

I[P (I-19)

min e
que tende para a unidade guando a malha converge para a
configura¢do Otima. Este indice foi por ele utilizado como
critério de parada do processo adaptativo, ap6s a definicdo
do 1imite de aceita¢do da soluc¢do em elementes f1nitos.

Uma guestdo importante € quando um determinado

estimador de erro "a posteriori" € pode ser considerado

assintoticamente correto. Segundo Ewing-19%0, sendo Ihﬂl uma

determinada norma do erro real e © a razdo entre € ¢ HQH,

& = Hgﬂ ] (1‘20)

o estimador do erro € € considerado assintoticamente correto
se © —> 1 quando HgH —> 0 , ou seja, quando a dimensdo da
malha tende a zero ou o grau do polindmio de interpolacgdo
tende ao infinito. Em aplica¢les praticas € suficiente que
lo-1) seja pequenc, isto €, menor que 0,2 gquando o erro |lell

for da ordem de 10% da norma da soluc¢do e que decresCa guando

1



o erro decrescer. E preferivel, de qualquer maneira. que ©
seja maior gque a unidade porque, neste caso, o erro
verdade1iro estara superestimado.

No que se refere a4 aplica¢do dos processos H, P
e H-P, © importante observar a grande diferenca que eXxiste
entre eles com relac¢d3o a convergéncia. No processo H, h<il e o

pardmetro e p € a constante. Se © da equacd3o (I-20) satisfaz
llell < c(p) h° (1-21)

para algum s5>0, C dependera fortemente de p: p —> ® quando

C —> @, No processo P, p»1 & o parametro € h € a constante.

Portanto

>

lel| < c(h) p [ T=32)
No processo H-P, tanto h como p sdo paradmetros. Sendo N o

nimero de graus de liberdade,

s

6]l = ¢ exp(-N) (1-23)
onde s>0 e C © independente tanto de p como de h. Portanto,
teoricamente, pode-se neste caso obter uma convergéncia
exponencial contra uma convergeéncia polinomial nos dois
cutros casos {({Ewing-1990).

O calculo do erro na ncorma de energia, nNoO €aso
de problemas ellipticos, corresponde a uma percentagem peguena
do tempo total de solucHo. A utilizacfo de diferentes normas
no calculo do erro podem corresponder custos computacionais
muito diferentes e, quanto maior a ordem do elemento, mais
tempo serd gasto na estimativa do erro (Noor e Babuska-1987).

A estimativa do erro em uma variavel
especifica, tal como tensdes ou deslocamentos, algumas vezes
se torna necessdria. Estas estimativas sdo consideravelmente
mais dificeis de serem feitas do que a avaliacdo do erro na
norma de energia. No caso de ndo se dispor de estimativas
desse tipo, pode-se resolver o problema calculando-se o erro

na norma de energia e submetendo a solu¢do a testes
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posteriores tais como a verificac¢do do equillbrio de elemento
por elemento e do equilibrio de ag¢Oes e reac¢Oes (Noor e
Babuska-1987).

I-4 Método Multimalha de Solucdo de Sistemas de Equag¢oOes

Un aspecto 1importante a ser considerado na
implementa¢do de processos adaptativos para malhas de
elementos finitos € a escolha do algoritmo a ser utilizado na
solucdo dos sistemas de equaGOes. As versOes H, P e R
geralmente se mostram mais eficientes quando sd3o0 empregados
processos iterativos de solug¢do de sistemas, nos quais a
solucdo de uma malha € utilizada como aproximac¢do inicial na

soluc¢dao da malha mais refinada.
[-4-1 [Idéeias basicas do Método Multimalha

a) Erro algébrico, residuo e equac¢do residual. Correc¢do pelo
residuo.

A solucd3o de um sistema de equa¢Oes obtida
através de um processo 1iterativo qualquer €& uma solucdo
aproximada. A diferenc¢a. entre a solu¢do obtida por um
processo direto , tratada neste item por solu¢do exata, e a

obtida por um processo iterativo €& chamada erro algebrico

(gh). O problema-modelo aqui considerado € a equacdo
K g, = f , sendo u a solu¢do exata. Ao se resolver esta
equa¢do por um processo iterativo, a soluc¢do aproximada

obtida sera denominada v e o erro algébrico desta solucdo

sera entdo

e, = u -v (I-24)

cuja magnitude pode ser avaliada por alguma norma padrdo, tal

como

19



u, = v + e (1-20)

b} Caracteristicas da convergéncia nos processos iterativos
basicos. Corre¢d8o pela malha grossa.

0s pProcessos 1terativos COMunNs podem ser

descritos na forma geral

(1) G
[)+

4 =Ry g (I-30)
onde R e a matriz de iteracdo, especlfica do metodo
utilizado. No caso do Método de Jacobi. sendo Dy =1, & =l a8

partes diagonal. triangular inferior e triangular superior,

respectivamente de K,

o

K =D-L -U (1-31)
-1
R = D7 (L + U) (1-32)
-1
g =D K . (I-33)
Portanto,
1 -1 0 -1
v = DL+ v+ DR (1-34)
No metodo de Gauss-Seidel, gque resulta do Jacobi com a

utilizac¢Z%o das novas aproximac¢les td3o logo elas sejam

obtidas, tem-se

R = (D - L) U (1-35)
g= (-1 R . (1-36)

Portanto,

21



A convergencia ocorre somente se a solucgdo do

preblema original K u = f ndo for mudada pela iteracdo,
B~ K B+ B (1-38)
Com ¢ = u - v , subtraindo (I-30) de (I-38) tem-se
B &= R e {I-39)

O que mostra que a evolucdo do erro ¢© determinada somente
pela matriz de iteracdao e pelo erro inicial.

No métodc de Jacobi, se h &€ o espacamento da

malha e p{R) é o raio espectral (= max[ui(g)\, 4. sfo os
1<1<n 5

autovalores de R}, considerando a simetria de R = ] - (h /2)

K , pode-se limitar a norma euclidiana do novo erro, de

"

maneilra que

e Il s IRl Hell = o(R) llell  (1-40)

Definindo como fator de convergéncia o valor

|7 lell (I-41)

e

{novo)

a equac¢do (I-40) mostra gque © raio espectral € o limite para
este fator e que o erro decresce a cada passo da 1tera¢do
desde gue p(g)cl.

Sendo R um polindmio em K, o espectro a(R)

consiste nos auto-valores H.o que podem ser escritos como

By B P 2
N 1™ h 2, 2 N [I"h
pyo® 1- —— @, = 1-20°0° ..., @ -1+ —— (1-42)
onde a 1nequac¢do p(R)<1 € satisfeita.
Analisando-se as equacoes (1-42) node-se

observar 9que o0s auto-valores associados aos modos de baixa
frequéncia (suaves) (i<<n) tém valores proximos de 1,

enguanto 0S associados a08s modos de alta frequéncia

12

(oscilatdrios) (i n) tém valores proéximos a -—-1. Um raio

.



espectral muito proximo de 1 resulta em uma convergéncia
pobre, o que justifica o fato do metodo de Jacobi apresentar
uma boa redu¢do do erro nas primeiras itera¢Oes quando estara
reduzindo as componentes oscilatdorias do erro e, 38 medida que
se prosseguem as itera¢Oes, o desempenho piora sensivelmente.
Pode-se concluir, portanto, que o método e eficiente em
reduzir as componentes oscilatdrias, mas ndo as componentes
sunaves do erro.

A mesma analise pode ser feita para outros
processos iterativos comuns, chegando-se a conclusOes em tudo
semelhantes as obtidas para o método de Jacobi (Briggs-1987 e

Briggs e McCormick-1987).

Considerando a equa¢do K u, = [, o termo f

L e gt

g

influi na equac¢do (I-39) apenas pela via do erro 1nicial e .
Como este erro € arbitrario, a analise de métodos iterativos

estacionarios lineares gerais pode se restringir a equacdo

homogénea K u

Fhir

u O com uma aproximac¢do inicial arbitraria v.
ASsim,; como ghzg, de (I-29) e=-v;, O que significa dque a
aproxima¢do corrente € também o erro real.

As considera¢coOes feitas até agora permitem

observar que K e R possuem os mesmos auto-vetores, Os quals

B

podem ser representados pelos modos de Fourier (analise

espectral)

=g
—.

V. = sen [ ) . LSJESN '€ 1sksN-1 (I-43)

J

onde N = numero de 1ntervalos na malha de um problema em 1-D
j = componente do vetor v (n0 da malha)
Kk = numero de onda (numero de meias-ondas de seno que

constituem v no dominio do problema)
(Briggs-1987).
A FIG. I-5 1lustra os modos V., V, e V_ em um
problema uni-dimensional com espacamento de malha constante.
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i kll ; ;
FiG. -3 Modos ﬁj = sen( J%%-} , 0=3=N , com numeros de
onda k=1,3,6. O modo k consiste em k/2 ondas de

seno completas no intervalo {(Briggs-1987).

A FIG. 1I-6 mostra como © método de Jacobi
ponderado aplicado a@ equacd3o homogénea se comporta com

relacdo a certas componentes do erro.
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FIG. 1-6

al) Em componentes de frequéncia oscilatdéria do erro, 10
1tera¢des produziram um decréscimo significativo na
solucdo.

b} Em componentes de freguéncia suave do erro, 10 itera¢Qes
produziram um decréscimo insignificante na soluc¢édo.

c) Em uma combinacZo de componentes suave e oscilat®éria, 10
iteragoes produziram uma reducio significativa na
componente oscilatdria enquanto a componente suave
permaneceu praticamente inalterada {Briggs S

McCormick-1987).

Trabalhando em 1-D numa malha Qh, de fTorma mais
n - - h
geral uma fun¢do arbitraria u € H pode ser representada por

uma serie de Fourier na forma

)



1=}

v, =) e © (1-44)
J k
K
_ ‘ | :
onde i = ¥-1. Apenas poucos modos n sfo necessarios para a
sua rTepresentacdo. 08 numeros de ondsa S tém a {forma

2llk/(n+1) para -n/2s5ksn/2 e correspondem aos modos de Fourier
com comprimentos de onda lk=m,1,1/2,...,4h,2h. Observa-se que
varia¢oOes na escala menores que 2h n3o podem ser resolvidas
em Qh.

E interessante notar gue uma componente suave

hoo. . ..
em 2 & DSCllatDrla:mnffh (FIG.I-7).

h
FIG. I-7 Uma componente suave em €, representada pelos
, . . 2h |
pontos ., € osci1latoria em @ , representada peios

pontos . ¢ +.

Portanto, um mé€todo de relaxaCio como Jacobi,
.. . . h
a0 eliminar os modos oscilatdrios do erro em @, geralmente
4 , . ; . 2h
deixa modos suaves que sdo ainda oscilatdrios em € . Este
fato sugere que a aplicacio repetida da relaxacdo em malhas
sucessivamente mais grossas deve eliminar progressivamente

todas as componentes do erro, procedimento este que &

conhecido como "correc¢do pela malha grossa'".
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c) Iteracdo encaixada (nested iteration)

A busca de uma forma de melhorar o desempenho
de metodos iterativos basicos leva naturalmente & idéia de
melhorar o valor inicial de v a um custo baixo. Uma
estrategia hd muito conhecida € a de, estando em questfo uma

h L. : 2h
malha Q , inicialmente relaxar numa malha mais grossa e
_ h . . L
interpclar os resultados para € gue seriam, ai, utilizados

como valores iniciais.

. h ; .
Denominando IEh 0 operador de transferéncia dos

resuitados da malha grossa para a fina, tem=-se

2 <4
[i
.
-

(I-45)

Existem varias formas de se fazer esta
h

transieréncia, com operadores L s diferentes. Uma forma
. , | . 2h »

comumente utilizada e construir a malha & contida na malha

h ; : (0)

' mantendo-se nd%s alternados de maneira que oS valores v

de vE podem ser obtidos por interpolagdo linear dos valores
v de Q°" (FIG. I-8).

Fur

Z2h
' L.
0 | > 3 4
\ ok
XL
2h
h
L
2h : h
FIG., I-8 Un vetor v (.) interpolado para um vetor v em
uma malha mais fina (. e +) através de interpolac¢do
. h h 2h
linear v = lzh v em 1-D.
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A ntilizacdo repetida de resultados de
relaxacCes em malhas grossas como aproximacCOes iniciais em
malhas cada vez mais finas, umas nas outras, € o procedimento
conhecido como i1tera¢do encaixada.

O processo € interessante mas possui algumas
limitacgdes importantes. Uma delas Se refere a8
caracterlisticas da solucdo exata u que, Caso seja
oscllatOria, o0s valores interpolados de resultados obtidos em
uma malha mais grossa (gque levardo a uma soluc¢ido inicial
necessarlamente suave na malha fina) se constituirfZo em uma
aproximac¢do que ndo malhorara significativamente o processo.
Outra limitacdo ¢é dada pelo fato de gque as taxas de
convergéncia assintdtica sdo geralmente independentes da
aproximacdo inicial, o que faz com que taxas lentas apareCam
raplidamente mesmo com a utilizacdo da iteracCd3o encaixada.
Este fato €& significativo principalmente quando € necessario

um aito grau de precisdo, caso em gque € imprescindivel uma

computacdo eficiente (Briggs e McCormick-1987).
[-4-2 O Método Multimalha

As tres idéias apresentadas na seGdo anterior -
correc¢do pelo residuo, corre¢do pela malha grossa e
acelera¢do por itera¢do encaixada -~ apresentam aspectos que
limitam a sua eficiéncia como técnicas de melhora do
desempenho de processos iterativos comuns, limitacdes estas
que sdo, como visto, de natureza diferente umas das cutras.
Por outro lado, os aspectos positivos destas técnicas atuam
no desempenho do método DOT trés vias distintas e
Jjustificaram o emprego destas teécnicas separadamente por
longo tempo.

A correcdo pela ma ]l ha grossa, usada
recursivamente para a eliminacdo das componentes suaves do
erro, foi introduzida por Fedorenko em 1962. Bakhvalov, em
1966, indicou a possibilidade da utilizacd3o da técnica da
iteracdo encaixada conjuntamente com a corre¢d3o pela malha

grossa.

28



A combinacdo adequada das trés tecnicas
resultou no Metodo Multimalha de solucZo de sistemas de
equacdes, cujos elementos fundamentais foram desenvolvidos
mals sistematicamente em 1976 por Hackbush que também
apresentou uma teoria geral de convergéncia para ¢ metodo.

A partir de 1977, o Meétodo Multimaiha vem
ganhando progressiva aceitag¢do e sua utilizacido foi estendida
a problemas de diversas naturezas tais como din8mica dos

fluidos, fluxos transonicos, chogues, equacdes de Euler e

Navier-Stokes, problemas elipticos, parabolicos e
ndo-elipticos dinadmicos, probliemas de valor de contorno
lineares e ndo-lineares. Aléeém de equac¢Oes diferenciais e
algébricas, equacoes integrais também podem ser

eficlientemente resclvidas pelo metodo.

NO Caso de problemas-padrio (problemas
ellpticos simples de segunda ordem em duas dimensGes), ©O
método tem se mostrado comprovadamentie mais eficiente que o0s
metodos 1terativos comuns e, no minimo, competifivo com OS
metodos diretos (Stuben e Trottitenberg-1981). A sua aplicacio
ao Método dos Elementos Finitos vem recebendo cada vez mais
atencao de pesquisadores como A, Brandt. O. C. Zienkiewicz,
R. Bank, J. Z, Zhu e outros. principaimente quando da
ntilizacdo de processos adaptativos de melhora da malha.

A esséncia do Metodo Muitimalha (MM) € a
utilizacdo repetida da i1tera¢3d3o encaixada intercalada com a

h . , . .
relaxacdio em O, isto e, iteracdo encaixada na eqguacgdo

. . | h
residual (I-28) para reduzir as componentes suaves de e e
relaxa¢do mna equac¢do original K v = f para reduzir as

g BT ] LT

componentes osciiatérias.

a) Principails versoes

O MM possui varias versOes gue diferem entre si
basicamente no nUmero de nilveis de malha utilizados e na
sequéncia empregada.

A versdo basica €& constitulda de dois niveis de

malha e e apresentada esguematicamente a seguir.
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nivei

h h
(o™ h y y vio<—  MMT (v, ")
Z2h \\\\ ////
($27) 2h v/d
FIG.I-9 Versdo basica do Método Multimalha
, , ] h h h h
PASSO 1: (prée-relaxacdo): Relaxacio em Kv =1 , em @, com
+ . | . & Ah .
v ciclos e aproximacdo inicial v
PASSO 2: (solu¢do da malha grossa): Calculo do resliduo
h h __h h . . ,
r = { -Kv i transfereéncia do residuo para a malha
2h 2h 2h  h 2h 2h h
grossa (Q ), T = lh r ; solucdo de kK e = gz
por processo direto (d) ou i1terativo, neste caso com
AZ2h ,
e = 0 e v ci1clos.

o~ Fp

PASSO 3: (correc¢do pela malha grossa): Transferéncia do erro

. h h Zh
para a malha fina ¢ = I, e ; corre¢do do valor
: h Ah h h
anterior de v , v = v + ¢
; h h
PASSO 4: (pOs-relaxacdo): Relaxacio em Kv' = {  com

e

: C. Al .
aproximac¢d3o inicial v e v ciclos.

O ciclo MM apresentado na FIG.I-9 pode ser
repetido tantas vezes guantas forem necessdrias para se
atingir a toler3ncia desejada.

As versoOes (ou algoritmos) mais comumente
utilizadas s%o0 os chamados ciclo V, ciclo W e ciclo FMV, os

quals sd0 apresentados sumariamente abaixo.

h % D

e rd

2h D D

" S
4 h % Y
Sh \\v//
(a)

Ciclo V com 4 nlveis
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h D ¥

2h \\H D v//

4h .\\U D u// \\u D u//
. NN NN

(b)

Ciclo W com 4 niveis

Zh L u//p
4h P ///// \\u M//
Sh u//‘\\u \\u//

(C)

Ciclo FMV com 4 nlveis
FIG. 1-10 Versces comuns do Método Multimalha

A FIG. I-10 mostra algorltmos Trecursivos nos
quals sdo0 usadas malhas cada vez mais grossas. A versdoc W
pode ser interessante para aplicac¢Oes mais gerals pois
demanda menor esfor¢e nas malhas mails grossas, produzindo
melhores correces das malhas finas. A versdo FMV visa a
obtencdo de uma aproxima¢do inicial para ¢ nlilvel h antes que
qualguer processamento tenha sido executado neste nlvel, ©
que, em principio, melhora a eficiencia do método (Briggs e
McCormick~1987)

Para cada uma das trés versOes apresentadas,
exlstem varios paradametros a serem considerados, tais como ¢
nimerc de niveis da malha, o nimeroc de ciclos MM e o nUmero
de <ciclos de relaxac83o em cada nivel, além do criterio
empregado para a estimativa do erro algébrico e o erro
permitido (tolerancia).

Como operadores de transferé€ncia de valores dos
residuos de malhas finas para malhas grossas {operadores de
restri¢do) os dois mais comumente utilizados sd0 o de

injecdo e o de ponderaC¢8o. Na inje¢do, os valores de r nos
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nos da malha grossa sd¢o exatamente os valores nos nos
correspondentes da malha fina. A ponderac¢do utiliza uma média
ponderada dos valocres, na malha fina, nos noés correspondentes
e nos noOs vizinhos mais proximos. O operador de restricdo que

) h 2h . 2h
transfere valores de Q para 9 e representado por 1. .

<h

A transferéncia dos valores dos erros de malhas
grossas para malhas finas & feita através de operadores de
interpolagdo (ou prolongamento), geralmente interpolacdo
linear, e sdo representados por Ezh.

A matriz K de cada nivel de malha pode ser
obtida por operadores de transferéncia ou, principalmente no
caso de malhas de elementos finitos, pela montagem da matriz
em cada nivel a partir das matrizes de rigidez elementares.
Este procedimento tem a posslvel! desvantagem de levar 3 falta
de consisténcia entre operadores de interpoclacfo e restricéo,
mas a operacdo de transferéncia de K pode, em grande numero
de casos, ser muito trabalhosa e n&dc justificar-se quando
comparada com a alternativa (Briggs-1987 e Parsons e

Hall-1960).

b} Desempenho

A avaliacdo do desempenho do MM demanda a
analise do custo de armazenamento de dados, do custo da
aritmetica computacional (ou custo computacional) e da
convergeéncia.

Quanto ao custo de armazenamento, de acordo com
Briggs-1987, para problemas uni-dimensionais, o espaco de
armazenamento necessaric € menor que o dobro do necessdario
para a soluc¢do da malha fina por processos comuns e, para
problemas de duas ou mais dimensdes, 0o custo cal para menos
de 4/3 do custo da soluc¢fo da malha fina. Pode-se concluir
que 0 custo de armazenamento de algoritmos MM, em relacdo aos
processos tradicionais, decresce com o aumento da dimensido do
problema.

C custo computacional € medido em unidades de
trabalho UT gque € o custo de um ciclo de relaxac¢fo na malha

fina. Desprezando-se o custo das opera¢les de transferéncia
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internlveis, que €& da ordem de 15% a 20% do custo total do

ciclo MM, o0 custo computacional de um ciclo V com v=1 sera

UT (I-46)

Portanto, para problemas uni~-dimensionais
(d=1), o ciclo V simples custa 4UT, para d=2 custa {(8/3)UT e
para d=3 custa (16/7) UT.

O ciclo FMV, com v=1, tem o custo computacional

igual a
= Ut (1-47)
(1-2 7)
Portanto, para d=1 o ci1clo FMV custa 8UT, para
§i—310) custa aproximadamente (7/2)UCT € para d=3 custa

aproximadamente (5/2)UT.
A an@lise de convergénecia do MM n3o € uma

tarefa simples e tem sido muito estudada nos Ultimos anos. Em

. : h
linhas gerais, sendo E o erro global dado pela egquacCio

T

{(I-4), uma medida de gquanto a solu¢80 exata do problema

discreto se aproxima da solug¢Zo exata do problema original

contlinuo,

E = u{x ) - u 1<isN (I-48)

este deve ser limitado em norma porT
e || < Kh" (1-49)
onde K €& uma constante e (p/2)+1 € o nUmero de malhas usado

na solucio.

A tolerdncia € €& definida como
e > jlu -~ v (1-50)

ocnde o lado direito da equag¢do € a norma do erro algébrico
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dado pela equacdo (I1-24).

A equacdo (I1-50) pode ser satisfeita se
HE I + dle || < & (1-51)

onde ¢ e dado pela equa¢do (I-24).

Uma maneira de satisfazer a equacdo (I-51) é&

tomar

< €/2 (a) (I-52)
o € < £/2 (D)

A primeira condic8c (a) mostra gue se deve

definir o espacamento da malha (h) de tal forma que

£ ]lfp

w
h < h = [ 5%

(I-53)
onde h° €& denominado espacamento critico. Portanto, 0O erro
global determina o espaCamento critico da malha.

A segunda condi¢do (b} determina o guanto a
aproximacdo v deve se aproximar da soluc8o exata do problema

[ T

discreto u .

Portanto, se 08 ciclos de relaxacd3o ou MM

. . ; h

tiverem sido processados até que |le || < €/2 numa malha Q
x . . .

onde h < h ., € tomando-se &€ como a precisdo da magquina

utilizada, entd3o pode-se afirmar que a convergéncia se deu
para o nivel de truncamento, isto €, para valores que tém
erros da ordem dos erros introduzidos pelas limitacdes da
maquina.

Segundo Briggs-1987, COmo O Custo da
convergeéncia de um ciclo V simples é O(Nd), itsto &, da ordem
de Pﬁa onde Pfi ¢ o numero de pontos da malha; o custo da
convergeéncia para o nivel de truncamento € O(NdlogN), que ¢€
compardvel ao custo computacional dos melhores processos
diretos de solu¢do, quando da an@lise de problemas-modelo. O
custo computacional do ciclo FMV & O(Nd), que também e

considerado um bom resultado.
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Pode-se concluir que O numero total de
operacles necessarias para se obter uma solucfo convergente €
proporcional a dimensdo do problema (nUmero de graus de
liberdade da malha mais fina), o que significa gque o nimero
de ciclos MM necessarios para se alcan¢ar a convergéncia €
independente da dimensfdo do problema. Esta conclusdo foi
condicionada, por Parsons e Hall em 1990, a fixacdo de
parametros apropriados na definic¢8o da wvariante do método
utilizada, bem como ao problema analisado.

As considerac¢les feitas neste item referem-se
ao esqguema fixo0o, no qual os par@metros cliclicos, tais como v,
sdo fixados "a priori" e permanecem inalterados durante todo
O processamento. Um outro esguema, muitas vezes utilizado, ¢
0 chamado esquema acomodativo, no qual o©s parametros séo
determinados durante o processamento e se adaptam aos

parametros de convergéncia (Brandt-1981}).

c) Aplicac¢do do MM em processos adaptativos de malhas de
clementos finitos

Uma limitac8do que tem sido alegada para a
utilizacdo do MM na solucdo de malhas de elementos finitos
diz respeito ao tamanho do banco de dados gerado e a
dificuldade na manipulac¢d3o de tantos dados.

No caso dos processos adaptativos H e P, sdo
geradas malhas mais refinadas que sZ2o0 comumente resolvidas
por algum processo 1terativo, onde se utiliza com freguéncia,
ja aqui, 0Ss conceitos de i1teracdo encaixada {ver item I-2}.

Alguns trabalhos tém sido desenvolvidos usando
o MM na soluc¢do dos sistemas gcerados nos PTOCESSOS
adaptativos H e P com bons resultados. Craig e
ZienkKiewicz-198>, apresentaram um algoritmo MM para a verséo
P com base hierarquica. Zhu e Craig-1985 aplicaram 4@ versdo P
com base hierarquica o método MM - ciclo N esquematizado

a seguir.
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3 % % P = nUmero de i1iteracsdes

2 ///// \\v M// Gauss—-Seidel
Nt

) d d d = solucdo direta

FIG. 1I-11 Esquema N do método MM (Zhu e Craig-1985)

Os resultados obtidos foram bons e O algoritmo foi
considerado eficiente. Stein, Bischoff, Brand e Plank-1985
apresentaram uma técnica de refinamento H global wusando o
metodo MM, para a soiuc¢d3o de problemas de estado plano. Bank,
Dupont ¢ Yserentant-1988 utilizaram o MM para a versdo P de
base hierdrquica em problemas elipticos de wvalor de contorno
usando elementos finitos ftriangulares lineares, que se
mostrou um método robusto, com uma taxa de convergéncia quase
0tima. Devloo-1987 analisou um método adaptativo H-P usando
MM para a simulacdo numérica de equa¢les de Navier-Stokes
compresslveis,

Parsons e Hall-1990 apresentaram um estudo
detalhado da aplicac¢do do método MM em problemas bi e
tri-~dimensionais resolvidos por elementos finitos. © trabalho
ndo menciona processos adaptativos, mas a subdivisido feita
nas malhas para a solucdo do sistema por MM € a mesma usada
em um processo H global. Sdo analisadas malhas uniformes e
ndo uniformes. Sdo estudados os ciclos V e W, com relaxacCio
feita por Gauss-Seidel (GS) e gradiente conjugado
preé-condicionado de Jacobi (JCG), transferéncia inter-niveis
feita atraves de operadores de interpolac8o linear e injecio,
matrizes K dos varios niveis obtidas por montagem e por

operadores de transferéncia e condic¢Oes de contorno simuladas

atraves de molas nos apoios. A tolerincia para convergéncia

: L =6 A . . .

foi tomada como £=10 ; &4 convergencia foi considerada
Ly

atingida quando R = 7 < € e fo1 utilizada a aproximacédo
~f

L A . o
inicial v= 0 na solucdo da malha mais fina.
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Foram, neste trabalho, anaiilsadas, dentre
outras coisas, a sensibilidade do desempenho do MM a algumas
caracterlsticas do problema em Qquestio, tals como a
guantidade de flexdo presente e o grau de ndo uniformidade da
maiha, aos processcos de relaxacdo utilizados e a forma de
obtencdo da matriz K. A eficiéncia do ciclio V foi comparada 4
do ciclo W e foi 1investigada a independéncia do nUmero total
de operacOes rtequerida em relacd3o ao nlimero de graus de

ii1berdade do problema.

I-3 O Sistema para Desenvolvimento de Programas Baseados no

Método dos Elementos Finitos - SDP

O SDP &€ um sistema computacional desenvolvido a
partir da tese de doutoramento de Jayme Gouvelia, que sSe
destina a auxiliar a elaboracdo de programas aplicativos
tecnico-cientificos que utilizam o MEF. Foi elaborado segundo
conceitos de programaGcdo estruturada e de rede integrada de
programas de modo a c¢riar um ambiente computacional que
dispObe de um sistema de gerenciamento de dados, de
facilidades para depuracdo e testes de rTotinas e de
bibliotecas de procedimentos de calculo com matrizes., solucio
de sistemas, calculo de funcdes de interpolacdo, etc..Fornece
também uma padroniza¢ido para documentacfo de rotinas visando
sua portabilidade (Gouveia-15887).

Os programas do SDP sdo organizados de acordo
com niveis hierarquicos e cada um pode ser dividido em trés
etapas:

- iniciac¢do dos procedimentos de gerenciamento e dos
utiliarios;

- gerenciamento e manipuiacdo da memOria de trabalho e
do baunco de dados;

- rotinas de calculo propriamente ditas.
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Seguindo esta divisdo, um programa € organizado

de acordo com o0os niveis mostrados na FIG 1I-12.

APLICACAQO

PROCESSADOR

BLOCO FUNCIONAL

GERENCIADORES ROTINAS DE BIBLIOTECA DE
CALCULGOG ELEMENTOS
GERENCIADORES ROTINAS DE
CALCULO

FIG.I-12 Organizacdo dos programas no SDP

-

A aplica¢do € um conjunto de programas formando
uma rede integrada, gque permite a solu¢do de um determinado
problema (somente existe para efeito de organizacdo).

O processador gerencia a execuGdo de tarefas
inerentes a uma dada aplicac8o e geralimente €& dividido em
trés etapas: pre-processadcores onde sdo gerados bancos de
dados, processadores gue frabalham os bancos de dados gerados
na etapa anteriorT e geram nNOvVos bancos de dados e

pos—-processadores gque calculam resultados derivados dos

obtidos pelos processadores.

0O bloco funcional € uma sub-rotina encarregada
de gerenciar a execu¢do de uma determinada tarefa atravées da
chamada das rotinas de calculo, biblioteca de elementos e
gerenciadores. Gerencilia a drea de trabalho e o banco de dados
e tem como funcdo apenas a transferéncia das informacoes

necessarias para a adrea de trabalho e dos resultados obtidos
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nas rotinas de calculo para o banco de dados.

Na sua versdo basica para andalise de elementos
trianguliares nos estados planos, o SDP €& constitulido de um
programa aplicativo c¢om gquatro processadores, cada um com
vadrios blocos funcionais e suas muitas rotinas de calculo e
gerenciliamento. A FIG. I-13 apresenta o diagrama de estrutura

do programa até o nivel dos blocos funcionatis.
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 PROCESSADOR BLOCOS FUNCIONAIS

BFCOOR |

BFPRQP

PRE BFIDE |

BFECNE

BFEVP |

BF P XY Z

[_PRO BFRIG

BFTOPB

BFMONS

BFMCNE

SOL

BFMVP

BFDECSH

BFSOL3

BFDESL

POS BFITEN

| BFIKPU

FIG., I-13 Diagrama de estrutura dos processadores da versdo

basica do SDP para an@lise elasto-linear em estado

plano com elementos triangulares.
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A sSegulr apresenta-se, sumariamente, a tfuncdo
dos processadores e blocos funcionais da FIG. I1-10;
k PRE: prepara um banco de dados para comunicacdo entre unm
arquivo de dados de entrada e um processador
eglasto~]linear;

.BFCOOR: 1€ e modifica a tabela de coordenadas;

.BFPROP: 1& e modifica tabelas de propriedades:
.BFIDE 1€ e modifica matriz das condi¢Ces de contorno;
.BFECNE: 1€ e modifica tabela de carregamento;
.BFEVP : i€ e modifica tabela de valores prescritos:
¥* PRO: calcula as matrizes de rigidez e solicitac¢oOes

elementares:
.BFPXYZ:. prepara dados para o©s grupos de elementos;
.BFRIG : calculia as matrizes de rigidez elementares;
.BFCCE : calcula os esfiorcos elementares;
¥ SOL: monta a matriz de rigidez global.,.o vetor de cargas
equivalentes e resolve o sistema por elimina¢8o de
Gauss;
.BFTOP6: caicula a topologia da matriz de rigidez global;
.BFMONS5: monta a matriz de rigidez global {(triangular
superi1or em skyv-linej};
.BFMCNE: monta vetor de cargas nodails equivalentes;
.BFMVP : introduz prescricoOes;
.BFDEC3: triangulariza o sistema:
.BFSOL3: resolve poOr retro-substitui¢do o sistema
triangularizado;
¥ POS: <calcula e imprime reac¢les de apoio, tensdes e O
produto Kvj
.BFDESL: imprime deslocamentos:
.BFITEN: calcula e 1mprime tensoes;

.BFIKPU: 1mprime o produtp Kv.

AS tabelas, na area de trabalho, sdo
armazenadas em um Unico vetor pré-dimensionado, mantido
sempre compactado atraves de gerenciadores.

O SDP tem sido utilizado em varias intitui¢Oes

e tém sido desenvolvidas, atraves dele, aplicacoes em
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analise linear de estruturas, conducdo de calor,

elasto-plasticidade incremental, analise din@mica, analise
limite e problemas de contato. Existem versdes destes
programas para computadores de grande porte, esta¢Oes de

trabalho e micro-computadores.

I-6 Objetivo do Trabalho

Pretendeu~se, neste trabalho, impiantar no SDP
um processo adaptativo R-H gliobal!l para malhas de elementos
finitos trianguiares Nnos estados planos de tensdo e
deformacdo, utilizando o Metodo Multimalha de solu¢do de
sistemas de equac¢Oes.

No processo R utilizou~-se a estimativa de erro
proposta por Zienkiewicz e Zhu-1987, o processo H 1{oi1
realizado de forma global e uniforme e, para a soluc¢do dos
sistemas de equac¢lOes, foi utilizada uma versdo do algoritmo N
multimalha proposto POT Zhu e Craig-1985 tendo COmoO
parametros os utilizados por Parsons e Hall-1990.

Foram obtidos resultados numéricos para alguns
probliemas simples, resultados estes que foram comparados com
0os obtidos no processamento das malhas originais e das malhas
sujeitas ao processo R simples. O desempenho do MM fo1
comparado ao desempenho do processo 1terativo Gauss-Seidel]l e
da solucdo por eliminacdo de Gauss.

O processo adaptativo H global €, como visto,
Menos utilizado que agquele que executa refinamentos
localizados e, neste, o MM apresenta maiores dificuldades de
aplicacdo devido ao carater ndo uniforme da subdivisido da
maiha. No processo misto R-H, onde se procede a uma adaptaGio
R e, sobre a malha ja com o erro equidistribuido, se procede
a um refinamento H global, o banco de dados gerado na segunda
etapa € em tudo semelhante ao que € necessario para a solucio
do si1istema gerado pela malha mais fina quando se utiliza o

MM. Pode-se prever, portanto, que a utilizacdo simultanea dos
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dois procedimentos - processo R-H global e MM - resultara em

um processo eficiente e de custo computacional reduzido.
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CAPITULO 11

PROCESSO ADAPTATIVO R-H GLOBAL
IMPLEMENTACAD

Descreve-se neste capltulo a implementacido de
um processo adaptativo R-H global no sistema SDP, versio
basica apresentada no item 1I-5, para elementos triangulares
de tres nos nos estados planos de tensido e deformacio.

O banco de dados da fase H {foi1 gerado de tal
fiorma que pudesse ser utilizado diretamente na solucdo do

sistema de equa¢les da malha mais refinada pelo Metodo

Multimalha.

IT1-1 Fase R - Processo R

Na fase R do processc adaptativo R-H foi

utilizado o procedimento implantado no SDP por Las Casas em
1990. Este procedimento modificou a vers8o basica do SDP
apresentada no item I-5, substituindo o pre-processador PRE
por outro chamado PREAD e criand® um novo processador, ADA,

ap6s o processador POS, de acordo com a FIG.II-1.
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PROCESSADOR
PREAD
r ....................
el PRO
Lo
r ....................
: SOL
Las
r ....................
; POS
e
< ADA

BLOCOS FUNCIONAIS

SUB-ROTINAS DE

CALCULO
NOELE
MONINC
BFVEAU
- VIZIM
CALARE
PINTP
MATINV
BFERAA BELLER COEFFI
MNDN
ACHERO
RLIVEE_J
BFMOAD MOVER

------------ Proc ja existentes
Novos processadores
FlG: Il=1
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RPRESO

— ACHAY

para a Fase R por Las Casas em 1990.

e hCHCIR‘J

Diagrama de estrutura dos processadores criados



A func¢do de cada nova rotina da FIG. 1I-1 é
descrita sumarlamente a seguir.

# PREAD: pre-processador que se distingue do original PRE
apenas na leitura e gravac¢do de parametros do
processo adaptativo e MM, gue s&d0:

- numero maximo de ciclos R

- numero de nlveis de malha no MM

- numero de 1tera¢Ces Gauss-Seidel (V) =&
ser executado., por nivel, no MM

- toler3ncia na fase R

- toler32ancia no MM;

¥ ADA: pOs-processador que calcula o errc em cada elemento

e move ©0s nos no dominio;

.BFVEAU: monta matrizes auxiliares para o calculo do erro
e do deslocamento dos nos;

NOELE: monta o0s vetcores NQELE e JINC qgque contém os
elementos que possuem um determinado né e o
nimero de ordem do Ultimo elemento de cada
grupo, respectivamente;

MONINC: monta o vetor INCT que contéeém a incidéncia
nodal dos elementos de todos 0s grupos:

VIZIM: monta o vetor IVIZ gque contém o0s elementos
vizinhos {gque tém um lado em comum)} de cada
elemento;

CALARE: monta os vetores ARE e CGR gque contém a 8rea e
as coordenadas do baricentro, respectivamente,
de cada elemento;

.BFERAA: calcula e grava o erro em cada elemento;

PINTP: fornece o0s pontos de integra¢do e 08 pesos
correspondentes para os elementos trianguiares
planos;

MATINV: calcula a inversa da matriz de propriedades
eldsticas;

COEFFI: fornece as funcdes de interpolac¢d3o do
celemento;

MNDN : calcula uma matriz auxiliar {MNDN);
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(a)

ACHERO: calcula o erro em cada elemento utilizando o

. BFMOAD:

procedimento PTroOpesto poT Zienkliewicz e
Zzhu-1987, descrito no item I-3 (equacdo I-16);
a tensdo em cada no® do elemento € tomada como
a media das tensCes neste nd referentes a
todos 0s elementos qQue nele concorrem;

move 0s nés no domlnio;

MOVER: gerencia a chamada das sub~rotinas de calculo,

de acordo com as resiri¢des que o nod possa ter

ao seu deslocamento;

RLIVRE: calcula as novas coordenadas dos nos gue ndo

tém qualquer restirti¢do ao deslocamento R:

gste deslocamento e calculado
considerando-se a atuacdo de "forcas",
em cada no, proporcilonais ao erro de cada

elementoc que o contém, na dire¢do do bari-
centro dos elementos; o desliocamenio resul-
tante sera correspondente a forca resultante
do sistema (FIG. 1I-2}; com este procedimen
to se estara aumentando a densidade de ele-
mentos nas rtegifes onde ¢ erro €& maior, O

que tende a equidistribuir o erro no dominio

posicdo 1inicial do no N (b} posicdo final do né N
CG ~ posicGdp do baricentro de cada elemento
F =~ forc¢as proporcionais ao erro de cada elemento
FIG. II-2 Procedimento usado na rotina RLIVRE

para mover um no.
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(a)

RPRESO:

calcula as novas coordenadas dos nés com

restri¢Oes ao deslocamento (por exemplio, nos

de contorno}; o procedimento € 0 mesmo
adotado na rotina RLIVRE, porém aqui o
no se movera segundo a componente

vetoriali do deslocamento resultante na

dire¢do em que o nO € livre para sSe MOVET;

ACHAY: <calcula o deslocamento gquando ao no &

permitido mover—-se apenas ao longo de uma

reta ou de uma curva do segundo grau

(FIG. II-3};

POSiCdo

F il

inicial do nd N (b)) posicio final do no¢ N

II-3 Deslocamento do n¢ N (nG de contorno),na

rotina ACHAY.

ACHCIR: calcula o deslocamento gquando ao no e

permitido mover-se apenas ao longo de

uma circunferéncia (FIG. 11-4);
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(a) posi¢do inicial do nd N (b) posicdo final do nod N

FIG. I1-4 Deslocamento do no N (né de contorno)

na rtotina ACHCIR.

Uma vez calculadas as novas coordenadas dos nos

atraves do poOs-processador ADA, os procedimentos PRO, SOL,
POS e ADA sdo0 repetidos para a nova malha. de modo que esta €
modificada novamente, assim sucessivamente, ateé qgue oO erro
seja considerado suficientemente equidistribuldo no domlnio.
Neste momento, o procedimento € interrompido e tem-se cCoOmo

resuitados finais os obtidos no ultimo processamento POS.

IT-2 TFase H - Implementacdo do Processo H

O refinamento H foi implementado atraves de um
novo processador, GERA, que tem a funcdo de gerar trés niveis
de malha (malha 1 (M1}, malha 2 (M2), malha 3 (M3})) a partir
da malha obtida ap®s a fase R (malha ¢ (MO0}). O refinamento
foi executado em trés etapas, com © objetivo de gerar um
banco de dados que pudesse ser diretamente utilizado na

solucdo do sistema de equacfGes da malha M3 pelo Método
Multimalha.
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II-2-1 Gerac¢do das novas malhas M1, M2, M3

a) Subdivisdo das malhas

Os trés novos nilveis de malha foram gerados
pela subdivisdo, em cada nivel, de cada elemento em quatro
elementos semelhantes entre si e ao que o0os gerou, através da
criaCcdo de um novo no® no ponto médio de cada lado do elemento
original. Ao final do refinamento, cada elemento de MO
(elemento-pai) terad sido sub-dividido em 64 elementos-filhos

(FIG. I11-5).

AATAVAVAY
VANV

MO M1 MZ M3

NIVEL O NIVEL 1 NIVEL 2 NIVEL 3

FIG. II-5 Refinamento global H em trés etapas.
MO : malha apds fase r.

Mi, M2, M3 : refinamentos globais H.

Todos 0s elementos 80 semelhantes entre st

e a0 elemento-pal, em todos ©0s niveis.

Tal procedimento 1fol1 adotado a partir da
constatacdo de que as matrizes de rigidez elementares de
elementos semelhantes sfHo idénticas (ver APENDICE 1), desde

gque suas i1incidéncias nodais (descricdo dos né¢s de cada
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elemento} mantenham correspondéncia entre si1, FIG. I1I-6, e

que o modulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson sejam

OS5 IMESNHOS.

ELEMENTO INCIDENCIA NODAL
I i i k

¥ 1 m n

FIG. II-6 Elementos semelhantes (I e J) com a incidéncia

definida mantendo-se a correspondéncia entre oS

nos.

Esta propriedade tornou desnecessarios O
calculo e o armazenamento de 84 matrizes de rigidez

elementares para cada elemento de MO (4 de M1, 16 de M2 e 64

de M3), o que representou grande economia de tempo de
processamento € espaco de armazenamento dos dados.

A ordem de numerac¢cdo dos novos né¢s, nos tres
novos niveils de malha, esta indicada na FIG. I1-7, gque mostra

um elementoc genérico da malha MO, sub-dividido até ¢ nivel 3.
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FIG. I1I-7 Ordem de numeracdo dos nos gerados a partir de um
elemento genérico de MO, no pProcesso de

refinamento h em treés niveis.

Os n¢6s 1, 2 e 3 da Fig. 1I1I-7 correspondem 4
incidéncia nodal do elemento-pai genérico, nesta ordem. No
e i g . s : = p O
nive}{ 1 sdo0 c¢riados 0s nos 4, 5 e 6 nesta ordem, istoc €, o 4-
n0 no ponto médio do lado gue une os dois primeiros nos (1 ¢
O ” g 5
2), © 5- n¢ no gue une o segundo e 0o terceiro nos (2 e 3) e o
0 5 2 i & 1y
6- nO no gue une o terceiro e O primeiro nos (3 e 1).
Os quatro NOVOS elementos malha Ml sdo

definidos pelas 1ncidéncias

ELEMENTO INCIDENCIA
1 i 4 6
2 4 2 3
3 6 3 3
4 B G 4

nesta ordem, onde a numerac¢do dos elementos aqui representa a

sequéncia de numeracdo.
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A malha M2 e gerada pela criacao dos ndés 7 a
15, em cada elemento de MO, aplicando a mesma lei de formacédo
da geracdo de M1 em cada elemento desta malha na ordem
crescente de numerac¢do . A definic83o dos 16 elementos de M2 &
andaloga a dos elementos de M1, considerando-se cada elemento
de M1 da mesma forma que foram considerados os de MO.

O mesmo procedimento foi usado na geracdo da
maiha M3, com a cria¢do dos no®s 16 a 45 em cada elemento de

MO, 0 gue resulta em 64 novos elementos por elemento-pai.

A ordem de numeracdo dos elementos gerados a
partir de cada elemento-pai, nos trés niveis de malha, esta

mostrada na FIG., II-8.

M1 M2

FIG. II-8 Sequéncia de numeracdo nos elementos

de M1, M2 e M3.
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A ordem de subdivisdo dos elementos de uma
malha segue a ordem de numera¢do destes elementos, por
exemplo, na gerac¢do de M1l o0s elementos de MO sdo subdivididos
seguindo sua sequéncia de numerac¢ido, © mesmo sendo valido
para a gera¢do de M2 e M3 (FIG.II-7 e FIG. 11I-8).

F importante observar que na subdivisdo de um
elemento, ao se criar novos néds no seu contorne € necessario
verificar Se este elemento poOsSsul algum vizinho ja
subdividido. Neste <c¢aso, 08 novos noOs gue se situam no
contorno ja terdo recebido uma numeracdo que deve @ser
mantida.

Pode-se notar que a numerac¢do dos nos &
contlnua e fixa. sendo valida para todos nliveis de malha,
isto €. a partir do momento em gue um nd recebeu um nudmeroc,
este serd mantido em todos o©0s nivels que contiverem o no.
Evidentemente, 1sto ndo € verdade para a numeraGdo dos

elementos, gue € especlifica para cada um dos niveis (FIG.II-7

e FIG. II-8}).

b) Coordenadas dos nos.

O calculo das coordenadas x e v dos novos nos,
em um determinado nivel de malha, ndo apresenta dificuldades,
uma vez que cada um deles se situa sempre no ponto medio do
lado que une dois n0s da malha imediatamente mais grossa, OS

guais possuem suas coordenadas conhecidas {FIG.II-9).

il

¥}

yi

F 4
i X | k

-Ir—)t—T_l_

X]J fa.

FIG. I1-9 Coordenadas do novo no 1.
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c) Condicoes de contorno

As condi¢Ces de contorno das novas maihas M1,
M2 & M3 - restric¢des a deslocamentos nodais - foram definidas
tendo como referéncia a malha imediatamente mais grossa de
cada uma delas. Para um determinado novo no de uma malha, &
feita uma pesquisa em seus dois nos vizinhos, o0s quais vem
necessariamente da malha anterior, para saber-se se ha alguma
restricdo ao deslocamentos destes nés. A definic¢do das
restri¢coes do novo né €& feita da seguinte maneira: para cada
diregcdo X e v, 0 nO tera a caracterlstica do no vizinho menos
restrito. Podem ocorrer as situa¢Oes mostradas na FIG.I1I-10,

onde no lado IJ de um elemento €@ criado um novo no X.

RESTRICQOES NOS NOS RESTRICOES NO NOVO
I e ] NO K

™
P P

> B
P

25



N AN VAN

FIG. 11~10 Definicdo das condicOes de contorno de um novoe no.

d} Carregamento.

As cargas concentradas nodais presentes em MO
permanecerdo com 0OS mMesmos valores e aplicadas nos mesmos nos
em gue ja se encontravam, quando da construcdo de M3.

As cargas distribuldas nos lados dos elementos
da malha MO, s80 descritas pelos valores gque assumem nos nos
que limitam estes lados. Quando do refinamento da malha.
para o0s nos c¢riados no lado carregado de um elemento foi
atribuldo um valor de carga obtido pela interpola¢do linear
dos valores nos nés do limite. SO ha necessidade de montar o
velor de cargas para a malha M3, pois no MM os sistemas de
Ml e M2 serdo os correspondentes a equaGles residuais.

A FIG. II-11 1lustra o procedimento descrito.

qk o

qi

MO M3

FIG. 1I-11 Definicdo do carregamento em M3,
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I1I-2-2 Estrutura do banco de dados de M1, M2 e M3.

Como a geraCdo dos elementos de todos os nlveis
e feita com referéncia aos elementos de MO, seguindo sempre a
mesma lei1 de formac¢do, os dados referentes & incidéncia nos
trés niveis foram armazenados de forma compacta em um vetor
chamado INCH para cada elemento de MO. Um vetor INCH contém
todos os nos gerados a partir de um elemento de MO até M3 e
havera tantos vetores INCH gquantos forem os elementos de MO.

As 45 posig¢Oes do vetor indicam a sequéncia de
geraGdo dos nod0s no refinamento recursivo de um elemento. As
tres primeiras posiClOes correspondem a incidénecia do elemento
de MO, as trés seguintes aos nos criados na geracfo de M1
seguindo a segquencila descrita anteriormente, as nove
seguintes aos nods criados na gerac8o de M2 e as trinta
Ultimas aos nos criados na geracdo de M3, Todos eles contidos
no elemento-pai descrito pelas trés primeiras posicCOes.

Uma vez definido o vetor INCH de todos os
elementos-pais, a i1ncidéncia de cada elemento de cada malha é
conseguida pela combinacdo de trés dos 45 nds contidos no
vetor. Como a lei1 de formacdo € sempre a mesma para todos o0s
elementos-pailis., a i1ncidéncia, por exemplo, do 132 elemento de
M2 gerado a partir de qualguer um dos elementos de MO sera
definida pelos nd0s gue se encontram nas posicles 5, 13 e 12,
nesta ordem, do vetor INCH correspondente. Isto € valido para
todos o0s elementos de MO.

Baseado neste fato, criou-se um vetor apontador
de 1incidéncias - vetor IAPO - gue fornece as incidéncias de
todos os elementos de todos ©s nlveis através da indicacio
das posi¢COes em que se encontram 0s nos no vetor INCH de cada
elemento-pai. O vetor IAPO & tlUnico pois contém posigCes do
vetor INCH e ndo numeros de nos e serd utilizado tantas vezes
guantos Tforem os elementos de MO. Possui 255 posi¢bes e
define a incidéncia dos 85 elementos (1 de MO, 4 de M1, 16 de

M2 e 64 de M3} que 830 gerados a partir do elemento de MO

definido pelas trés primeiras posicOes {FIG. I11-12).
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1 2 3 1 4 6 4 2 5 6 5 3 5 5[ 4
1 7 g 7 4 3 g g 6 g 9 7 4| 10 12'
10 gl a3l 22| a4 s 111 12| 10 61 13| 15| 13 51 14
151 14 3] 141 15| 13 5| 131 12 13] 6 81 12 8 4
81 12] 13 11 18| 18! 16 71 171 18| 17 g| 17| 18] 16
71 19 21} 19 at 20| 211 2o gl zol =211 19 gl 221 24
25 g| 23] 24 23_ 51 23] 24 22! 8| 2z =z1) a2 91 17
21| 17 71 17| 21 22 a4 25| 27 25’ 10| 26| 27] 26| 12
26| 27| 251 10| 28] 30| 28 21 291 301 29| 11| 29] 30| 28
12{ 31| 33| 21{ 11} 32| 33| 32 5| 32! 33! 211 111 31] 30
311 12] 26| 30l 28] 10! 28] 30| 231 6| z4| 36| 34| 13| 35
36| 35| 15| 35| 236 34} 13| 37| 39| 37 5 38[ 39| 218 ' 14
38| 39l 37] 15 4{1, 421 40| 141 41 42’ 41 3] 41 421 40
14] 40| 39| 40| 15 l 35| 39] 351 13] 35| 39 I 40] S ' 37 |33
271 123{ 44 33| aa| 12| 44} 33} 37| 13} 34} 45} 34 6| 23
45! 23 gl 23! 45| 34| 12| 43| 27! 43 Bl 20 2?! 20 4
20' 27 43 8| 43| 45| 43 121 44 45[ a4 13‘ 44| 45] 43
Fig. 1iI-12 Vetor IAPO , que aponta as pt;éicﬁes, no vetor
INCH, que contém os numeros dos nos que constituem
a incidéncia de todos o0s elementos gerados.
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Os treés primeiros valores do vetor IAPQO indicam
que a 1incidencia de um elemento de MO €& composta pelos nods
cujos nUmeros se encontram nas posicCes 1, 2 e 3, nesta
ordem, do vetor INCH associado a ele. 0Os valores gque se
encontram nas trés posigdes seguintes indicam gque a
incidéncia do primeiro elemento de M! gerado pelo elemento de
MO, ao qual se refere o vetor INCH em questido, € composta
pelos nos que se encontram nas posic¢des 1, 4 e 6, nesta
ordem, deste vetor INCH., e assim sucessivamente.

Observa-se que 0s valores nas posicOes 4% a 152

do vetor TAPO, trés a trés consecutivamente, referem-se 4as

incidéncias dos quatro elementos de M1, nesta ordem; o058
. ~ =1 b= | - ~

valores nas pPosi1¢oes 16- a 63 - , tres a tres

consecutivamente, referem-se 4s 1Iincidéncias dos dezesseis

elementos de M2, nesta ordem; os valores nas posicCoOes 642 a
2552 referem-se, tambeém trés a trés consecutivamente, as
incidéncias dos sessenta e quatro elementos de M3, nesta
ordem, todos gerados de um Unico elemento de MO.

E  apresentado a seguir um exemplo do

refinamento H resultante do procedimento descrito acima.
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MALHA O 3 MALHA

MALHA 3

FIG. II-13 Exemplo de refinamento H.
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Os vetores INCH associados aos dois elementos
de MO estdo mostrados a seguir.
INCH do elemento 1 de MO
1 2 3 ESI 5 '?" 10 11! 121 13 14! 15 15‘ 171 18l
26l 27| zal 29 30[ 311 321 33| 34| 35| =8l 37| 39' 39| 40
411 42! 43] a4 4as{| ae] 47! ag 49[ saf 511 s2{ 53! 54| 55
INCH do eiemento 2 de MO
3 4 1 g g 7 191 201 18! 211 221 23| 24!l 28| 1z
s6| 571 52| 58| 53| BO] 61 52' i6] 63 54! 65! 661 671 &8
sal 7ol| 71l 72 73| 34! 74| 75 ?6' 771 78! 28! 79| sol ga
Na verdade, 0S VvVetores INCH de todos ©o©s

elementos de MO compCGem apenas um vetor

Seri

INCH gue armazena a

e de colunas de uma matriz de dimensdo 45 X NELG onde

NELG & o0 numero de elementos de MO.

estdo todos presentes em M3,

que
as

nume

no 8,

colunas

MO,

sdo armazenadas,

M1, M2 e M3,

As coordenadas dos noOs de que
da mesma f{orma
em um vetor chamado COOH gue contém

de NN NN & o

Portanto,

no programa original,

de

ro total de nds de M3.

uma matriz dimensdo 2 x onde

as coordenadas X e y do

por exemplo, estardo armazenadas nas posiCOes 15 e 16

de COOH.

sdo
que
uma
nos
dire
repr
uma

rest

As condicOes de contorno de todos os nos
IDH1 e IDH2Z,

IDHI armazena por colunas

(M3},
armazenadas em dois vetores da mesma forma
no programa originai. O vetor
matriz de dimensZo 2 x NNO3 onde NNO3 € o numero total de
de M3. As

cO0es X e

restricodes nas

NNOJ

2 armazenam as

de
Neste vetor o numero 1 representa

de

08 numeros

iinhas 1 e

respectivamente, todos o0s nos

Yo
esentados nas colunas.
representa a auséncia

restricdo e o numero 0O

ri¢cdo. O vetor IDHZ2 € semelhante ao primeiro,
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0 sd40 aquil substituidos por uma numeracdo crescente partindo
de 1, seguindo as colunas. Os nUmeros 1 sdo aqui substituldos
por . Este vetor, portanto, numera 0SS graus de liberdade e
0SS assocla aos nos. A FIG. 11-14 mostra um exemplo das

matrizes armazenadas em IDH1 e IDH2.

1 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 o o | o 1 ] (a}
0 1 3 0 6 3 |10 | o

o 2 4 5 7 9 0 0 (b}

FIG. II-14 (a) Exemplo de matriz armazenada em IDH1.

(b) Matriz associada armazenada em IDH2.

O carregamento da malha M3 também €& armazenado
da mesma forma gque no programa original, atraves de um vetor
que conteém as colunas de uma matriz de dimensdo 4 X NECD,

onde NECD €& o nuUmero de elementos com carga distribuida. As
quatro linhas de cada elemento referem-se aos valores qgue a
: : A o 3 i : O it "_!G .
carga distribulda assume nas direc¢des x e y do 1- ¢ do 2Z- nos
do lado carregado. Observa-se gque, como no programa original,

cada elemento pode ser carregado apenas em um dos lados.
II-2-3 Estrutura do processador GERA.

O diagrama de estrutura do processador GERA,

criado para executar o refinamento H global a partir da malha
modificada pelo processador ADA (fase R) €& mostrado na

FIG. d3=1ld.
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BLOCOS
PROCESSADOR FUNCIONAIS

SUBR-ROTINAS DE CALCULO

DIMENS
=~ BFRELO
RELOCA
REFINA
BFREFI LCOILN
CONDCO
GERA 1
— BFCARG VETCAR
BFXYZH SXYZH
BFCCEH RCTRIH [—
Legenda
--------------- rotina jJa exi1istente
nova rotina
FIG. II-15 Diagrama de estrutura
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A funcdo de cada rotina da FIG. I1-15 e

descrita sumariamente a seguir.

* GERA: processador gque executa o refinamento H global,
gerando trés malhas sucessivamente mais refinadas, a
partir dos bancos de dados gerados pPeios
processadores PREAD e ADA;

.BFRELO: faz a transferéncia de valores armazenados em
tabelas geradas em PREAD para algumas posi¢des de
tabelas do GERA;

DIMENS: calcula a dimensado da tabela COQH:

RELOCA: transiere valores das tabelas COOR e INCI, de
PREAD para as tabelas COQH e INCH,
respectivamente;

.BFREFI: executa o refinamento de MO0 em treés etapas,

criando as malhas M1, M2 e M3 sucessivamente mais

refinadas; define as condi¢des de contorno de M1,

MZ e M3;
REFINA: monta 0os vetores de 1ncidéncia (INCH),
apontador de incidéncias (1APO) e de

coordenadas nodais {(COOH);

LCCIN: imprime, em forma de matriz, as ftabelas COOH e
INCH;

CONDCO: monta as tabelas de condig¢des de contorno
(IDH1) e de graus de liberdade (IDH2);

.BFCARG: monta os vetores referentes ao carregamento para
a malha M3;

VETCAR: monta vetores de par8metros de carregamentos
elementares (NPA3 ), de 1lista de elementos
carregados (LED3) e de valores do carregamento
nos nos do lado carregado dos elementos {(VCD3});

.BFXYZH: monta 08 vetores de coordenadas nodails por
elemento, para as malhas M1, M2 e M3;

SXYZH: constrol as tabelas XYZ1, XYZ2 e XYZ3 que
contém, para cada nivelj de malha, as

coordenadas nodais por elemento:
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.BFCCEH: monta o© vetor de cargas nodails equivalentes as
cargas distribuidas; observa-se que € a mesma
presente no programa original, mudando-se apenas
as tabelas utilizadas {(tabelas de M3};

RCTRIH: gerencia chamada das sub-rotinas de caliculo:

vale a observa¢do feita em BFCCEH;
SCDTRI: rotina j& existente no programa original,
que calcula as cargas nodais equivalentes
nos pontos de integracdo, para 0
carregamento distribuido;

COEFI: rotina jJa existente no programa original,
que fornece os pontos de integracdo e o0s
pesos correspondentes;

COEFCP: rotina ja existente no programa original,
que calcula o vetor das func¢bes de
interpolacdc e o jacobiano;

ADDF : rotina ja8 existente no programa original,
gue transfere O carregamento de um

elemento para 0 vetor de cargas

equivalentes global.
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CAPITULC 111

METODO MULTIMALHA
IMPLEMENTACAD

A 1mplementa¢do da soluc¢d3o do sistema de
equac¢Oes da malha M3 pelo Método Multimalha (MM), que &
correspondente 4 etapa executada pelo processador SOL do
programa original, foi1 dividida em duas fases: fase de
preparacdo dos dados dos sistemas (montagem das matrizes de
rigidez globais de M1, M2 e M3 e montagem do vetor de cargas
nodails equivalentes de M3) e fase de soluc¢do do sistema de M3
por MM. Estas duas tftases foram 1implementadas em do1is
processadores consecutivos: PREMG e MULGR, respectivamente.
Esta divisdo fo1 motivada pelo fato de que, aiém da solucgdo
por MM, foram também implementadas as solu¢Ces do sistema de
M3 usando processo direto de elimina¢do de Gauss {processador
ELIGA) e processo 1terativo de Gauss-Seidel {(processador
GAUSDL), para efeito de avaliac¢do do MM comparativamente a
estes dols outros processos. O banco de dados gerado pelo
processador PREMG pode ser usado em gqualguer um dos trés
processadores de solucdo do sistema (MULGR, ELIGA e GAUSDL)
fato que., alem de ter simplificade a formulacZo de ELIGA e
GAUSDL, permitiu que fosse feita uma avaliacdo do desempenho
dos tres algorlitmos de soluc2o independentemente da montagem
do banco de dados. Outras duas considera¢Oes importantes na
defini¢do da forma de implementacido foram © equipamento
utilizado e a estrutura basica do SDP, mantendo-se, para
1sto, o0 tipo de armazenamento da matriz de rigidez global. O
programa foili 1implantado em micro-computador tipo AT, usando
FORTRAN 77 como linguagem de programacdo. Dal a necessidade
de se evitar mOdulos muito grandes para cada processador. Os
dois objetivos descritos acima s3o 3as vezes conflitantes,
pois uma otimizac¢do da forma de armazenamento do sistema

poderia se dar 2s custas de modificag¢des adicionais na
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estrutura do ambiente computacional. Optou-se por manter a
forma de armazenamento da matriz global c¢como no sistema
original.

A descricdo dos processadores ELIGA e GAUSDL

encontram-se nos APENDICES 2 e 3 respectivamente.

II1-1 Preparacdo de Dados para Solu¢do do Sistema de M3 por
MM. O Processador PREMG.

O processador PREMG tem uma estrutura
semelhante a8 da parte inicial do processador SOL, na gual €
definida a topologia e montada a matriz de rigidez global, é
construildo o vetor de cargas nodais eguivalentes e ¢é
introduzido o efeito das prescric¢des em ambos.

Este processador utiliza os bancos de dados

gerados nos processadores PREAD, PRO, SOL e GERA e € dividido

em quatro etapas: calculo das topologias das matrizes de

. : 1 (21} (3)
rigidez giobais de M1, M2 e M3 (g{ }, K e K ), montagem

‘ . 3
do vetor de cargas nodais eguivalentes de M3 (g(}) e
. i (1) (2) Mich (3)
introduc¢do das prescric¢des em K , K . K e .
. . 1) 2
A determinacdo das topologias de g{ 5 E( ] e

3 . A . N

K( S feita no bloco {funcional BFTOPS, gue 1inicialmente

T

gerencia a renumerag¢do dos graus de liberdade (GL) das malhas
Ml, M2 e M3 para que as matrizes de rigidez sejam menos
esparsas, 0 que diminui o espa¢o de armazenamento necessario.

Foi feita a op¢do de renumerar o0s graus de
liberdade e ndo o0os noés porque dessa forma foi necessario
refazer apenas o vetor de graus de liberdade IDH2, criando os
novos vetores 1ID21, ID22 e ID2Z23 que tfornecem os graus de
liberdade associados aos no¢s das malhas M1, M2 e M3,

respectivamente.

O procedimento adotado, bastante simples,
consiste em renumerar, em cada elemento pai, o©0s graus de

liberdade de forma a diminuir o perfil da matriz de rigidez

proveniente de cada um. Desta forma, a numeracdo dos
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elementos € um pardametro importante na definic3d3o dos

Tequlisitos de espa¢o de armazenamento.
A Tenumerac¢do dos GL dos nods gerados por um
elemento de MO € feita na sequencia mostrada na FIG. III-1 e

& observada tambem a sequéncia de numeracido dos elementos de

MO . 3 o
T

T

I
7 & 7
r 13 f
2 4 8
M1 M1
(numeracdo original) (nova numeracio)
6 30
T--'p29
20 29
i9 uf T._.}ET |
12 26
I f |7 T
A
j T

*2! 5 3 — 19 ,23

]

10 |6

Lm- —§p -i.- el
; 413 f 4 >3 4T T3 .
2 i4 a A 4 2 4 8 14 22
M2 M2
(numeracdo original) (nova numeracgo)
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FIG 111-1

78
|
76
; . ___,75
73

M3

(nova numeracdo)

Sequéncia de renumeracdo dos GL dos

1—"21 v 3l 1—‘43 T"—"s? 1

74

elementos

M1, M2 ¢ M3 gerados de um elemento de MO.
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Na FIG. [II-2 e mostrada a renumeracido dos

graus de liberdade da malha M1 de um exemplo simples.

MO M1

| 2 3 4 5 b / 8 9 10 11 e 13
0 1 3\ 0 5[ £ 3 ‘l‘ll ‘13| 15 T 19] D|
0 2 4 0 6 8 10 12 14 16 18 20 0

1 2 3 4 S: " 6 7 8 9 10 11 12 13
0 51 12 0 9 1 7 3 11! 151 17l 1 0
ID21 6| 14 o 10 2 B a| 12| 16| 18| zo| o
obs.: a numeracdo dos noO0s foi colocada acima das colunas para
facilitar o entendimento.
FIG. III-2 Parte do vetor IDH2 (graus de liberdade)
referente a M1 de um exemplo simples.
Vetor ID21 (graus de liberdade renumerados) da

mesma malha M1.
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ApOs a renumeracdo dos GL de M1, M2 e M3, sdo
montados o088 outros vetores referentes 4s topologias das
matrizes de rvigidez globais, para o gque sd0 utilizadas as
mesmas rotinas de calculo do programa original, trés vezes
consecutivas conforme diagrama da FIG.III-3. Uma nova rotina
da calculo {(COLUNA) foi inclulda para calcular as alturas das

(1) (2) (3} i C oy 2
coliunas de K . K e K para posterior utilizac3ao na

solucdo do sistema nos processadores MULGR e GAUSDL.
A montagem das matrizes de rigidez globais das

malhas M1, M2 e M3 e feita em um bloco funcional chamado

BFMONS, que tem a estrutura e utiliza as mesmas rotinas de
calculo do programa original, trés vezes consecutivas (FIG.

. (1) {23 (3) 2
IIT-3). As matrizes K ;36 e K sdo armazenadas em

vetores atraves da tecnica de "skyline”. Foi introduzida aqui
a rotina LINHA qgue <calcula os comprimentos das linhas de

(1 (2) (3) ; & g
K ), K e K . 08 quais serdo utilizados na soluc¢do do

sistema de equacCOes.

O vetor de cargas nodais equivalentes de M3 €
montado no bloco funcional BFMCNS que difere do original
apenas no banco de dados utilizado, sendo agui © da malha M3.

A introducd3oc de prescri¢Ces nas matrizes de
rigidez e no vetor de cargas nodais egquivalentes €& feita no
bloco funcional BFMVPS gue difere do original no banco de
dados utilizado. As rotinas de calculo sdo as mesmas, sendo

que a que modifica K e chamada trés vezes consecutivas.

L

A FIG. 11I1-3 mostra o diagrama de estrutura do

processador PREMG.
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PROCESSADOR BLOCOS FUNCIONAIS SUB-ROTINAS DE CALCULO

INCIDE
M1 o —
M2| .  SPVPS
MB L L. ................... —|
3 ]_ ................... e
4 : ERTOPE
e i
H'l r ---------------------- -
BFTOPS . SLME
M2 1 :
M3
i
pmmmmeme b COLHT
: L eeeeeeeermeeeeeens i
M'l e e B —
HZ! . ADRESS |
H3 st 4 e e kA A i

M1
MZ i COLUNA
PREMG M3

LINHA
y M1
BFMONS
Mz ) I— ...................... ——y
M3 : ADDBAN i
. kil
s -
! SLOADE
L eieeimreermerenenes J
BFMCNS
B i
. ADDV
SR———— J
sy F |
MZA ; SMVP ;
Ma { I— ...................... -—i
BFMVPS
B )
i SVVP
oo ssommsenig &

rotina Ja existente

nova rotina

FIG. II1-3 Diagrama de estrutura do processador PREMG.
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A funcdo de cada rotina da TFIG. I1I-3 e

descrita sumariamente a seguir.

¥ PREMG: processador gque prepara © banco de dados para a
solucdo do sistema de equag¢Ces de M3;

.BFTOPS: gerencia © calculo da topologia das matrizes de

rigidez globais Eﬂil, 5(2) e 5(3};
INCIDE: monta as tabelas de incidéncia das trés malhas
({INC1l, INC2 e INC3), de uso restrito neste
hbloco funcional, e as tabelas de GL

renumerados D21, ID22 e IDZ23;

SPVPS: rotina j3 existente de prepara¢do de dados;

ERTOPE: rotina ja existente para verificacdo de
consisténcila dos GL com o tipo do elemento;

SLME: rofina ja existente que associa cada elemento
aos GL de seus nos;

COLHT: rotina ja existente que calcula as alturas das
colunas de K;

ADRESS: rotina )& existente que monta o0s vetores MXAL,
MXA2 e MXA3 que fornecem as posi¢Ces iniciais
das colunas de K (apontador para K armazenada
em vetor por "skyiline"};

COLUNA: monta vetor com altura das colunas de K;

L]

.BFMONS: gerencia a montagem das matrizes de rTi1gidez

. (1) (2) (3) .
globais K , K e K em vetores utilizando a

técnica de "skyline’”;

LINHA: monta vetor com comprimento das linhas de K;

ADDBAN: rotina ja3 existente que transfere valores de
uma matriz de rigidez elementar para a global;

.BFMCNS: gerencia a montagem do vetor de <cargas nodais
equivalentes de M3;

SLOADE: rotina Jja existente gque monta vetor de cargas
nodails equivalentes (concentradas e
distribuidas) de um elemento;

ADDV : rotina ja existente que monta cargas

nodais equivalentes do elemento no vetor

de cargas nodais eguivalentes global;
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: : B e (1)
.BFMVPS: gerencia a 1ntroducdo de prescricoes em K
K : K o no vetor de Cargas nodais

o ) 3
equivalentes de M3 (f( });

ar

)

SMVP . rotina ja existente que modifica uma matriz K
de acordo com ©0s valores prescritos;

s i i : — (3
SVVDP: rotina ja existente gue modifica o vetor f }

g

de acordo com o8 valores prescritos.

II11-2 Soluc¢do do Sistema de Equa¢Ces de M3 pelo Método
Multimalha. O Processador MULGR.

Para a solucdo do sistema de equac¢Oes da malha
M3 foil implementada uma versdo do algorlitmo MM - ciclo N
apresentado por Zhu e Craig-1985 esquematizada na FIG. II11-4,
através do pocessador MULGR, © gqual utiliza o©os bancos de

dados dos processadores PREAD, SOL, GERA e PREMG.

N VEL
3 U\ /L?
Z I)\ /L?
1 i L
\\ e
e
O d L
0
P - numero de i1iteracoes Gauss-5Seidel
LJU - pumero de iteracoes G-5 no nivel O
d - cpolucaoe direta por Eliminacao de Gauss
~ - interpolacao linear
N - restricao

Fig. III-4 Algoritmo esquematico do ciclo N implementado.

[ITI-2~1 Descri¢do do algoritmo.

Para VP iterac®es Gauss-Seidel (G-S) por nivel
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ge malha

pré-processador
utilizado um

convergeéncia),
relaxac¢do em um nivel, ¢

entre parénteses

(0 numero v ¢€é fornecido como dado de entrada no

PREAD, com exceC¢d2o do nlvel 0 onde ¢
criterio de parada baseado na verificacdo da
com ~ 1indicando o¢©s valores iniciais para a
indicando a tolerancia. € o 1indice

indicando o nlvel de malha, o algoritmo pode

ser descrito como:

(sistema a ser resolvido

-
pah
R

L2

(3) (3) (

i = Loy W
;\;{2) . I{Z) -{1)
Y = 5433 ¥
%[3) ~ I(3) ;(2)
- T ~(2)y o~
(3} (3) (3)
K v = f (U vezes)
(3) (3) (3}  (3)
T = 1 ~ K \Y%
(2) (2) (3)
LK = Agmy o
. - (i3 { §) ( jJ AC])
para j = 2,1 K7 e’ = f (e 7'= 0) (v vezes)
(1) ( i) (i) { 3)
o= 7 -k e
(j-1) (j-1) =(j)
r o = 1 7
e ~(j) i
. T () ) (j) ACG)
ara = Dyl K e = T : e = 0
p J b o 3 = ._] - O —= | = 2
D
Vo Vezes
) = 1 =>» v vezes
~(i+1) {i+1) ( 3)
; = I - e
% ~ (i) i
g£j+1} _ (j+1) —(j+1)
(2)  (2) (2)
K = = [ (P vezes)
S(3)  _ (3 (2)
- TS (2) =
A{3) (3) - {3)
y = X ©
(3) (3} (3)
K v = 7 (V vezes)
(3) (3) (3)  (3)
(2) 1 = - K v
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R £ € 2 S0\ F1M

Nnao

E SR S 1,01 € 2 ndo | (1)

sim

(3) {3} (3]
(1 vez)

FIG., 1II-5 Descri¢do do aigoritmo implementado

A FIG. I111-5 mostra todos o pPassos do

procedimento, quais sejam:

1- 0Os deslocamentos obtidos na fase R (nivel 0) pelio metodo

. (0) . #
de eliminacio de Gauss (Eh ) sdo interpolados linearmente

; . ~(1) ~{2) A(3)
para 0S niveis 1, 2 C 3 (v : v & \% )

o ]

sucessivamente, através dos operadores de interpola¢do linear
(1) (2) (3)

l(m y “{(1} e 5(2) IESPECtI(Z?menf;' )

2- O sistema de M3 (K v = f ) €& submetido a v
: A ) A(3) :
iteragoes (relaxa¢Ges) G—-S, com Vv COmo aproximacdo

inicial. O numero de iteracdes v €& fornecido nos dados de

entrada do processador PREAD.

3- E calculado 0 residuo 5(3) do nivel 3 ,
{Hﬂ _ gia)__gfs} Y(a}'

4- O residuo 5(3) e transferido para o nlvel 2 atravées do
operador de restrigdo ;EE: ; E“ﬂ = z:i: g“ﬂ
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L2) (2) B

5- A equacdo residual do nivel 2 (K e = B ) é
submetida a D iteracoes G-S, com aproximac¢do inicial
A(2)
e = 0.
: -(2) :

6- E calculado 0 residuo (T ) do nivel 2,
-(2) (2) (2Y 02
r =T - KT e
: , -(2) . . . ,
/- © residuo T € transferido para o nlvel 1 através do

. L33 i (1) =(2)
operador de restricdo I - = ] T :

e ~ ~(2) ~
. ; L1) L 1) 1)

8- A equacdo residual do nivel 1 (K ¢ = P ) €
. . - . L. AC1)
submetida a v itera¢Oes G-S com aproximac¢do inicial e = 0.

, - (1) :
9- E calculado 0 residuo L ) do nivel 1,
-(1) (1) (1) (1)
3 = & = '8 < ’
, -(1) . . . ,
10- O residuo r € transferido para o nivel 0 atraves do
; (0) (0) (0) =-(1)

operador de restric¢do I ; r = ] '

J ~(1) ~ ~(1) ~

: . : (0) _(0) (0), .
11- A equac¢do residual do nilvel O (K € =T ) €
submetida a D s itera¢cOes G-S com aproximac¢do inicial
A(0) : . - J L .
e = 0. O numero de i1iteragoes v, e definido pela analise da

convergéncia, em que, para cada ciclo G-S e verificado se

le - e I
p p-1 2 &
le | 0
M

onde Ieu ol - % 1h= maior valor absoluto da diferenCa entre um
e do ciclo e o e correspondente do ciclo

imediatamente anterior,

IeHI = maior valor absoluto de e no ciclo,

£, A tolerancia definida internamente no processador

MULGR de forma a se obter uma boa solu¢do para a

malha grossa

(0) : % : .
12- © erTto e obtido e interpolado para o nlvel 1 atraves
. (1) -(1) (1) (0)
do operador linear I .~ , ¢ = Logy 8
(1] - # ® ; # #
5= '@ erre ¢ obtido pela uUltima relaxa¢do no nivel 1 &
_— . A1) (1) -(1)
corrigido pelo erro interpolado, e = e + e :

P gk P
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{1} {1) (1)

14- A equac¢do residual do nivel 1 (K e = T I =
: . " : s x AC1)
submetida a P 1teraCoes G-8 com aproxima¢do inicial e e o
(1) Ly . ¢ : . ;
mesmo I ufilizado na ultima relaxacCdo no nivel 1.
(1) : ' , . ’
15- O erro e obtido e interpoiado para ¢ nivel 2 atraves
: (2) —(2) (2) (1)
do operador linear 1 , © — | e :
~ (1) ~ ~{1) ~
(2) . , . ; ;
6~ @ ETEO £ obtido pela Ultima relaxacdo no nivel 2 ¢
. . A(2) (2) —{2)
corrigido pelo erro interpolado, ¢ = € + € :
y ; : (2) (2) (2)
17- A equacdo rvesidual do nilvel 2 (K S = T =
. . - . o ... AL2)
submetida a P iterac¢Oes G-S com aproximacdo inicial e e O
(2) L , . N ,
mesmo I utilizado na uitima relaxacadaoc no nivel 2.
(2) . 5 & : . ..
18- O erro ¢ obtido © interpolado para o© nivel 3 atraves
. (3) -{(3) {3) {2)
do operador linear l(z) ; € -1(2] e .
{3) : . ;
19- Os deslocamentos v obtidos pela ultima relaxacao no
nivel 3 sdo corrigidos pelo €TrTo interpolado,
AL3) (3) - (3)
] = ¥ S -
; (3) (3) (3) , :
20- A equa¢do do nivel 3, K v — £ , €& submetida a v
. i . L A{3)
iteracoes G-S com aproximag¢do inicial v
, (3) (3) (3 (3)
21~ E calculado o residuo r = f - K v

do nivel 3.
22- E feita a verificaCdo de convergéncia utilizando o mesmo
et iEerio empregado POT Parsons e Hall-1990, 18tO e,

calcula-se

(3)
| ¢ I
R = —_— onde

| - e a norma euclideana do vetor e ¢
S

@ a tolerdancia definida nos dados de entrada do processador

PREAD, €

a) se R » 1,01 € retorna~se ao passo (4) iniciando-se outro

c1e b Vs

b) se € < R £ 1,01 € retorna-se ac passo (20) procedendo-se a

mais uma iteracd8o G-S seguindo-se novamente os passos (21) e
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(22}; esta verificacdo destina-se a impedir gue um novo ciclo
MM seja 1niciado quando se estd muito préximo de satisfazer o

criterio de convergéncia, terminando a solucdo apenas com O
algoritmo GS;

c) se R £ £ o0 processo € interrompido e os resultados finais
sdo o©0s obtidos no passo (20).

1I-2-2 Diagrama de estrutura do processador MULGR.

O diagrama de estrutura do processador MULGR e
mostrado na FIG. II11I-6.
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PROCESSADOR BLOCOS FUNCIONAILS SUB-ROTINAS DE CALCULO

| INTER]
INTER?2
| INTERZ
]
ANAGSL
T
: r -----------------------
PSKV
3 D o .. ]
T ——
BFMULG | ; { suBT ]
’ 0
! { CALERR p-e> FIM
|
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a | v o <M -0 Ao ol
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[ .SUBVET
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T
2 ey P mad
ANAGSL
~ INTER3
3 [ronsemnssnone S tar
T T [suny ]
{-n--u.

1 BFLSGS LDESLH

FIG. 111-6 Diagrama de estrutura do processador MULGR.

30



A funcdo de <cada rotina da FIG. III-6 ¢
descrita sumariamente a seguir.
¥ MULGR: processador que resolve o sistema de equacOes de M3
pelo Método Multimalha;
.BFMULG: gerencia a soluc¢do do sistema por MM;
INTER1: interpola linearmente valores de MO para Ml;
INTERZ2: 1nterpola linearmente vaiores de M1 para M2;
INTER3: 1interpola linearmente valores de M2 para M3;
REST32: transtere valores de M3 para M2:

REST21: transfere valores de M2 para M1l;

REST10: transiere valores de M1 para MO;

ANAGSL: resolve um sistema de equa¢Oes lineares por
G-S; o numero de iterag¢des para o0s niveis 3, 2
e 1 ¢ fixado pelos dados de entrada de PREAD e
para o nivel 0 é determinado pela verificacdo
da convergéncia;

CALERR: verifica a convergéncia do ciclo V multimalha
cujo resultado define se € iniciado outro ciclo
V ou interrompido o procedimento;

PSKV: rotina ja existente que multiplica uma matriz
por um veiorT;

SUBT: rotina j4 existente gue subtral um vetor de
outro;

SUBVET: rotina ja existente que subtrai um vetor de
outro;

SUMV : rotina ja existente que soma dois vetores;

.BFLSGS: gerencia a impressdo da solucdo do sistema de M3.
LDESLH: imprime a soluc¢do do sistema de equac¢Oes de M3

(nUmero dos nos e deslocamentos

correspondentes).

E importante observar que O operador de
interpolac¢d3o atribui a um novo no, criado no ponto médio do
lado de um elemento, o valor correspondente 38 média
aritmetica dos valores dos nos dos vértices vizinhos. O
operador de restricdo faz a operacdo inversa, distribuindo

metade do valor de um no que desaparece para cada um dos dois
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vizinhos remanescentes {(Rivara-1984),

I1IT1-3 Calculo e Impressdo de TensCes.

0 calculo e a impressdo de tensOes foram
implementados em um processador chamado POSMG que tem a mesma
estrutura do processador POS do programa original, a menos do

banco de dados utilizado, o gual € referente a malha M3.

O diagrama de estrutura do processador POSMG

encontra-se no APENDICE 4.
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CAPITULO 1V

RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo sdo apresentados 08 resultados
obtidos do processamento de trés problemas numéricos -
problemas TRINCA, BOUSSINESQ e MANCAL , usando 0S
procedimentos descritos nos Capltuos I1 e IIT.

Devido a limita¢des do equipamento utilizado -
micro-computador com processador 80.286 - os problemas foram
discretizados atraves de malhas 1niciais muito pobres, fato
que introduziu algumas Ttestri¢fes no desempenho do processo
R-H utilizado.

Cada problema foi resolvido utilizando-se
guatro modelos distintos, gerados a partir da malha 1i1nicial
segundo o0s procedimentos descritos no Capitulo II, sendo
elas:

a} malha 1nicial - MALHA OR-0H:

bh) malha resultante da aplicac¢do de uma série de adaptagtes R
na malha inicial até gue ©o erro tenha sido suficientemente
equidistribuido no dominio - MALHA nR-0H, onde n € o numero
de adaptagCes R;

¢) malha resultante do refinamento H da malha inicial, feito
em trés etapas conforme descrito no Capltulo 11 - MALHA
OR-3H;

d)}) malha resultante do refinamento H da maiha nR-0H, em tres
etapas - MALHA nR-3H.

O problema BOUSSINESQ {fo1 resolvido também
analiticamente, através da Teoria da Elasticidade e o0
problema TRINCA foi também resolvido através de uma malha bem
refinada, utilizada para este problema por Cimini-1991 -
MALHA CIMINI.

Os resultados em tensCes obtidos para as
diversas malhas de cada problema foram comparados entre si,

com 0 objetivo de analisar a eficacia do processo adaptativo
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R-H global.

O sistema de eguactes da malha nR-3H de cada
problema foil resolvido utilizando-se trés PTOCESSOS
independentemente:

a) metodo direto de EliminacZo de Gauss (EG);

b} processo i1terativo de Gauss—-Seidel por linhas (GS);

c) método Multimalha conforme algoritmo descrito no Capltulo
ITTI (MM).

0Os rtesultados em tensdes obtidos através dos
trés processos foram comparados entre si com o0 objetivo de:
a) verificar a validade e a precisdo dos processos MM e GS
implementados;

b) comparar os tempos de CPU demandados pelos processamentos
- analise de eficiénecia; os tempos de CPU apresentados
referem—-se a um micro-computador 436.

A solucdo dos sistemas de equac¢Ces por MM foi
processada varias vezes mudando-se os parametros do algorltmo
- nUmero de itera¢Ges GS em cada nivel de malha (v), erro
tolerado no critério de parada (g€} e erro tolerado no
critério de parada das itera¢Ces GS na malha do nivel 0 (ED).
Teve-se, com isto, o objetivo de encontrar a combinac¢do de
par2metros mais eficiente para cada problema - parametrizacCdo
do MM.

As malhas resultantes dos trés refinamentos H
juntamente com a malha inicial - nR-0H, nR-1H, nR-2H, nR-3H -
correspondem aos guatros nlveis de malha MO, Mi, M2 e M3 do
algoritmo MM implementado, conforme descrito no Capltulo III.

Procedeu-se, também, a uma andlise do
desempenho do MM em relacdao a distor¢do das malhas,
comparando-se o nlUmero de <ciclos MM demandado pela solucdo
dos sistemas das malhas nR-3H dos trés problemas.

Verificou-se, também, o conhecido aumento do
nimero de ciclos MM com o aumento da incompressibilidade do
material {(coeficiente de Poisson).

Os problemas TRINCA e BOUSSINESQ encontram
similares em Parsons e Halil-1990, CUuJOS pardmetros e

resultados foram tomados como referéncias relativas.
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[V-1 Problema TRINCA

IV=-1-1 Descricgdo do problema - Defini¢do das malhas

O problema TRINCA refere-se 4 chapa tracionada

com uma trinca na sua regido central, mostrada na FIG. IV-1.

AY
:
A T p | Tu.—f)r
2
1 i
480 mm i el e — X
, |9 L
|
e | < o8
#. 240 mm *_
a = 20 mm q = 100 kgf/mm E = 500 kgf/mm° v = 0.30
e = egpessura = 1.0 mm Estado Plano de Tensdo

FIG. IV-1 Problema TRINCA : chapa tracionada com trinca

na regido centratl.

A discretizacdo inicial (MALHA OR-0H) foi
construlda para o quarto superior da chapa, FIG. IV-2,
estando a trinca representada pelo lado do elemento 1 gue

liga 0s nos 1 e 2.
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FIG. IV-2 Problema TRINCA
Malha OR-0H.
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Para efeitoc do procedimento R, os no6s 1,2,9.,12
e 13 s&o impedidos de sofrerem qualquer deslocamento
(relocagcdo), 08 ndés 3 e 6 sdo livres para o deslocamento
segundo a direcdo x, os nés 4, 7, 8, 10 e 11 s3o livres para
o deslocamento segundo a direg¢do y e o ndé 5 € livre para se
deslocar em qualquer direcédo.

Foram executados cinco ciclos R na malha OR-0H,
ao fi1m dos quais o erro foi considerado suficientemente
equidistribuldo no domlnio. A sequéncia de malhas obtidas com

as adapta¢des R € mostrada na FIG. IV-3.

rJ//‘/’ | !
/ :
% / |
! l rr/ |
MALHA OR-0H MALHA 1TR-0OH MALHA Z2R-0H
!
MALHA 3R-0H MALHA 4R-0H MALBEA S5R-0H

FIG. IV~-3 Problema TRINCA

Sequéncia de malhas obtidas com 5 adaptacles R

sucessivas a partir da malha OR-0H.
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Pode-se notar, apenas POT inspec¢do, a
convergéncia da sequéncia de malhas da FIG. 1V-3.

Un detalhe da malha SR-3H, obtida pelio
refinamento H globa]l da malha 5R-0H trés vezes sucessivas, &

mostrado na FIG. 1V-4, onde estda feito o refinamento apenas

do elemento 1 da malha 3R-0H.

Hﬂl 122 38 125 14 131 4] 134 £

FIG., IV—-4 Problema TRINCA
Detalhe da malha S5SR-3H.
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O detalhe correspondente da malha O0OR-3H tem

aspecto semelhante ao da FIG. IV-4.

As malhas nR~3H constituem-se em problemas de

308 graus de liberdade {433 nos,768 elementos).
A malha CIMINI & mostrada na FIG. IV-3.
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FIG. IV-5.a Problema TRINCA
Malha CIMINI
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Problema TRINCA

IN=3.Db

FLG

Detalhe da malha CIMINI na regido da trinca.
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IV-1-2 Andlise do desempenho do algoritmo MM

a) Parametrizacdo do algoritmo MM

Na soluc¢do dos sistemas de equa¢Ces das malhas
S5R-3H e OR-3H por MM e por GS. foi empregada a tolerancia
para 0 erro algébrico, utilizada no critério de parada dos
algoritmos MM e GS, de &£ = 1*10_6, a qual produz resultados
em tensfes coincidentes com os obtidos por EG. Este valor foi
o empregado por Parsons e Hall. Uma reduc¢do deste valor para
1>!=1l'.)_5 produz resultados em tensdes, para este problema, com
diferenc¢as da ordem de 5% em relac¢cdo aos do EG.

A Tesposta do algoritmo MM a2 wvaria¢do de dois
parmetros, numero de itera¢des GS por nivel de malha (v) e
tolerancia para o erro algébrico da Soiucﬁo do sistema
equac¢Oes do nivel O (ED), & mostrada na TAB. IV-1. a qual

refere-se a malha 5R-3H.

N. CICL.|N. ITER. !N. ITER.| TEMPO CPU
“0 d MM NIVEL 0 |FIN. M3 (SEG.)
10D-6 | 5 49 66 5 311, 420
10D -3 5 49 28 5 306, 040
10D -3 8 31 30 10 290, 450
10D-3 10 26 20 10 296, 200

TAB. IV-1 Problema TRINCA

Parametrizacdo do MM - Malha 5R-3H

£ = 1410 °

Na TAB. IV~1 tem-se:

coluna 1 - tolerancia £ para critério de parada das
iteracOes GS na malha do nivel 0y

coluna 2 - numero v de itera¢Ces GS nas malhas dos niveis
1, 2 e 3 do MM;

coluna 3 - numero de ciclos MM requerido para a convergeéncia;

coluna 4 - nlmeroc de itera¢des GS na Ultima vez que & feita a
relaxac¢do na malha do nivel 3;

coluna 5 - tempo de CPU reguerido para o processamento da
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solucdo do sistema por MM.
-3

Pode-se notar que o vwvalor de e, T 10 e

suficiente para a convergéncia do processo GS no nivel 0; uma
- -6 . _ . : ,

reducdo desse valor para 10 nao diminuiu o numero de ciclos

MM total, apenas aumentou desnecessariamente o numero de

itera¢des no nivel ¢, auvumentando o tempo de CPU.
-3

Fixado £, em 10 7, procedeu-se & variac¢do de v.
Constatou-se que , para este problema, o valor vV = 8 € ¢ mais
eficiente, uma vez que sua diminuic¢do para VY = 5 , ao

aumentar o numero de ciclos MM, mesmo com um numerc menor de
iteracOes GS por nivel, aumenta ¢ tempo de CPU. Ja o seu
aumento para V¥ = 10, apesar de diminuir bastante o nUmero de
ciclos MM. €& excessivo, fazendo também aumentar o tempo de
CPU. AsS alteracoes no desempenho observadas. neste

exemplo,com a variac¢do de v e £ sdp peqguenas.

b) Fator irregularidade da malha

Uma caracterlstica i1mportante constatada na
solucdo dos sistemas por MM é a 1influénecia da irregularidade
da malha no nUmero de <c¢iclos MM necessdarios para a

convergéncia.

Pela FIG. IV-3 pode-se ver gue, neste caso, as
adapta¢Oes R aumentam sucessivamente a irregularidade da
malha inicial OR-0H, gque por sua vez j3 se mostrava bastante
irregular. O processamento da soluc¢do dos sistemas das malhas
OR-3H, lR-3H, 2R-3H, 3R-3H, 4R-3H e 5R-3H, isto e, malhas que
resultam do rtefinamento 3H das maihas mostradas na FIG. 1V-3,
mostra claramente o aumento senslivel do numero de ciclos MM
necessarios para a convergéncila com 0 aumento da

irregularidade da malha analisada - TAB. IV-2.
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AT HA N. CICL.] TEMPO CPU
MM (SEG.)
OR- 3H 10 65,910
1R-3H 16 104, 120
ZR-3H 27 170, 380
AR- 31 35 219, 580
AR-3H 472 264,070
5R-3H 49 306,040

TAb. IV-2 Probiema TRINCA
Aumento do numero de ciclos MM com o aumento
da irregularidade da malha.
v = 5§ e = 10°° e, = 1077
¢) Andlise da eficiéncia do algoritmo MM
A soluc¢do do sistema de equa¢des da malha 5R-3H
foi também obtida utilizando-se EG e GS. 0Os tempos de CPU

gastos pelos trés processos {EG, GS e MM) sdo apresentados na
6

TAB. IV-3., Os resultados do MM referem-se a v = 8, € = 10 e
-3 ; .
EU = 10 ', 08 qquals produziram os melhores resuitados na
parametrizagao. NO processo GS foil utilizada a mesma
. . -6 .
tolerancia € = 10 para o criterio de parada.
N ITER GSx| TEMPO CPU
PROCESSO
N CIC MMxx (SEG. )
___EG — 6,680
GS x 3812 5083, 620
MM xx 31 290,450
TAB. IV-3 Problema TRINCA - Malha 5R-3H
Tempo de CPU (seg.) gasto na solu¢do do sistema
pelos processos EG, GS, MM.
Pode-se constatar que o metodo direto EG € o
mais eficiente para este problema. O metodo MM gastou 43,48

vezes mais tempo de CPU que o EG e o metodo GS gastou 17,35

vezes mails tempo de CPU que o MM e 761,02 vezes mailis que O
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EG. O numero total de itera¢tes GS para o MM no nivel 3 foi
de 248. Neste caso, portanto, o MM mostrou-se muito vantajoso
em Telacdo ao outro processo iterativo (GS), mas muito
desvantajoso em rela¢doc ao método direto (EG).

Analise semelhante feita na malha menos
irregular (OR-3H) produziu os resultados mostrados na TAB.

Iv-4,

N ITER GS%k TEMPO CPU ]
PROCESSO
N CIC MMxx (SEG. )
. EG —_— 6,680
GS % 2296 32060,010
MM =xx 10 65,910

TAB. IV-4 Problema TRINCA - Malha OR-3H.
Tempo de CPU gasto na soluc¢do do sistema
pelos processos EG, GS e MM (v = 5),
Na malha menos i1irregular o MM gastou 9,87 vezes
mals tempo de CPU que o EG. O GS gastou 46,43 vezes mais

tempo de CPU que o MM e 458,09 vezes mals gue o EG. O numero

total de iteracCes GS para o MM foi de 80 no nivel 3.

Pode-se concluir que, neste problema, O

aumento da eficiéncia do MM com o aumento da regularidade da
e S nas

malha € maior que o aumento da eficiéncia do EG

mesmas condic¢des.

Considerando que 0S8 processos iterativos comuns
sdo tdo mais eficientes em relac¢do aos mé€todos diretos gquanto
malor a dimensdo do preoblema e gue o MM mostrou-se bastante
vantajoso em relacdo ao GS, pode-se supor que ao aumentar-se
a dimensdo do problema em guest3o, o MM acabe por superar o
Esta suposic¢do ndo pode

Gao

EG em velocidade de processamento.

comprovada neste trabalho devido 4as limitacOes

ST

equipamento utilizado. POde-se constatar aqui, apenas a

grande eficiéncia do MM quando comparado a um dos processos

iterativos de uso corrente (GS por iinhas).

G4



d) Comparac¢do com resultados de Parsons ¢ Hall

Os resultados, em termos de numero de ciclos
MM, obtidos para o problema TRINCA foram comparados com os
obtidos por Parsons e Hall para um problema semelhante

(FIG. IV-6), discretizado através da malha mostrada na

(FIG. IV-7)
CARREGAMENTO UNIFORME

T i f T T
x - —
W
5 & & T

A

Y oW 1.

FIG. IV-6 Problema semelhante ao TRINCA
Parsons e Hall-1690.

(14 ] [

FIG., IV-7 Malha usada por Parsons e Hall para

o problema da FIG. V-6

Considerando gue o elemento utilizado por
Parsons e Hall, retangular de guatro nos, € superior ao aqui

empregado, e que a malha la empregada € reguiar contra uma

aqui muito i1irregular {(malha O0OR-3H), pode-se <considerar os

resultados aqui obtidos como satisfatdbrios. Para Vv = 5 e € =
-6

10,

Problema &~ TRINCA (Parsons e Hall) —> N. de ciclos MM = 11

Problema TRINCA {(malha OR-3H) -—> N. de ciclos MM = 10.
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e) Evolucdo do erro c¢com 08 ciclos MM

A FIG. IV-8 mostra como O erro diminui apos
cada ciclo MM até a convergéncia. O erro em guestdao € o0
utilizado para a verificacdao da convergencia descrito no

Capltulo III, 1isto €.

(3)
(I
R =
(3)
onde gﬁg} e o rteslduo e f“” & o vetor de forcas, ambos no

nivel 3.

ERRO (+10-4)

100 !
i ?B.Ls,\ﬂ ,,,,,,,,, e i i

: \ |

80 \ - R

j

1

- o —]

? \\hfm |

! 2824 ggs d

’ A 0;%51 0.11198 0.(.3_;3?' .12 0.G04
7 a8

q , | | i 7
0 1 2 3 4 5 6
NUM. CICLOS MM

FIG. IV-8 Problema TRINCA. Malha OR-3H. p=5, €=10
Evolucdo do erro ap0s cada ciclo MM,

(Nimero de ciclos MM = 10)
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IV-1-3 Analise da eficacia do processo adaptativo R-H global

Os resultados em tensOes 7, obtidos com as
malhas OR-0H, 5R-0H, OR-3H, 5R-3H e CIMINI, na l!inha da
trinca (cocordenadas (X2 0a7 . sdo mostradas nas figuras
segulntes.

A FIG., IV-9 mostra os resultados obtidos com as
malhas OR-0H., 3R-0H e CIMINI, com o objetivo de constatar a
pobreza da malha inicial e a relativa melhora dos resultados
quando se procede as adaptacaes R, guando estes tendem a se
aproximar do rTesultado da malha CIMINI, consideradoe um

resultado satisfatdorio.

Tensao Sigma Y {(kgf/mm2)
300 ; . _

550 |- )R S— I

—

200!

LT I L T U TR L P e

150

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Coordenada X (mm)

L e m— — - =

i
j — QR-0H —t+—- BR~0OH —>— Cimini
1

FIG. 1V=-9 Problema TRINCA

Tensoces Gy em (x:;0.0), obtidos com as malhas

OR-0H, 5R-0H e CIMINT,.
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A FIG. IV-10 mostra as tensoes G& na linha da
trinca. obtidas com as malhas OR-3H e SR-3H. onde se constata
que as adaptactes R feitas previamente na malha QR-0H
me lhoram significativamente os rtesultadces quando comparados
com ©$ resultados da malha submetida ac refinamento H sem a

previa adaptacdo R (OR-3H).

Tensao Sigma Y (kgf/mm2)

250

0 o) i0 15 20 29 30 39 40
Coordenada X {mm)

—— OR-3H —& SR-3H |

FIG. IV~-10 Problema TRINCA

Tensoes U? em (x:0.0) obtidas com as malhas

ORk—0Il & SR~3H«

Na FIG. IV-11 as tensOes UY em (x:0,0) na malha
SR-3H estdo mostradas juntamente com as obtidas com & malha
CIMINI, onde se constata gue o processo adaptativo realizado
na malha inicial levou a resultados bastante bons, ainda gue

a malha 1inicial (OR-0H) tenha sido muito pobre, fato que

limita a eficdcia das adaptacoces R.
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Tensao Sigma Y (kgf/mm2)
300 _ ;

—_—

(I I ) LTI ) |

0 5 10 15 20 25 30 358 40
Coordenada X {(mm)

—=— 5R-3H  —% Cimini

———— da . ey

FIG. I[vV—-11 Problema TRINCA
Tensdes ¢ em (xX;0,0) obtidas com as malhas

y
3 R=3H & GIMINI .

Pode-se, portanto, esperar que quando O
equipamento utilizado comportar uma malha final maior que a
apresentada, o gue por consequéncia permitira uma malha
inicial menos pobre. tanto a eficidcia do processo R-H global
quanto a eficieéncia do MM em relacdo ao EG aumentem

significativamente.
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IV-2 Probiema BOUSSINESQ

IV-2-1 Descri¢do do probiema - Defini¢ido das malhas

O problema BQOUSSINESQ € constituido de um
semi-plano composto de material elastico e isotropico.
sujeirto a uma carga concentrada de trac¢do aplicada no ponto

medio de um dos lados, conforme mostrado na FIG. IV-12.

TEO

E 2100 o= 0.3 Estado Plano de Deformacio

FIG. IV-12 Problema BOUSSINESQ.

A malha 1inicial OR-0OH <construlda para este
problema € mostrada na FIG. IV-13. Foi discretizada a metade
esquerda da chapa. Construiu-se uma malha muito regular,
apesar da carga concentrada solicitar um maior refinamento na

reglido de sua aplicac¢ido, com o objetivo de analisar com mais

100



propriedade a influéncia da regularidade da malha na
eficiencia da solucdo do sistema de equag¢des por MM e a
eficacia do processo R na melhora dos resultados de malhas

muito pobres.

FIG. IV~-13 Problema BOUSSINESO
Malha OR~-0H.
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Para efeito do procedimento R os ndés 1, 3, 10 e
12 foram impedidos de sofrer quaiquer deslocamento, aos nos 2
e 11 foi permitido apenas o deslocamento na direcfio x, aos
néos 4, 6, 7 e 9 foi permitido apenas o deslocamento na
direcdo y e 08 nés 5 e 8 n#Ho sofrem qualquer restricfo ao seu
deslocamento.

Neste problema, apenas tr€s adapta¢Oes R foram
suficientes para equidistribuir satisfatoriamente ¢ erro no
dominio. As malhas obtidas neste procedimento estdo mostradas

na FIG. 1V-14.

- F. = /.
) /

MALHA OR-OGH MALHA 1R-0OH

MALHA 2R-0OH MALHA 3R-0OH

FIG. IV-14 Problema BOUSSINESQ
Sequéncia de malhas obtidas com trés adaptac¢des R

sucessivas a partir da malha OR-0H.
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A malha obtida pelo refinamento H trés vezes
sucessivas a partir da malha 3R-0H tem um detalhe mostrado na

FIG. IV-13, onde esta refinado apenas o elemento 12 da malha
3JR-0H.

4112
dl422

380, ALN7
{419

4B5
414
Jlii4

J 41

9

FIG. 1IV-15 Problema BOUSSINESQ
Detalhe da malha 3R-3H.
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O detalhe correspondente da malha OR-3H tem
aspecto semeihante.
As malhas nR-3H constituem-se em problemas de

808 graus de liberdade (425 nos e 768 elementos).
O problema BOUSSINESQ foi resolvido também

analiticamente, atraves dos resultados da Teoria da
Elasticidade {(Timoshenko e Goodier-1980) com objetivo de

aferir os resultados obtidos com as diversas discretizaCoOes

(FIG. IV-16).

Yy « 7Y

X <<

FIG. 1V-16 Problema BOUSSINESQ

Solucdo analltica.
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Referindo-se a FIG. 1V-16,

_ =2P cosfO . o
2. B 5@ . {4 V=l )
{}'8 = Tre = i (I’U—Z)

no ponto M, situado em uma reta nm distante a da borda,

3
- pa _

¢ B caszﬂ = gp e 2ks = s 00546 (IV-3)

X r 1§ [la
0 =0 sen‘f = ﬂﬁp sen-6 cos°® (IV~4)

y r a

~2P & “g

T = 0 gen € cosB = i — = (IV-5)

Xy r Iy

i —ﬁp senf COSBQ
a

[V-2-2 Analise do desempenho do algorltmo MM

a) Parametrizac¢do do algoritmo MM

Fo1 também empregada, neste problema, a
tolerancia € = 10_6 para 0 critério de parada do algorlitmo
MM, que, da mesma forma gue no problema anterior, *fToi o©
maior valor gue produziu resultados, em tensdes, coincidentes
com os do processo dlreto EG.

Na malha do nivel 0 do MM, que corresponde a
malha nR-0H, foi empregada a tolerdncia € = 1[)':3 para o
critério de parada das itera¢Oes GS, a qual apresentou, como
no problema anterior, os melhores resultados em tempo de CPU.

A TAB. IV-5 apresenta a resposta do algoritmo
MM a variacdo do numero de itera¢des GS nos niveis 1, 2 e 3
do MM, na solucdo do sistema de equa¢des da malha 3R-3H por

MM .
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s N. CICLOS{N. ITER. |N. ITER. TEMPO CPU
MM NIVEL © FINAIS M3 (SEG. )
2 38 i 31 _ 2 195,530
3 27 47 3 183, 880
4 22 59 4 186,910
5 r_"_ 19 64 5 191, 750

TAB. IV-3> Problema BOUSSINESQ
Parametriza¢do do MM - Malha 3R-3H
£ = 10“6 £ = 10~3
0

Neste problema, o numerc de itera¢des GS por
nivel ¥ = 3 mostrou-se mais eficiente que o©0s outros, sendo O
que gastou menos tempo de CPU.

Foi1 também feita uma verifica¢do do conhecido
aumento significativo do numero de ciclos MM com o aumento da
incompressibilidade do material (coeficiente de Poisson).

A ma lha OR~-3H, alem de processada com
coeficiente de Poisson igual a 0,3, também foi processada com

coeficientes iguais a 0,45 e 0.49. 0Os resultados obtidos sdo

apresentados na TAB. IV-6.

COEF. DEIN. CICL.| TEMPO CPU

POISSON MM (SEG.)
0. 30 q 83,870
0,45 16 161, 91
0,49 50 510, 54

TAR. IV-6 Probjema BOUSSINESQ - Malha OR-3H
e = 10 ° EU=10-3 B 2 5
Aumento do numero de ciclos MM com o0 aumento

do coeficiente de Poisson.

b) Fator irregularidade da malha

A TAB. IV-7 apresenta a resposta do algoritmo

MM ao aumento da irregularidade da malha no problema

BOUSSINESQ. Foram processadas as malhas OR-3H, 1R-3H, 2R-3H e
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3JR-3H, obtidas pelo refinamento H das malhas apresentadas na
FIG. IV-14, as quais apresentam um aumento segquencial de

irregularidade.,

N. CICL. TEMPC CPU
MAIHA
MM (SEG. )
OR-3H 11 77,010
1R-3H 14 357,270
2R-3H 74 144,390
3R-3H 27 183, 880

TAB. IV-7 Problema BOUSSINESQ

-6 =3
€ = 10 50210 v = 3
Aumento do numero de ciclos MM com o aumento

da 1rregularidade da malha.

Pode-se <constatar, também neste problema, um
aumento significativo do numero de ciclos MM, e o consequente
aumento do tempo de CPU gasto no processamento, com o aumento
da 1rregularidade da malha.

Como as adaptac¢Oes R tornam a malha, nestes
casos, mals 1rregular como consequéncia da tentativa de
aumentar a densidade de nds na regido gue apresenta
concentrac¢do de tensces, foi levantada a hipdtese de gue o
aumento do nUmero de c¢cicles MM fosse devido, ndo a
1irregularidade da malha, mas a uma maior sensibilidade da
malha ao carregamento. Tal hipotese {foi1 analisada com o
processamento do problema BOUSSINESQ através de uma malha
(OR-3H)’, proveniente de uma malha inicial (OR-0H)’ muito
irregular e mais refinada nas regides de baixa concentracéo
de tensfes, portanto, com pouca sensibilidade ao carregamento
(FIG.1IV-17). Caso o numero de ciclos MM se apresentasse com a

ordem dos da TAB. IV-5, a hip¢Gtese acima estaria confirmada.
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10 ] {2
A )
f 8
4
49
5
'6
| & 2 & A3

FIG. IV~-17 Problema BOUSSINESQ
Malha 1nicial {0OR-0H)’que originou a matiha
(OR-3H)’ wusada na verificacdo do fator

irregularidade da malha.

Obteve-se, com esta malha, para € = 1970
-3 s .
Eo = 10 e P = 5, 08 segulintes resuiltados:
nudmero totai de cicios MM = 43

tempo de CPU = 424,020 seg

08 quals se mostram muito piores gque o0s obtidos com a malha
mais 1rregular anterior, o0 que parece ndo deixar duvidas
guanto ao fato de que o aumento de irregularidade da malha, e
ndo o aumento da sensibilidade ao carregamento, aumenta o

numero de ciclos MM.

c) Analise da eficiéncia do algoritmo MM
Os tempos de CPU gastos na soluc¢do do sistema
de equac¢Oes da malha 3R-3H utilizando os processos EG, GS e

MM estl20 apresentados na TAB. I1V-8.
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N ITER GSx| TEMPO CPU
PROCESSO
N CIC MMxx (SEG. )
EG — 17,460
GS x 4357 9417 ,690
MM %% 57 183, 880

TAB. I1V-8 Problema BOUSSINESQ - Malha 3R-3H
Tempo de CPU {(seg.) gastos na soluc¢do do
sistema de equacCes pelos processos EG,

GS e MM (v = 3).

Verificou-se, neste problema, um aumento de
10,53 vezes no tempo de CPU gasto pelo MM em relac2o ao EG e
de 51,22 vezes no tempo gasto pelo GS em relagdo ao MM. O
tempo gasto pelo GS e 539,38 vezes malor que o tempo gasto

pelo EG.

Confirmou-se aqui o observado no problema
anterior: o MM €& um processo iterativo muito mails eficiente
gque o0 GS por linhas, mas, para um problema com a dimensdo do
analisado, € menos eficiente gue o método direto (EG).

A analise semelhante (v = 3) feita na malha
mais regular (OR-3H) tem seus rTesultados mostrados na TAB.

IV-9.

N ITER GS% TEMPO CPU
PROCESSO
N CIC MMxx (SEG. )
EG il 17,460
GS x 3435 7411,750
MM xx Tl 77,010

TAB. IV-9 Problema BOUSSINESQ - Malha OR-3H
Tempo de CPU gasto na solu¢do do sistema

de equa¢les pelos processos EG, GS e MM.

Na malha OR-3H o tempo de CPU gasto pelo MM e

4,41 vezes malior que o gasto pelo EG e ¢ tempo gasto pelo GS

& 96,24 vezes maior que o gasto pelo MM e 424,50 vezes maior
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que o gasto pelo EG. Foram {feitas pelo MM apenas 33 iteraCoes

GS na malha fina.

Também, neste problema, pode-se verificar um
aumento maior da eficiénecia do MM com © aumento da
regularidade da malha do que o aumento de eficiéncia dos
outros processos nas mesmas circunstancias. Valem aqguili as
mesmas suposicles feitas a esse rTespeito na analise do

probliema TRINCA.

d) Comparacdo com resultados de Parsons e Hall

0Os resultados, em termos de numero de ciclos
MM, obtidos para o problema BOUSSINESQ (malha OR-3H), foram
comparados com o0os obtidos por Parsons e Hall para um problema

semelhante, mostrado na FIG. IV-18.

TF’
r ‘ —

FIG. IV-13 Problema semelhante ao BOUSSINESQ
Parsons e Hall-1990.

A malha utiiizada {01 a mesma do problema
semelhante ao TRINCA, mostrada na (FIG. IV-7), com 1122 graus

de liberdade.

Tendo em vista que, apesar das duas malhas
comparadas serem uniformes, 0 elemento utilizado por Parsons
e Hall & superior ao empregado aqui, e os rtesultados obtidos
neste trabalho podem ser considerados satisfatdrios. Para

v =S ee= 1077,
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Probliema &~ BOUSSINESQ (Parsons e Hall) ~>» N, de ciclos MM = 4
FProblema BOUSSINESQ {(malha OR-3H) —> N. de ciclos MM = 8

e) Evolucdo do erro com 0s ciclos MM
A FIG. 1V~19% apresenta a evglucao do erro.

calculado ap¢s cada ciclo MM, até a convergéncia.

ERRO (*10-4)

E 3.
I

£255.14 |

280 W -
| |
]
200 T 1\ S A R - - Y . ' 1 % -

\

100 |- L - I e
\
50 I: e 39}3&4_ - R 5 e
| |
| | | 745 1238 0282 0069 0.019  0.005
o — = = = F
a 1 2 3 4 S G 7 8
NUM. CICLOS MM
—b6
FIG. IV-19 Problema BOUSSINESQ. Malha OR-3H. v=3, €=10

Evoluc&do do erro apt6s cada ciclo MM.

(Numero de ciclos MM = 8)
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IV-2-3) Analise da eficacia do processo adaptative R-H 2lobal

Os resultados., em tenstOes, obtidos com as

ma lhas OR-0H. 3RE~0H, OR-3H ¢ 3R-3H nas linhas de coordenadas

Qe

(x;3,0) e (2,0:;yv) sdo mostrados nas figuras seguintes. Sdo
apresentados tambem 08 vresultados obtidos pela solucao
anaitltica.

A FIG. IV-20 mostra as tensdes na linha de

coordenadas (x:3,0) obtidas atraves das gquatro malhas.

Tensao Sigma Y
120 _ : : | ; | ‘

1 00 [t s Srpnt b et e s i e s R D e

L&
> An
AL

b e ——— m == =4 .

1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2 2.1
Coordenada X

|

— 0OR-OH —+3R-O0H —~— 0R-83H —+*— 3R-3H

;

FIG. IV~-20 Problema BOUSSINESQ
TensCes Gy em (x;3,0) obtidas com as malhas

OR-0H, S5R-0H, OR-3H e 3R-3H.
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£~-5e perceber a peguena melhora dos
resultados guando se procede as adaptacdes R {malha 3R-0H) na
malha 1nici1al ({(OR-0H} que ¢ limitada pelo nimero muito
pequeno de elementos da malha incial. mas gue apesar disso,
guando submetida ao refinamento H (malha 3R-3H) produz uma
sensivel melhora nos resultados quando comparados com os da
malha refinada sem a previa adaptacdo R (maiha OR~-3H).

A FIG. 1V-21 apresenta as tensCes na mesma
iinha {(x:3.0) obtidas c¢com a malha 3R-3H ¢ npela solucido

analltica.

Tensao Sigma Y

140, | _ | _ _ _ ;

1
!

120 F S - o e

X0
100 _,_m,, . S - f - j

60 am— j I, N J E—

40 —

L — . - = —— == -

1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2 2.1
Coordenada X

—+— 3R-3H —*— Exato |

FIG. IV-21 Problema BOUSSINESQ

Tensoes G? em (x:3,0) obtidas com a malha

JR-3H e com a solucdo analltica.

Nota—-se que 0S resultados obtidos com a

discretizac¢do aproximam-se satisfatoriamente dos exatos.
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Na FIG. IV-22 sdop apresentadas as tensfes ¢ na
Y

iinha de coordenadas (2,0;y) obtidas através das quatrto

malhas.

Tensao Sigma Y
160

| 3 : _ : 5 :
140 - _ : spes _ 3

| : ' 3 : : / : [
: 5 |

—

100 - —

1.5 1.7 1.9 2.1 2.3 2.5 2.7 2.9 3.1 3.3
Coordenada Y

— OR-OH —+3R-0H —* QR-3H —*+*— 3R-3H

FIG. IV~-22 Problema BOUSSINESQ
Tensdes ¢ em (2,0;v) obtidas com as malhas

y
OR-0H, 3R~0OH, OR~3H e 3R-3H.

Valem para estes resultados as observacdes
feitas para a FIG. Vv-2Q.

A FIG., 1IV-23 apresenta as tensoOes na mesma
tinha (2,0;y) obtidas c¢com a2 malha 3R-3H e com a solucdo

analltica.
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Tensao Sigma Y
160 . _

140 A — S T —
N S //\!_ ________

oo
80 ——— S S S . /f{ L j

—_— - -\.-.-_._1___.__ PRy
——r ree-rt

40— A -
() Foree . s e e spessssemsa ST
5 S -2 =
] ;
G i ; |

1.5 1.7 1.9 2.1 2.3 2.5 2.7 2.9 3.1 3.3
Coordenada Y

|
| &~ 38R-3H — Exato

E

F1G, TV-

.
L

Probiema BOUSSINESQ
TensCGes 0 em (2,.0;y) obtidas com a malha

¥
JR~-3H e com a solucdo analitica

Observa-se, também agui. uma aproximag¢do muito
boa da solu¢do analitica pela discretizacido S53R-3H. O
decrescimo da tensdo que aparece na coordenada corrtespondente
a0 nO 12, onde se encontra o carregamento, deve-se ao pequeno
numero de elementos que concorrem neste nd {dois elementos),
fato que prejudicou a precisdo do resultado neste ponto de

grande concentracio de tensOes.
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IV-3 Problema MANCAL

[V~3-1 Descrig¢do do problema - Definicio das malhas

O problema MANCAL € um problema de estado plano
de tensdo, constituldo de um mancal, ou orelha, com

carregamento no furo central, mostrado na FIG. I1V-24,.

Y

— -
30mm
e
9Smm
— -
9mm
1<
| |
65 mm !
|
|
— ! X

L 60 mm _[__

E = 2100 kgf/mm° v = 0,30 e = 9 mm gq %x e = 1000 kef

FIG., V=24 Problema MANCAL

Chapa com furo
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A FIG. IV-25 apresenta a malha 1inicial OR-0H
construlda para este problema. TFoil discretizada a metade
direita da peca.

NO COORDENADAS
X Y
Y 1 0,0 95,0
2 0,0 74,0
3 12,0 92,5
| 4 7,0 71,0
'p , 5 21,5 85,0
6 27,5 76,0
<:> 7 30,0 65,0
3 8,0 62,5
5 g 0,0 56,0
10 19,0 52,0
<:> 11 0,0 38,0
6 12 30,0 30,0
B 13 0,0 0,0
< 14 30,0 0,0
CARREGAMENTO
(12 -
27,0
13
A J4 » X

F1G.

IV-23

Problema MANCAL
Malha OR-0OH.
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Para efeito das adapta¢Oes R, os noé¢s 1, 2, 3,
4, 5, 6, 7, 8, 9, 13 e 14 foram impedidos de sofrer gqualquer
desiocamento. Aos nos 11 e 12 foi permitido o deslocamento na
direcdo y e ao nO0 10 foi permitido o deslocamento em qualquer
direcdo. Observa-se que a pobreza da malha exigiu muitas
restri¢cdes aos deslocamentos dos nods, sob pena de se
descaracterizar o contorno da pe¢a caso o0s nés 1 a ¢
sofressem deslocamentos.

Apenas trés adaptagcdes R foram feitas na malha
iniclial e observa-se que o procedimento mudou muito pouco a
discfetizacﬁo devido a tantas rTestri¢des aos deslocamentos

dos n0s impostas pela pobreza da malha inicial (FIG. IV-26).

MALHA OR-0H MALHA 1R-0H MALHA 2ZR-0H MALHA 3R-0H

FIG. IV-26 Problema MANCAL

Sequéncia de malhas obtidas com trés adaptagCes

R sucessivas a partir da malha OR-0H.
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na malha 3R-0H produziu

FIG. [V~

mostrado na

O refinamento H aplicado trés vezes sucessivas

a malha 3R-~3H que

27, onde aparecem apenas o0S

tem um detalhe

clementos

originados do refinamento do elemento 1 da malha 3R-0H.

| >

9%

154

43

4/

145

Fit.

140

136 '

|59

160

154
15

46

|49
l |

|48

45

IV-27

X 152

49 58

1957

438

Problema MANCAL
Detalhe da malha 3R-3H.
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O detalhe correspondente da malha OR-3H € igual
ao da malha 3R-3H, neste problema, pois os trés noés 1,2 e 3
foram impedidos de sofrerem deslocamentos R.

As malhas nR-3H constituem-se em problemas de
895 graus de liberdade {469 nés e 832 elementos).

Ndo foi encontrada soluCdo exata para este
problema e as compara¢les se reduzem &s feitas entre as

quatro malhas, OR-0OH, 3R-0H, OR-3H e 3R-3H, entre si.

IV-3-2 Analise do desempenho do algoritmo MM

a) Parametrizacdo do algorlitmoc MM
Os rtesultados das analises analogas as feitas
para os dols problemas anteriores sdo apresentados a seguir.

Empregados £ = 10'6 € & = ]ifg, a TAB. IV-10

0
apresenta a resposta do algoritme MM 2 variac¢do do numero de
iterag¢bes GS nos niveis 1, 2 ¢ 3, na solucd3o do sistema de

equa¢les da malha 3R-3H por MM.

. N. CICLOS|{ N. ITER N. ITER TEMPO CPU
N MM NIVEL 0 [FINAIS M3 (SEG.)
4 | 17 | &6 4 94, 190
5 14 57 5 91, 830
8 14 7 g 107, 260

TAB. IV-10 Problema MANCAL

Parametriza¢do do MM -~ Malha 3R-3H
-5 -3
£ = 10 Eq = 10
Aqul o valor de v = 53 apresentou melhores
resultados gque os obtidos com v = 4 e v = 8, levando a um

menor tempo de CPU para o processamento.

b) Fator i1irregularidade da malha
Como as adptac¢cGes R alteraram muito pouco a
malha 1nicial OR-0H, as malhas resultantes sd40 gquase nada

mals 1rregulares que a malha i1nicial, fato gue originou a
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quase coincidéncia das respostas obtidas para as malhas
OR-3H, i1R-3H, 2R~-3H e 3R-3H, mostrados na TAB. IV-11.

N. CICLOS TEMPO CPU
MALHA
MM (SEG.)
OR-3H 14 91,770
1R-3H 14 91,770
2R-3H 14 91, 830
3R-3H | 14 91,830

TAB. IV-11 Problema MANCAL
Fator irregularidade da malha
e = 10°° e = 1077 v = 5
Este, portanto, ndo € um problema adeguado para

se analisar o fator irregularidade da malha.

c) Analise da eficiéncia do algoritmo MM
Os tempos de CPU gastos na soilu¢do do sistema

de equacOes da malha 3R-3H, utilizando EG, GS e MM estédo
apresentados na TAB. IV-12.

N ITER GSx TEMPO CPU
FROCESSO
N CIC MMxx (SEG. )
EG —_ 5,330
GS % 14187 17949, 780
MM %% 14 91, 830

TAB. [IV-12 Problema MANCAL - Malha 3R-3H
Tempo de CPU {seg.) gasto na soluc¢do do
sistema de equa¢Oes pelos processos EG,

GS e MM (v = §5).

Pela TAB. IV-12 pode-se observar que o tempo de
CPU gasto pelo MM é 17,23 vezes maior dque o tempo gasto pelo
EG € gue 0o tempo gasto pelo GS €& 195,47 wvezes malor que O

gcasto pelo MM e 3367,69 vezes mal1or gque o gasto pelo EG.
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O processamento da maiha OR-3H utilizando—-se o©s
trés processos EG, GS e MM apresenta, como era de se esperar,
resultados muito pouco diferentes dos da malha 3R-3H. A

TAB. IV-13 apresenta estes resultados.

-
N ITER GSx TEMPO CPU
PROCESSO
N CIC MMxx {SEG.)
EG — 5,360
GE % 1345 17398, 140
MM %xx 14 91,770

TAB. IV-13 Problema MANCAL - Malha OR-3H
Tempo de CPU (seg.) gasto na soluc¢do do sistema

de equa¢Ces pelos processos EG, GS e MM,

IV-3-3 Analise da eficacia do processo adaptativo R-H global
0Os resultados, em tenstes, obtidos com as

malhas OR-0H, 3R-0H. OR-3H e 3R-3H, na [inha que une os nos &
e 7 estdo mostrados na FIG. IV-28.
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Tensao 8Y {(kgf/mm2)

70

llllllllllll

8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32
Coordenada X {mm)

l —— O0R-OH —+—3R-0H —* 0OR-3H —*— 3R-3H

FIG., IV-28 Problema MANCAL
Tensdes UY na linha que une o©0s nds 8 e 7
obtidas com as malhas OR-0H, 3R~0H, OR-3H
¢ JR-3H.

Pelos motivos ja expostos, nota-se a grande
coincidéncia das curvas obtidas com as malhas OR-0H e OR-3H
com as obtidas com as malhas 3R-0H e 3R-3H respectivamente.
Reatfirma-se novamente aqui o fato deste problema ndo ter se
mostrado adequado a analise da eficédcia do procedimento R
aplicado na malha previamente ao procedimento H;justifica-se
sua 1inclusdo neste capitulo pela analise do MM. Nota-se,
portanto, na FIG. IV-27, uma grande melhora dos resultados,

que pode ser atribulda praticamente apenas ao refinamento H.
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CAPITULO V

CONCLUSOES E SUGESTOES

Este trabalho teve o propoOsito de analisar a
validade e a eficiéncia de uma implementac¢do de um processo
adaptativo R-H global conjugado com método mulitimalha de
solucdo de sistema de equag¢les.

Quanto a2 validade, egsta ficou claramente
comprovada, conforme mostrou a analise dos problemas
resolvidos (Cap. IV). Os resultados em tensOes mostraram-se
bastante satisfatdrios. Mostrou-se, com eles, a eficacia
tanto do processo adaptativo R-H global gquanto do metodo
multimalha e da conjugac¢do dos dois.

Sobre a eficiéncia tanto da conjuga¢do do
processo R-H global e método multimalha quanto do algoritmo
multimalha isoladamente, pode-se fazer varias observacdes,
sempre rtestritas aos problemas analisados, e algumas questoOes
permaneceram sem resposta.

Considerando O algoritmo multimalha (MM )

isoladamente pCde-se observar qgue:

a ) Este mostrou-se muifo mals eficiente que o©
cutro processo iterativo utilizado - Gauss-Seidel por linhas
(GS) - , ao mesmo tempo ¢gue muito menos eficiente que o

processo direto de Eliminacfo de Gauss {EG). A ineficiéncia
em relacdo ao EG pode ter sido causada pela limitacdo que o
equipamento utilizado impOs a dimensdo dos problemas
analisados (& fato conhecido gque os processos iterativos sdo
tdo mais competitivos com os diretos gquanto maior {for a

dimensdo do sistema).

O tempo de CPU fornecido para o MM 1inclui o
tempo de operagCes de recupera¢do, gravac¢do, rTemocdo e
rearranjo de tabelas de dados entre a memoOria principal e o

disco. Estas operac¢des podem ter tido bastante influéncia no
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tempo total, uma vez que sdo feitas em grande numero durante
0 processamento { bloco funcional BFMULG do processador
MULGR). Estas opera¢tes foram necessarias devido a peguena
capacidade de memOria principal do equipamento empregado (640
kbytes), e ao fato de se ter aproveitado a estrutura do SDP,
com armazenamento da matriz global. Observa-se aquil gue no
processador GAUSDL ndo foram necessarias estas operagtes. O
espaco de armazenamento da matriz de rigidez pode ser
otimizado, melhorando-se o algoritmo de renumeracidc dos graus
de liberdade.

A escolha do método GS para a relaxag¢do nos
guatro niveilis de malha do MM pode ter tido influéncia na sua
eficiéncia. Sabe-se que o processo GS por linhas e pouco
etficliente quando comparado com outfros processos 1terativos
como SOR, gradiente conjugado, ou mesmo outras f{ormas de
algorlitmo Gauss-Seidel.

Sugere-se a implementacde de alguns destes
outros processos 1terativos no algoritmo MM, © que poderia,
em princlpio, melhorar a eficiéncia global do MM. Sugere-se,
tambem, a implementacdo do procedimento em um computador com
maior capacidade de memoéria principal. Além disto, sugere-se
a implementac¢cdo de algoritmos MM com diferentes nUmeros de
niveis de malha e com um processo direto de solucdo de

sistemas no nivel 0.

b) O problema TRINCA apresenta uma deformacdo de
flexdo devida a presenca da trinca, que € de dificil
representacd3o pelos elementos triangulares de trés nos
(fenbGmeno de "locking”). A este fato foi atribido o numero
maior de ciclos MM do que o0s necess3drios para os outros dois

problemas, principalmente o problema BOUSSINESQ.

C ) Os resultados em termos de nUmero de ciclos MM

obtidos para dois dos problemas anaiisados foram comparados
com resultados obtidos por Parsons e Hall para dois problemas

semelhantes aos problemas TRINCA e BOUSSINESQ.

Considerando que o elemento utilizado por
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Parsons ¢ Hall-1990, retangular de gquatro ndés, € superior ao
triangular de trés nos aqul empregado, e ¢gue a malha
irregular do problema similar ao TRINCA alil €& bem menos
1rregular que 4 mails regular empregada aqul, pode-se
considerar os resultados obtidos agqui como satisfatdrios.

Sugere~-se a i1mplementac¢cdo de elementos de ordem

mals alta.

d) QO algoritmo MM implantado mostrou-se muito
sensivel a4 1rregularidade da malha, o que pode ser comprovado

nos problemas TRINCA e BOUSSINESQ.

e) Ndo foi1 analisada. para O algoritmo
implementado, a independéncia do nUmero de <c¢iclos MM em
relacido a4 variac¢ido da dimensdo {(numero de graus de liberdade)
da discretizacdao de um problema. Sugere-se analisar esta

questdo.

f) O aumento da irregularidade da malha parece
provocar também um aumento no niumero de itera¢des GS (¢) que

produz maior eficiéncia do algoritmo. Sugere-se fazer esta

analise.
g ) A transferéncia dos reslduos de malhas {inas
para grossas foi, em uma fase 1inicial, feita atraves do

operador de inje¢Zo. Observou-se que a solug¢do convergila comn
um numero muito grande de ciclos MM (acima de 100 em média).
Com a mudanca do operador para o de ponderac¢do, conseguiu-se

resultados muito bons (Cap. III e Cap. IV}.

h) A variacfio do numero de iterac¢Ces GS por nivel
MM (V) nos problemas analisados, nao itif luencia

significativamente o desempenho do algorlitmo.

Considerando-se a conjuga¢do do processo R-H

global com método multimalha, n3o se pode fazer observac¢Ces
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conclusivas sobre a eficiéncia do procedimento, gquando
comparado c¢com outros procedimentos adaptativos, a partir
somente das analises feitas neste trabalho.

Seria necessario, para 1sto, a comparag¢do de
resultados do procedimento implementado e outros, tails como O
processo H seletivo com sistema de eguaGOes resolvido por

processos lterativos comuns € por MM.

A adaptacdo R tende, na maioria das vezes, a
tornar a malha mais 1irregular, O gue, como visto, piora O
desempenho do algoritmo MM. O mesmo se da com a soluc¢do por
GS. Portanto, a utilizacdo de um cutro processo de solug¢do de
sistemas, ou uma oufra variante do MM, pode mostrar-se matis

eficiente.

Fstas guestCes permaneceram sem rTesposta e
demandam uma continuacde do trabalho. Apesar disto, pode-se

atfirmar, tendo em vista o0s resultados obtidos, que o
procedimento aqui estudado constitui-se em uma ferramenta

valida para a adequac¢do e a scoluc¢do de malhas de elementos

finitos.
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APENDICE 1

MATRIZES DE RIGIDEZ DE ELEMENTOS TRIANGULARES SEMELHANTES

A matriz de rigidez de um elemento finito,
calculada pela equacdo
K® = B DB dv (A1.1)
i v ~g 9~ ~g
onde dV = dx dy dz em coordenadas cartesianas e
dv = det J dr ds dt em coordenadas naturais (elementos

isoparamétricos), no caso de elementos triangulares de trés

nts para estado plano tem a forma explicita mostrada abaixo

+daa(xy ~x,)

+dyy{xy —x3){(y2 —r3)

+d33(xy —x3)(xr  —x3)

+dyy(x3—x3)(ys—r1)

(Rockey, Evans, Griffiths e Nethercot-1973)
dye (2 "‘.1'3)1 dya{xy —x3)(y2=y4) di{r2—=ri)s—n) dra{x, —13)(r2 —rs} dis{ry —ry2)(r2—73)

+d33(1‘1*11)(-“3-—}'ﬂ

dya{xa—x1)(r2—r)
+dyy{xry—~x1)(y;: — 1)

1 dyr{xs—x3){r2—rs)
+dyy (x4 —2x3)(y2—273)

d32{x3 —-1'1}1

+dys(y; —rs)

dy2(ys —ry1)lxy—x;)
+day{xy—x3) (2 —3)

dya3{xy —~x3Hx, —xa)
+dya(y;3—y3}rs =)

dyy(x3—x2)0 —2)
+dyy (e —x )z —~r3)

dz2(x2 —x }(xy—x;)
+day (v — )02 — s |

HIIUI —ya)(ra—xi1)
+dy3(xy —x4)(xy —2x3)

d12{xr3 —x3)(rs —ry)
+dyy(xy —x1}(rz = 7a)

dys—n)
+dy3(xy —x35)

dy2{xy —x3)(ra—r4)
+dya(xy — 230y —r1)

dy (=22} —r>0)

+dyy(xy —x3}{xy —x,)

dyaley —~x}0rs—r)
+dyylxy —x35) 0y — 1)

4A

| d21(xy —x3) {37 —r3)
+dy3{x; —-"1]0’3 —71)

dya{x) —x3) (x5 —x,)

+d3302 =73)p3 =)

dia(xy —x3)(ya—01)
+dya(xy 23} (3 ~r1)

dyy{x, —x,3)
+dy3(ys =y

dyy {1 —x3)(ry —>2)
+dyy(xa—2x )y —n)

dya{x) —23}{x;—x,)

+dya (1 —r2)(ry—r3)

dey (1 —ra)(ra—r3)
+dyylxy — 2 ) {2y —x3)

du(-’-':! —x2)(n1 —72)
+d3a(x3 —x )2 —73)

dis (1 —r2)a—x1)

+d3a(xy —xy)(xz —x;)

diz(x1 —x3)(r1 —r2)
tdya(xz—x )3 —x)

dyy Oy “'J’:}I
+d33(x;—1,)

dy2{x;—x )y — 1)
+dyy{xy—x )y —~r2)

dyyx2—x)(r2—x3)
+dy3(xy—x)(yy — 1)

dya(x; —xy)(xry—x;)

+dyalyy —r1) (2~ ;)

drz(xz —x)(r3—x)
+dyy(xy —xq3)(y; —r))

das(r) —x3)(x; —xy)
+d3y (0 =y} =11}

dyg{xy —2)(0r —r2)
+dyy{xy—x) (s — 2}

dz3(x, —-1'1)1
+d33(ry —y2)? !

(A1.2)
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onde D € a matriz de propriedades do material, 2A € a area do

elemento, t € a sua espessura e X. e ¥, (i=1,2,3) sdo0 as

coordenadas cartesianas dos nos 1,2 e 3 (FIG. Al.1).

Y

I 3

y3
A 2
Y| o~ |
yl
S SR X
X |

I L-xs ;_
J: 2|

FIG. Al.]l] Coordenadas cartesianas dos nos do elemento

triangular de trés nos.

Cada termo da matriz de rigidez €& o resultado
da soma de dois produtos de uma grandeza referente as
caracteristicas mec8nicas do material por duas projeces dos

iados nos eixos cartesianos. Portanto, todos os elementos da

matriz (Al1.2) tém como forma geral a expressido

(d 61 mj +d§k ml)ﬁ P o 1a9a% 1t = 1 w03 (A1.3)

onde d €& um dos elementos da matriz de propriedades do

material, 6 €& o comprimento da projeCio de um dos lados em X

1

ou y e @ e 0o comprimento da projec¢Zo de um dos lados em X ou

iy
Considerando-se do1is elementos triangulares

seme lhantes, (FIG. A1.2),
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FIG., Al.2 Dois elementos triangulares semelhantes abc

* de alturas h e h’ e lados a e

1

e a’'b’c

a; (1 = 1,2,3) respectivamente.

sabe-se da geometria gque

-—;ﬁ—‘=—5=“_"=k (.1'511.4)

onde k €& uma constante. Se 2A e 2A' s3dp as areas dos dois

clementos, {em-se

- 4 . AL : ;
28 = 5 &, h = 5 (k az) (k h’)
(A1.5)
:___1_ 3 .
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SAY S K ‘ (Al.6)

Tem-se, da equacio (Al.4),

a’ @b - DA = k i=l 2,3 « (A1.7)

Sabendo~se gue a relacdo entre comprimentos de

projecoes dos lados é igual a relaGcfo entre os comprimentos

dos lados respectivos,

I{}')
—_ .

W
1
()

[
o

(A1.8)

o
—_. e

1
1 1
Entdo,

w O
i J 2
% 5; = K (Al.g)

1

e, se os dois elementos tém a mesma espessura e sdo compostos

do mesmo material, d = d’ e t = t’ e
L (d . v + d & w )} = _t (d’ 67 o’ + 4’ &7 w!)
44 i k 1/ 44A° i k1

(A1.10)

Portanto, as matrizes de rt1igidez de elementos

triangulares semelhantes de trés nods para estado plano sdo
iguais, independentemente dos sistemas de coordenadas locais
e globais, desde que o0 material e a espessura sejam OS

mesmos e gue a ordem da numeracdo dos ndés mantenha

correspondéncia entre os angulos iguais.
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APENDICE 2

DESCRICAO DO PROCESSADOR ELIGA

O processador ELIGA destina-se a resolver o
sistema de equag¢Ces da malha M3 pelo método de eliminacio de
Gauss, para comparac¢do do desempenho e resultados com os
obtidos pelo Método Multimalha.

Sua estrutura € a mesma da segunda parte do
processador SOL do programa original, onde o sSistema é
triangularizado e resolvido pPOT retro-substitucgéo. 0
processador difere do original apenas nos bancos de dados
utilizados,. sendo, agquil, 0s gerados pelos processadores
PREAD, GERA e PREMG.

O diagrama de estrutura do processador ELIGA e

mostrado na FIG. A2-1,

PROCESSADOR BLOCOS FUNCIONAILS SUB-ROTINAS DE CALICULO
" 1
BEDECS + COLSOL
IS |
r ................. .
ELIGA BFS50LS5 . COLSOL
—— y
BELSGS - LOESLH
Legenda:

------------- rotina ja existente

nova rotina

SRR i

FIG. A2-1 Diagrama de estrutura do processador ELIGA
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A funcdo de cada rotina da FIG. A2-1 ¢é descrita

sumariamente a seguir.

¥ ELIGA: processador gue resolve o sistema de equaCCes da
malha M3 pelo método de eliminacdo de Gauss;

.BFDECS: gerencia a decomposicdo do sistema de equag¢des de
M3, armazenado em forma escalonada, por reducio
de colunas;

COLSOL: decompCe o0 sistema de M3 {(triangularizacfo) ¢
resolve-o por retro-substituicdo;

.BFSOLS: gerencia a solucdo do sistema de equacCCes de M3
por retro-substituic¢do;

.BFLSGS: gerencia a listagem da soluc¢do do sistema de M3,
associada aos numeros dos nos e dos graus de
liberdade;

LDESLH: lista a soluc¢d3o do sistema de M3, associada aos

nudmeros dos nos e dos graus de liberdade.

135



APENDICE 3

DESCRICAO DO PROCESSADOR GAUSDL

O processador GAUSDL destina-se a resolver o
sistema de equac¢tes da malha M3 pelo método iterativo de
Gauss-Seidel, para comparac¢do do desempenho e resultados com
0os obtidos pelo Metodo Multimalha.

O sistema fol rescolvido por linhas e foram
utilizados 08 mesmos critérios para verificagdo da
convergéncia e de parada 1implementados no processador MULGR
(Parsons e Hall-1990). Assim, a cada ciclo de 1iterag¢do e

calculado o residuo

(3) (3) (3) (3)

(3)
S
R =
£3)
[ S
onde “.”2 & a norma euclideana do vetor. Se R for menor ou

igual a tolerdncia €, o processo © interrompido; se ndo, €
iniciado um novo ciclo de iteracgdo.
Este processador utiliza os bancos de dados

gerados pelos processadores PREAD, SOL, GERA e PREMG e, como

aproximac¢8o inicial, foram empregados os valores obtidos pela
interpolacido dos deslocamentos da malha MO (apbs fase R) até
a malha M3.

O diagrama de estrutura do processador GAUSDL &

mostrado na FIG., A3-1.
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PROCESSADOR BLOCOS FUNCIONAIS SUB-ROTINAS DE CALCULO

INTER1
INTER?Z
INTER3
BFGAUS F GAUSDL
pree—— g
; PSKV 3
T R
T s 1
: : SUBT ‘
GAUSDL é L, J
7
‘ CALERG
L e eereeee e N
BFLSGS LDESLH

Legenda:

----------------- rotina ja existente

nova rotina

FIG. A3-1 Diagrama de estrutura do processador GAUSDL.

A funcd3o de cada rotina da FIG. A3-1 €& descrita

sumariamente a seguir.

*GAUSDL: processador que resolve o sistema de equag¢Oes de M3
pelo processo 1terativo de Gauss—-Seidel;

.BFGAUS: gerencia a soluc¢Zo do sistema de equacdes de M3

por Gauss-Seidel:

133



INTER1:

INTERZ2:

INTER3:

GAUSDL:

PSKV:

SUBT @

CALERG:

mesma rotina usada no processador MULGR, qgue
interpola valores (deslocamentos) de MO para
M1

mesma rotina usada no processador MULGR, gque
interpola valores (deslocamentos) de M1 ©para
M2

mesma rotina usada no processador MULGR, que
interpola valores {deslocamentos) de M2 ©para
M3

resolve o sistema de equacdes de M3 pelo
PTOCESSO 1terativo de Gauss-Seidel ( por
linhas}:

rotina ja existente que multiplica uma matriz
poOr um vetlor;

rotina ja existente gque subtrai um vetor de

outro:;
A
caicula R = = e compara este valor
| £k,
com a tolerancia €; se R » € O programa

retorna 4 rotina GAUSDL, se R £ € 0 processo

e interrompido;

.BFLSGS: gerencia a listagem dos deslocamentos calculados;

LDESLH:

lista os deslocamentos calculados. associados

a0s numeros dos nds e dos graus de liberdade.
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APENDICE 4

DESCRICAO DO PROCESSADOR POSMG

o pOs-processador POSMG destina-se a calcular
as tensoes nos elementos da malha M3 e a imprimir os valores
destas tensdes, dos deslocamentos, bem como do produto

3 3
K(3) V( ] de GAUSDL e MULGR e K‘J} u() de ELIGA. Sua

estrutura € a mesma do processador POS do programa original e
utiliza os bancos de dados gerados pelos processadores PREAD,
PRC, GERA, PREMG e MULGR {(ou ELIGA ou GAUSDL}.

O diagrama de estrutura do poés-processador

POSMG € mostrado na FIG. A4-1.
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PROCESSADOR BLOCOS FUNCIONAIS SUB-ROTINAS DE CALCULO

s —
- AUXDES
d
ro s .
——{ BFDES3 : TRID
e veeeereereaareeenas ki
LDESL3
e s 7
-: MNGCE : — INCIDS3
J
POSMG t BFITES
BELES3 RSFTP2 {1+ SESFTZ = (1)
e 1 R _—
- PSKV ; -: LESFOR
e A Lo §
e 1
— BFIKP3 ! AUXFOR
beczrgmm e s e d
LFORCS3Z
MATEPL
§ MDEL
Lo J
R 1
: COEFTP
Lot enens A
(L) ————
[ 1
'y SBTP
——— J
B -
: PRV
e reme e er e e _
[resema—n— .
: PSV
Leevacmmummmmmusmans E
Legenda
--------- rotina ja existente

nova rotina

FIG. A4-1 Diagrama de estrutura do poOs-processador POSMG.
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PROCESSADOR BLOCOS FUNCIONAIS SUB-ROTINAS DE CALCULO

s —
- AUXDES
d
ro s .
——{ BFDES3 : TRID
e veeeereereaareeenas ki
LDESL3
e s 7
-: MNGCE : — INCIDS3
J
POSMG t BFITES
BELES3 RSFTP2 {1+ SESFTZ = (1)
e 1 R _—
- PSKV ; -: LESFOR
e A Lo §
e 1
— BFIKP3 ! AUXFOR
beczrgmm e s e d
LFORCS3Z
MATEPL
§ MDEL
Lo J
R 1
: COEFTP
Lot enens A
(L) ————
[ 1
'y SBTP
——— J
B -
: PRV
e reme e er e e _
[resema—n— .
: PSV
Leevacmmummmmmusmans E
Legenda
--------- rotina ja existente

nova rotina

FIG. A4-1 Diagrama de estrutura do poOs-processador POSMG.
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A funcdo de cada rotina da FIG. A4-1 €& descrita
sumarlamente a seguir.

*POSMG: pOs-processador que calcula as tensfes nos elementos
e imprime tensoOes, deslocamentos e produto Ku da
malha M3:

.BFDES3: gerencia a 1impressdo dos deslocamentos;

AUXDES: rotina j4 existente qgue retorna com nomes dos
gcraus de liberdade a serem impressos;

TRID rotina ja existente que transforma a matriz ID,
incluindo informacoes sobre 0S g2Taus de
liberdade prescritos;

LDESL3: imprime o0s deslocamentos nodais, salientando os
graus de liberdade prescritos;

.BFITE3: gerencia o calculo e a impressiZo de tensOes;

BELES3: chama rotina compativel com o tipo de elemento;
difere da original apenas no banco de dados
utilizado;

RSFTP3: gerencia o calculo e impressdo das tensses
para elementos triangulares de 3-6 nod0s, nos
estados planos de tensdo e deformacdo:; difere
da original ApPeNas no banco de dados
utilizado:

INCID3: monta tabela de 1ncidéncias de M3;

SESFT3: calcula tensOes para elementos triangulares
planos de 3-6 nos; difere da original
apenas no banco de dados utilizado;

MATEPL: rotina ja existente que fornece a matriz
elastica para elementos nos estados
planos de tensdo e deformacio;

MDEL : rotina ja existente gue monta o vetor de
deslocamentos elementares;

COEFTP: rotina ja existente que calcula as
fun¢Ces de interpolacido e suas derivadas
para elementos triangulares planos;

SBTP: rotina j}2 existente gque calcula a matriz

B para elementos triangulares planos;

g
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