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RESUMO

Esta dissertacdo apresenta a anédlise bidimensional
elastoplastica de tineis pelo Método dos Elementos de
Contorno na sua forma direta, utilizando-se a derivada da
integral de dominic das tensdes 1nlcials, na expressao das
tensdes nos pontos internos, segundo o concelto de Mikhlin.
E feita uma revisao dos conceitos de plasticidade e
descritas varlas formas de execucao de aberturas
subterraneas. Sao utilizados quatro critérios de escoamento
de manelra unificada, Tresca, Von Milises, Mohr-Coulomb e
Drucker-Prager e o processo das tensbes 1niciais para o
algoritmo ndo-linear gque nao inclui a restricdo de
incompressibilidade das deformagdes 1ineléasticas. Pode-se
estudar problemas de Estado Plano de Deformacac ou de
Tensao, alterando-se apenas o coeficlente de Poisson.

Tdineils revestidos s&o estudados através da técnica
de sub-regilides utilizando—-se a solucd&c fundamental de
Kelvin para dominios infinitos bidimensionais em tlOneis
profundos e a solucao fundamental do semi-plano em tlneis
superfilcilails.

Foram incluidos guatro exemplos de aplicacdo com o
objetivo de esclarecer as diversas formas de emprego do
método numérico comparando-se o0s resultados obtidos entre

as andlises elastica e plastica.



ABSTRACT

In this dissertation a two-dimensional elasto-
plastic tunnellig analysis, using the Direct Boundary
Element Method, 1s presented. Mikhlin‘’s concept for the
derivative of the singular integral of the inelastic tern,
in the expressions for the stresses at internal points, is
employed. A review of the theory of plasticity and a
description of several construction  procedures for
underground openings are also done. Tresca, Von Mises,
Mohr-Coulomb and Drucker-Prager vield criteria in a unified
form are used 1n association with the initial stress
process in a non-linear algorithm which does not include
the assumption of incompressibility of +the inelastic
strains. With this process, plane stress problems can be
scolved by the plane straln expressions simply changing
Poisson’s ratio.

Lined tunnels are analysed using the sub-regions
technique. Kelvin‘’s fundamental solution for 2D infinite
domain 1s employed in the analysis of deep tunnels and the
half-plane fundamental soclution for shallow tunnels.

Four example problems are discussed to demonstrate
the accuracy and versatility of +the method comparing

results for elastic and elastoplastic analysis.
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CAPITULO I

Introducao:

A analise elastopléastica em projeto de tuneils
produz, além de um dimensionamento econémilco, um
coeficiente de seguranca mals confidvel. A influéncia da
caracteristica tridimensional da frente de escavacdoc pode
ser amenizada através de técnicas construtivas adeguadas,
permitindo gue o problema seja estudado como estado plano
de deformacaoc. A monitoracao dos deslocamentos por meio de
medidas de convergéncia, de uso comum neste tipo de obra,
permite uma continua afericao da segurarica da escavagao
prevista em projeto. Como conseguéncila, cCconsegue—-se uma
otimlizacao na velocidade e comprimento do avancgco. O
processamento de todas essas 1informagdoes reguer uma
ferramenta &gil e precisa como o Método dos Elementos de
Contorno.

Rabcewicz (1964) revoluclionou a filoscofila das
escavacoes subterraneas observande gue um escoramento
rompido durante a construcgao, era substituido por outro
mals esbelto e suficientemente seguro. 0 macice vizinho &
abertura se plastifica transformandc-se em um  arco

auto-portante ou, entdao, aliviando as tensdoes sobre o



escoramento. Usando-se este raciocinio pode-se obter
revestimentos bem mais esbeltos através de sua aplicacdao no
devido tempo. © conceito do Novo Método Austriaco de
Abertura de Tuneis (NATM) 1incentivou vAarios pesguisadores
na justificativa deste fenémeno. Rabcewicz usou o modelo de
Kastner (1962) apud Széchy (1970) para mostrar, de maneira
simplificada, o fendmeno do alivio de tensdes. Outras
justificativas apareceram através de dois caminhos: os
analiticos ou em forma fechada e o0s numéricos, notadamente
pelo Método dos Elementos Finitos e pelo Método dos
Elementos de Contorno.

Dentre oS caminhos analiticos Hboeqg (1968)
apresentou expressdes para as tensdes e deslocamentos no
revestimento de tineis circulares submetidos a carregamento
externo naoc hidrostatico apdés a colocacdo do suporte, sendo
que este nao se desloca em relacdc ao maclco. Estas
expressoces sdo baseadas na Teoria da Elasticidade e na
funcao de Michell generalizada, mostrada em Timoshenko e
Goodier (1970). Foram também usadas as equacdes das cascas
cilindricas. Peck et alii (1972) estenderam o trabalho de
Hoeg para revestimentos gque se deslocam em relacido ao
macigo. Hendron e Aiyer (1972) apresentaram expressdes para
andlise elastoplastica de tineis circulares, revestidos ou
nao, submetidos a carregamento hidrostatico. 0 material do
maclig¢o fol considerado obedecendo ao critério de escoamento
de Mohr-Coulomb. Mais tarde, Einstein e Schwartz (1979)
complementaram os trabalhos de H&eqg e Peck para condicao de
alivio de tensbes por escavacdo, onde considerou-se o
efelto dos deslocamentos antes da abertura. Teixeira (1986)
desenvolveu as equa¢gbes destes trabalhos, apresentando
também as tensbes e deslocamentos no interior do macico.
Detournay e Falrhurst (1987) desenvolveram um procedimento
semi-analitico para andlise elastoplastica bidimensional de
aberturas circulares em rochas sujeitas a carregamento nio
hidrostatico. 0s autores chamaram a atencdo para as

hipdoteses restritivas das condi¢bes de contorno para que o



problema seja estaticamente determinado. Outra restricao
obriga a regido plastificada circundar totalmente a

abertura levando o0s valores admissiveis de X gue

DF’
representa a relagao entre as tensdes originais horizontal
e vertical, para uma faixa préxima da unidade. Foi
utilizada a fungdc de escoamentoc de Mohr—-Coulomb.

O <trabalho pioneiro em métodos numéricos de
analise elastoplastica de taneis & devido a Reyes e Deere
(1966) gue usaram o Métcdo dos Elementos Finitos para
estudar o comportamento de um tinel circular profundo, nao
revestido, escavado em rocha. Foi usado o critério de
escoamento de  Drucker-Prager, comportamento elastico
perfeitamente pl&stico para o macico rochoso e carregamento
horizontal proporcional ao vertical. Goodman (1966)
analisou a distribuicdo de tensdes para tilneis circulares
em macigos rochosos heterogéneos. Observou gue, guando um
tinel €& escavado através de contato vertical entre duas
rochas com mdédulos elasticos diferentes, as tensodes
aumentam na rocha mals rigida e diminuem na rocha mais
fraca. Zienkiewicz et alii (1968-69) apresentaram primeiro
um modelo de material que ndo resiste a tracdo, chamado de
No Tension, e depoils © modelo elastoplastico de
Drucker—-Prager para estudar um tlinel revestido de forma
eliptica, empregando um algoritmo incremental e iterativo
para analise n&o-linear que fol chamado de processo das
tensdes 1nicials. Neste processo o sistema de equacdes &
resolvido uma Unica vez, economizando~-se significativamente
© esior¢o computacional. O algoritmo introduz na regiio
plastificada um campo de tensdes iniciais, de forna
incremental e iterativa, gque & monitorado pelo critério de
escoamento, dando origem as tensdes plasticas.

Caso o carregamento seja tensdes in situ, elas sao
consideradas através da superposicdo de dois carregamentos.
O primeiro se refere as tensdes originais antes da abertura

e O segundo as tensdes no contorne, com o sentido

contraric, de tal maneira que a soma dos dois carregamentos



anulam as tTensoes na face do tinel simulando os efeitos da
escavagao. Resolve-se O problema para ® segundo
carregamento e depois soma-se O primeiro carregamento para
obter-se a tensao real no ponto considerado.

Backer et alii (1969) analisaram o mesmo t{inel de
Reyes e Deere com técnica numérica diferente, visando
acelerar o processo lterativo. Almeida (1977) apresentou um
estudo sobre o0s aspectos envolvidos em  escavacoes
subterraneas e o0os métodos de dimensionamento; abordou os
conceltos de plasticidade ligados & Mecanica dos Solos e
fez uma revisdo dos modelos tensio-deformacio para uso no
Método dos Elementos Finitos. Finalmente descreveu o Método
dos Elementos Finitos aplicado a tineis, através do
elemento 1soparamétrico e do critério de escoamento de
Drucker—-Prager. Utilizou o processo das tensdes iniciais
para o© algoritmo nao-linear e fez a aplicacdao de um
pregrama computacional por ele desenvolvido. 0s exemplos
apresentados foram os mesmos de Reyes e Deere (1966) e de
Zlienkiewlcz et alii (1969). Owen e Hinton (1880)
apresentaram mlnucioso programa de computador para resolver
VArios problenas, entre eles oS problemas planos
nao-lineares. Fol mostrada a implementacdo do algoritmo do
processo das tensoes 1iniciais bem como a forma unificada
dos critériocs de escoamento sugerida por Nayak e
Zienkiewlicz (1972).

A primeira publicacado relacionando egquacdes
integrails e materiais com comportamento ndo-linear & devido
a Swedlow e Cruse (1971). Foram apresentadas as egquacoes
constitutivas elastoplasticas para materiais encruiveis e
fluéncia plastica compressivel e anisotropica.
Desenvolveu-se a 1identidade de Somigliana estendida,
lncorporando-se a parcela correspondente & integral de
volume das deformacdes plasticas. 0s autores reconheceram
as dificuldades introduzidas pela presenca desta integral
de dominio em problemas de plasticidade. Somente a

expressao dos deslocamentos fol mostrada e ndo se incluiu



nenhuma aplicacgdo da teoria. Riccardella (1273) baseou-se
noe trabalho anterior e implementou um algoritmo para
elastoplasticidade bidimensional usando © critério de Von
Mises. Ao calcular as tensdes nos pontos internos ele
observou a natureza fortemente singular da integral de
volume das deformacdes plésticas. Esta dificuldade foi
contornada, integrando-se analiticamente o termo da
deformacdo plastica e depols obtendo-se as derivadas. Pela
dificuldade nas integrag¢des, somente interpolacdo constante
foi utilizada. Outros trabalhos se seguiram como Mendelson
(1973) e Mendelson e Albers (1975) apresentando alguns
resultados para problemas elastoplasticos, através de
viarias formulacbes integrals, incluindo a  formulacao
direta. Entretanto para esta formulacao, estes resultados
estavam incorretos pela maneira como o termo da deformacgdo
plastica foi considerado. Mukherjee (1977) corrigiu en
parte as incorrecgdes anteriores para problemas de estado
plano de deformacao. Foi usada a hipbtese de
incompressibilidade das deformacgdes plasticas nao sendo
admitida, portanto, variacac de volume.

Brady e Bray (1978) e Brady (1979) propuseram a
analise de tineis pelo estado plano de deforma¢d@o completa
empregando o Método dos Elementos de Contorno, dJque se
constituli em resoclver dols preoblemas planos desacoplados,
somando-se ao final as soluctes. Um deles & o estado plano
de deformacao convencional e o outro, chamado de problena
do anti-planoc, leva em conta os deslocamentos paralelos ao
eixo da abertura, dgue ocorrem guando as tensdes originails
na rocha nao coincidem com o plano da secac transversal do
tunel.

A formulacao correta do Método dos Elementos de
Contorno para problemas 1nelasticos foi proposta pela
primeira vez por Buil (1978). Ele usou o conceito de Mikhlin
(1965) para a derivada da 1integral de dominio singular na
expressao das tensdes nos pontos 1nternos. Baseados neste

artigo, Telles e Brebbila (19879) mostraram a 1mplementacdo



numérica do Método dos Elementos de Contorno aplicado a
problemas elastoplasticos bi e tridimensionais sen,
entretanto, a 1nclusao de exemplos. 0Os mesmos autores
(1980a-b) apresentaram 0S pProcessos das deformacoes
iniclais e das tensdes iniciais para estados planos de
deformagdaoc e de tensao. No primeiro trabalho somente o
critério de escoamento de Von Mises foi utilizado para
estado plano de deformag¢&o. No segundo generalizou-se a
teoria 1incluindo-se os critérios de Tresca, Mohr-Coulomb e
Drucker-Prager e o estado plano de tensido. Incluiu-se
também um exemplo de aplicag¢do para tineis profundos.

Banerjee e Cathie (1980) propuseram uma maneira
diferente para a solugdo do problema elastoplastico.
Utilizande o processo das tensdes iniciais, as tensdes nos
pontos 1internos foram calculadas através dos esguemas de
diferenciag¢do numérica do Método das Diferencas Finitas ou
do Méetodo dos Elementos Finitos. Um nimero significativo de
pontos internos fol exigido para que as tensdes internas
pudessem ser calculadas a partir dos deslocamentos com base
em um esquema de diferencas finitas. Houve, entdo, um
consideravel aumento no esforco computacional, além de uma
perda de precisdao, como pobdbde ser visto nos exemplos
comparativos.

Telles e Brebbia  (1981) complementaram seus
"trabalhos anteriores utilizando a solucdo fundamental do
semi-planoc em problemas de dominio semi-infinito. Un
exemplo de tGnel superficial foli mostrado. Venturini e
Brebbia (1981) compararam a solucdo pelo Método dos
Elementos de Contorno com aguela obtida por Zienkiewicz et
alii (1968) pelo Meétodo dc= Elementos Finitos, para
materlals gque ndo resistem & tiagdo. Fol a primeira vez que
esta técnica fol aplicada a tUneis e, também, a maneira de
se 1ntroduzir forgas concentradas protendidas. Telles
(1983) reuniu os trabalhos anteriores, com as formulacdes
elastica, 1inelastica, elastoplédstica e viscoplastica do

Método dos Elementos de Contorno. Foram empregadas as



solucdoes fundamentais de Kelvin e do seml-plano e varios
exemplos foram mostrados. Venturini (1983) apresentou
diferentes formas de enfoque de problemas geomecanicos.
Estado plano de deformacido completa, materiais nao
resistentes & tracdo, problemas com descontinuidades,
elastoplasticidade e viscoplasticidade foram tratados e
varios exemnplos incluidos. Brebbila et alli (1984)
publicaram importante trabalho abrangendo varias aplicacdes
lineares e nao-lineares para problemas de Potencial e
Mecanica dos Sdlidos.

A partir dai grande ©parte das publicagdes
voltaram-se para aspectos especificos do método visando o
seu aprimoramento. Banerjee e Davies (1984) introduziram
uma técnica de aceleracdoc do algoritmo iterativo em uma
aproximag¢do pelo processo das  tensoes iniciais. A
aceleracdo consiste em se usar a trajetdria anterior das
tensdes 1iniciais para se obter a estimativa inicial do
incremento corrente. Eles, entretanto, se restringiram a
problemas de dominio semi-infinito. Banerjee e Raveendra
(1886) generalizaram o trabalho anterior para formas
geométricas complexas. Além da utillizagao da aceleragao da
convergéncia do algoritmo ndo-linear, fol aplicada uma
correcac no equilibrio para se minimizar © erro acumulado.
As solucdes bi e tridimensionais nao lineares foram obtidas
com funcoes de forma guadraticas para representacao 1local
da geometria e das fungoes.

Swoboda et alii (1987) mostraram uma analise pelo
M3todo dos Elementos Filnitos acoplada ao Método dos
Elementos de Contorno (FEBEM) para escavagdes de tdneis. O
comportamento do macigo foi considerado viscoplastico
enquanto o concreto projetado do revestimento fol suposto
com comportamento viscoelastico. 0Os elementos de contorno
foram usados na parte elastica do macligo, consegulndo-se
uma enorme economia no tempo de calculo gquandco comparada
com a anadlise pelo Método dos Elementos Finitos. Valores

caracteristicos foram obtidos a partir da retro-anadlise,



gque consiste em se utilllizar valores medidos no campo para
afericadao do modelo numérico, como a viscosidade da rocha e
uma funcgado de fluéncia adequada. Varadarajan et alii (1987)
compararam resultados pelc Método dos Elementos Finitos com
agueles obtidos pelo FEBEM. O exemplo utilizado foili uma
abertura circular subterranea com comportamento
elastoplastico. Para a andlise eliastica as tensdes obtidas
pelo FEBEM sdo malores e mals preclisas. Para a analise
elastoplastica, as tensdes obtidas na zona plastica sao
guase as mesmas. A reducao das tensdes devido ao escoamento
& malor, portanto, para ¢ FEBEM. Este fato leva a um
aumento no namero de 1teracgoes, maiores regiodes
plastificadas e deslocamentos malores para a andlise com o
FEBEM. Henry e Banerjee (1988) propuseram uma formulacdo
diferente para o Método dos Elementos de Contorno para
elastoplasticidade bi e tridimensionails, usando 1ntegrais
particulares. Com 1isso, as taxas de tensdes 1iniciais sao
introduzidas no sistema de elementos de contorno por meio
destas integrais particulares, eliminando-se a necessidade
da integracdo numérica nco dominio pléastico.

Carrer e Telles (1989) apresentaram o© Método dos
Elementos de Contorno aplicado a problemas elastoplasticos
com © uso de procedimentos implicitos. Esta alternativa é
mais geral gue aguela explicita, a qual pode ser tomada
como um caso particular, e tem duas caracteristicas
principais: reduzido nimero de 1literacdes e aumento do
esforco computacional para cada incremento de carga.

Banerjee et alii (1989) usaram dols algoritmos
parar a solucao de problemas elastoplasticos e
termoplésticos. O primeiro é o procedimento i1terativo
convencional do processo das tensdes 1niclals e © segundo é
uma hnova aproximacao do tipo rigidez variavel onde a
solucdo de contorno 1ncremental & obtida de forma direta
(nao 1iterativa).

Huang e Dbu (1989) mostraram uma expressao para as

tensdées no dominlio gue evita o calculo do valor principal



de Cauchy na 1integral. Este método alcanca alguma melhora
na preclsaoc e eficléncia no processo numérico. Um
resultado numérico para problema elastoplastico
axissimétrico fol apresentado e comparado com resultado
analitico.

Saleh et alii (1989) apresentaram uma forma de
monitoramento de aberturas subterrdneas baseada no Mé&todo
dos Elementos de Contorno permitindo conhecer as &areas
criticas do meilo instrumentado. 2 técnica monitora a
variagao das deformagdes com o tempo pela instalacdo de
inclusdes cilindricas de concreto, instrumentadas com
hastes vibratdérias imersas no concreto.

Ohkami et alii (1991) propuseram uma forma de
identificagdo das propriedades de macicos ortotrdépicos pelo
Método dos Elementos de Contorno. Usando a retro—-analise em
melo elastico ortotréopico eles determinaram as constantes
elasticas e as tensOes 1inicliais através da minimizacdo do
erro entre os deslocamentos medidos e os calculados.

Neves e Brebbia (1991) apresentaram o Método da
MGltipla Reciprocidade em problemas de elasticidade, que
pode ser estendilido para elastoplasticidade uma vez gue o
processo lterativo considera elastico o problema dentro de
cada incremento.  Os problemas elastoplasticos Sao
analisados pelo Método dos Elementos de  Contorno,
permitindo a transformagdo de integrais de dominic em
integrais de contorno. A aproximacido consiste na aplicacio
repetida do teorema da reciprocidade usando uma sequéncia
de solugoes fundamentais de ordem mais alta. A vantagem
desta técnica sobre a de Galerkin €& gue ela pode ser
aplicada a gqualquer variacdo das forcas de volume e nao
somente a varilacgdes lineares ou constantes. A técnica
também nao exige a inversdo da matriz cheia para se
determinar os coeficientes das solucdes particulares
localizadas, COMO acontece no Método da Dupla
Reciprocidade.

Nesta dissertagdao €& usada a formulacaoc direta do



Métode dos Elementos de Contorno, aplicada a problemas de
elastoplasticidade bidimensional, utilizando-se a derivada
da integral de dominioc das tensdes iniclals, nha expressao
das tensdes nos pontos internos, segundo o conceito de
Mikhlin (196%). O problema nado-linear & resolvido através
do processo das tensdes inicials gue nd@o inclui a restricgao
de incompressibilidade das deformacdes 1nelasticas gue
aparece no processoc das deformacdes inicials. Desta forma,
quatro critérios de escoamento podem ser empregados,
Tresca, Von Mises, Mohr-Coulomb e Drucker-Prager, de
maneira unificada, segundo Nayak e Zienkiewicz (1972). Este
processo permite, ainda, estudar problemas de Estado Plano
de Tensao ou Estado Plano de Deformacao, alterando-se

apenas o coeflciente de Poisson. Tanelis revestldos e melos

hetercgéneos, mas que  tenham partes  homogéneas  bem
definidas, SA0 analisados através da técnica de
sub-regibdes. A simulacao do comportamentoc de tlneils

profundos foi feita utilizando-se a solucao fundamental de
Kelvin para dominios infinitos e de tineis superficiais com
a solucdo fundamental do semi-plano devida a Melan.

Nos exemplos objetivou-~se esclarecer as dilversas
formas de utilizacdo do método numériceo, como a influéncia
da rigidez relativa entre o meio e o suporte. As avaliacgoOes
das tensdes in situ foi conseguida através de
retro—andlise, comparando-se os deslocamentos medidos e
calculados. Comparou-se, também, os efeitos da analise
elastoplastica, sobre as tensbes e deslocamentos obtidos no
comportamento elastico. Finalmente & mostrado um exenplo de
tanel superficial revestido, de forma eliptica, com
carregamento uniformemente distribuido na superficie limite
do seml-plano, aplicando-se a solucdo fundamental do

problema de Flamant.
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CAPITULO II

AS ABERTURAS DE TOUONEIS:

2.1 Deformacoes em Escavacgoes Subterraneas

Uma escavacao subterrinea consiste na retirada das
tensdes 1nicials gue atuam na superficie da abertura antes
da sua instalacao. Isto provoca uma perturbacao no estado
de tensodes iniciails que se estende até uma certa distancia
ocnde nao se faz mals sentlir a sua presenca. O novo estado
de equililibrio nao se atinge instantaneamente e, por isso,
interessa observar a variacao das tensdes nas paredes do
tinel em funcdo do acréscimo das deformagbes. As curvas gue
relaclonam estas grandezas sao conhecidas como curvas
caracteristicas. Sousa(l1986) mostrou a forma de varias
destas curvas, como se Vvé na figura 2.1. A curva 1
corresponde a um comportamento elastico linear, para a
condicac de macice auto-portante. A curva 2 tem uma
condigac semelhante &a curva 1 tendo, entretanto, um
comportamento nac-llnear a partir de determinado valor da
deformacao. A curva 3 se refere a material elastoplastico
onde as deformacbes excessivas exlgem a colocacao de um

suporte para um valor de tens&o especificado. Finalmente, a



curva 4 representa uma siltuacao onde a tensao aumenta a
partir de certo ponto, o que obriga a aplicagdo do suporte
antes da ocorréncia do mesmo, evitando-se a desarticulacao
do conjunto. Em todas estas curvas observa-se gue a
instalacac do revestimento deve aguardar o© momento onde a
deformacao alcanca um valor adeguado as caracteristicas do
material. Com 1ss0, a pressao sobre ele é& bem menor dgue

aguela pressao 1inicial presente antes da abertura.

P&
i
n
N
31
Pq_
Pl —— -
.
6

Curvas Caracteristicas para diferentes tipos de Rochas

Figura 2.1

B
DEFORMAGCAD RADIAL

Esboco Qualitativo da Interacdo Macico-Revestimento

Figura 2.2
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Na figura 2.2 faz-se um esbog¢o qualitativo da interacao
macigo-suporte. Ao se atingir a deformacdo OA, O
revestimento & 1introduzido. Se for considerado um suporte
incompressivel & transferida a tensdao dada por AA’.
Entretanto o suporte se deforma até conseguir uma posicao
de equilibrio em C. Neste caso, a pressiao que se transfere
& dada por BC, cujo valor é bem menor que AA’. Deve-se ter
0 culdado de nao se aplicar um revestimento excessivamente
flexivel, evitando-se a sltuagao inadeguada mostrada por AF
onde o suporte foi considerado com comportamento elastico
linear. Conclul-se gue en projetos de Tlneis O
dimenslonamento do suporte é& tdo importante guanto o
instante de sua aplicacg¢do. Para tGneis em solo © macico
deforma-se rapidamente e © revestimento deve ser colocado
de 1imediato, ao contrarioc de tinels em rocha, guando a
monltoragdo dos deslocamentos através de medidas de

convergénclia 1ndica o momento correto de sua instalacao.

2.2 Efeito Tridimensional da Frente de Escavacao

Quandc se estuda o© equilibrio plano de um tinel
escolhe-se uma secdao transversal suficilientemente afastada
da frente de escavacdao, onde a hipdtese de Estado Plano de
Deformacac & uma aproximacao bastante aceitavel. Por outro
lado, préximo a frente, acontecem deslocamentos verticais
gque atingem um valor mé&ximo a determinada distdncia dela,
nio sendo mais valida a hipotese de estado plano. Andlises
tridimensionails pelo Método dos Elementos Finitos, de
secdes circulares de diametro D, indicaram uma lei de
varlagao dos deslocamentos como mostra a figura 2.3. Ha um
acréscimo lento destes deslocamentos a partir de uma
distancia de dols diametros além da frente de escavacao;
proxime a ela ha um brusco aumento e depois voltam a
crescer lentamente. Isto demonstra a vantagem da colocacao

do suporte a pequena disténcla da frente de escavacio.
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Efeito Tridimensional na Frente de Escavacao

Figura 2.3

2.3 Estado Inicilal de Tensodes no Hacico

O estado 1nicial de tensodes no macigo pode ser do
tipo gravitacional, tectdnico ou residual. Tensoes
gravitacionals sdo devidas ao peso préprio do macico acina
da abertura, as tectdnicas dependem da histdria geolégica
do meio e as residuails dependem das tensbes remanescentes
apds a causa ter sido removida. Para macicos eldsticos
lineares homogéneos e isotrépicos com camadas depositadas
horizontalmente sem variacdo horizontal de dimens3c e conm
Temperatura constante, desde ¢ 1inicio da deposicdo ou,
entao, camadas gue nunca tenham sido submetidas a cargas

temporérias, & valida a relacdo:

@y .
ho “
_ _ '
Ro = 757 -y
VO
onde c.jrf'm e g{ro sao as tensdes originails horizontal e

vertical e v & o coeficiente de Poisson. Entretanto, esta
situacao particular raramente = encontrada. varias

expressdes sao mostradas na literatura para se justificar a
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relacadao entre as tensdes horizontal e vertical sendo gue

esta pode ser estimada pelo peso do material acima da

-

abertura. O coeficiente K para sclos, geralmente é

expresso em funcac do adngulo de atrito interno do material
(OCR) .

e de sua razao de sobreadensamento Segundoc Mayne e

Kulhawy (1982) este coeficiente pode ser escrito por:
Seng

K =

. (1 - seng) .O0CR

onde ¢

Para rochas Bieniawski(1984)

& o dngulo de atrito interno do material.

relaciona varilias expressodes

para o em funcdo da profundidade, mostradas na figura

2.4,

ho

De gualguer maneira, se

a forma mals confidvel de

determinar as tensotes originais presentes no macico onde ©
tiinel vail ser escavado & através de medic¢coes 1n situ pelos

ensalos de fratura hidraulica, célula espada ou

Goodman(1989) descreve estes métodos chamando
Todas

pressi10ometro.,
a atencao das vantagens e desvantagens de todos eles.
as técnicas de medicdao de tensbes perturbam o melo ao criar

a resposta gue pode, entd3o, ser medlda e analisads,

usando-se modelos tebricos para a estimativa do tensor das

tensdes 1n situ.
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2.4 Métodos de Dimensionamento

Os métodos de dimensionamento de tineils podem ser
divididos em:

a} Métodos de Ruptura

b) Métodos de Apolos Elasticos

c) Métodos das Zonas Plasticas

d) Método da Rigidez Relativa Meio-Suporte

e) Métodos Numéricos

Nos métodos de ruptura considera-se o carregamento
como a parte do maclg¢o gue se desprende e transfere a carga
para o revestimento, gue & admitido indeforméavel. Terzaghi
(1943) estabeleceu uma expressdo para as tensdes verticails
a partir da resisténcia ao cilsalhamento do material do
melo, que se desenvolve durante a escavacao. A pressao
vertical cresce com a profundidade, tendendc para certo
valor constante. Széchy (1970) descreve outras teorlas dque
podem ser incluidas como métodos de ruptura. Entre elas
pode-se mencionar a de Bilierbdumer gue sugere uma eXpressaoc
para a pressao vertical, conslderando-se uma parabola aclma
da abertura como a regiao de influéncia nas paredes do
tinel. Enquanto as teorias de Terzaghl e Bierbdumer Ilevam
em conta a profundidade do tlnel, a teoria de KXommerell
consildera gue a altura do macico gque exerce pressao depende
da deformacao do sistema de suporte. Outra teoria descrita
em Széchy (1970} gue é& independente da profundidade, &
devida a Protodiakonov, usada na construcdo dos metrds da
Comunidade dos Estados Independentes (CEI), e considera a
exlsténclia de uma area em forma parabélica que delimita a
regiao de 1influéncila sobre o revestimento do tiGnel.

Os Métodos dos Apoios Elasticos considera o macico
como apolo elastico segundo a hipdtese de Winkler, ou seja,
o deslocamento no ponto considerado €& proporcional a carga
aplicada e este coeficiente de proporcionalidade &

calculado a partir da rigidez do sclo ou rocha. O

carregamento & estimado segundo 0s critérios dos métodos de
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ruptura. Incluem-se neste grupo os Métodos de Zurabov-
Bugaleva, Bodrov-Gorelik, Bugaieva, Davidov, poligonal,
entre outros.

O Método das ZONas Plasticas utiliza as
investigagbes de Fenner e foi desenvolvido por Kastner.
Considera-se um problema axissimétrico, onde a pressio
sobre a cavidade & hidrostatica. A abertura nao é& revestida
e a regiao plastificada & um anel. Hendron e Aiyer (1972)
estenderam o método para varias condicdes de contorno e
para tunels revestidos incluindo-se, ainda, a condicao de
aumento de volume na deformacao.

O Método da Rigidez Relativa parte das equacdes de
egqullibrio da Teoria da Elasticidade usando a funcao de
tensao de Michell. Esta funcdo de tensdo & simplificada
pelas condig¢des de periodicidade e contorno no infinito. O
revestimento & tratado pela Teoria das Cascas Cilindricas e
pode ter aderéncia total ao macico ou nd3o. Leva-se em conta
a rigldez relativa entre o meio e o suporte introduzindo-se
os coeficientes adimensionals de compressibilidade e
flexibilidade que norteiam o dimensionamento. Os trabalhos
que enfocam este método sdo os de Hbeg (1968), Peck et alii
(1972), Schwartz e Einstein (1979) e Teixeira (1986).

Exceto os métodos de ruptura, as demais teorias
consideram a interacdo do s0lo ou da rocha com O
revestimento. A teoria das zonas pl.ésticas tem uma forte
restrigaoc que consiste em se considerar s6 o carregamento
hidrostatico; esta hipbotese ndoc estda de acordo com a
maloria dos casos praticos onde a pressido horizontal é

diferénte da vertical.
2.5 A Construcaoc de Tuneis

A forma antiga de abertura de tineis seguia a
técnica de mineragdo para exploracdo subterrdnea que se
baseava no conceito de escoramento da escavacido. Cada passo
dessa escavagao era seguido de um pesado escoramento e, a

curta distdncia, pela execugdo do revestimento, em geral de
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alvenaria de pedras ou de tijolos, dgque era dimensionado
para suportar todas as cargas due se desenvolviam no
decorrer das obras. Resultava um revestimento bastante
espesso, as vezes economicamente invidvel, mas nem por isso
suficientemente segurc. 0Os vazios gue se formavam atréas do
suporte causavam deformacdOes excessivas no macigo levando a
sua desarticulacdo. Esta fol a principal razdo de inimeros
insucessos verlificados em obras deste tipo. Sao bastante
conhecidos os métodos de abertura de tiGneis baseados no
conceito de escoramento da escavacgdo. Sao eles: © 1lnglés, o©
alemdao, o belga e o antigo método austriaco entre outros.
Todos eles estavam fundamentados na parciallzacao da
escavacdo, subdividindo-a em se¢des egulvalentes aguelas
correntemente utilizadas em galerias de mineracao.

Por outro lado, o moderno conceito de construcao
subterridnea conhecido como o© Novo Método Austriaco de
Abertura de Tuneis (NATM) fol conceblido observando-se a
regra secular de mineracdo que diz que o alivio de tensobes
aumenta toda vez que o escoramento & substituido. Rabcewicz
imaginou que esta regra, usada ocasionalmente toda vez gue
0 escoramento se rompia, poderia ser utillzada de forma
proposital através da instrumentacao das deformacoes.
Entdo, o conceito de escoramento da escavagao cedeu lugar
ao conceito de estabilizacao da escavacao através do alivio
controlado das tensdes. A aplicacdo 1imediata, Jjunto a
frente de avangco, de uma filna camada de concreto projetado
denominado de revestimento de 1° fase, desperta as
resisténcias intrinsecas do macli¢o Ppor melo de  sua
interégéo com o suporte, reduzindo os esfor¢os envolvidos e
estabilizando a escavacd3o. Este revestimento de 1° fase é
constituido de um arco de concreto projetado combinado ou
nao com o uso de cambotas, chumbadores e tirantes. Em
certas condicOes os tirantes sao altamente eflcientes por
aplicar wuma protensaoc na reglao vizinha a abertura
melhorando sensivelmente sua caracteristica. 0 uso de
cambotas deve ser evitado tanto guanto possivel pols a sua

eficiénecia € muito dquestiondvel além de preludicar a
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produtividade da construcao.

O revestimento é dimensionado pelo Métode dos
Elementos Finitos ou pelo Método dos Elementos de Contorno,
sendo adotado coefliciente de seguranca baixo, proéximo da
unidade, por razoes econdmicas. A evolucao dos
deslocamentos dos pontos da superficlie do revestimento de
1® fase & acompanhada por meio de observacioc e
instrumentagdace adequadas, gque sSao capazes de prever
possivels ruinas. ExtensOmetros miltiplos colocados na
direcao radial igualmente espacados menitoram O
comportamento da regiaoc vizinha & cavidade. Leituras
peridodicas permitem avaliar a velocidade das deformacdes
que, em geral, sao decrescentes, 1ndicando a tendéncia de
estabilizacao. Entretanto a sua nao convergéncia indica uma
situacdo de anomalla, requerendo a 1ntervenCao no pProcesso
de estabilizacao.

Estabilizada a escavacao, ou seja, cessados o0S
deslocamentos dos pontos da superficie do Tinel,
verificados pela instrumentacdc, aplica-se © revestimento
de 2° fase, em geral de concreto simples, que ira
incrementar o coeficiente de seguranca necessarioc ao padrao
de exploracdo da obra. Este revestimento de 2° fase podera
ser totalmente dispensado em alguns casos e esta & una
tendéncia das construcodes atuais. Neste caso, »)

¥s ]

revestimento de 1 fase deve ser dimensionado com
coeficliente de seguranca adeguado. Quando o revestimento de
2° fase & aplicado antes da convergéncia, mas prdéximo dela,
O maclico ira sentir o aumento da rigidez do suporte com a
diminuicao dos deslocamentos na superficie da abertura. A
tendéncla do movimento do macigco para o interior da
cavidade continua apesar dos deslocamentos no suporte terem
cessados. Ha, entao, um adensamento automatico do macico
vizinho aumentando a sua resisténcia e encontrando uma nova
posicao de egulilibrio. Os esgquemas construtivos sao
importantes ao garantir aos modelos matem&ticos uma correta
correspondéncia com © comportamento real. As escavacdes do

tipo calota—-bancada sao as mals comuns dando aos servicos,
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alem de uma forma raclonal de avango, o fator de seguranca
necessario. A figura 2.5 mostra a seqgiiéncia construtiva de

um tinel de segao transversal singela.

s e CONCRETO PROJETADO

B YA

CONCRETO

Seqiiéncia Construtiva de um Tdnel de Secdo Singela

Figura 2.5

Escava-se a calota superior mostrada em (I) e, em seguida,
aplica-se o concreto projetado (II). Retira-se a bancada
(I11) e escava-se a regiac (IV) distantes da frente de
avango da defasagem definida em projeto. Ainda nesta regiao
ha a 1introducao do revestimento (V). Um pouco mals atras
deste trecho escava-se a regido (VI) e, em seguida,
fecha-se o arco invertido de concreto projetado indicado em
(VIT). ©O revestimento de 2° fase pode ou nao ser
lmplementado ao seu devido tempo. Para grandes secdes esta
técnica deve ser reavaliada. A alternativa de parcializacao

da construgcdo em vVvarias secdes singelas, conforme a
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sequénclia descrita anteriormente, deve ser considerada. As
paredes 1internas provisdrias sao demolidas chegando-se &

secao final de projeto. A fligura 2.6 mostra esta técnica.

Segiiéncia Construtiva de Tunel com Escavacao Parclalilzada

Figura 2.6

Os resultados obtidos no inicio da construcao do tinel pela
leitura das medidas de convergéncia e de outros
dispositivos instalados pela instrumentacio s&o avaliados e
conparados com 0s valores previstos no projeto preliminar.
Os parametros do macico saco aferidos e os novos valores
estimados sado processados. 0O projeto prelimlnar €&, entao,
revisado e utilizado no trecho seguinte. Este procedimento
& continuo de tal maneira dgue a diferenca entre o valor

medido e o calculado & pass0o a passo minimizado.
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CAPITULO III

COMPORTAMENTO ELASTOPLASTICO DOS MATERIAIS:
3.1 Conceitos da Teoria da Plasticidade

O comportamento tensido-deformacdo dos solos pode
ser mostrado, de forma simplificada, a partir de um estado
de tensOes uniaxial como o ensaio de compressao simples. A
curva tensao-deformacdo obtida neste ensaio pode ser
dividida em trés trechos. O primeiro deles representa um
comportamento elastico linear onde as tensoes Sao
proporcionais as deformag¢des, caracterizado por uma linha
reta. Na figura 3.1.1 este trecho & representado pela reta
OA onde O ponto A corresponde ao limite de
proporcionalidade do material @p. O trecho sequinte, curva
AB da figura mencionada, corresponde a um comportamento
elastico nao-linear. Isto gquer dizer que, apesar das
tensoes e deformagdes nd&o serem proporcionais, ainda assim
a retirada do carregamento restitui o estado inicial
indeformado. Neste trecho AB sac validas as equacoes da
teoria da elasticidade devendo-se, entretanto, considerar a
variagao do médulo de elasticidade. O ponto B corresponde 3

tensao de escoamento inicial gesc' O terceiroc trecho se
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refere ao dominio plastico, ou seja, deformagoes
permanentes aparecem ao descarregar-se o corpo de prova.
Por exemplo, ao retirar-se o© carregamentoc em C a curva
segue a linha CD no sentido descendente. No final do
descarregamento aparece uma deformacdo residual OD.
Recarregando~se 0 corpo de prova a partir de D obtém-se uma
trajetoéria ligeiramente  desviada da anterior. Esta
diferenca de trajetéria €& geralmente desprezada nas
analises, sendo substituida por uma linha reta. Verifica-se
que O moédulo de  elasticidade de descarregamento-
recarregamento E __ & sensivelmente maior gque o médulo
elédstico 1inicial E. Aumentando-se o carregamento a curva
apresenta-se como um prolongamento daguela anterior ao
descarregamento até atingir a tensdo de ruptura do material
o . O colapso & representado na figura 3.1.1 pelo ponto F.
O aunento de tensdes apds o inicio do escoamento & chamado
de encruamento ou endurecimento. Outra curva tensiao-
deformagaoc tipica de solos é mostrada na figura 3.1.2 onde
ha uma diminuicdoc de tensdes apds a resisténcia de pico.
Este comportamento & <chamado de  enfraguecimento ou
amolecimento.

No dominio elastico ndo ha dissipacdo de energia
no processo de descarregamento desde gue todo o trabalho é
restituido. Ao contrério, no dominio pléastico o trabalho
restituido & dado pela area CDH dissipando-se o trabalho
que €& dado pela area OABCD. Conclui-se gque a dissipacao de
energia no dominio plastico & diferente de zero. S&ao
validas, ainda, as equagdes de equilibrio e compatibilidade
usadas no regime elastico  havendo, entretanto, a

necessidade de reavaliagdo das relacdes tensdo-deformacio

que determinam a lel constitutiva dos materiais.
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Observa-se gue o limite elastico para um estado
uniaxial de tensdo & dado pelo valor da tensdo de
escoamento. Entretanto para um estado planoc ou triplo de
tensoes 0 problema & bem mals complexo. A fronteira entre
os dominios elastico e pléastico ndo é mais definido por
somente um valor de tensdo mas por uma combinacdo delas,
chamada de tensao de escoamento efetiva, gque representa o
critério de escoamento adotado. O comportamento

elastopléstico de um material & definido quando se conhece:

a) a relag¢ao tensao-deformagd@c na fase eléastica;

b) a superficie de escoamento que indica o© inicio
da fase pléastica;

c} uma lei de endurecimento ou enfraguecimento que
estabelece as condi¢gbes dos estados pléasticos
subsedguentes;

d) uma lei de escoamento pléstico relacionando os
incrementos de deformacdo com as tensdes e

incrementos de tensodes.

Para os materiais elasticos perfeitamente plasticos nao é
necessaria a definicao do item {c).
No regime elastico as tensdes se relacionam com as

deformacoes pela expressio:

aij = Cijkﬂ'gkﬂ (3.1.4)
onde ‘Jij e Eij sac as componentes das tensdes e das
deformacdes respectivamente e Cijkﬁ & o tensor das
constantes elasticas que, para materiais isotrépicos, é
dado por:

26V
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coeficiente de Poisson respectivamente e ﬁi. & o delta de

)
Kronecker definido por: aij = 0 para 1 =
Ei 1

)
1 para ]

.

3.2 Leil de Endurecimento

Para os materials que apresentam a caracteristica
de endurecimento havera uma nova tensio de escoamento para
um novo carregamento e esta situagao & representada por uma
nova superficie de escoamento. Desta forma sdo definidas as
superficies de escoamento subseqiientes, correspondendes aos
varios carregamentos ocorridos. A funcdo e a superficie de
escoamento sao chamadas, para este caso, de funcdo e
superficie de carregamento. A posicdo da superficie de
escoamento sera, entio, dependente do valor instantédneo do
parametro de endurecimento k gque pode ser a deformacao
plastica volumétrica, o trabalho plastico realizado ou o
indice de vazios, como & usual em solos.

A superficie de escoamento varia em tamanho e
forma, de acordo com o© estado de tensdoes. O aumento
significara um endurecimento do material enquantoc a
diminuligao o seu enfraguecimento. Em aplicacgbes de
plasticidade & mecdnica dos solos, admite-se gue durante o
escoamento plastico, a superficie de carregamento
expande~se ou contrai-se em relacdo & origem, mantendo a
forma, o centro e a orientacdo da superficie de escoamento.
Esse comportamento é chamado de endureclmento ou
enfraquecimento isotrépico. Outra possibilidade, menos
comum, tem a superficlie de carregamento com © mesmo
tamanho, forma e orientacac da superficie de escoamento.
Entretantoc ela sofre uma translacao em relaciao & outra.
Esse comportamento €& chamado de endurecimento cinematico
que permite a consideragao do efeito Bauschinger. Apds
a primelra deformacao plastica, o©os materiais podem perder a
simetria da curva tensdo-deformacdo e o0s niveis de

iy,

escoamento a tracao e a compressao ficam diferentes.
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oy

Diagrama Tens&o-Deformacdo Simplificado

Figura 3.2.1

A figura 3.2.1 mostra um diagrama tensao-deformacao
simplificado com um trecho elastico e outro plastico com
endurecimento linear. No regime elastico tem—-se: o - Y < 0,
sendo Y a tensao de escoamento inicial. Desde gue o exXceda
a tensao de escoamento Y a nova tens3o de escoamento o

O

deve satisfazer:
c -0 <0 (3.2.1)

onde o, tem um valor inlicial 1igual a Y e varia de acordo
p

com o aumento da deformacdo plastica &, ou seja:
E
o =Y + L e (3.2.2)
O E
7 - T
E
sendo E = tga e E.,. = tagR.

A%
De uma forma mals geral pode-se relacionar o trabalho de
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endurecimento com a ftensio de eccoamento instantdnea - O
parametro de endurecimento k representa o trabalho de

endurecimento total:

K = J o de? (323
Ainda: S Y [ J o deb ] (2.2.4)
Entao: A o (3.2.5a)
de?
p
dk = dk de (3.2.5D)
Ay de® Ay
Logo: de _ , _de” (3.2.6a)
g " dw dw - .
ay  _ ; ay  _ g (3.2.6b)
dk de?

onde H’ & a 1inclinacdo instantdnea do diagrama tensao-
deformagcao no regime plastico. Para o caso simplificado da
figura 3.2.1 onde o trabalho de endurecimento & 1linear o

valor de H’ & constante e vale:

Hf

(3.2.7)

3.3 Lei do Escoamentco Plastico

A funcao de escoamento gue determina o iniclo do
comportamento plastico do material tem a seguinte forma

geral:

F{(o,k) = O (3.3.1)

onde Kk €& o parametro de endurecimento do materlial obtido
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experimentalmente. Quando F(o,k}) < 0 o material se encontra
no regime elastico e o ponto referente ao estado de tensdes
se coloca dentro da superficie de escoamento. O sinal de
1gualdade corresponde ao dominio pléstico com o ponto
referente aoc estado de tensdes sobre a superficie de
escoamento. Para materials com endurecimento, guando o
ponto referente ao estado de tensdtes atinge a superficie de
escoamento, ela se expande, fazendoc com gue este ponto

permaneca sobre esta superficie.

Supondo-se a existéncia de uma funcao de potencial
plastico Q gue descreve o comportamento plastico do
material, pode-se relacionar a direcao dos vetores da
deformacao 1incremental pléstica com o0 gradiente desta

funcac. Como eles sao perpendiculares, tem—-se:

deP. = dax —22 ey
17 Jad .
1]

que &€ a lei do esceoamento pléstico nao-associada ou regra
de fluéncia nao-assoclada. Quando as funcgdes F e Q sdo as
mesmas tem-se a lel do escoamento plastico assocjiada ou

regra de fluéncia associada:

ae?. = an &
17 ac . .
1)

(3.3.3)

gue relaciona incrementos de deformacao pléastica com o©
gradiente da funcdo de escoamento. dx é um fator de
proporcionalidade escalar, malor do gue zero, e gue varia
durante o© processo de deformacgao, sendo chamado de
multiplicador  plastico. Desai e Siriwardane (1984)
mostraram varios estudos da funcdo de potencial plastico Q
para representar O comportamento nao-associativo de
diversos materials geoldgicos. Estas funcgbes sdo compostas
da funcg¢ao de escoamentc e de um fator de correcac.

Considerando o© emprego da regra de fluéncia
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assoclada, algumas consilderacdées mals detalhadas devem ser
introduzidas. Devido & fluéncia plastica, alguns materiais
apresentam um grau de endurecimento nesta fase e duas
hipdteses foram feitas para definir este comportamento. Na
primeira hipdtese Hill apud Desai e Siriwardane (1984)
supds que o© endurecimento depende somente do trabalho
plastico e & independente da trajetdria das deformacbes. A
segunda hipdtese supte gque a deformacgido plastica & a medida
do endurecimento. Com relagdo & primeira hipdtese, o

trabalho de endurecimento obedece aos segulntes postulados,

conhecidos como postulados da estabilidade de Drucker:

1) Durante a aplicacao das tensdes, o trabalho feito pelas
forcas externas & positivo;
2) Durante um ciclo de aplicacao e remocdo das tensdes, o©

trabalho feito pelas forcas externas & nulo cu positivo.

Para se estabelecer as expressoes matematlcas relacionadas
com os postulados acima, a partir de um estado de tensoes
Uij, considera-se um acréscimo de tensao dﬁij,
um pegueno acréscimo de deformacio daij. Entao, de acordo

gue <Causa

com o primeiro postulado, tem-se:

17 1] (3.3.4a)

Mas a deformacao total & a soma das deformacoes elastica e

plastica, ou seja:

e P -
daij.(deij+ dsij) & 0 (3.3.4D)
O segundo postulado permite escrever:
dﬁi. : dei. = 0
J J (3.3.4C)

Algumas condicgdes adilicilonals devem ser satisfeitas para se
garantlir a descricao adequada do comportamento da

deformagcao plastica e foram propostas por Prager apud Desal
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e Siriwardane (1984):

a) Condicao de Continuidade: wuma variacd3o infinitesimal
dcrij no estado de tensoes gij’ causa um carregamento, um
descarregamento ou um carregamento neutro, dependendo se a
trajetdria de tensdes estda dirigida para o interior, para o
exterior ou tangente & superficie de escoamento. Para se
evitar descontinuidades nas relacdes tensdo-deformacdao esta
condic&o exige qgue © carregamento neutro nao cause

deformacao plastica;

b) Condigcao de Unicidade: para um dado sistema de
incrementos infinitesimais de forcas, os 1incrementos de

tensdes e deformacdes resultantes sao Gnicos;

c}) Condig¢do de Irreversibilidade: devido & 1irrever-
sibilidade das deformacgtes pléasticas, o trabalho feito por

elas & positivo (ver equacgdo 3.3.4c);

d) Condigao de Consisténcia: um carregamento a partir de um
estado plastico causa outro estado pléastico. Esta condicéo
exlge gque © critério de escoamento seja satisfeito enguanto

o material estiver em um estado plastico.

As condigbes de Prager e as hipdteses feitas,
levam a importantes restricoes no comportamento
elastoplastico de um material. A condicdo de continuidade
exige que a componente tangencial da tensaoc ndo provogue
deforxﬁagéo plastica, razao pela qual somente a componente
normal a superficle de escoamento & responsavel por essa
deformacao. Este fato obriga que o incremento de deformacao
plastica seja perpendicular & superficie de escoamento no
espago de tensdes instanténeo. No caso de um ponto singular
ele deve estar entre as normais, segundo mostra a figura
3.3.1. Este fato & conhecido como regra de normalidade
representado pela equacao £3:3:3) s Outra conclusao

importante a partir da condigdo de irreversibilidade & que
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a superficie de escoamento deve ser convexa em relacdo &
origem do espac¢o de tensdes, pois gqualquer raio vetor para
um ponto da superficie de escoamento, deve fazer um &ngulo
agudo com sua normal, para o exterior a superficie, naqguele
ponto. A prova matem&tica desta conclusdo encontra-se em

Desal e Siriwardane (1984).

Figura 3.3.1

Os postulados de Drucker e as condicgodoes de convexidade e
normalidade s&o vAalidos somente para materiais com
endurecimento ou elasticos-perfeitamente plasticos,
chamados de materiais estaveis. Exclui-se, portanto, os
materials com amolecimento, gque s3oc chamados de materiais
instéaveis.

Quando se utiliza a regra de fluéncia associada,
material eldstico perfeitamente plastico e critério de
escoamento de Mohr—-Coulomb aparece O fendmeno da
dilatdncia, gue acompanha o cisalhamento de um soloc com
angulo de atrito ndo nulo. A resisténcia ao cisalhamento é
devida a coesao e ao angulo de atrito interno, sendo que a
parcela relatiliva ao atrito interno corresponde ao atrito
interno propriamente dito e ao entrosamento  entre
particulas. O aumento de volume durante o cisalhamento, gue

—

&€ a dilat@ncia, é ocasionado pela parcela referente ao

entrosamento.
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3.4 Critérios de Escoamento

Na auséncia de forcas de volume, o0 equlilibrio
estatico de forcas e momentos de um paralelepipedo
infinitesimal em torno de um ponto de um corpo satisfaz a

equacao:

o.,. . = 0 (3.4.1)

onde a virgula indica derivada parcial, ou seija:

Tiq,i T TEx. e W
1
c G‘ij Sao as componentes do Tensor de tensoes.

Conhecendo-se estas componentes em um ponto, as forcgcas de

superficie neste ponto sao dadas por:

P; = 0j3 Ny (3.4.3)
onde nj s30 o0s cossenos diretores da normal ao plano
considerado. Pode-~se escolher um sistema de elxos especilal
de tal maneira gque as tensdes de cisalhamento sejam nulas.
Estas direcOes sao chamadas de direcdOes principals e as
tensoes normais agindo em cada um dos planos
perpendliculares as direcdes principals s&oc chamadas de
tensdes principais. As direcOes princilpais podem ser

obtidas considerando-se a relacgao:

A, (3.4.4)

jo!
I

e

gque 1ndica gue o vetor das forcas de superficie p. €
paralelo ao vetor normal. Levando-se (3.4.4) em (3.4.3)

Vens
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(G.. — AS..)n, = 0 (3.4.5)

Para que (3.4.5) tenha solucgdo diferente da trivial &

necessario que o determinante deste sistema seja nulo:

= 0 (3.4.6)

3 2
A -~ T a = I A -1 =20 (3.4.7)
1 2 3
onde: I = ¢ 4+ o +
1 11 22 373
I = o + O -+ o - o -
- 11 22 11 33 22 33 13 31
(3.4.8)
- - O O
23 32 e 1
1 = & o o +~ O O T + o o =
3 11 22 33 12 23 31 13 21 32
- o O - O o g - g T T
11 23 32 12 21 33 13 31 22

As solucdes de (3.4.7) fornecem os valores das tensoes
principais. Como elas sao as mesmas, 1ndependentenmente do
sistema de eixos escolhido, e a solucdao da eguagao cubilca é
inica, os valores dos coeficientes desta edquacao 11’ 12 e
I, devem ser OS mesSmMoOS em qualguer sistema de eixos
acdotado. Por 1ss0 I I2 e I sao chamados de invariantes
d> tensor de tensdes. Em funcido das tensdes principais eles

podem ser escritos como:

T =g + o + o
1 1 2 3

I = co¢c + 00 + o0 {3009
5 1 2 1 3 2 13

1 =0T O
3 1 2 3

Para a obtencido da solugdo de (3.4.7) €& necessario
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promover-se uma troca de varlavels. Esta troca corresponde
a uma mudan¢a nho sistema de elxos coordenados do espaco de
tensdes. Este novo sistema de eixos & formado pelo eixo
hidrostatico G, = & 5 O das tensodes principais e de um
plano, perpendicular a este eixo, gue passa no ponto sob
consideracgao. A posicao do ponto neste plano é& definida
pelo angulo formado pela reta relativa ao estado de
cisalhamento puro e a reta dgque passa peloc ponto sob
consideracao, gque concorrem no traco do eixo hidrostatico

no plano. Fazendo—-se, entao:

B 11 (3.4.10)
A=A 3
A - JArA~-J =0 (i 1)
2 3
onde:
I
Jz - 3 Iz
_ 1 2 3 (3.4.12)
JB - Ia 3 3 1112 i 27 I1

sd3o chamados de 2° e 3° invariantes do tensor dos desvios
de tensao, respectivamente. Uma nova troca de variaveis emn

(3.4.11) & necesséaria:

. J2 1/2
A = 2 [ 5 ] seng (3.4.13)
Da relagcdo trigonométrica [4 sen’8 - 3 sen® ] = —-sen38

chega-se a expressdo para o0 angulo &, também conhecido como

angulo de Lode:

) J

3/2]
1 3 3
8 = —5— arcsen 5 [ "3;:] (3.4.14)

As tensbdes principals saoc expressas em relacdo aos

invariantes:
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2 2 (3.4.15)
o, = — Vfg; [ cos8 + senf ]
3.4,1 Critério de Tresca:
A maior tensado de cisalhamento nao deve

ultrapassar a metade da tensdo limite de tracdac ou

compressao simples:

= ou o - o0 =0 (3.4.16)

onde o = o, * 0, sao as tensdes principais. A equacgio

(3.4.16) pode ser escrita em funcdo dos invariantes de

tensao usando-se (3.4.15). Tem-se, entao:

2 J2 cCOos8 = o (3.4.17)

As eXxpressoes (3.4.16) e (3.4.17) sdo eguivalentes.
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3.4.2 Critério de Von Mises

O material resiste até gue a tensdo octaédrica de

cisalhamento atinja um valor limite, constante para cada

material.

oct

T = kK = 5~ O (3.4.18)

Levando (3.4.15) e (3.4.19) em (3.4.18) vem:

V/3J

1A
q

(3.4.20)

2
&

Tresca. Pode-se construlr as superficles de escoamento no

O valor de k =

o ajusta o critério de Von Mises ao de

espaco de tenstes principals o, O, e O resultando um
prisma de base hexagonal regular e um cilindro circular
reto circunscrito ao prisma para os critérios de Tresca e
Von Mises, respectivamente. O elxo hidrostatico & tambénm o

eixo comum ao prisma e ao c¢ilindro. As figuras 3.4.1 e

3.4.2 mostram estas superficies.
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. i = J,

, “‘-,.4-"" v 1 r
s
Os

Superficie de Escoamento de Von Mises

Figura 3.4.1

Superficie de Escoamento de Tresca

Figura 3.4.2

3.4.3 Critério de Mohr-Coulomb

A tenzio de cisalhamentoc deve ser menor ou no

maximo igual a (c~ o tgp) onde o €& a tensao normal que
Inn

nn
atua no planc de cilsalhamento, c¢c & a coesac e ¢ & o0 angulo

de atrito internco do material.
T = Cc - 0 tgyp (3.4.21)

Usando-se ¢ circulo de Mohr pode-se modificar (3.4.21}) e
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exprimi-la em funcido das tensbées principais:
&H - Ué)-+ Uﬂd+-oé)sen@ = 2 C cosy (3.4.22)

Levando-se (3.4.15) em (3.4.22) vem:

I /
! seng + v J2 [ cCosg - :

3 =2

send seng ] = C COsyp

(3.4.23)

A superficile de escoamento & uma piramide de base hexagonal

irregular cujo eixc & o eixo hidrostatico.

Superficie de escoomento para
criterio de MOHR-COULOMB

Superficie de Escoamento de Mchr-Coulomb

Figura 3.4.3
3.4.4 Critério de Drucker-Prager

O critério de Drucker~Prager & uma aproximacdo do
critério de Mohr-Coulomb a partir de uma modificacao do

critérioco de Von Mlses:

o I + ¥ o = K’/ (3.4.24)
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Varios valores de a e k’ simulam situacgdes diferentes para
o critério de Mohr-Coulomb. A superficle de escoamento para
o critério de Drucker—-Prager & um cone circular reto cujo
eixo & o0 eixo hidrostatico. Para um cone clrcunscrito a
pirdmide do critério de Mohr-~Coulomb, tangenciando as

arestas mals salientes tem—-se:

2 seng : r = 6 C COoSsp
: —

v 3 (3 — senyp) v 3 (3 - sengp)

o4 (3.4.25)

Se o cone tangencia as arestas menos sallentes da pilramide

Ven.

2 seng

v 3 (3 + seng)

6 C Cosg@

vV 3 (3 + seng)

o s K (3.4.26)

Outra alternativa é a simulacao do critério de Mohr-Coulomb

para estado plano de deformagao:

vV 3 C Ccosg

o = mdeti'« . ko= (3.4.27)
/ 2 . 1/2 I
3(3+senqp)/ (3+sencp)/
0!
A 0,=0,=0,
;H_.--“"
-
” =
o -0,
Superficie de escoamento do
| critério de DRUCKER-PRAGER
O,

Superficie de Escoamento de Drucker-Prager

figura 3.4.4
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FORMULA GERAL:

(em funcdao dos 1nvariantes de tensao)

a J’ + a Jf = &a
1 1 22 3

Coeficiente a J! a g l a
1 1 2 2 3
Critérios
Tresca — I - 2 | 2 C0osB UD
E
von Mises - - /3 V/Jé o
Mohr- " o : ) /Jé [CcOosE-
Coulomb 3 v 1 sené seng !
ljc cosyp
1 d
Drucker-—
F
Prager * Il ! VKJE l A I
RESUMO
(em funcao das tensdes principais)
Tresca o - o = o
1 3 0

von Mises

2

1

2 2 2 1/2
[(U —02) + (62—63) + (53-5&) = &

Hehr- (51—03) + (Jl+03)senw = 2 C cosp
Coulomb
o (01+92+G3) +
Drucker-
2 2 2
Prager (Ul Uz) + (JE o _) : (g3—g

‘|

3

6
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3.5 Formula¢ao Matricial

A equacgcdao (3.3.1) pode ser escrita na forma:

F(Uier) = f(gij) -~ Y(k}) =0
Entao:
dr¥ = o d#, ., = i de = 0
g0 . . 17} s,
1)
Chamando-se:
g OF
a.. = =
1) 0o . . ao . .
1) 1]
Pode—-se escrever (3.5.2) como:
a.. do.. Y dk = 0
17] 17 dK
onde a. . & chamado de vetor de fluéncia. De (3
dk = o.. del.
1] 1]
L.ogo:
a.. do.. = ay o.. de’.
17 17 dk 1] 17
Levando (3.3.3) e (3.5.3) em (3.5.5) wvem
a.. do,. = @W . .. dA
17 17 dk 13 13
Sabe-se gue
Blow 2 85« 4 B0, L Y By Bl
1] 1] 1) 1] 1] 1]

sendo Eij a deformacao total,

e

deformacdes eléastica iy © .

plastica gij

(3.5.1)

(3.5.2)

(3.5.3)

(3.5.4)

e D} A

(3.5.5)

(3.5.6)

(3.5.7)

que corresponde a soma das



De (3.1.1) e (3.5.7):

do.. = C

17 13ke (de

o " deiﬂ) (3.5.8)

Levando (3.5.8) em (3.5.6):

_ P _ dL/I
335 Ciqxe (98 ~— 98yy) = —g— T34 3545 92
ou:
a.. C.. de - o Fie v Bow QA + Buws Cus de? (B9 )
1] 13ké Kkt dk 13 173 17 “1jké ke T
De (3.3.3) e (3.5.3) em (3.5.9) tem-se:
a C dc = dAa | CH o a + a C a
ij “ijke 9Cke dc °ij i3 i3 “ijke O
Assim:
dr = — a,. C de (3.5.10)
¥' 13 Tijké TTke Ve
onde
ay
b =
¥ aij Cijkﬁ akﬂ-+ e Uij aij (3«5 01)

Como f(r:rij) €& uma funcao homogénea de grau um pode-se

aplicar o teorema de Euler, segundo Owen e Hinton (1980):

{.Tij ol f(crij) ou [Tij aij f(crij) .

i
Q

(3.5.12)

f(gij) & uma funcao escalar de Uij e representa uma tensao

equivalente ou efetiva o .- Esta tensao efetiva € due
e

monitora o nivel de tensdes para a determinacdo do inicio

do escoamento. Como  conseguéncia pode-se definir a

deformacaco pléstica equlvalente ou efetiva e”  cujo

&
incremento produz um incremento na energia de deformacio
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plastica como se segue (ver também 3.2.5a):

o dgz:: 754 dﬁij = dk (3.5.13)

Levando (3.5.12) em (3.5.11):

dy
F oo
4 *aij Cijk£ ak£-+ T . (3.5.14)
De (3.5+13):
o
d; o o (3.5.15)
def

c

De (3.5.15) em (3.5.14) vem:

. 2 (3.5.16)
de®

=

75 355 Ciaxe Bk

Se Y é& definido como a tens@o de escoamento uniaxial,

entao:

.,
deP’

&

como fol mostrado em (3.2.6b).

De (3.5.3) e (3.3.3) em (3.5.8) wvemn:

clcrij = Cijkﬂ (de - a

g dx) (3.5.17)

k&

Levando (3.5.10) em (3.5.17) tem-se:

a C a__de
mn mnop op kﬁ)
k£ ;i

) U
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1

%355 = [Ci9%e ~ 57 Cijmn 2mn %op Copkel 9Fy,  (3-5.18)
Assim:
_ €D
doyy = Cihy, deg, (3.5.19)
onde
ep . L
“i3ke = Ci3xe T %7 Cijnn ®mn 2op Copke L3 m sl

Para a formulagaoc em tens®es lniclais, a expressao (3.5.20)
deve ser modificada. As tensdes plasticas sao consideradas
através de um campo de tensdes iniciais, introduzido de

forma incremental. Tem-se gue (ver 4.2.8):
C.. = O = 0. (3.5.21)

g & i e D -—
onde gij e a taxa de tensao real e Gij e Uij sao as taxas
das tensodes elastica e inicial respectivamente. Mas:

&

dﬁij = Cijk£ dgkﬁ (3.5.22)

onde da“;j sdo o©0s incrementos de tensdoco eliastica. Entiao

(3.5.19) deve ser reescrito como:

dats ¢ = a6 I o S

17 17 ¥/ T1ljmn “nn %kt k¢ Ve B

Estas expressdOes sao validas para o caso tridimensional.
3.6 Forma Unificada dos Critérios de Escoamento

Para a determinacac de C??kl dada pela equacao
(3.5.20) & necessario expressar—-se o vetor de fluéncia a.
de forma adedquada para Iinmplementacdo numérica como foi
sugerido por Nayak e Zienkiewicz (1972).

De (3.5.3):



1/ 2

T_ eF _ ar %h o % o se N
~ 8o a1 a0 1/2 80 a8 Slo) (3.6.1)
= 1 = aJ ~ ~
2
De (3.4.8) vem:
oT of o1 al gl ol o1
1 ( 1 1 1 1 3 1
o0 o ' o ' Bo ' B0 JrsTe ' 8o
e 11 22 33 12 23 31
811
= =4 %,1,2d,6,8, 081} (3.6 :2)
Ainda:
2
(0. +o_ _+o )
1/2 11 22 33
J = [ - O 0 — o — +
2 3 11 22 22 33 33 11
, , 1/2
+ 0" +0° + 0 ]
12 =S, Bl
Observar que Gﬁj = 0. devido a reciprocidade das tensdes
de cisalhamento.
Entao:
BJJXZ SJJXE 831/2 SJJXZ aJJ/Z aJJXE 57172
2 ; 2 2 2 2 2 2 )
ao 80 ' B0 ' 8o ' 8o N Te)
8{}_‘ 11 22 33 12 23 31
ou:
':au:ri‘?"'E X B B B
ao - 1/2 { 11 Jzz J 533 ! 20-12 ! 2323 J 2U31 !
~ 2J2
(3.6.3)
onde
I
o = o, :
i1 13 3



De 3.4.12 vem:

od J
3 .. = _ 2 " 2
o [ 22 33 23 3 ]
11
aJ J
3 — — 2 2
— = o o - g + —
oa ( 11 33 31 3 ]
22
aJ J
> =l oo -0 4+ =2
28} { 11 22 12 3 ]
33
od
3 J—
= 2 o O -
80‘,‘2 [ 23 31 12 33 ]
ad
3 N
= 2[ - O o }
ag 12 31 23 11
23
6J3 B
== 2[ o — ]
ao 12 23 31 22
31
oJ ] oJ aJ aJ aJ
3 _ / 3 3 3 3 3
aa oo ' 8o ' 8o ' 8o s Te !
2 11 22 33 12 23
De (3.4.14):
3v 3 J3
senig = 5 g
Jz

Diferenciando-se (3.6.5) vem:

3 Ccos3ge o8 5

31,/ 3 { 3J3 S(JUE)

dJ

dg

31

(3.6.4)

(3.6.5)



Ou.

Vfg_ [ gy 1

1/2
2 cos386 a(Jz ) 3/2 ﬁJB] (3.6.7)

1/2
26 . ;‘3 3J3 8J2 3 §J3 . 5. &
oo 2 Ccos38 > oo 3/2 A0 (3.6.8)

De (3.6.8) em (3.6.1) vem:

1/2
,T _ _6F SII-% [ aF tan3e OAF ] il _
= 6I1 le) SJ;fz Jéfz 08 ole}
(3.6.9)
B [ v 3 oF ] Bl -
2 cos36 Jz” o g
Resumindo:
= +
a Cl a, Cz a + C3 a_ (3.6.10)
onde:
_JdF _ 8F tan36 dJdF
Ci 81 ] Cz 1/2 1,2 86
1 OJ oJ
2 2
C:z - - 3/2 gg
2 Ccos36e 32
1/2
a3
aT‘__ Il ) a:?__ an . aT?__ 8J3
1 80 d 2 a0 / 5 30
sao dados por (3.6.2) ; {35 Gogids) e (3:6.4)

respectivamente.
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Para obter-se as expressdes de c, + C e C considera-se

cada um dos critérios de escoamento adotados.

3.6.1 Vetor de Fluéncia para o Critério de Tresca

1/2

F =2 d cos8 — ©
2 0
C =0
1
C, = 2 cosé [ 1 + tan36 tand } (3.6.11)

vV 3 seng

3 T 73 Cos36 = Baddg

2

3.6.2 Vetor de Fluéncia para o Critério de Von Mises

B

3J — o
2 o

c, = /3 (3.6.13)

Observa-se gue gg = 0

3.6,3 Vetor de Fluéncia para o Critério de Mohr-Coulomb

I
— 1 3
F 3 seny + /Jé [ cosB 3 Seng send ] cC COSsY
el (3.6.14)
C1 2 seng
CE = Ccos8 [ ( 1 + tan3€ tan8 } -+ 2Eny ( tan38 — tang ) ]
/ 3

(3.6.15)

49



v 3 sent

+

seng coso

2 Ccos38 J2

(3.6.16)

3.6.4 Vetor de Fluéncia para o Critério de Drucker-Prager

3.7 Expressbes para Estado Plano

Tensao

(3.6.17)

Para Estado Plano de Deformacac ou Estado Plano de

algumas

componentes

s5e

anulam.

remanescentes sao mostradas a segulr:

componentes

A expressio (3.1.1) tem a seguinte forma explicita:

11

22

33

12

23

g 9 9 9 9 9

23

O O O N @

sendo

G

50

33

sendo ¢©

= 0

33

11

22

33

12

23

m M O O O
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Para Estadoc Plano de Deformacac (3.1.1) tem a forma:

o [ 1-v v 1 [e
11 11
-
0‘22 _ 5 @ 1% 1 194 8] 522
o 1-2Vv 1% v 1-v 0 £
33 1 —5 33
o §; 0 O £
12 2 2 1 [ 12]
pois o =V (cr“+ 0*22) e & = 0.
Para Estado Plano de Tensao tem-se:
T 1 o 1 fe 7
11 11
) 2 G 1% 1 3, £
o2l = TG 22
a O 1-p £
12 — 12
- fa— - 2 — o =
v
com ¢ = (£ + £ ) 2 o =0
33 1-v 11 22 33

- * T -
Vetor de Fluéncia a & encontrado usando-se:

s

T aF oF dF dF oF

= 3o { oc 4 ao 4 er J ao }
11 12 22 33

L

ou de acordo com a expressaoc (3.6.10),

al ={1,0, 1,1}
T 1 — — —
%2 = 1/’2{ o 2(?12 ; 622 f 33}
2J
2
T — — Jz — _ = Jz
éa = A (22033-1- 3) S 2@12533) ] (J11U33+ 3) d
J
(0, 0 +-—=2) }
11 22 3



Oz invarlantes dos desvios de tensio se tornam:

1 2 2 2 2
J. = (o0 + o + o ) + ¢
2 Z 11 22 33 12
— —2
J = O (O - J )
3 33 33 2

Para a formulacdo em tens®Ges 1niciais ¢é conveniente

escrever a expressao do vetor de fluéncia como:

i3 T 27 [ i F R4 ¥ Bup 7 By ]

Chamando-se de d = cijkl a,7 + Para Estado Plano de
Deformacao vem:
§T=2G{(a+m)-(a)'(a+u)'(a+w)}
= 11 4 a7 oD ! 33
onde
I

« 1—2v ( a11+a22+333)
Para Estado Plano de Tensao:
E?[T=2G{(a+w)'(a)'(a+w)}
~ 11 : gt ! 22
onde

I
e l—v(a11+azz)

3.8 Singularidades na Superficie de Escoamento

Para as superficies de escoamento de Tresca e
Mohr-Coulomb o vetor de fluéncia nado & definido para 6=+30"
podendo—-se oObservar dgue as constantes Cz e C3 tendem para
infinito. Para se evitar essa dificuldade toma-se |6|= 29",
Na vizinhanca dos cantos o0s valores de C, . C, e C Sao

2
aqueles utilizados no critério de Von Mises, guando se
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tratar da superficle de Tresca. Analogamente, estas mesmas

constantes, para a superficie de Mohr-Coulomb, sd&c obtidas
analiticamente substituindo-se 6 = 30° na expressdo de F e

depois encontrando-se as derivadas, 1isto é:

seng

4

4, vV 3
C = seng ; C_ = 5

1 3 2 [ =

Este artificio corresponde a se arredondar os cantos da

superficie de escoamento guando 29"= @ = 30°.
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CAPITULO IV
EQUACOES INTEGRAIS PARA ELASTOPLASTICIDADE

4,1 Introducao

Foram mostradas até agora as eqguacdes basicas da
Teoria da Elasticidade e da Plasticidade. Elas podem ser
utilizadas indistintamente no Método dos Elementos Finitos
ou no Método dos Elementos de Contorno. Inicia-se agora a
formulagcdao 1integral para materiais que apresentem um
comportamento elastoplastico. A Identidade de Somigliana é
obtida através da técnica dos Residuos Ponderados
incluindo-se o© termo relativo Aas tensdes iniciais. 0O
problema é resolvido pelo processo das tensdes iniciais
porgue ele nao 1nclui a restrigdo de incompressibilidade
das deformagdes plasticas presente no processo  das
deformagbes 1nicialis. Com 1sSso permite-se estudar os
critérios de Tresca, von Mises, Mohr-Coulomb =
Drucker-Prager de maneira unificada segundo Nayak e
Zienkiewicz (1972). oOutra facilidade desta formulacdo &
enfocar o Estado Plano de Tensao como Estado Plano de
Deformacaoc alterando-se somente o coeficiente de Poisson do
material. Mostra-se também como se consideram as regides

infinitas e semi-infinitas ressaltando-se as solucdes



fundamentals respectivas. As tensdes nos pontos 1internos
incluem o termo 1livre obtido ac se derivar a integral
singular de dominio das tensOes 1nicilals, segundo o

conceito de Mikhlin (1965).

4.2 Identidade de Somigliana Estendida

Para o Caso Inelastico

As equacOes de equilibrioc de um ponto no interior

de um corpo podem ser expressas em notacao indiclal como:
c.. . + b, = 0 (4.2.1)

onde o ponto(-) indica dque a equacdo & 1ncremental. As

condicdOes de contorno sao:

a) essencials ou deslocamentos prescritos:

u. = u. em I
i i 1

b) naturais ou forcas de superficie prescritas:

. em I’
1 2

o1 -

P& =
onde ' = TllJI; & a superficie do corpo de volume Q.

A equacdo de residuos ponderados mostrada em Brebbia (1978)

para o processo 1lncremental é:

J (G.. . + b.) u. dQ
a5 7% Shdie Lilaes

1l
—
h-j
-
.
|
8]
-
0,
=
+

. (4.2.2)

_ . *
+ u. — u. . dl’
Jr(j 3F By
1

% *
u., e pj correspondem aos deslocamentos e forgas de

J
superficle do campo de ponderacdo. Sabe-se também gue:

P. = O.. In. (4.2.3)



sendo n, os Cossenos diretores da direcdo normal para fora
do contorno do corpo.
Integrando-se por partes a lintegral & esguerda da

eguacao (4.2.2) vem:

} aQ — | o.. u. . 40 (4.2.4)
1

Aplicando-se o teorema da divergéncia na primeira integral

a direita do sinal de igualdade de (4.2.4) vemn:

" 0. . 1 ;
1) * " X - *
u. dfl = T.n T Ve dl’ = O + Ma o GE) (4.2.5)
axi ] 13 1 ] 17 J,1
Y. T Y
, i ‘ * 1 * * .
Tem—se ainda: p. = ¢,. h., & £€.. = [u. .+ 1. .] ; logo:
J 1) 1 . 2 Jrl 1,
B - * o x
u. d = p.. u. dI” — o.. €.. db (4.2.6)
axi ] 137 7 13 17
& b I Y.

Levando (4.2.6) em (4.2.2) e simplificando vem:

% g _
— c.. £.. 4d{ + b. u. d = — . u. ar- — u. dl” +
ij ©ij 5 Y3 P35 P
Y 2 ®) I N
2 1
(4.2.7)
+ ﬁ ('*“‘ 1.) p. dr
1, == . .
J J P
T
1
. . _ e 2Gp £
Tem—-se que: gij = 2G Eij + T Ekk Sij
Mas: .. = 5. + g2, ou e . =¢,. — g
1) 1] 17 1] 1] 17
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i "1 r' ™y
: . . 2GV - * 0 2GV 0
: R B, P e . .
Asslm Jlj ZGElj 1-57 Exk 61] QGElj t 5, fxk 61]
\ J 1 J
ou
C.. = OV, - 0o (4.2.8)
17 1] 1]
oo o an + 50 o aq + ﬁ b 40
o o) o, . u =
17 i) 17 17 1 ]
0 v () ey,
(4.2.9)
B ar B ar + " (T ' * ar
o . u. = . U u. — 1. .
Py Yy Py Y5 ; 50 Pj
I T T

G er. d0 = | o, £.. AQ (4.2.10)
ij Y13 i3 "4
J o JQ
Entao:
| oy .. dO + e ey . dAQ + ﬁ b G @
— s = : 3 . « U, =
iy “ij ij “ij g 9]
Ja Jo Jq
(4.2.11)
| & o & S A L s ' * ar
Py M5 Py Y5 (15 30 P;
JT- r Jr

p 1 1

Integrando-se novamente por partes a primeira integral de
(4.2.11) vem:

* - * ‘ * .
.. £,. dil = [G-- u.} dfl - oc.. . u. 4@ (4.2.12)
j l l]rl j

Sk



Aplicando-se novamente o teorema da divergéncia na primeira
integral & dilreita do sinal de igualdade em (4.2.12) e

levando em (4.2.11) obtém-se:

® - 0 * "
92 u, dfl + .. €., dQ + b, u, dii =
11 J 1} 1] J ]
uQ "]Q HQ
- — | p. u: ar - éj u> ar + a pg ar +  (4.2.13)
..II“ dr‘ --1_‘
2 1 2
- *
+ U . pj al”
=L
2
De (4.2.1):
* B b* i
gij,i = | (4.2.14)

Levando-se (4.2.14} em (4.2.13) e simplificando—-se vem:

% e & . i *
b. u, dQQ = u. p. dI — p. u. dIr + u. b. 480 +
J ] I J ] J ]

- 2 “ J = (4.2.15)

*
+ . .. AR
i1 1]
2
Como Bj e &;j sao as forcas de volume e as tensotes ilniciails

conhecidas, a equacao (4.2.15) tem incégnitas no dominio

devidas somente a primeira 1ntegral. Supondo-se gue as
*

forcas de volume bj correspondam a uma carga concentrada P.

aplicada no ponto s € 0 em cada uma das trés direcdes

ortogonals pode-se escrever:

w
b, = 8(s,q) P. 4.2.16
: (s,d) . ( )
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onde §(s,q) representa a funcao Delta de Dirac, s & o ponto
singular ou ponto de aplicacao da carga e g € { & o ponto
campo onde se gquer calcular os deslocamentos. A fungao

Delta de Dirac tem as segulintes propriedades:

d(s,qg) = 0 , se s # (g
5(s,q) = o , se 5 = (
-
g(q) d(s,q) 4l = g(s) para s € {2

Y.

Por 1sso a primeira integral de (4.2.15) ©pode ser

representada por:

Na equacdo (4.2.15) as cargas concentradas representadas
por (4.2.16) sdo aplicadas simultaneamente. Supondo-se gue
cada carga concentrada atue independentemente, 0OS
deslocamentos e forcas de superficie do campo de ponderagao

S5a0.

* * * *
1%j:= uij(s,Q) Pi e pj = pij(s,Q) PH'
Os pontos s e g sao pontos internos ao dominio enguanto gue
S e Q Sao pontos fonte e campo no contorno,
respectivamente. Logo, a eqguacao (4.2.15) pode ser,
reescrita para cada direcdo 1 de aplicagao da carga,
considerada unitéria, chegando-se a Identidade de

Somigliana estendida para o caso lneldstico:

LN
\O



al -

* - * .
ruij(s,Q) p;(Q) dr(Q) = | p(s,0) uy(Q) dr(Q) +
.. J-

i

u; (s)

(4:2:17)

+ uzj(s,q) Bj(q) dii{q) + efki(sfq) &gk(q) df{q)

J
& 7! ¥ {2

Para que (4.2.14) e (4.2.16) sejam validas & necessario que
as fungbes de ponderagao sejam solucao do problema

fundamental da eguacdo de Navier:

* G *

+ u + o6(s,q) P. = 0 (4.2.18)

G Yy oxx T-2v Yk, k3 .

Telles (1983) mostrou que a eguacac (4.2.17) pode ser
ligeiramente modificada para solucd3o de problemas com
dominio seml-infinito. Neste caso substitui-se o contorno T
por 'Y no gual nao se 1nclui a parte descarregada do
contorno do corpo sob analise, gue coincide com o limite do

semi-plano. Entao:

P i~

* . + .
ruij(SrQ) pj(Q) di' (Q) — Pij(SrQ) uj (Q) daI' (Q) +
Jrg el

I

u. (s)

(4.2.19)

*

v 4 5 0
to| uyg(s.q) bylq) dR(a) + | e, (s,q) o5 (q) d(q)
0 =)

As equacgoces (4.2.17) e (4.2.19) relacionam a taxa dos
deslocamentos de um ponto fonte, onde & aplicada uma carga
unitaria (ponto s), com as taxas dos deslocamentos e forcas
di: superficie de um ponto campo (ponto qg). 'u;j(s,qj e
pij(s,q) representam 0S deslocamentos e forcas de
superficie na direg¢do Jj no ponto campo g correspondente a

uma carga unitdria aplicada na diregdo 1 no ponto fonte s.
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4.3 SOLUCOES FUNDAMENTAIS

No presente trabalho pretende-se utilizar duas
diferentes solucdes fundamentais. No estudo de tianeils
profundos emprega-se a solug¢do fundamental de Kelvin para
dominios infinitos bidimensionails e para tlneis
superficiais a solugdao fundamental do semi-plano. Entao,
para tiGneis profundos o dominio Q" & ur meio elastico
infinito e gue corresponde a se tomar o© contorno ]."‘* no
infinito. Neste caso a solucdaoc da eguacaoc de Navier

(4.2.18) & devida a Kelvin apud Love (1944):

*® 1
u..{(s,q) = (3. —4p) ©.. T . T . (4.3.1)
+J 16m(1-v)Gr | ] rLoaJ
para dominios tridimensionais. Como trata-se agui de

-

dominios bidimensionais, a expressdo a ser utilizada é:

% _ 1 _ _ (4.3.2)
uij(s,q) = (3-4v) Inr Sij r . Ir

17,73
8 (1i-v)G | ’ SRl

que & valida para estado plano de deformagao, e

p;+(5,q) = : { [ (1=2v)8,. + BT T . ) —a

L] 4an(l—v)ra LJ r+ ) on
(4.3.3)

- (1_2V)(r,inj - r;jni }
onde o = 2 e B8 = 3 para problemas tridimensionais;
o =1 e B = 2 para estado planoc de deformagao;

r & a distancia do ponto fonte (s) ao ponto campo (g)
e suas derivadas sao tomadas em relacao as

coordenadas de g. Entao:

1/2
r = (r.xr.)
171

(s)

Ly = ¥yl = By
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rl‘
or 1

r,i = 3Xi(q) = — (4.3.4)
or
= T .N.
dn sl

Considerando-se o0 tensor das deformacdes como:

(U, . + u. .) (4.3.5)

e a lel de Hooke generalizada:

: . : ., 2GY
ﬁij = EGEij T 3255 Sk aij (4.3.6)

Usando-se (4.3.1) ou (4.3.2) em (4.3.5) obtém-se:

* 1
c...(s8,q) = - (1-2v) (r By o B o« Gugp) =
Jkd sar (1-v)er® | S 33K
A
= r'l Sjk + B r,i rrj r{k (4.3.7)
/
Levando—-se (4.3.7) em (4.3.6) vem:
ﬁfk.(s,q) = - = '(1—2v)(r kai. + .aik - r i&.k)+
j 1 4&:-“:(1_1/’)1:' \ r j rj f :]
(4.3.8)

As exXpressdes anteriores também saoc validas para estado
plano de tensao desde dque se altere o coeficiente de

Polsson segundo a relacdo:

(% 359
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No caso de anallse do comportamento de tlneis superficiais
€ vantajosa a utilizacdo da solucao fundamental do
semi-plano ou do semi-espaco, pols nado & necessaria a
discretizacdo da superficie livre, conforme mostrado en
(4.2.192). Esta condicao de contorno estd considerada na
solugao, exceto guando se tem cargas ali aplicadas. Neste
caso, somente a reglao carregada deve ger discretizada. A
solugao fundamental do semi-espaco €& devida a Mindlin
(1936). Como esta dissertacao se restringe a problenmas
bidimensionais, esta solug¢do nao serd abordada e sim a
solugao fundamental do semi-plano devida a Melan apud
Telles (1983), gque & a soma da solucao fundamental de

Kelvin e de uma parte complementar, ou seja:

* kK 3

)y = ()" + () (4.3.10)

"

onde )* & a solucao fundamental do semi-plano;
( )k & a solucao fundamental de Kelvin;
( )C & a parte complementar devida a Melan;
Pode-se resumir a parte complementar para os deslocamentos,

a partir da figura 4.3.1, cono:

@ - N - T
uij_Kd { [ 8(1-v) (3-4v) 1 1InR Sij +
4CXR. T
(374Y) p v (1-8..) + (-i)[ Ll w d(I-v) (Iedp)a] =
2 ] 17 4
R R
(3—4V)Ri _— 4CXR]
+ : Bij + (1+3-3)[ - - ]} (4-.3.11)
R R R
£ RE
onde Ky = ST (1-1)C °© 0 = arctan(—ﬁz (4.3.12)

A parte complementar para as tensoes é&:
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2 - — 2
ZRl(Rl+Ecx)—4xr2(l-2v)

Jill _ "Kg ( (3x+cl(1—2v) N 4 _
R R
— 2
16CXer2
” l
R
— — 2 — —_ 2
c - 1-op 2 [x - 2cx —-C + szl(l 2v) 1 16chl
Ti21 = “RgToi > T 4 N s !
R R R
2 2 2 — 2
— + - - s
- - (30+%) (1-2v) 2[Rl(r2 2C7) zcr2 4xr2(1 2V) ]
Top1 = “Rg 5 | 4 *
R R
16CXR. 7
172
+ - }
R
2 - —2 — — 2
2 [c+ 6Ccx ~-x - 2XR. (1-2Vv) ] l6cxr
e - K r.{ 1-2v 1 5 2}
112 s 2 RE Ré Rﬂ
(4.3.13)
2[R, (ri+2cx) - 2XRS(1-2v))
c (3x+c) (1-2v) 1% 1
T123 T Rg 1 = " 2
R R
— 2z
16chlr2
- : }
R
2 r2—4c§-2c2—2§R (1-2v) } 16CXR.
C _ 3(1-2v) [ 2 1 , 1
To2p = ~RgTpi ; T 3 * e 4
R R R
onde
K = 1

S A (1-v)

considera-se, ainda, as segulntes relacoes:
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C 1 C C

Eaq e = == | iji = 3 ] (4.3.14)

Y %0 %ix

Um caso particular na aplicacdo da solugido do semi-plano &
conhecido como o© problema de Flamant apud Timoshenko e
Goodier (1970) ou Love (1944), onde a carga aplicada esté
sobre a superficlie, ou seja, o0 ponto fonte estd sobre o
limite do semi-plano e tem-se ¢ = 0 na figura (4.3.1).
Quando ¢ > 0 o problema naco apresenta singularidade para a
parte complementar pols a imagem do ponto fonte estd fora
do dominio. Para o caso limite de ¢ = 0 a singularidade
aparece de uma forma bastante forte. Para se evitar issco,
utiliza-se as expressoes do problema de Flamant onde a
singularidade & bem mals fraca, da mesma ordem da solucao

de Kelvin.

S PONTO FONTE
q PONTO CAMPO

s' IMAGEM DE S
P I=1P, 1 =1

Carga Unitaria Aplicada no Semi-Plano

Figura 4.3.1
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A solucao para o problema de Flamant é:

x . .
— i 4 e . e b o . .
uij Kd { 2(1-v) 1lnr 613 + (1-2v) (73-1)6 rflrr] }
(4.3.15)
L 2 or
P; 5 ol r 3T 5 Tan } (4.3.16)
onde
1
F =
Kd 211G
N g el - 5 4.3.17
ki mer v T 4T 3k TV T 4 944 4 v kT
x = < 4.3.18
Ujkl Y r,ir,jr,k Shilit

4.4 Tensoes nos rPontos Internos

Derivando—-se (4.2.17) em relacao as coordenadas do
ponto fonte e tendo em vista (4.3.5), obtém-se as
tensdes nos pontos internos com a equacao (4.3.6). Exceto a
Gltima integral de (4.2.17), as derivadas das fungdes de
ponderacdo sao facilmente obtidas fornecendo os seguintes

tensores:

* * *®
o E Mix L Yk | 4 20V ek (4.4.1)
13k % . %, 1-2v 8% 17
3 i ¢
x * *
. Pik 5 “Pix . _2Gv 9Pk ' (4.4.2)
Piik [ 5% B, I+ 1553 5%, i3

sendo as derivadas indicadas relativas ao ponto fonte.

Fntretante a 1integral de dominio das tensdes 1iniciails
apresenta uma forte singularidade gque precisa ser explicada
de forma mals detalhada. Na figura (4.4.1) retira-se do

dominio € um circulo de raio g, contorno FE e centro no
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ponto singular, obtendo-se © dominilo QE. O 1incremento dado
na coordenada retangular X do ponto singular s faz variar,
além da posicao relativa de s e g definida por r e ¢, o
contorno TE, indicando sua dependéncia das coordenadas 4o
ponto fonte. Segundo Mikhlin (1965) ou Parton e Perlin

(1982) a derivada desta integral singular tem a seguinte

forma:
*
( I ‘ S de., .
: % % ‘0 _ 1K1 -0
£=0 | m G j J 0 m
& (4.4.3)
0 * ar
T3y (S ®ixi T, m
-....1_‘1
A primeira integral & direlta de (4.4.3) deve ser

interpretada no sentido do valor princilpal de Cauchy, Fl =

um circulo de raio unitéario com centro no ponto fonte e r
_ )
& a derivada de r em relacdo as coordenadas do ponto campo.

Efeito do Acréscimo da Coordenada do Ponto Fonte (s)

Figura 4.4.1

Obhservar dque:
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ar — _ ar
d¥x {s: I O
I'[l( F] ! m(q)

Vale mencionar gue a derivada da peniltima integral de
(4.2.17), integral de dominic das forcas de volume Ej’ pode
ser interpretada da mesma manelra gue a integral das
tensbes 1iniciais. Neste caso, entretanto, a integral de
contorno em Fl se anula por causa da fraca singularidade de
u:j. O tensor presente no integrando da primeira integral a

direita de (4.4.3) é:

*x * e
e Cxei . ke | 4 _20v il S
e ] k2 - n " - r
1ke 5% ; 8% ; 1-2v &% %15

-

A segunda parcela a direilita de (4.4.3) & representada por:

. T
1|

Para a solucao fundamental de Kelvin tem-se:

- 0 _ 1 =0 _ "0 .
gij[ﬁkﬂj 8 (1) [ 2<:Tij + (1-4v) Tpp Sij ] (4.4.4D)

As equacgdes (4.4.4a) e (4.4.4b) sdo validas para estado

plano de deformacao. Em (4.4.4b) nao esta incluida a

parcela cas tensdes inicialis de (4.2.8). Quando =ze utiliza
. ~ g ; i - * O - g
a tensao elastica Gij = Uij + Gij a parcela relativa as

tensdes i1niciais & somada em (4.4.4b) e se torna:

e 0 1 + 0 - 0
— L] L ] ¥ 1 e | | L ] ] ]
g:j[gkﬂ] 8{(1-v) [ 2@13 A e Uﬁlmlj 1]

Expandindo resulta:



€ - 1 _ S5 _ _ * 0
911 © B{i=m | W) Ogq — W17V O,
e . 1 _ _ * O _ * 0
95y = B(1-7) [ (1-4v) T4 4 + (5-4v) O s ]
& 1 .
912 8(1l-v) [ (6-8V) ] Uiz

Para © problema de Flamant emprega-se a exXpressao {(4.3.17).

Entdo, o valor do termo livre é&:

By = Hg = ©F
_ 1 - 0 - 0
955 = i(i-v) - %22 T 911 (4.4.5a)

Analogamente como foi feito para a solucao de Kelvin as
expressdtes do termo livre quando se trabalha com as tensoes

eldsticas para o problema de Flamant passa a ser:

€ . EFG

911 T Y11
e _ EFD

912 = a1z

e . 1 "0 _ .0
9oy T 571=7) [ 2011 + (6-8V) 0y ] (4.4.5b)
onde foi feita a modificacao:
e _ 4o é__D
%13 7 %13 7 947

Assim, a representacao integral das tensdes nos pontos

internos para o caso 1nelastico é:
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o*

055(8) = |uisy(5,0) Py (Q) dr(Q) - | Pijy(s,Q) W (Q) dr(e) +
T “ T

r" d
* .

* . !
+uy5(5,0) by (@) dQ(a) + feisy,(s,q) oy, (a) aQ(q) +
g Y; i,y

+ gyl 0, (@) ] (4.4.6)

_

A equacao (4.4.6) & a forma correta das tensdes nos pontos
internos para o caso 1lnelastico, proposta pela primeira vez
por Bui (1978). Completando as expressdes do campo de

ponderagao tem-se para a solucdo fundamental de Kelvin:

1 [ = ]
E. § —
L ¥ 4an(1-v)r6
{ (1=20) [ 8338, + 84, 8,5 = 8;58,, + BE, T v , ] +
BY | aﬁir,'r}k;+FSjkr,Er,i + aikr,ﬂr,j % ajﬂr,ir,k] +
BB Oy 4T, TR T T T T T gl
(4.4.7)
Para problemas tridimensionais: o = 2; f = 3; ¥ = 5
Para problemas bidimensionais: o« = 1; 8 = 2; 7y = 4

Para a solucao fundamental do semi-plano, levando-se en
consideracdao (4.3.10), a parte complementar do tensor de 4=

ordem (EE pode ser obtida a partir das expressOes das

ke

derivadas de Eijk como esta em (4.4.4a) ou, entdo, a partir
C

das derivadas de gijk'
das tensoes foram desenvolvidas por Telles (1983)

AS

Como as expressodes das derivadas

L L] c
preferiu-se este caminho para se estabelecer Eijkﬁ'
-y L - C C st v - "
derivadas de uij e de Jijk estac relacionadas ncoc Apéndilice.

Tem—-se que:
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- 1 C C

€aki T 36 L Tyki TV Ty O

iy ) (4.4.8)

A equacao (4.4.8) & usada para a parte conmplementar de
x

£ s s
Tk’
iniciais na equacdo (4.2.17). As parcelas encontradas em

gque aparece na 1integral de dominioco das tensdes

—

(4.4.8) =sadao obtidas a partir de (4.3.13). Levando-se

(4.4.8) em (4.4.4a) chega—-se & expressio de e?’ em funcgao

Jke
das derivadas das tensdes, ou seja:

- G C C - -

S 1| "xei . Yxkey ( 27nni | %7nn; - )
iJké 2 X X . X . 8, ke ’
i * J 1 i
- > e —
ao ao
v Kim nnm
T 155y Sij OX_ S o%_ O1p (4.4.9)

Quando o ponto fonte coincide com o ponto campo sobre o
limite do semi-plano, aparece uma singularidade que pode
ser evitada, wutilizando-se a solucdo de Flamant como
expressao do problema fundamental do seml—-plano.
Substituindo-se, entdo, em (4.4.9) o superescrito (C) por
(*}, obtém—-se a expressdo correspondente deste problema
fundamental e nao somente a parte conmnplementar. As
derivadas necessarias sao obtidas com as tensdoes dadas en

(4.3.18). Sendo entao:

. 1
g_ ~ (_1y L 86  _ (-1)
36 (r,i) L=%) ];,(3—i) = axi i :r,(B-i)
(4.4.10)
onae
r’l = COsSg6 e r;E = seng
Ainda:

P



af of or a df 46

5% .  dr ax. g8 oXx., L4 p el )
1 3. .
Com f = gu,, = — —2
Oom = gjki p— [ r;jr;k 3 ] vem:
Ei*
0 .. .
1K1 2
E 1 5
or — : 7 K ;1 ]
e (4.4.12)
ar -
axi i i
8*
E.T--u a
Ak, 2 ] K
-1)-“r : .+ - ; .
56 L - VT e B Y TF L e 1

i (4.4.13)
L s MRS L S Ty

Levando-se (4.4.10), (4.4.12) e (4.4.13) em (4.4.11) venm:

% .
JK1 . 3 e I
axm nrz-i r,jr,kr,ir,m [ (-1) r,(S-m)]
[ (—1)jr ol o A o F (—1)kr X r s oF
1(3_3) rk s 1 r J :(3_]{) s 1
1
+ {=1) rgjr,kr,(B-i) 1 (4.4.14)

& £ x
gque & a equacao a ser usada para se obter ¢

i9ke em (4.4.9),;

como mostrado acima.
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4.5 Egquacao Integral de Contorno

A Tdentidade de Somigliana dada por (4.2.17) sé é
valida no dominio do problema e pode ser utilizada quando
se conhecem os deslocamentos e forcas de superficie no
contorno [I'. Observa-se que forcas de volume e tensdes
iniclals sao sempre conhecidas e ndo introduzem incdgnitas
no sistema. Para se estender esta equacido para o contorno
outras consideragfes sao necessérias. Na figura (4.5.1)
retira-se um setor circular de raio £ e centro no ponto
singular S pertencente ac contorno do corpo. Assim, como ©
ponto S nao pertence ao dominio Qg, (4.2.17) pode ser

ceascrita:

~ r

p;4(S,Q) 05(Q) dr(Q) = | ui(5,0) P;(Q) dr(Q) +

it e (4.5.1)

* : * : 0
+ | uiy(8,q) by(a) aQ(a) + | el (S,@) 05 (q) Aa(q)

1 70
& £

e

e

p— Y ——

Alteracac do Contorno

Figura 4.5.1
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A 1ntegral & esquerda de (4.5.1) pode ser escrita como:

~ r~

x . of .
lim p..(S,Q) u.{(Q) Al (Q) 1im P..(S,0) u.(Q) 4dr(q) +
550 1] J £-50 1] J

LY -

T—F€+FE I’

1

© (4.5.2)

rl

* o
4+ lim p:2(5,Q) u.(Q) 4dI'(Q)
£-50 ] LJ J

I'-I"
>

-~

A primeira integral & direita de (4.5.2) é:

e il

Lin |p;3(S,0)85(Q) ar(9) = lim |pi(S,Q) [h,(Q)=-u,(S)]dr(0)

e30 J e->0 J
FEZ FEI
_ _ (4.5.3)
+ 1im 4 U.(S) | p;.(S,0) Ar(Q) |
£-0 ) +J
_ - _
&

A primelra 1integral a direita em (4.5.3) se anula pela
condicao de continuidade de ﬁj(Q). Entac a ultima integral

de (4.5.3) pode ser escrita como Cij(S) ﬁj(S), onde:

r‘

_ *
C;.(S) = lim | p,.(S,0Q) dAr(Q) (4.5.4)
J >0 _ J

I

>
Nota-se também gue a segunda integral a direita em (4.5.2)
deve ser interpretada no sentido do valor principal de
Cauchy e as outras I1ntegrals de (4.5.1) n3o se modificam.

Levando-se (4.5.4) em (4.5.3) e depois em (4.5.2) tem-se:

74



)

_ * ; B .
;—i—)gl | pij(S’Q) uj(Q) al’ (Q) = Cij(s) uj(S) +

Tt 2 _
+ pij(S'Q) uj(Q) dl" (Q)

T

(4.5.5)

Levando~se, finalmente, (4.5.5) em (4.5.1), vem:

.

; * :
Cij(s) uj(S) ™ | pij(S’Q) uj (Q) dI'(Q) =

I’

™ ™

* - * .
uj4(5,Q) py(Q) Al (Q) + | uy.(s,q) by(q) dQ(q)
T ‘' Q

.

x

+ | ey (sQ) &gk(q) dQ (g) (4.5.6a)
+)

Para o semi-plano a equacdo integral de contorno tem uma
forma semelhante, apenas trocando-se I' por IT'/, onde T’/ nao
1nclul a parte descarregada do contorno do corpoe gue

coincide com a superficie livre:

: % :
C..(S8) uj(S) + pij(S,Q) uj(Q) dl” (Q)

I_‘f

ad P

* . * .
u;45(S,Q) P5(Q) Ar(Q) + | uis(s,q) b(q) a2(q)

T Y
o e 0 an b
£5x1(S/@) 05 (a) AQ(q) (4.5.6b)
~ Q)
Em (4.5.6a) e (4.5.6Db), Cij(S) = 1.0 para pontos no

dominio, reproduzindo as equagbes (4.2.17) e (4.2.19),
respectivamente. Para pontos localizados sobre um contorno
suave C..(8) = 0.5.

1]

Se o ponto S for vértice de uma angulosidade, o

valor de Cij(S) depende da geometria local e pode ser



obtido com a equacaoc (4.5.4) comoc mostrado a segulr. Da

equacado (4.3.3), com a notacdo da figura (4.5.2), tem-se:

L 1 . 2
P,y = B m(i-v)e [ (1-2v) + 2cos 8 ]

L = - [ (1-2v) + 2sen’s ]
Pao drr(l-v) e

* = o 2 26
P12 = T dm(1vye L =8n ]

Observar dgue:

oY

= = - 1.0 e ¥ ,n. - r .n. = 0.0

on ¢ 1] rJ L

¥ oz = Ry cosB6 e r 5 = N, = senB8 pols o contornc esta
f r

sobre um arco de circunferéncilia, como mostra a figura
4.5.2. Ainda, da mesma figura, tem-se que: dlr = - ed8.

Notar gue o sentido anti-horario da medida de 8 & contrario

ao sentido da integracao. Entaoc:

~91 1 =
= — -2V} + 2Cco0s &8
“11 inticere | el ] =ae
v 8
0
g - 8
C = O 2, = [ senZ8 =« senZ28_ |
11 21 8 (l-v) 0 1
Mas:
o
-_— — — - —— —
80 81 o e ¥ QD > T ou 2y SD+81 + 2T
Logo:
26D:= 27 — 2T + o = 27 + «
261 = 29 = 2T - o = 279 — o
senzeﬁ - senzelz: 2 COsSZyY sena
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Entao:

. o + COSZ27 sena
11 21 4T {(1-Vv)
Analogamente:
. _ O _ COsS2¥% sena
22 271 4nt(l1-v)
6
1 1 cosEGD = coszel
“1s ¥ T ER(I—PIE L =ehee ] wdl = - 8T (1-1)
=,
0
Mas: caszel = cosZ@G = 2 senly seno
Logo:
C _ S5enZy seno
12 At (1-v)
Resumindo:
20(1-v) + cos2y senda senzZy sena
_ 1
=T m{iv) |
Senzy senua 200(1-v) - Ccos2y seno

(4.5.7)

Como nao existe singularidade nas expressdes complementares
para pontos fonte fora do limite do semi-plano, a matriz C
de (4.5.6b) também & dada por (4.5.7). Entretanto, guando
se tem uma angulosidade sobre o limite do semi-plano e o
ponto fonte esta nela localizado, aparece uma situacio

especlal gue & mostrada pelo ponto $ ou S’/ na figura 4.5.3.

Para esta situagdo especial deve-se usar (4.3.16) em
(4.5.4) .
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0 = X

ALTERACAO DO VERTICE DO CONTORNO

FIGURA 4.5.2

rl

PONTO SINGULAR (S) NO VERTICE DA SUPERFICIE DO SEMI-PLANO

FIGURA & .5 3
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L.ogo:

%

1 2
e — T == O
pll ne[zcse]
* 1 2
F = 4 =
p22 == [ 25en & |
1
r — 4
pl2 == [ senl2g ]
6
: 1 2 o COSZ27%Y Seno
Cil = - e ( 2cos 8 ) &dg = - + -
Y B8
0
Analoganente:
cr = _© COSZ2Y Send
22 T T
B8
' 1 sSenzZy seno
r —_ e i ima ATRTy
Clz 2 senze8 cds -
v 8

Ent3oco a contrapartida de (4.5.7) para a solucao do

problema de Flamant é:

@ + C0sSZ2yY senda senzZzy senoa

(4.5.8)
senzZy senda O = COS2Z2y send

Telles(1983) apresentou interessante discuss&o estendendo o
emprego de (4.5.6a) para dominios 1infinitos e justificando
a alternativa (4.5.6b) ©para dominios semi-infinitos.
Mostrou gque as fungdes envolvidas preenchem as condigbes de
regularidade, relacionadas com © comportamento dessas
funcdes guando o© contorno tende para o infinito. As

equacgdes integrails para problemas de dominios finito e

Fa



infinito tém a mesma forma. A diferenca reside na direcao
da normal (n) ao contorno, no ponto considerado, gue & para

fora do contorno finito ou para dentro da cavidade em

dominio infinito como estd indicado na figura 4.5.4.

7/ .

Direcdes das Normais ao Contorno

Figura 4.5.4

4.6 Tensoes no Contorno

Neste trabalho, inicialmente resolve-se o sistema
de equaglOes cujas incdgnitas se localizam sobre o contorno.
Calculam-se os deslocamentos e forcas de superficie, com
referéncia ao sistema global de coordenadas. Utilizando-ce
a matriz de transformagdo para tensores de 12 ordem,
obtém-se os deslocamentos e forgas de superficie em relacio
ao sistema local de coordenadas. A equacao (3.4.3) permite

escrever, para um nd genérico j:

- _

o), = - P

12 1 (4.6.1)
s

55 = T Pa

onde a barra indica gque as tensdes e as forcas de
superficle estdo relacionadas com o sistema local de
coordenadas, conforme figura (4.6.1). Desta forma, duas

componentes das tensdes s3o conhecidas e a terceira

componente Ell € obtlda com o auxilio das equacgdes (4.3.6)
e (4.2.8):

g0



SISTEMA LOCAL DE COORDENADAS

Figura 4.6.1

;j _ ;ej - ;nj
911 Y41 911
—j =] IE =" - =
011 T 2681, t 703y (811 * E55) T 03
% . 26 e, =] ~ —07 (4.6.2)
011 = 705y [ (I-v)eg, +ves, ] = 049
Analogamente:
—j  _ 2G e 7 07 (4.6.3)
050 = 903y [ (I7v)es, + veg, 1 = 0,5
Explicitando 522 em (4.6.3) tem-se:
T R —05, _ =] (4.6.4)
€55 = =5 [ 35 (955, + 0,5) vElq
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Levando-se (4.6.4) em (4.6.2) e simplificando-se, vem:

o S | ] — 1 ] _ —07 (4.6.5)
711 TTp L 26 83, vV O3 1 35 9,5 T 03
Para a determinacido de Eil enprega-se o© esguema de
diferencas finitas:
3 - sed
=5 _ uy uy (4.6.6)
11 ¢

onde El e Ei sd0 as taxas dos deslocamentos de dolis néds
consecutivos i e j, na diregcdo 1, em relacdo ao sistena
local de coordenadas e ¢ & a distadncia entre estes ndés.
Levando~se (4.6.1) e (4.6.6) em (4.6.5) chega-se & terceira

componente:

(4.6.7)

As eguagtes (4.6.1) e (4.6.7) formam o sistema de egquacdes
para ¢ nd 3. Entretanto & necessdrio expressar este sistema
de equagOes em relacdo ao sistema global de coordenadas. As
tensdes iniciais s8o fornecidas, como dado do problema, em
relacaoc ao sistema global de coordenadas. Como (4.6.7) esta
no sistema local, as tensdes iniciais sdo transformadas
para este sistema e, depois, todo o sistema de equacdes é
transformado para o sistema global de coordenadas. Todas
estas passagens Iintermediidrias estio desenvolvidas en

detalhes a seguir. Seja a matriz de rotacio de eixos:
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— L

cosd Sena

= -Seno coso L4 o Sl

v -

onde « €& o angulo de rotagao do sistema global de

coordenadas para o silistema local. Entao:

—3 » — 3

111 COSa Sendd 1.11 pl COSX Senx pl

. = - . —

=] - -] =3 - ]

Uz serna COoSX u2 pz Send COSd p2
(4.6.9)

De (4.6.1) , (4.6.7) e (4.6.9) vem:

L 1-v COoOsSx sena P3
=] | _
= = +
Y12 : § -
Ej 0 1 -senad Ccosd b,
22 i i L
-2G ] 1 1. 4
0 -1
E(1-v) COsS¥ Senda U,
+ O 0 +
-1
0 0 Sena  cosoa u2
2G ) TF L 1% —0
L{1-Vv) 9 COSx sena ug L & 1-v Y1
—D
+ +
O 0 ¥y 0 O 0 ?12
0 0 —sena COSx u; 0 0 0 5
i 11 22
(4.6.10)
Entao:
o7 = Rp’ +R U +kg
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onde:

19}
_J
I
e
9
|
\d
!
19l -
.
I
| .
-
.
|
J
9]
o
]

11 7 "12 * T 22 }

(4.6.11)
) _ g 2 ]
A St SRS S
u { ul 2 uz , ul . u2 3 (4.6.14)
—COsSo —Seng COSX Seno
_ 2G (4.6.15)
Rz T(1=7) G 0 0 0 |
0 ¢ O o

Entretanto precisa-se expressar §? em funcao do sistema

global de coordenadas. Considerando-se que:

: % 5
= 11 12 (4.6.16a)
- o %)
- 22
Entao:
¢ =R T'R

Reagrupando-se os termos, segundo (4.6.11), tendo em vista

que 0 _ = CO

5 oy pode—-se escrever:

19
|

1

tQ

(4.6.16Db)
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onde:

-

2
cCos O

-2Senug coso

2
Sell

LG 2 2 4.6.,16¢C
§§ = sSenod Cosy COS o — sSen o -Sena Ccoso ( )
2 >
sen o Z2sene cosy C0OsS
Para a Ultima parcela de (4.6.10) pode—-se escrever,
da mesma forma como fol feito em (4.6.16a):
.0 c0 ]
. a )
E{J,_ 11 12
ey -D ¢D
a o)
|21 22 |
i . " _1 T
e sabendo-se gue a matrlz R & ortogonal, ou seja, R = R :
—0 -+ 0 T
o =R g 'R
Entao:
—0 GL *0O
o =R ¢ (4.6.17)
onde
i 2 2
COS o 28eny cosoy sen o
GL 2 >
R = ~-Senad cosa@ C0s o - sen «o seno Ccoso (4.6.18)
2 >
sen « —-Z2senag Ccoso COs
Logo, de (4.6.17), vem:
e ) == G o
]_g g = [ }_g R ] o (4.6.19)

85



Como deve-se trabalhar com as tensdes elasticas, pols o©

problema & resolvido elasticamente dentrc de cada

incremento de carregamento, tem-se de (4.2.8):

gl = gl + g% (4.6.20)

Entao, pode-se reescrever (4.6.10), tendo em vista (4.6.15)
a (4.6.20) como:

éj[e)z[BLﬁgl}éj+I:BLGRZ]Q]+|:ELGEEGL+I]QO

_ * ) 2G " ) 1 ° 0
o Rz p- + T(1-v) Rs u- + T Rs ¢ (4.6.21)

Efetuando-se os produtos matriciais indicados, as matrizes

de transformacao de (4.6.21) tém a segulnte forma:

2, 3 17 3 .
— Seno Ccos o 4+ sen o COsS o + sen o Ccoso
1-v 1=-v
[ %4 2 3 12 2 3
R3 = -— Sen o Cosa ~ C0OS o sSsene Cos o + sen o
~ 1—-v 1=-v
v 3 = 2= 2 3
— Sen ¢ - seng cos o Sen o Ccoso — 0SS o
= Rl 7 1 -1 -
5 3 2 3 > ]
-C0OS o -—Seng CoOs o COoS o Seny Ccos o
” 2 2 2
g@ = |~-Senga cCcos o —Sen o cosda Senae Cos o Sen ¢ Coso
% 3 2 3
-Sen o COoOSsa - SEen o Sen o Cosy Sen
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F

2 2
(Vv—-Ccos q)cos o +
+ [ 1—12)

2
(v-Ccos o) sencxcosa

(v-cosza)senzm

3
-25€eN0CcCos o

2 2
—25en gcos o +
+ (1-v)

3
~2S8EeN XCOSsSo
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CAPITULO V

0 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

5.1 INTRODUCAQ

As equagodes (4.5.6a) e (4.5.6h) Sao as
representagoes 1ntegrais para deslocamentos no contorno.
Elas relacionam os deslocamentos de um ponto S do contorno
com todos os deslocamentos e forgas de superficie sobre o
contorno [I'. Resolvendo-se analiticamente cada uma das
integrais envolvidas obtém-se umna relacao entre
deslocamentos e forgcas de superficie em funcdo das
coordenadas do ponto de contorno considerado. Contudo isto
sC& €& possivel guando a geometria e as condigcoes de contorno
sao bastante simples. Para se generalizar a solucao uma
aproximagao numérica & a forma mais adeguada e esta técnica
@ chamada de Método dos Elementos de Contorno. Fsta
aproximagdo consiste em dividir-se o contorno do COrpo em
uma série de elementos sobre os guais os deslocamentos e
forcas de superficie s3o interpolados entre os pontos
nodais. Em cada nd S é& aplicada a equagaoc (4.5.6a) ou
(4.5.6b) na sua forma discretizada, formando um sistema de

N equagbes, relaclonande N deslocamentos e N forcas de

superficie nos nés de contorno. Impondo-se as condicoes de
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contorno com N valores nodals prescritos o sistema passa a
ser univocamente determinado (com N eguagbes e N
incégnitas). As 1ncdgnitas sao os deslocamentos e forcas de
superficie desconhecidos, em cada direcdo de cada ndé de
contorno. O sistema de equagbes & resolvido passando-se a
conhecer todos o©os valores no contorno. As 1integrails de
dominio nao 1ntroduzem 1ncdégnitas no sistema, sendo
prescritos os valores das forcas de volume e tensoes
iniciais. Para elastoplasticidade a solucd3o & analoga mas
de forma incremental e iterativa. Determina-se o© nivel de
tensdes que provoca o primeiro escoamento da maneilira
anteriormente descrita, sendo a Unica vez em gue © sistema
de equacbes & resolvido. O algoritmo utilizado permite a
consideracao de dqualquer dos critérios de escoamento
anteriormente descritos. Apesar de nao apresentar
incognitas, o dominio & discretizado na reglido de
plastificagaoc, onde a tensao excedente & reaplicada
elasticamente. A solucao plastica é obtida através do
processo das tensoes iniclals. Uma descricao detalhada sera

apresentada ao final do capitulo.

5.2 Transformacao das Eguacoes Integrais em Sistema

Algébrico

A discretizacao das equacgOes 1integrals obedece as
seguintes etapas:

a) O contornc I' & dividido em uma sérile de
elementos onde os deslocamentos e forcas de superficle sé&o

aproximados em funcao dos valores nodals, ou seja:

() * (n)

u- = Nwu
5.2.1
) L o ( )
P =ap
(n) (n) , :
onde u e p representam o©s valores nodals dos

deslocamentos e das forcas de superficle, respectivamente.

As coordenadas cartesianas dos pontos i1ntermedidrios do
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elemento sao dados em funcdo das coordenadas cartesianas

dos nds, ou seja:

)
{j) _ %__I x(m

(5:2+2)

e

—

onde M e N s&o matrizes gue contém as funcgdes de
interpolacdo no elemento. Para a discretizacgd3o das
integrais de dominioc & necessirio dividi-lo em células
sobre as quails as forcas de volume e tensdes iniciais s3o

aproximadas em fungidoc dos valores nos vértices.

* 003 = )

o (3 _ Ij o {n)

]é(J} _ E }é(n) (5:2+3)
X(_}} _ E }E{Iﬂ

L

M e N s8o as fungdes de interpolacdo para as células
internas. Como as fungdes de interpolacdo sdo expressas, em
geral, em relagdo &s coordenadas homogéneas 7m, deve-se
transformar o elemento dI' para o sistema de coordenadas

intrinsecas. Esta transformagdo & feita através da relacio:
dlr = |]J] dnm (5.2.4)
onde o Jacobiliano da transformacdo & dado por:

~ . o2 I
adn dan

-

b) A equagdo (4.5.6a) tem a seguinte forma
discretizada tendo-se em conta as equacdes (5.2.1) e
(5.2.3):
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C(5.) u(s;)

™M
e

L

células

ocnde
de

colchetes

numérica da Quadratura

(5.2.5) .
p N
-..,1_"r
3
| -k
o ¥
-u:[_‘.
]

-

onde K & o nimero de pontos de 1integracao e W

ponderacac assoclado a cada um deles.

(4.5.6b)

equacac

apenas trocando-se Fj por F%.

A

™M

afl

& o niamero de

internas.

dI’

podem

=er

!

12l

Em

s -

(n?}

elementos de

(5.2.6)

reescritas

12

1

df2

dfl

i

|J| dn

|J| dmn

i ™M=

k=1

I ™R

k=1

[Ty W

I}~

i

L

s

o1y,

0 {n)
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contorno e

as

~ %
r (€

usando-se

N

'k

Z

expressoes

a

(n)

(5.2.6)

O numero

entre

integracao

de Gauss além das eguacdes (5.2.4) e

(5.2.7b)

& o fator de

K
Para o seml-plano a

pode ser discretlizada de forma analoga

o0 |

A equacao (4.4.6) também pode



ser discretizada como fol feito anteriormente chegando-se

a:
|| * - - {n) L * ) " {n)
g(sy) = Z | |'u Ndr | p" - Z | |“p Nar | u’
3=1[ Jr ) Jj=1| Jr |
J J
(5.2.8)
Z_ﬁ*— -'{} Z_"’"‘*—— _*0() 0
+ X 'y Ndp | b+ = ‘e’ Naq | ¢ "'+ E' g (s;)
3=k | Ja i jzl_,_Q |
J J
para as tensdes em um ponto interno (s;). As equagdes
(5.2.6) e (5.2.8), aplicadas a todos os pontos nodais e em
todos o0s pontos 1nternos, respectivamente, podem ser
reescritas de forma matricial como:
(c+H 8 = Gp + Db + Eg (528
c = -H' u + G'p + Db + (9 +E) g (5.2.10)
Chamando-se (C + H) = H em (5.2.9) vemn:
Hu = Gp + Db + Eg (5.2.11)

c) Ao serem impostas as condicoes de contorno, os

eiementos das matrizes H e G multiplicados pelos valores de

o L

u e p prescritos sao armazenados no vetor f enguanto os

relacionados com 08 valores desconhecidos s3ao armazenados

na matriz A, ou seja:

0

Ay = £ + Db + Eg (5-2.12)
Na auséncia de forcas de volume tem-se:
y = at¢ 4+ a7t ps° (5:2.98)
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De (5.2.10), agrupando-se de forma similar, vem:

é = - AY X + fr 4+ (Q' + E’) g (5.2.14)

gy L el

Levando-se (5.2.13) em (5.2.14), vem:

g = -A (A" f+a T EBg) + £ + (9 +E) g

'a"tE) ¢ 4 Fr - X0t (5.2.15)

Al L]

Como no processo incremental e iterativo trabalha-se com
as tensOes elasticas dentro de cada incremento, deve-se

reescrever (4.2.8):

c° = g+ g
De (5.2.15) e da expressdoc acima:
. _l " 0 . _l-
g° = (Q' +E' -A'AE+1I) o +f-na'Af (5.2.16)

onde I & a matriz identidade.
Chamando-se Q = Q’/ 4+ E’ + I em (5.2.14), vem:

o = -A'y + f + @ ¢ (5.2.17)

Chamando-se em (5.2.13):

13
I

=

{Hh

tEx
[l

e

1]

Vel .
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Yy = Ko + m (5.2.18)
Levando-se (5.2.18) em (5.2.17) vem:
g__‘ﬁ = B {i‘ﬂ + 0 (5.2.19)
onde:
*
B = [Q - A’ K] (5.2.20)
n = £/ -2a'm (5.2.21)

As edquagdes (5.2.16) e (5.2.19) relacionam as taxas de
tensdo nos nés de contorno e pontos internos com as taxas
de tensdes iniciais correspondentes e a solucdo linear
incremental. Notar gue é e n representam a sSolucéo
elastica do problema para um dado incremento de
carregamento para 1ncodgnitas no contorno e tensoes,
respectivamente. Esta equacdo €& usada para a solucao de
problemas nao-llneares utilizando-se o processo das tensobes
lniclals. Comparando-se (5.2.21) e (5.2.16) conclui-se:

e+ 1)

vy
il
10
.+.
¢
j
=
}

(5.2.22)

13
t
I+h
t
s
e
tHh

5.3 Elemento de Contornc Linear

Os elementos de contorno podem ter diferentes
fungdes de 1interpolacaoc para expressar o comportamento das
forcas de superficie e d<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>