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Resumo

Iiste trabalho descreve as contribuicoes realizadas para a técnica de elementos finitos
de analise limite e de “shakedown” em cascas axi-simétricas, proposta em |[Franco,
1987]. Apods uma breve revisdo de conceitos fundamentais e da apresentacio da
técnica, € feito um estudo simplificado da sala de sustentacao de umn tambor de
coqueamento, sujeita a tensoes provenientes de sua interacao com o tambor, durante
a producao do coque. Para a consideragao do carregamento indireto, foram utilizadas
solucoes elasticas da teoria de cascas finas. [fm seguida, com a finalidade de melhorar
a solucao numeérica, através de uma estratégia adaptativa do tipo h, é desenvolvido
um estimador de erro. Finalmente, a formulacdao de um novo elemento finito e de

condi¢oes de escoamento mais sofisticadas sao introduzidas. Embora a formulacgao

para uma analise de “shakedown” completa nao tenha sido implementada, problemas
de analise imite foram estudados para cada um dos tépicos propostos demonstrando

o sucesso das 1mplementacoes efetuadas.



Abstract

Improvements in the technique for finite element shakedown and limit analysis of
axisymmetrical shells, proposed by {Iranco, 1987], are presented. Basic concepts
ot the continuum mechanics are first summarized and the technique is mtroduced.
The stress problem due to the temperature gradient at the contact of a supporting
skirt of a coke drum is analyzed. The elastic solution obtained from the thin shell
theory was implemented for considering indirect load. An error estimator combined
with adaptive procedures for an A-refinement are presented to obtain much more
reliable solutions. A new finite element compatible with a more sophisticated yield
surface is developed. Although the formulation for a complete shakedown analysis
has not been implemented, limit analysis problems were studied for each proposed

topic which illustrate the effectiveness and quality of the proposed formulations.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes Gerais

Este capitulo visa, primeiramente, descrever suscitamente os varios aspectos estuda-
dos nesta dissertacdo e mostrar a importancia do desenvolvimento de técnicas sim-
plificadas para solucao de problemas de “shakedown” e de andlise limite. Em
seguida, faz-se uma descrigao resumida dos objetivos propostos para esta dissertagao
e das metas alcancadas, através das varias contribui¢oes para o desenvolvimento de
tccnicas adaptivas de elementos finitos, para analise limite e de “shakedown” em

vasos de pressao.

Projetar sob condicoes de altas temperaturas e elevados transientes
térmicos tem colocado, diante de engenheiros e pesquisadores, novos e dificeis pro-
blemas de estabilidade e integridade estrutural. O aparccimento de novas tecnologias
como os reatores nucleares de metal liquido de partida rapida, modernas unidades
de coqueamento na inditria petroquimica, foguetes propulsores de onibus espaciails
entre outros, trouxeram desafios muito maiores para o desenvolvimento de métodos
numeéricos gerais para analise estrutural. Programas gerais de elementos finitos
estao hoje disponiveis no mercado, como o ABAQUS, os quais sao capazes de rea-

lizar analise de estruturas e¢ carregamentos cornplexos. A utilizagao destes pacotes,
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para problemas de carregamentos térmicos muito severos, trouxe a conscientizagao
de que é muito dificil extrair informagoes sobre o comportamento estrutural que
possa ser diretamente usado no projeto, quando se faz uma analise passo a passo.

L

Torna-se muito dificil ter acesso a sensibilidade do comportamento as variacoes de
geometria, do modelo do material e da historia do carregamento. A necessidade de
compreender melhor fenémenos como “ratchetting ” incentivou o uso da teoria de
“shakedown” apaz d duzi T 1SC
shakedown” por ser capaz de produzir grandezas para o uso direto nas decisoes

7

de projeto; a saber, carga limite, carga de “shakedown ” e limite de deformacao

incremental (“ratchetting”).

3

A aplicacao da teoria de “shakedown ” a problemas de carregamentos

termicos € um evento relativamente recente. Seu emprego tem se tornado uma tarefa
tundamental em projetos de componentes operando a altas temperaturas e submeti-
dos a cargas térmicas ciclicas. Os frabalhos de {I'ranco e Ponter, 1994a}, mostram
uma técnica inovadora de elementos finitos para analise limite e de “shakedown” de

vasos de pressao, baseada no procedimentos cinematicos do teorema de Koiter.

No presente trabalho varios aspectos, como a formulacao de novo ele-

mento finito, o desenvolvimento de um estimador de erro e de uma estrategia adap-
tativa para refinamento da malha, foram introduzidos a técnica de [Franco e Ponter,
[994a], no sentido de torna-la mais eficiente e confiavel. Além disso, um estudo
de caso foi feito, onde o comportamento de uma saia de sustentacao de um tam-
bor de coqueamento foi analisado, servindo para mostrar a aplicabilidade pratica da
{écnica. Para esse estudo fol necessario também a introducac de um procedimento
novo, onde as solucoes elasticas do problema, representadas pelas distribuicoes de
esforcos, substituiram o carregamento {érmico indireto no algoritmo numerico. Esse
procedimento difere substancialmente daquele do algoritmo original onde os carrega-

mentos mecanicos diretos faziam parte, explicitamente, das equacoes de restricao do

problema. Pode-se concluir, portanto, que além do estudo de caso, este trabalho de
disssertacao apresenta as seguintes conlribuicoes inovadoras para o desenvolvimento

desta tecnologia;

e o desenvolvimento de um estimador de erro

e 0 desenvolvimento de egtl‘atégia de refinamento da malha



® 0 desenvolvimento de um novo elemento de casca

e o desenvolvimento de novos procedimentos para carregamentos indiretos, com

a utilizacao das solucoes elasticas do problema.

FEmbora a técnica tenha sido desenvolvida com o objetivo de se realizar

b

N

uma analise completa de “shakedown ”, os exemplos analisados se restringiram a

analise de resistencia ltima dos diversos vasos considerados.

1.2 Resumo do Conteido e Organizacao do Texto

Ao longo dos proximos capitulos, procurou-se descrever formalmente o trabalho

desenvolvido, seu embasamento tedrico, sua implementacao e resultados. O contenido

desta pesquisa esta distribuida da seguinte forma:

No Capitulo (2) sdo revistos conceitos da Mecanica dos Solidos, 1m-

portantes para formulacao da técnica de analise limite implementada neste trabalho.
Paralelamente ao estabelecimento das equacoes fundamentais da Elasticidade sao
discutidos os campos de tensoes e de deformacgoes do problema modelo. Uma breve
descricao do Principio dos Trabalhos Virtuais é realizada, e a regra de escoamento
para um material elastico perfeitamente plastico, definida. Em seguida, sao apre-
sentadas as técnicas de analise limite e de “shakedown” em sua formulacao geral.

Sua particularizacio para o caso de cascas axi-simétricas é feita ao final do capitulo,

quando sao discutidos alguns modelos de superficies de escoamento.

A formulacgdo cinematica, para analise de elementos finitos de vasos
de pressdo, desenvolvida em [Franco, 1987], estda descrita no Capitulo (3). Através
da imposicao de certas restrigoes para a classe de mecanismos de colapso adotada, a
aplicacao dos teoremas de analise limite e de “shakedown™ produz um problema de

otimizacao resolvido pela programacao linear. Para que isto ocorra, uma relacao con-

sistenle entre o campo de taxas de deslocamentos, que descrevem tais mecanismos,
¢ 0 campo de taxas de deformacdes cinematicamente admissiveis, que descrevem o

comportamento do material, € estabelecida.
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No Capitulo (4) é realizado um estudo do comportamento da sala de
sustentacao de um tambor de coqueamento. Apesar da caracteristica predominante-
mente ciclica de seu carregamento, o estudo limitou-se a uma analise limite, ficando a
analisc de “shakedown” para futuros trabalhos. Para a introducao dos efeitos indire-
tos do carregamento térmico, utilizou-se de solucoes elasticas, obtidas da teoria de
casca fina. Excmplos de aplicacao dessa estratégia para cascas cilindricas e esféricas,

sujeitas a cargas de anel e pressao interna, sao apresentados. Ao final, os resultados

obtidos para a analise da saia de sustentacao sao discutidos.

No Capitulo {5), partindo-se da relagdo de consisténcia entre os cam-
pos de taxas de deslocamentos e de multiplicadores plasticos, descrita no Capitulo
(3), é definida uma estimativa ¢ posteriori do erro em cada elemento. Esta medida
de erro é utilizada em uma estratégia de refinamento adaptativoe do tipo A, funda-

mentada no conceito de malha 6tima. A verificacio destc procedimento é realizada

através de alguns exemplos numéricos nos quais a malha original é refinada adapta-

tivamente para se alcancar solucoes mais precisas.

O Capitulo (6) apresenta as modificagbes feitas na técnica deserita
no Capitulo (3), para que seja possivel considerar-se a variagio da curvatura no
interior de cada elemento finito. Para 1sso, as regras de escoamento sao alteradas
com a 1ntroducao de um modelo mais preciso para a superficie de escoamento. l£m
seguida um novo campo de taxas de deslocamentos é formulado e as novas condigoes
de restricao para a classe de mecanismos, estabelecidas. Trés exemplos numeéricos sao
aprcsentados ao final desse capitulo para demonstrar as vantagens do novo elemento

implementado.

IFinalmente, no Capitulo (7), sao apresentadas as conclusoes obtidas

]

com a realizacao deste trabalho e diversas propostas para sua continuidade sao su-

geridas.



Capitulo 2

Fundamentos Basicos

2.1 Introducao

Neste capitulo, sao revistos, de maneira concisa, alguns conceitos basicos usados

no desenvolvimento da técnica de andalise implementada. As equacoes fundamentais
da elasticidade, bem como as regras que regem as condigoes de escoamento de um
material perfeitamente plastico, sao estabelecidas. O Principio dos Trabalhos Vir-
tuais, ferramenta de importante aplicagao ao longo deste trabalho, é descrito. As
técnicas de analise limite e de “shakedown” sdao apresentadas de num ponto de vista
bastante genérico. Noc¢oes fundamentais da teoria de cascas finas sdao introduzidas
e a terminologia e convencao adotadas, definidas. IFinalmente, sao discutidas algu-
mas superficies de escomento de cascas axi-simétricas, e um modelo simplificado é
escolhido. A proposta deste capitulo é, portanto, a reahzacao de uma revisao, que

situe o trabalho dentro do universo da Mecanica dos Solidos.



2.2 Sistema de Carregamento

O problema modelo pode ser descrito como um corpo nio deformado, Fig. (2.1},

definido por um dominio V C R®, que estd limitado por uma superficie suave,
S C R?*, dividida em dnas partes, S, e S,. Em S, estio prescritas as forcas de su-
perficie i{p, sendo K um parametro de proporcionalidade de carregamento. Além
dessas forcas, também poderao estar presentes forcas de volume b. Ja em 5,
encontram-se prescritos os deslocamentos u.

X
34

Kp
YR
Xy T .
- \ / / / :?/ J
X / , 7
,--“Ff

Figura 2.1: Sistema ern Equilibrio

2.3 Tensao-deformacao

2.3.1 Estado de Tensoes

O estado de tensées nos pontos internos ao corpo é representado pelas nove compo-
nentes, 0,;, da matriz de tensoes 3. As deformacoes sao por hipotese muito pequenas
o que faz com que as mudancas na geomeltria sejamn desprezadas e, consequentemente,

com que a maftriz de tensdes possa ser definida no estado nao deformado.
Para que um campo de tensoes seja estaticamente admissivel, € ne-

cessario que sejam satisfeitas as seguintes condigdes, [Drucker et al., 1951]:

e [Bquacoes de equilibrio:

Vidib=0emV (2.1}



2 2 2y
(9:121 8332 3:1:3

¢ Condigoes de contorno:

Sendo V = {

Yn = Kp em S, (2.2)

onde n é o vetor normal a superficie em 5,, com relacao aos eixos z1, g € 23,

do sistema cartesiano.

Caso nao atinjam o limite de escoamento, as tensdes pertencentes a
um campo estaticamente admissivel, sao definidas, segundo [Prager, 1959], como
estavels. Uma discussdo a respeito dos critérios de escoamento sera feita ainda

neste capitulo.

2.3.2 Listado de Deformacoes

O estado de deformacao em um ponto interno ao corpo é definido pela matriz de
deformacoes E, de componentes &;;, correspondente a adicao de duas parcelas, uma

elastica e outra plastica.

E = E° + E7 (2.3)

A relacao entre os campos de deformacao e deslocamentos € fornecida,

dentro da teoria dos pequenos deslocamentos, como:

E(u) = % uwV' vl (2.4)

Alternativamente, existe uma outra forma de se representar os campos
de deformacao e conseqientemente os de tensao. Aproveitando-se de sua simetria,

tais matrizes podem ser substituidas por vetores da seguinte maneira:
| | | T
== { €11 €22 €33 2€12 223 2€3 } (2.5)

T
9':{511 Ogp O3z O12 033 531} (2-6)
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Essa forma sera adotada neste trabalho por ser mais conveniente em analises por

elementos finitos, [Stasa, 1985].

Para a parcela eldstica, €°, ¢ vilida a relacao constitutiva de materiais

elasticos lineares, lei de Hooke generalizada:

o = De° (2.7)

onde ID constitui a matriz das constantes cldsticas do material, simétrica, positiva

definida e independente da temperatura.

2.3.3 Condicoes de Compatibilidade

As Fquagoes (2.4) relacionam as seis compoenentes de deformagao com as tres com-
ponentes de deslocamento u;, nas diregdes wxy, T3 ¢ 23, em um ponto qualquer do
continuo. Para um campo arbitrdrio de deformacdes tem-se, portanto, um sistema de
seis equacoes diferencials parciais independentes, para apenas trés incognitas. Para
que tal sistema possua solucdo, as seguintes condigoes, conhecidas como equagoes

de compatibilidade de St-Venant, devem ser satisfeitas, [Malvern, 1969]:

32511 ' (32622 _ 9 82512
Jz? ~ O2% " dz,0u,
J%c9s 82533 _ 9 eaz
Jx3 T Oz Jra0xs
82833 i ({)2611 _ 9 8263'1
5:1:% I (9:1?% B 33—3’3&31 ¢
5 8523 | 8531 | @519 82511 (28)

5?1“ Oz,  Oxy vy )  Oxe0rs
d (deys Jey  Oen %ex9
dxry \ 01y Dr,  Ora dx102q
@ 8623 1 8531 8512 32533
Ozs \ Oz = Ozy  Oza dx, 02,




2.4 Principio dos Trabalhos Virtuais

O principio dos trabalhos virtuais apresenta-se, na mecanica dos sélidos, como uma
ferramenta importante na solucao de problemas e demonstracao de teoremas. O
termo wvirtual refere-se a grandezas puramente imaginarias ou ficticias, podendo in-
clusive coincidir com as grandezas rcais. Considere-se, pois, a seguinte equacao, onde
o trabalho externo é igualado a energia interna, para os campos de deslocamento e

de tensdes descritos em seguida:

/5 (KP:)T u dS /V (b;)T wdV = L (JI)T e*dV (2.9)

T } / e
As grandezas K'p, b e o correspondem a um sistema qualquer de
forcas ¢ tensdes em equilibrio, que podem ser reals ou imaginarias. Ja u* e &*
correspondem a um campo de deslocamentos e deformacoes compativeis, também

reais ou IMaginarios.

Quando apenas o campo de deslocamentos e deformacoes for virtual,
a FEquacao (2.9) define o principio dos trabalhos virtuais. Caso contrario, para um
sistema de forgas e tensoes imaginarias, tem-se representado o principio dos trabalhos

virtuais complementares, [Washizu,1982].

Trés importantes aspectos sao destacados em |[Drucker, 1967]. O
primeiro é de que o campo de forcas e tensdes nao precisa ter qualquer relagao

com os campos de deslocamentos e delormacoes. O segundo aspecto é a ausencia da

exigéncia de compatibilidade entre os deslocamentos e as restricoes do problema real.
Qualquer campo de deslocamentos, possivel ou nao, é permitido, contanto que todas
as forcas sejam imcluidas no cdlculo do trabalho. Finalmente, a aplicacao do campo
de deslocamentos virtuals permite a oblencao das equacdes de equilibrio, (2.1), em

funcao da configuraciao intcial do corpo.

Tais aspectos viabilizam a aplicacao do principio dos trabalhos virtuais

como um poderoso instrumento na sohicao de problemas em corpos deformaveis.

Como observado, qualquer campo de forcas e tensdes em equilibrio e
de deformacoes compativeis podem ser utilizados na Equacao (2.9). Para o caso de

materials perfeitamente plasticos € mais apropriado lidar-se com velocidades, ©*, e
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taxas de deformacao, €, [Hodge, 1963]|. Pode-se, entdo, redefinir a Equacio (2.9),

em funcao da variacao do trabalho virtual com o tempo, como estabelecido a seguir:

A (Kkp) awds + / ()" iav = [ (o) eav (2.10)

2.5 Regra de Escoamento

O critério de escoamento visa definir, para o material em estudo, os limites elasticos,
em funcao do estado de tensdes a que esta sujerto. Para o estado de tensoes uniaxial,
tem-se como limite elastico a tensao de escoamento o,. No caso geral, representa-se,

segundo [Chen e Han, 1988], a condicao de escoamento através de:

flo)=F(o)—k =0 (2.11)

A funcao f de escoamento pode ser interpretada geometricamente

como uimna superficie em um espaco de tensdes. Para materiais perfeitamente plasticos,

o parametro k é constante e, conseqiientemente, a superficie permanece fixa, Fig. (2.2).

Figura 2.2: Representacio geométrica de uma superficie de escoamento no espago de tensoes
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------

£
0 <
Figura 2.3: Material elastico perfeitamente plastico

B Y

Para os pontos internos a superficie, F'(a) < £ tem-se o comporta-
mento elastico do material. As deformacoes plasticas sO ocorrem quando o vetor,
correspondente ac estado de tensoes em um determinado ponto, tocar a superficie
de escoamento, () = k. No caso dos materiais perfeitamente plasticos, as tensoes
nao ultrapassam essa fronteira. O escoamento, portanto, ocorre somente para os
pontos sobre a superficie e qualquer acréscimo no estado de tensdes do, situa-se ao

longo de sua direcao tangencial.

Sendo o material eldastico perfeitamente plastico, as deformacoées plas-
ticas sao ilimitadas, Fig. (2.3). Torna-se, entdo, mais apropriado lidar-se com as

velocidades, 4™ e o campo das taxas de deformacao €”, como ja ahrmado na Secao 2.4.

Pode-se agora definir a lei do escoamento, que fornece a taxa das
deformacdes plasticas. Em 1928, von Mises introduziu o conceito da funcao de
potencial plastico, representando wma funcao escalar de tensoes g(a). Através dela,

cstabeleceu-se a lei de escoamento a partir das equagoes:

. . dg
E_)‘E)cr

(2.12)

onde A é um fator nao negativo de proporcionalidade, apenas diferente de zero na

ocorrencia da deformacao plastica, definido comn multiplicador plastico.

A Lei do Escoamento Associativa é obtida quando sao coincidentes as
funcoes de escoamento e de potencial, [Chen e Han, 1988]. A Equagdo (2.12) pode,

dessa maneira, ser rescrita:
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_’afﬂ'aF :

conduzindo-se a duas consequéncias imediatas:

¢ Convexidade da superficie de escoamento.

¢ Normalidade: O vetor da taxa de deformacao plastica deve ser normal a su-
perficie de escoamento nos pontos suaves e conhnar-se entre as duas direcoes

normais nas regides de canto, pontos a e b na Fig. (2.2}, respectivamente.

Finalmente, a condicao de normalidade do escoamento permite que as
solucoes para os problemas de valores de contorno, em materiais elasticos perfeita-

mente plasticos, sejam 1nicas.

2.6 Analise Limite e de “Shakedown”

Basicamente, a analise limite ¢ de “shakedown” trata da aplicacao de métodos que
determinem a carga de colapso de um corpo 1dealizado. Duas suposicoes fundamen-

tals definem o modelo tdealizado:

¢ Material deve ser homogénco ¢ perfeitamente plastico.

e Adota-se a teoria dos pequenos deslocamentos e deformacoes. Consequente-

mente as mudangas na geometria sao desprezadas.

Para a definicdo de carga de colapso, considera-se o corpo da Fig.

(2.1). Seja K, o fator multiplicador das forcas de superficie p, com um crescimento

monotonico. Para valores pequenos de K, o corpo comporta-se elasticamente. Com
seu aumento, alguns pontos alcancam o estado plastico. O escoamento fica, no
entanto, contido pelas regides que permanecem elasticas. Caso continue havendo
acréscimo no valor de A, as regides em plastilicacdo se espalham pelo corpo até a
iminéncia do colapso. Ocorre, entdo, a formacgao do mecanismo plastico e a carga

Kp é denominda como carga limite ou de colapso.
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2.6.1 Teoremas da Analise Limite

Sao trés as condigoes verificadas para que uma solucao seja vdlida na mecanica dos

corpos detormaveis:

o cquacoes de equilibrio, (2.1);
o relacOes constitutivas, (2.7);

o equacoes de compatibilidade, (2.8).

Deve-se levar em conta ainda as condic¢oes de escoamento e de con-
torno. Habe-se, porém, que a satisfacao simultanea de tais condigoes torna-se muito

complexa e trabalhosa. Procura-se, portanto, satisfazer apenas algumas delas, ge-

rando-se solucdes estimadas da carga limite, através dos teoremas do Limite Inferior

e Limite Superior.

Teorema do Limite Inferior (” Lower Bound”)

Em um corpo perfeitamente plastico, a formacao do mecanismo de colapso nao ocor-

rera para qualquer campo de tensoes que seja estavel e estaticamente admissivel.

Em outras palavras, as cargas, obtidas a partir de campos de tensao estaticamente
admissivels e estavels, sao sempre menores ol NO Maximo lguals as cargas reals de

colapso.

Teorema do Limite Superior (” Upper Bound”)

Antes de se apresentar o teorema, € necessario definir campo de taxa de deslocamento

cinematicamente admissivel que deve satisfazer:

e condicoes de contorno para as taxas de deslocamento;

e condicoes de compatibilidade, Equacoes (2.8).
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O Teorema do Limite Superior pode ser, entido, formulado da seguinte

maneira.:

Considere-se um mecanismo de deformacoes plasticas, €”, definido por
um campo de taxas de deslocamento cinematicamente admissivel, ©”. As cargas Kp
e b obtidas a partir da aplicagdo do principio dos trabalhos virtuais, Equagao (2.10),

quando sua taxa de trabalho sobre o campo #”,

/S (kp)" irds + [ (b)" ardv (2.14)

¢ 1gualada a taxa de dissipacao de energia de deformacdo interna realizada sobre o

campo e’

o
/ (et Py (2.15)
17
Serao sempre no minimo 1guais as cargas de colapso reais.

A demonstracao desses dois teoremas foge ao escopo deste trabalho.
Em [Chen e Han, 1988] ¢ [Drucker et al., 1951] umma andlise mais detalhada é re-
alizada com emprego das propriedades de normalidade e convexidade, definidas na

Secao {2.5).

Concluindo, a escolha dos campos de tensdao e de velocidade defintra,
durante a analise, a proximidade da solucio exata. Quando as condigoes de admissi-
bihidade cinematica e estatica forem satisteitas, a carga real de colapso sera finalmente

_I’

encontrada. Infelizmente, nem sempre é viavel tal procedimento, restando a opgao

por um dos teoremas acima definidos. O Teorema do Limite Superior mostra-se

mais adequado na solucao de problemas de cascas finas axi-simeliricas. I por 1sso

bastante usado, com ressalvas ao fato de fornecer nma estimativa superior da carga
de colapso, contrariando assim a seguranca do projeto. Neste trabalho, procurou-se
aprimorar a técnica de elementos finitos, desenvolvida em [Franco, 1987], para que

a carga limite obtida, aproxime-se satisfatoriamente da solucao exata.
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2.6.2 Analise de “Shakedown”

Iim diversos tipos de estruturas, seus componentes estao sujeitas a mudangas brus-
cas de temperatura, em fungao da posicao e do tempo, enquanto as cargas mecanicas
permanecem constantes. A soma das tensdoes mecanicas e termo-elasticas, proveni-

entes deste carregamento ciclico, podem produzir os seguintes regimes:

¢ O regime elastico.

e “Shakedown”, ou acomodacao estrutural, que é o regime em que o comporta-
mento da estrutura volta a ser elastico apds o surgimento de deformacoes

plasticas, durante os primeiros ciclos.

e Plasticidade reversa, caracterizada por deformacoes plasticas que se alternam

entre a tracao e compressao.

¢ “Ratchetting”, ou deformagao incremental, quando deformagoes plasticas acu-

mulativas ocorrem em cada ciclo de carregamento.

Para o caso do carregamento ciclico, o campo de deformacoes plasticas
cinematicamente admissivelis, Ag?, ¢ obtido somando-se o acréscimo das taxas de

deformacao plastica, (), durante o ciclo At.

At
Ae? — / &P (4)dt (2.16)
Jo
Sendo o material elastico perfeitainente plastico nao ha variaciao no

campo de taxas de tensoes durante os instantes de escoamento, dentro do ciclo de

carregamento, At, ou seja:

o=D(e—-e") = (no escoamento durante o ciclo) (2.17)
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Para o campo de taxas de deformacoes elasticas, tem-se:

At
/ s ()dt = 0 (2.18)
{

e o campo de deslocamentos é definido ao final de um ciclo como:

Auw = fﬂm w(t)dt (2.19)

Considerando-se as relacoes estabelecidas até aqui, pode-se, finalmente,
formular o teorema de Koiter, para o caso de carregamento térmico ciclico, [Koiter,

1956], de acordo com a abordagem de [Franco, 1987], da seguinte maneira:

“A estrutura nao alcancara um estado de “shakedown”, 1sto é, es-
tara em “ratchetting” ou em plasticidade reversa, caso qualquer sistema de cargas
ciclicas externas e campo de taxas de deformacoes plasticas ciclicas cinematicamente
admissiveis, €7(¢), dentro de limites prescritos, satisfizer, ao final de um periodo Af,

4 1nequacao’ :

At At
f f (Kp)" @?(1)dS dt + / / (B)" @ dV di+
. . (2.20)

At ; T . At T
[ (a"m) ewavdes [ [ (@) v a
O Vv 0 JV

sendo;

o?(t) o campo de tensdes proveniente do carregamento térmico dependente
do tempo e posi¢ciao ao longo da estrutura, podendo também mclwir cargas

mecanicas ciclicas.

E importante observar que nao ha o envolvimento de tensoes residuais,
induzidas pelo carregamento ciclico, dependendo-se apenas da formulacao cinematica
do problema. Portanto, assumindo-se como nulas as forcas de volume b, o limite

superior para o parametro de carregamento I é dehnido como:
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/ﬁm ‘/V [gri” — Jﬂ(t)}TéP(t) AV di
/{,m /S(P)Tﬂp(t) dS di

K > (2.21)

Caso o carregamento ciclico nao esteja presente, nao havera variacao
das quantidades fisicas ao longo do tempo. Consequentemente a Inequacao (2.21)

reduz-se a:

/ (o) &7 dV
Vv

f (p)" #? dS
5

K >

(2.22)

Esta nova inequacdo corresponde a aplicacao do teorema cinematico de
analise hmite definido na secao anterior. Esse teorema sera utilizado nas formulacoes
cstabelecidas nesta dissertacao e para os problemas analisados. Para que se realize
uma analise de “shakedown”, basta que seja considerada a variacao, ao longo do
tempo, das grandezas envolvidas, além de se incluir as tensoes termo-elasticas, como

é mostrado na Inequacao (2.21).

2.7 Teoria de Cascas Finas Axi-simétricas

As hipoteses cinematicas basicas associadas as estruturas de cascas finas sao descritas,

conforme [Ugural, 1981], da seguinte maneira:

¢ A razao entre a espessura da casca e os raios de curvatura da superficie média

deve ser pequena com relacao a unidade.

a8

¢ (s desolocamentos devem ser pequenos se comparados a espessura.

¢ AssecOes normais a superficie média permanecem planas e normais a supertficie

meédia deformada apos a llexao da casca. Essa hipotese significa que as de-

e bt
E;

formacgoes angulares sao desprezadas, bem como as delormacgoes normais a

superficie média. Consequentemente, tambem as taxas de deformacao corres-

pondentes nao sao considerados.

e As tensoes normais a superficic média sao desprezadas.
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Figura 2.4: Elemento cde casca axi-simétrica

As estruturas analisadas neste trabalho deverao, alem de seguir as
hipoteses acima descritas, caracterizar-se por sua axi-simetria. Desse modo, a geo-
metria, propriedades do material, carrecamento e deformacoes serac simétricos com

relacao ao eixo de simetria.

Para a definicdo da simbologia aqui usada, considera-se a Fig. (2.4).
Um ponto qualquer, pertencente a casca, situado sobre a superficie média, fica defin-
1do pelo primeiro ralo de curvatura r, pelo segundo raio de curvatura ry e seu angulo
¢ com o eixo de simetria e finalmente pelo angulo 8. Um elemento de casca de di-
mensoes r,df e ridg esta solicitado pelas cargas axi-simétricas T e p, nas direcoes
radial, z e tangente a superficie, y. O estado de tensoes é definido pelas tensoes

resultantes por unidade de comprimento, a saber, os esforcos normais Ny e Ny, os

momentos fletores My e My e o esforco cortante (), obtidos como se segue:

M, = — L sl pids (2.23)
) /_ i oo(z)zdz (2.24)
Ny = /ﬂi os(2)dz2 (2.25)
Ny = /__ ool 2)dz (2.26)
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Q)= — /_E Tre(2)dz (2.27)

onde:

o 0,(z) e gy(z) sao as tensdes normais nas direcoes meridional e circunferencial,

varlavels ao longo da espessura da casca.

e 0,4(2) a tensdo tangencial na direcio da cortante (), variavel ao longo da

espessira da casca.

e { a espessura da casca.

Definidas as tensoes resultantes, as equacoes de equilibrio ao longo da

superficie média podem ser estabelecidas, [Timoshenko e Krieger, 1959]:

INg . ,
rﬂ(lqﬁ (Vg — Np)rycos @ — Q) + Trpry =0 (2.28)
¢

!
Nyr, + Ngriseno + *{—J(Q?ﬂ) — prory; = () (2.29)
&
dM,
r, dq,.‘*’ - (M — M) v cos ¢ — Qrory = 0 (2.30)
Ll

Na teoria de cascas finas, € mals conveniente trabalhar com os esforcos

solicitantes e equacionar o problema em funcao deles.

Ja a relagao deformacdo e deslocamentos pode ser definida, [ Timoshenko

e Krieger, 1959];

b du
= | 2.31
4 r \do T ( )
1
eg = — (ucot ¢+ w) (2.32)

s



2()

1 d [ u dw
= — —— 2.33
" rido \ry rido ( )
cot ¢ U dw
G o | 2.34
g Ty ry  rido ( )

sendo:
e ¢4 € gy as deformacgoes nas diregoes meridional e circunferencial, respectiva-
mente.

® x4 e Ky as mudancas de curvatura nas direcoes meridional e circunferencial.

e u e w os deslocamentos nas direcoes y e z.

2.8 Analhise Limite em Cascas Axi-simétricas

A obtencao de uma superficie de escoamento, para cascas axi-simétricas, em fungao
de suas tensoes generalizadas, € bem mais complexa e trabathosa quando comparada
com o caso bl-axial no estado plano de tensao. Os primeiros estudos a esse respeito
foram realizados a partir de cascas cilindricas, [Drucker, 1953}, [Onat, 1955], e a su-

perficie resultante, em um espago de trés dimensées esta mostrada na FFig. (2.6).

Onat e Prager, 1954] estenderamn o estudo para o caso genérico de cascas axi-
simétricas, obtendo uma superficie em quatro dimensoes. Baseado no fato de que na
mailoria das cascas, 0 escoamento nao é definido simultaneamente pelos momentos e

forgas, [Hodge, 1960} desenvolveu uma nova forma de se visualizar essa superficie.

Em [Drucker e Shield, 1958], a superficie de escoamento para o cilindro foi utilizada
no estudo de cascas axi-simétricas generalizadas. Nesse trabalho bons resultados
foram obtidos para problemas de cascas toro-esféricas, mostrando-se a viabilidade
de serem usadas superficies simplificadas, a partir da superflicie e¢xata, Fig. (2.6), de
cascas cilindricas, para o caso mais geral de cascas axi-simétricas. A utilizagao de
tal superficie para problemas praticos de engenharia ainda ndo era viavel, implic-

ando em um significante grau de complexidade. O prisma hexagonal, resultante de

sua linearizacao, foi, entao, proposto por {Drucker e Shield, 1958] para a analise de
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Figura 2.5: Criério de Tresca

vasos toro-estéricos. A partir dessa aproximacao uma técnica de elementos finitos fol

desenvolvida para analise limite de “shakedown”

, [Franco, 1987], que servira como

base para todos os desenvolvimentos desta dissertacao.

2.8.1 Modelo de Material Adotado

O material é suposto homogéneo e elastico-perfeitamente plastico sem efeitos de-

pendentes do tempo, Fig. (2.3). Para materiais diicteis, geralmente o critério de

escoamento adotado € o de von Mises, |[Chen e Han, 1988]. A condi¢do da maxima

tensdo de cisalhamento, ou critério de Tresca, Fig. (2.5), é também um critério

razoavel, alem de conduzir a problemas matematicamente mais simples, principal-

mente quando as direcoes principais das tensoes

estdo fixas e conhecidas, [Hodge,

1963]. No caso das cascas axi-simétricas, o prisma hexagonal, proposto por [Drucker

e Shield, 1958], separa o comportamento de mem

hrana dentro do elemento, do com-

portamento de flexdo na direcao meridional, loca

1zado apenas nas extremidades do

mesmo. O comportamento de membrana no mterior do elemento segue o critério

de escoamento de Tresca. Uma revisao sumaria

escoamento para cascas axi-simétricas de parede

sobre a obtencao da superficie de

fina é dada a seguir,
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2.8.2 Definicao da Superficie de Escoamento

Na determinac¢ao da superficie de escoamento para cascas axi-simétricas genéricas,
|Onat e Prager, 1954], sdo usados os esforcos solicitantes, resultantes do estado de
tensao do elemento de casca, vistos na Secao (2.7). O cisalhamento transversal,
entretanto, € desprezado, uma vez que exerce pouca mfluéncia no escoamento. A

ll_

superficie, entao obtida, é expressa em um espaco de tensoes de quatro dimensoes

| Drucker e Shield, 1958|, como:

F (I\Hrq{;.:, f\rgj ﬂ{q{,} Mﬂ) — (32 (235)

sendo ¢ uma constante.

Tal superficie, por sua complexidade, é de difici] aplicacao ficando

restrita a problemas mais simples. A superficie de escoamento obtida em |[Onat,

1955], para cascas cilindricas, Fig. (2.6), é delinida em um campo de tensoes tri-

dimensional. A Equacado (2.353) é, portanto, substituida por:

F(i by fVYg, ﬂﬂg) = (12 (236)

A auséncia de momentos fletores circunferencials, My, foi explicada da
segninte forma. As equacdes de equilibrio, (2.28), {2.29) e (2.30), reduzem-se, no

n
L

caso de cascas cilindricas a:

IN
i TR (2.37)
dep
N {C
g { C 3 = nr, (238)
Py dod
dﬂfqu,
) =0 (2.39)
dep

My, por razoes de simetria é constante ao longo da direcao circunferencial, sendo

por isso auto-equilibravel. Além disso, durante pequenas deformacoes da superficie
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Figura 2.6: Superficie de escoamento de [Onat, 1955]

média da casca cilindrica, os planos meridionais, onde My atua, permanecem em
sua configuracao original. Nao ha, portanto, taxa de trabalho realizado. Con-
sequentemente, My nao tem efeito na determinacio dos limites superior e inferior da
carga de colapso, ou seja, nao contribui para a definicao da superficie de escoamento.
Sua interpretacao fica restrita a um momento passivo, apesar de ser equivalente, no

estado plastico, a metade de M,'.

Para o caso geral de cascas axi-simétricas a situacdo ja nao é tao
evidente. My, nao sendo mais auto-equilibravel, deve ser considerado no equilibrio,
Equacao (2.30). Além disso, a mudanca de curvatura ndo se restringe apenas a
dire¢ao meridional. Para o calculo da taxa de trabalho, deve-se levar em conta,
portanto, a parcela realizada por My, na direcdo circunferencial. N3ao significa,
porém, que a superficie (2.36) ndo possa ser utilizada, como uma boa aproximagao,
para o caso de cascas genéricas. Segundo [Drucker e Shield, 1958], para cascas

finas, onde a espessura h é muito menor que o raio r,, o termo (My — My)r; cos ¢

1De acordo com a propriedade de incompressibilidade do estado pldstico, o coeficiente de Poisson

é 1igual a 0,5. Como My = v My, seu valor corresponderd a metade do momento fletor meridional.
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de (2.30) pode ser omitido, por ser desprezivel em comparacio com os demais.
Logo, com excegao das regides proximas ao eixo de revolucao onde t/r, ja nao é
tao pequeno, My pode ser ignorado. Também a taxa de trabalho realizado por My é
irrelevante diante das contribuigoes das outras tensoes generalizadas. Pode-se, entdo,
asslm como para as cascas cilindricas, mterpretar My como um momento passivo.

Consequentemente, a superficie de escoamento (2.36) é ainda valida para os casos

gerals de cascas axi-simétricas. Em [Drucker e¢ Shield, 1958] ¢ [Shield ¢ Drucker,

1958| podem ser encontrados resultados numeéricos que ratificam tal aproximacao.

Apesar de toda a simplificagdo usada, a superficie da Fig. (2.6) ainda

implica em um consideravel nivel de complexidade, incompativel com a necessida-
de da engenharia. Com o propdsito de facilitar a andlise [Drucker e Shield, 1958]
apresentam algumas superficies derivadas da original. Uma boa aproximagao seria
o prisma hexagonal, Fig. (2.7). Algumas observacoes devem ser feitas a respeito
do tipo de solucao obtida a partir dessa superficie linearizada. O uso do prisma
circunserito, juntamente com o teorema do himite superior, conduz a solucoes super-
estimadas para a carga de colapso. Da mesma maneira, o prisma inscrito, aliado ao
tcorema do limite inferior, fornece um valor abaixo da solucao exata. Nada se pode
inferir, no entanto, quando sdo usados o teorema do limite superior com a superficie

imscrita ou o teorema do limite inferior com a superticie circunscrita.

Uma importante interpretacao pode ser extraida a partir do prisma
hexagonal. Devido sua forma convexa e da condi¢ao de normalidade, Secio (2.5),
existe uma independéncia entre o comportamento de membrana e de flexao. kEssa
caracteristica nao se afasta muito do modo com que os esforcos sao distribuidos nas
estruturas de cascas finas. Como resultado de sua grande flexibilidade, tais estru-
turas comportam-se principalmente como membranas, exceto por algumas regides
onde se concentram as tensoes de flexdao. A separacao da estrutura em volumes, cor-
respondentes ao comportamento de flexao e de membrana, torna-se, portanto, uma
simphificagao bastante razoavel. Tais volumes sao as raofulas plasticas e as regioes

entre elas. Deve-se lembrar que nao se considera a dissipacao de energia, causada

pela mudanca de curvatura na direcao circunferencial. Logo, rétula plastica refere-
se, apenas, as regides em que a taxa de mudanga de curvatura meridional, &4, ocorre
sem qualquer restricio. Entre tais regioes, apenas as taxas de deformacao de mem-

brana nas dire¢bes meridional, €4, e circunferencial, £y, sao permitidas. Com base
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Figura 2.7: Superficie de escoamento - prisma hexagonal

nessa divisao, a solucao geralmente é encontrada, partindo-se de umn mecanismo de
colapso formado por trés rétulas plasticas. Essas réotulas sao posicionadas, por ex-

emplo, para o caso da analise pelo limmite mferior, de modo que a carga tenha seu

valor maximo, [Drucker e Shield, 1958], [Drucker, 1953].

Em [Franco, 1987] adota-se o prisma hexagonal como critério de escoa-
mento, para a técnica de elementos finitos. A abordagem escolhida é a cinematica. O
campo de deslocamentos consiste de rétulas plasticas localizadas em pontos nodais,
enquanto que os elementos comportam-se apenas como membranas. No Capitulo (3)
tal procedimento serd apresentado com mais detalhes. Resta apenas uma observacao

a respeito da nomenclatura usada. A principio, o uso do termo “rétula” nao se en-

calxa, adequadamente, para problemas de dominio tri-dimensional. O mais correto,
talvez, seria “charneiras plasticas”. Deve-se lembrar, no entanto, das propriedades
de axi-simetria das cascas aqui estudadas, o que possibilita a realizacao de uma
anabise em duas dimensoes. Dessa maneira torna-se natural definir-se como rotulas,
as regioes plastificadas por flexao, localizadas nos pontos nodais, ao longo da diregao

circunferencial.



Capitulo 3

Técnica para Analise Limite de Cascas

Axi-simeétricas Via Elementos Finitos

3.1 Introducao

A aplicacao dos teoremas de andlise limite conduz a formulacdo de um problema de
otimizacao. Valores extremos, maximos ou minimos, para a carga de colapso, devem
ser encontrados, conforme se apliquem os teoremas do limite inferior ou superior. A

discretizacao de cascas axi-simetricas em elementos initos viabiliza a implementacao

de tais problemas em algoritmos, que serao resolvidos por meio da programacao

lincar.

A formulacao cinematica para analise limite e de “shakedown” toi
implementada em |Karedeniz e Ponter, 1984] e [Karedeniz, 1983], para problemas de
vasos de pressao cilindricos, sujeitos a cargas térmicas ciclicas e a um carregamento
mecanico constante. Em [Franco, 1987], nma técenica, que englobasse os demais tipos
de geometria das estruturas em cascas, foi desenvolvida. O problema é resolvido

através da programacao linear, apos a substituicao do meio continuo da estrutura

cem um sistema compativel de elementos finitos. O campo de deslocamentos cinema-

ticamente admissivel € obtido para as condicoes de escoamento, regidas pela fungao
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de Tresca. Dada sua importancia para o presente trabalho, este capitulo faz uma

descri¢ao sucinta desse procedimento. Maiores detalhes podem ser encontrados nas

referencias ja citadas.

3.2 Discretizacao da Casca em Elementos Finitos

3.2.1 Campo de Deformacoes Elasto-Plasticas

O campo elasto-plastico de deformacao pode ser definido a partir dos deslocamentos
da superticie media da casca, U.{s) e das deformacgoes plasticas. Estas dltimas sao
fun¢oes dos multiplicadores plasticos Ai{s), que caracterizam o comportamento do
material, Se¢ao (2.5). Por conveniéncia, descreve-se o campo de deslocamentos atra-
vés de suas componentes globais, na dire¢io horizontal, W(s) e na direcdo vertical,

Ul(s), Fig. (3.1).

Figura 3.1: Discretizagao da casca via BElementos Finitos
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A formulagao de elementos finitos é derivada da interpolacao dos cam-
pos de deslocamentos e dos mulliplicadores plasticos, como funcoes de seus valores
nodais. Considere, portanto, uma casca discretizada em N F elementos finitos. Para
cada elemento ¢ (z = 1,..., NE), o campo dos deslocamentos pode ser expresso,

segundo [Franco, 1987] como:

Ui(s) = Ul + Q(s)UY (3.1)
para
/(s)
Ui =1 V9L (3.2)
Wi(s) J
. U
Ui(s) = (3.3
0
{_fz'_l_l = Lft
Ui = 718 (3.4)
- Wi
= g R
- 0 0
QE(S) — 5 | 8 8 (3 5)
| Zz Zz .
sendo:

U; e W; os deslocamentos globais vertical ¢ horizontal no pondo nodal .
Q'(s} a matriz de Tun¢oes de interpolacao.
s a posicao ao longo da superficie média, no elemento considerado.

UV o movimento de corpo rigido, que nao contribui para o calculo das de-

formacoes.

U, os deslocamentos naturais.
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l; o comprimento do elemento 1.

Os deslocamentos no sistema local, u., sao obtidos através da matriz

de transformacao, T .

wi(s,4) = TU(s) (3.6)
para
ol _ seng  cos ¢
| —cos¢ seng
u(s,¢)
. ufs
wl (s, @) = ¢ ¥ >
| w(s,g) |
scndo

1 a componente de deslocamento local, tangente a superticie media

w a componente de deslocamento local, normal a superficie média

O campo de deformacoes é obtido através das Equagoes (2.31), {2.32)

¢ (2.33), lembrando-se que curvatura na direcdo circunferencial esta sendo omitida.

- d I
) | | 4 om
e = ebs,P) ¢ = (“(J;tzggb ?12 U (s, Q) (3.7)
k5(s, @) ,. 1d d*
1y ds ds? |

Para pontos internos ao elemento ¢, apenas as deformacoes de mem-

brana sdao consideradas. Reformulando-se a Expressao (3.7), e utilizando-se as

Equagoes(3.1), (3.5) e (3.6), para que as deformacdes fiquem em funcao dos des-

locamentos globais, obtém-se para o elemento ::
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i > iy i
E?: — } —_ B Uﬂ (3.8)
<6
para

™ d ] -— ) _ = S -

B T e Seng  Cos @ Iz 0 0 (3.9
| e ==  —cos¢ seng || 0 11— [i ; '
B 7 T 2 s q T -

3.2.2 Campo de Deformacoes Plasticas

O campo de deformagoes plasticas pode também ser obtido a partir do critério de
cscoamento. A superficie adotada é o prisma hexagonal, Fig. (2.7), ja descrita
na Secao (2.8.2). Considerando-se sua forma singular, com lados planos que se
interceptam, pode-se representar (2.36) em funcao de um numero finito de fungoes

de escoamento, [Franco e Ponter, 1994a:

Fi.(n) = Fi, (N4, Ny, My) = ¢} para k=1,..,8 (3.10)

De acordo com a regra associativa, descrita na Secao (2.5), as taxas

de deformacio ¢ de mudanca de curvatura pléstica para um clemento 7, €7 e "Fa:js,,

estao relacionadas aos multiplidadores plasticos da seguinte forma:

L 5. .. 0F,
HED PP “ dentro do elemento i (3.11)
k=1 dn
. JF, .
‘RS = QEWI; no ponto nodal ¢ (3.12)

sendo ¢; a taxa de rotacao nas rotulas plasticas.

Observando-se as relacoes acima, conclui-se que dentro do elemento as
condicbes de escoamento sao idénticas ao critério de Tresca, Fig. (2.5). Assumindo-
se que as deformacoes ao longo da espessura da casca nao variam, podem ser rescritas

'

as relagoes definidas através da Relagao(3.11), matricialmente como:
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o«

- |
&F = { 6?(8”%) b = NX (s) para k=1,..6 (3.13)
ei(s, @)
Sendo
0 —1 —v2/2 01 V2/2
N = o e (3.14)
-1 0 VZ/2 1 0 —=V2/2
AN(s)={ Ji(s) Xi(s) Mils) ils) Ai(s) Ai(s) (3.15)

Analogamente ao campo de deslocamentos, os multiplicadores plasticos

sao Interpolados a partir de scus parametros nodais A}, por meio da matriz de in-

terpolacao A(s), [Franco, 1987].

AL(s) = A(s)A] (3.16)
para
S 5
1—= 0 0 0 0 0 - 00 0 0 0
0 1—; 0 0 0 0 0 ; 0 0 0 0
0 0 1—11 0 0 0 0 0 zi 0 0 0
A(S): ‘ S : 3
0 0 0 1-7 0 0 00 0 - 0
0 0 0 0 1—; 0O 0 0 0 0 ; 0
0 0 0 0 0 1—;— 0 0 0 0 0 ;’—
" t (3.17)
A= M B .. A M M .. 4 (3.18)

A mudancga de curvatura, por ser localizada, nao requer interpolacao,

ficando restirita aos valores nodails.
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3.3 Analise Limite

Considere-se uma casca axi-simétrica, de peso desprezivel em comparacao aos de-
mals carregamentos que atuam sobre ela. Seja um mecanismo de colapso qualquer,
cinemafticamente admissivel, definido por €° e w®. Considere, também, o€, o estado
de tensoes na superficie de escoamento, associado com €°, e em equilibrio com o
carregamento externo Kp. Pelo principio dos trabalhos virtuais, Equagao (2.10),

sabe-se que:

/S(KP)Tﬁ?dS = / (0°)" &°dV (3.19)

V

De acordo com o Teorema do Limite Superior, Se¢do (2.6.1), a carga
Kp, assim obtida, sera sempre major ou igunal a carga real de colapso da estrutura.
Consequentemente, o parametro de proporcionalidade K| devera ser sempre superior

ou equivalente ao correspondente a solucao cxata.

E baseada nessas consideracoes que a téenica proposta em [Franco,
1987] é estabelecida. A estrutura é discretizada em elementos finitos, Secao (6.6.1)
e as condi¢oes de escoamento determinadas, Secao (3.2.2). Diante dos diversos me-
canismos de colapso possiveis, aquele que fornecer, através da Equacao (3.19), a

IMenor carga, sera mais proximo da solucao exata.

Pode-se, entao formular o problema de minimizacao, que fornece o

l[imite superior para o parametro i
Para K¢ > K

Minimize

(3.20)
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3.4 Relacao Consistente Entre os Campos das Taxas

de Deslocamento e dos Multiplicadores Plasticos

O problema de minimizacao (3.20) pode ser resolvido por programagio linear. Para
isso, € preciso, segundo [Franco, 1987], que as duas descri¢ées para as taxas de

1 2 - : :
, sejam consistentes nos pontos nodais e dentro do elemento.

deformacao, €° ¢ €
A obtencao de fun¢des de interpolagao , A(s) e 2(s), adequadas a tal exigéncia,
somente é possivel para o caso de cascas cilindricas. Visando abranger casos mais
gerals, {Franco, 1987] faz uma analogia com o problema de elementos finitos em
analise elasto-plastica incremental, discutido em [Corradi, 1983]. Em tal problema

o campo de tensoes dentro de um elemento 7 &€ obtido pela relacao:

o' =D {Ei — NJ\E} (3.21)

Sendo I a matriz das constantes eldsticas do material, Secao (2.3.2).
Com a finalidade de relacionar os campos de deformacao e dos multiplicadores

plasticos, Corradi aplicou o procedimento sugerido em [Oden e Brauchli, 1971] e

[Oden e Reddy, 1973]. Esse procedimento consiste na utilizacao da Teoria das Apro-
ximacoes Conjugadas, (Brauchli e Oden, 1971], para a obtencgao de campos de tensao
consistentes em aproximacoes de elementos finitos por deslocamentos. dSua aplicagao

esta detalhada nas duas proximas segoes.

3.4.1 Obtencao da relacao consistente entre os campos de

deformacao

Assumindo-se o comportamento individual dos elementos descrito em funcao de

variaveis gencralizadas, os campos de deformacao e tensao tornam-se:

g, = B'FE (3.22)

o' =Py (3.23)
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sendo:

E' e 3" vetores das variaveis generalizadas.

3° e ¥' matrizes de interpolacao.

De acordo com o principio dos trabalhos virtuais, (2.9):

siT g = / o e dV (3.24)
v
A partir das Equacoes (3.22), (3.23) e (3.24), obtém-se a condigio de
bi-ortogonalidade:
il i
/ b AV = I (3.25)
%

que sera valida caso

Y= GC" (3.26)

sendo C* a matriz simétrica e nao singular proposta em [Branchli e Oden, 1971}, e

definida como:

C = { /V ;3”,9’*'(11/}_1 (3.27)

1

., € 0 campo de forcas

Utilizando-se dos campos de deslocamentos U

F*, como as variaveis generalizadas, ¢ €] no lugar do campo de deformacoes, a

Fquacao (3.24) torna-se:

FTlui =" E = / o gkl (3.28)
V

Essa relacao sera satisfeita para qualquer U], apenas se
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¥ = BC (3.29)

Onde B* é obtido pela Equacio (3.9) e C através da relagiio:

i . . -._1
o { / B’*TB*dV} (3.30)
v

Para que se obtenha uma relacao consistente entre os dois campos de

deformacao, € preciso que:

lﬁTl'j",f1 :/ ﬂ'iTe,}fﬂf:/ a'iTa.—:‘de (3.31)
% v

Ou no caso de se estar trabalhando com taxas de deformacao:

FTU = [ o7elav = / o TV (3.32)
Vv V
sendo
O.*i o IlbiFf

Substituindo-se na Equagao (3.32) as Relagoes {3.29), (3.30) e (3.13)

chega-se finalmente a:

U = L)AL (3.33)
onde
A (_Z‘E.T/ BiTK*.(S)dV (3.34)
Vv
K'(s) = NA'(s) (3.35)

A Equacio (3.33) fornece, assim, uma relacao consistente entre os dois

campos de velocidade e de multiplicadores plasticos para cada elemento.
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3.4.2 Solucao Geral Para a Condicao de Bi-ortogonalidade

Em [Iranco, 1987] mostra-se, através de exemplos numéricos, que a Relagio (3.33)
nao pode ser generalizada para todo tipo de casca axi-simétrica. Para elementos
retos, cascas cilindricas e conicas, conscgue-se satisfazer a condicao (3.32). Ja para
as demais cascas, com elementos curvos, o mesmo nao ocorre. Para obtencaoc de uma
relacio mais genérica, [Franco, 1987] desenvolveu uma nova solucio, mais geral, para

a condicao de bi-ortonalidade da seguinte maneira:

Considere K, uma matriz de mesma ordem que B, de forma que:

. : _ —1
H = { B'*TR*fzv} (3.36)
L.-"'

sendo H uma matriz nao singular. A Equacao (3.28) poderd ser satisfeita, caso

cxista uma matriz R, arbitraria, de modo que:

' = RH' (3.37)

o que faz com que

/V (¢') BV =1 (3.38)

que € equivalente a condicao de bi-ortogonalidade (3.25)

™,

Logo, seguindo-se o mesmo procedimento usado para se chegar a

Equacao (3.33), obtém-se, também:

U = LA (3.39)

onde

Li=H" / RTK(s)dV
V
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Um detalhe deve ser observado a respeito da obtencao de L. Para
que seja assegurada a continuidade de U! entre os elementos, é utilizada a média.
dos valores relativos aos nés adjacentes, {Franco, 1987] e [Franco ¢ Ponter, 1994a).
Obtém-se dessa maneira uma relacao genérica de consisténcia entre os dois campos

de taxa de deformacdo. A matriz £ é, entretanto, arbitraria, carecendo de um critério

que a defina.

3.4.3 Indicador de Erro

Com a {inalidade de se chegar a um procedimento para a obtencao de R, multiplica-
se ambos os lados da Equacgio (3.39) por [, R"B dV. Tem-se entfo a seguinte

condicao:

[ (B (B*‘Ui_ - K(s)iiz) 4V =0 (3.40)

!¢ &% deve ser ortogonal a matriz R. A

ou seja, a diferenca entre &
relacao acima obtida pode ser expandida nas componentes individuals das taxas de

deformacoes:

| Bu(eh—é3) v + | Ra (6 —é3) av =0 (3.41)
/V Riz (€} — €2} dV + A Rag (85— €2) dV = 0 (3.42)
L Ris (5 — 3} dV + /V Ras (¢} — €3) dV = 0 (3.43)

Sendo dV = 2mr(s)t{s)ds, por se tratar de uma casca axi-siméfrica e

t(s) a cspessura ao longo do elemento.
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Em [Franco, 1987} a matriz R é construida através de um conjunto
de fungoes de interpolacao, em um procedimento de minimizacao tipo de Galerkin,

|Zienkiewicz e Morgan, 1983}, onde:

rR-|' Y 3.44
0 1—;—_ 1-? A

A Ilquagao (3.41), torna-se entao:

| (€h~é)av =0 (3.45)

Fstabelecendo a condicao de que o residuo, entre os dois campos de
taxa de deformacao na direcio meridional, deve ser zero na média. Ja as Equa-

cocs (3.42) e (3.43) podem ser combinadas resultando em:

/V ey (1 — s/L;) + cas/l] (Eé = ég) JrdV =10 (3.46)

sendo ¢ e ¢y constantes resultantes da combinagao de (3.42) e (3.43). Itssa equagao
indica a condicao de que o residuo dos campos de taxa de deformacao, na direcao

circunferencial, deve ser ortogonal a uma funcao linear qualquer.

Essas duas ultimas equagoes sao usadas para medir o residuo dentro
de cada elemento, fornecendo um bom ndicador de erro. Constitui-se, porém uma
medida qualitativa, uma vez que permite apenas a comparacao em cada elemento
entre as duas formulacoes para as taxas de deformacgao. Somente isto ndo basta
para a caracterizagao de um processo adaptativo de estimativa de erro. Torna-se
necessaria a definicao de wma medida de erro ndao apenas local, mas também global.
A viabilizacao de um critério de parada para o refinamento sé é possivel apds a

obtencao de tal medida. E com essa finalidade que se propcem o estimador de erro

definido no Capitulo (5).
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3.5 0O Algoritmo de Elementos Finitos

O problema de minimizagido, Equagao (3.20), é formulado em [Franco, 1987] e

[['ranco e Ponter, 1994b], da seguinte maneiras

Para a classe de mecanismos de deformacio cinematicamente admis-
sivels e compativeis com a superficie de escoamento da Fig. (2.7), ou seja, com
as rotulas plasticas restritas aos pontos nodais e as deformacbes de membrana ao

imterior de cada elemento:

Minimize

Ky — f (o) écdV (3.47)
vV

sujelto as:

(a) Condicdes de contorno.

(h) Condicoes de compatibilidade, & = BU.

(¢c) Lei de escoamento, €€ = Nii‘(S).‘. para Ai(%) > ().
(d) o = D (¢ —&°) =0, durante o colapso.

(e) Condi¢oes nodais de restricao, devido a formacio da rétula plastica.

(1) [ (p)"asds =1.

3.5.1 Equacao Geral de Restricao

A condi¢ao (f), que corresponde ao trabalho externo produzido durante o colapso,
implica no escalonamento da Equacdo (3.47), promovendo a prescri¢ao do tamanho
do mecanismo. Ela aparece no problema como a Equacdo Geral de Restricio, e estd

limitada, em [Franco, 1987], a dois casos:
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Figura 3.2: Deslocamento em um elemento ¢ sujeito a pressao interna

Pressao Interna

Considere o elemento ¢z da Fig. (3.2). O trabalho externo realizado pelo pressao

interna p é:

Wg = /SPU;OIS == [gpﬁb(S)dS+ FU; (348)

O primeiro termo da integral refere-se ao trabalho realizado pela pressao
interna na direcio radial. J4 o segundo termo somente existe quando a casca tem
sua extremidade tampada. Nesse caso, ocorrera também a realizagao de trabalho na

direcdo axial, sendo F' a resultante das forcas nessa diregao.

Carga de Anel Aplicada no Ponto Nodal :

O trabalho realizado por uma carga de anel, distribuida em uma linha circunferencial

no ponto nodal ¢, pode ser definido conforme a Fig. (3.3) pela equagao:
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Figura 3.3: Deslocamento em um elemento 7 sujeito a carga de anel

WE — 2?1‘?"{&'&?5 (349)

3.9.2 Funcao de Custo

A introdugao da condig¢do (f) permite que se tenha como Funcio de Custo para o

problema:

Ks = fv ()T ecdV (3.50)

Sabendo-se da separacao entre o comportamento de membrana e de
flexao, imposta pela condi¢do de escoamento adotada, a integral da Equagao (3.50)

pode ser dividida em duas parcelas:
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I [y
Kg = f ()T edV + | (o9)T ecdv (3.51)
Ve Vr

sendo

VE o volume relativo ao elemento

VR o volume relativo a rotula

A parcela I; pode ser escrita para um elemento 2, em funcao dos

multiplicadores plasticos, através de (3.13) e considerando-se dV = 27r(s)dyds:

I = 2r f . f (0%)" NA(s)r(s)dsdy (3.52)

-—t;/? [;

Ja a segunda parcela [, pode ser dividida, para cada no 7, em:

i= ), @@ AV + | (o) (E)yav (3.53)

1

Ou seja, o trabalho interno devido a mudanca de curvatura na direcao

meridional e circunferencial. Esta tltima, no entanto, é desprezivel se comparada

a primeira, conforme ja discutido na Secao (2.8.2). Conseqientemente pode ser

omitida no calculo de f{;.

H‘_‘"h..

Fti/;ﬁ ,
Vﬁj/g ti/\2 <y

el e

A

L/ 2

Figura 3.4: Detalhe de uma rétula plastica
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A Fig. (3.4) representa uma rétula pldstica para uma casca axi-

simétrica, de raio r, para a superficie média, na intercecio de dois elementos geneéricos.

Para pequenos deslocamentos, a taxa de rotacio, 6;, é calculada como:

f; s (3.54)

Fe

E a taxa de deformacdo meridional em uma fibra, a uma determinada

distancia y da linha média, é fornecida como:

 (ds + Ads) — ds
iy = - (3.55)

onde ds + Ads = (r. + y) 0;

Logo ‘ _
c Hi - cé’]i
iy e TR (3.56)
T-:::Hfi
que se reduz a
0;
Bpome Lo ¥ (3.57)
r, ds
A integral I% torna-se, portanto:
: tif2 .
I; s Qﬂ'?“g/ / (gé)*yﬂidy (358)
—1;/2

Finalmente a fungdo de custo pode ser escrita, somando-se as con-

tribui¢oes dos trabalhos internos em todos os elementos e nés como:

NE

Keg=02r3 {]t;/z -/f; ()" Nii(&)m(.ﬂdgdy} +2r ) {rt-/ | (D‘é_)iyé{dy}

1=1 —f;‘fz

3.9.3 Equacgoes Nodais de Restricao

As equagoes nodais de restrigao, condigao (e), consistem de um conjunto de restricoes

nodais, relacionadas a formagio da rétula pléstica.
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A Fig. (3.5) ilustra a rotagao em um né genérico “” e a convencao

de sinais adotada. A equacao de restricao é definida, portanto, para cada né, como:

it (+) PR (=)

ji =
ds ds

(3.60)

Figura 3.5: Detalhe da rotacao em uma rétula plastica

corresponde, portanto, a descontinuidade nodal da derivada de w, quando ocorre a

formacao da rotula plastica.

3.5.4 Condicoes de Contorno

As condicoes de contorno acrescentam ao problema de programagao linear mais

algumas restricoes.

Para o caso de carregamento axi-simétrico, apenas um vinculo externo

-

é necessario para que se evite o movimento da estrutura como corpo rigido. Em

[Franco, 1987] e [Franco e Ponter, 1994b] impde-se a condi¢do de que a taxa de
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deslocamento na extremidade inferior da casca, n6 NN = NF + 1, na direcao

vertical, seja nula, 1sto é,

Unn =0 (3.61)

A inclusao dos valores prescritos é feita a partir das taxas de deslocamentos locais,
nas extremidades superior, (1) e w(1), e inferior, u(NN) e w(NN), da estrutura.

Dessa maneira, através de (3.6) e levando-se em conta (3.61), obtém-se
Para o n6 1:
Ulsenqﬁq 1+ W cos ¢1 = uy(valor prescrito) (3.62)

—U; cos o1 + Wlsean)l = wj (valor prescrito) (3.63)

Para o no NN:

W cos dnnN = unn(valor prescrito) (3.64)

WNNsenquN = wyn(valor prescrito) (3.65)

3.5.5 Consideracoes Finais

Ficam estabelecidas, através das equacoes descritas neste capitulo, as condig¢oes ne-
cessarias para a solu¢ao do problema de minimizacao, Equacgao (3.47), através da,
programacao linear. Tals equacgoes tém como variaveis, os valores nodais para as
taxas de rotacao e deslocamento e para os multiplicadores plasticos. As duas altimas
classes de variaveis podem, no entanto, ser reduzidas a apenas uma. Para isso basta
a aplicacao da Relagao (3.39). Os detalhes dos procedimentos da formulagao do pro-

blema de otimizagao pela manipulagao das Equagoes (3.48), (3.49), (3.60), (3.62),

(3.63), (3.64) e (3.65), bem como a expansdo de (3.59) podem ser encontrados em

Franco, 1987], [Franco e Ponter, 1994a] e [Franco e Ponter, 1994b].

A técnica aqui apresentada foi implementada por ocasiao do trabalho
de [Franco, 1987] através do sistema CONRE. Escrito em linguagem FORTRAN-77,
esse programa foi concebido com o propésito de permitir futuras alteragoes proveni-
entes do aprimoramento da técnica. As integrais presentes na analise sao resolvidas

numericamente através da Quadratura Gaussiana, [Conte e Boor, 1980]. A respeito
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da discretizagao da casca, algumas consideracdes precisam ser estabelecidas. O eixo
de revolugao deve estar na posicao vertical e a casca deve ser descrita do topo para
a base. Conseqientemente, a numeracio dos nés e elementos tem seu inicio no topo
da estrutura teminando na base, onde se encontra o né NN. No caso de elementos

curvos, o angulo ¢ ¢ medido no sentido horario, com a origem coincidente com o

eixo de revolucao.



Capitulo 4

Analise Limite da Saia de Sustentacao de
um Tambor de Coqueamento Sujeito a um

Gradiente de Temperatura

4.1 Introducao

A técnica desenvolvida em [Franco, 1987] considera, como visto na Se¢do (3.5.1),
apenas dois tipos de carregamentos, a carga de anel e a pressao interna. Uma outra
classe de carregamento, que geralmente atua na presenca de cargas mecanicas, sao
as cargas térmicas ciclicas. A consideracao deste tipo de carregamento na analise e

roijeto de vasos de pressao requer a aplicacao da teoria de “shakedown”. em substi-
pProj P g P G :|

tuicao a analise de resisténcia ultima. Para que os problemas de cargas ciclicas
sejam analisados, sao necessarias algumas modificagoes na funcao de custo, com
a Introducao da historia das tensoes, térmicas ou mecanicas. As equacoes de res-

tricao do problema permanecem, todavia, as mesmas usadas para a analise limite.

Maiores detalhes sobre este tipo de analise podem ser encontrados em [Franco, 1987]

47
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e [Karedeniz, 1983].

A rigor, a analise do comportamento da saia de sustentacao, apresenta-
da neste capitulo, deveria ser uma analise de “shakedown”, devido as caracteristicas
altamente ciclicas das cargas do problema. Como um primeiro procedimento optou-
se pela analise limite, deixando-se a analise de “shakedown” para desenvolvimentos
futuros. Um breve resumo das situacoes de carga na saia durante o ciclo de producgao

pode ser descrito como se segue.

Duas situacgoes criticas podem ser destacadas durante o ciclo de coquea-
mento. Primeiramente, a entrada do gas combustivel aquecido, resultante da producao
dos derivados do petrdleo, provoca a elevacao rapida da temperatura do tambor e
sua consequente dilatacao. A saia de sustentacao, por nao se encontrar diretamente
em contato com o gas, aquece-se mais lentamente, ficando, portanto, sujeita a uma
concentracao de tensoes por flexdo na regiao de contato com o tambor. Sua de-
formacao durante esta fase, deve-se mais ao arraste do tambor do que a dilatacao

térmica.

A segunda situacao critica ocorre no momento do resfriamento. Tam-
bém nesta fase, o tambor passa por um processo de resfriamento mais rapido, ar-
rastando o topo da saia, que ainda permanece aquecida. Devido a estas diferencas de

deformacao entre as duas estruturas, ha, novamente, o aparecimento de concentragao

de tensoes na regiao de contato, suficientemente altas para causar o colapso. O gradi-
ente de temperatura mais acentuado ocorre durante a fase final de restriamento,
quando o tambor passa por um processo de jateamento de dgua. Seu resfriamento
é, portanto, bem mais rapido do que o da saia, que por ser muito mais flexivel,

deforma-se para acompanhar os deslocamentos na regiao de contato com o tambor.

Neste capitulo é feito um estudo do comportamento da saia, para veri-
ficar sua capacidade limite de resisténcia durante a fase de resfriamento. O objetivo
da analise limite é a determinacao do gradiente de temperatura no qual ocorreria
a formacao de um mecanismo plastico na saia. Uma contribuicao importante neste
trabalho foi a utilizacao de solucbes elasticas, obtidas da teoria de cascas finas, na
determinagao do trabalho externo realizado pelo carregamento. Diferentemente do
carregamento direto, o carregamento térmico gera esforgos solicitantes, os quais de-

vem ser utilizados na aplicacdao do teorema cinematico. A caracteristica puramente
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cinematica do teorema pode agora ser complementada com as condigoes estaticas de
equilibrio da distribuicao de esforgos, tornando a técnica de andlise mais completa

e estavel. Uma descricao deste novo procedimento sera dada nas proximas secoes.

4.2 Equacao Geral de Restricao em Funcao das Ten-

soes Solicitantes

Um aspecto importante no principio dos trabalhos virtuais, Secao (2.4), é a inde-
pendéncia entre os campos de deslocamentos e de tensoes. Considere-se, pois, um
sistema de forcas e tensées em equilibrio, K'p e . Para qualquer campo de taxas de
deslocamentos e deformacoes compativeis, &” e €™, € possivel escrever, pelo principio

dos trabalhos virtuais:

fé (Kp)T w*dS = /V ()T &*dv (4.1)

A expressao acima permanece valida se formulada em funcao de um
mecanismo de colapso cinematicamente admissivel, definido por €° e u°, e pode
ser rescrita dividindo-se ambos os lados pelo parametro de proporcionalidade K

obtendo-se:

. 1 i
fg (p)T ucdS = / ()" & dv (4.2)

V

Logo, uma alternativa para a definicao da equagao geral de restrigao,
condicdo (f) de (3.47), é obtida substituindo-se o carregamento externo por uma

distribuicao de tensoes que esteja em equilibrio com o mesmo. Assim,

L % (o) &°dV =1 (4.3)

Essa formulacao, a principio, nao representa nenhuma vantagem e, ao

contrdrio, para os casos ja implementados de carregamento direto, carga de anel
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e pressao interna, sua utilizacao representaria uma perda de generalidade. A dis-
tribuicao de tensoes proveniente da aplicacao do carregamento, teria que ser definida
para cada tipo de casca, acrescentando a técnica procedimentos desnecessarios. No
caso da saia de sustentacdao, onde o carregamento térmico é mdireto, a analise s6
é possivel através da determinacao das tensoes resultantes da compatibilizagao dos
deslocamentos na regiao de contato com o tambor. A perda de generalidade para este
tipo de problema ¢, no entanto, compensada pela introducao de condigoes estaticas
a abordagem cinematica da presente formulacao. A sala é solicitada em funcao de
sua 1nteracao com o tambor e a distribuicao das tensées, na definicao da equacgao
geral de restricao, representa, de certa forma, condictes de equilibrio localizadas do

problema.

4.3 Implementacao da Equacao Geral de Restricao

%

Para a implementacao da Equagao (4.3} deve-se, primeiramente, defini-la em funcao
dos esforcos resultantes do estado de tensao do elemento de casca, ou seja, Ny, Vg

C Mﬂ’}'

De acordo com a Secdao (2.8.2), a superficie de escoamento adotada
conduz a separacao da estrutura em volumes com o comportamento de membrana

ou de flexao.

Nos pontos nodais, onde é permitida apenas a mudanca de curvatura
meridional, o diagrama das tensoes, considerando-se o comportamento elastico da
estrutura ao longo da espessura, sera linear. A relacao entre tensdao e momento {letor

meridionais pode, entao ser estabelecida, a partir de (2.23):

Mq;} iy
£2 1/2

{qu} — 6 (44)
Ja dentro dos elementos as tensoes circunferencial e meridional rela-
cionam-se com os esforcos de membrana, distribuidos uniformemente ao longo da

espessura, através das Equagoes (2.25) e (2.26), como:
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T — — (45)
t
N

Fg = tg (46)

A Equagao (4.3) pode entdo ser reformulada, sendo dividida em dois

volumes, elemento, Vg e rétula, Vi:

]3 ]4

e

Ny . ng, _ ) Mﬁrj
—£g - IV § : | dV =1 4.7
fvg( A ( /28"’) f , 1&H

Resta, ainda, a adaptacao dos termos da Equagao (4.7) para que possa

ser implementada de maneira adequada. Em outras palavras, o campo de deformacgao

deve ser definido em funcao dos multiplicadores plasticos e das rotacgoes nodais.

Deste modo para um elemento 1, considerando dV; = 2mr;(s)dyds:

4/2
Il = ZTrf (-Eg | ”éqf-,) r:(s)dyds (4.8)

;]2

que através de (3.13), (3.14) e (3.15), torna-se:

52 Vo, Do, C 2 ..
— 2??] / : ( * ) \f/\g(s) + A4(s) {/\E(S)) ri(s)dsdy+

t;/2
o - (4.9)
-!-Z?rff/ﬁ/ ng ( Xo(s ﬂ/\i( Y+ AL(s) A \?A;(%)) ri(s)dsdy

A integral I, é desenvolvida da mesma maneira, usando-se a Relagao (3.57)

para calcular €4. Logo, para cada ponto nodal z:

. tif2 :
Iy = 2’?1‘/ (12 &/{95 29, ) dy (4.10)

—t;'/'z



52
Somando-se [} e I} ao longo de todo o comprimento da estrutura

¢ realizando-se a integracao ao longo da espessura, chega-se & nova equacio de

restricao global:

NE
g .. ..
ZSNYRAHOE ‘?Az(s)wz(g)

1=1 t
NE
: 2. .
+27 ) ff Ng [ —A5(s) {Ag(s)nw\g(s)}

=] t

5 .
{AE(%) ri(s)ds ¥ +
)

V2
2

(s) ) ri(s)ds p + (4.11)

NE+1
+2m Y (My;) =1
=]

4.4 Verificacao Numérica

Antes, porém, de se aplicar (4.11) para o caso da saia de sustentacfo, trés casos

serao cstudados, como experimentos numéricos:

e casca cllindrica sujeita a uma carga de anel;
e casca cilindrica sujeita a pressao interna;

e casca esférica sujeita a pressao interna:

Como ja observado, nenhuma vantagem serd introduzida para estes
casos. O objetivo ¢ apenas a verificagdo da confiabilidade da Equacéo (4.11) na

determinacao da equacao geral de restri¢ao, para o caso de carregamento indireto.

4.4.1 Casca Cilindrica Sujeita a uma Carga de Anel

Na Fig. (4.1) representa-se uma estrutura de casca axi-simétrica cilindrica sujeita a
uma carga P, distribuida circunferencialmente. Para este tipo de problema a casca
nao s¢ comporta como membrana. Sua andlise deve ser feita através da teoria de

flexao para cascas cilindricas, [Kelkar e Sewell, 1987].

A compatibiliza¢dao dos deslocamentos na secido de aplicacio do anel

de carga permite a determinacdo dos esforcos X; e X, e, conseqiientemente, da
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Figura 4.1: Casca cilindrica sujetta a urna carga P de anel

distribuicao de momento fletor e forca normal localizados. O equilibrio de forgas
estabelecido, quando a casca ¢ dividida, nessa secio, em duas regides simeétricas,
fornece XJ = mX; = P/2. O esforco X, é obtido pela compatibilizacao, no contato
entre tais regioes, da rotacao que deve ser nula. A equacao de compatibilidade para

a. rotacao pode, entao ser escrita como:

T'z T
e _(P/2) + —X, =0 4,12
2]{'62( / ) [{C 2 ( )

sendo:

r, o ralo circunferencial da superticie media.

3
K= 12(1Et 7y denominado modulo de rvigidez a flexdo
— v
3(1 — )2 | *
C:< ( tz ) o \
\ /

t a espessura da casca
E o modulo de elasticidade

1y 0 coeliciente de Poisson
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A Equacdo (4.12) resulta em:

PT‘
N = ¢ 4.1
2 10 (4.13)

A distribuicdo de esforgos solicitantes ao longo da casca pode, portan-

to, ser descrita em funcio da carga P, segundo [Kelkar e Sewell, 1987] como:

Pr, _g
My = Lo e~% | cos oS _ SenC—S (4.14)
4(: o o
P : ;
Ny = C ,_E_ﬂ COS Q -+ SEI]Cq (415)

—e€
2 s T,

Os demais esforcos, My e (), sao omitidos durante a analise por razoes

expostas na Secao (2.8.2). Ja Ny é nulo, devido a auséncia de carregamento axial.

A equacdo geral de restri¢ao para este problema sera consequentemente:

NE ( ¢ c
) 5 . . 5 .
21y ¢ / Ng | —A4(s) \{_ 5(8) 4+ Ay(s) f/\fj(-:.) rods p -+
=1 \ i 2
NE+1 _ (4.16)
"|—2?T Z ﬂ/fqgat) = ]
=i |

para Ng e My fornecidos por (4.14) e (4.15), respectivamente.

Exemplo Numeérico

O problema de uma casca cilindrica sujeita a uma carga em anel fol analisado em

Drucker, 1953], através de um modelo de comprimento infinito. Considerando que as

forcas axi-simétricas sao auto-equilibraveis, neste caso de carregamento, pode-se con-
cluir, do principio de Saint-Venant, que seu efeito de flexao na estrutura permanece
localizado na regiao de aplicacdo da carga. Logo, a casca sendo sulicientemente

longa, nao havera nenhuma interferéncia dos efeitos de flexao da regiao de aplicagao
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GEOMETRY AND COLLAPSE MECHANISM OF THE SHELL - RFPT
Load; Verical and Horizontal Ring Load at Neda 0

End Conditions:

Node 1: Fully consirained

Node NN @ Fully constrainad
Number of nodes : 9

Number of elements: 8
PL/SIGMAY = 44722E-02
Thickness =  10000E-01
SIGMAIT) = .0DCDOE+O0
Weigth/m = 0E+00

I

il :

:
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Figura 4.2: Solucao para a casca cilindrica sujeita a uma carga P de anel

da carga nos apoios. Em sua analise, Drucker desenvolveu a seguinte {érmula para

a obtencao da carga limite normalizada pela tensao de escoamento do material:

PIJ

To

{
— B— /1ot (4.17)
lVa

onde 8 ¢é uma constante dependente da superficie de escoamento utilizada. Para o
prisma hexagonal adotado neste trabalho, Fig. (2.7), § vale 2,0. Uma discussao mais
detalhada do trabalho de Drucker sera realizada na Sec¢ao (6.3). Considerando-se os

segintes valores numericos:

r, = 0, 20m
t=10,0lm

L =0,36m
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Tem-se para carga limite L= 0,44721 - 107 *m
Jﬂ'

Resolvendo-se o mesmo problema através da técnica definida no Capitulo
(3), tendo com equacao de restri¢ao geral a Fungao (4.16), obtém-se praticamente o

mesmo resultado, Fig. (4.2).

4.4.2 Casca Cilindrica Sujeita a Pressao Interna

O problema da casca cilindrica sujeita a pressdo interna pode ser ilustrado atraves
da Fig. (4.3). Para sua andlise deve-se primeiramente considerar as tensoes de
membrana, que apareceriam, caso nao houvesse as restricoes de apoio. Em seguida,
aplica-se o método da flexibilidade, [Weaver e Gere, 1980}, para a obtencdo dos
esforcos devido a flexao nas extremidades. A solucao final é encontrada apos a

superposicao destas duas etapas de analise.

AL T i . . 44....
| ; S
L e i
- i |
I ;. |
_r e '.
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1 [
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L
=
e
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—_— _L !'
| AR _ ]
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Figura 4.3: Casca cilindrica sujeita a pressao interna p

Pela teoria de membrana, [[Kelkar e Sewell, 1987}, as tensoes resultan-

tes presentes devido a pressao interna sao:

Ny = pr, (4.18)
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Ny=0 (4.19)

Para a obtencao das tensdes provenientes das resiri¢cées nos apoios,
os esforcos de extremidades devem ser encontrados, através da compatibilizagao dos
deslocamentos. Por razées de simetria, as equacoes de compatibilidade em ambas as

extremidades serao:

r -3 2 o2
==X — pooaote =
| me™ T e < m -
=X ~— X, = 0
Tkt T g
A solucao de (4.20) é:
X, = 2 (4.21)
L= T P :
4R
Ag = _ 4.22
‘7 Etr, J )

IEm funcao de X; e X5, e a partir das equacgoes da teoria de tlexao,

|[Kelkar e Sewell, 1987|, para cascas cilindricas axi-simétricas, obtém-se:

. L= Z h,'::'f &= C!_L'.; CS
Ny = —DTo€ To t COS C— + S{“:ﬂ*g—) — pr,€e re | cOS — —+ sen (4.23)
'rﬂ T,,j rD TU
*r‘g ¢z (2 (z ?‘3 (e (s (s
My =p—=€e % [ cos— —sen— | + p—=¢€ o | cos — — sen (4.24)
QCE Ty o 2C2 s s
onde:
z=L—35

As Equactes (4.23) e {4.24) sdao func¢oes de dois parametros, rela-

cionados com a posicdo ao longo da casca, s e z. ISssa formulagao origina-se da

contribuicao dos esforcos provenientes da compatibilizacao dos deslocamentos nos

dois apoios.

Substituindo-se o resultado da superposicao dos esforcos obtidos a
partir das teorias de membrana e de flexdo, (4.18), (4.19), (4.23) e (4.24}, em (4.11),

chega-se a equacao de restricao geral:
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GEOMETRY AND COLLAPSE MECHANISM OF THE SHELL - Sim. [P

Simulation - Inlemal Pressure
End Conditions:

Node 1: Fully conslrained
Node NN : Fully constrained
Number ol nodes ; ¥
Number of elements © 4
PL/SIGMAY = .53086E-01

Thickness = . 10000E-01
SIGMA({T) = .00000E+00

i Weigth/m => 0E+00

|
|
|

Figura 4.4: Solucdo para a casca cilindrica sujetta a pressao lnterna

Uma completa solucao analitica para a casca cilindrica sujeita a pressao interna, com

restricdo em ambas as extremidades, pode ser encontrada em [Hodge, 1963]. Para

o caso do prisma hexagonal, Fig. (2.7), a carga limite é encontrada como:
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7 ¢ $2
— | ' 4.26
g, To (L/2)? (4.26)

Para a mesma geometria do problema da casca sujeita a uma carga de
anel, obtém-se

prlo, = 0,53086 - 10~

Iiste valor coincide exatamente com o obtido na Fig. (4.4), onde o problema de mi-

nimizacao (3.47) foi resolvido, utilizando-se (4.25) como equagao geral de restrigao.

4.4.3 Casca Esférica Sujeita a Pressao Interna

Na Fig. (4.5) encontra-se representada uma calota esférica de abertura 2a, sujeita
a pressao hidrostdtica p. Na auséncia de apolos engastados, a casca teria apenas

o comportamente de membrana e as tensoes resultantes seriam, segundo (Kelkar e

Sewell, 1987):

N, = N, = 2@ (4.27)

Figura 4.5: Casca esférica snjeita a pressao interna

Nas imediagdes do engastamento, o calculo dos esforcos provenientes
da flexao é feito pela compatibilizacao dos deslocamentos na extremidade, chegando-

se ao seguinte sistema.
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2r, V2 .2
;CSEHE{IXI { Eg senae Xy = ENE‘:’ (1 — v)sena
ztgi 4 - 210 (4.28)
——senaX; -+ X, =0
bt Bty
Cuja solucao é
Pro
= 1 — 4.29
A1 2(:5({1’.10:( ) ( )
2
g E}T'G
Xy = Ve (1 —v) (4.30)

De acordo com [Kelkar e Sewell, 1987], os esforcos resultantes em

funcao de Xy e X5 sao:

Ny = p;'j 1 Eye_cﬂmtgfi) cos {((5) (4.31)

., Mo —CB [eors (1) 4 sen (( :
Ny = — 5 (I —v)e™*" [cos ((F) + sen ((F)] (4.32)
My = p;'n Tﬂ(éc_z £ e~ [cos (( ) — sen ({B)] (4.33)

onde § = a — o.

Sobrepondo-se os efcitos de membrana aos de flexao e substituindo-se

o resultado em (4.11), obtém-se a equagao de restrigao geral:

NE Ny 5 .. . D« :
2m ) {/ Ny (-—)\“1(.5) | ghg(s) + A4(s) {)\E(a)) rods p +

e=1 s J
NE | V. ) 2.
+27 ) {/ Ny (—)\;(5) {AE(@) + Ae(s) A \é_,\g(s)) ?‘Qd.@} 4+ (4.34)

= {;
= NE+1
+2r > (My0;) =1
=1
para _ _
O 1 = . :
N = L%y UE_C’BCDtgfp cos ((JF)
2 ¢ _
Ng = p;D {1 — (1 — v)e P lcos {€B) + sen (Cﬁ)]}

My = pgﬂ ?ﬂ(;(:—z 2 e lcos ((3) — sen ({)]




61

Exemplo Numeérico

O problema dec calotas esféricas sujeitas a uma pressao hidrostatica foi bastante
estudado no passado. A aproximacdo analitica de [Onat e Prager, 1954] envolve
uma superficie de escoamento de quatro dimensées. [Hodge, 1963], por sua vez,
adotando um modelo de “casca sanduiche”, chegon a uma solucac mais precisa e, em

|[Hodge, 1960}, uma superficie de escoamento simplificada foi utilizada, sem perda de

precisdo nos resultados. Em [Iranco e Ponter, 1996] uma comparacao € feita com os
resultados de [Hodge, 1960], através da uima andlise cinematica via elementos finitos
apresentada no Capitulo (3). E com base neste trabalho que se procura verificar a

implementagio da equagao geral de restricao (4.34).

GEOMETRY AND COLLAPSE MECHANISM OF THE SHELL - IP GEOMETRY AND COLLAPSE MECHANISM OF THE SHéFLL - Sim. IPES
Load: Internal Prasstre Simulation - Internal Pressure
End Conditions: End Conditions:
Node 1: Frea Noda 1 : Froe
Noda NN :  Fully constrained Neda NN : Fully constrained
Number of nodes ; 22 MNumber of nodes : 7
Number of elements : 21 Number of alaments ; B
PL/SIGMAY =  .13352F-01 PL/SIGMAY = 13348E-01
1 Thickness =  .10000E-01 Thickness = .10000E-01
.| '“‘“\ SIGMA(T) = .00000E4+00 e +-— -ﬂ__ﬁhm SIGMA{TY = 0O0COE+D0
: . ,::n::l—?_a‘.:::_ -HH“'H,_ ) [ :::'__':‘2‘2'::1:::_:?:?%%&%%
[ q:ﬁk TEEML T
. x.,:.%%
AN
750 22 751 7
/ 4 -
.-r'/ -~ ol g
/ g ¥
, f#/jf
o0 {5 - 26 | | 15D

(a) Solugao obtida através da equagao geral de (b) Solugao obtida através da equacao geral de

restrigao (3.47) restrigao (4.34)

Figura 4.6: Solugao para uma calota esférica sujeita a uma pressao hidrostatica
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Os parametros geométricos para o problema aqui analisado sao:

r, = 1,50m
o= H1°
t =0, 0lm

A Fig. (4.6(a)) mostra os resultados da analise baseada em [Iranco
e Ponter, 1996], ou seja, utilizando-se a condicio (f) de (3.47) como equagao de

restricio. Caso esta equacgio seja substituida por (4.34) tem-se o resultado mostrado

na Fig. (4.6(b)).

Observe que os valores para a carga limite e o mecanismo obtido sao

praticamente os mesmos, apesar de se estar usando na Fig. (4.6(b)) um numero

menor de elementos.

Para os trés exemplos propostos, verificon-se que a utilizagao da kx-
pressao (4.11), como equacgio geral de restricdo, resultou em solugoes totalmente
compativeis com as obtidas, considerando-se o carregamento direto. Tal conclusao
serviu como grande incentivo para a aplica¢ao dessa abordagem no estudo do pro-

blema do comportamento da saia de sustentacio do tambor de coqueamento.

4.5 Analise da Saia de Sustentacao

4.5.1 Modelo Estrutural e de Carregamento

O modelo de carrcgamento adotado refere-se a segunda situagdo critica discutida no
inicio deste capitulo, ou seja, a fase de resfriamento. A rigidez do tambor, bem maior
que a da sala, determina, em grande parte, a rotacao e o deslocamento do conjunto
estrutural. Conseqlientemente, apesar de ainda aquecida, a saia tende, em seu ponto
de contato com o tambor, a retornar a sua posi¢ao inicial. Adota-se, portanto,
o modelo mostrado na Fig. (4.7), no qual considera-se o tambor indeformado, a

temperatura ambiente, e a saia ainda aquecida, com wn gradiente térmico AT. O
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procedimento de calculo sera o mesmo utilizado na secao anterior. A solugao elastica
para a assoclacao das duas estruturas cilindricas é obtida pela teoria classica de
cascas de parede fina. Conforme verificado na pratica, [Matos e Ramos, 1984], os
problemas estruturais concentram-se na regiao superior da saia de sustentagao. Nao
serd, considerada entao, para efeito de calculo de tensoes, a contribuigao dos esforcos
de compatibilizacdo dos deslocamentos na base da sala. Pelo principio de St-Venant
tais esforcos, por serem auto-equilibraveis, tém seus efeitos localizados e restritos a

proximidade do ponto de aplicacao.

~ L—7" I Sl B
|
D .
> F (peso do tambor)
E — e -----u--tt
0
e
3
= !
& \k s T Ky
) | 1
i 4 A O
i 7 J,
L] N AN
AT |
r i
5 . L I
— - ----l—t5
:
T ! X, o
o A K

Figura 4.7: Modelo estrutural e esforgos de compatibilizagao entre a saia e o tambor

De acordo com [Kelkar e Sewell, 1987], as equacCes de compatibilidade

para os deslocamentos no contato entre saia e tambor podem ser escritas como:

AXy + BX,
BX, + (CX,

ars AT
J

(4.35)

{

sendo:

r, 0 ralo da sala de sustentacao
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r; o ralo do tambor
« o coehiciente de dilatacao térmica

AT o acréscimo de temperatura

3 3
A= . 5o s 3
2K, 2K(;
2 2
Bes,  Ti Is
2R 2K
ry j Ts
C=xaTE.G
: Et, - I T S e
K, = 1201 : %5 denominado rigidez a flexao da saia de sustentagao
. Et » T T
K, = — >~ denominado rigidez a Hlexao do tambor
12{1 — v*)
( 2.2 )
4
£ s 3(1 - 8 )T‘S}
L

Ge

3(1— vl |*
t

t, a espessura da saia de sustentacao

t; a espessura do tambor

Resolvendo-se (4.35) obtém-se para os esforcos cortante e de flexao:

—Car, AT
v — ' 4-i
Al BE . 4(:; ( 36)
Bar AT
Ay = — 4,37
‘T B2 AC koY)

A partir de e Xo. as tensoes resultantes ao longo do comprimento
A partir de X; e Xy, as t ltant longo d p t

s da sala, My e Ny, podem ser calculadas como:

'1‘3AT - 5 5 g / y _ L=
M, = BG;;_ T _OZ_SSBH (ij) + V2B cos (i‘: ’1) e (4.38)
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ar, AT | (S 22 B(? (o5 Y| _ges
Ny = % > T
°= B2 A0 20, cos - ] Sl | L (4.39)

Mais uma vez é importante lembrar que, apesar de existirem, as demais
tensoes resultantes, My e (J, ndo sao calculadas, por serem omitidas na definigao das
condicoes de escoamento, Secao (2.8.2). Quanto a tensao resuliante na diregao axial,
seu calculo é independente dos esforcos de compatibilizacao de deslocamentos, uma

vez que s0 depende do peso [ do tambor de coque.

Ny=TF (4.40)

Conhecendo-se, entao, as tensoes presentes na saia de sustentagao,

pode-se definir a equacao de restricao geral a ser usada no problema de minimizagao

(3.47).

4.5.2 Determinacao da Temperatura de Colapso

A sala de sustentacao esta sujeita, como visto na secao anterior, ao peso do tambor,
denominado forca F', e as tensdes advindas da compatibilizacdo dos deslocamentos.
Para a definicao da equacao geral de restriciao, além da substituicao das tensoes

resultantes M, ¢ Ny na Equagdo (4.11), é preciso acrescentar o termo proveniente

da taxa de trabalho realizado pelo peso F":

Wg = 2nr, FU, (4.41)

x

onde /] é a taxa de deslocamentos verticais do nd 1, ponto de aplicacdo do peso F

do tambor.

A equacgao geral de restrigao torna-se, entao:
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s Z {f Ny ( (.5) | ?.\5(3) -+ /\fl(%) \f)fﬁ(ﬂ) deS} of
NE+1 | _ (4.42)
25 Y (Myb:) + 2mr. FU, = 1

1=1

Para o estabelecimento do problema de minimizagao(3.47), devem per-
manecer na equacao de restricao geral apenas os termos que sao funcao do parametro
que se pretende minimizar. O objetivo da andlise, proposta neste trabalho, € a ob-
tencao da temperatura em que ocorre o colapso da saia de sustentagao. Sendo o peso
I constantc ¢ previamente conhecido, é independente do gradiente térmico AT'. Logo

a Equacdo (4.42) deve ser reformulada. O problema de minimizacao pode, entao,

ser formulado, através de (3.20), (4.38), (4.39) e (4.42) como:
Para ATs¢ > AT

Minimize

ATg = (4.43)

sujeito as:

(a) Condi¢oes de Contorno.

(b) Condicées de Compatibilidade, & = BU.
(c) Lei de Escoamento, é&° = NA, para A > 0.
(d} o =D (e —£°) =0, durante o colapso.

(e) Condicoes de Restricao.

(f) EGR =

3 NE+1

ti/2 . 8 ;
FC*—Z{/UE]{TENX( Jrsdsdy p + Z { / .j)tygidy} — rs U,

4 £

s hmicting
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NE ( -~ om 5 5. Y NE+1
EGR=)_1 [ N; (—X‘i(s) P o (s) + Ais) f/\g(a)) rds b+ Y (Mz6,)
=1 L% / |
M* Qars -C I's (s n \@B (55 T\ | _es
= —sen COS € T

T B2 - AC | ¢ re re 4/
. arg HQOC { (sS 2V2B(? (s m\ e
S T B2 AT _ s CO5 , " sefll . 1) € s

Para as condic¢bes (a) até (e) o procedimento é o mesmo estabelecido

no Capitulo (3).

4.5.3 Resultado Numérico

Nas Figs. (4.8(a)) e (4.8(b)), estao representados o tambor de coqueamento e o de-
talhe da saia de sustentacdo, respectivamente. Os dados sao provenientes da Unidade

de Coque Retardado existente na Refinaria de Cubatiao em Sao Paulo.

e Tipo de aco: SA-515 GR.70

o Tensao de escoamento 250 M FPa

e Norma: ASME

e Temperatura de projeto: 846°F ou 450°C
e (iclo de producao: 21 horas

e Peso do Tambor: 9349000 N

O resultado da analise limite realizada, através da técnica descrita
neste trabalho, esta plotado na Fig. (4.9). De acordo com o obtido, a sata de
sustentacao devera entrar em colapso para o gradiente de temperatura de 379,5°C,
com o mecanismo plastico ocorrendo entre os nds 1 e 8. As deformacgoes plasticas
ficam, portanto, restritas ao topo da saia, o que ja era esperado, uma vez que, pelo
pl‘i'ﬂ{:fi::itj de St-Venant, considerou-se apenas os esforcos oriundos da jungaoc entre a
sala e o tambor. Esse resultado deve, entretanto, ser interpretado com cuidado, pois

a forma do mecanismo obtido representa apenas a situacao final de colapso, quando
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(a) Tambor de coqueamento (b) Sala de sustentagao

Figura 4.8: Representacao do tambor de coqueamento

somente os deslocamentos plasticas sdo consideradas. Além disso, devido ao escalo-
namento da equacgao geral de restricao, condic¢do () de (4.43), os valores numeéricos

fornecidos servem apenas para uma analise qualitativa destes deslocamentos.

Para se ter uma visao mais clara do que ocorre antes e apds o colapso,
seria necessaria a consideracao das deformacoes elasto-plasticas, durante a fase tran-

siente do problema.
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GEOMETRY AND COLLAPSE MECHANISM OF THE SHELL

Vertical Load and Temperature
End Conditions:

Node 1: Free

Node NN : Fully constrained
Number of nodes - 61
Number of elemenis ; 60
DTL / SIGMAY = 15181E-05%
Thickness = . 19000E-01
DTL = 379.5

SIGMA(T) = .25000E+09

Weigth/m = .16066E-02

-

—_——

3.00

A7 o

200 . ...

- Y I NS

Figura 4.9: Gradiente de temperatura limite e mecanismo de colapso

Determinacgao Simplificada dos Deslocamentos ao Longo da Saia Durante

a Fase Elasto-plastica

Os deslocamentos elasticos decorrentes dos esfor¢os de compatibilizagao na jungao
entre a saia e o tambor, (4.36) e (4.37), sao encontrados, de acordo com [Kelkar e

Sewell, 1987]:

e_% _C?’E (o8 Br? G om 4.44
(B2 ZACVK, | 203 COS - '\/ifihul - y (4.44)

Neste caso, os efeitos dos esforcos que surgem na base da sala, X3
; OS {

e X4, da Fig. (4.7}, devem também ser considerados. Apesar de ndo exercerem

influéncia no colapso da estrutura, sao significantes na definigao do deslocamento

global.

Repetindo-se o mesmo procedimento utilizado para o topo da saia,
a compatibilizacdo dos deslocamentos na regido de confato com o apoio produz o

seguinte sistema de equagoes:
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?‘3 T‘E
Xg 2 et X4 § — EET‘S&T
2K,(3 2K (°
rgcs X s (4.45)
e ' X,— = 0
SOK (2 ¥ YK,

cuja solucao fornece os esforcos de compatibilizacao dos deslocamentos na base da

saia de sustentacao.

4K, (3
Xy = ar;AT 1:55 (4.46)
P
K (2
Xy = ar,AT—; (4.47)

s

Em funcao destes esforcos, obtém-se a parcela do deslocamento w':

y ")
- {sa T R o
w = ar,ATe = { —2cos Cs — V/9sen Cs > (4.48)

T P 4

. L

Somando-se (4.44), {4.48) a ar,AT. chega-se ao deslocamento elastico

total:

w® = w® + w' + ar AT (4.49)

Eiste seria o deslocamento elasto-plastico presente na 1minéncia do
colapso caso, fosse admitido para o material, o modelo de encruamento 1sotrépico.
Um cédlculo mais preciso deve considerar a formacao da rotula no topo da sata,
bem como os escoamentos axial ¢ circunferencial que precedem o aparecimento do

mecanismo. O objetivo, entretanto, € apenas ilustrar as alteracoes na forma da

sala durante sua interacao com o tambor. Em vista disso e lembrando-se que esta
simplificacao nao interfere na determinacao da temperatura de colapso, adota-se
(4.49) como o deslocamento elasto-pldstico da saia anterior ao colapso, Fig. (4.10(a)).

Sua sobreposicao ao mecanismo € mostrada na Fig. (4.10(h)).
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71

GEOMETARY AND DEFORMATION PATHERN WITH
COLLAPSE MECHANISM

Vertica!l Load and Temperature

Noede 1: Fres End Conditions:

Node NN - Fully consirained Node 1: Free

Number of nodes : 61 Node NN : Fully constrained
Number of elements : €0 Mumber of nodes ; 81
DTL { SIGMAY = .158181E-D5 Number of selaments . 60
Thickness =  .13000E-D1 DL/ SIGMAY = .15181E-05
DT < 3795 Thickness =  .19000E-C1
SIGMAITY = .25000E+09 DTL = 3795

Woeigth/m = .16066E-02

SIGMA(T) = .25000E+09
Weigih/m = .16066E-02

3.00 3.00

/ 5 AT | /

T e

(a) Deflexoes elasto-plasticas na iminencia do (b} Deflexdo e mecanismo de colapso

colapso
Figura 4.10: Decflexao ao longo da saia de sustentacao

Influéncia do peso do tambor na determinacgao da temperatura de colapso

X

Primeiramente, € importante salientar que nao se considera nesta analise efeifos
de segunda ordem, originados pelo peso exercido pelo tambor no momento em que
a sala se encontra deformada. Independentemente desse fato, € natural imaginar
a influéncia significativa do peso na determinacao da temperatura de colapso. A
Tabcla (4.1) apresenta os resultados obtidos para o problema da saia, Fig. (4.8),
com a forca F' assumindo valores de compressao e de tracao. Para cada valor sao
fornecidos a temperatura e o comprimento do mecanismo de colapso. Este dltimo
refere-se a distancia entre as duas rotulas plasticas. Uma observagao a respeito
da convencao adotada deve ser feita, antes de qualquer discussao. Com base na
presenca do tambor, aplicando-se seu peso F' sobre a saia, adotou-se, para esse
caso, o valor positivo da carga, apesar de gerar tensoes de compressao. Seguindo
o mesmo critério, para F' negativa tem-se, como efeito, o tracionamento da saia de

sustentacao. A consideracao de esforcos de tracio tem a finalidade de mostrar que

somente tais cargas afetariam o valor do gradiente de colapso e que, na realidade,
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F(MN) | AT(°C} | Comprimento do Mecanismo {cm)

1 | -93,4900 149,1 67
2 | -9,3490 363,9 30
3 | -0,9349 377,9 26
4 0 379,5 26
5 | 0,9349 379,5 26
6 | 9,3490 379,5 26
7 | 93,4900 3795 26
8 | 934,9000 : :

Tabela 4.1: Analise para diversos valores de £

sendo o peso do tambor uma forca de compressao, nao contribue, portanto, para a

resistencia ultima da saia.

Dois fatos merecem destaque com relacio aos resultados obtidos:

¢ A nao obtencao de resultados quando a carga F' atinge o valor de 934, 90M N.

¢ Para os valores de compressdao da carga I, nao ha alteragao na temperatura

de colapso, a nao ser para o caso citado anteriormente.

Para explicar o primeiro fato, calcula-se a carga F,, necessaria para

que, sozinha, provoque o escoamento por compressao na direcao axial,
Sendo F, = 2nr i.0,, para os valores da Fig. (4.8) obtém-se:
F,=2r-3,7045 - 0,019 - 250 - 10°

F, = 111,056l MN < 934, 9000M N

Ou seja, a partir de F, o escoamento ocorre por esmagamento devido a

compressao simples, independentemente do gradiente de temperatura. l& exatamente

a situagdo da linha 8, Tabela (4.1), onde F' é maior do que F,.

rs

Para melhor entendimento do segundo fato, é necessario estudar o
comportamento das tensoes ac longo da saia de sustentacdo. Sendo a regiao de
malor concentracao de tensoes, espera-se que o topo da saia atinja o escoamento

em primeiro lugar, dando origem a uma rétula plastica. A utilizacao do prisma
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hexagonal, Fig. (2.7), como condi¢ao de escoamento, implica, como ja foi dito an-
teriormente, na divisao da casca em volumes, onde os comportamentos de membrana
¢ de flexao ocorrem separadamente, respectivamente dentro dos elementos e nos pon-
tos nodais. Como a forca I origina somente tensdes normais na direcao axial, sua
contribuicao é considerada apenas nos elementos, onde ¢ valido o Critério de Es-

coamento de Tresca, Fig. (4.11). Nao exerce, portanto, influéncia na formacao das

rotulas plasticas.

gdjg
CTG |
1
IV | .
i i
e R
111
*C’ITD

Figura 4.11: Condicao de escoamento dentro de cada elemento

Assim, cada elemento esta sujeito as tensoes normais axials, produzi-
das pela forca I, e circunferenciais, causadas pelos esforcos de compatibilizacao na
regiao de contato entra a sala e o tambor. Na IFig. (4.12) estd plotada a distribuigao
do esfor¢o normal Ny, calculado em (4.39), ao longo da saia de sustentagao, para
diversos gradientes de temperatura. Para todas as curvas observa-se que o esforco
normal se anula a mesma distancia, 41em, do topo da saia. Até esse ponto aparecem
apenas tensoes circunferencias negativas. Na auséncia das tensoes axiais, linha 4 da
Tabela (4.1), a segunda rétula pldstica se forma a 26em do topo da saia. Logo, todo
o mecanismo de colapso esta contido na regiao de compressao circunferencial. Com a
introducao da carga [, de compressao, o estado de tensces corresponde ao quadrante
[11] da Fig. (4.11). Caso F' seja menor que F,, ndo haverd esmagamento na direcao
axial. Consequentemente, o escoamento ocorrera apenas na direcoes circunferencial.
O colapso serd, entao, definido somente pelo gradiente de temperatura. Isto explica

os resultados nas linhas 5, 6 e 7 na Tabela (4.1).
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Figura 4.12: Esfor¢o normal na direcao circunferencial ao longo do comprimento da saia de

sustentacao

Por outro lado, caso F seja de tracao, o estado de tensodes dentro do
elernento na regiao proxima ao topo da sala correspondera ao quadrante V. O
escoamento sera, portanto, funcao da combinacao das duas tensoes de membrana.
(onsequentemente, a carga [’ contribuira para a definicdo do mecanismo e da tem-
peratura de colapso. Aslinhas 1, 2 e 3, da Tabela (4.1) correspondem a essa situacio,

apresentando solugoes diferentes para cada valor de F.

Completa-se, assim, a analise proposta, no inicio deste capitulo, para a
sala de sustenta¢do de um tambor de coqueamento. Uma estratégia de adaptacio do

problema para a técnica do Capitulo (3) foi apresentada. Um estudo qualitativo dos

deslocamentos ao longo da estrutura foi realizado e a interferéncia do peso do tam-
bor na detinicao do colapso, discutida. As conclusdes obtidas baseam-se, entretanto,

nas simplificacoes adotadas. Para uma analise mais detalbada do problema, algumas

consideragoes ainda precisam ser feitas. Propriedades do material como a influéncia
da temperatura na tensio de escoamento devem ser incluidas. Para a determinacao
dos deslocamentos, é preciso que se leve em confa a redistribuicao das tensdes ao
longo da casca quando esta entra no regime elasto-plastico. Finalmente, para um
estudo mais realislico da influéncia do peso do tambor, é importante considerar os

efeitos de segunda ordem, bem como o comportamento da saia durante a fase tran-
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siente do problema. Além disso, a introducao de uma condicao de escoamento, que

permifa a consideracao da mudanca de curvatura no interior do elemento, ;

hoss1bil-

ttaria uma visao maits precisa da Influéncia do peso na determinacao da tem)

de colapso.

peratura



Capitulo 5

Uma Estimativa “a Posterior?’” do Erro e

Procedimentos Adaptativos

5.1 Introducao

Na Secio (3.4.2), aplicando-se a Teoria das Aproximacgdes Conjugadas, {Brauchli e
Oden, 1971], chegou-se a uma relacao de consisténcia entre os campos das taxas de
deslocamento e de deformacao para o problema de otimizacao. Neste capitulo, esta
mesma relacao é deduzida a partir da minimizacao da norma de energia da diferenca
cntre as duas descrigoes independentes para o campo das taxas de deformacao. Com
base neste procedimento, foram dados os primeiros passos para a definicao de uma
estimativa a posterior: para o erro local. O estimador de erro desenvolvido representa

um avancgo, superando as limitagoes do indicador utilizado em [Franco et al, 1995],

¢ ¢ usado no cstabelecimento do refinamento adaptative. A estratégia adotada para
a. obtencao de uma nova malha durante o refinamento, é o procedimento adaptativo
do tipo h. A implementacao deste processo para a técnica de analise imite, descrita
no Capitulo (3), é verificada por meio da analise de alguns casos. Uma discussao
com base nos resultados desta andlise é feita, salientando-se as vantagens e falhas,

importantes para a orientacao de trabalhos futuros.

76
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5.2 Processos Adaptativos

Em analise numérica, qualquer processo que se utilize de resultados intermediarios,
cerados durante a solucao para aprimorar o modelo, é definido como adaptativo.
Portanto, o procedimento de obtencao de uma boa malha de elementos finitos,
baseado na experiencia do analista e nos resultados provenientes de uma primeira
analise é a principio adaptativo. Diversos sac os fatores, entretanto, que devem ser
considerados ao se definir a melhor discretizacao do modelo. O emprego de técnicas
que realizem o processo adaptativo, automaticamente, sem a interagao com o an-

alista, elimina grande parte do carater subjetivo da adequacao da malha, [Figueiredo,

1992].

Geralmente, a analise adaptativa envolve estimativas de erro a pos-
tertort, onde sdo utilizadas informacoes obtidas durante o processo de solugao. O
algoritmo adaptativo é, entao, construido em funcao do erro estimado F, através da

condigao:
E < Tol

onde Tol é a tolerancia pré-definida, [Magalhaes, 1994].

As estratégicas bastcas utilizadas nos processos adaptativos isolada-

mente ou combinadas entre si sao:

e Processo h: os elementos da malha sao subdivididos em elementos menores.

simultaneamente ou nao.

¢ Processo p: caracterizado pelo aumento no grau do polinomio de interpolagao

em toda a malha ou localmente.

e Processo r: os nos sao redistribuidos ao longo do dominio.

Pela sua simplicidade na implementacio, o processo h foi adotado,

neste trabalho, para a definicao do algoritmo adaptativo.
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5.3 Estimativa de Erro “a Posteriort’

Na Secao (3.4.3) foram estabelecidas medidas de erros locais, baseadas na diferenga
entre as duas formulagoes independentes para os campos de taxas de deformacao.
A utilizacdao desta diferenca na definicao da estimativa de erro da solucao, ‘el, é

& G ¢ ad, €.y &,

el e _ o . 2 ~ , ‘ |

portanto, bastante natural. Admitindo-se €} como a solucao melhorada para o campo
das taxas de deformagoes plasticas e €; a aproximagao para o campo das taxas de
deformacgdes totals, no momento do colapso, pode-se estimar o erro em um elemento

1 de uma malha A como:

i {22 -1\ -
€. — (Eh. o Eh) (Ol)

Essa definicao pontual é, todavia, dificil especificar, alem de conduzir
a interpretacoes nao muito confiaveis. Uma medida do erro muito mats consistente,

realizando-se sua integracao ao longo do dominio, é a chamada norma de energia. A

estimativa para o erro local é, entao, definida, em cada elemento 2, como:

*: -9 - 1 T - 9 -1 )]fz (/ w byt )1/2 =
= — D - € = De™df} 2
enll, (/ﬂ (Eh Eh,) (Eh Eh) \ o e e (5.2)

t 1

Seu valor para todo o dominio é obtido através da raiz do somatério

do quadrado das contribuicées dos N E's elementos.

NE

[8al” = >_ lleill; (5.3)

=1
No Apéndice (A), demonstra-se que a minimizac¢io da norma apre-
sentada pela Equacao (5.2), fornece a relagdo de consisténcia (3.33), utilizada na
definigao do indicador de erro, Equactes (3.45) e (3.46). [Estas equagoes impoem,
na dirccao circunferencial, uma condicao muito forte, produzindo solucgoes de qua-

lidade equivalente para os campos de taxa de deformacao nesta direcao. Por outro

lado, a condicao estabelecida na direcdo meridional pelas equagdes acima, ja nao

tem a mesma precisao, produzindo solucoes descontinuas para o campo de taxas de
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deformacao €;. O campo &2 é tratado, por isso, como uma solucio melhorada na

definicao do estimador de erro. Maiores detalhes a respeito destas condicoes podem

ser encontrados em [Franco e Ponter, 1994al.

A qualidade do estimador de erro ||€,|| pode ser avaliada através do

imdice de efetividade, #, obtido pela razao entre as normas dos erros estimado e

cxato:

Eh |

g _ |

(5.4)

el

Considerando uma sequencia de malhas refinadas uniformemente em
clementos de igual tamanho A, se 8 aproximar-se da unidade a medida que h — 0,

o estimador de erro € definido como assintoticamente exato, [Zienkiewicz e Taylor,

1989b).

Desde que a solucéo exata para os tipos de problemas aqui analisados

o A
Eemeh

nao esta disponivel, o valor real do erro serd substituido por |lef|| = l

-

do refinamento adaptativo, descrito na proxima secao, na qual a solugao encontra-se,

¥ '2 * ]_ A F ] . a7 -
gl — Eh”. Os parametros com o indice e referem-se a wma malha obtida atraveés

1 E",.Z

C e’

1

por hipotese, proxima da exata, e consequentemente €

Dcfinindo-se a norma de erro da solucao melhorada como ||&;| =

2 &2

e

rapidamente do que ||ef ||, ou seja, |[&,]| /||e}.|| = 0 quando ||e}|| — 0. Esta afirmagao

, 0 estimador de erro sera assintético caso |[&,|l convirja para zero mais

é demonstrada por meio de um teorema definido no Apéndice (B), que fornece como

alternativa para a definicao de 8:

5.4 Estratégia de Refinamento Adaptativo

A principio, o refinamento uniforime de uma malha em elementos cada vez menores,

conduz inevitavelmente a soluc¢des melhores. O preco pago por cste procedimento € o
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elevado custo operacional. Através de um refinamento seletivo, é possivel discretizar
melhor as regioes em que o erro esteja mais concentrado, chegando-se a solugoes mais

precisas para uma malha com menor nimero de graus de liberdade. Adota-se, neste

trabaltho, a estratégia estabelecida em {Zienkiewicz e Zhu, 1987], onde se procura

encontrar a malha o6tima na qual a norma de erro global seja menor que um limite

pré-definido.

"

Malha étima, como definida em |[Duarte, 1991], é aquela que fornece
menor norma de erro (erro 6timo) para um dado numero de graus de liberdade.
Outra caracteristica é que a norma do erro deve ser constante, ou uniforme, para

todos os elementos.

O parametro adotado nesta dissertagao para a caracterizacio da qua-

lidade de uma determinada malha A € o erro percentual estimado, definido como:

B3| —

A

[exll” +

Tth — 1|2 (5'6)
Eh

Dois critérios, um global e outro local, devem, portanto, ser satisfertos
ao se estabelecer o procedimento adaptativo. O primeiro é definido estabelecendo-se
que o erro percentual estimado deve ser no méaximo igual a uma valor pré-definido,

17, O11 seja:

n, <7 para todo o dominio (5.7)

Localmente, o critério de refinamento pretende obter uma distribuicao
de erro uniforme, impondo-se um limite para a norma do erro em cada elemento.
Logo, supondo-se que se tenha a malha étima, a exigéncia (5.7) estabelece o valor
para o erro maximo permitido em cada clemento, através do parametro eg, definido

COINO s5€ s5egue:

+.1

(1 + J )] (5.35)
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Consequentemente, quando a taxa

eill;

Si s ” bl > 1 (5‘9)
CK

o elemento ¢ deverd ser refinado. Caso a taxa de convergéncia da norma do crro

seja da ordem de O(h?), um valor aproximado para o tamanho dos novos elementos

aninhados no elemento 2, é obtido:

h?;
6}/?

2

. para §; > 1 (5.10)

i, =

sendo p a ordem do polinémio de interpolagao, que no caso desta formulagao € um.

Finalmente o algoritmo de refinamento pode ser descrito como:

e A partir de uma malha inicial, resolve-se o problema de analise limite (ou de

“shakedown”) e calcula-se o erro estimado emn cada elemento.

e Calcula-se a maximanorma de erro permitida, ex, e verifica-se quais elementos

devem ser refinados.

e gl
¢ Calcula-se a taxa de divisao ¢, & para cada elemento, os novos tamanhos n; e

realiza-se o relinamento.

¢ Resolve-se novamente o problema de andlise limite ( “shakedown”) para a nova

malha.
o Repete-se o processo até que se obtenha & < 1 para todos os elementos.
A condicio definida pela Equacéo (5.7) poderia, também, ser usada

como critério de parada para o processo adaptativo. Optou-se, no entanto, por

utilizé-la apenas indiretamente na determinacao de condicao (5.8).
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5.5 Exemplos Numéricos

A seguir, alguns casos de cascas axi-simétricas, sujeitas a pressoes internas, sao
analisados através da técnica descrita neste trabalho. Em cada caso, wma malha
grosscira ¢ inicialmente usada para se obter duas sequéncias de malhas aninhadas.
A primeira é resultante de um refinamento uniforme e a outra da estratégia adapta-
tiva descrita na Secao (5.4). Tabelas e graficos sdo produzidos, a partir dos dados
extraidos de cada sequéncia, para se verificar a eficiéncia do estimador discutido na

Se¢do {5.3) e do processo adaptativo implementado.

Basicamente, a analise de cada caso divide-se em duas etapas. Primeira-
mente ¢ medida a qualidade do estimador de erro. Através dos dados obtidos a
partir da sequéncia de malhas uniformes, dois graficos sao pmduzidms. No primeiro,

e, ||, sao compara-

as normas de erro da solucao e de seu valor melhorado, ||ef] e

das quanto ao seu comportamento durante o refinamento. Ja no segundo grahco,
avalia-se o Indice de efetividade, Equagao (5.4), que deve assumir valores préximos

a unidade para que se garanta a convergencia do estimador de erro.

Na segunda etapa da analise, compara-se a taxa de convergéncia do
erro ||e} || para as duas sequéncias de malhas, obtidas através do refinamento uniforme

e da estratégia adaptativa, com a finalidade de se verificar a eficiéncia desta ultima.

5.5.1 Casca Toroidal Sujeita a Pressao Interna

O problema da casca toroidal corresponde ao caso estudado em [Drucker e Shield,

1958]. A casca ¢é descrita como engastada em uma extremidade e presa a uma placa
rigida na outra, conforme mostrado na IFig. 5.1(a). Os limites superior e inferior

para a carga de colapso podem ser calculados usando-se as solugoes analiticas (5.11)

e (5.12), obtidas em [Drucker e Shield, 1958].

P i
(229 == o () 335) (limite inferior) (5.11)
o, R
2
s g oy (13 G—rie{(), ‘34) (Limite superior) (5.12)
Ty It 'y
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(a) Geometria e mecanismo proposto em {Drucker e Shield, 1958]

GEOMETRY AND COLLAPSE MECHANISM QOF THE SHELL - 1P

| oad: Internal Pressure
End Conditions:
Noda 1: Global displacement "W" constraint
Node NN - Fully constrained
Number of nodes : 83
Mumber of eloments . 82
PL7/SIGMAY = 16243E-02
Thickness = . 40000E-02
1 SIGMA([T) = .00000E4+00

1.7 i

|

1.6

557\ 83

150 _1.56

(b) Solugdo e mecanismo de colapso

Figura 5.1: Casca Toroidal com espessura { = dmm

83
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Para a geometria definida na Fig. (5.1(a)), as Equacgoes (5.11) e (5.12)

fornecem para a carga de colapso:

£ = 0,00159 (limite inferior) (5.13)
Ty

F - .

— = 0,00161 (limite superior) (5.14)
Ty

Iostas solucoes analiticas podem ser comparadas com a solucao numeérica

para a malha refinada da Fig. (5.1(b}).

Nas I'igs. (5.2(a) a 5.2(e)) estdao apresentadas as distribuicdes para a
norma do erro estimado em cada malha do refinamento adaptativo. Ksta seqiiencia
de solucoes indica claramente a tendéncia do erro de se distribuir uniformemente

entre os elementos, a medida que se realiza o refinamento.

Na Tabela (5.1) estao listados os dados para os varios parametros

calculados durante o refinamento uniforme da casca toroidal. Os valores usados para

se comparar as normas (€|l e ||€.]], para este caso, encontram-se na Tabela (5.2).

As curvas correspondentes a estes dados estio tracadas no grafico da Fig. (5.3).

Observa-se que a norma do erro da solugao melhorada, ||ef ||, assume valores bastante

inferiores que a norma da prépria solucao ||€,||. Como conseqiéncia, o indice de

efetividade deve estar préoximo da unidade, o que pode ser constatado pelo gratico

na estimativa

da Fig. (5.4). Estes resultados comprovam a qualidade da norma ||&]

do erro da solucao.

Malha | NN h €212 &) |enll? Pp oy
0 4 | 0,04189 | 2,55279E-04 | 3,36434E-03 | 2,78320FE-03 | 1,6933E-03
i 7 1 0,02094 | 2,95162E-04 | 9,754248-04 | 6,00797E-04 | 1,6305E-03
. 13 | 0,01047 | 2,70684E-04 | 4,47047E-04 | 1,57140E-04 | 1,6306E-03
3 25 | 0,00524 | 2,82046E-04 | 3,25046E-04 | 3,81749E-05 | 1,6241E-03
4 49 | 0,00262 | 2,81971E-04 | 2,92720E-04 | 9,54454E-06 | 1,6241E-03

Tabela 5.1: Malhas refinadas uniformemente
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ELEMENT ERROR MEASURED BY THE ENERGY NORM ELEMENT ERROR MEASURED BY THE ENERGY NORM
OF THE STRAIN RESIDUAL OF THE STRAIN RESIDUAL
[ 1.73 \1.73
' 1.63 “1.63
1.50 156 150 _1.56
(a) Malha 0 (b) Malha 1

1.73
I‘t.

ELEMENT ERROR MEASURED BY THE ENERGY NORM
OF THE STRAIN RESIDUAL

A

1.50_ 156

1.73
'1.&

ELEMENT ERROR MEASURED BY THE ENERGY NOAM
OF THE STRAIN RESIDUAL

Ty
R

AT
_rh:.I

1.5Q_1.56

1.73
'1.%

ELEMENT ERROR MEASURED BY THE ENERGY NORM
OF THE STRAIN RESIDUAL

'xl.

1.50Q_156

(c) Malha 2

(d) Malha 3

(e) Malha 4

Figura 5.2: Distribui¢do da norma do erro para a Casca Toroidal -refinamento adaptativo



Tabela 5.2: Malhas refinadas uniformemente - valores para o estudo da convergéncia

(5.3). A comparagao entre as duas seq

Malha lleI1* llenl) 0 Mh
0 | 3,08472E-03 | 2,43397E-05 | 0,9499 | 67,29
1 6,95805E-04 | 1,55432E-05 | 0,9292 | 61,74
2 1,67428E-04 | 8,93411E-06 | 0,9688 | 51,00
3 | 4,54273E-05 | 2,42807E-06 | 0,9167 | 32,42
4 1,31017E-05 | 2,35286E-06 | 0,8535 | 17,77

log(h)
-3,0 2,0 1,0 0,0
| | | 0,0
—o— log(II&,II) il
—4— log(lle]l
Bdie) T -1,0
/‘-
A - 1.5
f.-""
// T -2,0
:/ T 2.5

Figura 5.3: Grafico da convergéncia das

- -3,0

normas ||ex|le ||e}||

12 |
0T e — = g """~ -
0,8 T
o 0:6 T
0,4 T
0,2 T
0.0 -+ % | | |
0 10 20 30 40 50
NN

Figura 5.4: Grafico da convergéncia do Indice de Efetividade
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Os dados obtidos no processo adaptativo estao reunidos na Tabela

A, "

iiéncias de refinamento da norma do erro ||ef||

esta ilustrada no grafico da Fig. (5.5), tracado em fun¢ao dos valores listados nas

Tabelas (5.2) e (5.4). Neste caso ambos os refinamentos tiveram a mesma taxa de

convergencia.



Malha | NN | [|&|] 1612 | lleal®? | Pifoy
0 4 | 2,55279E-04 | 3,36434E-03 J 2,78320E-03 | 1,6933E-03
i 10 | 2,94188E-04 | 7,23152E-04 | 3,73073E-04 | 1,6295E-03
' 23 2,84477E-04 | 3,67235E-04 | 6,51905E-05 | 1 ,6245E-03
3 38 | 2,84288E-04 | 3,05872E-04 | 1,88361E-05 | 1,6244E-03
4 54 | 2,79631E-04 | 2,87897E-04 | 7,31367E-06 | 1,6243E-03

Tabela 5.4: Malhas refinadas adaptativamente - valores para o estudo da convergéncia

Malha e I* Mh
0 3,08472E-03 | 67,29
4,43534E-04 | 58,34
2 7,76163E-05 | 39,28
3 2,62538E-05 | 24,09
4 8,27816E-06 | 15,74

log(NN)

0,0 1,0

2,0

0.0

0,57

-1,0 T

)

log(lle

20T

25T

=0~

o B

AN

1

—&— Refinamento Uniforme

—#— Refinamento Adaptativo

Tabela 5.3: Malhas refinadas adaptativamente
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Figura 5.5: Gréfico da convergéncia da norma do erro ||e§|| para os refinamentos uniforme e

adaptativo
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5.5.2 Vaso Toro-esiérico Padrao ASME Sujelto a Pressao In-

terna

A estrutura, cuja geometria esta definida na Fig. (5.6(a)) corresponde a combinagao
de tres elementos basicos, ou seja, as cascas cilindrica, toroidal e esférica. Este

é um tipo de vaso de pressao bastante comum, que de acordo com os parametros

geométricos representa o vaso toro-estérico padrac ASME.

A solucao e o mecanismo de colapso, para uma malha bastante refinada
é mostrada na Fig. (5.6(b)). As duas malhas encontradas na I'ig. (5.7) ilustram a

distribuicao do erro, que se torna quase homogénea apds o refinamento adaptativo.

GEOMETRY AND COLLAPSE MECHANISM OF THE SHELL - IF
{ pad: Intarnal Pressure

End Conditions:

Mode 1: Fres

Node NN : Fully constrained
Numbar of nodes : 45

Mumbar of eloaments : 44
PL/SIGMAY =  38701E-02

Thickness = .10000E-01
SIGMA(T) = .0DODOE-+00

2.00 T R

Fixo de Revolucdo

Frelar

- D/2 -
/

(a) Geometria {(b) Solucao e mecanismo de colapso

Figura 5.6: Vaso Toro-esférico Padraoc ASME com espessura { = lem e R = 2m
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- |
ELEMENT ERROR MEASURED BY THE ENERGY NORM ELEMENT ERROR MEASURED BY THE ENERGY NORM
OF THE STRAIN RESIDUAL OF THE STRAIN RESIDUAL
;
:
200 - 2
: a0 ; a0
1.27, 127
/50 il 150 B 150
(a) Malha 0 (b) Malha 1

Figura 5.7: Distribuicao da norma do erro para o Vaso Toro-esférico Padrao ASME - refinamento
adaptativo

Nas Tabelas (5.5) e (5.7) estao os valores calculados para o vaso toro-
esférico, das sequéncias uniformes e adaptativas de malhas. Da mesma maneira
que na casca toroidal, os dados da Tabela (5.6) sao usados para tragar os graficos
das Figs. (5.8) e (5.9). Novamente é verificado que a norma do erro da solucao
melhorada, ||€xl||, estda mais proxima de zero que a norma do erro da solugao de

cada malha, ||ef||, Fig. (5.8). Também o indice de efetividade esta bem préximo da

unidade para toda a seqiiéncia uniforme de malhas, conforme mostra a Fig. (5.9).

Malha | NN h l1€%])? Gl lenll® | Pr/oy
0 24 | 0,06484 | 7,25658E-04 | 2,00310E-03 | 1,14208E-03 | 4,0384FE-03
1 47 | 0,03242 | 6,76892E-04 | 9,17947E-04 | 2,21330E-04 | 3,9913E-03
2 93 | 0,01621 | 6,85653E-04 | 7,55168E-04 | 6,32845E-05 | 3,9784E-03

Tabela 5.5: Malhas refinadas uniformemente
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Figura 5.9: Grafico da convergéncia do Indice de Efetividade

Tabela 5.6: Malhas refinadas uniformemente - valores para o estudo da convergéncia

Malha llesII? l|&nl]* 6 Nh
0 1,32037E-03 | 4,29216E-05 | 0,9300 | 60,26
1 2,35210E-04 | 5,84422E-06 | 0,9700 | 44,08
2 3,24319E-05 | 2,91678E-06 | 0,9347 r27,31
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Finalmente, uma excelente convergéncia produzida pela estratégia a-

daptativa se comparada ao refinamento uniforme, pode ser verificada através do

grafico da Fig. (5.10).

Malha | NN 11€2 ]2 € |1 l&nll® Pr/oy
0 24 | 7,25658E-04 | 2,00310E-03 | 1,14208E-03 | 4,0384E-03
1 42 | 6,78501E-04 | 6,79820E-04 | 1,58376E-05 | 3,9701E-04

Tabela 5.7: Malhas refinadas adaptativamente
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Malha lleg|? o

0 1,32037E-03 | 60,26
1 2,91606E-06 | 15,09

Tabela 5.8: Malhas refinadas adaptativamente - valores para o estudo da convergéncia

log(NN)
0,0 05 1,0 1,5 2.0
00 +—— | - |
—&— Refinamento Uniforme
D51
—#— Refinamento Adaptativo
-1,0 71
[
o AT |
b :
£ 207 3, e
251
1
30

Figura 5.10: Gréfico da convergéncia da norma do erro ||e|| para os refinamentos uniforme e

adaptativo

5.5.3 Topo Toro-esférico Sujeito & Pressao Interna

A analise, agora, refere-se a uma tampa toro-esférica engastada, cuja geometria,
definida na Fig. (5.11(a)), nao segue o padrao ASME. Na Fig. (5.11(b)) estao
definidos o mecanismo de colapso e a solu¢ao para a malha, obtida pelo refinamento

adaptativo, e cujos parametros serao usados na defini¢do das normas ||e§|| e ||éx]|.

O procedimento de analise é o mesmo usado nos exemplos anteriores.
Os valores extraidos de cada malha, para as seqiiéncias de refinamento uniforme
e adaptativo, encontram-se nas Tabelas (5.9) e (5.11). Através do gréfico (5.12),
tragado a partir da Tabela (5.10), verifica-se a eficiéncia da solugao melhorada &2,
cuja norma de erro se encontra bem proxima de zero, mesmo para a malha mais
grossa. Este resultado pode também ser constatado pelo grafico da Fig. (5.13), que

mostra o indice de efetividade, €, proximo da unidade.
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Figura 5.13: Grifico da convergéncia do Indice de Efetividade

Tabela 5.10: Malhas refinadas uniformemente - valores para o estudo da convergéncia

Malha | NN h |1&2])? 1€ 12 llenll? Pr/oy
0 ¥ 4 0,18781 5,37336]3-03 1,33029E-02 | 8,01276E-03 1,9809E-02
1 13 | 0,09391 | 2,73370E-03 | 9,14957E-03 | 5,28944F-03 | 1,9355E-02
2 25 | 0,04695 | 2,78172E-03 | 3,87144E-03 | 9,35737E-04 rl,SZI 5E-02

Tabela 5.9: Malhas refinadas uniformemente

Malha [ [leg||? ll&n]f? o |

0 1,04370E-02 5,07445E-04 | 0,8762 61,31

1 6,28366E-03 | 1,32213E-04 | 09175 | 60,53
T

2 1,00553E-03 | 8,41872E-05 | 0,9647 | 44,12
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Para a comparagao entre os refinamentos uniforme e adaptativo, pro-

duziu-se o grafico da Fig. (5.14), a partir dos dados das Tabelas (5.10) e (5.12).

Observa-se que a estratégia adaptativa apresentou uma taxa de convergéncia bem
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malor que a correpondente ao refinamento uniforme.

Malha | NN I1&2|12 IE2 | (el PL/ay
0 T 3,37336E-03 | 1,33029E-02 8,01 276FE-~03 1,9809E-02
1 13 2,7056T1E-03 3,04011 E-03 3,88728E-04 1,8170E-03

Tabela 5.11: Malhas refinadas adaptativamente

| Malha lles |2 Th
0 1,04370E-02 | 61,31
1 1,74202E-04 | 33,67

Tabela 5.12: Malhas refinadas adaptativamente - valores para o estudo da convergéncia

log(NN)
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Figura 5.14: Grafico da convergéncia da norma do erro |le¢|l para os refinamentos uniforme e
Kl P

adaptativo

5.5.4 Consideracoes Finais

Em cada caso, duas etapas de resultados foram apresentadas. Na primeira, a
eficiencia do estimador foi testada, em fungio dos valores obtidos para uma sequeéncia
de malhas refinadas uniformemente. Para este fim, os graficos das Figs. (5.3), (5.8) e
(5.12) foram produzidos, possibilitando a comparacio entre as taxas de convergencia

da norma de energia global do erro exato, ||e{|| e da norma da solucio melhorada

LAl

Algumas observagoes sobre o comportamento do indice de efetividade

ainda precisam ser feitas. Analisando-se os graficos das Figs. (5.4), (5.9) e (5.13),
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observa-se que # mantém-se préximo da unidade, mesmo para malhas grosseiras,
indicando uma boa qualidade do estimador. O campo de deformagao &° praticamente
coincide com a solugdo da malha mais refinada (utilizada como solu¢do cxata), o
que também reforca a precisdo da técnica usada. Este fato pode ser verificado pelos

eraficos das Figs. (5.3), (5.8) e (5.12), observando-se que as normas de

.|l assumem

valores bem abaixo do que aqueles correspondentes as normas |ie}|i.

Na segunda etapa, pretendeu-se comparar o refinamento adaptativo
com o uniforme, em funcdo do nimero de nos. Os resultados, apresentados nos
eraficos das Figs. (5.10) e (5.14), conduzem a observagdo da melhor eficiéncia do
processo adaptativo. Apenas na Casca Toroidal, grafico da Fig. (5.5), obtém-se
a mesma convergéncia entre o refinamento uniforme e o adaptativo. Neste caso,
altcracdo no mecanismo ao longo da seqiiéncia de malhas se deve apenas ao deslo-
camento da rétula intermediaria. As demais rétulas plasticas estdo fixas nos apotos.
Em vista disso, a deformacao plastica ocorrera em toda a casca. O refinamento
adaptativo, portanto, dé origem a malhas semeclhantes as obtidas pelo refinamento

uniforme, determinando a coincidéncia entre as taxas de convergencia de ambos os

refinamentos. Nos vasos toro-esféricos, seja fora ou dentro do Padrao ASME, graficos
das Figs. (5.10) e (5.14), constatou-se uma convergeéncia na ordem de 5,5x1 e 3x1,

respectivamente, superior as taxas obtidas para o relinamento uniforme, em torno

de 1x1.

Em vista dos resultados obtidos e das conclusées deles advindas pode-
se medir a qualidade da implementacao realizada. Bastante cuidado deve, entretanto,
ser tomado na comparacao com os trabalhos aqui citados como referéncia, tais como

Zienkiewicz e Zhu, 1987], [Zienkiewicz e Zhu, 1992a], [Zienkiewicz e Zhu, 1992b],

Zienkiewicz e Taylor, 1989a)] e [Zienkiewicz e Taylor, 1989b|. O que se tentou tazer

fol uma analogia a técnica por eles desenvolvida, em wm contexto, porem, bastante

diferente, quanto ao tipo de anélise. Neles o Método dos Elementos Finitos € util-
izado na solucao de problemas modelados através de equagdes diferenciais. O melo
continuo é discretizado em subdominios {elementos) e seu comportamento passa a
ser descrito por um numero finito de parametros. Usa-se, entao, conceitos do calculo
variacional para se construir uma solugao aproximada sobre o campo de elementos
finitos, [Becker et al., 1981]. Ja no presente traballio o problema origina-se do te-

orema cinematico da andlise limite. Aqui também, o meio continuo é discretizado
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em elementos, e parametros sao criados para definir o comportamento da estrutura.
Diferentemente dos problemas de elementos finitos padréao, nao se chega a um sistema
de equacgoes mas num problema de otimizacdo, resolvido pela programacao hnear.
Esse fato explica alguns resultados inesperados em uma primeira analise, como a
pequena variacao da carga limite entre as seqiiéncias de malhas, se comparada a
norma do erro estimado, ||€||, que apresenta uma variagao bem maior. Para expl-

car este fenonimo deve-se enveredar pelos fatores responsaveis pelo erro da solucao,

[Duarte, 1991]:

8

e IErro da discretizacao, que decresce a medida que se rehna a malha ou se
aumenta a ordem do polinomio de interpolagac. Este erro é decorrente da
divisao do dominio em elementos finitos e do tipo de funcao de interpolacao

escolhida.

e Erro da modelagem matematica, consequencia das simplificagoes realizadas na

geometria e material do sistema fisico real.

¢ Frro de arredondamento, resultado da limitacao imposta pela representacao

de numeros reais pelo computador.

Além desses fatores, ainda deve ser incluido:

e Frro na deteminacao do mecanismo em fungao da otimizagao.

Este ultimo depende basicamente da posicao dos nos, ja que consti-
tuem as dnicas opcoes de formacio de rétula pldstica. E o que ocorre na casca
toroidal, Tabela (5.1). Da malha 0 & 1 ¢ 2 & 3 hd uma alteracao na posigao das
rotulas plasticas, indicando a reducgdo do erro em funcao do refinamento realizado.
Tal reducdo se deve & mudanca do mecanismo e a discretizacao da malha. J& entre
as malhas 1 e 2, 3 e 4 praticamente nao ha variacdo no mecanismo de colapso. A
alteracao da carga limite deve-se apenas a questoes de precisao numérica. Nesses
casos, a aproximacao entre as duas formulagoes para o campo de taxas de deformagao

F

é resultado somente da reducio no tamanho dos elementos. Tal erro sofre, porém,

uma limitacio imposta pela técnica usada. Na tentativa de se obter uma relacao

s
¢

consistente entre &' e &% foram deduzidas na Secdo (3.4.3) as Integrais (3.45) e (3.46),
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estabelecendo-se que &' e €% devem se aproximar pela média na direcio meridional
enquanto que, na direcao circunferencial, esta aproximacao se da de uma maneira
muito mais forte. A explica¢ao para isso encontra-se na matriz B, Equagao (3.8), que

induz no campo &' uma descontinuidade na dire¢io meridional. Esse fato impede sua

aproximacao do campo &2

, que € continuo nas duas diregoes. Logo, nas primeiras
malhas, onde nao se obteve ainda o mecanismo ideal, a norma do erro recebe a
contribuicao da diferenga dos campos de taxa de deformacao, nas duas direcoes.
Com a convergéncia da solugao, apenas a direcao meridional continua contribuindo
com o erro. Nas Figs. (5.15(a)) e (5.15(b)), tem-se a plotagem dos valores que os
campos de taxa de deformagao assumem ao longo de cada elemento, para a malha
2, da casca toroidal. A coincidéncia entre os dois campos na direcao circunferencial
correponde as condig¢oes impostas pela relagao de consisténcia (3.33), ja discutidas
na Sec¢ao (5:3). O mesmo nao acontece na dire¢do meridional, onde o refinamento
nao produz alteragoes do valor da carga limite, mas ainda indica a existéncia de erro.

Nesse caso, a condi¢ao imposta é de que o residuo entre os campos de deformacao

seja zero, apenas na média, como mostra a Fig. (5.15(b)), para todo o dominio.
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0.0 1 , i | - i
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(a) Diregao circunferencial (b) Diregao meridional

Figura 5.15: Campo das taxas de deformacao



Capitulo 6

Desenvolvimento de um Novo Elemento e

do seu Campo de Deslocamentos

6.1 Introducao

#

A definicao de um modelo fisico para a analise de uin problema de engenharia e

sempre uma tarefa ardua. A busca de uma lei, que descreva realisticamente o

fendmeno em estudo, deve sempre estar atenta ao grau de complexidade que tal
avanco representa. A viabilidade de determinada formulagao depende de sua capa-
cidade de equilibrar o realismo com a simplicidade do modelo. Dentro desta filosofia,
diversos trabalhos, na década de 50, procuraram estabelecer um critério de escoa-
mento para os problemas de cascas axi-simétricas. Um levantamento de alguns dos
principais estudos realizados para este fim ja fol mostrado na Secao (2.8.2), sendo
desnecessario repeti-lo. O objetivo deste capitulo é apresentar uma nova e mais com-

pleta superficie de escoamento, obtida a partir da limearizacao da superficie exata

desenvolvida em |[Onat, 1955}, para cascas cilindricas. Sua utilizagao permite a con-
sideragao da variacdo de curvatura, nas regides situadas entre as rotulas plasticas,
sendo aplicavel a cascas axi-simétricas genéricas . Para tal, fol necessario desen-

volver também um novo elemento de casca cujos campos, para as taxas de desloca-

£
o0
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mento e deflormacao, fossem compativels com essa nova superficie. A implementacao
dessa formulagao através da técnica desenvolvida em [Franco, 1987] possibilita a ob-
tencao de um mecanismo mais preciso e, consequentemente, conduz a solugoes mais

proximas da exata.

6.2 Prisma Hexagonal

Como ja discutido anteriormente, a adocao do prisma hexagonal implica na divisao
do elemento de casca em volumes, onde a flexao e 0 comportamento de membrana
ocorrem separadamente. Conseqlientemente, a super{icie de escoamento se reduz ao
Critério de Tresca nas regides localizadas entre as rotulas plasticas. E este o critério
adotado na técnica de elementos finitos descrita no Capitulo (3). A suposigao de
curvatura nula produz estimativas superiores para a analise limite e de “Shakedown”,
uma vez que a energia dissipada pela mudanga de curvatura dentro do elemento,

durante a deformacgio pldstica, ndo ¢é considerada, [Franco, 1993).

Na préxima secao através da analise realizada em [Drucker, 1953] é

possivel constatar as consequéncias destas simplificacoes.

6.3 Superficie de Escoamento de Drucker

Em [Drucker, 1953] uma superficie de escoamento, baseada no Critério de Tresca,

fol desenvolvida para o caso de tubos cilindricos de comprimento infinito, sem carga
axial. A auséncia de forcas axials permite a obtencdao da superficie, em dunas di-
mensoes, em funcao dos esforcos normal e de flexdo nas direcdes circunferencial e
meridional, respectivamente. Na Fig. (6.1) a superficie exata, para esta hipdtese
de carregamento, esta representada em linha cheia. As demais superficies, em hinha
tracejada, definem simplificacdes também utilizadas. Na pratica, um carregamento
capaz de gerar esse estado de solicitacao no elemento é denominado anel de carga, o

qual produz esforco normal circunferencial e de flexac meridional.

Adotando o retangulo circunscrito como critério de escoamento, Drucker
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Figura 6.1: Superficie de Escoamento de Drucker para uma casca cilindrica semn forca axial

aplica os teoremas do limite superior e inferior da analise limite e obtém a mesma

expressao para a carga de colapso anular:

fi _ 2101—‘\/5 (6.1)
N

Ja

sendo r e t o ralo e a espessura da parede do tubo cilindrico.

O mecanismo de colapso utilizado para a abordagem cinemética esta
representado na Fig. (6.2). Sua forma conica é explicada pela auséncia de mudanca
de curvatura no instante do colapso, imposta pela utilizagéo da superficie retangular
como critério de escoamento. Q parametro p corresponde a distancia entre as duas

rotulas plasticas extremas, ou seja, ao comprimento do mecanismo de colapso.

A coincidéncia entre as abordagens estatica e cinematica poderia sig-

#»

nificar em principio, a obtencdo da solucao exata. Ifssa afirmacao sé é verdadeira

dentro das hipdteses adotadas para o escoamento, ou seja, para a superficie retan-
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Figura 6.2: Mecanismo conico de colapso

cular circunscrita. Da mesma maneira, caso fosse utilizado o retangulo inscrito, o

resultado seria:

i _ 11531\/?-7 (6.2)

Para as superficies desenhadas na Fig. (6.1), Drucker estabeleceu o

valor para a carga de colapso como:

Co?
—

£L gi\/ﬁ (6.

para

O parametro [ é definido de acordo com o critério de escoamento

adotado e agssume os seguintes valores:

superficie de kiscoamento (1
Retangulo Inscrito 1,50 1
Hexagono Inscrito 173

Iixata 1,82
Retangulo Circunscrito 2,00

Tabela 6.1: Scoluciao de Drucker

Rt

A verificacdo da coincidéncia entre os limites superior e inferior d

carga de colapso para as superficies retangulares nao se repete para o caso do
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hexigono e da superficie exata. De acordo com [Drucker, 1953], o limite superior de
3 para estes casos seria o mesmo do retangulo circunscrito (2,00), se o mecanismo
conico continnasse a ser adotado. Estd acima, portanto, dos valores apresentados na
Tabela (6.1), obtidos através da analisc estatica. Este fato pode ser facilmente ex-
plicado considerando-se a normalidade do vetor de taxa de deformagdo, Segao (2.5).

Para os dois retangulos, nos lados em que Ny é constante, a taxa de curvatura deve

- T q - ; e e o &
ser mila, &4 = 0. Tal suposigio estd de acordo com a utilizagao do mecanismo

conico. Ja os lados DC e C'B do hexdgono definem a relagao £4t/cg = 2. As taxas

de curvatura ¢ deformacio devem, portanto, ocorrer simultancamente. Este fato nao

el

& considerado quando se usa o mecanismo comico. Uma parcela de energla corres-

pondente a flexdo ao longo do comprimento nao é calculada, levando-se a obtengao
de estimativas superiores para a carga de colapso. Para contornar este problema

Drucker propoe um campo de taxas de deslocamentos radiais, w, a partir da relagao:

d? ‘
thl‘j; = ::E'w (64)

Na préxima secio demonstra-se que a utilizagdo do mecanismo defini-

do em (6.4) fornece, para o hexdgono, um limite superior idéntico ao limite inferior,

Tabela (6.1). Este valor é, portanto, o exato caso seja adotada a superticie hexagonal

como critéerio de escoamento.

6.4 Solucao Cinematica para o Caso da Superficie

Hexagonal

Na Secao (6.3) discute-se o problema de um tubo cilindrico de comprimento infinito,
sujeito a nma carga de anel. Com base em [Drucker, 1953] diversos valores para as
cargas de colapso, em funcao da superficie de escoamento, sao obtidos. Nesta secao,
a analise cinematica é realizada em funcio da superficie hexagonal, Fig. (6.1). O
mecanismo de colapso é o proposto em [Drucker, 1953] como o exato para a superficie

de escoamento adotada, através da Equacao (6.4).
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6.4.1 Analise Cinematica

Seja 0 mecanismo proposto na Fig. (6.3). Em z = 0 e z = £ tem-se o estado de
tensoes e deformacoes correspondente aos pontos D e B da Fig. (6.1). Supde-se que

o perhl das tensoes e deformactes no mecanismo obedeca as relacées impostas ao

longo de D' e C'B da superficie hexagonal de escoamento. Para que isto ocorra é

necessario que:

?: e (65
(5‘1;)/ /HT ~ :i:- if ‘~’ A a
= 4 ‘/\)
| : 5}

\'\_ G et ogmmaner i e

Figura 6.3: Mecanismo colapso para a superficie hexagonal

Lembrando-se que, para a casca cilindrica, na auséncia de forga axial,
u = 0 e através de (2.32) e (2.33), chega-se equacdo diferencial, ja apresentada em

(6.4):

d* —2w para 0 <2 <7y

rl = (6.6)
dx? 2w paran <x <€

sendo 1 a regido do mecanismo correspondente ao ponto ' da superficie de escoa-

mento.

A soluc¢do da Equacao (6.6) é:

: [ 2 [ 2
: Wy cicos | {/—x | + ¢8€n —xr | paral <z <np _
)= ri 71 (6 {)
2

: /2., .
Wy = czeV rt” + cie” Vit para n <z < ¢
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Considere, entao, as seguintes condigoes de contorno:

Para garantir a continuidade das taxas de deslocamento e rotacdo na regiao

correspondente ao ponto ('

T.!':’l — ’U'Jz
Emaz=n—=9 din  dis
 dx dx

Adota-se § como a taxa de deslocamento na regido onde a carga de anel ¢

aplicada:

Fmaz=0—>w =2¢

Ao final do mecanismo:

Emaz=£6 = wy =10

As constantes ¢, ¢z, €3 e ¢4 sao, entao, obtidas, como:

5 A /2
Cy = = COS — ] (6.9)
sen —n | |sen —n | A — sen 8 B
1t

(6.10)

Cy3 —
2 [ 2 _
COS ( —7}) A — sen ( -—?,7) B
't ri

i (V)
&y = (6.11)

2 | 2
cos {+/—n] A—sen|\/—n] B
ri it
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De acordo com [Drucker, 1953], a funcao de dissipagao de energia, por

unidade de area, correspondente ao hexdgono inscrito assume os seguintes valores

para:
e lados verticais onde |my| = 1
2
o, t* .
lﬁ:rf; (612)
4
¢ lados inclinados, onde mg = 2(1 — ng), inclusive os pontos em que [my| =1 e
ﬂ;g‘ =]
2
0ol (. |, Ool” .
6] g (6.13)
2 4
No Apéndice (C), encontra-se demonstrada a obtengao da Equacao
acima,

Aplicando-se as Fungdes (6.12) e (6.13) ao longo da metade do me-

canismo, obtém-se, como taxa de dissipacao de energia interna, por unidade de

comprimento circunferencial:

mﬂﬁ

2arr

/E
_DL

| o 1°

g, e

0:1::0\ |

dr 4

4 4

0| (6.14)

4

E para toda a estrutura, considerando-se a simetria do mecantsmo:

W,

29T

W*

?

2mr

—

(6.15)
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sendo
: i
oo = "
4 w=()
: du
g = ——
dx -
’ ’H-JI
— para ) <x <7y
s
Ep = 4
Wy
S para n < x < ¢
d* i
e para 0 <z <7
adr
K =2
dz’{bg
2 paran <<€
, dl

Ja a taxa de trabalho externo, por unidade de comprimento circunfe-

rencial, realizada pela carga de anel P vale;

We

2T

= Pé (6.16)

Isualando-se (6.15) a (6.16) obtém-se uma expressao para £’ em funcao
das coordenadas ¢ e n, pois o parametro 5. sendo comum is duas equacoes é cance-
lado:

P = y(£,n) (6.17)

Pelo teorema cinematico sabe-se que P sera no minimo igual a carga

de colapso. Logo, quanto menor o valor de P, mais proxima a soluc¢ao se encontra da,

exata. Para a obtencdao do menor valor possivel de P, resolve-se o seguinte sistema:

F

|
e

op
34 (6.18)
E

\
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cija solucao é:

que em {6.17), fornece o valor da carga de colapso

Ly gt (6.19)

o, 7

para o mecanismo de tamanho p obtido como:

(6.20)

Este valor coincide com o obtido pela andlise estdtica em [Drucker,
1953], mostrado na Tabela (6.1). E, portanto a solucao exata para a superficie

hexagonal 1nscrita.

6.5 A Nova Supertficie de Escoamento

A superficie retangular de Drucker, discutida na secao anterior, corresponde a uma
particularizacao do prisma hexagonal, para os casos em que nao existam tensoes
normals na direcdo meridional, ou seja, Ny = 0. Mesmo quando estas tensoes
sao consideradas, qualquer plano paralelo ao plano mgny mtercepta o prisma na
forma retangular. Situacao i1déntica ocorre quando a mtersecao se da com um plano
paralelo a ngmy. Através de uma analogia com o retangulo circunscrito de Drucker,
conclui-se que a utilizacdo desta superficie durante uma analise cinematica conduz,
inevitavelmente, a valores super-estimados para a carga de colapso. Neste caso, nao
se esta considerando a parcela de energia dissipada devido a taxa de mudanga de
curvatura, quando esta ocorre simultaneamente com as taxas de deformacao meri-

dional ou circunferencial.
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(a) Visao tri-dimensional

£ = N, sendd
M : . 1
A e A . £ A/T‘h A,
Ej i. % gﬂt ; J'I{dj t "‘"‘-‘.@ H_,f-’“ﬁf.r- \/‘H%R“x Té J[% J[_ .
& 4 £ - T o e e Mco
- 3 /B T St
_ / £ i
- o .
/ o | - OJ
S =
A / N, -
= /A s . H, M@Lﬁ
<7} — _ =
Ng |F = , 0ot ©
= \ = D) 4
° \ r _{x"‘uh f’fff
Kot &kt
\ = ‘7[ ““'a-,_x_ [_—: LB LS W
\ 4 ﬁ: Ji, : T f,f’/ - _ 4
& (€ | hg © T M
H’ $ | D N
S 'ﬁ7 Uﬂt

(c) Plano paralelo a ngmy () Plano paralelo a MmNy

Figura 6.4 Superficie de escoamento de dez planos
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Com o objetivo de se aprimorar a analise, uma nova superficie foi
desenvolvida. Seguindo-se os procedimentos de [Drucker e Shield, 1958| para a ob-
tencao do prisma hexagonal, a superficie exata, Fig. (2.6), foi linearizada, dando
origem a uma outra superficie, agora circunscrita, que estd representada na Fig.
(6.4(a)). Sua intersegdo com o plano ng = 0, Fig. (6.4(d)), coincide com a superficie
hexagonal de Drucker. Aplicando-se a propriedade de normalidade do vetor da taxa
de deformacao, Secao (2.5), obtém-se uma relagao entre as faxas de deformacao cir-
cunferencial e de mudanca de curvatura meridional. O mesmo nao acontece quando
se intercepta a superficie através de planos paralelos a nym,. Neste caso, as taxas
de deformacao e de mudanca de curvatura meridionais permanecem mdependentes

como para o prisma hexagonal.

Pode-se, portanto, afirmar que esta nova superficie é capaz de aco-
modar a taxa da mudanca de curvatura nas regides entre as rotulas plasticas, para
a combinacao de My e Ny. A verificacdo de tal afirmacio sera feita nas préximas
secOes apds a implementacgao desta superficie para a técnica descrita no Capitulo (3)
e do desenvolvimento de um campo de taxas de deformacoes compativel com a nova
lei de escoamento. O detalhamento desta implementacio sera realizado seguindo os
mesmos passos do Capitulo (3). Apesar do procedimento continuar o mesmo, foram
necessarias varias alteracoes, todas elas apresentadas a seguir. Varios termos ja
foram definidos nos capitulos anteriores. Serao, portanto, usados naturalmente, sem

explicacao adicional.

6.6 Novo Elemento para Discretizacao da Casca

6.6.1 Campo de Deformacoes Elasto-Plasticas

A formulacao de elementos finitos descrita no Capitulo (3) € incompativel com a nova
super{icic desenvolvida. Pode-se verificar esta afirmacao tomando como exemplo o
problema da casca cilindrica. Os deslocamentos, interpolados por polinémios do
primeiro grau, produzem, quando se aplica a Equacdo (3.7), mudanga de curvatura

nula na direcao meridional. Uma nova fun¢ao de forma deve ser procurada.
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Em {Iranco, 1993] o campo de deformagoes elasto-plasticas proposto,
tem como base o procedimento adotado em {Zienkiewicz e Taylor, 1989b], para a for-

mulacdo de um elemento curvo de casca axi-simétrica. Para este caso os parametros

nodais especificados sdo os deslocamentos globais e suas derivadas. Dentro de cada
elemento, sao utilizados como funcao de forma, os polindémios cibicos de “Hermite”,
Conte e Boor, 1980]. Sua aplicacdo atende a exigéncia de compatibilidade, [Stasa,
1985], necessaria para que a convergéncia da solucao seja assegurada. A nao veri-
ficacao desta exigéncia nao impede, no entanto, a convergencia da solugao. Muitas
vezes melhores resultados sao obtidos para fugoes de interpolacao, propositadamente
nao compalivels. Neste caso é realizado um conjunto de testes, o “Patch Test”, que

procura determinar se o tipo de elemento escolhido garantira uma solugao conver-

gente, [Zienkiewicz ¢ Taylor, 198%a). Na técnica de andlise limtte, para que seja
possivel a formacdo do mecanismo de colapso, é desejavel que a descontinuidade
da derivada primeira dos deslocamentos seja viavel. Isso, no entanto, nao acontece
quando os parametros nodais sao interpolados através dos polinémios de “Hermite”,
funcoes de continuidade C;*. Pelo contrario, tanto os deslocamentos quanto suas

derivadas sao continuos.

Para a definicdo da funcao de forma, é preciso que se consiga descrever
a mudanca de curvatura ao longo do elemento e, ao mesmo tempo, que as rotulas
pldsticas possam ser obtidas nos pontos nodais. O polindémio de Lagrange de ordem
dois, [Conte e Boor, 1980], atende a estas exigéncias, aliado & simplicidade de sua.
implementacao. Os pardmetros a serem interpolados serdao apenas os deslocamentos
olobais, em funcao dos valores que assumem nos pontos nodais. Para que 1sto seja
possivel, um no deve ser introduzido entre os dois ja existentes em cada elemento.

A discretizacao da casca em eclementos finitos fica, entao descrita como mostrado na
Fig. (6.5).
O campo de deslocamentos sera expresso como:
1 1 t /
Ui{s)=U: + Q'(s)U, (6.21)

i

para

'Funcoes continuas até a derivada de primeira ordem
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Fixo del Revolucdao

Q“(fs)

|

Ui(s) = { o) } (6.2

Wi(s)
] U
U'l(s) = { } (6.23)
0
T
UH—I Ut
U, = W; ¢ (6.24)
mak
Wi
2 5
] — ¢ 5;5 0 0 0 -
¢ o SrE . P (6:25)
2 - 9 -




onde

-~

40 OB5

¥ e W* g

1 i

elemento 1.

(2'(s) é a nova matriz de funcdes de interpolacao.

£ é a posicao parametrizada, ao longo da superficie média, ou seja, & =

LL2

deslocamentos globais vertical e horizontal no ponto medio do

25 — ZI'
Ly

Uma vez que a Equacao (3.6) permanece a mesma e lembrando-se

que a mudanca de curvatura esta sendo considerada, a equacao para o campo de

deformacoes elasto-plasticas torna-se:

para
S -
ds ?‘11
- cotgo '
B' = —
2 ra
1 d d? -
. ry ds ds? _

Z
el =14 ¢} + = BU, (6.26)
=y
1 [ , £+¢

seng  cos ¢ 1 — ¢ ) 0 0 0
— COS ¢ seng 0 0 £ —f | — ¢2 £ E

L 2 2

(6.27)

A expansao de (6.27), para que se obtenha a matriz B* da maneira

como for implementada, esta apresentada no Apéndice (D).

6.6.2 Campo de Deformacoes Plasticas

A deducaoc do campo de d

eformacoes plasticas, em funcao

definido pela nova supert

na Secdo (3.2.2). A regra associativa relaciona as taxas ¢

{cie, difere em alguns pontos ¢

do criterio de escoamento

o procedimento utilizado

e deformacao com oito, e

nao mais seis, multiplicadores plasticos. Quatro desses, A, Ag, As € Ay estabelecem

uma relacdo entre as taxas de deformacéo circunferencial e de mudanga de curvatura

meridional. Este [ato permite que, dentro do elemento, o comportamento nao fique
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restrito ao de membrana. A taxa de mudanca de curvatura na direcao meridional

pode, portanto, também ser calculada. Considerando-se estas propriedades, o campo

de deformagoes plasticas é definido, para o elemento 2, em notagao matricial como:

é5(s, ¢)
(5,9)

(s, )

Sy

:

= INA (s) para k=1,..6

€6
*2
K

k ¢

De acordo com as Figs. (6.4).

I NG /9
0 S [ S 0 T e ()
? 2
s
N = —sena () \/5 sency —£ —sency
2 2
4 4 4
— COS & {) —cosar U 0 —— COS @

V()= { M) 3(s) ) dide) M) Ails) Hics)

(6.28)

0

Se1icy (629)
4
— — COS ¥

t g

P |
N(s) | (6:30)

Na I'ig. (6.4(d}) o valor de «, correspondente ao angulo que as normais

aos lados BA e AC, fazem com a horizontal, pode ser obtido, como:

a = arctg?

Logo
sena = 0, 89443

cosa = (}, 44721

As funcoes de interpolacao dos multiplicadores pl

(6.31)

asticos permanecem

lineares como em (3.17). A utilizacao de um polinomio de orc

>

feito para o campo dos deslocamentos, nao é

mudanca de curvatura ja € descrita diretamente em funcao de A

necessaria neste caso.

emn mais alta, como

A taxa de
1s qu )-\5 : )l\?. LGng

o n6 intermediario deve ser considerado apenas para a definigao das deformacgoes
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elasto-plasticas. O campo das taxas de deformacdes plasticas é entao descrito da

seguinte manecira:

ot

A(s) = A(s)\, (6.32)
Para
1-¢& 0 0 0 0 0 0 0
0 1-—¢ 0 0 0 0 0 0
0 0 1—€ 0 0 0 0 0
0 0 0 1-€ 0 0 0 0
0 0 0 0 1-—¢ 0 0 0
0 0 0 0 0 1—¢ 0 0
0 0 0 0 0 0 1—€¢ 0
AT(s) = 0 0 0 0 0 0 0 1-¢ (6.33)
1+€¢€ 0 0 0 0 § 0 0
0 1+€ 0 0 0 0 0 0
0 0 1+¢6 0 0 0 0 0
0 0 0 14& 0 0 0 0
0 0 0 0 1+¢& 0 0 0
0 0 0 0 0 1+& 0 0
0 0 0 0 0 0 L+€& O
0 0 0 0 0 0 0 14¢
Mad M 3 ow B AW BT .0 M }T (6.34)

A mudanca de curvatura, portanto, nao é mais localizada, sendo tam-
hém mterpolada ao longo do elemento. A formacao da rétula plastica continua, no

entanto, restrita aos pontos nodais. Este fato sera, ainda, discutido nesta dissertagao.
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6.7 Relacao Consistente Entre os Campos das Taxas

de Deslocamento e dos Multiplicadores Plasticos

De maneira idéntica a Secao (3.4), a imposigao de uma relagao consistente entre os
campos das taxas de deslocamentos e de deformacoes reduz o problema de analise
limite a um problema de minimizacao a ser resolvido pela programacao linear. Agora,
porém, a taxa de mudanca de curvatura nao se restringe apenas acs nds. Deve,

portanto, ser considerada durante a formulacao da relacao consistente.

Adotando-se os mesmos procedimentos da Secao (3.4.1) chega-se tam-

bém a expressao:

&, =B (6.35)

onde

Li=C'T f BT Ki(s)dV
Vv

K(s) = NAY(s)

que estabelece a relacao de consisténcia procurada entre o campo de velocidades e

das taxas de deformacoes em cada elemento :.

Além da introducaoc da taxa de mudanca de curvatura, as funcoes de

interpolacao foram alteradas e novos multiplicadores plasticos incluidos. O detalha-

mento desta relagdo estd disponivel no Apéndice (E).

6.8 O Algoritmo de Elementos Finitos

Para a formulacao do problema de minimizacao, as mesmas condicoes estabelecidas
em (3.47) sdao adotadas. As alteracbes provenientes da introdugao da curvatura
dentro do elemento e da nova funcao de interpolacdo, bem como seu processo de

implementagao sao definidos a seguir,
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6.8.1 Equacgao Geral de Restricao

Assim como na Secao (3.5.1) apenas os dois casos de carregamento, a pressao interna

e a carga de anel foram considerados.

Pressao Interna

Repetindo-se (3.48) tem-se:

Wi = / pU" dS = / penind e ] (6.36)
5 5

O primeiro termo de (6.36) deve ser definido em fungao dos valores

nodais das taxas de deslocamentos globais, através das Relacdes (6.21) e (3.6). Sendo

.
dS = 2nrds e ds = ;—d{f tem-se entao:
NI _ . _
/ pwdS = 2??ng {IFU[(?Z) U, + TFUJI() (U; _ Uz‘) 4
> =1
TFUL11(E) (Uipy = Us) + TFW T Wit (6.37)
TFWJ (&) W+ TFW (i) Wi |
para

- g -
TFUI(z) = —/ cesqﬂ;r—é—df
=]

~ ot o
[FUJI(z) = —/ (l——:f)cosqb?';)-df
1

. e

i - L
TFUILI(1) = ——/ g;é:cnsthg &
_— A

ol ¢
TFWI(i) = —/ S 5 gsenf,i) ?71 d¢
=

P
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[FWJ() = |- f 11 (1~ €*) seng) ?% &

1 g2 /.
TFWI1(2)= —/ S -{“gseng}?‘-ﬁ d§

O problema de minimizacao, resolvido pela programacao linear, deve
ser formulado em funcao dos multiplicadores plasticos e taxas de rotacées. Logo, as
componentes da taxa de deslocamento global precisam ser substituidas por funcoes

desses parametros. No Apéndice (E) tais funcoes sao desenvolvidas, tendo como

base a Relagao (6.35).

Carga de Anel Aplicada no Ponto Nodal ¢

A Equacao (3.49) permanece a mesma:

We = QTTT‘,E'PE'ILJE' (638)

que se torna, apds a aplicacao de (3.6):

Wg = 27ar; B (—Uz- Cos @; + Wﬂﬁ;enqﬁi) (6.39)

Esta expressao ¢ valida para qualquer no que nao comcida com o eixo
de revolucao da casca, onde r; = 0. Para que possa ser usada dentro da formulagao
da programacao linear, tambem deve ter seus termos substituidos por fungoes dos

multiplicadores plasticos definidas no Apéndice (E).

6.8.2 Funcao de Custo

De acordo com a Secao (3.5.2), a fun¢do de custo, obtida a partir da taxa de energia

dissipada internamente, é descrita como:
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Iy P

i v

-

Kg — f ()T e°dV =
vV

L Ty

(o) é%dV + | (o°) &°dV (6.40)
Vg VR
Os dois termos, relativos a energia dissipada dentro do elemento e nas

rotulas serao tratados separadamente.

Parcela relativa ao elemento

Quando a superficie adotada era o prisma hexagonal, Fig. (2.7), a condi¢ao de es-
coamento dentro do clemento reduzia-se ao Critério de Tresca. As relacoes tensao-
deformacio eram bastante simples. No caso da superficie de dez planos, Fig. (6.4(a)}
0 mesmo nao ocorre, pois a introducao da taxa de mudanca de curvatura inviabiliza
o tratamento de membrana que era concedido ao elemento. Adotando-se o proced-
imento utilizado no Apéndice (C), as fungoes de energia de dissipagao, por unidade
de area, para os estados de tensao pertencentes a cada face da nova supertficie de

escoamento, sao obtidas a seguir:

o Faces ACDF, ABEF, AC'D'F' e ABEF".

Apesar de existir, N, nao contribui para o escoamento, caso se considere a
face ACDF da superficie de dez planos. E possivel, portanto, reduzir a lei de
escoamento para a superficie em duas dimensdes mostrada na Fig. (6.4(d)).
De (6.29) as taxas de deformacio e de mudanga de curvatura sao definidas em

tuncao dos multiplicadores plasticos como:

£y = —\senc
4 (641

Ka = ;)«1 COS ¥

A hipétese de se considerar apenas as tensoes resultantes Ny e My conduz

5,

a um problema semeclhante a analise feita em [Drucker, 1953] e ja discutida

anteriormente. A funcao de dissipacgao de energia por unidade de area, descrita

aplicando-se (6.41) em (6.13), ¢é a seguinte:

ot

Ajsena -+ ot A cos v

Dy =

-
]
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Colocando-se em evidéncia o termo cos a e lembrando-se que tga = 2 obtem-

S5¢.

D4 = 20,t cos a (6.42)

As demais faces, formadas pelos planos inclinados, apresentam o mesmo es-
tado de tensdo e deformacio, com o escoamento definido pelas tensoes Ny
¢ M,;. Fazendo-se, pois, as alteragoes relativas aos multiplicadores plasticos

correspondentes, tem-se:

— Face ABE I

D4y = 20,t cos Ck’jx}* (6.43)
— Face AC'D' F':

D4 = 20t cos )y (6.44)
— Face AB'E'F'

D4 = 20,1 cos aehs (6.45)

Faces ABG'H' C e ABGHC':

Nestas duas faces assume-se novamente o comportamento de membrana para

o elemento, Fig. (6.4(b)). Seja por exemplo a face A BG'H C. As taxas de

deformacao e de mudanca de curvatura sdo obtidas em func¢ao da Matriz (6.29):

Eg = 9 }\.ﬁ |
(6.46)
V2,
Eg = — Ag
¢ ) G
A funcio de dissipacdo de energia por unidade de area corresponde a:
Dy = ngny + ngng (6.47)

Aplicando-se em (6.47) as relagdes entre ny e ng, da Fig. (6.4(b)), e escrevendo-

se &g € £, em funcao de Xs, Equacio (6.46), obtém-se:

5 .
Py = -ﬁggﬂ,z,\ﬁ (6.48)
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Analogamente para a face A BGHC':

/3

DA — Tﬂ'ﬂtjkg (649)

e Faces FDHGE ¢ FDHGE:

Nestas faces o escoamento ocorre apenas na direcao meridional. Logo, a funcao

de dissipacao de energia por unidade de area sera:
— Face FD'H'G'E'
Dy = ﬂ-at/iﬁ (650)

— VFace FDHGE
DA — Erﬂfj\g (651)

Através das contribuicoes calculadas de (6.42) a (6.51), a parccla da

funcao de custo, relativa a um elemento 2 qualquer ¢ deserita como:

fi =y /J 7% —2 COS (/\1 + A+ A+ jia) T ()\2 < /\5) | ()\?— (o }‘6) ds (6.52)

27,

ou em funcao das coordenadas parametrizadas £:

L [ e [rcosa (b A+ duk ) + (ot da) 4 2 (B + o) | S
| " (6.53)

Parcela relativa a rotula

A parcela da funcao de custo calculada nos pontos nodais é calculada em funcao do

s ~ i . - ! / ! f f f
estado de tensces e deformacoes correpondentes as faces CDHC D H e BEGB IV'G .

Apenas a flexdo meridional é considerada. Nada se altera, portanto, com relacao a

Equacao (3.59). Para um né i:

t; /2 . A
Iy = Qm-if (cr;)iyf){dy (6-54)
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No momento de formacao da rétula plastica o diagrama de distribuicao
das tensoes meridionais toma a forma retangular, Fig. (6.6). Assumindo-se esta

distribuigao, a integracao de (6.54) ao longo da espessura resulta em:

g t° .

0, (

;*;
o
e §
o S

Iy =

trr1rivy

YN

Figura 6.6: Diagrama das tensdes meridionais apds a formacao da rotula plastica

Somando-se, entao, (6.53) e (6.55) ao longo de todo o comprimento da
estrutura, chega-se finalmente a funcao de custo a ser implementada para o problema

de MINimIizacao:

NE

1 ; : A A : .
Kg = QW%Z {h/ v [QCOSG ()\1 + A 4+ Ay /\8) + ()\2 + ,\5) 2f
V2 - ; ol g |
| 5 ()\3 =IF )\6)_ é-dg A 2 ; i r; A 03'

6.8.3 Equacoes de Restricao

Na Secao (6.6.1) foi visto que, durante a definicdo das funcoes de interpolagao, a
descontinuidade nodal das rotagoes deveria ser permitida. Tal exigencia deriva da
hipdtese do mecanismo de colapso, que. independentemente de se incluir ou nao
a curvatura no interior do elemento, parte do principio da possivel ocorréncia de

rotulas plasticas. Nesse sentido a equacao de restricao permanece a mesma que

(3.60), ou seja:



122

' s (+) ikt (—)

f, = 6.57

ds ds (ary

que em func¢ao das coordenadas nos elementos z e 1+ 1, adjacentes ao no ¢, torna-se:
. duwt dup 1

s ( 1) s ( ) ( )

Em [Iranco, 1987], para assegurar que nao existirao valores negativos
para as variaveis do problema de Programacao Linear, sao definidas as seguintes

variaveis auxiliares nao-negativos:

0; = 0 — 07 (6.59)
de modo que:

i+ = b,

) se 0 > ()

0. =10

gF — .

L sef <0

b; =0,

A taxa de deslocamento radial w pode ser encontrada em funcao da
coordenada parametrizada £ através de (6.21) e (3.6). Sabendo-se que d¢/ds = 2/I;

a derivada de w com relacao a s, para cada elemento 7, é a seguinte:

dab’ | 26 —~1 £2 — € sendp| . (26 -1 £2 — € cos¢
= I S h -+ ——— W 1 — sendg ~| A
ds (6) ZE Cﬂqé 2 1 33 qpn‘;ﬁ 2 T
. [4 1nd 4¢ '
U |—coso+ (1 — EQ) Sene F WS - gSf‘Hfb + (l e fz) cos ¢ |
R 1 b T
: 26 + 1 £% 4+ € seng . |26 41 ot +€cosd
Uiiq COS ¢ - _ - Wil seng
Z{ 2 71 [i' 2 1 !

(6.60)
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Substituindo-se (6.60) em (6.58) para os valores de £ correspondentes
ao no ¢ nos dois elementos adjacentes 2 e ¢ 4+ 1 obtém-se, finalmente, a equacao de

restricao:

b; = 0F — 07 = (Uipy ~ U:) CUL + (Ui = Uia) CU+
(U; - Ug) CUs + (Uf_l — Ui—l) CUq + (6.61)

W, Cy + VV;'H Cy + Wi_1 Cs + I*’V,,;*_l Cy + W;-* Cs

onde

y (), 3 o O
CU, — COS ¢ CU, — COS &
Zt' li—]
CUs — 4 cos ¢; (U, — 4 cos ¢
l; L1
L + 1 _ sen;
(| = —3seng; Tt (T = i
G G L
i — senda; C, — 4dsendg;
liia i1
Cs = 48{?_‘1@

De (6.61) conclui-se que a equagao de resiri¢ao correspondente a um
né i envolve as taxas de deslocamentos nos pontos nodais pertencentes aos dois
elementos adjacentes a este no. Quando estas taxas sao definidas com base nos
multiplidadores plasticos, através da Relacdo (6.35), cada equacao de restricac estara
lidando com os oito M’s de cinco nés. Conseqiientemente, cada restricio nodal é
formulada em funcao de quarenta A’s e as duas varidveis correspondentes a rétula

plastica, 8 e 7. O diagrama da combinacdo de variaveis das equagoes de restricao

para toda a estrutura esta apresentado na Fig. (6.7).
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Figura 6.7: Diagrama das equacoes de restrigdo, (NVE + Dx10(NE + 1)

6.8.4 Condicoes de Contorno

As condicbes de contorno definidas na Secdo (3.5.4) nao se alteraram apds a for-
mulacao da superficie de escoamento de dez planos. Sua adaptagao ao problema de
programacao linear repete os procedimentos ja adotados anteriormente. Atraves da

Relacao {6.35), desenvolvida no Apéndice (E), as Equagoes (3.62), (3.63), (3.64) e

(3.65) sao redefinidas em funcao dos multiplicadores plasticos.

6.9 Solucoes Numeéricas

Sera analisado, primeiramente, o problema de uma casca cilindrica sujeita aos dois
tipos de carregamentos, descritos na Secao (6.8.1). Para verificacao da técnica desen-
volvida, os resultados serac comparados com os obtidos para a superficie hexagonal
e com solucdes analiticas. Os dados referentes a geometria da estrutura, bem como
as solucdes obtidas antes das modificacbes propostas neste capitulo, podem ser cn-
contrados na Secao (4.4). Por dltimo serd apresentada a analise de uma casca
conica cujos resultados também serdo comparados com os correpondentes a superficie

hexagonal, além de outras solucdes disponiveis na literatura.
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Casca Cilindrica Sujeita a uma Carga de Anel

Na Sec¢ao (4.4.1) o problema de uma casca cilindrica sujeita a uma carga de anel,

Fig. (4.1), foi analizado com o objetivo de se verificar a validade da equacao de

restricao, desenvolvida em funcao da distribuigao das tensoes elasticas ao longo da
casca. Neste procedimento, usou-se o prisma hexagonal para definir as condig¢oes de

escoamento. O mesmo problema foi resolvido apds a implementacao das modificacoes

na téenica desenvolvida em [Franco, 1987], devido a introducio do novo elemento

e da nova superficie de dez planos, Fig. (6.4(a)). Os resultados correspondentes
a estas analises estdo apresentados na Tabela (6.2). O termo “Comprimento do
Mecanismo”, ja foi utilizado na Secao (4.5.3), e se refere ao comprimento, ao longo
da casca, da regidao em que ocorrem as deformacoes plasticas no momento do colapso.

E, portanto, a distancia, p, entre as duas rétulas plasticas extremas. Os resultados

numeéricas sao também confrontados na Tabela (6.2), com os valores correspondentes

a solucao analitica de [Drucker, 1953], Equacao (6.3). Essa comparacgiao sé € possivel
devido a auséncia de carga axial que reduz a analise a um problema a duas dimensoes.
O tamanho do mecanismo obtido para a superficie hexagonal, Fig. (6.3), é obtido

através da Equacao (6.20).

Anslise PLloo(m) o (m)
Numeérica - Prisma Hexagonal 0,44722-107% | 0,89443.101
Numérica - Superficie de dez planos | 0,39096.1072 (0,11250
Drucker - Retangulo Circunscrito 0,44721-1072 | 0,89443 .10~
Drucker - Hexdgono Inscrito 0, 38684 - 1072 ,11321

Tabela 6.2: Solucoes para uma casca cilindrica sijeita a uma carga de anel

O mecanismo de colapso para a superficie de dez planos foi calculado
a partir da distancia entre os nos 23 e 43, Fig. {6.8). Uma vez que a casca foi
dividida em 64 elementos de comprimento 0, 5625 - 107?m, o comprimento total do

mecanismo €

p=20-0,5625-10"% = 0,11250m

Sendo uma analise cinematica sabe-se que quanto menor a solugao
mals proxima estd da exata. A carga de colapso obtida para a nova superficie

satisfaz esta exigéncia. Sua precisio, entretanto, pode ser verificada comparando-se
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GEOMETRY AND COLLAPSE MECHANISM OF THE SHELL - AL
Load: Horizental Ring Load at No 33

End Conditions:

Node 1: Fully constrained
Node NN :  Fully consirained
Mumber of nodes : 65
Number of alements ;. &4
PL/SIGMAY =  39066E-02

Thickness = . 10000E-0H
SIGMA{T) = 00000E+00
Weigth/m .0E+00

23

33
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Figura 6.8: Solucio para a casca cilindrica sujeita a uma carga P de anel, para a nova superticie

de escoamento

este resultado com a solucdo analitica para o hexagono inscrito. Os resultados foram
bastante préximos, tanto para a carga de colapso, Fp, quanto para o comprimento
do mecanismo, p. Este fato ja era esperado. Para o prisma hexagonal a solucao
coincide exatamente com a obtida através do retangulo circunscrito, pois em ambas
as formulagoes adotou-se o mecanismo conico, Fig. (6.2). A introdugao da superficie
de dez planos permitiu que se considerasse o comportamento de flexao dentro do
elemento, estando de acordo com o mecanismo adotado na analise realizada atraves
do hexagono inscrito, Fig. (6.3). Enquanto na superficic de dez planos o campo
das taxas de deslocamentos é interpolado por um polindmio do segundo grau, no
caso do hexagono, ele é descrito atraves de fungoes trigonometricas e exponenciails,

Equacoes (6.6). Esta diferenca na defini¢ao do campo das taxas de deslocamentos

explica porque, apesar de bem proximas, estas solugoes nao coincidiram.
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Casca Cilindrica Sujeita a Pressao Interna

O problema da casca cilindrica sujeita a pressao interna ¢ analisado para a mesma
geometria definida no estudo da carga de anel. Na Tabela (6.3), estao os resultados
obtidos na Sec¢ao (4.4.2), para a analise numérica utilizando-se do prisma hexagonal e
a solucao analitica de [Hodge, 1963], Equagao (4.26). Estes resultados sao compara-
dos ao encontrado, usando-se a superficie de dez planos como critério de escoamento,
Fig. (6.9(a)). Nesse caso, o efeito do carregamento nao é localizado, fazendo com
que o mecanismo plastico englobe toda a estrutura. A coincidéncia entre os resulta-
dos obtidos na Secao (4.4.2) e através de [Hodge, 1963] é devido a utilizacao, em
ambos os casos, da mesma superficie de escoamento, o prisma hexagonal. Com a
introdugao da nova superficie de dez planos, espera-se que o campo de deformacoes
plasticas possa aproximar com maior precisao o mecanismo real. A solugao encon-
trada para a carga de colapso, adotando-se esta superficie, ¢ inferior as outras duas.

Dentro da analise cinematica, onde a aproximacao € feita pelo limite superior, este

fato revela uma melhoria da solugao que se encontra mais proxima da carga real.

Anilise Pr /oo

Numérica - Prisma Hexagonal 0,53086 - 10!

Numérica - Superficie de dez planos | 0,51852-107!

[Hodge, 1963] 0,53086 - 101

Tabela 6.3: Soluc¢oes para uma casca cilindrica sujeita a pressao interna

A partir das Figs. (6.9(a) a 6.9(d)) é possivel fazer-se uma analise
do comportamento da casca quanto a variagao de seu comprimento. A solucao de

membrana para uma casca cilindrica é obtida pela seguinte formula:

P t
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GEOMETRY AND COLLAPSE MECHANISM OF THE SHELL - iP

Load; Inlemal Pressure

Brd Condilions:

Node 1: Fully constrained
Naode NN ; Fully consirained
Number of nodes ; g
Number of elements ;4
PL/SIGMAY = 57256E-01

Thickness =  .10000C-D1
SIGMA({T) = .00000E+00
Weigih/m = 0E+00

i

(a) Casca cilindrica de comprimento

U, 18&m

80.

D81

GEOMETRY AND COLLAPSE MECHANISM OF THE SHELL - IP

Load: Inlemnal Pressure

tnd Conditions;

Node 1 Fully constrained
Mode NN © Fully constrained
Number of nodes 5
Number of elemenls © 4
PL/SIGMAY = .50463E-01

Thickness = . 10G000E-Q1
SIGMA{T) = .00000E+00
Weigihvm = 0E+00

aemearamas, raa by

(c) Casca cilindrica de comprimento

0.72m
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GEOMETRY AND COLLAPSE MECHANISM OF THE SHELL - IP

Load: Inlemal Pressure

Fnid Condilions:

Node 1 Fully constrained
Node NN : Fully consirained
Number of nodes : 5
Number of elemenis ; 4
PL/SIGMAY =  51852E-01

Thickness = .10000F-01
SIGMA(T) = ,00000F+00
Weigth/m => .000B0E+00

e

1

.30

(b} Casca cilindrica de comprimento

0,36m

§.50
‘ L

|
o] L0

= 40

GEOMETRY AND COLLAPSE MECHANISM OF THE SHELL - 1P

load: Intemal Pressure

End Condilions:

Node 1: Fully conslrained
Node NN : Fully constrained
Number of nodes : 5
Mismber of elements 1 4
PL/SIGMAY =  .50116E-1

Thickness = .10000E-0f
SIGMA(T) = .DODODE+00
Weiglh/m = OE+00

(d) Casca cilindrica de comprimento

1, 44m

Figura 6.9: Solugoes para a casca cilindrica sujetta a pressao interna, rato r = 20cm e espessura

{t — lem
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Portanto, para a geometria do problema analisado nesta secao, a carga
correpondente ao colapso da estrutura, devido apenas aos esforcos de membrana,
seria Pr /o, = 0.05. Na Fig. (6.9(d)), onde se tem a casca cilindrica de maior
comprimento, a carga de colapso encontra-se bem préxima deste valor, indicando
uma tendencia de comportamento de membrana para a estrutura. A medida que o
comprimento da casca ¢ reduzido, o comportamento de flexdo passa a predominar,
produzindo um acréscimo nos valores para a carga de colapso. Sabe-se, da teoria de
cascas finas, [Kelkar e Sewell, 1987], que os esforgos de flexao decorrentes da restricao
nos apoios, sao funcao do raio e espessura da casca, entre outros valores. Seun efeito,
no entanto, devido sua distribuicao exponencial, limita-se a regides proximas ao
apoio, como ja foi discutido na Secao (4.5). Para determinadas combinagoes de rato
e espessura, os esforcos de flexdo podem assumir valores significativos na regiao
central da casca, caso seu comprimento seja pequeno. Se isso ocorrer podera haver,
inclusive, a formacdo de uma terceira rétula nessa regido. Na Fig. (6.10) esse caso

i’ u

é verificado, reduzindo-se, para 10cm, o comprimento da casca cilindrica analisada.

FEEL TR B Ay e

GEOMETRY AND COLLAPSE MECHANISM OF THE SHELL - P
| oad: Internal Pressure

End Gonditions:

Node 1: Fully constrained
Node NN : Fully constrained
Number of nodes : 5
Number of elements ;. 4
PL/SIGMAY =  _75308E-01

Thickness =  10000E-1
1 SIGMA(T) = .00DODE+00
Weigth/m => 00000E +00

g L 1

05 D

30

Figura 6.10: Casca cilindrica sujeita a pressao interna - Solugao corn a presenga da rotula central
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Concluindo, pode-se afirmar que a presenca da rotula central para
o caso do mecanismo conico era devido apenas as limitacoes impostas por aquela
formulacio. O elemento desenvolvido tinha um comportamento exclusivo de mem-
brana e a formacao do mecanismo so era possivel com o aparecimento dessa rétula.
A 1nclusao da mudanca de curvatura para o novo elemento permite uma transicao

suave do campo de deformacoes entre os dois apoios, sem a necessidade de se formar

a rotula central. Esse comportamento, certamente, esta mais préximo da realidade,
principalmente para cilindros longos onde predominam os esforgos de membrana.
Com o novo elemento e a nova superficie, a rétula central aparecera somente quando
as distribuicoes dos momentos a partir dos apoios exercerem influéncia na regiao
central da estrutura, através da interacao entre as mesmas. Conseguiu-se, assim, a-
través dessa nova formulacio, desenvolver um modelo para o mecanismo de colapso

mais preciso e mais realistico.

Casca Conica Sujeita a Pressao Interna

Na Fig. {6.11) a relacao entre os parametros geométricos de uma casca conica en-

gastada ecm sua extremidade inferior é definida. Apesar de ser um problema tedrico,

’ ,

a analise dessa estrutura é valida como forma de demonstrar o aperfeicoamento
da técnica, utilizada nessa dissertacio, apds a implementacdao da nova superficie de

escoamento e do novo elemento.

Na Tabela (6.4) procura-se comparar os resultados das analises ci-
nematicas, realizadas por [Morelle, 1986] e [Ponter, et al, 1990], com aqueles obtidos
pela presente técnica, utilizando-se a condicao de escoamento definida pelo prisma

hexagonal e pela superficie de dez planos.

Analise Prla,
Morelle, 1986] 0,48168 - 101
[Ponter, et al, 1990] 0,518.10"1
Prisma hexagonal 0,52100.10—1
Superficie de dez planos | 0,47360. 10!

Tabela 6.4: Solugoes para uma casca conica sujelta a pressao interna

Os resultados para a analise numérica realizada pela técnica de ele-
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Figura 6.11: Casca Conica - (Geometria

mentos finitos apresentada neste trabalho, através das duas superficies de escoa-
mento, sao ilustrados pelas Figs. (6.12(a}) e {6.12(b)). Sobre o mecanismo de

colapso obtido, duas informacoes precisam ser discutidas. A rotula no ponto nodal

4, Fig.(6.12(b)), pode ser desprezada pois o valor da rotagao calculada nesse loca
¢ muito pequeno, se comparado a rotacac presente no ultimo no. Essa conclusao
pode ser facilmente verificada obervando-se a suavidade da mudanca na geometria da
casca, entre os elementos 3 e 4, adjacentes ao no 4. Outra informacao importante se
refere a auséncia da rétula central, ao contrario do que ocorre na Fig. (6.12(a)). As-
s1m como no problema da casca cilindrica sujeita a uma pressao interna, aqui o efeito
de flexao proveniente das restricoes no apoio, exercera influéncia apenas localmente.
O mecanismo conico, consequéncia do emprego do prisma hexagonal, nao permite
que 1850 ocorra, gerando aproximagoes super-estimadas para a carga de colapso. A
partir da nova superficie de dez planos, a curvatura meridional é introduzida dentro
do clemento, possibilitando a obtencao de mecanismos mais precisos e, portanto, de
cargas menores, para um numero relativamente pequeno de elementos. De fato, com

apenas 8 elementos foi possivel chegar a uma melhor solucao do que a obtida com

33 clementos, adotando-se o prisma hexagonal como superlicie de escoamento.
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Em funcao dos resultados apresentados para as cascas cilindricas e
conicas, pode-se concluir que as modificacoes sugeridas neste capitulo representam
um avanco para a técnica desenvolvida em [Franco, 1987]. Os problemas analisados
correspondem, no entanto, as cascas cujas hnhas meridionais sao retas. A formulacao
apresentada abrange também as cascas curvas e sua implementacao e verificagao

ficara a cargo de futiuros trabalhos.

GEOMETRY AND COLLAPSE MECHANISM OF THE SHELL - IP GEOMETRY AND COLLAPSE MECHANISM OF THE SHELL - |P E
1 nad: Internal Pressure Load: Internal Prassure i
End Conditions: End Conditions: |
Node 1: Free Node 1: Frea !
Node NN : Fully constrained Noda NN - Fully constrained
Number of nodes ; 34 Number of nodes ; 3
Mumber of elemonis: 33 Numbar of elements : B
PL{SIGMAY = 52100E-01 PL/SIGMAY = 47360E-01
Thickness =  _A0000E-O1 Thickness = 40000E-01
SIGMA(T) = .00000E+C0 SIGMA(T) = .00000E+00
2.00 2.00 l\
]
25 z
: 34 \\ 9
o0k 150 ' 00 S0 0 - s o= ow o X1 15D

(a) Solugao obtida a partir do prisma (b) Solugao obtida a partar da superficie de dez

hexagonal planos

Figura 6.12: Soligao e Mecanismo de Colapso, para uma casca conica corn espessura t = dem



Capitulo 7

Conslderacoes Finais

7.1 Introducao

Ao longo desta dissertacao, procurou-se apresentar as diversas contribuigoes, rea-

lizadas para a melhoria da técnica de elementos finitos para analise limite e de

“shakedown”, proposta em [Franco, 1987]. Nos dois primeiros capitulos foi feita
uma rapida revisao de conceitos basicos e os principals aspectos da técnica de analise
foram descritos. As mudancas propostas para o seu aperfeigoamento sao encontra-

das no restante do texto. Para cada topico introduzido, ao lado da formulacao

desenvolvida, foram analisados alguns exemplos, através dos quais demonstrou-se
0 sucesso da implementacao realizada. Neste ultimo capitulo pretende-se reunir as
conclusoes registradas anteriormente para que se tenha uma visao global do avanco
alcancado ao final desta pesquisa. Hao apresentadas, tambem, algumas sugestoes
para trabalhos futuros, importantes para o desenvolvimento de uma nova tecnologia

no campo de analise limite de “shakedown” de vasos de pressao.

133
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7.2 Conclusoes

A proposta do trabalho apresentado no Capitulo (4) foi, a principio, realizar um
estudo da saia de sustentacao de um tambor de coqueamento, atraveés da técnica de
analise limite de elementos finitos, ja desenvolvida. As modificacoes introduzidas,
para se adequar este caso ao algoritmo existente, contribuiram para a obtenc¢ao de um
procedimento, onde a solucdo elastica do problema ¢ utilizada em substituicao ao car-
regamento indireto. A verificacdo de tal procedimento foi realizada atraves de alguns
exemplos e ao final foi feito o estudo da sala de sustentacao. Além da determinacgao
da temperatura de colapso a analise incluiu ainda um estudo dos deslocamentos ao
longo da estrutura, verificando-se que a formacao do mecanismo plastico constitui-se
um fendémeno localizado. A interferéncia do peso do tambor de coque na resistencia
ultima da estrutura foi também avaliada. Concluiu-se que, para a condicao de es-
coamento definida pelo prisma hexagonal, a presenca de uma carga vertical, no topo

da sala, somente produziria algum efeito se fosse de tracao.

O trabalho desenvolvido no Capitulo (5), apesar de estar ainda em seu
estagio inicial, gerou resultados bastante satisfatorios, o que pode ser constatado a-
través dos problemas estudados. A andlise dos graficos apresentados demonstrou
que o estimador de erro proposto supera as limitagoes do indicador até entao usado,
produzindo uma medida quantitativa para o erro da malha de elementos finitos.
Verificou-se, ainda, a confiabilidade da chamada solucio melhorada, €%, que mesmo
para malhas grossciras aproximou-se da solucao exata. Implementou-se, também,
uma estratégia de refinamento adaptativo fundamentada no estimador de erro desen-
volvido. Os resultados provenientes de sua aplicacao foram significativamente melho-
rados, obtendo-se taxas de convergéncia muito superiores com relagao ao refinamento

uniforme.

Finalmente, no Capitulo (6), foi introduzida uma condi¢ao de escoa-
mento mais solisticado proveniente da lincarizacao da superficie de escoamento exata
de cascas cilindricas axi-simétricas. Para sua adaptacao a técnica de analise limite
e de “shakedown” utilizada, um novo elemento finito e um campo de deslocamentos
correspondente teve que ser desenvolvido. Essa formulacao foi testada ¢ verificada

através de trés problemas, dois de cascas cilindricas e um de casca conica. Para
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todos eles, os resultados para as cargas de colapso {oram melhores do que os obtidos
com o elemento e superficie de escoamento anteriores. Também o novo mecanismo
plastico, mais realistico, devido a consideracido da taxa de mudanca de curvatura no

interior dos clementos, mostrou-se sensivel a variacao dos parametros geométricos,

ao contrario do quc ocorria anteriormente.

Apos a discussao acima, pode-se, entao, afirmar que o objetivo deste
trabalho, estabelecido no primeiro capitulo, foi contemplado. As alteragoes realiza-
das na técnica desenvolvida em [Franco, 1987] e [Franco e Ponter, 1994a) e verifica-
das por meio dos diversos exemplos propostos nesta dissertacao representaram um

avanco significativo para o desenvolvimento desta tecnologia.

7.3 Sugestoes para Futuros Trabalhos

Durante a realizacao desta pesquisa, diversas questoes relacionadas com o caminho
escolhido para a solucdo dos temas propostos, foram levantadas. Muitas delas foram
esclarecidas, naturalmente, a medida que a formulacao era desenvolvida. As demais,
porém, continuaram presentes, e foram algumas vezes citadas ao longo desta dis-
sertacao. O que se faz a seguir é, reunindo tais questoes, sugerir alguns estudos,

como forma complementar deste trabalho, tornando a técnica utilizada, mais eficiente

e abrangente.

Com relacao ao estudo realizado na saia de sustentacio do tambor de
coque, ha ainda um extenso caminho a ser percorrido. Para a analise da resisténcia
ultima, os esforcos de compatibilizacao entre a saia e o tambor foram tratados como

cargas estaticas. Sao, entretanto, ciclicas, assim como o gradiente de temperatura

ao longo do comprimento da saia. A realizacdo de uma analise completa de “shake-
down” somente serta possivel apoés a consideracac deste carregamento. Para isso,
a funcido de custo precisa ser alterada com a introducao de cargas dependentes do
tempo. Esse procedimento estd descrito em [Franco, 1987], que com base nos teo-
remas cinematicos de Koiter, estabelece os fundamentos para tal implementagao. A
novidade, para esse caso, seria o carregamento indireto, provocado pela presenca do
tambor. A utilizacio da solucdo elastica, favorece, entretanto, tal procedimento, uma

vez que o carregamento é introduzido em funcio dos esforcos solicitantes. Ao final,
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para que se tenha uma idéia global do comportamento da estrutura, uma andlise,
envolvendo todos os seus elementos de cascas, precisaria ser realizada. Estes elemen-

tos (cascas cilindricas, toroidais, esféricas e conicas) e algumas combinacoes (cascas

toro-esféricas e cilindrico-esféricas), ja se encontram implementados, restando apenas

iteragi-las entre si.

Os resultados favoraveis, para a implementacao do estimador de erro
e do processo adaptativo do Capitulo (5), servem como um estimulo para futuros
desenvolvimentos nesse tépico. Algumas conclusdes obtidas mtuitivamente, e em-
basadas pelos resultados apresentados, merecem uma formulacdao matematica mais
solida. O estabelecimento de uma maneira sistematica de separar o erro proveniente
da determinacao do mecanismo de colapso do erro de discretizacao contribuiria para
uma malor eficiencia do estimador. A implementacao dos processos adaptativos do
tipo r e p e sua combinacao com o processo h apresenta-se, tambem, como uma

realidade bastante viavel.

A 1mplementacao do novo elemento e da condicao de escoamento re-
gida pela nova superficie de dez planos torna possivel outras propostas de trabalhos,
interagindo-a com os desenvolvimentos anteriores. Primeiramente, sua aplicacao
na analise da saia de sustentacio permitiria wmna interpretacao mais precisa de seu
comportamento e da interferéncia do peso do tambor. A introducao da taxa de
mudanga de curvatura no interior do elemento permitiria que a forga axial con-
tribuisse para a determinacao do colapso, mesmo para os casos de compressao.
Muitas das questoes levantadas ao final do Capitulo {5) poderiam ser esclarecidas
a partir da nova supcrficie. A condicao de aproximacao pela média para os campos
de taxas de deformacao independentes na direcio meridional, nao mais existe para
a nova condicao de escoamento. O refinamento poderia, portanto, ser realizado com
muito mais eficiéncia, uma vez que o erro de discretizacao ja nao persistiria. Antes
disso, entretanto, um estudo da relacio de consisténcia entre os campos de taxas de
deformacao, analogamente ao que foi feito na Secao (3.4.2), precisaria ser realizado.
Sendo assim, as estruturas de cascas curvas, cuja formulacio para os elementos ja se

encontra estabelecida, poderiam ser analisadas. Finalmente uma superficie de escoa-

mento mais complexa, com doze planos, [Franco, 1993], possibilitando a interagao

entre as taxas de mudanca de cuvatura e de deformagao na direcao axial, produziria

urna técnica muito mais abrangente.
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Uma série de outras alteracoes, que contribuiriam para o aprimora-
mento da técnica, podem ainda ser citados. A substituicao da atual rotina de pro-
gramacao linear por outra mais robusta elimjnaria, talvez, alguns problemas de ins-
tabilidade numeérica. A conversao do codigo escrito na linguagem FORTRAN-77
para a linguagem C tornaria ¢ programa mais flexivel em sua interacao com a ar-
quitetura da maquina. A substituicao das rotinas grdficas, usadas atualmente, por
pacotes mals completos, permitiria a apresentacao dos dados em trés dimensoes,

tornado mais clara sua mterpretacao.

Todas as sugestoes acima representam, em uma primeira analise, pro-
postas de trabalhos altamente vidveis. E verdade que essa conclusao deve ser a-
nalisada com o devido cuidado. Sabe-se, porém que os primeiros passos, para o
estabelecimento de uma técnica eficiente de analise limite e de “shakedown”, foram
dados e que as solucdes obtidas nesta dissertacdo tornam o prosseguimento desta

pesquisa bastante promaissor.
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Apendice A

Obtencao da Relacao Consistente Através

da Norma de Energia

A norma de encrgia local para um elemento : e uma malha & foi definida na Secéao (5.3)

COIIO.

) _ CNT - _ 1/2 1/2
Jeill = ([ (¢2-¢l) D -1)av) " = (] eTDe,av) (A1)

Substituindo-se as relagoes (3.23) e (3.21) em (5.1), obtém-se:

‘el = D1y, 3° (A.2)

que sendo usada na Equacao (A.1), juntamente com a Equacio (3.32) fornece:

AT :
| i lf= [ (¥.3) D'¢,Sidv (A3)

ou seja,
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| & 1= [ 79I D gy (A1)

Derivando-se com trelacao a variavel generalizada 3°, tem-se:

dgg!‘i _ L {lszw;rD—l%_]T 4 [qybe_li,biE“']T} dV (A.5)

T o~ — s e s e N :
Como o termo 1), D™ '4), é simétrico, a expressio acima se reduz a:

di|e” |\
dX’

_ f 2T D1 BV (A.6)
Vi

Usando-se a Relacdo (A.2) chega-se a:

(JHET “z / o g
L = ._,*t/; l et 1V AT
dE* V . EE( ( )

t

Substitui-se, a seguir, o vetor e’ pela diferenca entre as duas formulacoes das taxas
de deformacio, Equacio (5.1), e iguala-se a expressdo a zero, para que se tenha a

sua minimizacao, obtendo-se,

dllej)

- fv YT (61 —&2)dV =0 (A-8)

Das rclacdes (3.8), (3.13) e (3.35) pode-se rescrever a Equacgao (A.8) como:

fV YTBUAV U, = /V YTK(s)dV A} (A.9)

A introducéo da matriz H se da por meio da Expressido (3.37). A equagao acima

torna-se, entao:

/ HTRTBV U = ] HTRTK(s)dV A, (A.10)
Vi Vi
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Como a matriz H é formada por termos independentes de sua posicao ao longo do

dominio, pode ser retirada da integral e colocada em evidéncia:

258 /V RIBWU. = H' /V R K'(s)dV X, (A.11)
e apds a introducdo de (3.36) tem-se:
m’ (") U, = " /V RTKi(s)dV AL (A.12)
que se reduz a:
£ o B A RTK(s)dV A} (A.13)

exatamente a relacao consistente (3.39), oblida na Secao (3.4.2).



Apendice B

Condicao para que o Estimador de Erro

seja Assintoticamente Exato

() Teorema utilizado em [Zienkiewicz e Taylor, 1989b}, onde se demonstra como um
estimador de erro assintoticamente exato pode ser encontrado, é estabelecido para a

formulagao usada nesta dissertacao da seguinte maneira:

Teorema
Sejam ||ef || = ‘Eg — &1l e ||én]] = |s§ — €;], as normas de energia dos erros para
os campos das taxas de deformacio entre a solucio exata €2 ¢ as solucdes el e &°

(solucao melhorada}, respectivamente, de wma malha genérica h. Pode-se alirmar
que ||€nl|, a norma de energia que define o estimador de erro, Equacdo 5.3, serd

assintoticamente exata se:

l€xnll/lle;ll — 0 quando a norma de energia real do erro ||e|| — 0.

Prova

Reescrevendo-se o estimador ||€|| como:
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[enl = |& — 4| = [ (&2 — &}) — (2 — &}) (B.1)
Aplica-se a inequacao do triangulo obtendo-se:
le2—2i] - ||¢2 - &z|| < lleul < |2 = eh]| + &% — €] (B.2)
ou
lekll — llexll < [[enll < [lef|l + llexl (B.3)

Usando-se a definicao do indice de efetividade, Equacao 5.4, segue:

(1 e:)gﬂi(lje:) (B.4)
= =

A Inequacao acima estabelece que o indice de efetividade aproxima-se da unidade

enll/|ler]| — 0. Logo, estara assegurado que o estimador de erro

quando a razao

.|l convirja para zero a uma taxa maior do que

seja assintoticamente exato caso

ekl



Apendice C

Determinacao da Funcao de Energia

Dissipada para os Lados Inclinados da

Superficie de Drucker

: :
Kt
— m, = 2(1-ng )
LN
2
e
Mg
E¥ b =
¢ i_D;tE
4

Figura C.1: Lado ('3 da superficie de Drucker

Na determinacao da funcao de energia de dissipagao para os lados inclinados da su-

perficie de Drucker, Fig. (6.1), serd considerado o lado C' B representado na I'ig. (C.1).

A funcao obtida é, todavia, valida para os demais lados CD, GH e GF.

154



155

Para um estado de tensoes qualquer, pertencente a superficie de escoamento, a funcio

de dissipacao de energia por unidade de area é definida como:

Da = Noég + Myfcy (C.1)

Caso se considere o estado de tensces J, localizado entre os ponftos C' e B da

Ig. (C.1}, a Equacao (C.1) torna-se:

. o.tt
Dy = ngoteg + (2 — 2ny) K
que expandida fornece:
. gl . ol o,l°
Dy = no,teg + i Ko 7 Ko n 5 K
Da relagao entre €4 e sy sabe-se que:
Kl
Eg — = (CQ)
2
logo
_ gt ool” . _
Dy =noyleg 4 ; Eo 1 K¢ — NOLLER

A fungao de dissipacgao de encrgia por unidade de area sera, entao:

gt . gt )
> g ¢

S
=

|
Cry
=

Esta expressac permanece valida para os demais lados mclinados da supertficie de
Drucker, caso as taxas de deformacao e de mudanca de curvatura sejam escritas em

sen valor absoluto, como a seguir:
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A Expressdo (C.3) pode ser definida também como funcdo independente das taxas
de deformacao ou de mudanca de curvatura. Para isso basta aplicar a Relagdo (C.2).

Tem-se, dessa maneira:

I.JA — ﬂ'i,?f IEQ‘ (04)
o1l
o t® .
DA — ‘ﬁ:,;g,‘ ((_J 5)

2



Apendice D

Obtencao do Operador Definidor do Campo

de Deformacoes

Realizando-se o produto de matrizes em (6.27) obtém-se, para cada elemento 2:

By Bie DByz Bia Bis
B = By By Bys By Boas (D*l)
B3y Bsy Bz Biag Bsg ;

Sendo
=~ ns
o= G
Bun — (251_— 1) —
By = _% COS @
Bz = (253—'# ) COS @

197
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Ba1 =
Bas =
2
— |
GE
2 roseng
1
Boy = (1 —
2 ( ) o SEH(}‘)
o o (8 T}
> 2 ryseng
Acosd  2€send
By =2 |
31 L 33 | [—.i?"]
2cosd 26+ 1seng
By =2 L
72 Zf 2!1 1 .
Ban — 2seng 26 —1coso
2 2 oA, ry
dsend 26 cos ¢
Bag =2 ~ - —
34 l? 1 gf .
- 2send 26 +1cosg
Bss = 2
3 13 BZI 1

Na obtencao dos elementos de B*, duas relacoes foram utilizadas:

d¢ 2
ds
ds = dory

Logo:
do  do ds i

d¢  dsdfé 12




Apendice E

Relacao de Consisténcia entre os Campos

de Velocidades e dos Multiplicadores

Plasticos

E.1 Implementacao da Relacao de Consisténcia

A implementacao da relagao de consisténcia (6.35) passa, necessariamente, pelas

seguintes etapas:
o Determinacao da matriz C’i, através das Equacdes (3.30) e (6.27):

= : s —1
& :/ BT Bidv (E.1)
V

o Determinacio da matriz K*, através das Equacdes (6.29), (6.33):
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L

¢ Finalmente, substituindo-se (E.1) e (E.2) em (6.35) obtém-se:

Elemento : — 1:

[, il g

Ur—illpsi

|
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—sena(l — &) 4/tcosall — &) 1
( 0
V2/2(1 =€) 0
senc(l — &)  4/tcosaf{l —§)
0 0
—/2/2(1 - €) 0
—sena{l — &) —4/tcosa(l — &)
sena(l —§)  —4/tcosa(l —§) (E.2)
—sencf{l +£) 4/tcosa(l — &)
0 0
V2/2(1 +€) Y
sena(l + &) 4/tcosafl —¢)
0 0
—/2/2(1 +¢) 0
—sena(l + &) —4/tcosal + &)
sena(l +&)  —dftcosa(l +£)
(i1
D LR Ly o L ]|
L' Lig' Liwb - Liwe || oo
Lz’ Ly Lspo L31s 31
Ligh Lig' Lih - L || )
Lig' L' Lo - Lsw || |
A )

(E.3)
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Elemento z:

L .. o o4 M
Ur — U Ly, -+ Lig Lig Liw -+ Ll
0i+1 — Uz' L; T Lés L'fzg L; 110 B Lé 16 /\«;
W; = oo Lyg Ly Liyg -+ Lisge ,iz‘i (E.4)
W’T Lil T LiB Lig Li 10 7 Li 16 1
Wﬂ-.;.l I Lél " Lés Lgﬂ L% 10 77 Lf.:; 16 )'\z'-l-l
8

J

Os parametros nodais sao, portanto, descritos em funcao dos multiplicadores plasticos

dos nos pertencentes ao elemento em questao.

E.2 Definicio das Taxas de Deslocamento W,

Observando-se (E.3) e (E.4) conclui-se que, para cada ponto nodal 7, a taxa de

deslocamento W; assume dois valores em funcao dos elementosz—1 ¢ 2. Em [Franco,
1987], para que o campo das taxas de deslocamentos seja continuo, adota-se a média

entre tais valores. Repetindo-se, entdo, este procedimento tem-se:

. 1 (.3 o . SN . . .

Wi = 5 {Z [LEEIAL_l + (Lais T LE&-) Ak + L:iak+a)‘zk+l}} (E.5)
k=1

onde

0 0 _
Lgy - Lgg =

NN NN _
Lag™ -+ Ly =0

Logo, o calculo de W, envolve os multiplicadores plasticos dos trés nos pertencentes

aos elementos adjacentes 1 — 1 e 1.

E.3 Definicio das Taxas de Deslocamento U; e U

/

A partir das Relagoes (E.4) e (E.5) é possivel descrever-se as componentes, em um

no6 1, do vetor U;, ou seja, Ur —U;, Uy 1 +U;, Wy e W, em fun¢ao dos multiplicadores
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plasticos, definidos em 2 e noés adajcentes. O mesmo nao ocorre, entretanto, para

a componente axial U;. Para sua obtencao o seguinte procedimento ¢ adotado em

[Franco, 1987]:

Seja U prescrito como uma condicio de contorno do problema. Aplicando-se (E.4)

tem-se até o elemento 1 — 1:

Elemento
1 CTQ s U] —_ fl i)t::
2 U3 Za (.:’rg —_ fg i/\:

{

i1 Ui=Ui = fia (A)

que resulta em:

i—1 i-1
S (Ui —U;) = Ui = Uy =3 fi(M) (F.6)
1=1 =]

No caso de Unpy ser a condicao de contorno prescrita, um procedimento semelhante

conduz a:
Elemento
‘E: (.]1'+1 = [:r-i — fz (/\)
i+l Uys—Ugn = fin ()\)
NE Uvn —Unvg = fnE (/\)
logo,

NE NE

> (Ujsr = Us) = Unn — Ui = 3 f(V) (E.7)
=

§=1

Adotando-se a Equacgao (I5.7) e efetuando-se o somatorio de £i(A) de acordo com

(E.4), a velocidade U; é definida como:

et —

Fat NN . ‘ .
U =Unn+ 3 | =Lk = Y0 (Linis + L) M (E.8)
k=1 | j=t41 ]



163

O conhecimento de U; permite o célculo de U, correspondente ao né interno ao

elemento 2. De (E.4) sabe-se que:

U:, —U; = E (Lilk’\‘}c + L§k+8

fr==1]

A (.9)

Logo, substituindo (E.8} em (E.9) chega-se finalmente a:

8
U: — UNN = Z
=]

=

i 5 NN i . avs »
—Ly - 3 (Lids + L) M

j=i+1

=2, (Lilk)‘i i Lik-;-a/.\?—l)
k=1
(E.10)





