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RESUMO ______________________________________________ 

 

 

 Apresentou-se uma metodologia para o cálculo da rigidez tangente inicial e da 

rigidez secante última, de ligações classificadas como flexíveis. Avaliou-se as 

flexibilidades localizadas, existentes no regime elástico, em ligações classificadas como 

rígidas. 

 

 Propôs-se a utilização de modelos de nó, que tornassem possível a consideração 

da rigidez das ligações classificadas como flexíveis e/ou rígidas, na análise de estruturas 

planas reticuladas. 

 

 Criou-se um programa de computador, para automatizar a criação dos modelos 

de nó, nas estruturas a serem analisadas. Desta forma, possibilitou-se que a influência 

das ligações, consideradas como semi-rígidas, pudesse facilmente ser levada em conta 

na análise estrutural. 

 

 Apresentou-se dois exemplos de utilização do programa. Comparou-se os 

resultados da análise das estruturas convencionais (rótulas perfeitas e nós rígidos) com 

os resultados da análise das estruturas com modelos de nó. 
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ABSTRACT ____________________________________________ 

 

 

 A method for the calculation of the initial tangent stiffness and the ultimate 

secant stiffness of flexible connections was presented. Local flexibilities, in elastic 

phase, of rigid connection where evaluated. 

 

 It was proposed the utilization of node models, in plane frame structural 

analysis, in order to make possible the consideration of stiffness, in flexible connections 

and/or in rigid connections. 

 

A computer program was developed to automatize the generation of the node 

models in the structures to be analyzed. So, it became possible that the influence of the 

connections, treated as semi-rigids, could easily be considered in the structural analysis. 

 

 Two examples of utilization of the program were presented. The responses of 

conventional structures (simple support nodes and rigid nodes) and structures with node 

models were compared. 
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1. INTRODUÇÃO 

______________________________________ 

 

 

 Em estruturas de aço, é comum classificar-se as ligações de acordo com o 

momento fletor atuante e a rotação relativa das barras conectadas, após a aplicação do 

carregamento. 

 

 

Lig. Flexível

Lig. Rígida

Lig. Semi-Rígida

(1)

(2)

(3)

M/Mpl
1,0

0,8

0,2

φv

φ v

C   ColunaL

C   VigaL

M

Nó Rígido

Rótula Perfeita

 
 

Fig. 1.1  -  Ligações rígidas (1), flexíveis (3), ou semi-rígidas (2). 
 

 

 Tschemmernegg e Humer [20] sugerem separar as ligações em três grupos 

distintos (figura 1.1). As ligações rígidas (1) seriam aquelas em que a rotação relativa 

(φv) praticamente não varia, mesmo com a atuação de um momento fletor na 
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extremidade da viga (M) igual a 80% do momento de plastificação da seção (Mpl). As 

ligações flexíveis (3) seriam aquelas que apresentam uma variação considerável de φv  

com a atuação de apenas 20% de Mpl na extremidade da viga. As demais ligações, com 

comportamento intermediário entre as rígidas e as flexíveis, seriam classificadas como 

semi-rígidas (2). 

 

 Atualmente, o procedimento mais utilizado na análise das estruturas reticuladas 

é de desconsiderar-se a capacidade parcial de restrição à rotação das ligações 

classificadas como flexíveis. Nas ligações classificadas como rígidas, despreza-se a 

ocorrência da pequena rotação relativa existente entre as barras conectadas. Portanto, 

nas extremidades das barras, as ligações viga-coluna são simuladas por rótulas perfeitas 

(φv  ∞) ou por nós totalmente rígidos (φv = 0).  

 

 Porém, é crescente a tendência de considerar-se a existência de uma pequena 

rotação relativa nas ligações rígidas e de uma pequena capacidade de restrição à rotação 

nas ligações flexíveis. Desta forma, todas as ligações seriam tratadas como semi-rígidas. 

Isto influi por exemplo, na distribuição dos esforços solicitantes nas barras bem como 

nos valores dos deslocamentos da estrutura. Também os valores dos comprimentos de 

flambagem das colunas são modificados. Com isto, ao levar-se em conta a real restrição 

à rotação oferecida pelas ligações, a análise realizada torna-se mais próxima do 

comportamento real da estrutura. 

 

 A consideração da influência das ligações semi-rígidas na análise das estruturas 

reticuladas só é viável devido ao avanço tecnológico das ferramentas computacionais 

disponíveis (hardwares e softwares de análise estrutural). Centros de pesquisa em todo o 

mundo, vêem estudando uma forma racional e com um grau de precisão satisfatório, 

para que no futuro, a abordagem das ligações semi-rígidas possa ser um procedimento 

usual para os projetistas estruturais. 

 

 Este trabalho segue uma linha de pesquisa, propondo que a influência das 

ligações seja considerada através de uma abordagem macroscópica da região da ligação. 

Desta forma, utilizam-se modelos com nós e barras fictícias para a representação da 
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região da junção entre as vigas e as colunas. As dimensões e as propriedades físicas das 

barras fictícias são determinadas em função da geometria e do grau de rigidez definido 

para as conecções. 

 

 A abordagem macroscópica (modelos de nó) ao invés de molas pontuais na 

junção das peças, contribui muito para a correta simulação do comportamento da 

ligação. Principalmente para as ligações rígidas onde as flexibilidades existentes têm 

um efeito localizado na região da conecção. 

 

 Os capítulos 2 e 3 deste trabalho descrevem os processos utilizados na 

determinação do grau de rigidez das ligações, bem como apresentam os modelos de nós 

adotados para as ligações flexíveis e rígidas. 

 

 As formulações apresentadas nos capítulos 2 e 3 (tratando as ligações como 

semi-rígidas) foram incluídas em um programa de computador. Desta forma, torna-se 

possível a análise estrutural levando-se em conta (automaticamente) a influência das 

ligações na distribuição dos esforços solicitantes e nos deslocamentos da estrutura. As 

informações e instruções para a utilização do programa de computador apresentam-se 

resumidas no capítulo 4 deste trabalho. 

 

 O capítulo 5 apresenta dois exemplos da utilização do programa de computador. 

São comparados os resultados entre as análises: estrutura com ligações semi-rígidas e 

estrutura convencional (rótulas perfeitas ou nós rígidos). Os relatórios destas análises 

encontram-se nos Anexos A.1 e A.2. 

 

 É importante esclarecer que este trabalho abordará o comportamento de 

estruturas de aço em que as ligações (classificadas como flexíveis ou como rígidas) 

serão tratadas como semi-rígidas, considerando de forma mais adequada o seu 

desempenho. No entanto, para maior compreensão do texto, as primeiras serão referidas 

como “ligações flexíveis” ou “ligações classificadas como flexíveis” e as segundas 

como “ligações rígidas” ou ”ligações classificadas como rígidas”. 
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2. LIGAÇÕES  FLEXÍVEIS 

______________________________ 

 

 

2.1 Ligações Abordadas 

 

 As ligações flexíveis a serem abordadas no presente trabalho foram escolhidas 

entre as mais comuns no Brasil e as que apresentam grande potencial de utilização. 

Referem-se sempre à união de viga e coluna formados por perfis tipo I , com a 

particularidade de que a viga deve ser ligada à mesa da coluna, exceto para a ligação 

com chapa simples (item 2.1.3), quando a viga pode estar ligada à alma da coluna. 

 

 

2.1.1 Ligações com Cantoneiras 

 

As ligações com cantoneiras tratadas aqui consistem de uma ou duas cantoneiras 

parafusadas à mesa da coluna e soldadas à alma da viga (figuras 2.1 e 2.2). O emprego 

de apenas uma cantoneira se faz quando é difícil ou mesmo impossível o acesso a um 

dos lados da viga. 

 

 São muito usadas na prática, por representarem uma solução econômica e 

permitirem ajuste no comprimento final das vigas, devido à folga (usual de 10 mm) 

existente entre a extremidade da viga e a mesa da coluna. Geralmente a solda das 

cantoneiras à viga é realizada na fábrica e o aperto dos parafusos à coluna é feito no 

campo. 

 

 Dados experimentais [5] indicam que a ligação com duas cantoneiras é capaz de 

desenvolver até 20% ou mais de restrição à rotação para cargas de serviço, 

especialmente se as cantoneiras possuírem grandes comprimento e espessura. 
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Fig. 2.1  -  Ligação com cantoneira simples. 
 

 

 
 

Fig. 2.2  -  Ligação com cantoneira dupla. 
 

 

 A fim de evitar a ocorrência de alguns estados limites últimos, são apresentadas 

algumas exigências de projeto e dimensões mínimas entre as peças constituintes das 

ligações com cantoneiras (fig. 2.3), que serão sempre obedecidas no decorrer deste 

trabalho. Estas relações são sugeridas por Queiroz, Pimenta e Fakury [12], baseadas em  
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prescrições da norma brasileira para execução e projeto de estruturas de aço NBR-8800 

[6]: 

 

 

dah1

tfc
1 cm

twv

twc

~ 
~

ta

~

twv

e
e

v

h

g

hwv

ba

 
 

Fig. 2.3  -  Dimensões em uma ligação com cantoneiras. 
 

 

 

a) - Deve existir uma simetria no posicionamento da ligação, ou seja, as linhas de 

centro da viga e da ligação devem ser coincidentes. 

 

b) - Para que a deformação da mesa da coluna não tenha grande influência no 

comportamento da ligação deve-se ter:  tfc ≥ 2.ta . Ainda, o balanço da aba da 

cantoneira deve ser sempre menor que o da mesa da coluna. 

 

c) - Em se tratando de ligações com cantoneiras simples, para garantir que a formação 

de charneiras plásticas na cantoneira se dê em sua aba parafusada, deve-se ter 

sempre: twv ≥ 1,5.ta 
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d) - A fim de evitar uma possível ruptura da seção líquida das cantoneiras, o tipo de aço 

a ser utilizado nas cantoneiras deve ser tal que:  fu ≥ 1,6.fy . O espaçamento 

vertical entre os furos deve ser sempre maior ou igual à três vezes e meia o 

diâmetro dos parafusos. 

 

e) - Para que não ocorra flambagem local da aba parafusada das cantoneiras, deve-se 

fazer: [g - 0,5.(ta + twv)] / ta ≤ 0,55.(E / fy)½  

 da / ta ≤ 3,5.(E / fy)½  

 

f) - A possível flambagem local da aba soldada das cantoneiras deve ser evitada 

fazendo-se:  ba / ta ≤ 0,55.(E / fy)½ 

 

g) - Para as vigas a flambagem local de sua alma deve ser evitada, observando-se que:

  hwv / twv ≤ 3,5.(E / fy)½  

  h1 ≥ 0,5.hwv 
 

h) - Deve-se fazer, sempre:  twc ≥ twv 
 

i) - À fim de tornar válidas as simplificações adotadas no cálculo do momento resistente 

último da ligação ( Mu ), deve-se ter: 

  g ≥ 4.ta + 0,5.twv  
 

 Na figura 2.3 e nos itens anteriores tem-se: 

E   Módulo de elasticidade do aço das cantoneiras; 

fy   Tensão de escoamento do aço das cantoneiras; 

fu   Tensão de ruptura do aço das cantoneiras; 

 

ta   Espessura das cantoneiras; 
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da   Comprimento da cantoneira; 

ba   Comprimento da aba da cantoneira submetido à solda; 

h1   Comprimento da linha de furos; 

g   Distância horizontal da linha de furos ao centro da viga; 

eh   Distância horizontal da linha de furos à borda da cantoneira; 

ev   Distância vertical da linha de furos à borda da cantoneira; 

twc   Espessura da alma da coluna; 

tfc   Espessura da mesa da coluna; 

twv   Espessura da alma da viga; 

hwv   Altura da alma da viga. 

 

 

2.1.2 Ligações com Chapa de Topo 

 

 A ligação com chapa de topo consiste de uma chapa de extremidade de altura 

inferior à altura da seção da viga, soldada perpendicularmente à sua alma e parafusada 

na mesa da coluna, conforme se vê na figura 2.4 . A solda geralmente é executada na 

fábrica enquanto que o aperto dos parafusos é realizado no campo. 

 

 Este tipo de ligação foi amplamente estudado por Kennedy [1], que concluiu ser 

de comportamento semelhante ao das ligações com cantoneiras. Como será mostrado na 

seção 2.2, suas curvas características momento-rotação são similares às das ligações 

com cantoneiras duplas. 
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Fig. 2.4  -  Ligação com Chapa de Topo. 
 

 

 A seguir, baseado na figura 2.5 e a exemplo do que foi feito no item 2.1.1, serão 

adotadas algumas relações entre as dimensões dos componentes das ligações com chapa 

de topo, sugeridas em [12] : 

 

a) - Deve existir uma simetria no posicionamento da ligação, ou seja, as linhas de 

centro da viga e da ligação devem ser coincidentes. 

 

b) - Para que a deformação da mesa da coluna não tenha grande influência no 

comportamento da ligação deve-se ter: tfc ≥ 1,5.tp . 

 

c) - Para que não ocorra flambagem local da chapa de topo, deve-se fazer: 

g / tp ≤ 0,55.(E / fy)½  

dp / tp ≤ 3,5.(E / fy)½  

 

d) - Para as vigas a flambagem local de sua alma deve ser evitada, observando-se que: 

hwv / twv ≤ 3,5.(E / fy)½  
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Fig. 2.5  -  Dimensões em ligação com chapa de topo. 
 

 

e) - Deve-se fazer, sempre: twc ≥ twv 

 

f) - A fim de tornar válidas as simplificações adotadas no cálculo do momento 

resistente último da ligação ( Mu ), deve-se ter: g ≥ 4.tp + 0,5.twv  

 

 Na figura 2.5 e nos itens anteriores tem-se: 

E   Módulo de elasticidade do aço da chapa de topo; 

fy   Tensão de escoamento do aço da chapa de topo; 

fu   Tensão de ruptura do aço da chapa de topo; 

tp   Espessura da chapa de topo; 

dp   Comprimento da chapa de topo; 

h1   Comprimento da linha de furos; 

g   Distância horizontal da linha de furos ao centro da viga; 
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e   Distância do centro do furo à borda da chapa de topo; 

twc   Espessura da alma da coluna; 

tfc    Espessura da mesa da coluna; 

twv   Espessura da alma da viga; 

hwv   Altura da alma da viga. 

 

 

2.1.3 Ligação com Chapa Simples 
 

 Este tipo de ligação apresenta-se ilustrado na figura 2.6 . A chapa através da 

qual é feita a conecção é soldada na coluna no momento de sua fabricação e durante o 

processo de montagem é parafusada na alma da viga. Conforme observa-se nas figuras 

2.6.a e 2.6.b, a chapa pode estar soldada diretamente em uma das mesas da coluna ou 

perpendicularmente à alma da mesma. Neste trabalho ambas as situações serão 

abordadas. 
 

 Ligações com chapa simples são muito dúcteis e têm ganho considerável 

popularidade atualmente, dado sua eficiência e facilidade de fabricação e montagem. 

 

 A ligação por chapa simples desperta grande interesse em pesquisadores, 

principalmente americanos. Com base em estudos publicados por Richard [2], Astaneh 

[3], Lindsey [9] e em recente trabalho de Queiroz, Pimenta e Fakury [12], algumas 

dimensões e relações entre os elementos constituintes deste tipo de ligação serão 

adotadas neste trabalho e seguidas como padrão. Assim evita-se ocorrência de estados 

limites últimos que impeçam a utilização da equação momento-rotação de Richard [2], 

como será visto no item 2.2.2. 

 

 Na figura 2.7 estão representadas as dimensões dos elementos envolvidos nas 

ligações com chapa simples. Nos itens seguintes são citadas as condições de projeto e as 

restrições adotadas: 
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( a)        ( b) 

Fig. 2.6  -  Tipos de ligações com chapa de extremidade. 
 

 

a) - Deve existir uma simetria no posicionamento da ligação, ou seja, as linhas de 

centro da viga e da ligação devem ser coincidentes. 

 

b) - A junção da chapa de extremidade com alma da viga deve ser feita com apenas 

uma linha de parafusos ( ASTM A325 ), contendo no mínimo dois e no máximo 

nove parafusos. Para que a equação momento-rotação de Richard [2] possa ser 

utilizada com mais precisão, a distância entre os centros dos furos ( p ) deve ser 

igual ou próxima de 75 mm. 

 

c) - A espessura da chapa de extremidade deve ser inferior à espessura da alma da viga, 

tp ≤ twv . Além disto, deve-se evitar a flambagem local da alma da viga, fazendo-

se:  hwv / twv ≤ 3,5.(E / fy)½  

h1 ≥ 0,5.hwv 
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Fig. 2.7  -  Dimensões em ligações com chapa simples. 
 

 

d) - Em aços com fy  ≅ 25 kN/cm² , a fim de evitar excessiva deslocabilidade lateral da 

chapa de extremidade, deve-se fazer: a1 ≤ 2.tp 

       a2 ≤ d + 4.tp 
 

e) - Para a figura 2.7.a, as distâncias horizontal e vertical do centro do furo à borda da 

chapa  ( a3 )  devem ser iguais e obedecer às exigências da NBR 8800 [6] . Além 

disto, segundo Astaneh [3] para evitar uma possível flambagem local da chapa por 

excessiva concentração de esforço cortante, deve-se fazer: 

   ( a1 + a2 ) ≤ 0,5.dp 

 

f) - Para a figura 2.7.b , admitir-se-á: 

  hwv / tp ≤ 3,5.(E / fy)½ 

  a3 ≥ 1,4.a4 

  α ≤ 35° 
 



           Na figura 2.7 e nos itens anteriores tem-se: 

E   Módulo de elasticidade do aço; 

fy   Tensão de escoamento do aço; 

tp   Espessura da chapa de extremidade; 

dp   Comprimento da chapa de extremidade; 

bp   Largura da chapa de extremidade 

h1   Comprimento da linha de furos; 

d   Diâmetro nominal dos parafusos; 

a1, a2 , a3 , a4   Distâncias definidas na figura 2.7; 

twc   Espessura da alma da coluna; 

tfc   Espessura da mesa da coluna; 

twv   Espessura da alma da viga; 

hwv   Altura da alma da viga; 

α   Inclinação do contorno da chapa de extremidade ( fig. 2.7.b ). 

 
2.2 Rigidez das Ligações 
 
2.2.1 Considerações Iniciais 
 
 A consideração e determinação do grau de rigidez de ligações classificadas 
como flexíveis, passando a tratá-las como semi-rígidas, é atualmente um assunto que 
desperta grande interesse. 
 

 Desde meados da década de 60 até os dias atuais, ensaios com vários tipos de 

ligações têm sido realizados com o intuito de fornecer dados experimentais, os quais 

possibilitem a formulação de modelos matemáticos que descrevam com grande 

fidelidade o comportamento não-linear das ligações, tratando-as como semi-rígidas. 

Dentre os ensaios realizados com as ligações flexíveis em foco neste trabalho, 

destacam-se as publicações de Kennedy [1] sobre ligações com cantoneiras e chapa de 

topo; Richard [2] e Astaneh [3] sobre ligações com chapa simples. 

 



 15

 Chen e Lui [5], apresentam diferentes formulações matemáticas de diversos 

autores, que tentam expressar as curvas momento-rotação (M-Φ) dos tipos de ligação 

viga-coluna mais convencionais. Para ligações com cantoneiras ou com chapa de topo 

serão utilizadas as curvas M-Φ dadas pelo modelo de potência de Ang e Morris [5]. 

 

 Para representar o comportamento das ligações com chapa simples adotar-se-á a 

curva M-Φ indicada por Richard [2]. 

 

 As curvas  M-Φ acima citadas descrevem a relação não-linear obtida ao se 

expressar a rotação relativa entre a viga e a coluna, em função do momento fletor 

absorvido na extremidade da viga pela ligação, ou vice-versa. Como será visto nos itens 

2.2.2 e 2.2.3 , a rigidez de uma ligação é uma grandeza dependente das características 

físicas dos elementos nela envolvidos (espessuras e comprimentos de cantoneiras ou 

chapas, distâncias de linhas de furos) e do momento fletor absorvido pelas ligações. 

Como o momento absorvido depende do carregamento ao qual está submetido a 

estrutura, logo a rigor para cada carregamento aplicado na estrutura, ter-se-ia um 

diferente grau de rigidez para o mesmo tipo de ligação. 

 

 A figura 2.8.a abaixo mostra como ocorre a variação da rigidez de ambas as 

ligações A e B do pórtico representado, ao aumentar-se gradativamente o valor da carga 

q aplicada na viga AB. Inicialmente, quando não há qualquer carregamento atuando na 

estrutura, ou para valores muito pequenos de q , ambas as conecções apresentam uma 

rigidez que pode ser expressa pela reta OA, tangente à curva M-Φ em sua origem, 

chamada Rigidez Tangente Inicial. Ao incrementar-se o carregamento aplicado na 

estrutura, o momento fletor absorvido pelas ligações aumenta e a curva M-Φ começa a 

ser percorrida. O valor da rigidez tangente das ligações, começa então a decair, 

passando a ser expresso pela reta BC. A reta OB indica a rigidez secante da ligação 

correspondente à rigidez tangente BC. 
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Fig. 2.8  -  Variação da rigidez das ligações conforme o acréscimo do carregamento. 
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 Este processo se repete sempre que ocorrer um acréscimo no momento fletor 

absorvido pela ligação. Porém se o pórtico da figura 2.8.a apresentar-se agora como na 

figura 2.8.b sendo submetido a um esforço horizontal H após a aplicação da carga q , a 

ligação A sofrerá um descarregamento enquanto que a ligação B ficará ainda mais 

carregada. Ao descarregar-se, a rigidez da ligação A não percorre a curva M-Φ, mas 

passa a apresentar um valor tendendo ao da rigidez tangente inicial, representado na 

figura 2.8.b pela reta BC, paralela à OA. 

 

 Em um caso extremo, quando a ligação B absorver um momento fletor que a 

leve à ruína  Mu , a reta BC tangente à curva M-Φ passará a representar a rigidez 

tangente última da ligação e a ligação A ( descarregada ) apresentaria um grau de 

rigidez próximo à rigidez tangente inicial. 

 

 Ao longo do desenvolvimento deste trabalho procurou-se obter um método 

matemático que possibilitasse a obtenção do real grau de rigidez das ligações flexíveis. 

Infelizmente, devido à falta de dados consistentes sobre o assunto na bibliografia 

pesquisada ( Lindsey et al [9], Geschwindner [10], e King et al [13], dentre outros ), tal 

processo matemático tornou-se inviável. Para contornar este problema a proposta aqui 

presente é a de se trabalhar, então com dois graus de rigidez para cada ligação. O 

primeiro ( Ki ), relativo à rigidez tangente inicial da ligação; e o segundo ( Ku ), relativo 

à rigidez secante última da ligação. Utilizar-se-á a rigidez secante última ao invés da 

tangente última para possibilitar que dados referentes à não linearidade das ligações 

possam ser utilizados futuramente em uma análise estrutural elástica linear. 

 

 Conforme está indicado na figura 2.9 a rigidez inicial Ki será representada pela 

reta tangente à curva M-Φ na origem, quando não há qualquer carregamento atuando na 

estrutura. A rigidez secante última Ku é obtida quando hipoteticamente atuar na ligação 

o momento fletor último Mu , que ocasione a ruptura da ligação. Supondo que uma 

ligação não ficará submetida à nenhum momento fletor superior ao seu momento Mu , o 

grau de rigidez secante real da ligação Kreal estará compreendido na região hachurada 

entre as retas Ki e Ku . 
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 Na figura 2.9 têm-se: 

 

Φu   Rotação relativa entre a viga e a coluna quando atuar na ligação o momento de 

ruptura da ligação Mu ; 

Φ    Rotação relativa entre a viga e a coluna quando atuar na ligação o momento real 

por ela absorvido  M . 

 

 O valor da rigidez inicial Ki é extremamente elevado. Assim sendo, ao utilizá-lo 

na análise de uma estrutura obter-se-iam para as vigas: esforços de extremidade maiores 

e no meio do vão menores, do que os obtidos ao utilizar-se a rigidez secante última Ku . 

 

 

 

 

M Φ−

K Ki uM. Fletor

Rotação

M u

Φu

K real

M

Φ  
 

Fig. 2.9  -  Rigidez tangente inicial e rigidez secante última em uma ligação. 
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2.2.2 Ligações com Cantoneiras e Chapa de Topo 
 

 Na tentativa de representar o comportamento das ligações em questão, o modelo 

de potência mais simples a utilizar-se seria um modelo de dois parâmetros ( a, b ) 

segundo o qual a rotação relativa entre viga e coluna ( Φ ) é expressa em função do 

momento fletor absorvido pela ligação (M) através da equação: 

 
 Φ = a × M 

b
 

 
 Dada à sua simplicidade o modelo acima não representa com suficiente precisão 

a curva M-Φ das ligações. 

 

 A curva M-Φ originária do modelo de potência de quatro parâmetros 

desenvolvido por Ang e Morris e apresentada em [5] será então utilizada, para as 

ligações com cantoneiras e chapa de topo. Sua equação genérica é indicada por: 
 

 
( ) ( )

( )
Φ

Φ
= +
























× × ×

×
−

o

o oKM
k M k M

KM

n

1
1

   ( 2.1 ) 

 

 Nesta curva, os três primeiros parâmetros:  Φo , (KM)o  e  n , são chamados de 

parâmetros de ajuste de curva e são típicos de cada tipo de ligação (cantoneira simples, 

cantoneiras duplas ou chapa de topo). O quarto parâmetro k , é uma constante de 

padronização, que depende da geometria dos elementos constituintes da ligação. O 

momento fletor absorvido pela ligação é indicado por M . 

 

 A figura 2.10 à seguir indica os possíveis formatos da curva M-Φ dada pela 

equação 2.1 ao variar-se o parâmetro de ajuste n , mantendo-se constantes os demais 

parâmetros de ajuste bem como a constante de padronização k . 

 

 A equação 2.2 indica uma constante de padronização genérica, utilizada 

inicialmente por Sommer (apresentada em [5]). Os termos pi representam as dimensões  
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dos elementos envolvidos na ligação e os termos αi são constantes obtidas através da 

comparação de curvas teóricas e curvas obtidas através de ensaios. 

 

 

 

n
n

n

n nn1 2 3

1
2

3

> >

Φ

k.M

(KM)o

Φo Φo2  
 

Fig. 2.10  -  Comportamento do Modelo de potência de Ang e Morris. 
 

 

 

 

 k p p p pn
n= × × × ⋅ ⋅ ⋅ ×1 2 3

1 2 3α α α α      ( 2.2 ) 

 

 A tabela 2.1 a seguir fornece os valores dos parâmetros de ajuste e as fórmulas 

das constantes de padronização a serem utilizados na equação 2.1 . As espessuras e 

comprimentos de cantoneiras ou chapas ( ta , da , tp , dp , twv ) , bem como distâncias 

de linhas de furos ao centro da viga ( g ) , encontram-se representadas na fig. 2.11. 

 

 Considerando-se os valores descritos pela tabela 2.1 na equação 2.1 (utilizando-

se kN e cm como unidades de força e comprimento, respectivamente), obtém-se as 

seguintes equações: 
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Tipo de Ligação Parâmetros de Ajuste Constantes de Padronização 

 
Cantoneira Simples 

###o  =  1,03 x 10 -2 
(KM)o  =  32,75 
n = 3,93 

 
k  =  da-2,09.ta-1,64.g2,06 

 
Cantoneiras Duplas 

###o  =  3,98 x 10 -3

(KM)o  =  0,63 
n = 4,94 

 
k  =  da

-2,2
.ta

0,08. (2g)- 0,28 

 
Chapa de Topo 

###o  =  7,04 x 10 -3

(KM)o  =  186,77 
n = 4,32 

 
k  =  dp-2,41.tp-1,54. (2g)2,12.twv-0,45

 

Tabela 2.1  -  Parâmetros de ajuste e constantes de padronização, Modelo de Potência 
de Ang e Morris 

 

 

Cantoneira Simples Cantoneiras Duplas

Chapa de Topo

d

d

a

p

ta

da

ta

tp

2g

wvt

g 2g

 
 

Fig. 2.11  -  Dimensões dos componentes das ligações. 
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  Para ligações com Cantoneira Simples: 

 ###  =  1,3212 × 10-4 × kM × [ 1 + ( 12,8274 × 10-3 × kM )2,93 ] 2.3 (a) 

 

  Para ligações com Cantoneiras Duplas: 

 ###  =  5,2411 × 10-3 × kM × [ 1 + ( 1,3169 × kM )3,94 ]   2.3 (b) 

 

  Para ligações com Chapa de Topo: 

 ###  =  2,7962 × 10-5 × kM × [ 1 + ( 3,9718 × 10-3 × kM )3,32 ]  2.3 (c) 

 

 A figura 2.12 a seguir exibe as três curvas M-Φ expressas pelas equações 2.3 

para as três de dimensões semelhantes. Observa-se que as ligações com cantoneiras 

duplas e chapa de topo ( curvas 2 e 3 ) comportam-se de modo similar, apresentando 

rotações de mesma ordem de grandeza. A ligação com cantoneira simples (curva 1) 

apresenta-se bem menos rígida que as duas primeiras com rotações dez vezes maiores, 

para um mesmo valor de momento fletor. 

 
 

 
Fig. 2.12  Representação das curvas M-Φ de Ang e Morris. 
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2.2.2.a Rigidez Tangente Inicial 
 
 Conforme indicado na fig. 2.9, a rigidez tangente inicial ( Ki ) deve ser obtida 
através da reta tangente à curva  M-Φ  em sua origem, logo: 
 

 K dM
di = 



 =Φ Φ 0

        ( 2.4 ) 

 

 K i d
dM M

=










 =

1

0
Φ

       ( 2.5 ) 

 

onde,  Φ  nas equações 2.4 e 2.5 é expresso pelas equações 2.3, de acordo com o tipo de 

ligação em questão. 

 

 

2.2.2.b Rigidez Secante Última 
 

 No item 2.2.1 citou-se que a rigidez secante última será obtida quando a 

conecção absorver um momento fletor Mu que provoque a sua ruína. À seguir, será 

apresentado um mecanismo de colapso proposto por Queiroz Pimenta e Fakury [12], 

baseado na referência [5], para as ligações com cantoneiras e chapa de topo. Este 

mecanismo, ( representado na figura 2.13 para ligações com cantoneiras ), assume que a 

ruptura dá-se com a formação de charneiras plásticas na aba parafusada das cantoneiras 

ou na própria chapa de topo, dependendo do tipo de ligação considerada. 

 

 A distância máxima entre as duas charneiras plásticas (figura 2.13) é da mesma 

ordem de grandeza das espessuras das cantoneiras ou da chapa de topo. Por isto, no 

mecanismo de ruína a ser descrito, o efeito de interação entre o momento fletor e a força 

cortante serão considerados no escoamento do material. 
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             Pelo princípio dos trabalhos virtuais, para uma seção arbitrária de altura  y  , em 

relação à linha de contorno inferior da cantoneira ou chapa de topo, tem-se: 

 

 2.Mpy.θ  =  Vpy.gy.θ       ( 2.6 ) 

 

Nesta equação Mpy  representa o momento fletor plástico, Vpy  o esforço cortante por 

unidade de comprimento, gy  a distância horizontal entre as rótulas plásticas e θ a 

rotação sofrida pela seção. 

 

 Pelo critério de Ducker apresentado em [5] para as ações combinadas Mpy  e  

Vpy  obtém-se: 

 

 
M
M

V
V

py

o

py

o









 +









 =

4

1        ( 2.7 ) 

 

onde  Mo  e  Vo  representam respectivamente o momento fletor plástico na ausência de 

força cortante e a resistência à força cortante na ausência de momento fletor. 

 

 Nas equações subseqüentes, os termos  ti  e  di  serão utilizados para designar 

espessuras e comprimentos de cantoneiras ou chapa de topo ( ta  e  da  ou  tp  e  dp ). O 

termo  twv  indica a espessura da alma da viga. 

 

  Pelo critério de resistência de Tresca, a relação entre  Mo  e  Vo  pode ser então 

definida na equação 2.8 , como: 

 

 M
t

fo
i

y=








 ×

2

4
  V t

f
o i

y= ×










2
 

 
 M V to o i= × ×0 5,        ( 2.8 ) 
 
 Utilizando-se as equações 2.6 e 2.8 na equação 2.7 resulta: 
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V
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 − =

4

1 0  ( 2.9 ) 

 
 A expressão 2.9 indica que  Vpy varia não linearmente ao longo da altura da 

cantoneira ou chapa de topo ( figura 2.13 ) . Para y = di - y1 , Vpy assume um valor 

mínimo que será designado Vp. Para  y = 0 , Vpy  assume seu valor máximo ( Vo ). 

Chen e Lui [5] , sugerem para o cálculo do momento último Mu , que se considere a 

variação de Vpy  como linear. Assim, após o equilíbrio de momentos, Queiroz, Pimenta 

e Fakury [12] indicam como valor do momento último: 

 

 φM n = 
( ) ( )[ ] ( )

M
V d y V d y d y

u
p a o a a

=
−

×
− + + ×

0 9
4 2

12
1 1 1

,  ( 2.10 ) 

 
 A equação 2.10 apresenta um coeficiente de resistência embutido de valor  0,9  e 

indica o momento fletor que leva à ruína ligações com cantoneira simples. Para ligações 

com cantoneiras duplas e chapa de topo o momento último é o dobro do indicado em 

2.10. Na expressão acima, a distância  y1  é dada pelo desenvolvimento da igualdade: 

 

 
( ) ( )t f y V V d ya y o p a× × + × −

=
1 1

2 2
 

 
chegando-se a: 
 

 
( )
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y

V V d

V V f t
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×

×
 ( 2.11 ) 

 
 Pode-se obter Vp  à partir do valor mínimo de Vpy  na equação 2.9. Este valor 

ocorre quando y d yi= − 1 , e g g ty wv= − 0 5, . Porém, para valores de  

( )g t ti wv≥ +4 0 5,   o termo de 4° grau daquela equação torna-se desprezível, logo: 

 

 V V t
g tp o

a

wv
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−






×

×0 5,
 ( 2.12 ) 
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Fig. 2.13  -  Mecanismo de ruína de ligações com cantoneiras e chapa de topo. 
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       Uma vez obtido o momento resistente último  Mu  ( equação 2.10 ), as equações 

2.3 podem então ser utilizadas para o cálculo da rotação relativa existente entre as peças 

conectadas, quando este momento fletor atuar ( Φu ). Logo, a rigidez secante última 

(Ku ) será expressa por: 

 

 K M
u

u
u

=
Φ

 ( 2.14 ) 

 

 

2.2.3 LIGAÇÕES COM CHAPA SIMPLES 
 

 O procedimento padrão de cálculo de ligações com chapa simples assume que as 

forças atuantes nos parafusos seriam resultantes apenas do esforço cortante aplicado na 

extremidade da viga. Porém, vários ensaios realizados por Richard e outros [2] e 

Astaneh e outros [3], com este tipo de conecção mostram que a direção das forças 

resultantes nos parafusos não é totalmente vertical. Conforme ilustrado na figura 2.14, 

percebe-se que os parafusos mais afastados do centro da ligação tendem a absorver, 

além da força cortante (vertical), a força horizontal oriunda do momento fletor 

desenvolvido na extremidade da viga. Nos parafusos mais próximos do centro da 

ligação, as direções das forças resultantes apresentam pequena inclinação em relação ao 

eixo da linha de furos, indicando que a maior parcela da carga nestes, é originária da 

força cortante atuante na ligação. 

 

 A ductilidade destas ligações, que provoca um giro Φ entre viga e a chapa de 

ligação, se deve basicamente à três fatores: deformação por força cortante dos 

parafusos; distorção provocando alargamento dos furos na chapa de ligação ou na alma 

da viga e possível flambagem da chapa de ligação ou da alma da viga. Para que não 

ocorra a citada flambagem, devem ser obedecidas as relações indicadas no item 2.1.4 . 

 

 O comportamento não linear das ligações entre viga e coluna com chapa simples 

será expresso pelo modelo matemático desenvolvido em [2] , seguido de algumas  
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simplificações de caráter prático propostas por Queiroz, Pimenta, e Fakury [12]. O 

modelo foi desenvolvido a partir de ensaios e análises numéricas pelo método dos 

elementos finitos de vigas em balanço de comprimento  ”e” , com ligações cuja linha de 

furos  h1  continha 2, 3, 5, ou 7 furos. 

 

 

 
 

Fig. 2.14  -  Direções resultantes das forças atuantes nos parafusos. 
 

 

 A forma genérica da curva M-Φ proposta em [2] é: 
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 ( 2.14 ) 

 

onde: 

 

M   Momento fletor absorvido pela conecção; 
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Mref   Momento fletor de referência; grandeza baseada na hipótese de atuar sob a 

ligação um momento fletor que, sozinho, na ausência de força cortante, seja 

capaz de levar todos os parafusos à máxima capacidade de carga. 

 

Φ*  Rotação relativa entre a extremidade da viga e seu elemento de apoio ( Φ ), 

dividida por uma rotação de referência ( Φref ). 
 

  Φ
Φ

Φ
∗ =

ref
    

( )
Φ ref

mm
n p

=
− ⋅









7 5
1
2

,
 

 
A rotação  Φref  encontra-se ilustrada (fora de escala) na figura 2.15 e refere-se 

à rotação em relação ao centro da ligação, sofrida pela linha de furos, quando o 

houver um alargamento na parede do furo superior de 7,5 mm (≅ 0,3 polegada). 

Este valor ficou estabelecido em ensaios [2], como o limite superior de 

alargamento de furo sem que haja ruptura da chapa de ligação ou da alma da 

viga. No desenvolvimento posterior da equação M-Φ , a distância entre furos 

"p" ficará estabelecida como aproximadamente 75 mm (3 polegadas), logo, 

conforme citado no item 2.1.3, ao estipular-se as dimensões da ligação é 

recomendável que este parâmetro esteja entre 75 e 80 milímetros. 

 

Φref

7,5 mm

p

p

p

p

 = (n -1).ph1

 
 

 Fig. 2.15  -  Representação de Φref 
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n  Número de parafusos da linha da furos; 

 
h1  Altura da linha de furos; 

 

e  Excentricidade de aplicação da força cortante na ligação. A excentricidade é 

definida como sendo a distância entre a linha de furos e o ponto de inflexão no 

gráfico de momentos fletores da viga, conforme ilustrado na figura 2.16 à seguir. 

 

h1

e

M. Fletor

a a1 2+

 
 

Fig. 2.16  -  Representação da excentricidade  e. 
 

 

 

 No que diz respeito a Mref , alguns valores obtidos à partir da referência [2] são 

apresentados na tabela 2.2 à seguir. Alternativamente, quando as dimensões de uma 

dada ligação ( número ou diâmetro dos parafusos, espessura da chapa de ligação ) não 

estão disponíveis na tabela 2.2, pode-se estimar o valor de Mref através da equação 

2.15: 

 

 M M n
n

d

d
ref tabela

tabela tabela

= ×






 ×











2 1,

 ( 2.15 ) 

 



 31

Na equação 2.15, Mtabela refere-se ao valor indicado na tabela 2.2 cujo valor de 

espessura de chapa de ligação ( tp ) seja igual à da ligação em questão; ntabela e dtabela 

referem-se respectivamente ao número e diâmetro dos parafusos, correspondentes à 

Mtabela. 

 

Parafusos  ASTM  -  A325  d = 3/4 "  ( 19 mm ) 

Espessura  da  
chapa 

Número  de  parafusos    ( n ) 

tp     ( mm ) 3 5 7 9 

  6,3 1.355 4.042   8.084 13.481 

  8,0 1.648 4.934   9.879 16.462 

  9,5 2.258 6.774 13.549 22.559 

11,1 2.371 7.091 14.181 23.643 

12,5 2.258 6.707 13.413 22.356 

Parafusos  ASTM  -  A325   d = 7/8 "  ( 22 mm ) 

Espessura  da  
chapa 

Número  de  parafusos    ( n ) 

tp    ( mm ) 3 5 7 9 

  6,3 1.558 4.742   9.439 15.728 

  8,0 1.908 5.713 11.426 19.036 

  9,5 2.642 7.926 15.852 26.420 

11,1 2.698 8.107 16.214 27.030 

12,5 2.631 7.881 15.773 26.285 

 

Tabela 2.2  -  Valores de Mtabela  em  kN.cm  obtidos em ensaios [2]. 
 

 

 Segundo as análises [2] feitas com o modelo apresentado na equação 2.14, para 

valores do fator  (e/h1)  menores que um, a força cortante desenvolvida influi no 

comportamento da ligação, alterando sua curva  M-Φ. Entretanto, para  (e/h1)  maior ou 

igual à um, a curva  M-Φ  da ligação torna-se insensível à força cortante absorvida na  
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extremidade da viga. Ainda, o fator (e/h1)  pode ser estimado com a seguinte equação, 

formulada à partir de vigas carregadas com cargas uniformemente distribuídas: 
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× ×
,

 ( 2.16 ) 

 
onde: 
 
n  Número de parafusos na linha de furos; 
 
N  Valor adimensional, baseado no diâmetro dos parafusos. Os valores de N 

apresentam-se indicados na tabela 2.3; 

 
Wref  Módulo de resistência elástico de referência. Este valor também dependente 

do diâmetro dos parafusos e apresenta-se relacionado na tabela 2.3; 

 
W  Módulo de resistência elástico da viga; 

 
(e/h)ref  Valor de referência baseado na relação entre o comprimento da viga e a 

altura de sua seção ( L/dv ) e do tipo de carregamento ao qual está submetido a 

viga. Nas equações 2.17 abaixo, o fator γ, chamado de coeficiente de 

excentricidade, assume o valor unitário quando a carga na viga for 

uniformemente distribuída e será igual à dois quando a carga for concentrada. 

 
 (e/h)ref  =  [0,06 × (L/dv) - 0,15] × γ para  (L/dv) ≥ 6    ( 2.17.a ) 
 
 (e/h)ref  =  0,035 × (L/dv) × γ  para  (L/dv) < 6    ( 2.17.b ) 
 
 

Diâmetro dos parafusos N Wref ( cm3 ) 

3/4 "  = 19,0 mm 5 1.640 

7/8 "  =  22,2 mm 5 2.870 

  1 "  =  25,4 mm 7 7.370 

 

Tabela 2.3  -  Valores de  N  e  Wref  [2]. 
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 Queiroz, Pimenta e Fakury [12] trabalharam a equação 2.16 considerando que 

nos casos usuais de vigas com carga uniformemente distribuída ou com carga 

concentrada no meio do vão, a flecha máxima situa-se no intervalo entre  L/800 e 

L/200. Assim sendo, admitindo-se E = 20500 kN/cm2 para o módulo de elasticidade do 

aço e que a tensão normal máxima admissível para cargas não majoradas é  σ = 0,6×fy , 

acha-se que a relação L/dv  situa-se entre  8,1  e  40,3 ; porém, na prática L/dv  não deve 

ser inferior à 12. Considerou-se também que a relação dv/h1 ( altura da viga sob altura 

da linha de furos ) varia entre 1,4 e 2. 

 

 Introduzindo-se as relações anteriormente citadas nas equações 2.17 e 

posteriormente na equação 2.16 chega-se à um valor mínimo do fator ( e/h1 ) igual à 

0,48. 

 

 Logo, o fator  [ 1 - ( 1- e/h1 )3,9 ]  da equação 2.14 assume o valor 0,92 para o 

valor mínimo de  (e / h1). Entretanto a referência [12] sugere assumir o valor 0,95 para 

o fator citado. Assim obtém-se um erro máximo de 5% em relação à utilização de  e/h1 

= 1  (caso em que a força cortante não influi na curva  M-Φ  da ligação). Com este 

pequeno percentual de erro, torna-se viável a utilização do modelo anteriormente 

descrito, mesmo não se levando em conta a influência da força cortante no 

comportamento da curva M-Φ da ligação. 

 

 Desta forma, introduzindo-se as equações correspondentes de  Φ*  e  Φref  bem 

como o valor de 0,95 para o termo  [ 1 - ( 1- e/h1 )3,9 ]  a equação 2.14 torna-se: 

 

 
( )

( )
M

n

n
Mref=

⋅ − ⋅

+
⋅ −

⋅






















×
285 1

1
300 1

1 1

2 3 3 2

Φ

Φ
,

/ /  ( 2.18 ) 
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        A figura a seguir mostra as curvas  M-Φ  correspondentes à equação 2.18 para três 

conecções diferentes, com 3, 4 e 5 parafusos. Os parafusos são ASTM - A325 de 

diâmetro igual a 19 mm (3/4") e a espessura da chapa de ligação é  tp=0,63 cm. 

Percebe-se claramente que quanto maior for o comprimento da linha de furos ( maior 

número de parafusos ) mais rígida será a ligação. 

 

 

 

0

1.000

2.000

3.000

4.000

0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06

Rota ção  (rad)

3 parafusos  d=19mm

4 parafusos  d=19mm

5 parafusos  d=19mm

 
 

Fig. 2.17  -  Curvas M-Φ para ligações com chapa simples com 3, 4 e 5 parafusos. 
 

 

 

 

2.2.3.a Rigidez Tangente Inicial 
 

 Semelhante ao que foi feito no item 2.2.2.a, a rigidez tangente inicial ( Ki ) será 

calculada pela equação 2.4, sendo que Φ é dado pela equação 2.18. A figura 2.9 

apresenta uma representação gráfica da reta correspondente à Ki. 

 

 K dM
di =

=Φ Φ 0
 ( 2.4 ) 
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2.2.3.b Rigidez Secante Última 
 

 Conforme o item 2.1, a rigidez secante última ( Ku ) será calculada quando a 

ligação absorver um momento fletor último ( Mu ), que a leve à ruína. Para o cálculo de 

Mu utilizar-se-á o mecanismo de colapso apresentado na referência [12] , que se baseia 

na possibilidade de todos os parafusos da ligação serem submetidos ao limite de 

resistência Rφ , conforme ilustrado na figura 2.18. Este limite de resistência, obtido de 

acordo com a NBR 8800 [6], será correspondente à força cortante máxima admissível 

em um parafuso para ligações por contato, considerando-se o esmagamento por 

rasgamento entre furo e borda. 

 

 

p

p

p

 = (n -1).ph1

Rφ

Rφ

Rφ

Rφ

 
 

Fig. 2.18  -  Mecanismo de ruína de ligações com chapa simples [12] 
 

 

 O momento último Mu é dado pelas equações 2.19, onde "n" é o número da 

parafusos na linha de furos e "p" o espaçamento vertical entre furos: 

 

 M n p Ru = 





× ×
2

2

φ  para n par ( 2.19.a ) 

 

 
( )

M
n n n p Ru =

−
−

−

















×
× ×

1
2

1
2

2

φ  para n ímpar ( 2.19.b ) 
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 A resistência Rφ pode ser obtida com base na NBR 8800 [6], como: 

   R
R

R
R

v nv

np

na

φ

φ
φ
φ

≤







×

×

×

 

onde: 
 

φv × Rnv   Resistência de um parafuso ASTM A325 a força cortante com a rosca 

passando por um plano de corte: 

   φv × Rnv = 0,65 × 0,42 × Ap × fu  

Onde: φv = 0,65 é o coeficiente de resistência; Ap é a área bruta da seção do 

parafuso e fu é o limite de resistência do aço do parafuso. 

 

φ × Rnp  Resistência à pressão de contato de um parafuso na parede de um furo da 

chapa de ligação. 

   φ × Rnv = 0,75 × α × Ab × fu  

Onde: φ = 0,75 é o coeficiente de resistência; Ab é a área efetiva de contato, 

igual ao diâmetro do parafuso multiplicado pela espessura da chapa de 

ligação (d × tp ) e  fu  é o limite de resistência do aço da chapa de ligação. 

Para o coeficiente α, sendo "a3" e "d" representados na fig. 2.7, têm-se: 

α = ( a3/d ) ≤ 2,4. 

 

φ × Rna  Resistência à pressão de contato de um parafuso na parede de um furo da 

chapa da alma da viga. 

   φ × Rna = 0,75 × α × Ab × fu  

Onde o termo  α  assume o valor: α = ( a2/d ) ≤ 2,4. A área efetiva  Ab  é 

dada por:  Ab = ( d × twv ). A distância "a2" e o diâmetro "d" encontram-se 

representados na figura 2.7. 
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 Após a obtenção do momento último da ligação, pode-se facilmente determinar 

a rotação relativa entre a viga e seu elemento de apoio ( Φu ), através da inversão da 

equação 2.18. Esta será a máxima rotação relativa admissível e pode ser calculada pela 

equação 2.20. 

 

( )[ ] ( ) ( )[ ]
Φu

u

ref u

M

n M n M

=

− − −








× × × ×285 1 1
2 3 2 3 3 2

300
1 1

/ / /

,

 ( 2.20 ) 

 
 De maneira semelhante ao que foi feito no item 2.2.2.b, a rigidez secante última 

da ligação será então determinada pela equação 2.14: 

 

 K M
u

u
u

=
Φ

 ( 2.13 ) 

 

 
2.3 Modelo de Nó Adotado 
 
 À fim de considerar a rigidez tangente inicial Ki assim como a rigidez secante 

última Ku das ligações, na análise estrutural serão introduzidos na estrutura, modelos de 

nó que simulem molas de rotação na extremidade das vigas. A opção de adotar-se 

modelos de nó ao invés de molas propriamente ditas em estruturas com as ligações em 

foco, tem o objetivo de facilitar a difusão da teoria apresentada neste trabalho, pois 

desta forma, qualquer programa de análise estrutural pode ser utilizado. 

 

 A figura  2.19.a  mostra um pórtico cuja viga é ligada às colunas por ligações 

flexíveis. Para simular molas de rotação (cujas constantes de mola seriam Ki ou Ku e 

dimensão nula) nas extremidades da viga, (fig. 2.19.b), pensou-se inicialmente em 

adaptar-se um modelo de nó como o da figura 2.19.c. Este modelo foi proposto em [4] 

para ligações rígidas. Nele utiliza-se um trecho curto ( fig. 2.20 ), cujo comprimento ( l ) 

é igual à distância entre a linha de centro da coluna e a seção da viga onde ocorre  
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predominantemente a rotação relativa em relação à coluna; ao qual é designado uma 

inércia fictícia If. 

 

 

 

( a ) ( b )

L

l

I
I

f

CLcoluna

Ic
( c )

v
A B

 
 

Fig. 2.19  -  Adaptação do modelo de nó proposto em [4] para ligações rígidas, em 
ligações flexíveis. 

 

 

 

 Ainda na figura 2.19.c , Ic , Iv  e  L representam respectivamente: o momento de 

inércia da coluna; o momento de inércia da viga e o vão teórico da viga (distância entre 

os eixos das colunas), do pórtico da figura 2.19.a.  

 

 No modelo da figura 2.19.c, a barra fictícia AB trabalha como se estivesse 

engastada em B e livre em A. Supondo que a mesma tenha módulo de elasticidade E 

igual ao das outras barras componentes da estrutura, sua inércia  If  pode ser então 

estimada por: 
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I K
f =

⋅ l
E

 

 

onde K representa a rigidez tangente inicial Ki ou a rigidez secante última Ku da 

conecção: 

 

 

l l l

Ligação com cantoneiras Ligação com chapa de  topo Ligação com chapa simples

 
 

Fig. 2.20  -  Distância  l  para ligações com cantoneiras, chapa de topo e chapa simples. 
 

 

 

 Dada sua simplicidade, este modelo de nó não descreve satisfatoriamente o 

comportamento das ligações flexíveis em questão. Ao utilizá-lo, a reação vertical da 

viga ( atuando no ponto A ), produz uma rotação relativa ( inexistente na ligação real ) 

entre as seções A e B; ainda, a deformação da barra fictícia AB causada pela reação 

vertical da viga e pelo momento fletor desenvolvido em A, gera um acréscimo irreal do 

deslocamento vertical neste ponto. 

 

 Visando eliminar as situações irreais que surgem ao utilizar-se o modelo citado, 

desenvolveu-se em [12] o modelo geometricamente triangular, representado na figura 

2.21 e que será utilizado neste trabalho para substituir as molas de rotação que 

representarão a influência da rigidez das ligações na análise estrutural. 
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 Na figura 2.21, os termos  Iv , Ic , L  e  l são os mesmos indicados nas figura 

2.19.c e 2.20. Os termos  Af  e  If  representam respectivamente a área e o momento de 

inércia das barras fictícias AB e AC, as quais têm a incumbência de simular a existência 

de uma mola de rotação na junção entre a viga e a coluna.  

 

 Ao admitir-se valores suficientemente grandes de Af , as irregularidades ( em 

relação ao comportamento real da ligação ), detectadas no modelo anterior podem ser 

corrigidas. Assim, tornam-se desprezíveis: 

  o acréscimo do deslocamento vertical em A, causado pela deformação das barras AB 

e AC; esta última originária do momento fletor e da reação vertical atuante neste 

ponto; 

  a parcela de rotação do ponto A, devido à reação vertical da viga. 

 

 

 

L

l

I

I

f

CLcoluna

Ic

v
A

B

C

l 2/

Af

l 2/

 
 

Fig. 2.21  -  Modelo de nó adotado para ligações flexíveis [12]. 
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 A relação entre o momento de inércia das barras fictícias ( If ) e o valor da 

rigidez ( K ) de uma conecção é facilmente obtida, ao considerar-se o modelo triangular  

( figs. 2.21 e 2.22 ) como um par de barras engastadas em B e em C; e contínuas em A. 

Conforme comentário anterior, Af é admitido como um valor suficientemente grande, 

assim torna-se aceitável que apenas o momento fletor ( M ) na extremidade da viga 

provoque a rotação do ponto A. 

 

 Nas equações à seguir,  l'  e  E  representam respectivamente, o comprimento e o 

módulo de elasticidade das barras fictícias AB e AC  (este último suposto igual ao das 

outras barras da estrutura). A rotação θ  no ponto A deve-se exclusivamente à reação M 

da viga. 

 

 θ =
⋅

⋅ ⋅
M l'

8 E If
 ∴ M

E If=
⋅ ⋅





×
8

l '
θ  

 

Sendo  M = K × θ  a equação de deformação de uma mola de comportamento elástico 

linear, o valor de  If  pode então ser definido como: 

 

 I K
E

K
Ef =

⋅
⋅

=
⋅ ⋅l l' ,

8
0 14

 ( 2.21 ) 
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Fig. 2.22  -  Esforços atuantes e deformação por flexão no modelo de nó triangular. 
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 Uma vez estipulado If , resta então determinar um valor para  Af  que mantenha 

a validade da equação 2.22. Este valor será determinado, analisando-se os possíveis 

deslocamentos existentes no ponto A ( translação vertical e rotação ) e as parcelas de 

influência das reações  R  e  M  nestes. 

 

 Ao considerar-se uma translação vertical unitária no ponto A, como exposto na 

figura 2.23, os esforços resultantes neste mesmo ponto, para que seja mantido o 

equilíbrio de forças e momentos no modelo são: 

 

 

 

A

B
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M
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A
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C
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δA
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Fig. 2.23  -  Deslocamento vertical unitário no ponto A 
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 Analogamente, a figura 2.24 exibe a direção e sentido dos esforços resultantes 

no ponto A, após ser realizado o equilíbrio de forças e momentos no modelo, devido à 

uma rotação unitária no ponto A. 
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Aθ
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Fig. 2.24  -  Rotação unitária no ponto A. 
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 ( 2.23 ) 

 

 

 De volta à figura 2.22, observa-se que os esforços atuantes no ponto A do 

modelo são as reações R e M da viga. Pode-se então, através do princípio da 

superposição de efeitos, calcular os deslocamentos ∆A e ΘA que ocorrem em A: 

 

  
R R R
M M M

A A A A

A A A A

= −
= +

× ×

× ×−

δ θ

δ θ

∆ Θ
∆ Θ

 

 

 Invertendo-se, tem-se: 
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 ∆A
A A

A A A A

R M M R
R M R M

=
⋅ + ⋅
⋅ − ⋅

θ θ

δ θ θ δ
 ( 2.24.a ) 

 

 ΘA
A A

A A A A

R M M R
R M R M

=
⋅ + ⋅
⋅ − ⋅

δ δ

δ θ θ δ
 ( 2.24.b ) 

 

 Ao observar-se os numeradores das equações 2.24, percebe-se que ambos são 

formados pela soma de dois fatores. Os primeiros, ( R MA⋅ θ  e R MA⋅ δ ) 

representam a influência do reação vertical da viga nos deslocamentos, enquanto que 

M RA⋅ θ  e M RA⋅ δ , representam a influência do momento fletor na extremidade da 

viga. 

 

 De volta às equações 2.22 e 2.23, para estimar uma relação entre Af e If 

utilizam-se duas constantes adimensionais η e β: 

 

 β =
⋅E If
l 2  

 

 A I
f

f= ×η
l2  ∴ A

Ef = ×η
β

 ( 2.25 ) 

 
 Inserindo-se as relações para β e Af anteriormente estipuladas nas equações 

2.22 e 2.23, obtêm-se: 

 

 
( )

M

R
A

A

δ

δ

β
β

=

=







×

+ ⋅ ×

8 58

13 74 0 358

,

, , η
l

 ( 2.26 ) 
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A

θ

θ

β
β
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× ×

×

7 16

8 58

,

,

l
 ( 2.27 ) 

 

Assim, o denominador comum às equações 2.24.a e 2.24.b assume o seguinte valor: 

 
 ( )R M R MA A A Aδ θ θ δ β⋅ − ⋅ = ⋅ ×+24 8 2 56 2, , η  ( 2.28 ) 
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 A fim de estipular um valor de  η  satisfatório, utilizar-se-ão as equações 2.24 à 

2.28 para o caso de uma viga bi-apoiada com carga uniformemente distribuída ao longo 

do vão [12]. Admitiu-se que a relação  L/l  seja maior que 30 e que o momento fletor  

M  desenvolvido na extremidade da viga seja da ordem de 10% do momento de 

engastamento perfeito. 

 

 

L

R RM M

q

 
 

Fig. 2.25  -  Viga de vão L, com carga distribuída  q  e momentos de extremidade  
M Meng= ×0 1, . 

 

 

 Sendo Meng = q × L2 / 12  ,  R = q × L / 2  ,  L / l = 30  e  M = 0,1 × Meng , 

então:  M = 0,5 × R × l 
 

 Ao substituir-se as equações 2.26 à 2.28 e  M  por  (0,5 × R × l)  na equação 

2.24.b resulta: 
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( )
ΘA

R R
=

+





+ ⋅ ×

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ 
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( ) ( )[ ]Θ A

R
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× + + ⋅

24 8 2 56
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, ,
, , ,

η β
η  ( 2.29 ) 
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 A exemplo das equações 2.24, o termo entre colchetes da equação 2.29 também 

pode ser dividido em parcelas de rotação devido à  R e à M. O valor 8,58 expressa a 

influência da reação vertical e o termo entre parênteses  ( 6,87 + 0,179 . η ) define a 

influência do momento de extremidade M. Assim sendo, admitiu-se que  η = 3000, pois 

desta forma, a parcela de rotação do ponto A devido à reação R torna-se desprezível em 

relação à rotação total ΘA. Utilizando-se  η = 3000, esta parcela é aproximadamente 

1,55% da rotação total, podendo portanto ser desprezado o termo  ( R × MAδ )  na 

equação 2.24.b. Isto torna válida a equação 2.21, que permite determinar-se If  

admitindo-se que as rotações no ponto A se devem exclusivamente à M. 

 

 Uma vez satisfeita a condição de rotação em A, para o modelo ser aceito deve 

ser provado que não há deslocamento vertical considerável neste ponto, com If  dado 

pela equação 2.21 e Af  dada pela equação 2.25, sendo  η = 3000. Isto será feito, 

comparando-se o deslocamento vertical  ∆c  no centro da viga da figura 2.25, com o 

deslocamento do ponto A do modelo triangular, obtido pela equação 2.24.a. 

 

 Deve-se então igualar a rotação que ocorre no apoio da viga da figura 2.25 com 

a rotação do ponto A do modelo triangular, para que seja obtida uma relação mínima 

entre o momento de inércia da viga Iv  e o momento de inércia fictício If  das barras AB 

e AC: 

• A rotação no apoio da viga é dada por: Θ =
⋅

⋅ ⋅
−

⋅
⋅ ⋅

q L
E I

M L
E Iv v

3

24 2
 

 

• Porém, sendo  M = 0,1 × q × L2 / 12  e  q = 2 × R / L : Θ =
⋅ ⋅
⋅ ⋅

0 9 2

12
, R L

E Iv
 

 

• A rotação no ponto A do modelo, devido ao momento M é dada por: Θ =
⋅

⋅ ⋅
M l'

8 fE I
 

 
• Sendo  l l' ,= × ×0 5 5    ,  L / l = 30  e  M = 0,1 × q × L2 / 12 = 0,1 × R × L / 6 : 

Θ =
⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅
0 1 2 5, R L

2880 fE I
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• Igualando-se as rotações, têm-se: 
0 9 2

12
, ⋅ ⋅

⋅ ⋅
R L
E Iv

=
⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅
0 1 52, R L

2880 fE I
 

 
• Logo a relação mínima entre os momentos de inércia da viga e das barras fictícias é: 

Iv = 966 If 
 

 A flecha máxima ∆c no meio do vão da viga pode ser então obtida em função de 

R, l, E e If : 

 
( ) ( )

∆ c
v v f f

q L
E I

M L
E I

R
E I

R
E I

=
⋅ ⋅
⋅ ⋅

−
⋅

⋅ ⋅
=

⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅
−

⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅5

384 8

10 30

384 966

0 2 30

96

4 2 3 3

966
l l,

 

 

 ∆c
f

R
E I

= ×
⋅
⋅

0 67
3

, l
 ( 2.30 ) 

 

 Utilizando-se as equações 2.26 à 2.28 na equação 2.24.a, pode-se determinar o 

deslocamento vertical ∆A no ponto A do modelo. Conforme comentários anteriores 

será assumido η = 3000: 

 

 
( ) ( )[ ]
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R R
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+

+ ⋅ ×
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 ∆A
R

= ×
⋅
⋅

0 0015
3

, l
E If

 ( 2.31 ) 

 

 

 Ao comparar-se os valores de  ∆A  e  ∆c  dados pelas equações 2.30 e 2.31, 

percebe-se que o primeiro é apenas 0,22% do segundo, portanto pode-se considerar ∆A 

desprezível. Assim sendo com o modelo triangular conseguiu-se em [12] eliminar as 

deficiências do modelo anterior (o deslocamento vertical em A bem como a rotação  
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devido à reação R são desprezíveis), simulando satisfatoriamente a existência de uma 

mola de rotação na extremidade da viga. 

 

 Deve-se observar, que ao efetuar-se o cálculo dos deslocamentos  ∆A  e  ΘA  

pelas equações 2.24, utilizou-se como exemplo, o caso de uma viga com carga 

uniformemente distribuída ao longo do vão. Este é um caso muito desfavorável já que a 

reação R da viga é grande e as deformações da viga são pequenas. Logo crê-se ser 

possível a utilização do modelo para outros tipos de carregamento, que serão 

considerados menos críticos. Ainda as relações  L / l  devem ser maiores ou igual à 30, 

assim como as relações  Iv / If  devem ser maiores ou igual à 966, para que sejam 

mantidas as simplificações anteriormente adotadas. 

 

 Em resumo, as equações que fornecem as propriedades das barras fictícias AB e 

AC do modelo triangular são: 

 

 I K
Ef =
⋅ ⋅0 14, l

 ( 2.21 ) 

 

 A I
f

f= ×3000 2l
 ( 2.32 ) 

 

onde  l  é indicado pela figura 2.20, e  K, representa a rigidez tangente inicial  Ki  ou a 

rigidez secante última Ku  das ligações flexíveis indicadas no item 2.1. 
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3. LIGAÇÕES RÍGIDAS ________________________________ 
 

 

3.1 LIGAÇÕES ABORDADAS 

 

 Nas ligações rígidas entre vigas e colunas com perfis  I , é assumida uma 

transmissão de força normal, força cortante e momento da extremidade da viga para a 

coluna, sendo que o esforço mais importante para definição do comportamento das 

mesmas é o momento fletor. 

 

 

 Admite-se que na coluna, a introdução do momento fletor da extremidade da 

viga Md , bem como da força normal Nd , dê-se através de forças concentradas da 

tração Td  e compressão Cd , atuantes nas linhas de centro das mesas superior e inferior 

da viga como indicado na figura 3.1. Ainda, a força cortante da viga Qd , é transmitida 

por sua alma. Têm-se então: 

 

 T M
h

N
d

d
v

d= +
2

 C M
h

N
d

d
v

d= −
2

  ( 3.1 ) 

 

 Estando a viga sujeita à flexão simples, a força normal Nd será nula e as forças 

Td  e Cd  terão o mesmo valor em módulo. 

 

 Neste trabalho serão abordadas apenas as ligações rígidas de uso mais comum 

no país, as quais são: ligação com chapa de topo estendida ( fig. 3.2.a ) e ligação com a 

viga totalmente soldada à mesa da coluna ( fig. 3.2.b ). 

 

 Para a ligação com chapa de topo estendida, será sempre usado na região de 

introdução da força de tração Td , quatro parafusos simetricamente dispostos em relação 

a mesa da viga. Em ambas as modalidades de conecção, conforme [11] e [17], a fim de 
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facilitar a fabricação das peças e reduzir o risco de ocorrência de decoesão lamelar, 

optar-se-á sempre que possível, pela utilização de soldas de filete nas junções chapa de 

topo / mesas da viga ou mesa da coluna / mesas da viga. 

 

 

 

Td

C d

hv

Qd

Nd

Md
Qd

 
 

Fig. 3.1  -  Transmissão de esforços em uma ligação rígida. 

 

 

 

 O objetivo principal deste trabalho no tocante às ligações rígidas é o de 

substituí-las em uma análise linear de primeira ordem, por modelos de nó que simulem 

a pequena flexibilidade existente na conecção viga-coluna. Assim sendo admitir-se-á a 

existência de uma pequena rotação relativa entre a viga e a coluna. Logo os 

deslocamentos resultantes na estrutura estarão mais próximos de uma situação real. 

 

 Portanto, para que a introdução dos modelos de nó na análise seja viável, é 

necessário que as ligações sejam dimensionadas de maneira a evitar a ocorrência de 

qualquer estado limite que venha à atuar em algum dos elementos constituintes das 

mesmas. 
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( a ) 

 

 
( b ) 

 

Fig. 3.2  Ligações rígidas abordadas neste trabalho 
 

 

 

 Queiroz [11] expõe detalhadamente uma proposta para o dimensionamento das 

ligações em questão. As considerações sobre a distribuição de forças nos elementos 

constituintes das ligações baseiam-se principalmente nos estudos documentados em 

[14], [15], [16], [17] e [18]. Os critérios de resistência de cálculo adotados, procuram 

sempre que possível atender às especificações da NBR 8800 [6], ou da referência [7]. 
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 No presente trabalho, todas as ligações rígidas a serem abordadas devem 

necessariamente obedecer a proposta de dimensionamento da referência [11], cujos 

estados limites últimos a serem prevenidos são listados à seguir:  
 

a) - Escoamento da alma da coluna, por cisalhamento, devido à combinação das forças 

introduzidas pelas mesas da viga ( Td  ou  Cd ) , com sua força cortante  Qd ; 

 

b) - Escoamento local da alma da coluna, por tração ou compressão ( Td  ou  Cd ); 

 

c) - Flambagem local da alma da coluna ( força de compressão Cd  introduzida ); 

 

d) - Plastificação local da alma da coluna, por momento fletor, à força  Td  introduzida 

pela mesa tracionada da viga; 
 

e) - Ruptura por tração e ou esmagamento por compressão, da mesa da viga, assim 

como de sua solda de junção com a mesa da coluna, ou com a chapa de topo 

(conforme a ligação seja soldada ou parafusada); 
 

f) - Ruptura da solda de junção da alma da viga com a mesa da coluna, ou da mesma 

com a chapa de topo ( conforme a ligação seja soldada ou parafusada ); 
 

g) - Ruptura da solda de composição de colunas confeccionadas com perfis soldados; 

 

h) - Em ligações parafusadas: 

• Ruptura dos parafusos; 

• Plastificação local da chapa de topo por flexão, devido à força  Td  introduzida; 

 

 Em relação ao item  h)  anterior, Queiroz [11] adverte que a resistência à 

plastificação da chapa de topo deve ser obtida independente da ocorrência ou não do 

efeito de alavanca, assumindo-se para a mesma um momento fletor atuante igual a        
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0,5 × Td  × ( b - d / 2 ) , onde  d  indica o diâmetro do parafuso e  b  apresenta-se 

conforme indicado na figura 3.3. 

 

 Logo, os quatro parafusos localizados na região de introdução do esforço  Td  

deverão resistir a um esforço combinado de cisalhamento e tração. Admitindo-se a 

possibilidade de ocorrência de efeito de alavanca na chapa de topo, Packer e Morris [16] 

e Mann e Morris [17] recomendam que a força de tração atuante em cada parafuso (Tu) 

deve ser assumida como um quarto da força  Td  majorada de 33% , ou seja, que             

Tu = 1,33 × Td / 4 . 

 

 Caso as resistências de cálculo para os estados limites anteriores de  a)  a  g)  

sejam insuficientes perante os esforços atuantes, devem ser utilizados enrijecedores 

horizontais nas colunas, ( no nível das mesas da viga ) , com o intuito de aumentar a 

capacidade de absorção de carga pela ligação, sem que ocorra a ruína de seus elementos 

constituintes. 

 

 Para cada um dos estados limites anteriores de  a)  a  g) , a parcela de carga 

relativa aos enrijecedores, corresponderá sempre à carga total aplicada, descontada a 

resistência de cálculo para o estado limite em questão, na ausência dos mesmos. 

 

 De acordo com a proposta de dimensionamento a ser seguida [11] , os 

enrijecedores horizontais devem satisfazer os seguintes estados limites últimos: 
 

i) - Ruptura por tração ou esmagamento por compressão, da seção líquida dos 

enrijecedores; 
 

j) - Escoamento por tração, da seção bruta dos enrijecedores; 

 

k) - Flambagem por compressão, dos enrijecedores; 
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l) - Ruptura da seção líquida e ou escoamento da seção bruta dos enrijecedores, por 

cisalhamento; 
 

m) - Ruptura por cisalhamento da solda de junção dos enrijecedores com a alma da 

viga; 
 

n) - Ruptura da solda de junção dos enrijecedores com a mesa da coluna. 
 

 Logo, as ligações rígidas em foco neste trabalho, devem não somente apresentar 

resistências de cálculo superiores às solicitações para os estados limites últimos citados, 

bem como também satisfazer às seguintes condições, referentes à padronização dos 

materiais e das dimensões utilizadas nas conecções: 
 

a1) - Somente devem ser utilizados aços cujo limite de escoamento  fy  seja menor ou 

igual à 36 kN/cm2 ; além disto, o limite de resistência  fu  deve ser no mínimo 

35% maior que o limite de escoamento. Para que seja mantida uma 

compatibilidade entre o metal da solda e o metal base, o limite de resistência à 

tração do metal de solda  fuw  deve ser no mínimo 3% inferior e no máximo 30% 

superior à fu . 

 

b1) - A espessura das chapas utilizadas na confecção dos perfis, bem como dos 

possíveis enrijecedores deve estar compreendida entre 3 mm e 50 mm. A 

dimensão máxima do maior cateto das soldas de filete será 12 mm. Quando este 

valor for insuficiente, devem ser utilizadas soldas de entalhe com penetração total. 
 

c1) - Para as ligações com chapa de topo estendida, as seguintes relações, que foram 

propostas em [16] e [17] , e adotadas em [11] , devem ser obedecidas: 

 
 b dp ≅ ×9   g d≅ ×5   c d≅ ×6   a d≅ ×2 5,  

onde " d " indica o diâmetro nominal dos parafusos utilizados e as dimensões bp , 

g , c e a , que estão representadas na figura 3.3 indicam: 

bp  Largura da chapa de topo; 
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g  Distância horizontal entre as duas linhas verticais de furos; 

c  Distância vertical entre as duas linhas horizontais de furos na região de 

introdução da força de tração; 

a  Distância vertical da linha de furos na região tracionada localizada  

externamente ao perfil da viga, à borda da chapa de topo. 

 

d1) - Para evitar uma possível flambagem local da mesa da coluna por força axial, 

satisfazendo a NBR  8800 [6] , deve-se fazer: 

 
b

t
E
f

fc

fc y2
0 55

⋅
×≤ ,  

Analogamente, para ligações com chapa de topo estendida, para a chapa de topo 

deve-se ter: 

 
b

t
E
f

p

p y2
0 55

⋅
×≤ ,  

 

e1) - De acordo com as condições anteriormente apresentadas, se necessário, serão 

dispostos na alma da coluna, enrijecedores horizontais, dando continuidade às 

mesas das vigas, como representado na figura 3.4. 

Seguindo as recomendações da NBR  8800 [6] , deve ser lembrado que : caso 

os enrijecedores horizontais sejam utilizados com o objetivo de impedir o 

estado limite "escoamento da alma da coluna por cisalhamento" ,  (item  a)  

anterior), o mínimo momento de inércia dos mesmos em relação ao plano 

médio da coluna deve satisfazer a seguinte condição: 
 

 [ t1 .( 2.b1 + twc )3 / 12 ] ≥ ( h / 50 )4  

 

 

 



 56

bp
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twv
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dv
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bfc
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twc

 
Fig. 3.3  -  Dimensões em uma ligação com chapa de topo estendida. 

 

 

 

Entretanto, em algumas situações, com o intuito de diminuir o comprimento de 

flambagem do painel da alma da coluna, torna-se necessário além dos 

enrijecedores horizontais, a utilização de enrijecedores verticais paralelos às 

mesas da coluna (linhas tracejadas na figura 3.4 ). Prevendo tais situações, [11] 

recomenda que o parâmetro de esbeltez para o painel de alma resultante, não 

deva exceder ao fator  λp [6]: 

 
h
t

k E
f

wc
p

y2
1 08

⋅
×

⋅
≤ =λ ,  

 

Nas equações anteriores, referentes aos itens  d1)  e  e1)  assim como nas 

figuras 3.3 e 3.4 tem-se: 

E   Módulo de elasticidade da aço utilizado; 
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fy   Limite de escoamento do aço utilizado; 

dc   Altura da seção da coluna; 

tfc   Espessura das mesas da coluna; 

twc   Espessura da alma da coluna; 

h   Altura da alma da coluna; 

dv   Altura da seção da viga; 

tfv   Espessura das mesas da viga; 

twv   Espessura da alma da viga; 

h1   Distância entre linhas de centro dos enrijecedores horizontais; 

t1   Espessura dos enrijecedores horizontais; 

b1   Largura dos enrijecedores horizontais; 

t2   Espessura dos enrijecedores verticais; 

tp   Espessura da chapa de topo ( para ligações com chapa de topo estendida ); 

b   Distância entre linhas de furo e mesa da viga, ( para ligações com chapa de 

topo estendida ) conforme fig. 3.3. 

 

f1) - Novamente obedecendo à NBR  8800 [6] , e conforme representado na figura 3.3: 

 b bfv fc≤  

 b dfc c≤  

O tamanho mínimo da mesa da viga deve ser duas vezes e meia maior que a 

soma da espessura da alma da coluna com os recortes dos enrijecedores. Além 

disto, para ligações com chapa de topo estendida, deve ser observado que o 

maior valor que bfv  pode assumir é de aproximadamente 34 cm. Isto porque  

bp ≅ 9 × d  ; e  bfv  pode no máximo ser igual à bp  ( como o maior diâmetro 

de parafuso à ser utilizado é 1½" ; tem-se 1½ × 2,54 × 9 = 34,29  cm ). 
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Fig. 3.4  -  Ligação rígida com enrijecedores. 
 

 

 

 O termo k [11] deve ser expresso por: 

 k
h
h

=






+4
5 34

1
2

,
 quando 

h
h
1 1<  

 

 k
h
h

=






+5 34
4

1
2

,  quando 1 1 3≤ ≤
h
h

 

 

 k = 5 34,  quando 
h
h
1 3>  

 ( ou quando não existirem enrijecedores ) 
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3.2 Flexibilidade das Ligações  
 

 De acordo com as considerações iniciais do capítulo 1, ligações classificadas 

como rígidas, são aquelas que possuem a capacidade de absorver mais de 80% do 

momento de plastificação da viga, sem o desenvolvimento de uma considerável rotação 

relativa entre as peças conectadas ( viga e coluna ). As ligações viga-coluna soldadas e 

parafusadas com chapa de topo estendida, (principalmente quando são utilizados 

enrijecedores horizontais) apresentam alto grau de rigidez e geralmente satisfazem à 

esta regra. 

 

 Porém, ao utilizar-se estas conecções, de acordo com as dimensões dos 

elementos constituintes da ligação e com o carregamento aplicado na estrutura, uma 

rotação relativa entre a viga e a coluna sempre existirá. Este fato provoca uma 

redistribuição dos esforços internos atuantes na estrutura. 

 

 Em se ocorrendo esta redistribuição, observa-se um decréscimo do momento 

fletor desenvolvido nas extremidades das barras, somado à ligeiros acréscimos nos 

deslocamentos da estrutura como um todo. 

 

 Logo, ao admitir-se a existência de tal rotação relativa, aceita-se a existência de 

certo grau de flexibilidade na conecção viga-coluna. Assim sendo, as ligações passam 

então a serem tratadas como semi-rígidas. Este procedimento pode ser financeiramente 

interessante uma vez que a redução dos momentos fletores na extremidade das vigas e, 

consequentemente das colunas, indica que seções menores poderiam ser utilizadas na 

confecção destas últimas, desde que os deslocamentos da estrutura sejam mantidos 

dentro de limites admissíveis. 

 

 Tschemmernegg e Humer na referência [20] , registram resultados de uma série 

de ensaios realizados na Universidade de Innsbruck na Áustria, com vários tipos de 

ligações rígidas. Os testes foram realizados em ligações confeccionadas com perfis 

laminados europeus e tinham como objetivo obter dados sobre a flexibilidade destas  
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conecções, para que suas curvas  M-Φ  ( momento - rotação ) pudessem ser 

confeccionadas. Logo, após a obtenção das curvas, tornar-se-ia possível a sua 

consideração em uma análise estrutural. 

 

 A referência [19] , propõe um modelo de potência de dois parâmetros, para 

simular a relação M-Φ de ligações parafusadas com chapa de topo estendida. A 

proposição matemática foi obtida através de uma análise estatística dos resultados de 

vários processamentos em um programa de elementos finitos. Posteriormente, os 

resultados foram calibrados por teste experimentais. 

 

 Não se restringindo a apenas um tipo específico de conecção, os testes 

registrados em [20] apontam que a flexibilidade nas ligações em foco, deve ser 

discretizada em três regiões e efeitos distintos. A figura 3.5 representa a junção de duas 

vigas e uma coluna, através de ligações classificadas como rígidas. Na junção, as 

regiões citadas apresentam-se representadas pelos contornos  "a" , "b"  e  "c". 

 

 Nas áreas hachuradas cujo contorno é indicado por  "a" , a flexibilidade deve-se 

à ligação propriamente dita entre os elementos constituintes da ligação. Em uma ligação 

parafusada com chapa de topo estendida por exemplo, a flexibilidade  "a"  é 

representada pela junção  chapa de topo / mesa da coluna. 

 

 Tal flexibilidade ( dita flexibilidade de ligação [20] ) torna-se relevante somente 

para o caso em que o contorno  "a"  esteja localizado na região de introdução do 

esforço concentrado de tração  Td , em ligações parafusadas com chapa de topo 

estendida. Para os demais casos, a flexibilidade de ligação pode ser desprezada. 
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Fig. 3.5  -  Flexibilidades em uma ligação classificada como rígida 
 

 

 Nas áreas hachuradas cujo contorno é indicado por  "b" , a flexibilidade deve-se 

às deformações ocorridas na coluna em função da introdução dos esforços concentrados 

de tração ou compressão. 

 

 Esta flexibilidade, designada por flexibilidade de introdução, assume valores 

consideráveis em ligações soldadas. Em ligações parafusadas, a presença da chapa de 

topo entre a seção da viga e a mesa da coluna contribui para amenizar a concentração 

dos esforços transmitidos à coluna. Logo, admitindo-se a não ocorrência da 

plastificação da chapa de topo, ( conforme descrito em 3.1 ) , estas ligações apresentam 

flexibilidades de introdução inferiores às ligações soldadas. 

 

 Na área de contorno  "c" , a flexibilidade deve-se às distorções ocorridas no 

painel da coluna ( região limitada pelas mesas da viga ) , em função da força cortante ao 

qual este fica submetida. De acordo com a distribuição de forças considerada em 3.1, o 

painel deverá resistir às forças cortantes atuantes na coluna combinadas com as forças 

concentradas  Td  ou  Cd .  A figura 3.6 representa tal distorção. 
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Fig. 3.6  -  Distorção por esforço cortante no painel da seção da coluna 
 

 

 Para o caso em que existam vigas adjacentes conectadas à mesma coluna, 

conforme indicado na figura 3.5, para obter-se a distorção resultante ocorrida no painel 

da coluna, devem ser somados vetorialmente os esforços concentrados das mesas de 

ambas as vigas. Logo, o painel da coluna ficará submetido a forças cortantes, oriundas 

do momento fletor desequilibrado  ( ∆Md )  existente   ( ∆Md = Md1 - Md2 ). 

 

 Após a discretização das flexibilidades de ligação , de introdução e de distorção 

por cisalhamento, conclui-se que para que o comportamento de uma ligação seja 

corretamente representado, sua curva momento-rotação deve ser obtida pela 

superposição da atuação isolada de cada um dos efeitos anteriormente citados. 

 

 Os testes apresentados em [20] forneceram para cada uma das flexibilidades 

(ligação em ligações parafusadas, introdução em ligações soldadas, e distorção por 

cisalhamento em ambos os tipos) , curvas momento rotação tais como indicadas na 

figura 3.7. Na figura 3.7 têm-se: 
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Me    Momento fletor limite atuante na extremidade da viga que causa deformações 

elásticas na conecção; 
 

Mp    Momento fletor limite atuante na extremidade da viga que causa deformações 

plásticas na conecção; 
 

Φe    Máxima rotação relativa ocorrida entre as peças conectadas, no regime elástico; 
 

Φp    Rotação relativa máxima ocorrida entre as peças conectadas, no regime 

plástico. Foi definida como a rotação limite à partir da qual acréscimos das 

deformações ocorridas corresponderiam à decréscimos do momento fletor 

atuante. 

 

 Logo, para a elaboração da curva momento-rotação global da conecção, somar-

se-ia algebricamente as três curvas representativas das flexibilidades isoladas. Os 

momentos limites elástico e plástico da curva global seriam representados pelo menor 

dos três valores fornecidos pelas curvas de flexibilidade isoladas. 

 

 

M e

M p

M

Φ p ΦΦ e  
 

Fig. 3.7  -  Modelo geral de curvas momento-rotação para cada uma das três 
flexibilidades discretizadas. 

 

 

 

            Conforme será observado no item 3.3 subseqüente, neste trabalho, as 

deformações nas conecções abordadas serão restritas ao regime elástico. 



 64

 

 

3.3 Modelos de Nó  

 

 

3.3.1 Considerações Iniciais 

 

 Na bibliografia pesquisada, várias são as metodologias adotadas para realizar-se 

uma análise estrutural considerando-se as ligações viga-coluna em foco como semi-

rígidas. 

 

 No processo descrito pela referência [21], introduzir-se-ia nas extremidades das 

vigas, molas de rotação, de dimensões nulas e constante de rigidez à flexão igual ao 

grau de rigidez estipulado para a conecção. Este último, seria obtido percorrendo-se 

uma curva momento-rotação  ( M-Φ ) padronizada, considerando-se o comportamento 

da conecção, em função do carregamento aplicado. 

 

 O ENV 1993 1-1 [8] também propõe a utilização de molas de rotação de 

dimensões nulas substituindo as conecções. Porém seu grau de rigidez seria obtido 

através da soma das flexibilidades isoladas dos elementos constituintes da ligação. 

Neste processo, fatores de correção seriam aplicados durante a obtenção do o grau de 

rigidez final das molas, para que o mesmo levasse em consideração a distorção por 

cisalhamento do painel da coluna  ( figura 3.6 ). Entretanto, tais fatores de correção 

ainda encontram-se em estudo, e a distorção do painel da coluna ainda não fica 

satisfatoriamente retratada no grau de rigidez final da mola proposta. 

 

 Outra maneira de se realizar tal consideração ( apontada pelas referências [4] e 

[22] ) , seria a introdução de barras fictícias na extremidade das vigas, de maneira 

semelhante à ilustração indicada nas figuras 2.19.b e 2.19.c .  Tais barras teriam 

comprimento  ( lf )  igual à metade da altura da seção da coluna e rigidez à flexão  

( )E If f× l  representativa do grau de rigidez estipulado para a ligação. O termo  If  

indicaria o momento de inércia das barras fictícias. 
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 Através dos procedimentos acima citados, percebe-se que o comportamento das 

ligações no tocante às distorções por cisalhamento no painel da coluna  ( figura 3.6 ) , 

não fica representado adequadamente. Uma opção para que este efeito seja levado em 

conta com mais precisão, seria a abordagem macroscópica da região da ligação viga-

coluna e seus elementos constituintes. 

 

 Em recente publicação, Queiroz [23] , seguindo a tendência de analisar-se 

macroscopicamente a região do painel da coluna, descreve o modelo de nó de Lener 

(1988) , representado na figura 3.8. Neste modelo, quatro molas de rotação seriam 

dispostas na região limite do painel da coluna, nos pontos  S, I , E  e  D . As molas  S  e  

I  reproduziriam as distorções por cisalhamento do painel, enquanto que  E e  D  

representariam as flexibilidades relacionadas à introdução dos esforços concentrados. 

As barras fictícias OE , OD , OS  e  OI  seriam infinitamente rígidas. Estudos recentes 

indicam que este modelo de nó pode ser útil na analise de nós em estruturas mistas. 

 

 

E

S

D

I

O

 
 

Fig. 3.8  -  Modelo de nó de Lener descrito em [23]. 
 

 

 A referência [20] indica um modelo de nó macroscópico mais detalhado, sendo 

portanto, mais fiel ao comportamento das ligações viga-coluna parafusadas ou soldadas. 

Neste modelo, é admitida a ocorrência de deformações devido às três flexibilidades ( de 

ligação , de introdução e de distorção por cisalhamento ) , descritas no item 3.2. 

Ilustrado na figura 3.9, este modelo foi largamente utilizado na Universidade de 

Innsbruck ( 1988 ) na análise do comportamento inelástico de pórticos planos, 
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considerando possíveis deformações por plastificação dos elementos constituintes das 

ligações. 

 

 Na figura 3.9,  as barras fictícias  a  e  a' ; assim como  b  e  b'  têm a 

incumbência de reagir aos binários oriundos dos momentos de extremidade das vigas  ( 

respectivamente  Me  e  Md ). Representando a influência da flexibilidade de ligação, 

as barras  a  e  a' , são chamadas molas de ligação. Da mesma forma  b  e  b'  
representam a influência da flexibilidade de introdução, sendo portanto chamadas de 

molas de introdução. 

 

 

 

M dM e

CLcoluna

a b

a b b' a'

a'b'

c

 
 

Fig. 3.9  -  Modelo de nó para ligações soldadas ou parafusadas [20]. 
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 Ainda na figura 3.9 a barra fictícia  c  reage aos esforços cisalhantes, oriundos 

do momento fletor desequilibrado ( ∆M = Me - Md ) , aos quais fica submetido o 

painel da coluna. Esta barra é designada por mola de cisalhamento. 

 

 Em relação à figura acima, intuitivamente observa-se que: 

-  As molas  a  e  b  ( a'  e  b' ) têm seus efeitos somados, como se trabalhassem em 

série; portanto, podem ser substituídas por uma mola única  ab  ( a'b' ). 

-  Em uma análise elástica, a mola  c  pode ser substituída pela área da alma da seção da 

coluna, que é o elemento responsável pela resistência à força cortante na mesma. 

 

 
3.3.2 Modelo de nó Adotado 
 

 Objetivando a idealização de um modelo de nó macroscópico, cuja utilização 

seja possível em programas da análise elástica linear de pórticos planos, Queiroz [11] 

realizou as substituições acima citadas no modelo de Tschemmernegg [20] , 

transformando-o no modelo ilustrado pela figura 3.10. Este será o modelo de nó a ser 

adotado neste trabalho, para que a influência das deformações elásticas das ligações ( 

parafusadas ou soldadas ), possam ser consideradas na distribuição de esforços nas 

barras dos pórticos planos analisados. 

 

 No modelo da figura 3.10, a disposição das barras fictícias bem como suas 

propriedades geométricas, são tais que as considerações sobre a transmissão dos 

esforços de extremidade das vigas para a coluna, obedeça à regra apresentada no item 

3.1. Logo, o momento fletor e a força normal são transmitidos através das mesas da 

viga, enquanto que a força cortante é transmitida através da alma da mesma. 
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Fig. 3.10  -  Modelo de nó para ligações rígidas proposto por Queiroz [11]. 
 

 

 As barras verticais  OS  e  OI , dão continuidade à coluna, devendo substituir a 

mola de cisalhamento ( c ) do modelo de Tschemmernegg [20]. Portanto, a área 

resistente à força cortante destas barras deve corresponder à área da alma da coluna e 

suas deformações por cisalhamento devem ser levadas em conta na análise estrutural. 

 

 As barras  BC  e  B'C'  são rígidas e estão rigidamente conectadas às vigas 

direita e esquerda em  A  e  A' . Transmitem para as molas  ab  ou  a'b' , as forças de 

tração ou compressão oriundas do momento fletor ou força axial das vigas, através das 

linhas de centro suas mesas ( pontos B, C, B' ou C' ). 
 

 As barras  AO  e  A'O  também são rígidas. Apresentam-se rigidamente ligadas 

ao eixo da coluna no ponto  O  e rotuladas com deslocamento horizontal permitido nos 

pontos  A e  A' . Têm a função de transmitir a força cortante das vigas ao eixo da 

coluna no ponto  O. 
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 Para que  AO , A'O , BC  e  B'C'  sejam assumidas rígidas ( em relação às 

outras barras componentes da estrutura ) , é suficiente que o momento de inércia destas 

barras seja pelo menos dez vezes maior que o momento de inércia das respectivas vigas. 

A área de suas seções transversais pode ser considerada igual à área da viga ( à esquerda 

ou à direita ) envolvida na ligação. 

 

 As barras  BS , B'S , CI  e  C'I  correspondem às molas  ab  ou  a'b' , que 

reagem apenas ás forças de tração ou compressão à serem introduzidos na coluna. 

Comportam-se como barras bi-rotuladas de uma treliça plana. Suas seções transversais 

devem assumir momento de inércia desprezível e área definida conforme as constantes 

das molas de ligação  ( a )  e ou de introdução  ( b ), a serem indicadas no item seguinte. 

 

 

 

 

3.4 Constantes de Mola para o Modelo de Nó Adotado 
 
 
3.4.1 Mola de Cisalhamento 
 
 A relação momento-rotação para as ligações em foco, considerando-se 

isoladamente apenas as deformações no painel da coluna devido a distorções por 

cisalhamento, pode ser expressa por um gráfico tal como indicado na figura 3.7. Neste 

trabalho, estas deformações estão limitadas ao regime elástico ( trecho linear do gráfico 

da figura 3.7 ) , logo apenas a alma da coluna será considerada como elemento 

resistente à força cortante. 

 

 Assim sendo, para que a distorção a que fica submetido o painel da coluna seja 

levada em conta na análise estrutural, basta que seja especificado para as barras que dão 

continuidade às colunas ( OS  e  OI  na figura 3.10 ) uma área resistente à força 

cortante (Ay) igual à área da alma da coluna. Com base na figura 3.4 têm-se: 

 

 A h ty wc= ×  ( 3.2 ) 
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onde  h  e  twc  representam respectivamente a altura e a espessura da alma da coluna. 

Para colunas confeccionadas com perfis laminados,  h  pode ser tomado como a altura 

total da seção transversal. 

 
 
 
3.4.2 Molas de Ligação e  Introdução 
 
 As influências das flexibilidades de ligação e de introdução devem ser 

algebricamente somadas. No modelo [11], isto é garantido através da mola  ab , que é 

equivalente às atuações em série das molas de ligação  ( a )  e de introdução ( b ). 

 
 Nas ligações parafusadas, a flexibilidade de ligação assume valores 

consideráveis somente na região da mesa tracionada da viga. Neste caso, as 

deformações são observadas na mesa e alma da coluna, na chapa de topo e nos quatro 

parafusos da região tracionada da ligação. Na região comprimida da ligação, dada a 

forma que se dá a transmissão do esforço, somente a flexibilidade de introdução torna-

se relevante. Nesta última região, convém observar-se que a concentração de esforços 

na coluna é amenizada pela presença da chapa de topo soldada à viga. 

 
 Para as ligações soldadas, pode-se afirmar que é garantida a continuidade entre 

os elementos conectados ( mesas da viga / mesa da coluna ). Logo, a flexibilidade de 

ligação pode ser desprezada, tornando-se significante apenas a flexibilidade de 

introdução. 

 
 Basicamente duas referências serão utilizadas para determinar-se as constantes 

de mola ( de ligação e de introdução ). Para ligações parafusadas e ligações soldadas 

confeccionadas com perfis laminados, tais constantes de mola serão obtidas baseadas na 

curva  Μ−Φ  representada no ENV 1993 -1-1 [8]. Para o caso de ligações soldadas  

 
 
confeccionadas com perfis soldados de uso corrente neste país, as constantes de mola de 

introdução serão obtidas à partir do trabalho de Queiroz [23]. 
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 De maneira geral, pelo ENV 1993 -1-1 [8], a capacidade de rotação ( M / Φ ) de 
uma ligação viga-coluna ou viga-viga, pode ser representada pela equação 3.3 : 
 

 
M E h

kii

Φ
=

×

× ∑

2

1µ
 ( 3.3 ) 

 

onde tem-se: 

E   Módulo de elasticidade do aço utilizado; 

h   Braço de alavanca do binário formado pelos esforços concentrados de tração 

e de compressão. Em ligações soldadas ou parafusadas ( com chapa de topo 

estendida e quatro parafusos simetricamente dispostos em relação a mesa 

tracionada da viga ),  h  pode ser considerado como a distância entre as linha de 

centro das mesas da viga ( figura 3.11 ); 

µ   Taxa de rigidez da ligação, determinada de acordo com o momento fletor 

atuante  Md . Porém, na fase elástica, tem-se  Md < Me  e pode-se fazer  µ = 1; 

ki   Coeficientes de rigidez de cada um dos elementos constituintes da ligação. 

Em ligações soldadas , estes coeficientes relacionam-se com a flexibilidade de 

introdução; para as ligações parafusadas, na região de introdução da força de 

tração, tais coeficientes relacionam-se com as flexibilidades de ligação; na 

região de introdução da força de compressão, com a flexibilidade de introdução. 

 Os coeficientes de rigidez  ki  da equação 3.3, referem-se aos seguintes esforços 

e respectivas deformações: 

k1   Força cortante na alma da coluna; 

k2   Compressão na alma da coluna; 

k3   Tração na mesa da coluna;   ( ligações parafusadas ) 

k4   Tração na alma da coluna; 

k5   Tração na chapa de topo;   ( ligações parafusadas ) 

k6   Tração nos parafusos    ( ligações parafusadas ). 
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h
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Fig. 3.11  Braço de alavanca  h , ligação soldada ou parafusada [8] 
 
 
3.4.2.1 Ligações  Soldadas 
 
 Nas ligações soldadas, curvas momento-rotação  (M-Φ)  devido 
exclusivamente à influência da flexibilidade de introdução podem ser 
experimentalmente obtidas. Isto pode ser feito através de um sistema simetricamente 
carregado, tal como o representado na figura 3.12. Neste sistema, como não há força 
cortante resultante, o deslocamento do painel da coluna  δ  deve-se exclusivamente às 
forças concentradas  F  originárias do momento fletor atuante nas extremidades das 
vigas  M . 
 
 Logo, de posse da relação  M-Φ , as constantes de rigidez  ( cb ) , relativas às 
molas  ab  do modelo [11] podem ser facilmente obtidas, conforme indicado na equação 
3.4 abaixo: 
 

F M
h

=    δ = ×
h
2

Φ    cb F
=
δ

 

 

 cb
h

M
= ×

2
2 Φ

 ( 3.4 ) 
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Fig. 3.12  - Deslocamento no painel da coluna em ligação soldada. 

 
 
onde,  h  e  Φ  referem-se respectivamente; à distância entre as linhas de centro das 

mesas das vigas, e à rotação relativa resultante entre a viga e a coluna, conforme 

representado na figura 3.12. 

 
 Para deslocamentos  δ  limitados ao regime elástico, percorre-se apenas a parte 

inicial do gráfico  M-Φ , com valores para  M  inferiores à  Me  ( figura 3.7 ). Neste 

trecho, como a relação  M-Φ  é praticamente linear, a constante de rigidez para as 

ligações pode ser suposta constante. Ensaios citados em [11] indicam que para ligações 

soldadas não enrijecidas confeccionadas com perfis laminados europeus, no regime 

elástico, a constante de rigidez para a mola de introdução assume valores médios de  

12.000,00 kN/cm . 

 
 Entretanto, ainda na referência [11] observava-se que: " dada a variedade de 

proporções possíveis das seções transversais, fica claro que não seria possível utilizar 

um valor único para esta constante de mola ". Logo pesquisas subseqüentes foram 

realizadas, para obter valores para as constantes de rigidez mais compatíveis com os 

perfis em uso no Brasil, como por exemplo a referência [23]. 

 
 



 74

 
3.4.2.1.a Ligações Soldadas com Perfis Laminados 
 
 Conforme citado anteriormente, nestes casos as constantes de mola serão obtidas 

à partir da relação  Μ/Φ  fornecida pelo ENV 1993 -1-1 [8] e que encontra-se 

representada na equação 3.3. 

 
 Nesta equação, o coeficiente de rigidez referente à distorção por cisalhamento do 

painel da coluna ( k1 ) , deve ser desprezado, pois este efeito já foi levado em conta no 

modelo de nó [11] , através da equação 3.2. Os demais coeficientes de rigidez relevantes 

para a obtenção das constantes de mola de introdução, são  k2  e  k4  ( respectivamente 

compressão e tração na alma da coluna ). Estes coeficiente são indicados por: 

 

k k
b t

h
Aef wc

c
4 2

0 7 1 1

1
= =

× ×
+

,
l

 ( 3.5 ) 

 
onde  bef1  é dado por: 
 

b t s t ref fv v fc c1 2 5 5= + + +  ( 3.6 ) 
 
 A figura 3.13 a seguir indica os elementos envolvidos nas equações 3.5 e 3.6, 
onde têm-se: 
tfv  Espessura da mesa da viga; 

sv  Cateto do filete da solda entre a mesa da viga e a mesa da coluna. Caso a 

solda seja de penetração deve-se fazer  sv = 0; 

tfc  Espessura da mesa da coluna; 

rc  Raio interno de concordância entre a alma e a mesa da coluna; 

twc  Espessura da alma da coluna; 

hc  Comprimento de alma da coluna,  h d tc c fc= − ×2  ; 

 

 

 

b1  Largura do possível enrijecedor horizontal; 
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t1  Espessura do possível enrijecedor horizontal. 

 
Os termos  A1  e  l1  da equação 3.4 indicam respectivamente a área e o semi-

comprimento dos possíveis enrijecedores horizontais. Quando existirem tais 

enrijecedores, estes termos podem ser dados por: 

 
A b t1 2 1 1= × ×      ( )l1 2 2= − ×d tc fc  

 
 Em relação a equação 3.4, deve ser observado que a mesma somente tem 

validade para os casos em que o prolongamento da coluna ( y na figura 3.13 ) permite o 

desenvolvimento do comprimento  bef1 . Em situações de extremidade de coluna ( 

figura 3.15 ) , deve ser obrigatório a utilização de enrijecedores horizontais. Neste caso, 

na equação 3.4 somente a parcela relativa aos enrijecedores deve ser considerada, logo: 

k k A2 4 1 1= = l . 

 
 Assim, utilizando-se os coeficientes de rigidez em questão  ( k2 , k4 )  e fazendo-

se  µ = 1 ( fase elástica ) , a equação 3.3 fica : 

 

  
M E h

k k

E h

k
Φ

= =
×

+

×2

2 4

2

2

1 1 2  

 
Substituindo-se a relação  M Φ   anterior na equação 3.4 obtém-se a equação 3.7 que 

indica a constante de mola de introdução para ligações soldadas confeccionadas com 

perfis laminados: 

 
cb E k= × 2 ( 3.7 ) 

 
 
 
 
 
3.4.2.1.b Ligações Soldadas com Perfis Soldados 
 



 76

 A recente publicação de Queiroz [23], apresenta um estudo experimental 

pioneiro no país, visando a obtenção de constantes de rigidez para molas de introdução 

em ligações soldadas confeccionadas com os perfis soldados normalmente utilizados no 

Brasil. A equação 3.8 [23] a seguir representa a constante de rigidez para a mola de 

introdução ( cb ) , no regime elástico. Nesta equação,  cb  foi obtido considerando-se a 

existência de prolongamentos da coluna ( y ) acima ou abaixo da seção da viga. Tais 

prolongamentos devem ser suficientes para permitir a propagação dos esforços na alma 

da coluna ao longo de um comprimento  bef1 ( figura 3.13 ). 

 

cb k k= 



+
−

1 1
1 2

1
 ( 3.8 ) 

 
 Na equação 3.8, o primeiro termo  1 1k   indica a influência da flexibilidade do 

painel da coluna devido à aplicação de esforços concentrados ( tração ou compressão ) 

ao longo do comprimento de alma  bef1 . Este termo representa a parcela mais 

significante na composição total da constante de rigidez  cb . 

 

 O termo  bef1  , representado na figura 3.13, é obtido para ligações soldadas, 

através de projeções à 45° da mesa da viga na alma da coluna, considerando-se se for o 

caso, o filete de solda existente nesta região. Tal termo é indicado pela equação 3.9: 

 
b t s t sef fv v fc c1 2 2 2= + + +   ( 3.9 ) 

 
Na equação 3.9 , assim como na figura 3.13 , tfv , sv , tfc , b1  e  t1  têm os mesmos 

significados indicados no item 3.4.2.1.a. O termo  sc  refere-se à solda de composição 

da coluna e  hi  ao comprimento de sua alma, descontando-se sc . 

 
 Os ensaios relatados em [23] foram realizados em ligações com perfis soldados 

usuais no Brasil, possuindo uma relação  ( bef1 / hi )  entre 0,15 e 0,26. Esta faixa  

engloba a maior parte das situações reais de utilização deste tipo de ligação. Para estes 

casos, a parcela de  k1  correspondente à introdução de esforços na alma da coluna deve 

ser dada por  0 65, × ×E twc . Porém, em se considerando a possível existência de 
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tensões de compressão na coluna devido à força axial atuante na mesma, um fator 

redutor ( 1 - α ) deve ser aplicado. Ainda, para que a possível utilização de enrijecedores 

horizontais também seja levada em conta, o termo  E A× 1 1l  , representativo da 

rigidez dos mesmos à tração ou compressão, deve ser somado à expressão final de  k1 . 

Logo: 

 

( )k E t E A
wc1 0 65 1 1

1
= × × × − +

×
, α

l
  ( 3.10 ) 
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Fig. 3.13  -  Introdução de esforços no painel de coluna enrijecida, ligação soldada 
 
 
 
 Para coluna axialmente tracionada, o fator de redução  α  deve ser nulo. Para o 

caso mais comum de coluna axialmente comprimida  α  pode ser dado por: 
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 α =
N
P

f
cr

 ( 3.11 ) 

 
onde  Nf  indica a máxima força longitudinal de compressão atuante na mesa da coluna, 

e  Pcr  a carga crítica de flambagem de Euler de um comprimento  L  desta mesma 

mesa, considerado-a elasticamente contida pela alma. 
 

N b t ff fc fc y= × ×     P E I
Lcr

fc=
× ×π2

2  

I b t
fc

fc fc=
× 3

12
    L

b t h
t

fc fc i

wc
≅










× ×3 1 4

 

 

Nas equações acima,  fy  e  E  indicam respectivamente o limite de escoamento e o 

módulo de elasticidade do aço utilizado;  bfc  corresponde à largura da mesa da coluna 

e os demais termos são tais como representados na figura 3.13. 

 
 Na equação 3.11, a parcela E A× 1 1l  corresponde à utilização de enrijecedores 

horizontais no nível das mesas da viga. Assim, tem-se: 
 

A b t1 2 1 1= × ×      ( )l1 2 2= − ×d tc fc  
 
onde  dc  representa a altura total da seção da coluna e os demais termos apresentam-se 

representados na figura 3.13. Caso a coluna seja não enrijecida, deve-se fazer  A1 = 0.  

 
 De volta à equação 3.8 , o termo  1 2k   representa a influência da flexibilidade 

adicional existente nas ligações soldadas, devido à concentração de tensões normais  σ  

ocorrida na região central das mesas da viga. Nas vigas, tal concentração aumenta, 

quanto maior for a largura  bfv  da mesa da viga e quanto mais próxima da junção for a 

região analisada. A figura 3.14 ilustra tal fenômeno. 

 

 Na figura 3.14, o comprimento  bef2  é definido a partir de prolongamentos à 45

°da alma da coluna, na mesa da viga:  b t s t sef wc c fc v2 2 2 2= + + +  ; onde os 

componentes apresentam-se conforme definições anteriores. Porém, caso  bef2 ≥ bfv , o 
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termo  1 2k   na equação 3.8 deve ser considerado nulo. A largura fictícia  brv  da mesa 

da coluna, que simula uma distribuição uniforme de tensões ( equivalente à distribuição 

não uniforme na largura total  bfv ) foi definida [23] como: 

 

( )b b brv ef fv= × +0 5 2,  ( 3.12 ) 

 

 

dc

tfc tfc

bfvbef2

σ
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t fv

twc
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Fig. 3.14  -  Concentração de tensões normais  σ  nas mesas da viga. 
 
 
Logo, o coeficiente de rigidez  k2  pode ser definido como: 
 

( )
k E b t

b b
rv fv

fv rv
2 =

× ×

−
 ( 3.13 ) 
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Convém lembrar que o coeficiente de rigidez devido a concentração de tensões na mesa 

da viga k2 , deve ser levado em conta na equação 3.8, somente nos casos de ligação 

soldada, com perfil soldado, não enrijecida, em que  bef2 < bfv . Para os demais casos 

de ligações soldadas, deve-se fazer  1 2k  = 0. 

 
 Foi observado anteriormente que o coeficiente  k1  ( equação 3.10 ) somente tem 

validade, quando a coluna possui prolongamentos ( y na figura 3.13 ) suficientes para 

permitirem o desenvolvimento do comprimento  bef1 . Logo, nos casos em que a 

ligação viga-coluna dá-se na extremidade da coluna ( figura 3.15 ) deve-se 

obrigatoriamente utilizar-se enrijecedores horizontais, no topo da coluna e, apenas o 

termo relativo a rigidez oferecida pelos enrijecedores deve ser computado na equação 

3.10. Conforme comentário anterior, na equação 3.8 a flexibilidade  1 2k   deve ser 

considerada nula, devido a presença do enrijecedor. 

 
 

 
 

Fig. 3.15  -  Enrijecedor horizontal obrigatório nas extremidades das colunas 
 
 
 Ainda sobre o coeficiente  k1 , quando o mesmo é obtido para ligações 

soldadas, com perfis soldados, não enrijecidas, apenas a parcela  

( )0 65 1, × × × −E twc α   da equação 3.10 é aplicada. Este valor utilizado para  k1 , 

apesar de satisfatório, é um valor médio, que não leva em consideração as deformações 

devido ao efeito de Poisson que por ventura venham a ocorrer na coluna. Caso tal efeito 

fosse levado em conta (para a situação em que a coluna está axialmente comprimida) 
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obter-se-ia, na região de introdução de esforços de tração um grau de rigidez menor, e 

na região de introdução dos esforços de compressão um grau de rigidez maior, que o 

valor médio fornecido pela equação 3.10. 

 
 
3.4.2.2 Ligações Parafusadas com Chapa de Topo Estendida 
 
 Nas ligações parafusadas, as constantes de rigidez ( cb ) relativas às molas  ab  

do modelo de nó [11] devem ser diferenciadas, de acordo com a região considerada. 

Assim, para as regiões de introdução das forças de tração e compressão, as constantes 

de rigidez serão indicadas respectivamente por  cbt  e  cbc .  Estes valores podem ser 

obtidos ensaiando-se um sistema simetricamente carregado, tal como o representado na 

figura 3.16. Neste sistema, os momentos fletores nas extremidades das vigas ( M ) são 

iguais, logo o deslocamento  δt  deve-se exclusivamente à força de tração  F  aplicada. 

Analogamente o deslocamento  δc  deve-se à força  F  de compressão. 

 

M
Φ

F F

F F

M
h

δt

δc  
 

Fig. 3.16  -  Deslocamentos no painel da coluna em ligação parafusada. 
 
 
  

 

            Pelo sistema apresentado na figura 3.16, tem-se: 
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F M
h

=  
( )

Φ =
+δ δt c
h

 

 
F M

h ht cδ δ
=

× − ×Φ 2
 

F M
h hc tδ δ

=
× − ×Φ 2

 ( 3.14 ) 

 
Porém, as constantes de rigidez  cbt  e  cbc  serão obtidas devido exclusivamente às 

forças de tração e compressão. Assim, ao considerar-se  δc = 0  na primeira das 

equações 3.14, despreza-se a flexibilidade à compressão, resultando então na constante 

de rigidez à tração  cbt : 

 

cb F
h

M
t

t
c

=








 =

=

×
δ δ 0

1
2 Φ

 ( 3.15 ) 

 
Analogamente, a constante de rigidez  cbc  pode ser obtida, ao desprezar-se a 

flexibilidade a tração  ( δt = 0 )  na segunda das equações 3.14: 

 

cb F
h

M
c

c
t

=








 =

=

×
δ δ 0

1
2 Φ

 ( 3.16 ) 

 
 Nas equações 3.15 e 3.16, a relação  M-Φ  será obtida conforme a equação 3.3, 

baseada na proposta apresentada no ENV 1993 -1-1 [8]. Seguindo esta norma, para 

obter-se a relação  Μ-Φ  utiliza-se coeficientes de rigidez distintos, correspondentes às 

flexibilidades locais dos elementos constituintes da ligação. Porém deve ser frisado que 

os coeficientes fornecidos pela referência [8] foram definidos baseados em ensaios 

realizados com perfis laminados europeus ou soldados de dimensões similares. 

Pesquisas futuras devem ser realizadas com estas ligações, confeccionando-as com os 

perfis soldados usuais no Brasil. Desta forma, tais coeficientes seriam calibrados e 

adaptados à realidade brasileira. 

 
 De volta à equação 3.3 , aplicando-se os coeficientes de rigidez ki  relativos às 

ligações parafusadas, têm-se: 
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M E h

k k k k k k
Φ

=






×

+ + + + +

2

1 2 3 4 5 6

1 1 1 1 1 1
 

 
onde, conforme explanação anterior, os coeficientes de rigidez  ki , referem-se aos 

seguintes esforços e respectivas deformações: 

k1   Força cortante na alma da coluna; 

k2   Compressão na alma da coluna; 

k3   Tração na mesa da coluna; 

k4   Tração na alma da coluna; 

k5   Tração na chapa de topo; 

k6   Tração nos parafusos. 

 
 Na equação anterior, a soma entre parênteses no numerador representa a 

influência da flexibilidade de ligação na região de introdução da força concentrada de 

tração. Esta soma será indicada por  1 k eq . O termo 1 1k  indica a influência da 

flexibilidade de distorção por cisalhamento do painel da coluna. Este termo será 

desprezado, uma vez que no modelo de nó adotado [11], o efeito de distorção é 

simulado através da aplicação da equação 3.2 nas barras  OS  e  OI  ( figura 3.10 ). O 

termo  1 2k   representa a flexibilidade de introdução na região de introdução da força 

de compressão. Desta forma, tem-se: 

 
M E h

k k eq
Φ

=
×

+

2

2

1 1
 (3.17 ) 

 
  
 
 
 
           À seguir, serão definidos os coeficientes de rigidez  ki  a serem utilizados nas 

equações acima: 
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k2  -  Compressão na alma da coluna: 
 

k b t
h

Aef wc

c
2

0 7 1

1

1=
× ×

+
,

l
 ( 3.18 ) 

 
sendo: 
b t s t t sef fv v p fc c1 2 2 5 5= + + + +  ( 3.19 ) 
 
   A figura 3.17 representa os elementos envolvidos na equações 3.18 e 3.19. Os 

termos  twc , tfv , sv  e  tfc  possuem o mesmo significado do indicado na 

equação 3.6. Para as colunas soldadas,  sc  indica a solda de composição do 

perfil. Em colunas laminadas,  sc  passa a designar o raio de concordância 

interna entre a alma e a mesa. Os termos  hc  e  tp  indicam respectivamente a 

altura da alma da coluna e espessura da chapa de topo. Os termos  A1  e  l1  

indicam respectivamente a área transversal e o semi-comprimento dos possíveis 

enrijecedores horizontais e são dados por: 

 
A b t1 2 1 1= × ×      l1 2= hc  

 
   Naturalmente, quando não houverem enrijecedores horizontais comprimidos, 

deve-se fazer  A1 = 0  na equação 3.18. Ainda, quando o prolongamento da 

seção da coluna além da mesa comprimida da viga ( y na figura 3.17 ) não for 

suficiente para a formação do comprimento  bef1 , obrigatoriamente deve ser 

utilizado um enrijecedor horizontal, tal como representado na figura 3.18. Neste 

caso, a equação 3.18 fica resumida a:  k A2 1 1= l  . 
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Fig. 3.17  -  Região de introdução de força de compressão, ligação parafusada. 
 
 
 
 

 
Fig. 3.18  -  Enrijecedor horizontal comprimido obrigatório nas extremidades da coluna. 
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k3  -  Tração na mesa da coluna: 

 

k t
m
ef fc

3 2
0 85 1

3

3= ×
× ×, l

 ( 3.20 ) 

 
onde  tfc  indica a espessura da mesa da coluna e  m  apresenta-se ilustrado na 

figura 3.19. O termo  lef1  indica o comprimento efetivo ( perpendicular ao 

plano da figura 3.19 ) que cada uma das duas filas horizontais de parafusos 

utiliza para reagir ao esforço de tração aplicado. Pelo ENV 1993 -1-1 [8] admite-

se que o comprimento  lef1  relativo à fila de parafusos entre as mesas da viga, 

seja considerado igual ao valor de  lef1  para a fila de parafusos localizada na 

parte estendida da chapa de topo. Como o coeficiente  k3  representa a 

influência das duas filas de parafusos tracionadas, multiplicou-se por  2  a fração 

existente na equação 3.20. 

 

twc
g

m
sc0,8

e

 
 

Fig. 3.19  -  Comprimentos  "m"  e  "e". 
 
 

   O comprimento  lef1  para a fila de parafusos localizada na parte estendida da 

chapa de topo pode ser obtido ( para ligações enrijecidas ou não ) pelo menor 

dos valores, indicados na tabela 3.1. 

   Nesta tabela,  a  representa a distância vertical entre a linha de parafusos na 

região estendida da chapa e a borda desta última, assim como representado pela 

figura 3.20. O termo  c  indica o espaçamento vertical entre os parafusos na 

região da mesa tracionada da viga ( figura 3.3 ). O fator  α  representa um  
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parâmetro de cálculo, que pode ser obtido pelo ábaco J27 do ENV 1993 1-1 [8] 

representado abaixo: 
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LIGAÇÃO NÃO ENRIJECIDA LIGAÇÃO ENRIJECIDA 

2πm 2πm 

πm a+ 2  αm 

4 1 25m e+ ,   

2 0 625m e a+ +,   

πm c+   

c a+ 2   

2 0 625 0 5m e c+ +, ,   

e c+ 0 5,   

 

Tabela 3.1  -  Valores para  lef1  [8]. 
 
 
 

k4  -  Tração na alma da coluna: 

 

k b t
h
ef wc
c

4 2
0 70 1= ×

× ×,
 ( 3.21 ) 

 
onde  twc  e  hc  apresentam-se representados na figura 3.17. O termo  bef1 , 

deve ser considerado igual ao valor adotado para  lef1  na tabela 3.1. Para que a 

influência das duas linhas de furos sejam levadas em conta, multiplicou-se por 

dois o termo da direita da equação 3.21. 

 
 

k5  -  Tração na chapa de topo: 

 

k
t

m
ef p

5 2
0 85 2

3

3= ×
× ×, l

 ( 3.22 ) 
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onde  tp  refere-se à espessura da chapa de topo e  m  pode ser aproximado 

como o comprimento indicado na figura 3.19. O comprimento efetivo de atuação 

dos esforços de tração  lef2  pode ser obtido através do menor dos valores 

indicados na tabela 3.2. Este fator refere-se apenas à fila superior de parafusos, 

por isto, para considerar-se a influência das duas filas, o lado direito da equação 

3.22 foi multiplicado por dois. 

 
   Para a obtenção de  lef2  através da tabela 3.2, os termos  mx  e  a  encontram-

se representados na figura 3.20. O termos  bp  e  g  representam respectivamente 

a largura da chapa de topo e distância horizontal entre os centros dos furos 

(figura 3.3). A distância  ep  deve ser tomada como:  ( )e b gp p= × −0 5,  

 
 
 

2πmx 

πm gx +  

πm ex p+ 2  

4 1 25m ax + ,  

e m ap x+ +2 0 625,  

0 5, bp 

0 5 2 0 625, ,g m ax+ +  

 

Tabela 3.2  -  Valores para  lef2  [8] 
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Fig. 3.20  Comprimentos  mx , a  e  Lb. 

 

 

k6  -  Tração nos parafusos: 

 

k A
L

s
b

6 2
1 6

= ×
×,

 ( 3.23 ) 

 
onde na equação 3.23,  As  indica a área resistente à tração do parafuso utilizado  

( A ds = 0 75 2 4, π  ) , sendo  d  seu diâmetro nominal.  O termo  Lb  

(representado na figura 3.20) corresponde ao comprimento de parafuso a ser 

alongado. Neste trabalho considerar-se-á  L d t tb fc p= + +   onde o acréscimo 

de  d  refere-se à consideração das espessuras de meia cabeça do parafuso e  

porca, bem como das possíveis arruelas a serem utilizadas. Assim como nos 

coeficientes  ki  anteriores, para que a influência de ambas as filas de parafusos 

tracionados seja levada em conta, multiplicou-se por dois o termo da direita na 

equação 3.23. 
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 Assim sendo, após definidos todos os coeficientes de rigidez  ki , facilmente 
podem ser determinadas as constantes de rigidez  cbc  e  cbt  para as regiões de 
introdução das forças de compressão e tração. 
 
 Logo, substituindo-se a equação 3.17 na equação 3.15, admitindo-se que a 
flexibilidade devido à força de compressão   1 2k   pode ser desprezada, obtém-se cbt : 

 
cb E kt eq= ×  ( 3.22 ) 

 
 Analogamente, substituindo-se a equação 3.17 na equação 3.16, desprezando-se 
a resultante das flexibilidades devido à força de tração  1 keq   obtém-se  cbc : 

 
cb E kc = × 2 ( 3.23 ) 
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4. PROGRAMA DE COMPUTADOR ______________________ 

 

 

4.1 Considerações Iniciais 

 

 Para que todas as considerações sobre o comportamento das ligações flexíveis e 

rígidas apresentadas nos capítulos 2 e 3 pudessem ser automaticamente levadas em 

conta na análise estrutural, foi desenvolvido um programa de computador em linguagem 

PASCAL, no qual todos os nós e barras adicionais requeridos pelos modelos de nó 

adotados, são facilmente gerados, sem nenhum trabalho extra do analista. 

 

 O programa gerador de nós e barras desenvolvido, funciona como um pré-

processador, que pode ser acoplado à qualquer sistema de análise estrutural que permita 

o cálculo de estruturas de barras reticuladas. 

 

 Adotou-se o sistema ATRIUM [24] como plataforma para a geração dos nós e 

barras dos modelos de nó, o qual possibilita a análise elástica em teoria da 1ª ordem de 

estruturas tridimensionais de barras reticuladas, com cargas predominantemente 

estáticas. Efeitos de variação de temperatura, bem como recalques de apoio podem ser 

levados em conta. 

 

 O sistema ATRIUM [24] é composto basicamente de duas unidades, uma 

armazenadora dos dados das estruturas ( números e coordenadas de nós e barras, 

carregamentos, etc. ); e outra, que efetua o cálculo propriamente dito da estrutura. 

 

 Neste trabalho, foram introduzidas na unidade armazenadora, ferramentas que 

tornassem possível a entrada dos dados referentes aos tipos de ligações viga-coluna 

utilizados, bem como as dimensões de seus elementos constituintes. O programa 

gerador dos nós e barras dos modelos de nó, foi somado ao sistema utilizado, 
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transformando-se então em uma terceira unidade. Ao sistema composto por estas três 

unidades, denominar-se-á ATRIUM-LIG. 

 
 Ao utilizar-se a unidade de armazenamento de dados do sistema ATRIUM-LIG, 

a estrutura deve ser tratada da maneira convencional, com as ligações flexíveis 

representadas por rótulas perfeitas e as ligações rígidas representadas por nós rígidos. 

Os tipos de ligações viga-coluna especificadas assim como as dimensões de seus 

elementos constituintes são tratados como características das extremidades das barras ( 

vigas ). 

 
 O programa gerador de nós e barras do sistema ATRIUM-LIG, cria uma 

estrutura auxiliar, onde as rótulas perfeitas ou nós totalmente rígidos são devidamente 

substituídos pelas barras e nós dos modelos de nó adotados, simulando o grau de rigidez 

das conecções. Como opção comparativa dos resultados, pode-se utilizar a unidade de 

cálculo para analisar-se tanto a estrutura convencional quanto a estrutura auxiliar ( 

com os modelos de nó ) que fora criada. Para o caso em que algum tipo de ligação 

flexível (cantoneiras, chapa de topo ou chapa de extremidade) for especificada, serão 

criadas duas estruturas auxiliares: numa as ligações apresentam rigidez tangente inicial 

e noutra rigidez secante última. 

 
 Como a análise proposta restringe-se a pórticos planos, o sistema ATRIUM-LIG 

utiliza então, uma versão de cálculo do sistema ATRIUM [24] para a análise de 

estruturas planas. Além disto, alterou-se a confecção da matriz de rigidez das barras, 

incorporando-se elementos que tornem possível a consideração de deformações por 

força cortante nas mesmas. Desta forma, as distorções por cisalhamento do painel da 

coluna, em ligações rígidas, ficam corretamente representadas na análise. 

 

 

4.2 Sistema ATRIUM-LIG 

 

 Neste trabalho, entende-se por estruturas convencionais, aquelas em que as 

ligações classificadas como flexíveis ou rígidas, são representadas respectivamente por 
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rótulas perfeitas ou nós totalmente rígidos. As estruturas nas quais as ligações são 

representadas pelos modelos de nó adotados, serão referidas como estruturas auxiliares. 

 

 Na unidade armazenadora de dados do sistema, as informações devem ser 

fornecidas para que sejam obtidas as estruturas convencionais. As únicas informações 

adicionais referem-se ao tipo de ligação existente nas extremidades das barras ( vigas ) 

bem como as dimensões de seus elementos constituintes. 

 

 Desta forma após a utilização do programa gerador dos modelos de nó, à partir 

das estruturas convencionais, são obtidas as estruturas auxiliares. As estruturas 

auxiliares diferem das estruturas convencionais, no tocante ao número de nós e barras, 

bem como das liberações de extremidade destas últimas. Conforme considerações 

posteriores, devido às diferenças existentes nos comprimentos de barras, o 

carregamento aplicado nas estruturas auxiliares sofre pequenas alterações em relação 

ao aplicado nas estruturas convencionais. 

 

 De acordo com a descrição feita no item 2.2.1, neste trabalho, não foi 

determinado o grau de rigidez real das ligações classificadas como flexíveis. Pelo 

gráfico da figura 2.9 , foi delineada uma região de variação do grau de rigidez destas 

ligações (área hachurada). Estipulou-se então, que dois valores limites seriam 

considerados na representação do grau de rigidez das ligações, a rigidez tangente inicial 

e a rigidez secante última. No sistema considerado, sempre que uma estrutura 

convencional apresentar algum tipo de ligação viga-coluna classificada como flexível, 

duas estruturas auxiliares serão geradas. Na primeira delas, designada pelo sufixo K1, 

será considerada a rigidez tangente inicial das ligações; enquanto que na segunda, com 

o sufixo K2, será considerada a rigidez secante última. 

 

 Caso a estrutura convencional apresente apenas ligações classificadas como 

rígidas, apenas uma estrutura auxiliar, com os modelos de nó de acordo com o definido 

no item 3.3 será gerada. Esta estrutura será designada pelo sufixo K1. 
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  Fig. 4.1  Estruturas convencionais e estruturas auxiliares geradas. 
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 A figura 4.1.a, exibe o pórtico de uma estrutura convencional, cujas ligações 

viga-coluna são do tipo chapa simples soldada na mesa da coluna e, uma de suas 

estruturas auxiliares ( K1 ou K2 ) geradas pelo sistema. 

 

 Da mesma forma, a figura 4.1.b exibe o pórtico de uma estrutura convencional, 

cujas ligações viga-coluna são do tipo soldada na mesa da coluna e, a estrutura auxiliar 

K1 gerada pelo sistema. 

 

 Porém, para que a geração das estruturas auxiliares, tal como representadas na 

figura anterior transcorra satisfatoriamente, o sistema ATRIUM-LIG requer que 

algumas convenções sejam previamente obedecidas: 

 

a) -  O sistema de referência global das estruturas convencionais deve ser criado de 

forma que o eixo das abcissas seja crescente no sentido da esquerda para a direita. 

Da mesma forma, o eixo das ordenadas deve ser crescente de baixo para cima. 

 

b) -  Todas as barras da estrutura, assim como os elementos constituintes das ligações 

(chapas, cantoneiras ou enrijecedores) devem ser do mesmo material. 

 

c) -  As equações utilizadas na obtenção do grau de rigidez das ligações foram 

padronizadas, de forma a utilizarem  kN  e  cm  como unidades de força e 

comprimento. Logo caso as estruturas auxiliares sejam automaticamente geradas, 

todos os dados referentes às estruturas convencionais também devem utilizar estas 

unidades como referência. 

 

d) -  Conforme comentário anterior, as ligações viga-coluna devem ser tratadas como 

condições de extremidade das vigas. Assim sendo, somente deverão ser 

especificadas em barras que atuarem como vigas. 
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e) -  Nos pórticos a serem analisados, as barras ( vigas ) que tiverem algum tipo de 

ligação classificada como flexível ou rígida especificada em suas extremidades, 

devem fazer um ângulo em relação ao eixo das abcissas ( do sistema global da 

estrutura ) de no máximo 20º. As barras que atuarem como colunas devem ser 

verticais, fazendo um ângulo com o mesmo eixo das abcissas de 90º. Estas 

limitações devem ser obedecidas, para que a distribuição de esforços proposta pelos 

modelos de nó das estruturas auxiliares mantenha-se válida. 

 

f) -  A tabela 4.1 indica os códigos adotados para os tipos de condições de extremidade 

(ligações viga-coluna) das vigas. Juntamente com as informações usuais das 

estruturas convencionais (coordenadas nodais, incidência de barras, etc...), estes 

códigos devem ser fornecidos, através da unidade armazenadora de dados do 

sistema ATRIUM-LIG 

 

Totalmente rígida

Junção com viga

Extremidade livre
0

1 Rótula perfeita

7 Rígida parafusada

8 Rígida soldada

2 Flexível com cantoneira simples

5 Flexível com ch. simples soldada mesa coluna

3 Flexível com cantoneiras duplas

6 Flexível com ch. simples soldada alma coluna

4 Flexível com ch. topo

TIPOS  DE  LIGAÇÕES  VIGA-COLUNA

 
 

 Tabela 4.1  Tipos de ligações viga-coluna padronizadas. 
 

g) -  Cada tipo de ligação viga-coluna ( de 2 à 8 ) especificado na tabela 4.1 necessita 

que sejam fornecidos diferentes parâmetros, para o cálculo da rigidez e constantes 

de mola das ligações, conforme exposto nos itens 2.2 e 3.4. Estes parâmetros 

relacionam-se com a geometria das ligações e são requeridos pelo sistema 

ATRIUM-LIG para que possam ser definidas as barras e nós fictícios dos modelos 

de nó das estruturas auxiliares. As figuras  4.2.a  à  4.2.e  ilustram as ligações bem 

como os respectivos parâmetros de cálculo requeridos: 
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twv

~ 

g

~

ta

dc

g

da

 
da = altura da(s) cantoneira(s); 
ta = espessura da(s) cantoneira(s); 
twv = espessura da alma da viga; 
g = dist. linha de furos / linha de centro da viga (cant. simples); 
 =  dist. horizontal entre as linhas de furos (cant. duplas); 
dc = altura total da seção da coluna. 

 

Fig. 4.2.a  -  Parâmetros para cálculo de rigidez; ligações com cantoneiras. 
 

 

 

twv

~ 

dc

g

dp

tp  
dp = altura da chapa de topo; 
ta = espessura da chapa de topo; 
twv = espessura da alma da viga; 
g = dist. horizontal entre as linhas de furos; 
dc = altura total da seção da coluna. 

 

Fig. 4.2.b  -  Parâmetros para cálculo de rigidez; ligações com chapa de topo. 
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bp

p

p

twv

~
~

tp

a3a2
d

p

p

a3a2

t

~

wv

d

dc bfc bp

~

tp

 
bp = largura da chapa de ligação; 
tp = espessura da chapa de ligação; 
twv = espessura da alma da viga; 
a2 = dist. horizontal linha de furos à borda da viga; 
a3 = dist. horizontal linha de furos à borda da chapa de ligação; 
n = número de parafusos na ligação ( 2 ≤ n ≤ 9 ); 
d = diâmetro dos parafusos utilizados ( ASTM A325); 
p = distância horizontal entre as linhas de furos ( p ≅ 75 mm ); 
dc = altura da seção da coluna ( ligações chapa soldada na mesa da coluna ); 
bfc = largura da mesa da coluna ( ligações chapa soldada na alma da coluna ). 

 

Fig. 4.2.c  -  Parâmetros para cálculo de rigidez; ligações com chapa simples. 
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bp

tp

tfv

tfv

d v

tfc

dc

c

g

bfc

twc

ti

ts

tfc ou  s  c  r  c  

ou  b  s  b  i  

ou  b  s  b  i  

g
twc

bp

cesv

~ 

ys

yi

 
 

dv = altura total da seção da viga; 
tfv = espessura da mesa da viga; 
dc = altura total da seção da coluna; 
bfc = largura da mesa da coluna; 
tfc = espessura da mesa da coluna; 
twc = espessura da alma da coluna; 
sc = solda de composição da coluna (perfis soldados); 
rc = raio de concordância entre a mesa e a alma da coluna (perfis laminados); 
bp = largura da chapa de topo; 
tp = espessura da chapa de topo; 
ce = comprimento estendido da chapa de topo; 
sv = cateto do filete de solda da mesa da viga com chapa de topo (caso seja   

utilizado solda penetração, sv = 0); 
bs = largura do enrijecedor superior (se não houver, bs = 0); 
ts = espessura do enrijecedor superior (se não houver, ts = 0); 
bi = largura do enrijecedor inferior (se não houver, bi = 0); 
ti = espessura do enrijecedor inferior (se não houver, ti = 0); 
d = diâmetro dos parafusos utilizados; 
g = distância horizontal entre as linhas de furos (região de tração); 
c = distância vertical entre as linhas de furos (região de tração); 
ys = distância da mesa superior da viga à extremidade superior da coluna; 
yi = distância da mesa inferior da viga à extremidade inferior da coluna. 
 

Fig. 4.2.d  -  Parâmetros para cálculo de rigidez; ligações parafusadas com chapa de 
topo estendida. 
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dv = altura total da seção da viga; 
bfv = largura da mesa da viga; 
tfv = espessura da mesa da viga; 
dc = altura total da seção da coluna; 
bfc = largura da mesa da coluna; 
tfc = espessura da mesa da coluna; 
twc = espessura da alma da coluna; 
sc = solda de composição da coluna (perfis soldados); 
rc = raio de concordância entre a mesa e a alma da coluna (perfis 

laminados); 
sv = cateto do filete de solda da mesa da viga com chapa de topo 

(caso seja utilizado solda de penetração, sv = 0); 
bs = largura do enrijecedor superior (se não houver, bs = 0); 
ts = espessura do enrijecedor superior (se não houver, ts = 0); 
bi = largura do enrijecedor inferior (se não houver, bi = 0); 
ti = espessura do enrijecedor inferior (se não houver, ti = 0); 
ys = distância da mesa superior da viga à extremidade superior da 

coluna; 
yi = distância da mesa inferior da viga à extremidade inferior da 

coluna. 
 

Fig. 4.2.e  -  Parâmetros para cálculo de rigidez; ligações soldadas. 
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h) -  Para as ligações classificadas como rígidas, juntamente com os dados da geometria 

da ligação, devem ser fornecidos os valores dos prolongamentos da coluna acima e 

abaixo das mesas da viga ( ys  e  yi ). Conforme exposto nos itens 3.4.2.1.a, 

3.4.2.1.b e 3.4.2.2, nas extremidades das colunas, caso estes prolongamentos sejam 

insuficientes para o desenvolvimento das larguras de influência  bef1  deve-se 

utilizar enrijecedores horizontais, obrigatoriamente. Desta forma, caso ys (ou yi) < 

bef1, a parcela de rigidez devido à introdução das forças concentradas (tração e 

compressão em ligações soldadas e compressão em ligações parafusadas), dever-se-

á exclusivamente a presença dos enrijecedores horizontais. 

 

 

 

4.3 Implementação dos Modelos de Nó 
 

 As figuras 4.3.a e 4.3.b representam a implementação dos nós e barras adicionais 

dos modelos de nó, na extremidade das vigas. Nas estruturas auxiliares, sempre que 

possível, esta implementação é feita de forma a se evitar alterações nas coordenadas dos 

nós oriundos da estrutura convencional. 

 

 Na figura 4.3.a os pontos S, I, E e D são gerados à partir da geometria da 

ligação, enquanto que o ponto P é mantido em sua posição original. As barras PI e PS 

são geradas, dando continuidade à coluna e as barras ES, EI, DS e DI simulam uma 

mola de rotação na extremidade das vigas a esquerda e a direita. 

 

 A figura 4.3.b representa a implementação das barras e nós adicionais do modelo 

de nó para ligações rígidas. Os pontos S, Ds, D, Di, I, Ei, E e Es são gerados à partir da 

geometria das peças envolvidas nas ligações. O ponto Po representa o nó comum às 

vigas adjacentes bem como à coluna, na estrutura convencional. Nas estruturas 

auxiliares, o ponto Po é substituído pelo ponto P. Porém, caso a inclinação entre o eixo 

das barras que representam as vigas e a linha horizontal seja tal que  α = 0, o ponto P 

manterá as mesmas coordenadas nodais do ponto Po. As barras PI e PS dão continuidade 
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às colunas, DsD, DiD, PD, EsE, EEi e PE, são rígidas ( com inércia igual a 10 vezes a 

inércia da viga ), enquanto que SDs, IDi, SEs, IEi, têm a função de simular as 

constantes de mola de introdução e/ou de ligação. 

 

dve dvd

dc

α αE D
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I

P

 
( a ) 

 

 

d dvdve

t

t
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fve

fvdt
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P
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E
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D

D
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sS

I

α α

 
( b ) 

 

Fig. 4.3  -  Representação esquemática da implementação dos modelos de nó adotados. 
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 Devido à geometria dos modelos de nó, na região de junção de vigas adjacentes 

com uma mesma coluna, devem ser especificadas ligações similares nas extremidades 

das vigas. Desta forma, na figura 4.3.a, na extremidade das vigas à esquerda e à direita 

do ponto P, as ligações devem ser flexíveis, de forma que as distâncias  l  ( item 2.3, 

figura 2.20 ) permaneçam iguais. Na figura 4.3.b as ligações nas extremidades das vigas 

à esquerda e à direita do ponto Po devem ser do tipo rígidas. Neste caso, por questões 

geométricas, as vigas adjacentes devem possuir alturas iguais ( dve = dvd ). Caso as 

mesas das vigas sejam de espessuras diferentes ( tfve ≠ tfvd ) os pontos S e I são 

determinados de forma a se obter uma folga igual ( f ) entre as linhas de centro das 

mesas das vigas e o eixo das barras SDs, IDi, SEs e IEi. 

 

 Tanto para a situação retratada na figura 4.3.a quanto para a situação da figura 

4.3.b, deve-se observar que as vigas adjacentes devem ter inclinações tal que exista uma 

simetria em relação à linha de eixo da coluna ( ângulo α ). Conforme descrito no item 

4.2.e, o ângulo de inclinação das vigas adjacentes deve ser tal que:  -20º ≤ α ≤ 20º. 

 

 Deve-se lembrar que as estruturas auxiliares com modelos de nó de ligações 

rígidas somente poderão ser geradas após o processamento ( cálculo ) da estrutura 

convencional. Isto porque para a geração e definição das barras dos modelos de nó, é 

necessário que se definam quais são as molas de tração e/ou de compressão ( barras 

SDs, IDi , SEs e IEi; flexibilidades de ligação e de introdução ). 

 

 Após o processamento das estruturas, o sistema ATRIUM-LIG identifica quais 

são as estruturas auxiliares e quais são as estruturas convencionais. Desta forma, para 

as estruturas auxiliares, durante a impressão do relatório final o analista pode 

simplificá-lo, optando por excluir os nós e barras adicionais dos modelos de nó. Assim 

sendo, serão impressos os dados e resultados da distribuição de esforços e 

deslocamentos da estrutura auxiliar. Porém na região das ligações, ao analisar-se os 

esforços solicitantes nas barras, o equilíbrio dos nós não será satisfeito. Isto porque as 
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barras dos modelos de nó foram omitidas do relatório. Para alertar o analista sobre este 

fato, juntamente com os esforços solicitantes nas barras, é impresso a seguinte 

mensagem: “Este relatório não inclui as barras dos modelos de nó. Logo o 

equilíbrio de esforços entre as barras listadas não apresenta-se plenamente satisfeito”. 

 

 

4.4 Considerações Sobre os Carregamentos 
 

 Para as estruturas auxiliares, o princípio da superposição de efeitos devido à 

atuação isolada de vários carregamentos não mais tem validade. Para as estruturas com 

ligações flexíveis a rigidez tangente inicial e a rigidez secante última (item 2.2) são 

definidas a partir de curvas  M-Φ  não lineares. As molas de ligação e de introdução 

das ligações rígidas ( itens 3.4.2.1.a, 3.4.2.1.b e 3.4.2.2 ) foram definidas considerando-

se que as mesmas trabalhem sempre em regime elástico. Porém, nestas ligações a 

posição dos esforços concentrados  Td  e  Cd ( item 3.1 ) depende exclusivamente do 

carregamento aplicado. Logo, ao analisar-se uma estrutura auxiliar no sistema 

ATRIUM-LIG, deve-se fornecer um carregamento único, com as cargas atuantes já 

devidamente combinadas. 

 

 A geração automática de nós e barras nas estruturas auxiliares, provoca algumas 

alterações em relação às estruturas convencionais (incidência das barras, comprimento 

das barras, etc...). Esta geração automática é realizada de forma a não permitir que 

atuem cargas ( distribuídas ou concentradas ) nas barras adicionais dos modelos de nó 

(exceto nas barras que dão continuidade às colunas ). 

 

 As figuras  4.4.a  e  4.4.b  representam a aplicação de carga uniformemente 

distribuída ao longo de todo o comprimento de uma barra de uma estrutura 

convencional. As áreas hachuradas correspondem a cargas uniformemente aplicadas nas 

barras (vigas) das estruturas convencionais, nas regiões onde serão criados os modelos 

de nó ( comprimento  l ). 
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l l
 

( a ) 
 

Fig. 4.4.a  -  Carga uniformemente distribuída em barra com ligação classificada como 
flexível. 

 

 

l l
 

( b ) 
 

Fig. 4.4.b  -  Carga uniformemente distribuída em barra com ligação classificada como 
rígida. 

 



 107

 Durante a criação das estruturas auxiliares o sistema ATRIUM-LIG altera 

suavemente o carregamento aplicado nas vigas, de forma a transformar toda as cargas 

correspondentes às áreas hachuradas, em um incremento de carga que será 

uniformemente distribuído ao longo do comprimento da viga. Como os comprimentos  l  
são muito pequenos em relação ao comprimento das vigas, em geral esta pequena 

alteração nos valores das cargas não é significativa, portanto não compromete os 

resultados. 
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5. EXEMPLOS DE UTILIZAÇÃO _________________________ 

 

 

5.1 Exemplo 1: Estrutura Contraventada com Ligações Flexíveis 

 

 Utilizando-se o sistema ATRIUM-LIG, será feita uma análise elástica e em 

primeira ordem da estrutura contraventada representada na figura 5.1, submetendo-a ao 

carregamento indicado. O resultado da análise da estrutura convencional, onde todas as 

ligações serão representadas por rótulas perfeitas será comparado com o resultado da 

análise das estruturas auxiliares, onde a rigidez das ligações entre as vigas (barras 7 e 8, 

9 e 10 e 11 e 12) e as colunas serão levadas em conta através dos modelos de nó (item 

2.3). As ligações entre as barras dos contraventamentos e as colunas serão sempre 

consideradas como rótulas perfeitas. 

 

 Serão geradas ao todo 8 estruturas auxiliares que serão divididas em 4 grupos. 

Cada grupo corresponderá a um tipo da ligação flexível utilizada em todas as junções 

viga-coluna da estrutura: cantoneira simples, cantoneiras duplas, chapa de topo e chapa 

simples soldada na mesa da coluna. Conforme citado no item 4.1, para cada tipo de 

ligação viga-coluna (cada grupo), serão geradas 2 estruturas auxiliares considerando-se 

a rigidez tangente inicial e a rigidez secante última das ligações. 

 

 A lista à seguir fornece um resumo dos arquivos a serem criados para os 4 

grupos de ligações flexíveis consideradas. Os relatórios de todos os arquivos envolvidos 

encontram-se no Anexo A.1 deste trabalho. Os arquivos com os sufixos K1 e K2 

referem-se respectivamente às estruturas auxiliares com rigidez tangente inicial e 

rigidez secante última, respectivamente: 
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Grupo 1 - Ligações com Cantoneira Simples: 
 Arquivo 1: CSPLK1 Rigidez tangente inicial; 
 Arquivo 2: CSPLK2 Rigidez secante última; 
 
Grupo 2 - Ligações com Cantoneiras Duplas: 
 Arquivo 3: CDPLK1 Rigidez tangente inicial; 
 Arquivo 4: CDPLK2 Rigidez secante última; 
 
Grupo 3 - Ligações com Chapa de Topo: 
 Arquivo 5: CHTPK1 Rigidez tangente inicial; 
 Arquivo 6: CHTPK2 Rigidez secante última; 
 
Grupo 4 - Ligações com Chapa Simples Soldada na Mesa da Coluna: 
 Arquivo 7: CHEXK1 Rigidez tangente inicial; 
 Arquivo 8: CHEXK2 Rigidez secante última; 
 
 Posteriormente, serão comparados os esforços solicitantes e os deslocamentos 

das estruturas auxiliares, em função do grau de rigidez utilizado ( rigidez tangente 

inicial Ki , ou rigidez secante última Ku). 

 

 As ligações viga-coluna definidas para a estrutura contraventada da figura 5.1 

obedecem às considerações feitas no item 2.1 bem como às prescrições da NBR-8800 

[6]. Será utilizado o aço ASTM A36, tanto para os perfis quanto para as cantoneiras e 

chapas de ligação. Os parafusos utilizados são do tipo ASTM-A325N (diâm. = 19 mm), 

os eletrodos de solda são AWS E70XX e as cantoneiras são L 101,6 × 101,6 × 0,64. As 

figuras 4.2.a, 4.2.b e 4.2.c representam a geometria das conecções, sendo os parâmetros 

para cálculo de rigidez dados por: 

 
Ligação com Cantoneira Simples: Ligação com Cantoneiras Duplas: Ligação com Chapa de Topo: 
n =   4 (nº de parafusos) n =   6 (nº de parafusos) n =   6 (nº de parafusos) 
da = 28,00 cm da = 24,00 cm dp = 24,00 cm 
ta =   0,64 cm ta =   0,64 cm tp =   0,80 cm 
twv =   0,63 cm twv =   0,63 cm twv =   0,63 cm 
g =   6,67 cm g = 13,33 cm g = 10,00 cm 
dc = 25,00 cm dc = 25,00 cm dc = 25,00 cm 
 
Ligação com Chapa Simples Soldada na Mesa da Coluna: 
bp =  7,00 cm n =   4 (nº de parafusos) 
tp =  0,63 cm d =   1,90 cm 
twv =  0,63 cm p =   7,50 cm 
a2 =  3,00 cm dc = 25,00 cm 
a3 =  3,00 cm 
 

Apesar de muito pequeno, quando as ligações flexíveis são comparadas com as 

ligações rígidas, o valor absoluto da rigidez tangente inicial das ligações flexíveis é bem 

maior do que a rigidez real das mesmas. Na referência [13] King e Chen sugerem (sob 
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condições normais de utilização da estrutura) a adoção de 50% do valor da rigidez 

tangente inicial (Ki) para a representação grau de rigidez real das ligações (Kreal). Esta 

simplificação seria aceitável desde que o grau de rigidez sugerido (50% de Ki) fosse 

superior à rigidez secante última da ligação (Ku). Isto pode ser visualizado com mais 

clareza pelo gráfico da figura 2.9 (o grau de rigidez real da ligação deve estar 

compreendido na área hachurada). 
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Fig. 5.1  -  Estrutura contraventada com ligações flexíveis: estrutura convencional. 
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 Porém, os relatórios do programa ATRIUM-LIG (Anexo A.1) com os dados das 

8 estruturas auxiliares analisadas revelam que para as ligações com cantoneiras duplas 

e com chapa de topo, o valor ½ da rigidez tangente inicial é inferior à rigidez secante 

última. Estes dados apresentam-se resumidos abaixo. 

 

Ligação com Cantoneira Simples: Ligação com Cantoneiras Duplas: 
Ki =   76.403 kNcm/rad Ki =    444.399 kNcm/rad 
Ku =   35.981 kNcm/rad Ku =    364.507 kNcm/rad 
½ Ki =   38.202 kNcm/rad ½ Ki =    222.199 kNcm/rad 
 
Ligação com Chapa Topo: Ligação com Chapa Simples: 
Ki =  331.286 kNcm/rad Ki = 2.180.817 kNcm/rad 
Ku =  254.092 kNcm/rad Ku =    287.061 kNcm/rad 
½ Ki =  165.643 kNcm/rad ½ Ki = 1.090.409 kNcm/rad 
 

Logo, devem ser realizados estudos complementares, para que a simplificação sugerida 

por King e Chen [13] seja adotada com precisão. Isto porque, a consideração de um 

grau de rigidez inferior à Ku, significa que a ligação já teria absorvido um momento 

fletor igual (ou superior) a Mu (item 2.2.1), o que a levaria à ruína. 

 

 Conforme citado, o Anexo A.1 deste trabalho exibe os relatórios do programa 

ATRIUM-LIG com os dados da estrututra convencional e das estruturas auxiliares. A 

tabela 5.1 compara momentos fletores e deslocamentos da estrutura convencional e das 

8 estruturas auxiliares que foram geradas. Todos os valores listados na tabela 

correspondem aos esforços e deslocamentos da viga formada pelas barras 11 e 12, que 

foi tomada como referência. Percebe-se que: a medida que aumenta o grau de rigidez 

das ligações reduz-se a rotação relativa existente entre a viga e a coluna, elevando-se os 

valores dos momentos fletores na extremidade das vigas e diminuindo-se os momentos 

fletores bem como os deslocamentos no meio do vão destas. 
 
 Como já era esperado, ao observar-se os valores de rigidez das estruturas 

auxiliares, pode-se afirmar que as ligações com cantoneira simples possuem um grau de 

rigidez extremamente baixo, quando comparado com os outros tipos de ligações 

classificadas como flexíveis. 
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Estrutura Grau de Rigidez Momentos Fletores Atuantes Deslocamentos no
Analisada das Ligações Extremos Meio do Vão Meio do Vão 

 (kN×cm/rad) (kN×cm) (kN×cm) % 
redução 

(cm) % 
redução

Convencional ––– ––– 18.135,0 ––– 2,53 ––– 

Cant. Simples Inicial =    76.403     738,6  16.580,3   8,57% 2,13  15,8% 

 Final =    35.981     360,1  16.958,9   6,49% 2,18  13,6% 

Cant. Duplas Inicial =    444.399 2.975,0  14.344,0 20,90% 1,82  28,1% 

 Final =    364.507 2.618,0  14.700,9 18,94% 1,87  26,2% 

Ch. Topo Inicial =    331.286 2.458,4  14.872,6 17,99% 1,89  25,2% 

 Final =    254.092 2.033,0  15.298,0 15,64% 1,95  22,8% 

Ch. Extremidade Inicial = 2.180.817 5.779,0  11.358,6 37,37% 1,39  45,1% 

 Final =    287.061 2.152,4  14.985,2 17,37% 1,88  25,7% 
 

Tabela 5.1  -  Comparação entre momentos fletores e deslocamentos da estrutura 
convencional com as estruturas auxiliares ( barras 11 e 12 ). 

 

 A influência das ligações com cantoneiras duplas e com chapa de topo é similar. 

Isto pode ser notado observando-se os percentuais de redução de momentos fletores e 

deslocamentos no meio do vão da viga. 

 

 Proporcionalmente às demais conecções analisadas, a rigidez tangente inicial 

das ligações com chapa de extremidade é muito elevada. No meio do vão da viga as 

reduções de momentos fletores e de deformações, utilizado-se a rigidez inicial são de 

37,37% e de 45,1%, respectivamente. Em contrapartida, a rigidez secante última (Ku = 

287.061 kN×cm/rad) é bem inferior à rigidez tangente inicial, revelando a alta 

ductilidade deste tipo de conecção. Neste caso, a simplificação sugerida por King e 

Chen [13] (adotar-se ½ de Ki) seria aceitável, uma vez que o grau de rigidez adotado 

estaria situado dentro da área hachurada do gráfico da figura 2.9. 

 

 De forma conservadora poder-se-ia usar os dois graus de rigidez considerados 

(tangente inicial e secante última) no dimensionamento das vigas da estrutura. Desta 

forma, momento fletor e deformação no meio do vão seriam obtidos pela estrutura 

auxiliar com rigidez Ku . Na extremidade da viga, a ligação seria dimensionada pela 
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combinação do momento fletor com o esforço cortante, obtidos pela estrutura auxiliar 

com rigidez Ki. 

 

 A tabela 5.2 informa os valores dos momentos fletores que são introduzidos 

pelas ligações, nas colunas das estruturas auxiliares. Deve-se lembrar que nestas 

últimas, os nós inferiores ou superiores referem-se sempre ao ponto de junção das 

barras fictícias dos modelos de nó com as colunas. ( pontos  S  ou  I  na figura 4.3.b ). 

Embora de pequena ordem de grandeza, estes momentos devem ser considerados na 

verificação das colunas. 

 

 Exceto para o nó superior do tramo superior das colunas, em geral o momento 

fletor introduzido é menor que o momento fletor atuante na extremidade das viga. Isto 

porque o momento introduzido é dividido entre os tramos de coluna acima e abaixo da 

viga. 

 

 

Estrutura Rigidez COLUNAS  Momento Fletor Introduzido  (kN×cm) 
Analisada das Ligações Inferior Intermediária Superior 

 ( kN×cm/rad ) Nó Sup. Nó Inf. Nó Sup. Nó Inf. Nó Sup.

Cant. Simples Inicial  =    76.403    969 1.352    922 1.359 2.285 

 Final  =    35.981    819 1.122    760 1.136 1.920 

Cant. Duplas Inicial  =    444.399 1.881 2.777 1.976 2.740 4.438 

 Final  =    364.507 1.733 2.543 1.797 2.512 4.095 

Ch. Topo Inicial  =    331.286 1.658 2.425 1.709 2.399 3.920 

 Final  =    254.092 1.483 2.150 1.503 2.132 3.510 

Ch. Extremidade Inicial  = 2.180.817 3.207 4.918 3.684 4.812 7.418 

 Final  =    287.061 1.677 2.441 1.703 2.401 3.962 
 

Tabela 5.2  -  Momentos fletores introduzidos nas extremidades das colunas. 

 

 

 Com o objetivo de estudar melhor qual a restrição à rotação oferecida pelos 

modelos de nó nas extremidades das colunas, foi feita uma análise de flambagem 
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elástica das estruturas auxiliares, utilizando-se o software específico SUPERSAP [25]. 

A mesma análise foi realizada para a estrutura convencional, para posterior comparação 

dos resultados. A figura 5.3 indica o carregamento unitário que foi aplicado na estrutura 

contraventada. Com o resultado da análise é possível obter-se um fator multiplicador 

(m) tal que a carga crítica de flambagem da estrutura será  m  vezes maior que o 

carregamento aplicado. Com isto, pode-se determinar o valor do coeficiente de 

flambagem  K  dos três tramos das colunas. Por exemplo, para os tramos inferiores das 

colunas têm-se: 

 

( )
m E I

K L
× =

× ×

×
3

2

2
π

  ∴  k
L

E I
m

= ×
×
×

π
3

 

 
onde  E  e  I  indicam o módulo de elasticidade e o momento de inércia das colunas no 

plano da estrutura contraventada. O termo  L  corresponde ao comprimento destravado 

das colunas que é de 300 cm. ( figura 5.1 ). 
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Fig. 5.2  -  Análise de flambagem elástica da estrutura contraventada. 
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Estrutura Rigidez das Ligações COLUNAS:   Coeficientes de Flambagem  K 
Analisada ( kN×cm/rad ) Inferior Intermediária Superior %  Redução

Convencional ––– 0,987 1,209 1,710 ––– 

Cant. Simples Inicial  =    76.403 0,980 1,201 1,698 0,66% 

 Final  =    35.981 0,984 1,205 1,704 0,34% 

Cant. Duplas Inicial  =    444.399 0,965 1,181 1,671 2,28% 

 Final  =    364.507 0,967 1,184 1,675 2,04% 

Ch. Topo Inicial  =    331.286 0,968 1,186 1,677 1,92% 

 Final  =    254.092 0,971 1,189 1,682 1,63% 

Ch. Extremidade Inicial  = 2.180.817 0,940 1,151 1,628 4,79% 

 Final  =    287.061 0,968 1,186 1,677 1,92% 
 

Tabela 5.3  -  Comparação entre os coeficientes de flambagem das colunas. 
 

 

 

 Como já era esperado, nas estruturas auxiliares houve uma redução dos valores 

dos coeficientes de flambagem das colunas. Esta redução foi menor nas estruturas com 

ligações em cantoneiras simples, que apresentam valores de rigidez mais baixos. A 

redução do coeficiente  K  foi maior nas estruturas com ligações com chapa de 

extremidade, que apresentam uma rigidez inicial proporcionalmente mais elevada.  

 

Apesar de pouco significativas, as reduções nos coeficientes de flambagem 

poderiam ser levadas em conta no dimensionamento das colunas. Entretanto, deve-se 

lembrar que as colunas estariam sujeitas à flexão normal composta, uma vez que o 

momento fletor introduzido pelas ligações (tabela 5.2) deveria ser levado em conta na 

verificação. 
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5.2 Exemplo 2: Pórtico com Ligações Rígidas 

 

 Será utilizado o sistema ATRIUM-LIG para uma análise elástica do pórtico 

deslocável representado na figura 5.3. Neste pórtico, todas as ligações viga-coluna são 

classificadas como rígidas. As bases serão consideradas rotuladas para que a estabilidade 

da edificação seja garantida somente pelas ligações viga-coluna.  

 

 Basicamente, serão realizadas duas análises: uma em primeira ordem e outra em 

segunda ordem. Desta forma, existirão duas situações de cálculo para a estrutura 

convencional: em  1ª  e  2ª  ordem. 

 

 Para cada situação de cálculo da estrutura convencional, serão geradas duas 

estruturas auxiliares; uma com todas as ligações viga-coluna do tipo parafusada com 

chapa de topo estendida e a outra com todas as ligações viga-coluna do tipo soldada. O 

Anexo A.2 fornece todos os relatórios com os dados das estruturas envolvidas neste 

exemplo. Os arquivos que tiverem o sufixo  K1  referem-se às estruturas auxiliares. Ao 

todo, serão 6 estruturas, que podem ser resumidas em dois grupos: 

 
Grupo 1 - Análise em Primeira Ordem: 

Arquivo 1: CONV1 Estrutura Convencional; 
Arquivo 2: PAR1K1 Estrutura Auxiliar, Ligações Parafusadas com Chapa de Topo Estendida; 
Arquivo 3: SOL1K1 Estrutura Auxiliar, Ligações Soldadas. 

 
Grupo 2 - Análise em Segunda Ordem: 

Arquivo 4: CONV2 Estrutura Convencional; 
Arquivo 5: PAR2K1 Estrutura Auxiliar, Ligações Parafusadas com Chapa de Topo Estendida; 
Arquivo 6: SOL2K1 Estrutura Auxiliar, Ligações Soldadas. 

 

 Os perfis utilizados no pórtico da figura 5.3 serão  I  soldados. Logo, na geração 

das estruturas auxiliares com ligações soldadas, o sistema ATRIUM-LIG considerará as 

flexibilidades de introdução (item 3.4.2.1.b) de acordo com o trabalho de Queiroz [23]. 

Para as estruturas auxiliares com ligações parafusadas, as flexibilidades de ligação e/ou 

introdução (item 3.4.2.2) serão consideradas seguindo as recomendações do ENV 1993-

1-1 [8]. 
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Fig. 5.3  -  Pórtico com ligações rígidas: estrutura convencional. 

 

 

 As ligações viga-coluna definidas para o pórtico da figura 5.3 obedecem às 

considerações feitas no item 3.1 bem como às prescrições da NBR 8800 [6]. Será 

utilizado o aço ASTM A36, tanto para os perfis quanto para os enrijecedores horizontais 

e chapas de ligação. Os eletrodos são AWS E70XX. Nas ligações parafusadas, serão 

utilizados sempre quatro parafusos simetricamente dispostos em relação à mesa 
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tracionada da viga. Os parafusos serão do tipo ASTM A325N (diâm. = 31,75 mm). As 

figuras 4.2.d, e 4.2.e  representam a geometria das conecções sendo os parâmetros para 

cálculo de rigidez dados por: 

 
Ligação com Chapa de Topo Estendida: 
dv = 55,00 cm; bp = 25,00 cm; ti =     0,80 cm; 
tfv =   1,90 cm; tp =   3,15 cm; d =     3,75 cm; 
dc = 30,00 cm; ce = 10,00 cm; g =   11,00 cm; 
bfc = 25,00 cm; sv =   0,00 cm (solda penetração); c =   10,90 cm; 
tfc =   3,15 cm; bs =   9,55 cm; ys = 265,00 cm; 
twc =   1,90 cm; ts =   0,80 cm; yi = 265,00 cm. 
sc =   0,80 cm; bi =   9,55 cm;  
 
Ligação Soldada: 
dv = 55,00 cm; sc =   0,80 cm; ys = 265,00 cm; 
bfv = 25,00 cm; sv =   0,00 cm (solda penetração); yi = 265,00 cm. 
tfv =   1,90 cm; bs =   9,55 cm; 
dc = 30,00 cm; ts =   0,80 cm; 
bfc = 25,00 cm; bi =   9,55 cm; 
tfc =   3,15 cm; ti =   0,80 cm; 
twc =   1,90 cm; 
 

 Os parâmetros  ys  e  yi   indicam os prolongamentos das colunas acima e abaixo 

das mesas superior e inferior das vigas. Para que a propagação dos esforços concentrados 

na alma da coluna seja levada em conta na formação das constantes de mola (tração e 

compressão nas ligações soldadas e compressão nas ligações parafusadas) os valores de  

ys  e  yi  devem ser superiores ao comprimento  bef1 (itens: 3.4.2.1.b e 3.4.2.2). Assim 

sendo, para que em todas as ligações do pórtico o comprimento bef1 possa ser 

desenvolvido, foi adotado ys = yi = 265 cm. Desta forma, em uma mesma estrutura 

auxiliar, as ligações na extremidade das barras 18, 19, 20 e 21 terão as mesmas 

constantes de mola que as demais ligações do pórtico. 

 

 Conforme citado anteriormente, as estruturas convencionais e auxiliares 

envolvidas neste exemplo serão submetidas a análises em 1ª e 2ª ordens. A análise em 2ª 

ordem será baseada na consideração do efeito P∆ através do método da carga horizontal 

equivalente, recomendado pela NBR 8800 [6] em seu anexo L. Neste método, após a 

análise em 1ª ordem considera-se uma situação de equilíbrio da estrutura deformada. A 

figura 5.4 mostra a geometria dos pórticos considerados. Os valores P0 , P1  e P2 
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correspondem às parcelas das cargas verticais da edificação que estão na área de 

influência do pórtico nos níveis 0, 1 e 2 respectivamente. O deslocamento horizontal (∆0 , 

∆1 , ∆2  e ∆3 ) no nível de cada pavimento do pórtico gera o desenvolvimento de esforços 

cortantes (V0 , V1 e V2 ) para satisfazer o equilíbrio de forças da estrutura deformada. 

Logo, na análise em 2ª ordem, devem ser acrescidos os esforços horizontais H0 , H1 , H2  

e H3  às cargas horizontais aplicadas no nível de cada pavimento. 

 
H V3 2=  

( )
V

P
L2

2 3 2=
× −∆ ∆

 H V V2 1 2= −  

( ) ( )
V

P P
L1

2 1 2 1=
+ × −∆ ∆

 H V V1 0 1= −  

( ) ( )
V

P P P
L0

2 1 0 1 0=
+ + × −∆ ∆

 H V0 0= −  
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L

L

L

P2
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Fig. 5.4  -  Análise em 2ª ordem ( efeito P∆ ): método da carga horizontal equivalente. 

 

 O processo anteriormente descrito é realizado várias vezes (a partir da estrutura 

analisada em 1ª ordem) até que uma convergência seja atingida; ou seja, quando forem 

determinados os valores de H0 , H1 , H2  e H3 com os quais não exista uma variação 

significativa dos deslocamentos horizontais. 
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 Conforme citado, o Anexo A.2 fornece os relatórios das análises (em 1ª e 2ª ordens) 

realizadas. Em todas as análises, observa-se que nas extremidades das vigas os momentos 

fletores provocam tração na face superior das mesmas. Logo nas ligações viga-coluna, as 

constantes de mola superior e inferior (Ksup  e Kinf ; estruturas auxiliares) trabalharão à 

tração e à compressão, respectivamente. 

 

 Nas estruturas auxiliares com ligações parafusadas e soldadas as constantes de mola 

(rigidez) inferior e superior, calculadas pelo sistema ATRIUM-LIG são: 

 
Ligações Parafusadas: Ligações Soldadas: 
Ksup = 20.586 kN/cm (tração) Ksup = 56.791 kN/cm (tração) 
Kinf = 63.986 kN/cm (compressão) Kinf = 56.791 kN/cm (compressão) 
 
Para as ligações parafusadas há uma rigidez menor na região de introdução dos esforços 

de tração, em comparação com as ligações soldadas. Isto porque nesta região (item 3.2) a 

flexibilidade de ligação assume valores consideráveis, influindo no cálculo da constante 

de mola de tração (equações 3.15 e 3.17; item 3.4.2.2). Na região de introdução dos 

esforços de compressão há uma rigidez maior, em comparação com as ligações soldadas. 

Tal fato deve-se em função da presença da chapa de topo, que contribui para abrandar o 

efeito de compressão na alma da coluna, aumentado o comprimento efetivo  bfe1  

(equação 3.19; item 3.4.2.2). 

 

 As tabelas 5.4 e 5.5 exibem a variação (em %) dos momentos fletores e dos 

deslocamentos verticais no meio do vão das vigas das estruturas auxiliares, em relação 

às da estrutura convencional. A tabela 5.4 resume as variações para a análise em 1ª 

ordem enquanto que a tabela 5.5 refere-se à análise em 2ª ordem. 

 

VIGAS VÃO  ESQUERDO VÃO  DIREITO 
Pavtos 01, 02 03 Variação  Mom.  Fletor  (%) Variação Variação  Mom.  Fletor  (%) Variação
ANÁLISE   EM   

1ª ORDEM  
Apoio 

Esquerdo 
Meio do 

Vão 
Apoio 
Direito

Flecha   
( % ) 

Apoio 
Esquerdo

Meio do 
Vão 

Apoio 
Direito 

Flecha   
( % ) 

ESTRUTURA 
ANALISADA 

PAVIMENTO  03 

Lig. Parafusadas -9,00% 7,67% -13,21% 7,02% -13,43% 7,80% -8,86% 7,16% 
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Lig. Soldadas -8,15% 3,38%   -9,14% 1,92%    -9,18% 3,48% -8,20% 2,03% 

ESTRUTURA 
ANALISADA 

PAVIMENTO  02 

Lig. Parafusadas -5,67% 7,83% -14,07% 7,30% -15,22% 8,28% -5,70% 7,90% 
Lig. Soldadas -2,89% 2,22% -10,36% 0,13% -11,04% 2,57% -3,31% 0,59% 

ESTRUTURA 
ANALISADA 

PAVIMENTO  01 

Lig. Parafusadas -7,41% 7,99% -13,28% 8,26% -15,80% 9,00% -6,45% 9,75% 
Lig. Soldadas -5,91% 2,80%    -9,01% 1,22% -10,65% 3,44% -5,14% 2,06% 

 

Tabela 5.4  -  Análise em 1ª Ordem;  Variações (em  %) dos momentos e do 
deslocamento vertical das Vigas. Comparações em relação à estrutura convencional. 

 

 

VIGAS VÃO  ESQUERDO VÃO  DIREITO 
Pavtos 01, 02 03 Variação  Mom.  Fletor  (%) Variação Variação  Mom.  Fletor  (%) Variação
ANÁLISE   EM   

2ª ORDEM  
Apoio 

Esquerdo 
Meio do 

Vão 
Apoio 
Direito

Flecha   
( % ) 

Apoio 
Esquerdo

Meio do 
Vão 

Apoio 
Direito 

Flecha   
( % ) 

ESTRUTURA 
ANALISADA 

PAVIMENTO  03 

Lig. Parafusadas -8,99% 7,67% -13,21% 7,02% -13,43% 7,80% -8,88% 7,16% 
Lig. Soldadas -8,11% 3,38%    -9,16% 1,92%    -9,16% 3,48% -8,24% 2,03% 

ESTRUTURA 
ANALISADA 

PAVIMENTO  02 

Lig. Parafusadas -5,63% 7,78% -13,99% 7,24% -15,31% 8,31% -5,72% 7,93% 
Lig. Soldadas -2,73% 2,19% -10,39% 0,08% -11,02% 2,61% -3,45% 0,63% 

ESTRUTURA 
ANALISADA 

PAVIMENTO  01 

Lig. Parafusadas -7,76% 7,82% -12,92% 8,03% -16,31% 9,11% -6,25% 9,92% 
Lig. Soldadas -5,67% 2,68% -8,97% 1,07% -10,76% 3,56% -5,31% 2,23% 

 

Tabela 5.5  -  Análise em 2ª Ordem;  Variações (em  %) dos momentos e do 
deslocamento vertical das Vigas. Comparações em relação à estrutura convencional. 

 

COLUNAS CANTO  ESQUERDO CENTRO CANTO   DIREITO 
ANÁLISE EM  Var.  Mom.  Fletor  (%) Var.  Mom.  Fletor  (%) Var.  Mom.  Fletor  (%) 
1ª  ORDEM Nó Inferior Nó Superior Nó Inferior Nó Superior Nó Inferior Nó Superior

ESTRUTURA    
ANALISADA 

TRECHO SUPERIOR 

Lig. Parafusadas -12,44% -6,76% -20,78% -12,91% -12,83% -7,14% 



 122

Lig. Soldadas -10,68% -6,24% -18,60% -16,41% -10,75% -6,81% 

ESTRUTURA    
ANALISADA 

TRECHO INTERMEDIÁRIO 

Lig. Parafusadas -8,05% -11,88% -14,51% -13,31% -10,08% -12,10% 
Lig. Soldadas -6,09%    -8,77% -12,85% -15,23%    -7,59% -10,20% 

ESTRUTURA    
ANALISADA 

TRECHO INFERIOR 

Lig. Parafusadas ––– 9,34% ––– -7,48% ––– -2,70% 
Lig. Soldadas ––– 7,41% ––– -7,46% ––– -3,35% 

 

 Tabela 5.6  -  Análise em 1ª Ordem;  Variações (em  %) dos momentos fletores 
nas extremidades das Colunas. Comparações em relação à estrutura convencional. 

 

 

COLUNAS CANTO  ESQUERDO CENTRO CANTO   DIREITO 
ANÁLISE EM  Var.  Mom.  Fletor  (%) Var.  Mom.  Fletor  (%) Var.  Mom.  Fletor  (%) 

2ª ORDEM Nó Inferior Nó Superior Nó Inferior Nó Superior Nó Inferior Nó Superior

ESTRUTURA    
ANALISADA 

TRECHO SUPERIOR 

Lig. Parafusadas -12,45% -6,75% -23,34% -13,09% -12,86% -7,15% 
Lig. Soldadas -10,72% -6,20% -20,19% -17,44% -10,71% -6,85% 

ESTRUTURA    
ANALISADA 

TRECHO INTERMEDIÁRIO 

Lig. Parafusadas -7,84% -11,98% -14,63% -12,95% -10,38% -11,98% 
Lig. Soldadas -6,15%    -8,52% -13,63% -16,36%    -7,69% -10,37% 

ESTRUTURA    
ANALISADA 

TRECHO INFERIOR 

Lig. Parafusadas ––– 18,50% ––– -6,83% ––– -3,04% 
Lig. Soldadas ––– 19,51% ––– -8,70% ––– -4,39% 

 

Tabela 5.7  -  Análise em 2ª Ordem;  Variações (em  %) dos momentos fletores nas 
extremidades das Colunas. Comparações em relação à estrutura convencional. 

 

Da mesma forma, as tabelas 5.6 (1ª ordem) e 5.7 (2ª ordem) referem-se à variação dos 

momentos fletores nas extremidades das colunas das estruturas auxiliares, em relação 

aos da estrutura convencional. Em todas as tabelas citadas os percentuais negativos 

(positivos) indicam diminuição (aumento) da grandeza considerada. Nas estruturas 
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auxiliares, os valores dos momentos fletores nas extremidades das vigas e das colunas 

referem-se sempre às solicitações atuantes nos pontos  D ou E  e  S ou I  da figura 4.3.b. 

 

 Ao comparar-se os dados da tabela 5.4 (vigas, 1ª ordem) com os da tabela 5.5 

(vigas, 2ª ordem) percebe-se muita semelhança entre as variações indicadas. Isto mostra 

coerência nos resultados, indicando um bom funcionamento do modelo de nó de Queiroz 

[11] mesmo nas análises em que são levadas em conta o efeito P∆. A rotação relativa 

entre as vigas e as colunas é notada através da diminuição dos momentos fletores nas 

extremidades, com conseqüente aumento dos momentos fletores e deslocamentos 

verticais no centro das vigas. Em comparação com as ligações soldadas, percebe-se que 

as ligações parafusadas propiciaram uma maior redução de momentos nas extremidades 

bem como um maior aumento dos momentos e deslocamentos no centro da viga. Tal fato 

relaciona-se com a maior flexibilidade de introdução na região tracionada destas 

conecções. O maior grau de rigidez das ligações soldadas pode ser comprovado 

observando-se os pequenos aumentos no deslocamento vertical (de 0,08% a 2,23% na 

tabela 5.5). 

 

 Comparando-se os resultados apresentados na tabela 5.6 (colunas, 1ª ordem) com 

os da tabela 5.7 (colunas, 2ª ordem) percebe-se também uma semelhança, a exemplo do 

observado para as vigas. De uma forma geral, em ambas as análises (tabelas 5.6 e 5.7) 

observa-se que a redistribuição de esforços proporcionada pelos modelos de nó reduz os 

momentos atuantes nas extremidades das colunas, exceto para o trecho inferior (nó 

superior) da coluna do canto esquerdo. Neste caso, percebe-se que a análise em 2ª ordem 

ampliou ainda mais este incremento, devido ao efeito P∆ (para ligações soldadas 7,41% 

em 1ª ordem contra 19,51% em 2ª ordem). Entretanto, como os valores absolutos do 

momentos atuantes neste ponto não são elevados, este aumento não é significativo. 

 A tabela 5.8 exibe os valores dos deslocamentos horizontais no nível do 

pavimento 3 (∆3 na figura 5.4). Comparou-se os resultados das análises em 1ª e 2ª ordens. 

Intuitivamente, seria esperado um significativo aumento destes deslocamentos para as 

estruturas auxiliares, principalmente nas estruturas com ligações parafusadas, onde é 

considerável a flexibilidade de ligação nas regiões tracionadas das ligações. Entretanto, 
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observando-se os valores indicados na tabela 5.8, verifica-se que para as estruturas 

auxiliares com ligações parafusadas, praticamente não existiu aumento nos 

deslocamentos horizontais (0,91%, 0,82%). Para as estruturas auxiliares com ligações 

soldadas, o deslocamento horizontal foi ligeiramente reduzido (6,53%, 7,58%). Estas 

variações podem ser justificadas pelo fato de que, nas análises, a semi-rigidez das 

ligações foi considerada através do modelo de nó geométrico. Com isto, o pequeno 

encurtamento no comprimento das barras da estrutura contribui para aumentar 

ligeiramente a rigidez (EI/L) das mesmas. 
 

Logo, a pequena rotação relativa (viga-coluna) admitida pelos modelos de nó possibilita 

alguma redução dos momentos fletores (tabelas 5.4, 5.5, 5.6 e 5.7), com uma pequena 

influência nos valores dos deslocamentos horizontais. 
 

DESLOCAMENTO ANÁLISE EM 1ª ORDEM ANÁLISE EM 2ª ORDEM 
HORIZONTAL Desl.   ∆3 (cm) Variação  (%) Desl.   ∆3 (cm) Variação  (%) 

EST.  ANALISADA PAVIMENTO   3 

Convencional 0,659 --- 0,857 --- 
Lig. Parafusadas 0,665  0,91% 0,864  0,82% 

Lig. Soldadas 0,616 -6,53% 0,792 -7,58% 
 

Tabela 5.8  -  Deslocamentos horizontais no pavimento 3. Variações em relação à 
estrutura convencional. 

 
 A exemplo do realizado no item 5.1, também neste exemplo foi utilizado o 

software SUPERSAP [25] para a realização da análise de flambagem elástica da 

estrutura convencional e das estruturas auxiliares. O carregamento unitário foi aplicado 

conforme a representação da figura 5.5, de forma que a carga crítica do pórtico seja 

determinada, considerando-se que as constantes de mola  Ksup e Kinf  trabalhem 

tracionadas e comprimidas, respectivamente. 
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Fig. 5.5  -  Análise de flambagem elástica do pórtico deslocável. 
 

 

FLAMBAGEM COLUNAS  DE  CANTO COLUNAS  CENTRAIS 
ELÁSTICA Coeficiente  K Variação  (%) Coeficiente  K Variação  (%) 

EST.  ANALISADA TRECHO SUPERIOR 

Convencional 4,66  --- 3,33  ---  
Lig. Parafusadas 4,93 5,79% 3,51 5,41% 

Lig. Soldadas 4,88 4,72% 3,49 4,80% 

EST.  ANALISADA TRECHO INTERMEDIÁRIO 

Convencional 3,30  --- 2,36  ---  
Lig. Parafusadas 3,49 5,76% 2,49 5,51% 

Lig. Soldadas 3,43 4,55% 2,46 4,24% 

EST.  ANALISADA TRECHO INFERIOR 

Convencional 2,70  --- 1,92  --- 
Lig. Parafusadas 2,85 5,56% 2,03 5,73% 

Lig. Soldadas 2,82 4,44% 2,01 4,69% 
 

Tabela 5.9  -  Coeficientes de flambagem  K. Comparações em relação à estrutura 
convencional. 
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 Em um procedimento semelhante ao descrito no item 5.1, foram determinados os 

coeficientes de flambagem  K  dos três tramos das colunas, considerando-se o 

comprimento destravado dos mesmos igual a 320 cm. Estes valores apresentam-se 

listados na tabela 5.9. Nesta tabela, os incrementos dos coeficientes de flambagem  K  

das estruturas auxiliares em relação a estrutura convencional variam entre 

aproximadamente 5 e 6%. Com isto, observa-se uma pequena redução na restrição à 

rotação (oferecida pelos modelos de nó) nas extremidades das colunas. Como esta 

redução de restrição é reduzida, não haveriam grandes modificações num possível 

dimensionamento das colunas do pórtico, utilizando-se os coeficientes de flambagem das 

estruturas auxiliares. 
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6. CONSIDERAÇÕES FINAIS ______________________________ 
 
 
 O cálculo da rigidez das ligações abordadas e a formulação dos modelos de nó 

adotados foram devidamente apresentados. A utilização automática destes recursos foi 

devidamente implementada em um programa de análise de estruturas reticuladas. Desta 

forma, é possível ao projetista considerar de forma simplificada, a influência da semi-

rigidez das ligações nas respostas da estrutura. As análises realizadas nos exemplos 5.1 

e 5.2 indicaram ser possível obter alguma vantagem financeira desta influência 

(reduções de momentos fletores nas vigas ou colunas, redução de deslocamentos nas 

vigas, alterações no comprimento de flambagem das colunas, etc ...). 
 
 Em relação às ligações classificadas como flexíveis, alguns comentários podem 

ser feitos: 

• Pensou-se em abordar estas conecções, adotando-se sempre a rigidez tangente inicial 

( Ki ) e a rigidez secante última ( Ku ). Isto porque não se dispõe de um processo 

matemático que auxilie no cálculo do grau de rigidez real ( Kreal ) destas ligações. 

Porém, publicações recentes [13] sugerem que sob condições normais de utilização 

da estrutura, pode-se adotar como rigidez das ligações 50% de Ki. Entretanto, como 

foi visto no exemplo 5.1, para que esta simplificação seja aceita, trabalhos 

posteriores podem ser realizados. 

• O modelo de nó para ligações flexíveis foi formulado supondo-se que a rigidez 

destas ligações participe apenas da resistência à cargas verticais aplicadas na 

estrutura. Portanto, a estabilidade da estrutura, bem como a resistência à possíveis 

cargas horizontais devem ser garantidas por outros elementos que não as ligações 

viga-coluna (contraventamentos, outras estruturas associadas, núcleos de concreto, 

etc...) 

• No sentido de melhorar a precisão dos resultados, trabalhos posteriores podem ser 

realizados, propondo-se inclusive variações na geometria do modelo de nó, 

analisando as respostas deste para cargas não simétricas. 
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• Para efeito de dimensionamento, ao considerar as ligações flexíveis como semi-

rígidas deve-se levar em conta a existência de um momento fletor atuante na ligação, 

além do esforço cortante usual. 
 
Em relação as estruturas classificadas como rígidas observa-se que: 

• As constantes de mola (esforços introduzidos de tração e compressão) foram 

determinadas com base no comportamento elástico da ligação. Esta consideração é 

válida, uma vez que estas conecções apresentam um alto grau de rigidez à rotação e 

em situações normais de utilização das estruturas, dificilmente os esforços atuantes 

na ligação ultrapassam a fase elástica da mesma. 

• As considerações sobre as flexibilidades (tração/compressão) das ligações soldadas 

com perfis soldados foram baseadas em resultados de ensaios e de análises 

numéricas (método dos elementos finitos) realizados por Queiroz [23]. Porém, para 

ligações parafusadas ou soldadas com perfis laminados adotou-se a formulação do 

ENV 1993-1-1 [8]. Trabalhos posteriores podem ser realizados com ligações 

parafusadas, com o intuito de calibrar os coeficientes de rigidez (ki , itens 3.4.2.1.a e 

3.4.2.2). Desta forma, estes coeficientes estariam adaptados aos perfis soldados 

usuais no Brasil. 

• A geometria do modelo de nó proposto [11] reflete de forma satisfatória o 

comportamento da ligação, captando inclusive as distorções por cisalhamento 

existentes no painel da coluna. Além disto, as flexibilidades existentes têm efeito 

localizado na região da ligação. Por isto é fundamental que a simulação da semi-

rigidez das ligações seja feita de forma macroscópica, através de um modelo que 

retrate a geometria da conecção. 
 
 Uma possível desvantagem da utilização de modelos de nó é o fato de que o 

número de nós e barras da estrutura aumentam bastante. Porém, a introdução destes nós 

e barras adicionais deve ser automatizada, com a utilização de um software específico. 

Além disto, com o constante incremento das ferramentas computacionais disponíveis no 

mercado, este aumento no número de nós e barras é um problema facilmente 

contornável. 
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