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RESUMO

Neste trabalho foi analisada uma metodologia para a determinacdo das tensfes térmicas auto-
equilibradas e das deformacdes térmicas em chapas planas retangulares isotropicas que sao
solicitadas no estado plano de tensdo (EPT) e no estado tridimensional. A consideracdo de
algumas hipGteses basicas simplificadoras resultou na condicdo de tensdo térmica auto-
equilibrada, onde os esforcos resultantes sdo nulos. Deste modo, foi possivel determinar
expressdes, em termos polinomiais, para as tensfes térmicas auto-equilibradas e deformac6es
térmicas atuantes nas chapas para os dois casos. As chapas sdo livres de carregamentos
externos em suas bordas e foram submetidas a distribui¢es ndo lineares de temperatura. As
distribuicbes de temperatura foram obtidas através da resolucdo de dois problemas de
conducédo de calor. A metodologia proposta consistiu em aproximar estas distribuicdes nao
lineares de temperatura por polindmios. Deste modo, os campos de tenséo e de deformacéo
ficaram completamente determinados através dos coeficientes polinomiais do campo de
temperatura polinomial aproximado utilizando-se as expressdes obtidas em termos
polinomiais. Os resultados obtidos através dessa metodologia foram comparados com 0s
resultados obtidos pelo método dos elementos finitos (MEF). A comparacdo dos resultados
analiticos aproximados e dos resultados obtidos através do MEF apresentou elevado nivel de
concordancia para pontos afastados das bordas livres das chapas. Deste modo, foram
determinadas expressbes que representam satisfatoriamente os campos de tensdo e
deformac@o em pontos afastados das bordas livres das chapas, ou seja, em regides onde as
hipoteses basicas simplificadoras séo satisfeitas.

Palavras-chaves: Analise Estrutural Térmica; Tensdes Térmicas Auto-Equilibradas;

Deformagdes Térmicas.
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ABSTRACT

In the present work it is presented a methodology to determine the self-balanced thermal
stresses and thermal strains in isotropic rectangular flat plates that are under plane stress state
and three-dimensional state. The consideration of some basic simplifying assumptions
resulted in the condition of self-balanced thermal stress, where the resulting efforts are null.
Thus, there are determined expressions, in polynomial terms, to the self-balanced thermal
stresses and thermal strains acting on the plates for the two cases. The plates are free of
external loads at their ends and are subjected to nonlinear temperature distributions. The
temperature distributions were obtained by solving two problems of heat conduction. The
proposed methodology was to approach these nonlinear temperature distributions by
polynomials approximations. Thus, the stress and strain fields were completely determined by
the polynomial coefficients of the approximate polynomial temperature field through the use
of the expressions obtained in polynomial terms. The results obtained by this method were
compared with the results obtained by the finite element method. The comparison of
approximate analytical results and the results obtained by the finite element method showed
high level of agreement to locations away from the free ends of the plates. Thus, there are
determined certain expressions that satisfactorily represent the stress and strain fields to
distant points of the free ends of the plates, that is, in regions where the basic simplifying

assumptions are met.

Keywords: Thermal Structural Analysis; Self-Balanced Thermal Stresses; Thermal Strains.
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INTRODUCAO

Durante o século XX houve o advento de diversos tipos de estruturas que sdo comumente
submetidas a distribuicbes n&o lineares de temperatura. Estruturas como aeronaves
supersdnicas, aeronaves hipersonicas, fornos industriais, usinas termoelétricas, usinas
termonucleares, chapas submetidas aos diversos tratamentos térmicos na inddstria, dentre
outras, estdo sujeitas a variados gradientes térmicos em seus regimes de trabalho. Estes
gradientes térmicos, por sua vez, dao origem a campos ndo lineares de temperatura que
podem ser avaliados, em alguns casos, através das equacdes de conducdo de calor. As
equacOes de conducdo de calor sdo equacdes diferenciais parciais de alta ordem que podem
ser resolvidas analiticamente para apenas poucos problemas de geometria simplificada. Deste
modo, é possivel a utilizacdo dos mais variados métodos numéricos para realizar a avaliacdo
dos campos de temperatura em estruturas de geometrias mais complexas. Estas estruturas,
quando submetidas a estas distribuigdes de temperatura, estdo sujeitas a campos de tenséo e
deformacéo térmicas. Desta forma, torna-se necessaria a avaliacdo dos campos de temperatura

para realizar os diversos projetos estruturais de forma eficiente.

O estudo de estruturas que trabalham submetidas a carregamentos térmicos é bastante
limitado, sendo a area termo-estrutural ainda pouco estudada. A pesquisa se apresenta ainda

mais limitada no que se refere a determinacgéo de solugdes analiticas para 0s campos de tenséo
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e deformacdo térmicas. Como para as equacbes de conducdo de calor, as equacdes que
descrevem os campos de tensdo e deformacdo também possuem solugdo analitica para apenas
alguns casos especificos. Contudo, as solucdes disponiveis ainda podem ser investigadas
permitindo a elaboracdo de um procedimento generalizado que permita obter as distribuicfes

de tensdo e deformacdo de forma répida e precisa em estruturas de geometria simples.

Solucdes analiticas para os campos de tensdo e deformagdo em estruturas de geometria
simplificada foram desenvolvidas. Levando-se em consideracdo apenas os efeitos térmicos,
tem-se a solugdo encontrada por Boley e Weiner (1960). Esta solucéo foi desenvolvida para a
determinacdo das tensdes e deformacBes térmicas em uma barra de secdo transversal
retangular que é submetida a uma distribuicdo de temperatura ao longo da altura da secdo.
Esta barra é livre de carregamentos externos em suas bordas e admite-se que ela seja
solicitada em EPT pelo fato da sua espessura ser considerada muito pequena. A solucdo é
aplicavel em barras cujo comprimento é muito maior que a altura da secdo. Para chegar a esta
solucdo, Boley e Weiner (1960) consideram um conjunto de hipoteses basicas simplificadoras
que resultam na condicdo de tensao térmica auto-equilibrada, onde os esforcos resultantes sdo
nulos na secdo transversal da barra. Deste modo, eles encontram expressdes para as
componentes de tensdo e para as componentes de deformacdo em funcdo da distribuicdo de

temperatura.

A grande maioria das distribui¢cbes de temperatura, encontradas através das solucbes das
equacdes de conducdo de calor, possuem a forma de funcbes exponenciais, logaritmicas,
cossenoidais, dentre outras. Deste modo, Vecci (1995) determinou um procedimento, em
termos de uma distribuicdo de temperatura polinomial generalizada, para a determinacdo dos
campos de tensdo e deformacdo térmicas em chapas. Em seu procedimento, parte-se da
solugdo encontrada por Boley e Weiner (1960), obtida para barras, e considera-se uma
distribuicdo de temperatura polinomial generalizada atuante ao longo da largura de uma chapa
que é livre de carregamentos externos em seu contorno. Deste modo, encontram-se expressdes
para 0os campos de tensdo e deformacéo térmicas em termos dos coeficientes polinomiais da
distribuicdo de temperatura. Desta maneira, utilizando-se de uma aproximagéo polinomial
para as distribuicdes ndo lineares de temperatura, que sdo obtidas através das solucdes das
equacdes de conducgdo de calor, torna-se possivel a utilizagdo das expressées em termos de
polinbmios obtidas para os campos de tensdo e deformacdo térmicas. Desta forma,

determinou-se um procedimento generalizado que permite a obtencdo de tensdes e
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deformac6es térmicas de forma répida e precisa. Além disto, o procedimento adotado por
Vecci (1995) e facilmente estendido a chapas que sdo solicitadas termicamente em outras

configuracGes.

O presente trabalho tem como objetivo a obtencdo de tensbes térmicas auto-equilibradas e
deformacbes térmicas em chapas planas retangulares isotropicas que sdo livres de
carregamentos externos em suas bordas, ou seja, estas chapas estdo completamente livres.
Inicialmente, sera analisada a metodologia proposta por Vecci (1995) através do método dos
elementos finito e, posteriormente, sera estendida esta metodologia a chapas que séo
solicitadas termicamente no estado tridimensional (quando considerado o carregamento
térmico). Neste ultimo caso, considera-se uma chapa quadrada de lado muito maior que a
espessura. Esta chapa sera submetida a uma distribuicdo de temperatura variavel ao longo da
espessura e constante ao longo dos lados. Desta forma, admite-se que a chapa seja solicitada

termicamente no estado tridimensional.

Os resultados analiticos aproximados e numéricos para 0s campos de tensdo e deformacéo
térmicas apresentaram uma concordancia bastante satisfatoria para pontos afastados das
bordas que estdo livres de restricbes. Com relacdo a chapa solicitada em EPT, verificou-se
que as solucBes analiticas aproximadas sdo satisfatorias em pontos situados a distancias
maiores ou iguais a largura da chapa a partir das duas bordas livres que sdo ortogonais a
direcdo do comprimento e paralelas a direcdo da largura. E para a chapa quadrada, verificou-
se que as solugdes analiticas aproximadas encontradas sdo satisfatorias em pontos situados a
distancias maiores ou iguais a espessura da chapa a partir das quatro bordas livres que sédo

paralelas a dire¢do da espessura.

No capitulo 2 apresenta-se uma breve revisao bibliografica no que se refere a determinagéo
dos campos de tensdo e deformacao térmicas em chapas planas retangulares, barras de se¢édo
transversal retangular e tiras retangulares que sé&o submetidas a distribuicdes adversas de
temperatura. No capitulo 3 apresenta-se 0 método de obtengédo das fungdes polinomiais que
serdo utilizadas como funcbes de aproximacdo para os campos ndo lineares de temperatura
que sdo encontrados a partir das equacdes de conducdo de calor. No capitulo 4 € apresentada a
metodologia para a determinacdo das tensGes térmicas auto-equilibradas e deformacdes
térmicas nas chapas para os dois casos estudados. No capitulo 5 sdo apresentados o0s

resultados encontrados de forma analitica aproximada e de forma numérica para os campos de
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tensdo e deformacgdo térmicas. E por fim, no capitulo 6 sdo apresentadas as principais
conclusdes obtidas neste trabalho juntamente com algumas propostas de trabalhos futuros.



2

REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 - Introducéo

Este capitulo é destinado a revisdo bibliografica dos diversos trabalhos encontrados na
literatura relacionados a determinacdo dos campos de tensdo, deformacdo e deslocamentos
térmicos em chapas planas retangulares, barras de secdo transversal retangular e tiras
retangulares. Para uma melhor apresentacdo e entendimento, o capitulo foi dividido em trés
subsecdes: tensdes e deslocamentos térmicos em chapas e barras considerando o estado
tridimensional; tensBes e deformacfes térmicas em chapas e barras considerando o EPT; e

tensOes e deformacdes térmicas em chapas, barras e tiras retangulares.

2.2 - Tensbes e Deslocamentos Termicos em Chapas e Barras

Considerando o Estado Tridimensional

Os trabalhos apresentados nesta se¢do sdo relativos a determinacdo dos campos de tensdo e
deslocamentos térmicos em chapas planas retangulares e barras com segdo transversal

retangular considerando-se estado tridimensional de tensdes. Estes trabalhos tém em comum o
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fato de que eles partem de um determinado estado térmico, ao qual a chapa ou barra é
submetida, para determinar o campo de temperatura. O campo de temperatura é obtido a partir
de técnicas de transformacdo aplicadas a equacdo diferencial do problema de conducéo de
calor. A partir do campo de temperatura encontrado sdo determinadas as tensdes térmicas por
meio da funcdo de tensdo de Airy. Para isso, substitui-se a expressao para 0 campo de
temperatura na equacgdo diferencial do problema termoelastico. A principal diferenca entre
estes trabalhos consiste no estado térmico a qual a chapa ou barra é submetida e no tipo de

técnica de transformacdo utilizada para a determinacao do campo de temperatura.

Quando uma estrutura é submetida a um determinado estado térmico ela também estara
submetida a um determinado campo de temperatura. Para 0 caso em que a estrutura é uma
chapa plana retangular ou barra de se¢édo retangular, diversos estados térmicos sao possiveis.
Nos trabalhos apresentados por Ghume et al. (2013); Jadhav (2013); Jadhav et al. (2013);
Lamba e Khobragade (2012b) e Sutar et al. (2012) resolve-se o problema transiente inverso
termoelastico em uma chapa plana retangular e em uma barra de se¢do transversal retangular
devido a fontes de calor internas. Os trabalhos sdo apresentados para uma barra retangular
semi-infinita devido a geracdo de calor, para uma chapa retangular sélida semi-infinita com
fonte de calor interna, para uma chapa retangular com geracdo de calor interna, para um
objeto retangular fino e para uma chapa retangular com geracdo de calor interna,
respectivamente. A principal caracteristica apresentada por estes problemas inversos é que
determinadas condi¢bes de contorno sdo tratadas como incognitas do problema. A
distribuicdo de temperatura e condi¢Ges de contornos incognitas para estes problemas séo
obtidas a partir da aplicacdo de técnicas de transformagdo como a transformada finita de
Marchi-Fasulo, transformada de Laplace, transformada de Fourier, transformada finita dos
cossenos de Fourier e suas respectivas transformadas inversas. Estas técnicas sdo aplicadas na
equacéo diferencial governante do problema de conducdo de calor. Os campos de temperatura
e tensdo foram obtidos na forma de séries simples, séries duplas e séries triplas infinitas.
Nestes trabalhos ndo foram mencionadas as condi¢cbes de contorno do problema
termoelastico, contudo pode-se atestar que as chapas e barras estdo livres de carregamentos
externos em suas bordas. Estes trabalhos sdo muito especificos com relagcdo as condicdes de
contorno do problema de conducgédo de calor e eles ddo muita énfase na demonstracdo das
técnicas de transformacdo para a obtengcdo do campo de temperatura. No trabalho apresentado
por Jadhav et al. (2013) é considerada uma chapa retangular fina, contudo ndo h4 mencéo

sobre uma possivel consideracdo do EPT, ou seja, calculam-se as tensdes considerando o
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estado tridimensional. O estado tridimensional também é considerado pelos outros quatro
trabalhos. Para todos o0s casos, tambhém sdo calculados os deslocamentos térmicos normais nos

trés eixos coordenados.

Nos trabalhos apresentados por Khobragade e Parveen (2012) e Roy et al. (2013) é resolvido
0 problema termoelastico em uma barra semi-infinita. A principal diferenca entre os dois
trabalhos reside nas condigdes de contorno do problema de conducéo de calor. E importante
observar que no trabalho de Roy et al. (2013) a barra em estudo € fina, porém nada € dito a
respeito sobre a possivel consideracdo do EPT. Desta forma, ele trata o problema como
Jadhav et al. (2013), ou seja, pela consideracdo do estado tridimensional. Nestes trabalhos o
campo de temperatura é obtido em termos de séries infinitas simples e séries duplas pela
aplicacdo de transformadas finitas de Marchi-Fasulo, transformadas dos senos de Fourier e
suas respectivas transformadas inversas. Determina-se o campo de tenséo pela substituicdo do
campo de temperatura na equacdo diferencial do problema termoelastico, tal como o realizado
pelos trabalhos anteriores. Nestes trabalhos também nédo se faz mencéo sobre as condicdes de
contorno do problema termoeléstico, contudo é possivel averiguar que as barras sdo livres de
carregamentos em todas as bordas. Nestes dois trabalhos poderia ser realizada uma
abordagem mais detalhada no que se refere ao problema termoelastico para se avaliar com

maior clareza os resultados apresentados para as tensdes e deslocamentos térmicos.

Um problema térmico distinto dos apresentados até aqui foi desenvolvido por Lamba e
Khobragade (2012a) e Patil et al. (2012). Nestes trabalhos é resolvido o problema
termoelastico em uma chapa retangular devido ao fornecimento de calor parcialmente
distribuido. No trabalho de Patil et al. (2012) ainda é assumida a presenca de geracdo interna
de calor na chapa. Deste modo, evidencia-se uma diferenca em relacdo a abordagem adotada
por Lamba e Khobragade (2012a). Outra diferenca entre os dois trabalhos é com relacdo as
condicgdes de contorno do problema de conducdo de calor. As distribuicbes de temperatura
nestes trabalhos sdo obtidas a partir da aplicacdo da transformada finita de Marchi-Fasulo, da
transformada finita de Fourier em cossenos e da transformada de Laplace na equagéo
diferencial do problema de conducéo de calor. O campo de tensdo é determinado como nos
outros trabalhos, ou seja, atraves da substituicdo do campo de temperatura na equacao
diferencial governante do problema termoelastico. Tal como em outros trabalhos
apresentados, ndo é mencionado se a chapa € livre de carregamentos externos, porém pode-se

averiguar que nao ha qualquer tipo de carregamento atuante nas bordas das chapas.
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Nos trabalhos apresentados por Gaikwad e Ghadle (2009) e Gaikwad e Ghadle (2011) é
utilizada uma técnica de transformacdo diferente das apresentadas até aqui. Os campos de
temperatura sdo calculados atraves da aplicacdo da transformada integral-tripla na equacgéo
diferencial governante do problema de conducao de calor. Em Gaikwad e Ghadle (2009) as
tensbes térmicas quase estaticas sdo calculadas para uma chapa retangular espessa e em
Gaikwad e Ghadle (2011) sdo determinadas as tensdes térmicas em uma chapa retangular
espessa para um problema de conducdo de calor ndo homogéneo devido a geracdo de calor
interna. Como anteriormente, o campo de tenséo € obtido a partir da funcéo de tensdo de Airy
pela substituicdo do campo de temperatura na equacdo diferencial governante do problema
termoelastico e as condic¢Bes de contorno sdo assumidas como aquelas apresentadas em uma
chapa plana retangular que € livre de carregamentos externos em suas bordas. Também foram

calculados os deslocamentos térmicos devidos a distribuicdo de temperatura.

Tensdes térmicas transientes foram calculadas no trabalho de Dange (2014). O método de
solucdo apresentado neste trabalho é similar aos dos trabalhos anteriores, ou seja, pela
utilizacdo de técnicas de transformacdo. Neste trabalho sdo aplicadas, sucessivamente, a
transformada dos senos de Fourier, a transformada dos cossenos de Fourier, a transformada de
Laplace e suas inversas para a obtencdo do campo de temperatura. A obtencdo do campo de
tensdo é analoga ao realizado pelos trabalhos anteriores, ou seja, pela substituicdo do campo

de temperatura na equacéo diferencial governante do problema termoelastico.

Neste ponto é importante mencionar que os trabalhos apresentados até aqui ddo um grande
enfoque ao problema térmico de conducgdo de calor, ou seja, na aplicacdo das técnicas de
transformacéo as equacOes de conducgdo de calor para a obtencdo do campo de temperatura.
Na maior parte dos trabalhos ndo foram mencionadas as condi¢des de contorno do problema
termoelastico, porém nestes trabalhos pode ser averiguado que as chapas e barras analisadas
estdo livres de carregamentos externos em suas bordas. Esta averiguacéo € obtida através de
uma avaliacdo sucinta dos resultados. E também importante mencionar que a solugéo para o
campo de temperatura, campo de tensdo e campo de deslocamentos € realizada utilizando-se
apenas alguns termos das séries infinitas que representam estas variaveis. Deste modo, as

solugdes séo obtidas em termos aproximados.
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2.3 - Tensdes e Deformacdes Térmicas em Chapas e Barras Considerando o
EPT

Nesta secdo € apresentada uma série de trabalhos onde sdo determinadas as tensfes térmicas
em chapas planas retangulares e em barras com secéo transversal retangular. Estes trabalhos
consideram que as chapas e barras possuem espessura muito pequena, portanto, considera-se
0 EPT. Nestes trabalhos o campo de temperatura se encontra distribuido no plano da chapa ou

barra e, além disto, considera-se que a temperatura seja constante ao longo da espessura.

Nos trabalhos apresentados por Bhongade e Durge (2013) e Bhongade e Durge (2014) séo
determinadas as tensdes térmicas quase estaticas, tal como realizado por Gaikwad e Ghadle
(2009) para o caso tridimensional. Considera-se uma chapa retangular fina com geracdo de
calor interna solicitada em EPT. Um processo quase estatico se trata de um processo que
ocorre muito lentamente. Neste caso, a variabilidade das tensdes térmicas com relacdo a
variavel temporal é muito pequena. Como para a série de artigos apresentados na se¢do
anterior, estes trabalhos fazem uso de técnicas de transformacdo que sdo aplicadas as
equacOes de conducdo de calor para a obtencdo do campo de temperatura. A principal
diferenca entre os trabalhos apresentados por Bhongade e Durge (2013) e Bhongade e Durge
(2014) se apresenta nas condi¢cOes de contorno do problema de conducéo de calor e nos tipos
de transformadas utilizadas na resolucdo do problema. Séo utilizadas as transformadas
integrais dos senos, a transformada de Laplace e suas inversas em Bhongade e Durge (2014) e
a transformada dos cossenos, a transformada de Laplace e suas inversas em Bhongade e
Durge (2013). A chapa é livre de carregamentos externos nas suas bordas e o campo de tensdo
é obtido pela substituicdo da distribuicdo de temperatura na equacéo diferencial governante do
problema termoelastico. Os campos de temperatura e tensdo sdo representados em termos de

séries duplas infinitas e as solucBes sdo esbocadas utilizando-se de apenas alguns termos.

Um trabalho similar ao apresentado por Bhongade e Durge (2013) e Bhongade e Durge
(2014) é desenvolvido por Salve (2010). Neste trabalho é resolvido o problema inverso para
determinacdo das tensdes transientes quase estaticas em uma chapa retangular fina
considerando-se o EPT. Como para o trabalho apresentado por Bhongade e Durge (2013);
Bhongade e Durge (2014) e Gaikwad e Ghadle (2009), as tensfes encontradas sédo quase

estaticas e assim como nos trabalhos de Ghume et al. (2013); Jadhav (2013); Jadhav et al.
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(2013); Lamba e Khobragade (2012b) e Sutar et al. (2012), resolve-se o problema inverso, ou
seja, condigdes de contorno também sdo consideradas incognitas do problema. Para a
determinacdo do campo de temperatura é aplicada a transformada finita de Fourier e a
transformada de Laplace a equacéo diferencial do problema de conducéo de calor. O campo
de tensdo é obtido de forma similar aos trabalhos apresentados anteriormente e a abordagem

adotada para a obtencgdo dos resultados também é a mesma.

O trabalho apresentado por Patil e Prasad (2013) é caracterizado pela resolucdo de dois
problemas termoelasticos planos estacionérios para uma chapa retangular fina. Neste caso, por
se tratar de um campo de temperatura estacionario, mostra-se que esta distribuicdo satisfaz a
equacdo de Laplace. O primeiro problema tratado neste trabalho é o problema termoelastico
estacionario inverso para a determinagdo da temperatura, deslocamentos e tensées térmicas. O
segundo € o problema termoelastico estacionario direto para a determinagdo das mesmas
variaveis do primeiro caso. Neste trabalho € analisada a forma correta de se resolver
problemas estacionarios relacionados a obtencdo da funcdo de tensdo a partir da equacéo
diferencial do problema termoelastico. Para os dois problemas analisados sdo utilizadas as
transformadas finitas em senos de Fourier, as transformadas finitas de Fourier e suas inversas
para a obtencdo do campo de temperatura. Neste caso, mostra-se que a maneira correta de
obtencdo da funcdo de tensdo se da através da substituicdo do campo de temperatura na
equacao diferencial do problema termoelastico em sua forma simplificada e ndo em sua forma

generalizada.

Um problema anélogo aos apresentados até aqui é tratado no trabalho de Sugano (1983).
Neste trabalho parte-se de um determinado estado térmico, o qual a chapa € submetida, para
posterior obtencdo dos campos de temperatura e tensdo. Um método é apresentado para a
determinacdo da temperatura e tensfes térmicas transientes em uma chapa retangular fina e
livre com temperatura inicial nula. Esta chapa é subitamente submetida a uma temperatura
distinta envolvendo seus quatro lados através de diferentes coeficientes de transferéncia de
calor. O problema ¢é tratado expressando-se a equacgdo diferencial do problema de conducao
de calor e a equacdo diferencial do problema termoelastico, juntamente com as condic¢des de
contorno, em termos adimensionais. Para a solucdo da equacdo diferencial do problema de
conducéo de calor aplicam-se, sucessivamente, a transformada generalizada finita de Fourier e
a transformada generalizada de Laplace. Deste modo, é obtido o campo de temperatura na

chapa. O campo de tensdo na chapa é obtido em termos da funcdo de tensdo de Airy pela
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substituicdo do campo de temperatura na equacdo diferencial do problema termoelastico em
um processo analogo ao efetuado pelos trabalhos anteriores. Pode-se ressaltar que este
trabalho trata de um problema muito especifico de conducdo de calor e que uma pequena
variacdo nas condicbes de contorno alteraria de forma bastante acentuada a metodologia de

resolucéo do problema.

Os trabalhos apresentados até aqui se caracterizam por partirem de determinados estados
térmicos, 0s quais as chapas e barras sdo submetidas, para posterior determinacdo do campo
de temperatura. A partir do campo de temperatura sdo obtidas as tensfes térmicas em termos
da funcdo de tensdo de Airy através da equacdo diferencial do problema termoeléstico. Nos
trabalhos apresentados a seguir foi utilizado o método da colocacgéo para a obtencdo do campo
de tensdo em uma chapa plana retangular. O método da colocacdo se trata de uma solucao
numeérica aproximada. Segundo Antunes (2010), este método tem como principio tornar zero
o residuo da aproximacao da solucéo nos pontos conhecidos como pontos de colocacao. Estes
trabalhos resolvem o problema em termos de uma aproximacao para a funcdo de tensdo de
Airy através de uma serie finita de termos. Um fato importante verificado nestes trabalhos é
que eles partem de uma distribuicdo genérica de temperatura, ou seja, estes trabalhos ndo se
preocupam com o problema de conducdo de calor. Deste modo, da-se enfoque total ao
problema termoelastico.

SolucBes numéricas aproximadas para 0 campo de tensdo sdo apresentadas nos trabalhos de
Mendelson e Hirschberg (1956) e Roberts (1962). Em Mendelson e Hirschberg (1956) séo
calculadas as tensGes térmicas em uma chapa retangular fina, finita e de espessura variavel
considerando-se 0 EPT. Neste trabalho considera-se que a temperatura e a espessura da chapa
podem variar nos sentidos longitudinal e transversal. O método da colocacdo € utilizado
também nos trabalhos de Roberts (1962) e Roberts e Mendelson (1963). Contudo, enquanto
em Roberts e Mendelson (1963) admite-se uma solugdo aproximada para a tensdo cisalhante
na solucdo da equacdo integro-diferencial, em Mendelson e Hirschberg (1956) é assumida

uma solugdo aproximada para a fungéo de tensdo que apresenta a seguinte forma:

¢ = Z P (¥)S;(x) (2.1)

]
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Na Eq. (2.1) os termos P;(y) representam polinbmios na variavel y que sdo previamente
conhecidos. Neste caso, a equacao diferencial sera satisfeita em todo o dominio ao longo de x
e apenas em um namero finito de valores n ao longo de y. A aproximacao para a funcéo de
tensdo é substituida na equacdo diferencial do problema termoeléstico e é avaliada nos n
pontos ao longo da coordenada y. A partir da aplicacdo do método da colocacéo € gerado um
conjunto de equacdes diferenciais ordinarias com relacdo as fungGes S;(x). A solugéo para o
campo de tensdo € obtida a partir da funcdo de tensdo que, por sua vez, é obtida pela solucao

do conjunto de equacdes diferenciais ordinarias.

No trabalho apresentado por Roberts (1962) também é aplicado o método da colocacdo. Neste
trabalho séo apresentados graficos para o projeto elastico de chapas finas livres admitindo-se
0 EPT. Deste modo, adotam-se variagdes de temperatura ao longo da direcdo longitudinal e
transversal das chapas. Os gréficos apresentados por este trabalho permitem a determinagéo
rapida do estado elastico de tensdo em qualquer ponto de uma chapa retangular fina e plana e
de espessura uniforme que é carregada por gradientes térmicos nas direces longitudinal e
transversal. A solucdo desenvolvida pelo método da colocagdo esta na forma de funcGes
tabeladas que podem ser facilmente combinadas linearmente para produzir, com muita
precisdo, a distribuicdo de tensdo elastica em chapas que possuem a razdo entre o
comprimento e a largura na faixa de 0,1 até 5,0. Contudo, 0 método apresentado por este
trabalho apresenta uma limitacdo. Para a obtencdo de resultados precisos € necessario que a
distribuicdo de temperatura ndo varie de forma acentuada entre os pontos escolhidos para se
aplicar o método da colocagdo. Além disto, deve ser possivel a separacdo da funcdo que
representa a distribuicdo de temperatura na soma de uma funcdo na variavel x com uma
funcdo na variavel y. Outro fato relevante a ser observado é que as solucdes obtidas por este
método sdo aproximadas e sua precisdo dependera do numero de pontos escolhidos para se
aplicar o método da colocacéo.

Nos trabalhos apresentados por Laura e Gutierrez (1978) e Rossit e Laura (1997) também sédo
adotadas fungbes aproximadas para a representacdo da funcdo de tensdo. Nestes trabalhos a
aproximacdo é realizada utilizando séries finitas em termos de fungdes polinomiais. Cada
termo da série € composto pelo produto de uma fungé@o polinomial na variavel x, uma fungéo
polinomial na variavel y e uma constante multiplicadora. Ambas as variaveis x e y séo

independentes. No entanto, vale ressaltar que o objetivo principal do trabalho de Rossit e
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Laura (1997) é propor uma abordagem polinomial unificada para tratar dois problemas
termoelasticos distintos. Neste trabalho primeiramente é resolvido o problema de
determinacéo das tensGes e deslocamentos termoelasticos em uma chapa retangular fina com
os lados restringidos elasticamente quanto a rotacdo aplicando-se da teoria de pequenos
deslocamentos. Além disto, sdo desprezadas as tens@es resultantes no plano médio da chapa.
A partir desta solucdo € resolvido o problema termoeléstico em EPT para uma chapa
retangular com os lados livres, que € submetida a uma distribuicdo de temperatura simétrica
em relacdo aos dois eixos coordenados. Ou seja, enquanto o trabalho de Rossit e Laura (1997)
estd preocupado em estabelecer uma formulacdo geral para a solugdo de determinada classe
de problemas, o trabalho de Laura e Gutierrez (1978) € totalmente dedicado ao problema
termoelastico plano na determinacdo das tensbes térmicas em uma chapa retangular fina e

livre de carregamentos externos.

Através da analise do trabalho de Laura e Gutierrez (1978) foi observado que as funcGes
pertencentes a cada termo da série satisfazem as condi¢des de contorno de chapa livre em suas
bordas. A funcdo de tensdo aproximada € substituida na equacdo diferencial do problema
termoelastico juntamente com o Laplaciano do campo de temperatura. Deste modo, é gerada
uma funcdo erro residual em termos de séries duplas finitas. As constantes incognitas da
funcdo de tensdo sdo obtidas a partir da condicdo de que a funcdo erro residual é ortogonal
com relacdo a cada funcdo polinomial pertencente a série representante da funcéo de tensdo.
Uma vez que é feito uso de condi¢des de ortogonalidade de Galerkin, é gerado um sistema
linear de equacdes para as constantes da série. A resolucdo deste sistema gera a funcdo de
tensdo aproximada e, a partir desta, € encontrado o campo de tensdo no formato adimensional.
Os resultados obtidos neste trabalho sdo comparados com os obtidos por Przemieniecki

(1959) e com os obtidos através do MEF mostrando boa concordancia entre eles.

Outro trabalho que utiliza uma abordagem variacional aproximada é o trabalho apresentado
por Heldenfels e Roberts (1952). Neste trabalho sdo calculadas as tensdes térmicas em uma
chapa retangular fina solicitada em EPT. Esta chapa é submetida a um carregamento térmico
ndo uniforme. Resolve-se 0 problema em termos da funcdo de tensdo de Airy utilizando-se
um método variacional aproximado para avaliar as tensdes téermicas na chapa. A funcédo de
tensdo é expressa em termos do produto de duas fungdes, ou seja, uma funcao na variavel x e

uma na variavel y:
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® = fr(x)gp() (2.2)

Mostra-se que a solucdo do problema se da atraves da escolha apropriada de uma funcgéo
9gp(y) e, a partir desta, é utilizado o principio da minima energia complementar para
determinar a fungdo f,(x) que da a melhor aproximacdo para a solucéo exata da equagéo

diferencial do problema termoelastico que é dada por:

Vi@ = —EaV?T (2.3)

Na Eq. (2.3) o termo V* representa o operador biharmonico, V2 representa o Laplaciano, ¢
representa a funcdo de tensdo, E representa 0 modulo de elasticidade e a representa o

coeficiente de expansdo térmica.

Mostra-se ainda que um bom critério de selecdo para a funcdo g, (y) € atraves da escolha de
uma funcdo proporcional a funcéo de tensdo para uma chapa infinita que é submetida a uma
distribuicdo de temperatura em sua direcdo transversal. A partir desta escolha é determinada a
funcédo f,(x) pela minimizagéo da energia complementar na chapa aquecida igualando-se a
zero a primeira variacdo da energia complementar. De posse das duas funcbes determina-se a
funcédo de tensdo e, por conseguinte, o campo de tensdo no plano da chapa. Vale ressaltar que
este método € aproximado e que a precisdo deste depende da escolha apropriada da funcgéo
gp(¥). Outra questdo relevante apresentada é que o campo de temperatura neste problema
deve ser expresso em termos do produto de uma funcdo em x e outra em y para que o0 método

seja aplicado, ou seja:

T =T, +X(x)Y(y) (2.4)

Na Eq. (2.4) X (x) representa a parcela em x da distribuicdo de temperatura, Y (y) representa a
parcela em y e T representa a parcela constante. Desta forma, este método fica limitado a

distribuicOes de temperatura que possam ser expressas conforme a Eq. (2.4).

Em Argyris e Kelsey (1954) sdo determinadas as tensdes térmicas em chapas planas
retangulares finitas, finas, livres de carregamentos externos e de dimensdes genericas. A

solucdo € obtida de maneira aproximada pela utilizacdo do principio das forgas virtuais. Neste



REVISAO BIBLIOGRAFICA 15

caso, considera-se uma distribuicdo de temperatura simétrica com relagéo ao eixo longitudinal
da chapa. Desta forma, constroi-se um modelo para a componente de tensdo longitudinal na
chapa finita em termos da funcdo que representa a componente de tensdo térmica auto-
equilibrada atuante em uma chapa infinita. O modelo adotado para a tensdo na chapa finita é
composto pelo produto de duas fungdes. Cada uma destas fungdes é expressa em termos de
coordenadas da chapa na forma adimensional. A partir da integracdo da componente de tenséo
longitudinal para a chapa finita, chega-se a um formato para a funcédo de tensdo de Airy. A
partir desta funcdo, determinam-se as componentes de tensdo atuantes no plano da chapa
finita. Para a obtencdo das fungdes incognitas pertencentes a fungdo de tensdo, sdo aplicadas
as condicbes de contorno de chapa livre; deste modo, determina-se a funcdo em y. Para a
obtencdo da funcdo em x, aplica-se a funcdo de tensdo o principio das forcas virtuais
desenvolvido em Argyris (1954). A partir da aplicacdo do principio das forgas virtuais, chega-
se a uma equacdo diferencial que tem como solucdo a funcdo em x. Com as funcdes
incognitas determinadas, o campo de tensdo também fica completamente determinado. Vale
ressaltar que se trata de um método aproximado e que sua aplicacdo neste trabalho ficou
restrita a campos de temperatura unidimensionais que sao distribuidos na direcdo transversal e
que ainda possuem simetria com relacdo ao eixo longitudinal. Além disto, a precisdo dos
resultados dependera da funcdo adotada para a componente de tensdo longitudinal na chapa

finita.

Uma metodologia que difere um pouco das apresentadas até aqui foi desenvolvida por
Roberts e Mendelson (1963) e Vihak et al. (1998). Nestes trabalhos o problema de
determinacdo das tensbes em uma chapa retangular livre é reduzido a solucdo de apenas uma
equacao integro-diferencial que governa o problema termoelastico. Em Vihak et al. (1998) a
equacdo integro-diferencial é obtida em termos de uma das tensGes normais utilizando a
equacdo de equilibrio, a equacdo de compatibilidade e pela consideracdo das condi¢cbes de
contorno nas quatro bordas e em Roberts e Mendelson (1963) a equacéo integro-diferencial,
no formato adimensional, € obtida a partir da equacdo de compatibilidade adimensional,
expressa em termos das tensdes cisalhantes, utilizando-se das equacGes de tenséo-deformacéo
e das equacdes de equilibrio. A diferenca entre os dois métodos reside principalmente na
variavel incognita da equacdo integro-diferencial e no método de solugéo desta equagdo. Em
Vihak et al. (1998) a variavel pode ser qualquer uma das tensdes normais e em Roberts e
Mendelson (1963) a variavel considerada na solu¢do do problema é a componente de tensdo

cisalhante. Conforme o trabalho de Roberts e Mendelson (1963), em relacdo ao metodo de
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solucdo da equacdo integro-diferencial, adota-se uma solugédo aproximada utilizando-se do
método da colocacdo. Esta solucdo possui o formato de um somatdrio duplo dado em termos
do produto de uma funcdo polinomial na variavel x (P;(x)), uma funcdo polinomial na

variavel y (Q;(y)) e um termo representante da tensdo cisalhante adimensional em um dado

ponto sobre a chapa (¢;;). A aproximagdo para a tensdo cisalhante é representada por:

Tan(63) = ) RGO, 25)

=1 j=1

A partir desta aproximacdo, chega-se a um sistema de equacdes lineares que € obtido através
da substituicdo desta aproximacdo na equacao integro-diferencial e também pela consideracao
de que o erro seja nulo nos m por n pontos escolhidos sobre a chapa. Neste caso, 0 método da
colocacdo é aplicado ao longo dos dois eixos sobre a chapa. Em Vihak et al. (1998) a solugédo
da equacdo integro-diferencial se da pela expansdo do campo de temperatura e do campo de
tensdo em series trigonométricas utilizando-se um conjunto ortogonal completo de
autofuncbes e fungdes associadas. Neste trabalho é adotado um método analitico para a
obtencdo das tensGes, em termos de séries infinitas, onde se mostra que, para poucos termos,
consegue-se uma precisdo satisfatoria para os resultados. Ainda neste trabalho mostra-se que
se pode chegar a solucdo de Boley e Weiner (1960) (obtida para barras de secdo transversal
retangular com distribuicdo de temperatura ao longo da altura da sec¢do), a partir da solucéo
geral encontrada, quando é considerada uma chapa plana retangular com uma dimensdo muito
maior gue a outra e que € submetida a uma distribuicdo de temperatura ao longo do seu lado

menor.

Uma abordagem um pouco diferente € estabelecida no trabalho apresentado por Vigak (1997).
Neste trabalho propde-se um método de separacdo de varidveis para a resolucao de problemas
termoelasticos em uma regido retangular com forgas genéricas prescritas no contorno. Parte-
se das equacdes diferenciais de equilibrio e das condi¢6es de contorno para encontrar relacées
integrais adicionais em termos de apenas uma das componentes de tensdo normal. A partir
destas relacGes, expande-se o0 campo de temperatura e a componente de tensdo normal
escolhida sob a forma de expansdes em séries trigonométricas ndo periddicas utilizando-se
um sistema completo de funcbes ortogonais. A resolucdo é obtida a partir da substituicéo

destas relagdes na equacdo de continuidade para a obtencdo das constantes pertencentes as
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séries. E importante observar que este método pode ser aplicado para a obtengdo das tensdes
térmicas em chapas planas retangulares livres. Neste caso, basta considerar as forgas

prescritas no contorno como nulas.

No trabalho de Przemieniecki (1959) sdo determinadas as tensdes térmicas de forma analitica
aproximada em uma chapa retangular isotropica livre que possui espessura constante e
dimens@es genéricas. Esta chapa é submetida a uma distribuicdo de temperatura arbitraria em
seu plano e é considerado o EPT. A solugdo para o problema é desenvolvida em termos da
funcéo de tensdo. Deste modo, expressam-se a funcgéo de tensdo e o Laplaciano do campo de
temperatura como expansdes generalizadas de Fourier na forma de séries duplas. Estas séries
sdo esbocadas em termos de funcGes caracteristicas que representam os modos normais de
vibracdo de uma barra uniforme fixada em ambos os lados. A representacdo da funcéo de

tenséo e do Laplaciano da temperatura é realizada da seguinte maneira:

¢ = i i Amn Pm($a)¥n(Ma) (2.6)
—aEV?T = i i binn P (§)¥n(Ma) (2.7)

As funcdes caracteristica sdo representadas pelas funcbes @,,(¢,) e ¥, (n,) nas séries acima.
Encontram-se os coeficientes b,,,, a partir da propriedade de ortogonalidade das funcgdes
caracteristicas. A partir da substituicdo da funcdo de tensdo e do Laplaciano da temperatura na
equacdo diferencial do problema termoelastico, o problema fica reduzido a solucdo de um
conjunto de equacdes lineares para a obtencao dos coeficientes a,,, pertencentes a funcao de
tensdo. De posse destas constantes, determinam-se as tensdes no plano da chapa em termos da

funcéo de tenséo de Airy, ou seja:

1 (0] oo

Ox = b_lzmzzl nZl Amn P §)¥n(Ma) " (2.8)
1 00} oo

Iy =7 z Z Amn Prm(€a) " "Prn(Ma) (2.9)
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o

_1 N 4 !
Oxy = ﬂ z z Amn (pm(fa) l/)n(na) (2.10)

m=1n=1

Nas expressOes acima a; e b; representam as dimensfes da chapa nas direges x e vy,
respectivamente. Uma das conclusdes obtidas pela aplicacdo deste método em chapas longas
(chapas com uma dimensdo muito maior que a outra) é que a distribuicdo de tensdes
cisalhantes e tensdo normal transversal ficam confinadas apenas nas regides proximas dos
extremos longitudinais livres, sendo seus valores praticamente nulos em regides afastadas

destes extremos.

Na mesma linha do trabalho de Przemieniecki (1959), tem-se a solucdo desenvolvida por
lyengar e Chandrashekhara (1966). Neste trabalho sdo determinadas as tensdes térmicas em
uma chapa retangular fina e livre que é solicitada em EPT. Esta chapa é submetida a uma
distribuicdo de temperatura arbitraria em seu plano. A solucdo é obtida em termos da funcéo

de tensdo de Airy que satisfaz a equacdo diferencial do problema termoelastico, dada por:
Vi + EaV?T =0 (2.11)

As componentes de tensdo sdo encontradas em termos da fungdo de tensdo de Airy a partir

das seguintes relagdes:

%¢ 0%¢ 0%¢
_ _0% __ 2.12
x Tz T dxdy (.12

Resolve-se o problema para chapas finitas e chapas longas (chapas que possuem uma
dimensdo muito maior que a outra). Para o problema da chapa finita, a distribui¢do arbitraria
de temperatura é dividida na soma de funcbes pares e impares em duas variaveis; estas
fungdes, por sua vez, sdo expressas em termos de séries duplas de Fourier. Utiliza-se a
expressao para a fungdo de tensdo, em termos de séries simples e duplas, apresentada por

Teodorescu (1961)* apud Iyengar e Chandrashekhara (1966). Mostra-se que esta expressio

! TEODORESCU, P.P. Probleme Plane in Theoria Elasticitati. Rumania, Editura Academiie
Republicii Populare, v.1, p.558, 1961.


http://link-springer-com.ez27.periodicos.capes.gov.br/search?facet-author=%22K.+T.+Sundara+Raja+Iyengar%22
http://link-springer-com.ez27.periodicos.capes.gov.br/search?facet-author=%22K.+Chandrashekhara%22
http://link-springer-com.ez27.periodicos.capes.gov.br/search?facet-author=%22K.+T.+Sundara+Raja+Iyengar%22
http://link-springer-com.ez27.periodicos.capes.gov.br/search?facet-author=%22K.+Chandrashekhara%22
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satisfaz a equacdo diferencial termoeléstica e a condicdo de contorno para a componente de
tenséo oy, nas bordas livres. As constantes incognitas, nas séries pertencentes a fungéo de
tenséo, sdo determinadas pela solugdo do sistema de equagdes que é gerado pela aplicacdo das
condicdes de contorno para o, € 0, nas bordas e pela aplicagcdo da transformada finita de
Fourier. Determinam-se ainda as tensdes em uma chapa longa restringida em um de seus
lados menores e que, além disto, é submetida a uma variacdo de temperatura ao longo de sua
direcdo transversal. Os resultados obtidos para esta chapa sdo comparados com os resultados
obtidos para a chapa finita. Mostra-se que a solugédo para o campo de tensdo em chapas que
possuem uma dimensdo pelo menos duas vezes a outra, sendo a distribuicdo de temperatura
ao longo do lado menor, pode ser obtida considerando-se a chapa como uma tira semi-infinita.
Deve-se ressaltar que apenas alguns termos foram considerados na solucdo do sistema de
equacOes para as constantes das séries e que ha um trabalho demasiado na divisdo do campo

de temperatura em fungdes pares e impares para a obtencao das solugdes.

Uma solucdo alternativa para a resolucdo de problemas termoelasticos é desenvolvida nos
trabalhos de Meleshko (2005) e Meleshko (2011). Nestes trabalhos sdo determinadas as
tensGes térmicas em chapas planas retangulares livres e isotropicas que sao submetidas a uma
distribuicdo de temperatura arbitraria em seu plano. Neste caso, ndo h& variacdo de
temperatura ao longo da espessura da chapa e sdo consideradas apenas as componentes de

tensdo no plano xy. A chapa é definida no intervalo:

—-q;/2<x<a/2
: : (2.13)
A chapa é considerada livre de carregamentos externos em suas bordas. As tensdes sdo
obtidas em termos da funcdo de tensdo de Airy através da Eq. (2.12). Neste caso, mostra-se
que a funcdo de tensdo deve satisfazer a funcdo biharmonica ndo homogénea e as seguintes

condigdes de contorno:

g, =0, Oxy =0, x = ta;/2, ly| < b;/2
(2.14)
g, =0, Oxy = 0, y = =b;/2, x| < a;/2


http://link-springer-com.ez27.periodicos.capes.gov.br/search?facet-author=%22Viatcheslav+V.+Meleshko%22
http://link-springer-com.ez27.periodicos.capes.gov.br/search?facet-author=%22Viatcheslav+V.+Meleshko%22
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Para a solucéo da equagéo diferencial biharmdnica ndo homogénea, considera-se uma solucéo
do tipo:

=9 +¢0 (2.15)

Onde a fungdo ¢* é considerada a solucdo da equagdo biharménica dada por:

V2V2¢* = 0 (2.16)

E ¢ & considerada a solugdo da equacéo de Poisson (para o EPT) dada por:

V2™ + EaT =0 (2.17)

Mostra-se que pela escolha adequada de uma solugéo particular para ¢ ™, o problema fica
reduzido a solucdo do problema linear elastico que pode ser resolvido utilizando-se a funcéo
de tensdo de Airy ¢* com determinadas condi¢des de contornos prescritas. Assim, pela
linearidade da equacdo biharmdnica e suas respectivas condi¢cdes de contorno e pela simetria
geométrica do dominio considerado no problema, pode-se representar a solucdo do problema

pela solucéo de quatro subproblemas que séo representados por:

Q" =@1t @+ 3+ @, (2.18)

Sendo que cada um dos subproblemas possui as suas respectivas condi¢cdes de contorno.
Deste modo, aplica-se 0 método da superposicdo para a resolucdo do problema. Neste caso,
utiliza-se a soma de duas séries de Fourier em termos de conjuntos completos de funcdes
trigonométricas nas coordenadas x e y para a representacdo da funcdo de tensdo. Mostra-se
que estas séries satisfazem a equacdo biharmonica no respectivo dominio e que seus
coeficientes sdo suficientes para a representacdo das condi¢Oes de contorno nos lados da
chapa. Pela ndo ortogonalidade das funcGes pertencentes as séries, existirdA uma
interdependéncia entre os coeficientes das séries fazendo com que seja necessaria a solugédo de
um sistema linear de infinitas equagdes algébricas que descrevem a relacdo entre 0s
coeficientes de Fourier e a carga aplicada. Este método apresenta muitas dificuldades

relacionadas ao infinito nimero de variaveis e infinitas equacdes. A solugédo deste sistema de
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equacdes lineares infinitas se d& pelo método da reducdo simples, onde o sistema infinito é
considerado como a forma limite do chamado sistema finito normal. Conclui-se que entre as
principais vantagens do método da superposicdo estdo a quantidade relativamente pequena de
calculos necessarios para se chegar a resultados satisfatorios e a alta precisdo que 0s mesmos

apresentam.

Os trabalhos analisados nesta secdo foram voltados principalmente a determinacédo de tensées
térmicas em chapas planas de dimensdes genéricas submetidas a distribuices geneéricas de
temperatura em seu plano. Em contraste com os trabalhos analisados até entdo, na proxima
secdo serdo analisados trabalhos que tem seu enfoque voltado a determinacdo das tensdes
térmicas em chapas longas, barras longas e tiras retangulares. A geometria das tiras é similar a

das chapas longas, ou seja, elas também possuem uma dimensdo muito maior do que a outra.

2.4 - Tensdes e Deformacbes Térmicas em Chapas, Barras e Tiras

Retangulares

Nesta secdo apresentam-se trabalhos relacionados a determinacdo do campo de tensdo em
chapas planas retangulares longas, barras longas e tiras retangulares. Para estes casos, a
componente de tensdo normal longitudinal é predominante. Como o esbocado no trabalho de
Przemieniecki (1959), a componente de tensdo normal transversal e a componente de tensao
cisalhante possuem seus valores praticamente nulos em regibes afastadas das bordas
longitudinais e seus valores sdo relevantes apenas em regides proximas a estas bordas. Esta
concluséo refere-se a chapas que possuem uma dimenséo pelo menos duas vezes maior que a
outra, ou seja, para chapas longas. Outra conclusdo importante de ser mencionada é a obtida
no trabalho apresentado por lyengar e Chandrashekhara (1966) mostrando que a distribuicao
de tensdo em chapas com o comprimento pelo menos duas vezes maior que a largura, sendo a
distribuicdo de temperatura variavel ao longo da largura, pode ser obtida tratando a chapa
como uma tira retangular semi-infinita. Ou seja, os resultados obtidos para tiras retangulares

podem ser estendidos para chapas longas.

No trabalho apresentado por Kolyano et al. (1985) sé&o calculadas as tensdes térmicas em uma

chapa retangular fina e infinita na forma de tira retangular. Esta chapa € livre de
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carregamentos externos em suas bordas. A chapa é aquecida pelo ambiente em uma regido
retangular contida em seu plano. Conveccdo de calor ocorre através dos planos da chapa
enquanto os extremos transversais da chapa séo isolados termicamente. O campo de
temperatura é obtido atraves de uma mudanca de variavel na equacao diferencial de conducéo
de calor aplicando-se a transformada de Fourier. O campo de tensdo na chapa é obtido como
no trabalho de Kolyano e Pakula (1967), ou seja, utilizando-se a fungdo biharmonica e a
funcdo representativa do potencial termoelastico dos deslocamentos para a representacdo da
funcdo de tensdo e posterior aplicacdo de transformadas e suas inversas para o célculo da

funcéo de tensdo.

No trabalho apresentado por Kolyano e Pakula (1967) sdo determinadas as tensfes térmicas
em uma chapa em forma de uma tira retangular infinita. Esta chapa é fina, isotrépica e
aquecida por fontes de calor. As solucGes sdo obtidas para uma configuragdo simétrica e uma
antissimétrica e considera-se que a chapa seja livre de carregamentos externos em suas
bordas. As faces da chapa, nos extremos transversais, sdo isoladas termicamente e a troca de
calor ocorre através das superficies laterais com o0 meio exterior que se mantém a temperatura
nula. Os problemas ndo estacionarios de conducdo de calor, para os problemas simétricos e
antissimétricos, sao resolvidos pela aplicacdo das transformadas de Laplace, da transformada
de Fourier e suas inversas na equacéo diferencial de conducgédo de calor e nas suas respectivas
condicdes de contorno. Deste modo, sdo obtidos os campos de temperatura para 0s dois casos.
Demonstra-se que, a partir das solugdes para os problemas néo estacionarios, pode-se chegar a
solucdo para os respectivos problemas estacionarios e que também pode-se chegar a solugéo
para o problema ndo estacionario em uma chapa semi-infinita e chapa infinita tomando-se o
limite no infinito para o comprimento transversal da chapa. As tensdes na chapa sao obtidas a
partir da funcdo de tensdo utilizando-se a funcdo biharmdnica e a funcdo representativa do
potencial termoelastico dos deslocamentos e posterior aplicacdo da transformada de Fourier,
da transformada de Laplace e suas inversas. Formula-se o problema em termos gerais, a partir
das equacdes para o campo de temperatura e tensdes, considerando-se o0 caso simétrico e
antissimétrico. A partir desta formulagdo geral, calculam-se os campos de temperatura e
tensdo para um sistema de fontes de calor igualmente espagado, um sistema de fontes de calor
distribuido longitudinalmente e para um sistema de fontes de calor distribuido de forma
harménica na direcdo longitudinal para o caso simétrico e antissimétrico. Vale ressaltar que
neste trabalho e no trabalho apresentado por Kolyano et al. (1985), os campos de temperatura

encontrados foram essencialmente fungdes da coordenada longitudinal das tiras e que foram
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calculadas as trés componentes de tensdo no plano da chapa. Neste caso, ndo se fez mencao
sobre as regides de maior predominancia das componentes de tensdo como o mencionado no
trabalho de Przemieniecki (1959).

Nos trabalhos apresentados por Kolyano e Gromovyk (1976) e Yavorskii (1982) ¢
determinada a componente de tenséo térmica longitudinal para uma chapa retangular na forma
de uma tira retangular. Para estes casos, 0 comprimento da chapa é muito maior que a largura,
ou seja, existira apenas uma componente ndo nula de tensdo. Nestes trabalhos considera-se o
problema de transferéncia de calor onde a troca de calor ocorre através das superficies do
plano da tira retangular enquanto suas bordas localizadas nos extremos transversais séo
isoladas termicamente. No trabalho de Yavorskii (1982) sdo consideradas fontes de calor no
formato de areas distribuidas transversalmente ao longo da tira. O campo de temperatura é
obtido através da aplicacéo da transformada integral de Laplace e do teorema da convolucgéo a
equacdo diferencial de conducdo de calor. No trabalho de Kolyano e Gromovyk (1976)
assume-se uma distribuicdo uniforme de calor ao longo de uma area longitudinal posicionada
a uma determinada distancia do centro da chapa. Considera-se ainda que o coeficiente de
troca de calor seja variavel ao longo da direcdo transversal da chapa. O campo de temperatura
é obtido pela resolucdo da equacdo diferencial de conducédo de calor. Para ambos 0s casos, 0
campo de temperatura obtido é funcdo apenas da coordenada transversal. Deste modo, aplica-
se a equacdo encontrada por Boley e Weiner (1960) (obtida para barras de secdo transversal
retangular com distribuicdo de temperatura ao longo da altura da secdo) para determinar a
Unica componente de tensdo ndo nula atuante na chapa. Vale ressaltar que esta férmula é
aplicavel pelo fato de se tratar de uma chapa na forma de tira retangular que ainda € livre de

carregamentos externos em suas bordas.

No trabalho apresentado por lyengar e Alwar (1962) é resolvido um problema mais
especifico. Neste trabalho sdo determinadas as tensdes térmicas em uma chapa retangular
longa, fina e engastada em um de seus lados menores e que ainda é submetida a uma variagdo
uniforme de temperatura. Resolve-se o problema em termos da funcdo de tensdo de Airy
tratando-se a chapa retangular como uma tira retangular semi-infinita. Expressam-se as
tensdes normais e cisalhantes, atuantes ao longo do lado engastado, em termos de séries de
Fourier e a funcdo de tensdo, que satisfaz a equagdo biharménica e as condi¢des de contorno,
em termos de integrais e séries de Fourier. A partir da fungdo de tensdo, determinam-se as

tensdes atuantes no plano da chapa. As constantes pertencentes as series sdo obtidas através
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da aplicacdo das condi¢Ges de contorno. Calculam-se ainda os deslocamentos, a partir da
funcdo de tensdo, e utiliza-se um numero finito de termos nas séries para expressar 0S
resultados. Este trabalho é limitado a distribuicGes de temperaturas uniformes sobre o plano
da chapa e uma formulacdo diferente deve ser adotada caso a chapa se encontre

completamente livre.

Em Boley e Weiner (1960) apresenta-se a solugédo para as tensfes térmicas atuantes no plano
de uma barra submetida a uma distribuicdo de temperatura arbitraria. Neste trabalho admite-se
0 EPT e a solucdo é aplicavel para barras que possuam uma dimensdo muito maior que as
outras. Resolve-se o problema em termos da funcéo de tensdo de Airy aplicando-se 0 método
de resolucdo de equacdes diferenciais desenvolvido por Boley (1956) para a solucdo da
equacao diferencial do problema termoelastico. Desta forma, obtém-se a funcéo de tenséo da

seguinte forma:

Ele mostra que as funcdes ¢; na Eq. (2.19) devem satisfazer as seguintes equagdes:

0%, 0%T
= —qE— 2.20
ayr oy (2.20)
0%y, 0°T 0%,
= —qE——2 2.21
ayr Y oxz T “oxzay? (221)
0*o; 0%y 0%,
= — — , [ = 3,4’, 222
ay? 9x20y?  ox4 ' (222)

Neste trabalho séo exibidos os resultados para as trés primeiras funcdes ¢; considerando-se o
caso geral, o caso de temperatura independente da direcdo transversal e o caso de variagédo
linear de temperatura na dire¢do transversal. Os resultados apresentados neste trabalho sédo
utilizados e analisados no trabalho apresentado por Boley (1956). Neste ultimo trabalho é

mostrada a maneira correta de utilizacdo desta solugdo, bem como a validade da mesma.

No trabalho apresentado por Boley (1956) sdo determinadas a temperatura, as tensfes e 0s
deslocamentos térmicos em barras e chapas longas. Na introducdo deste trabalho &

apresentada a equacdo para a tensdo térmica normal longitudinal atuante em uma barra ou
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chapa longa submetida a uma distribuicdo de temperatura em seu plano. Esta equacéo é dada

por:
oy = —aET + (1/Av)aEf TdA, + (y/I,)aE f TydA, (2.23)

Nesta equacdo A, representa a area da secédo transversal da barra e I, representa 0 momento
de inércia da area da secdo transversal da barra. Mostra-se que esta solucdo é valida para o
caso em que ndo ha gradientes acentuados de temperatura na dire¢do longitudinal da chapa ou
barra. Além disto, mostra-se que esta expressdo € obtida em termos de uma expressdo mais
geral, dada em termos adimensionais, onde se consideram derivadas de ordens maiores do
campo de temperatura com relacdo a variavel x (direcdo longitudinal). A expressdo geral €

dada através da seguinte equacdo:

.
a—" = {—T + jﬁ Tdn, + 121, 35 Tncdnc} +

2
o(z)

1
(E) (1 + 12n, + 241n.%) f Tdn. +

{4776f Tdnc - 4[ Tncdnc -

(2.24)

2
(g) (5 + 21770 - 407703) f Tncdnc -2 f Tnczdnc - 877cf TUCBdnc} +

{termos contendo derivadas de ordens superiores}

Nesta equacdo L,, representa o comprimento da barra, 8. representa a razao entre a altura e o
comprimento da barra e n, representa a coordenada adimensional na direcdo da altura da
barra. Mostra-se que a Eq. (2.23) retorna valor nulo para o caso da distribuicdo de temperatura
ser independente da coordenada y (direcdo transversal) e para 0 caso em que 0 campo de

temperatura é linear com relagdo a variavel y, ou seja:
T =T,(x) + yT,(x) (2.25)

Neste caso, deve-se considerar o segundo termo da equagdo geral que agora serd o termo
62
3(x/Ly)?

predominante. Este termo é proporcional a na Eq. (2.24). Na segunda parte do
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trabalho apresenta-se um método de solugdo passo a passo de equacOes diferenciais parciais
lineares para resolver problemas de conducdo de calor e problemas termoelasticos. As
equacOes apresentadas anteriormente (Egs. (2.23) e (2.24)) sdo obtidas atraves deste método e
sdo apresentadas em Boley e Weiner (1960). O método proposto consiste em ordenar a

equacéo diferencial em estudo na seguinte forma:
(Dyr + Dxyr + Dxr)zq = F(x,y,t) (2.26)

Na Eqg. (2.26) o termo z, representa a varidvel dependente e a parcela (Dy; + Dyyr + Dxr)
representa o operador diferencial parcial linear. Divide-se o operador de tal modo que a
parcela Dy ndo possua derivadas com relacdo a x, Dy; ndo possua derivadas com relagdo a y
e Dyyr possua apenas derivadas cruzadas com relagdo a x e y. Obtém-se entdo a solucéo para

a equacdo diferencial acima (Eg. (2.26)) em termos de uma série infinita, ou seja:

o)

24003, 0) = ) 24,0 @27)

i=0

Sao assumidas condic@es iniciais e de contono, com relacdo a variavel z,, de tal forma que,

substituindo-se a Eq. (2.27) na Eq. (2.26), obtém-se a seguinte expressao:

(Dyr + Dxyr + Dxr)(2q0) + Dyr(241) +

N (2.28)
Z[DYT(Zdi) + (Dxyr + Dyr)zagi-yy] = F(x, y,t)

=2

Mostra-se que a equacdo diferencial acima (Eq. (2.28)) é satisfeita se a escolha das funcdes

z,4; Tor feita de tal forma que as seguintes relagdes sejam atendidas:

Dyrza1 = Fi(x,y,t) (2.29)
Dyr(zq;) = —(Dxyr + Dxr)Zq(i-1) + Fi(x, y, 1), 1=234%.. (2.30)
(Dyr + Dxyr + Dxr)zao =0 (2.31)

Mostra-se que outra maneira possivel de se escolher as funcbes z,; é de tal forma que elas

satisfacam as seguintes relagdes:
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DYTZdl == Fl(x, y, t) (232)
Dyrzgy = Dxyrzas + F2(x,y,t) (2.33)
Dyrza; = —DxyrZa(i-1) — DxrZagi-2) + Fi(x, ¥, ), i=34,5.. (2.34)
(Dyr + Dxyr + Dxr)zgo = 0 (2.35)
Onde a seguinte relacdo é valida:
F(x,y,t) = Z Fi(x,y,t) (2.36)
i=1

Mostra-se ainda que a aplicacdo desta solucdo para o caso de uma chapa ou barra livre de
carregamentos externos e de dimensdes genéricas, satisfazendo exatamente as condicGes de
contorno, € bastante trabalhosa. Contudo, a solugédo para chapas longas ou barras longas pode
ser obtida de maneira aproximada. Deste modo, como exemplo, determina-se inicialmente o
campo de temperatura em uma chapa longa ou barra longa. Nesta chapa ou barra, o calor é
transmitido em um de seus lados maiores a uma determinada raz&o, mantendo-se 0s outros
lados isolados termicamente. A partir do campo de temperatura, encontram-se as tensdes
térmicas pela utilizacdo das equacdes dadas na primeira parte do trabalho (Egs. (2.23) e
(2.24)) e que s&o apresentadas em Boley e Weiner (1960). A partir das tensdes, determinam-
se 0s deslocamentos atuantes na barra. Vale ressaltar que se deve ter cuidado na aplicacdo
deste método, pois gradientes de temperatura mais acentuados na dire¢do longitudinal podem

gerar resultados errdneos quando o método nédo é aplicado de maneira correta.

Uma solucdo alternativa as solucdes apresentadas por Boley (1956) e Boley e Weiner (1960)
é desenvolvida no trabalho apresentado por Wah (1966). Neste trabalho séo calculadas as
tensdes e deslocamentos térmicos em uma barra livre de espessura pequena que é submetida a
uma distribuicdo de temperatura arbitraria em seu plano. Resolve-se o problema em termos da
funcdo de tensdo em barras cujo comprimento seja muito maior que as dimensdes da se¢édo
transversal. A formulagcdo proposta requer ainda que as derivadas segundas do campo de
temperatura tenham apenas um numero finito de descontinuidades para que seja possivel a sua
expansdo em séries de Fourier. Deste modo, se expressa o Laplaciano do campo de
temperatura em termos de uma série dupla infinita de Fourier. Considera-se ainda a funcao de

tensdo como a soma de duas outras fungdes, sendo a primeira funcdo uma solucao particular
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da equacdo diferencial do problema termoelastico na forma de uma série dupla de Fourier. A
partir da substituicdo desta funcdo, juntamente com o Laplaciano do campo de temperatura,
na equacdo diferencial, encontram-se os coeficientes incognitos da série pertencente a
primeira funcdo. A outra funcdo é assumida como sendo uma fungdo biharmdnica em forma
de uma série simples, cujos coeficientes sdo encontrados em termos das condi¢Bes de
contorno de bordas livres e de tensbes térmicas auto-equilibradas atuantes na barra. Com a
obtencdo das funcBes componentes da fungdo de tensdo, determinam-se as tensdes e
deslocamentos no plano da barra. Compara-se este método com o de Boley e Weiner (1960)
para uma distribuicdo de temperatura ao longo do comprimento mostrando que as duas
solucBes apresentam concordancia satisfatéria em pontos distantes do centro da barra. Ele
ainda conclui que a solucédo de Boley e Weiner (1960) é particularmente mais atrativa quando

a distribuicao de temperatura pode ser expressa na forma de um polinémio.

Nos trabalhos apresentados por Born e Horvay (1955) e Horvay (1954) sdo calculadas as
tensdes e deformacdes térmicas em uma tira retangular que € submetida a uma distribuicdo de
temperatura longitudinal. No trabalho apresentado por Horvay (1954) é considerada uma tira
retangular submetida a uma distribuicdo de temperatura do tipo degrau que se encontra
afastada do fim da tira. No trabalho apresentado por Born e Horvay (1955) da-se continuagéo
ao trabalho realizado por Horvay (1954). No trabalho de Born e Horvay (1955) séo
desenvolvidas solucGes para o caso de uma distribuicdo de temperatura do tipo degrau
inclinado e para o caso onde ha uma parada do gradiente de temperatura. As solucbes séo
desenvolvidas para os casos onde as distribuicdes de temperaturas ocorrem proximas do fim
da tira e para regides afastadas do final da tira retangular. Nos dois trabalhos os problemas séo
resolvidos em termos de integrais de Fourier, em termos de expansdes em autofuncdes
biharmonicas e em termos de expansdo em funcBes auto-equilibradas. Este ultimo método é
desenvolvido em Horvay (1953). No método em termos de integrais de Fourier, a funcdo de
tensdo de Airy e, por conseguinte, os campos de tensdo e de deslocamentos, S0 expressos em
termos de integrais de Fourier. Estas integrais séo avaliadas numericamente mostrando bons
resultados para valores pequenos de x (coordenada longitudinal da tira retangular). No
segundo método a funcdo de tensdo de Airy € expressa em termos de expansdes em
autofungdes biharmonicas. Deste modo, a partir da fungéo de tenséo é determinado o campo
de tensdo. Mostra-se que este segundo método é preferivel com relacdo ao primeiro para
valores de x moderadamente grandes. No terceiro método a funcdo de tensdo de Airy €

expressa em termos de expansdo em funcbes auto-equilibradas. Mostra-se que este método é
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preferivel com relagdo ao anterior pelo fato de cada termo da série satisfazer individualmente
as condicdes de contorno do problema e pelo fato das funcGes auto-equilibradas formarem um
conjunto ortogonal. Mostra-se também que o ultimo método é preferivel com relacdo ao
primeiro pelo fato de apresentar menor trabalho numérico para se chegar aos mesmos
resultados. Vale lembrar que os métodos desenvolvidos neste trabalho sdo limitados a
distribuicBes longitudinais de temperatura. Em Born e Horvay (1955) os trés métodos sdo
utilizados para se determinar os campos de tensdo e de deslocamentos na tira. Conclui-se que,
a partir destas solucdes basicas, chega-se a solu¢cdes onde o campo de temperatura toma uma
forma mais complexa utilizando-se a superposi¢cdo. Os problemas em questdo sdo bem
especificos, porém mostra-se que a formulacdo adotada na resolucdo deles proporciona a

obtencdo de ferramental para a analise de problemas mais genéricos.

Boley e Weiner (1960) determinam as tensdes térmicas atuantes em uma barra de se¢do
transversal retangular que € completamente livre. Além disto, esta barra é submetida a uma
distribuicdo de temperatura ao longo da altura da secdo transversal. Esta solucdo também se
aplica a chapas longas e tiras retangulares. S&o consideradas as seguintes hipoteses basicas

simplificadoras:

. A barra se encontra em EPT por apresentar espessura muito pequena.

o A barra apresenta o comprimento muito maior que a altura da sec¢do, logo as tensdes na
direcdo transversal da barra podem ser desprezadas. Deste modo, a componente de
tensdo normal atuante na dire¢do longitudinal sera a Unica componente de tensao
atuante na barra.

o Pelo fato da distribuicdo de temperatura ser funcéo apenas da coordenada transversal,
assume-se que a componente de tensdo longitudinal também seja funcdo apenas da

coordenada transversal.

Denotando-se por g, a componente de tensdao normal atuante na direcdo longitudinal e de y a
coordenada ao longo da altura da secdo da barra, mostra-se que a equacgédo diferencial do

problema termoelastico fica reduzida a seguinte expressao:

2

e (o + @ET) =0 (2.37)
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Mostra-se ainda que a Eq. (2.37) tem como solucdo geral a seguinte expressao:

A obtencdo das constantes da Eq. (2.38) é realizada através da consideracdo de tensdo térmica
auto-equilibrada atuante na barra, ou seja, os esfor¢os resultantes sdo nulos na segéo
transversal da barra. A partir desta consideracdo, chega-se a expressdo final para a

componente de tensdo a,, OU Seja:

Y SR e +3ythd (2.39)
Ox =« on), @ T ) Y '

Na expressdo acima 2h representa a altura da secdo da barra e a origem do sistema de
coordenadas se encontra no centro da barra. A solucdo acima também foi obtida por Noda et
al. (2003) e Timoshenko e Goodier (1951). Nestes trabalhos séo utilizadas outras

metodologias para se chegar a solucao.

Por fim, destaca-se o trabalho de Vecci (1995). Neste trabalho é utilizada a solucdo de Boley
e Weiner (1960) para a determinacdo dos campos de tensdo e deformacdo térmicas em chapas
que possuem comprimento muito maior que a largura. Considera-se uma distribuigédo
polinomial generalizada de temperatura ao longo da largura da chapa e os campos de tensao e
deformacdo térmicas sdo obtidos a partir dos coeficientes polinomiais do campo de
temperatura. O mesmo procedimento adotado por Vecci (1995) foi também empregado por

Noda et al. (2003) para a determinag&o das tensdes e deslocamentos térmicos em barras.
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APROXIMACAO POLINOMIAL

3.1 - Introducéo

Neste capitulo é descrito o procedimento empregado na determinacgdo das funcdes polinomiais
que serdo utilizadas como funcbes de aproximacdo para 0s campos de temperatura nao
lineares. As chapas que serdo descritas através do capitulo 4 estardo sujeitas a estes campos de
temperatura. As funcBes polinomiais utilizadas na aproximacdo serdo obtidas através do
método dos minimos quadrados através da combinacdo linear dos polindmios ortogonais de

Legendre.

3.2 - Método dos Minimos Quadrados

O método dos minimos quadrados serd utilizado na obtencdo das funcbes polinomiais de
aproximagcao para os campos de temperatura ndo lineares atuantes nas chapas descritas através
do capitulo 4. Este método é empregado pela sua grande utilizacdo em problemas préaticos e
pela sua grande simplicidade na determinacdo dos coeficientes incognitos (CUNHA, 2000).
Para a demonstracdo do método dos minimos quadrados, considera-se inicialmente uma

funcdo f(y) que deve ser aproximada por uma funcdo de aproximacdo g(y). Pode-se dizer
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que a fungdo original f(y) esta sendo aproximada por uma fungdo g(y) do tipo (CUNHA,
2000):

fO) =29@) =c101(y) + c20:(y) + -+ + crn(y) (3.1)

Na Eg. (3.1) as fungBes ¢;(y) sdo preestabelecidas (CUNHA, 2000). Deste modo, pode-se
dizer que o método dos minimos quadrados tem como objetivo a obtencéo dos coeficientes ¢4,
Cy, ..., ¢, da funcdo g(y) que minimiza o residuo quadratico 2 no intervalo de aproximacéo
[a, b]. Sendo assim, considerando que a fungdo f(y) é continua no intervalo [a, b], o residuo

quadratico da aproximacao sera dado por:

b b
f r2(y)dy = f F&) — go)1Pdy (3.2)

Substituindo o valor de g(y) na Eq. (3.2), tem-se a seguinte relacéo:

b
f r?(y)dy =
¢ (3.3)

b
[ 1702 - (0400 + 2050 + =+ a0y

a

Para demonstrar o método de uma forma mais geral, introduz-se a notacdo de produto escalar
através das seguintes definicbes (CUNHA, 2000):

b
<fg>=<fO)gH) >= f F)g(y)dy (3.4)

b
<rr>=<r(y),rly) > f r(y)?dy (3.5)

O objetivo do método é a minimizacdo do erro quadratico que agora pode ser escrito da
seguinte maneira (CUNHA, 2000):

M(Cl,Cz, ---:Cn) =<rr>=< f(}’) - C1(Pi(3’) -t Cn(p;l(y)'

(3.6)
fO) —c101(y) = — cpon(y) >
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Na Eq. (3.6) o termo M(cy,c5, ..., c, ) representa a funcdo erro quadratico como funcéo dos
coeficientes ¢4, c,, ..., ¢,. As condi¢cdes necessarias de pontos criticos sdo obtidas a partir da
derivagdo da funcdo erro quadratico com relagdo a cada um dos coeficientes c;. A condigao de
ponto critico leva ao ponto de minimo pelo fato de se estar minimizando uma funcéo que é
quadrética em suas incégnitas (CUNHA, 2000). Deste modo, a derivacdo da funcdo erro

quadrético resulta na seguinte condicdo (CUNHA, 2000):

aM , 1] ! —
50 = "2 < SO agi0) — = a0, ¢j() > = 0 (3.7)

j=1n
A partir da distribuicdo do produto escalar, encontra-se a seguinte equacao genérica:

€ <PLP; >+ <@p@; >+t <@poi>=<f,0;> 8)
j=1n '

Resolvendo a equagéo acima para os valores de j de 1 até n, encontra-se o sistema normal que
é dado através da seguinte relacdo (CUNHA, 2000):

€1 <PLPT >+ < Pp01 >+t < @pe; >=<f,01>
€1 < @13 >+ < Q3,03 >+t ey <p, 3 >=<f,0;> (3.9)

C1 < Q1P >+ < Qo p >+t ey < @p o >=<f, 0, >

A partir da resolucdo do sistema normal sdo determinados os parametros c¢; que definem a
melhor aproximacdo para a funcdo f(y). Através da observagdo do sistema normal, pode-se
observar que, sendo < @;, @; > = < @}, ¢; > quaisquer que sejam i e j, 0 sistema normal &
simétrico (CUNHA, 2000). Também € observado que, se as fungbes ¢;(y) forem linearmente

independentes, é garantida a existéncia de uma unica solucdo para o sistema. Esta concluséo é
valida pelo fato da matriz das incognitas do sistema normal ser positiva definida para este
caso (CUNHA, 2000).
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3.3 - Funcdes Ortogonais

Duas funcbes sdo ditas ortogonais no intervalo [a, b] se o produto escalar entre estas duas
funcgdes for nulo no intervalo [a, b]. O produto escalar das fun¢des f,(y) e g.(y) no intervalo

[a, b], como mostrado anteriormente, é definido pela seguinte relacéo:

b
<foge>= f £, 0)ge()dy (3.10)

De uma forma mais geral, dadas duas fun¢des definidas por g,(v) e g (y), pertencentes a
uma familia de func¢des definidas por g,(y), diz-se que as fun¢des g,(y) e gn,(y) sdo
ortogonais com relacdo a funcéo peso w(y) no intervalo [a, b] se as seguintes relagdes forem
validas (CARNAHAN et al., 1969):

b
f WG gmdy =0,  n#m (3.11)

b
f W) gn(NPdy = c(n) # 0 (3.12)

Sendo que, em geral, ¢ depende de n (CARNAHAN et al., 1969). A familia de funces
{gx ()} constitui um conjunto de funcbes ortogonais se as relagdes acima forem validas para
todo n (CARNAHAN et al., 1969). A familia de funcdes definidas por 1, x, x2, x3, ..., x™
ndo satisfaz as Eqgs. (3.11) e (3.12) e, portanto, ela ndo constitui uma familia de funcdes
ortogonais. Contudo, existe um grande nimero de familias de polinbmios que possuem a
propriedade de ortogonalidade, como os polindmios de Legendre, Laguerre, Chebyshev e
Hermite (CARNAHAN et al.,, 1969). Os polindmios ortogonais possuem importantes
propriedades. Duas de suas mais importantes propriedades podem ser dadas por (CUNHA,
2000):

Propriedade 1: Se P,(y) for pertencente a uma familia de polindmios ortogonais no
intervalo [a, b], entdo P,(y) possui k, raizes reais distintas no intervalo [a, b] (CUNHA,
2000).
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Propriedade 2: Os polindmios ortogonais podem ser obtidos através de relagdes recursivas
(CUNHA, 2000). Deste modo, se os polindbmios {P,(y),P;(y), ..., B,(y) } formarem uma
familia de polinémios ortogonais no intervalo [a, b] com relacdo ao peso w(y), pode-se
escrever (BURDEN e FAIRES, 2010):

Py(y) =1 (3.13)
P(y)=y—-B (3.14)

As Egs. (3.13) e (3.14) sdo validas para cada y no intervalo [a, b]. O termo B, pertencente a

Eq. (3.14) é dado através da seguinte relacao:

o _JaWOIP Oy

5 (3.15)
J, wn [P ()]2dy
Para valores de k > 2, tem-se a seguinte relag&o:
Pe(y) = (v = Bi)Pi-1(¥) = CiPe—2(y) (3.16)

A Eg. (3.16) é vélida para cada y no intervalo [a,b]. Os valores dos termos By e Cg,

pertencentes a Eq. (3.16), sdo dados através das seguintes relacoes:

b 2
B, = fa yw() [Pr-1(¥)]*dy (3.17)

2w [Per ()]2dy

WP OIP )y
WP ]y

(3.18)

A Propriedade 2 se trata de um procedimento recursivo para a constru¢do de um conjunto de
polindbmios ortogonais (BURDEN e FAIRES, 2010).
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3.3.1 - Polindbmios Ortogonais de Legendre

Os polinémios de Legendre sdo uma classe de polinbmios que séo ortogonais no intervalo

[—1,1] com relacdo a funcdo peso w(y) que é definida por:
w(y) =1 (3.19)

Ou seja, os polindmios de Legendre satisfazem as seguintes relaces:

| R 0P )Y =0,  m#m (3.20)

-1

f BTy = ctn) % 0 (3.21)

-1

Os polinbmios ortogonais de Legendre foram escolhidos para efetuar a aproximacao
polinomial nos problemas analisados neste trabalho. Eles foram escolhidos pelo fato de
formarem uma familia de polinémios ortogonais, 0 que representa uma vantagem em termos
numéricos quando aplicado o método dos minimos quadrados, ou seja, na aplicacdo deste
método a matriz a ser resolvida € diagonal. Além disto, estes polinbmios possuem peso
constante e unitéario, ou seja, o grau de aproximacao € o mesmo ao longo do intervalo de
aproximacédo (BURDEN e FAIRES, 2010).

A familia de polindmios de Legendre pode ser obtida a partir da relacdo recursiva geral que €
dada através da propriedade 2. Pela definicdo classica dos polindmios de Legendre, tem-se
que o polinémio B,(y) deve ser igual a 1 para n = 0 (BURDEN e FAIRES, 2010). Para
n > 2, a relacdo recursiva é utilizada para gerar o restante dos polinémios (BURDEN e
FAIRES, 2010). Deste modo, tem-se que:

P(y) =1 (3.22)

O valor de B, ¢é dado por:
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o ORIy [ ydy

- =— 0 (3.23)
I, w)Pe2dy [ dy
Sendo o valor de P, (y) dado através da seguinte relacéo:
P,(y) = (y —B)P(y) =y (3.24)

Os valores de B, e C, podem ser calculados através das seguintes relacées:

1.3
d
B, = f—lly—zy =0 (3.25)
J_ y?dy
1 2
dy 1
C, = f_lly—y =3 (3.26)
J_, 1dy

Deste modo, mostra-se que o valor de P,(y) sera (BURDEN e FAIRES, 2010):

1 1
P,(y) = (y — B)P1(y) — C.Py(y) = (y — 0)y _g' 1=y*- 3 (3.27)
Efetuando-se procedimento analogo para P;(y), P,(y), ... , B,(y), pode-se encontrar 0s

primeiros polindmios de Legendre. Os polindmios de Legendre obtidos foram multiplicados
por uma constante para a realizacdo de uma padronizacdo de modo que os valores dos
polinbmios em y = 1 fossem sempre igual 1. Desta forma, os cinco primeiros polindmios de

Legendre sdo dados por:

Py(y) =1 (3.28)
P(y)=y (3.29)
Py (y) = %(33/2 - 1) (3.30)
P3(y) = %(Sy?’ - 3y) (3.31)

1
() =3 (35y* — 30y% + 3) (3.32)
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3.3.2 - Método dos Minimos Quadrados com Polindmios Ortogonais

38

A aplicacdo do método dos minimos quadrados a uma funcéo f(y) que deve ser aproximada

por uma funcéo g(y) que possui a forma da Eq. (3.1) resulta no sistema que é dado através da

Eq. (3.9). Se o conjunto de fungbes @1 (), 5(¥), ... , @, (y) na Eq. (3.1) caracterizar uma

familia de funcdes ortogonais no intervalo [a, b], ou seja:

b
<@L >= f oi(¥)ej(y)dy =0, i #j
a

O sistema dado através da Eq. (3.9) se reduz ao seguinte sistema simplificado:

c1 < Q1,971 > =<f,p1>
C2 < o, P73 > =<f,p; >

Cn < P, >=<f,p >

(3.33)

(3.34)

Ou seja, o sistema sera diagonal o que caracteriza uma vantagem em termos de avaliacéo

numérica. Deste modo, os coeficientes c; podem ser calculados diretamente através da

seguinte relacdo (CUNHA, 2000):

<[>

=7 j=1,2,...,n
<@pe;>

G

(3.35)



A

TENSOES TERMICAS AUTO-EQUILIBRADAS

4.1 - Introducéo

Neste capitulo serdo demonstradas as solu¢des analiticas, em termos de polinbmios, para 0s
campos de tensdo e deformacdo térmicas atuantes em chapas planas retangulares isotrépicas
que sdo livres de carregamentos externos em suas bordas. Serdo analisadas duas
configurac@es distintas. Na primeira configuracdo assume-se que a chapa seja solicitada em

EPT e na segunda assume-se que a chapa seja solicitada no estado tridimensional.

4.2 - Tensbes Térmicas Auto-Equilibradas em Chapas Planas Retangulares

Isotrépicas em EPT

Nesta secdo serdo desenvolvidas expresses para 0s campos de tenséo e deformagéo térmicas
atuantes em uma chapa plana retangular longa, fina e isotropica que é solicitada em EPT. Esta
chapa é submetida a uma distribuicdo de temperatura polinomial ao longo de sua largura e,

além disto, a chapa é livre de carregamentos externos em suas bordas.
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Para chegar as expressdes para os campos de tensdo e deformacdo, utiliza-se a metodologia
proposta por Vecci (1995) através da qual algumas hipdteses basicas simplificadoras séo
aplicadas a equacdo de compatibilidade em termos das tensdes para o EPT. A partir destas
simplificacGes, chega-se a solucdo obtida por Boley e Weiner (1960). A partir desta solugédo
apresentada por Vecci (1995), desenvolvem-se expressdes em termos de polindbmios para os

campos de tensdo e deformacdo térmicas.

Inicialmente, considera-se uma chapa plana retangular longa, fina e isotropica como mostrado

na Fig. 4.1.
A
y y
ZhI L éé»
- .

N

2l
21 >>2h>>2b 2b
()
+h +h
~
0 —— T=T(y) | %Uﬁm(y)

— > 0 : ? >
h i o

Tmin Tméx O x min O x max

(b)
Figura 4.1 - (a) Chapa Plana Retangular Isotropica em EPT, (b) Distribuicdes Tipicas de
Temperatura e Tenséo

Esta chapa possui espessura muito pequena (dimens@o 2b na Fig. 4.1) com uma distribuicéo
de temperatura ao longo de sua largura, portanto, assume-se o EPT. Além disto, considera-se
que o comprimento da chapa (dimensdo 2!l) seja muito maior que a sua largura (dimenséo
2h). Os campos de tensdo e deformacdo térmicas atuantes nesta chapa s@o obtidos a partir da
solugdo de Boley e Weiner (1960). Esta solucdo foi obtida a partir da equacdo de
compatibilidade em termos das tensdes (Equagéo de Beltrami-Mitchell) para o EPT. Esta

equacao é representada pela seguinte expressdo (VECCI, 1995):
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V%(oy +0,) = —(1+V)V-F — EaV?T (4.1)

Na auséncia de forcas de corpo atuantes na chapa, a Eq. (4.1) fica reduzida a seguinte

expresséo:
V%(oy + 0,) = —EaV?T (4.2)

As hipoteses basicas simplificadoras adotadas por Vecci (1995), para chegar a solucdo de

Boley e Weiner (1960), sdo descritas a seguir.
Hipoteses Basicas:

1. Addistribuicdo de temperatura na chapa se da ao longo da direcdo de y e é constante nas

direcdes de x e z. Ou seja:
T=T®) (4.3)
2. No contorno, nas bordas y = +h, a chapa deve satisfazer as seguintes condi¢es:

OxNy + Oxyny, =0 (4.4
OxyNy +0oyn, =0 .

Onde n, =0 e n, = +1. Assim, deve-se ter o, =0 e ag,, = 0 no contorno. Desta
forma, estende-se a hipétese de que o, = gy, = 0 para pontos afastados das bordas
livres em x = +1. Esta consideracdo é valida pelo fato do comprimento da chapa ser

muito maior que a largura.

3. No contorno, nas bordas x = +1, a condi¢do de contorno é relaxada, admitindo-se que a
componente de tenséo o, seja auto-equilibrada, ou seja, os esforgos resultantes s&o
nulos na se¢do transversal da chapa pelo fato de ndo haver carregamentos externos nas
bordas da chapa. Deste modo, as seguintes relacbes devem ser satisfeitas na secdo

transversal da chapa:
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+h +h

f o,(2b)dy = f 0,dA =0 (4.5)
-h -h
+h +h

f 0,y(2b)dy = f 0,ydA =0 (4.6)
—h —h

4.  Admite-se que a componente de tensdo o, seja funcdo somente da coordenada y, ou

seja:
0x = 0x(y) (4.7)

5. O material da chapa é isotropico e homogéneo e suas propriedades ndo variam com a

temperatura, isto &, as variacdes de temperatura sdo suficientemente moderadas.

4.2.1 - Determinacdo da Componente de Tensao o,

Pela consideragdo da hipotese 2, a componente de tenséo oy, € nula. Assim, reescreve-se a Eq.

(4.2) na seguinte forma simplificada:
Vio, = —EaV?T (4.8)
Rearranjando-se os termos da Eq. (4.8), obtém-se a seguinte expressao:
VZ(o, + EaT) =0 (4.9)

Aplicando-se o operador Laplaciano aos termos entre colchetes na equacdo acima, pode-se

escrever a equagéo anterior como:

aZ 62 2 2

ﬁﬂx + ﬁ(E(IT) + a—yzO'x +a—yZ(EaT) =0 (410)

Pela consideracdo da hipdtese 5, o material da chapa é homogéneo e, portanto, a equacao

anterior pode ser escrita da seguinte maneira:
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62 62 62 2

- — — T = 4.11
+Eaax2T+ay20x+Eaay2T 0 (4.11)

ax2 %
Pela consideracdo da hipotese 1, a distribuicdo de temperatura € funcdo apenas da coordenada
y e pela consideracdo da hipotese 4, admite-se que a componente de tensdo o, seja funcédo

apenas da coordenada y. Desta forma, a equacgéo anterior se reduz a seguinte expressao:

d? d?
d_yzax-l_Ead_yZT:O (412)

A Eq. (4.12) pode ser reescrita como:

d2
d—yZ(O'x + ECZT) =0 (413)

Integrando-se a equacao acima sucessivamente com relacao a variavel y, obtém-se:
oy + EaT = Ciy + C, (4.14)
A Eq. (4.14) pode ser reescrita da seguinte maneira:
oy = —EaT + C,y + C, (4.15)

Esta equacdo foi obtida por Boley e Weiner (1960). A componente de tensdo o, dada pela
equacdo acima (Eqg. (4.15)) é a componente de tensdo térmica normal auto-equilibrada atuante
na chapa. Esta € a Unica componente de tensdo atuante na chapa. Esta solucdo (Eq. (4.15)) é
valida para pontos distantes das bordas livres que sao interceptadas pelo eixo x. Pelo principio
de Saint-Venant, pode-se dizer que a solucdo € valida para distancias maiores ou iguais a 2h
(largura da chapa) das bordas livres em x = +[, para esta configuracdo de chapa, porque o

campo de tensdo apresenta-se bastante distorcido proximo a estas bordas.

No trabalho apresentado por Boley e Weiner (1960) mostra-se que as constantes C; e C, da
Eq. (4.15) séo obtidas a partir da consideracdo da hipotese 3, admitindo-se que a componente

de tensdo o, seja auto-equilibrada, ou seja, os esforcos resultantes sdo nulos na segédo
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transversal da chapa. A Fig. 4.2 mostra a segédo transversal da chapa, onde se destaca um

elemento infinitesimal de for¢ca dF decorrente da componente de tenséo o,.

y4 y4
+h
dy1— —dF=0«(y)2bdy
, Ty VT o= 0x(y)
< 0 ===
h
ﬁ O x min O X max

(@) (b)

Figura 4.2 - (a) Secdo Transversal da Chapa, (b) Elemento Infinitesimal de Forca dF

4.2.2 - Determinacdo das Constantes

Para que a resultante de forcas atuantes na secdo transversal da chapa seja nula, a seguinte
relacdo deve ser satisfeita:

+h +h +h
J 0,dA = J o, (2b)dy = ZbJ o,dy =0
-h

—h —-h
+h
J oudy = 0 (4.16)

—h

Substituindo-se na Eg. (4.16) a expressdo para a componente de tenséo o, (Eq. (4.15)),

obtém-se:
+h
f [-EaT(y) + C;y + C,]dy =0 (4.17)
-h

Reordenando os termos na Eq. (4.17), obtém-se:
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+h +h

+h
f —EaT(y)dy + f Cydy + f C,dy =0 (4.18)
-h -h -h
Na Eq. (4.18) as seguintes relacdes sdo validas:
+h
f Ciydy =0 (4.19)
~h
+h
-h

Substituindo-se as Eqgs. (4.19) e (4.20) na Eq. (4.18), encontra-se a seguinte relacdo:

+h
f —EaT(y)dy + 2C,h = 0 (4.21)
-h

Para que a resultante de momentos atuantes na secao transversal da chapa seja nula, a seguinte

relacdo deve ser satisfeita:

+h +h +h
f o, ydA = f o,y(2b)dy = be o, ydy =0
~h ~h ~h

+h
J o,ydy =0 (4.22)

—h

Substituindo-se na Eg. (4.22) a expressdo para a componente de tenséo o, (Eq. (4.15)),

obtém-se:
+h
f [-EaT(y) + C;y + C,]lydy =0 (4.23)
-h

Reordenando os termos na Eq. (4.23), obtém-se:

+h
C,ydy = 0 (4.24)
h

+h

+h
j —EaT(y)ydy+f Clyzdy+J

—h —h -



TENSOES TERMICAS AUTO-EQUILIBRADAS 46

Na Eq. (4.24) as seguintes relacdes sdo validas:

+h 2
f C,y*dy = §C1h3 (4.25)
-h
+h
f Cydy =0 (4.26)
—-h

Substituindo-se as Eqs. (4.25) e (4.26) na Eq. (4.24), encontra-se a seguinte relacdo:

+h 2
j —EaT(y)ydy + 3 C:h*=0 (4.27)
~h

4.2.3 - Determinacao do Tensor de Tensdo Atuante na Chapa

A chapa da Fig. 4.1 encontra-se por hip6tese em EPT, portanto, as componentes de tensdo

Oxz, Oyz € 0, S80 nulas. Ou seja:
Oy =0y, =0, =0 (4.28)

Pela consideracdo da hipétese 2, as componentes de tensdo na dire¢do de y sdo nulas. Assim,

pode-se escrever:

y =0xy =0 (4.29)

Através da Eg. (4.15) obtém-se a componente de tensdo g, expresssa pela seguinte equacéo:
oy = —EaT + C,y + C, (4.30)

Portanto, o tensor de tensdo atuante na chapa, para pontos distantes das bordas livres que séo

interceptadas pelo eixo x, é dado por:
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o, 0 O
=0 0 0 (4.31)

4.2.4 - Determinacdo do Tensor de Deformacéo Atuante na Chapa

Sendo as componentes de tensdo oy, € o, nulas, tem-se que as componentes de deformacgao
£xz € &y, também serdo nulas. Portanto, com base na Lei de Hooke para o EPT, encontram-se

as componentes de deformagao:

1+v
£, = ( )axz =0 (4.32)
E
1+v
e, = ( _ )ayz —0 (4.33)

Considerando-se a hipdtese 2, a componente de tenséo oy, € nula, portanto, a componente de

deformacéo &,,, também sera nula, ou seja:

1+v
Exy = ( £ )axy =0 (4.34)

As componentes de deformacdo ¢, € &, sdo obtidas por meio da Lei de Hooke e expressas

como:

1
&=F (O'x - vay) +aT (4.35)

1
& =% (ay — vax) +aT (4.36)

Sendo a componente de tensdo o, nula, as Egs. (4.35) e (4.36) ficam da seguinte maneira:

Ux
&= +aT (4.37)

VO,

&y = — 5 + aT (4.38)
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A componente de deformacéo ¢, fica entdo expressa como:

1+v
&, = E

v
0, — 7 (ax + 0, + O'Z) + aT (4.39)

Como as componentes de tensao o,, e g, sao nulas, a Eq. (4.39) se reduz a:

v
g, = — % +aT (4.40)

Ou seja, as componentes de deformacéo ¢, (Eq. (4.38)) e ¢, (Eq. (4.40)) sdo iguais para este
caso. Portanto, o tensor de deformacdo atuante na chapa, para pontos distantes das bordas

livres que sdo interceptadas pelo eixo x, é dado por:

& 00
e=|0 ¢ O (4.41)
0 0 g

4.2.5 - Determinacdo da Componente de Tensédo o, e das Componentes de Deformacéao

£y, &, € &, para Diferentes DistribuicGes de Temperatura

A partir da Eqg. (4.15) ou Eq. (4.30), para a componente de tenséo a,, € das Eqgs. (4.37), (4.38)
e (4.40), para as componentes de deformagéo ¢,, €, € &,, determinaram-se as distribuicGes de
tensdo e deformacdo para diferentes perfis de temperatura atuantes na chapa. Inicialmente, séo
determinadas as constantes C; e C,. A partir destas constantes, determina-se a componente de
tensdo o, e, a partir desta, determinam-se as componentes de deformacgéo. As solugcbes séo

mostradas a seguir.

4.2.5.1 - Distribuicdo de Temperatura Constante: T(y) = T,

Nesta se¢do € considerada uma distribuicdo de temperatura constante. Deste modo, a partir da
Eq. (4.21), obtém-se a constante C,:
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+h +h
f —EaTdy + 2C,h = —EaTCf dy +2C,h=0
—h -h

C, = EaT, (4.42)
A partir da Eq. (4.27), obtém-se a constante C;:
+h 2 +h 2
f —EaTydy + =C;h3 = —EaTCf ydy +=C;h3 =0
—h 3 _h 3
(4.43)

C1=0

Substituindo-se as constantes C; e C, na Eq. (4.15) ou Eq. (4.30), encontra-se a componente

de tensdo a,, Ou seja:

oy = —EaT + C;y + G,

oy = —EaT, + 0 + EaT,
o =0 (4.44)

Substituindo-se a componente de tensdo o, na Eq. (4.37), encontra-se a componente de

deformacdo «,., ou seja:

Ex = = +aT
& =0+ aT;
& = aT, (4.45)

Substituindo-se a componente de tensdo o, na EqQ. (4.38), obtém-se a componente de

deformacdo ¢, ou seja:

_ voy L aT
&=—F ta
& =0+aT,
g, = al; (4.46)
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Substituindo-se a componente de tensdo o, na Eq. (4.40), encontra-se a componente de

deformacéo ¢,, ou seja:
&, =al, (4.47)

4.2.5.2 - Distribuicédo de Temperatura Linear: T(y) = Ay

Nesta secdo é considerada uma distribuicdo de temperatura linear em y. Por procedimentos

inteiramente analogos aos da se¢do anterior, obtém-se a constante C,:

+h th
f —EaTdy + 2C,h = —EaAj ydy + 2C,h =0
—h -h

C,=0 (4.48)

A partir da Eq. (4.27), obtém-se a constante C;:

+h 2 +h 2
j —EaTydy + §Clh3 = —EaAJ y2dy +§Clh3 =0
-h -h

C, = AEa (4.49)

A partir das constantes C; e C,, determinam-se as componentes de tenséo e deformacao:

o, =0 (4.50)
&y = Aay (4.51)
g, = Aay (4.52)

&, = Aay (453)
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4.2.5.3 - Distribuicdo de Temperatura Quadratica: T(y) = By?

Nesta secdo considera-se uma distribuicdo de temperatura quadratica em y. Por

procedimentos inteiramente analogos aos das secOes anteriores, obtém-se a constante C,:

+h +h
f —EaTdy + 2C,h = —Ean y2dy + 2C,h =0
-h -h
BEah?
L = (4.54)
3
A partir da Eq. (4.27), obtém-se a constante C; :
+h ) +h 2
f —EaTydy + =C;h3 = —Ean y3dy +=C;h3 =0
n 3 h 3
C,=0 (4.55)
A partir das constantes C; e C,, determinam-se as componentes de tensdo e deformacao:
hZ
o, = BEa (; — y2> (4.56)
hZ

£ = Ba? (4.57)

h2
gy = —vBa? + (v + 1)Bay? (4.58)

hZ
£, = —vBa? + (v + 1)Bay? (4.59)

4.2.5.4 - Distribuicdo de Temperatura Cubica: T(y) = Cy?

Nesta secdo considera-se uma distribuicdo de temperatura cubica em y. Por procedimentos

inteiramente analogos aos das sec¢Oes anteriores, obtém-se a constante C,:

+h +h
j —EaTdy + 2C,h = —EaCJ y3dy + 2C,h =0
—h -h
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¢, =0 (4.60)

A partir da Eq. (4.27), obtém-se a constante C; :

+h 2 +h 2
J. —EaTydy + §Clh3 = —EaCf ytdy + 561h3 =0
-h ~h

3
C, = E(;EahZ (4.61)

A partir das constantes C; e C,, determinam-se as componentes de tensdo e deformacao:

3
o, = CEa (E 2y — y3) (4.62)
3

& = gCahzy (4.63)

3
g = —ngcxhzy + (v + DCay? (4.64)

3
g, = —=vCah?’y + (v + 1)Cay? (4.65)

5

4.2.5.5 - Distribui¢éo de Temperatura Polinomial Generalizada

Generalizando-se 0s casos anteriores, considera-se uma distribuicdo de temperatura

polinomial qualquer expressa como:
T=ay+ay+a,y*>+-+a,y" (4.66)

A partir da Eq. (4.21), obtém-se a constante C,:

+h
j —Ea(ag + a1y + a,y? + -+ a,y™)dy + 2C,h =0
—h

+h
+2C,h=0
—-h

2 3 n+1
—Ea (aoy + aly?+ azy?+ et an:_l_ 1)
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3 2n+1
—Ea (2a0h + 2a2?+ R Zaan> +2C,h=0

h2 h2n
C, = Fa <a0 ba b g 1) 4.67)
A partir da Eq. (4.27), obtém-se a constante C;:

+h 2
f —Ea(apy + a1y? + azy® + -+ a,y™)dy + §Clh3 =
~h

+h

2
+_Clh3 = 0
h

2 3 4 n+2
—Ea(aoy?+a1y?+a2y—+--~+any—> 3

4 n+2

h3 5 2n+3 2
—Ea (Zal? + 2a3 5 + -+ 2a2n+1 m T 3> + §Clh3 = 0

a, h2 h2n
Cl = 3Ea ? +a;— 5 + ot aZn+1m (468)

Assim, substituindo-se as constantes C; e C, na Eq. (4.15) ou Eq. (4.30), obtém-se a

componente de tensao a,, OU Seja:

N 2n 2n
3aZn+1h y n
_ _ 4.69
Z<2n+1 2n+3 (4.69)

n:

Substituindo-se a componente de tensdo o, na EqQ. (4.37), obtém-se a componente de

deformacéo &,:

N
=qa Z a’z'l’lh’zn 3a2n+1h2ny (470)
2n + 1 2n+3

n=0

Substituindo-se a componente de tensdo o, na Eq. (4.38), obtém-se a componente de

deformacdo ¢, ou seja:

N N

a2nh2n 30'2n+1h2ny Z n

471

V“Z<2n+1 am+3 )T+ O(a”y ) (471)
n=

n=0
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Finalmente, obtém-se a componente de deformacao &,:

c a2nh2n 3a2n+1h2ny >

__ 2 ‘ E n 472

£, va <2n+1+ o 3 >+a(v+1) O(any ) 4.72)
n=

n=0

4.3 - TensBes Térmicas Auto-Equilibradas em Chapas Planas Retangulares

Isotrépicas no Estado Tridimensional

Nesta secdo serdo desenvolvidas as solucdes analiticas, em termos de polindmios, para 0s
campos de tensdo e deformacdo térmicas atuantes em chapas planas retangulares isotropicas
que sdo livres de carregamentos externos em suas bordas e que sdo submetidas a uma
distribuicdo de temperatura polinomial ao longo de sua espessura. Deste modo, considera-se a

chapa plana retangular isotropica mostrada através da Fig. 4.3.

y y
X YA
2] | R e
’ 21 . < 2h .
21 >>2b (@) 2h >>2b
+b +b }% 7} +b
. T=T(y) 0 % %Ux—gx(y) Uz;vz(y)é % 0

i = < |

b i b LA B N
T min Tr‘néx (Tx‘min (Tl(méx (Tzrr‘léx Uz‘min

(b)
Figura 4.3 - (a) Chapa Plana Retangular Isotropica no Estado Tridimensional, (b)

Distribuicdes Tipicas de Temperatura e Tensdo

Esta chapa possui os lados (dimensbes 21 e 2h na Fig. 4.3) muito maiores que a espessura
(dimens&o 2b) e, pelo fato de haver um carregamento térmico ao longo de sua espessura,
considera-se que ela seja solicitada no estado tridimensional. Os campos de tensdo e

deformacéo térmicas atuantes nesta chapa séo obtidos a partir da equacdo de compatibilidade
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em termos das tensbes (Equacdo de Beltrami-Michell) para o caso tridimensional. Esta
equacdo é dada no formato indicial através da seguinte expressédo (VECCI, 1995):

1 v
Tij ek T (_v) Okk,ij T (m) Fi6ij + Fij + Fi +

(4.73)
Ea Ea
(1 - v) Trecdij + (1 + v) Tij =0

Na auséncia de forcas de corpo atuantes na chapa, a Eq. (4.73) fica reduzida a seguinte

expresséo:

1 Ea Ea
i + (3 ) s + (725 ) T + (755) s = 0 @

Expandindo-se a equagdo acima (Eq. (4.74)), encontram-se as seis componentes da equagéo

de compatibilidade, ou seja:

Vior + (1 j— v) ?31121 + <1E—av> VT + (1E-|f¥v>gz? =0 (4.79)
Vzay * (1 -T—v) ?72;21 * (1E—av> VT + <1E-Iflv) giyz =0 (4.76)
Vio. + (1 j—v) (?)22121 * (1E—av> VT + (1Efv>627€ =0 @.77)
Viouy + (1 j— v) :XZ;;/ * <1Efv) aa:;y =0 (4.78)
Vioy: + (1 iv) ;;(;12 * <1Efv) aayzaTz =0 (4.79)
VE0u + (1 j—v) (;322;; * (1E-Iflv) 662267; =0 (4.80)

Nas Eqgs. (4.75), (4.76), (4.77), (4.78), (4.79) e (4.80) o termo I; representa o0 primeiro

invariante do tensor de tenséo. Este termo é dado através da seguinte relacéo:

I, =0+ 0, +0, (4.81)
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Para a solucdo da Eq. (4.74), ou das Egs. (4.75), (4.76), (4.77), (4.78), (4.79) e (4.80), sdo
assumidas hipoteses bésicas simplificadoras analogas as adotadas por Vecci (1995) para a
chapa em EPT. A partir destas hipoteses, chega-se a solucdo de Boley e Weiner (1960).

Hipoteses Basicas:

1. Addistribuicdo de temperatura se dé ao longo da direcéo de y e é constante ao longo das

direcOes de x e z. Ou seja:

T =T(y) (4.82)

2. No contorno, nas bordas y = +b, devem ser satisfeitas as seguintes equacoes:

OxNy + OxyNy, + 0y, =0
OxyNy + oyny + 0y,n, =0 (4.83)

Oy Ny + Oy, + 0,1, =0

Tem-se n, =0, n, =+1 e n, =0. Assim, deve-se ter o, = gy, = 0y, =0 NO
contorno. Como a chapa possui as dimensdes em x e z muito maiores que a dimenséo
em y, estende-se a hipétese de que o, = gy, = 0,, = 0 para pontos afastados das

bordas livres que sdo interceptadas pelos eixos x e z.

3. No contorno, nas bordas x = +l e z = th, a condicdo de contorno é relaxada,

admitindo-se que as componentes de tensdo o, e g, sejam auto-equilibradas. Ou seja:

+b +b
f 0,dA = J 0,dA =0 (4.84)
-b -b
+b +b
f O,ydA = f o,ydA =0 (4.85)
-b ~b

4.  Admite-se que as componentes de tensdo g, e g, sejam funcdo somente da coordenada

y, OU seja:
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ox = 0% () (4.86)
0, = Gz(y) (4-87)

5. O material da chapa é isotropico e homogéneo e suas propriedades ndo variam com a

temperatura.

6.  Assume-se que a componente de tensdo a,, seja nula devido ao fato da distribuigéo de
temperatura acontecer ao longo da coordenada y e ser constante nas direcdes de x e z
(BOLEY e WEINER, 1960).

4.3.1 - Andlise das Eqgs. (4.78), (4.79) e (4.80)

Pela consideracdo da hipétese 2, as componentes de tensdo o, gy, € 0, Sd0 nulas e pela
consideracao da hipétese 6, a componente de tensdo a,, também é nula. Deste modo, as Egs.

(4.78), (4.79) e (4.80) podem ser escritas da seguinte maneira:

1 \0%(o, + E 0%T

0+ () ol (E2) 9T (4.89)
1+v dxdy 1+ v/ oxdy
1 \0%(o, + 0, E 0%T

0+ () et (Ey T (4.89
1+v dyodz 1+v/dyoz
1 \0%(oy + 0,) Ea \ 0°T

z = 4.90

0+ (1 + v> 0z0x * (1 + v) 0z0x 0 (4.90)

Pela consideracdo da hipotese 1, a distribuicdo de temperatura € funcdo apenas da coordenada

y. Deste modo, as Egs. (4.88), (4.89) e (4.90) podem ser escritas como:

1 \0%(o, +0,)

= 491

O+<1+v) d0xdy +0=0 (4.9)
1 \0%(o, +0,)

= 4.92

0+ (1 + v) 0yoz +0=0 (4.92)
1 \0%(o, +0,)

z = 4.93

0+ (1 + v) 0z0x +0=0 ( )
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Pela consideracdo da hipotese 4, assume-se que as componentes de tensdo o, e g, sejam
funcdo apenas da coordenada y. Deste modo, as Egs. (4.91), (4.92) e (4.93) resultam na

seguinte identidade:

0=0 (4.94)

4.3.2 - Determinacdo das Componentes de Tensédo o, € g,

Para a determinacdo das componentes de tensdo o, € g,, parte-se das Eqgs. (4.75) e (4.77), ou

seja:

1 \0% Ea Ea \0%T
2 2 - = 4.95
V0x+<1+v)6x2+<1—v>vT+(1+v>6x2 0 (4.95)
1 \0?%I Ea Ea \0%T
2 27 9 _ 4.96
VJZ+(1+V)022+(1—V)V +(1+v>622 0 ( )

Expandindo-se as Eqgs. (4.95) e (4.96), e substituindo o valor do primeiro invariante do tensor

de tensdo (I;), encontram-se as seguintes relagoes:

d%a, N 920, N 920, N ( 1 )62(0x +0,+0,)

0x? = 0y?  0z? 1+v 0x?
(4.97)
( Ea ) 62T+62T+62T +( Ea >62T_0
1—v/\ox? 0dy? 0z2 1+4+v/ox?2
6202+6202+6202 ( 1 )62(0x+ay+az)+
ox? = dy? = 0z? 1+v 0z?
(4.98)

(Ea) 62T+62T+62T +(Ea )aZT_O
1—v/\0x? 0dy? 0z 1+v/azz

Pela consideracdo da hipotese 1, a distribuicdo de temperatura € funcdo apenas da coordenada

y da chapa. Deste modo, as Egs. (4.97) e (4.98) podem ser reescritas da seguinte maneira:
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d%0, N d%0, N d%0, N ( 1 )az(ax + 0y, +0;)
1

ox? = 0dy? = 0z? +v 0x?
(4.99)
( Ea )dZT “ o
1-v/dy?
920, N 9%, N 920, N ( 1 )62(0x + 0y, +0,) N
ox? = dy? = 0z? 1+v 0z?
(4.100)

( Ea )dzT_O
1-v/dy?

Pela consideracdo da hipdtese 2, a componente de tensdo o, € nula. Deste modo, as Egs.

(4.99) e (4.100) ficam da seguinte forma:

0%0, 0%, 0%0, 1 \0%(o, +0y,) Ea \d?T

= 4.101
dx? + dy? * 0z? * (1 + v) d0x? * (1 — v) dy? 0 ( )
d%0, 0%0, 0d%0, 1 \0%(o, +0,) Ea \d?T

= 4.102
dx? + dy? * 0z? + (1 + v) 07?2 * (1 — v) dy? 0 ( )

A partir da hip6tese 4, as componentes de tensdo o, € g, sdo fun¢des apenas da coordenada y.
Desta forma, as Eqs. (4.101) e (4.102) se reduzem a:

d? Ea \ d?T

St () =0 (4.103)
dy 1—-v/dy
d? Ea \d?T

% ( “ ) =0 (4.104)
dy? 1—v/dy?

As Egs. (4.103) e (4.104) podem ser reescritas da seguinte maneira:

d? Ea
a _ 4.105
dy? [“" * (1 - v) T] 0 (4.105)
d? Ea

a _ 4.106
dy? [UZ * (1 - v) T] 0 (4.106)

Integrando-se sucessivamente as Eqgs. (4.105) e (4.106) com relacdo a varidvel y, encontram-

Se:
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by

a
o, + (1 - v) T =Cy+C, (4.107)

Ea
o, + ( - v) T = Coy + Cq (4.108)

[N

As Eqs. (4.107) e (4.108) podem ser reescritas da seguinte forma:

Ea

Ea
aZ=—<1_v)T+C5y+C6 (4.110)

As componentes de tenséo o, € g, dadas atraves das equacdes acima (Egs. (4.109) e (4.110)),
representam as componentes de tensdo atuantes na chapa da Fig. 4.3. Estas expressdes foram
encontradas por Boley e Weiner (1960). Estas solugcbes sdo validas para pontos distantes das
bordas livres da chapa. Pelo principio de Saint-Venant, pode-se dizer que as solugcdes sdo
validas para pontos a distancias maiores ou iguais que 2b (espessura da chapa) das bordas
livres situadas em x = +1 e z = +h para esta configuracdo de chapa. As constantes C; e C,
na Eq. (4.109) e as constantes Cs e C¢ na Eq. (4.110) sdo obtidas a partir da consideracdo da
hipbtese 3, onde admite-se que as componentes de tensdo o, € o, sejam auto-equilibradas.
Deste modo, os esforcos resultantes nas se¢oes da chapa devem ser nulos. A Fig. 4.4 mostra a
secdo definida pelo plano yz, destacando-se um elemento infinitesimal de forca dF decorrente

da componente de tensao a,.
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dy 1 7/ / — = dF=0:(y)2hdy
P A\ R =

:}

Oxmin O X max
2h

() (b)

Figura 4.4 - (a) Vista Encurtada da Secao que € Definida pelo Plano yz, (b) Elemento

Infinitesimal de Forca dF Provocado pela Componente de Tenséo o,

E a Fig. 4.5 mostra a sec¢do definida pelo plano xy, destacando-se um elemento infinitesimal

de forca dF decorrente da componente de tensao o,.

y 4 Ay
+b
I/;/ “rdy  dF=0(y)20dy -
AN =
> pam—
\

| -b

Ozméx Ozmin
21

(@) (b)

Figura 4.5 - (a) Vista Encurtada da Secao que é Definida pelo Plano xy, (b) Elemento

Infinitesimal de Forca dF Provocado pela Componente de Tenséo o,
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4.3.3 - Determinacgédo das Constantes

Para que a forca resultante na secéo definida pelo plano yz seja nula, a seguinte relacdo deve

ser satisfeita:

+b +b +b
f 0,dA = f ox2hdy = th o, dy =0
-b -b -b

+b
f oxdy =0 (4.111)
-b

Substituindo-se na Eqg. (4.111) a expressdo para a componente de tensdo o, (Eg. (4.109)),

obtém-se:

f [ T(y) + C3y + C4,] dy =0 (4.112)

Reordenando-se os termos da Eq. (4.112), encontra-se:

+b Ea +b +b
f - (—) T(y)dy + f Csydy +f Cydy =0 (4.113)
-b 1-v -b -b
Na Eq. (4.113) as seguintes relagdes sdo validas:
+b
j Csydy =0 (4.114)
-b
+b
-b

Substituindo-se as Eqgs. (4.114) e (4.115) na Eq. (4.113), encontra-se a seguinte relacéo:

J+b (1Ea )T(y)dy +2C,b =0 (4.116)
b
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Para que a forca resultante na secdo definida pelo plano xy seja nula, a seguinte relacdo deve

ser satisfeita:

+b +b +b
f 0,dA = f 0,2ldy = ZIf o,dy =0
-b -b -b

+b
f o,dy =0 (4.117)
-b

Substituindo-se na Eq. (4.117) a expressdo para a componente de tensdo o, (Eg. (4.110)),

obtém-se:

f+b [ T(y) + Csy + CG] dy =0 (4.118)

Reordenando-se os termos na Eq. (4.118), encontra-se:

+b Ea +b +b
] - (—) T(y)dy + j Coydy + j Cedy = 0 (4.119)
-b 1-v -b -b
Na Eqg. (4.119) as seguintes relacdes sao validas:
+b
f Coydy = 0 (4.120)
-b
+b
f Cody = 2C¢h (4.121)
-b

Substituindo-se as Eqgs. (4.120) e (4.121) na Eqg. (4.119), encontra-se a seguinte relacéo:

+b Ea
f — (—) T(y)dy + 2Csb = 0 (4.122)
~b 1—-v

Sendo as Eqs. (4.116) e (4.122) iguais, tem-se que as constantes C, € C, também sdo iguais,

ou seja:



TENSOES TERMICAS AUTO-EQUILIBRADAS 64

C, = Cq (4.123)

Para que 0 momento resultante na secdo definida pelo plano yz seja nulo, a seguinte relacéo

deve ser satisfeita:

+b +b +b
f 0,ydA = f 0,y2hdy = th o,ydy =0
-b -b -b

+b
f oydy = 0 (4.124)
-b

Substituindo-se na Eg. (4.124) a expressdo para a componente de tensdo o, (Eg. (4.109)),

obtém-se:

f ’ [ T(y) + Gy + 64] ydy =0 (4.125)

Reordenando-se os termos na Eq. (4.125), encontra-se:

+b Ea +b +b
f - (—) T(y)ydy +f C;y%dy +f C,ydy =0 (4.126)

-b 1-v -b -b

Na Eq. (4.126) as seguintes rela¢des sdo validas:
+b 2
-b
+b
f C,ydy =0 (4.128)
-b

Substituindo-se as Eqgs. (4.127) e (4.128) na Eq. (4.126), encontra-se a seguinte relacéo:

+b E 2
f - (1 ¢ )T(y)ydy+ Csb® = 0 (4.129)
b
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Para que o momento resultante na secdo definida pelo plano xy seja nulo, a seguinte relacéo

deve ser satisfeita:

+b +b +b
f o,ydA = f o,y2ldy = Zlf o,ydy =0
~b -b -b

+b
f o, ydy = 0 (4.130)
—-b

Substituindo-se na Eq. (4.130) a expressdo para a componente de tensdo o, (Eg. (4.110)),

obtém-se:

fb [ T(y) +lsy + Ce] ydy =0 (4.131)

Reordenando-se os termos na Eq. (4.131), encontra-se:

+b Ea +b +b
f — (—) T(y)ydy +f Csy?dy +f Coydy =0 (4.132)
-b 1-v -b -b
Na Eqg. (4.132) as seguintes relacdes sao validas:
+b 2
f Csy’dy = §Csb3 (4.133)
-b
+b
f Coydy =0 (4.134)
-b

Substituindo-se as Eqgs. (4.133) e (4.134) na Eq. (4.132), encontra-se a seguinte relacéo:

+b

Ea 2
f — (—) T(y)ydy + =Csh® =0 (4.135)
—b 1—v 3

Sendo as Egs. (4.129) e (4.135) iguais, tem-se que as constantes C; e Cs também sao iguais,

ou seja:
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C, = Cq (4.136)

4.3.4 - Determinacao do Tensor de Tensdo Atuante na Chapa
Pela consideragéo da hipotese 2, as componentes de tenséo o,,, oy, € gy, Sd0 nulas, ou seja:
Oy = Oy =0y, =0 (4.137)
Pela consideracdo da hipdtese 6, a componente de tenséo a,, € nula, ou seja:
Oy = 0 (4.138)

E as componentes de tensdo o, e g, sdo dadas atraves da relacdo:

Fa
O, =0, = — (m) T + C3y + C4_ (4139)

Deste modo, o tensor de tensdo atuante na chapa, para pontos distantes das bordas livres que

sdo interceptadas pelos eixos x e z, é dado por:

g, 0 O
o= [ 0 0 O ] (4.140)
0 0 o,

4.3.5 - Determinacdo do Tensor de Deformacao Atuante na Chapa

Pela consideragdo da hipotese 2, as componentes de tenséo oy, € g,,, sdo nulas. Portanto, com
base na Lei de Hooke Generalizada, as componentes de deformacéo &,,, e ¢, também serdo

nulas:

1+v

Exy = 0y = 0 (4.141)
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=0 (4.142)

Pela consideracao da hipdtese 6, a componente de tensdo o, € nula e, portanto, a componente

de deformacéo ¢,, também seré nula, ou seja:

_1+v

Exz = E Oxz = (4-143)

Aplicando-se a Lei de Hooke Generalizada, as componentes de deformacgdo e, ¢, € &, sdo

obtidas das seguintes relacdes:

1+v v

& =—F—0x (0x + 0y +0,)+aTl (4.144)
1+v v

&= 0% (ox + 0y +0,) +al (4.145)
1+v v

&E=—F ;"% (ax + oy, + az) + aT (4.146)

Pela consideragdo da hipotese 2, a componente de tenséo o, € nula. Assim, as Egs. (4.144),
(4.145) e (4.146) ficam como:

1+v v
&= OxT% (o +0,)+aT (4.147)
v
& =-% (0 +0,) +aT (4.148)
1+v v
&=—F 0~ (ox +0,) +aT (4.149)

Rearranjando-se os termos nas Eqs. (4.147), (4.148) e (4.149), encontram-se as seguintes

relagOes para as componentes de deformagéo ¢, €, € &,, ou seja:

1 v
Ex = EO'x - EO'Z + aT (4150)
v
& =-% (ox +0,) +aT (4.151)
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v
0z = % Ox + aT (4.152)

| =

&, =

Como as componentes de tensdo o, € g, sdo iguais, as componentes de deformacéo ¢, e ¢,

também serdo iguais, ou seja:

Ex =& (4.153)

Deste modo, o tensor de deformacéo atuante na chapa, para pontos distantes das bordas livres

que sdo interceptadas pelos eixos x e z, é dado por:

& 00
e=|0 ¢ O (4.154)
0 0 g

4.3.6 - Determinacdo das Componentes de Tensdo o, e o, e das Componentes de

Deformacéo &,, €, e €, para Diferentes Distribuicdes de Temperatura

A partir da Eq. (4.139), para as componentes de tensdo o, € g, € das Egs. (4.150), (4.151) e
(4.152), para as componentes de deformagéo ¢,, ¢, e &,, determinam-se as distribuicdes de
tensdo e deformacdo para diferentes perfis de temperatura atuantes na chapa. Inicialmente, séo
determinadas as constantes C; e C,. A partir destas constantes, determinam-se as
componentes de tensdo o, € o, e, a partir destas, determinam-se as componentes de

deformagéo. As solugdes sdo mostradas a seguir.

4.3.6.1 - Distribuicédo de Temperatura Constante: T(y) = T,

Nesta se¢do € considerada uma distribuicdo de temperatura constante. Deste modo, a partir da
Eq. (4.116), obtém-se a constante C,:

+b

f+b (Ea)Td +2C,b = (E“>Tf dy + 2C,h = 0
. 1—v y 4¥ = 1—v c . y 47 =
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Ea
— T 4.155
Ca (1 — v) ¢ ( )

A partir da Eq. (4.129), obtém-se a constante Cs:

+b

f+b (Ea)Td Liopra (EO‘)Tf dy +2C.p% = 0

C,=0 (4.156)

Substituindo-se as constantes C5 e C, na Eg. (4.139), encontra-se a componente de tenséo a,,

ou seja:

Ea

1—-v
= ( fa )T +0+( fa )T
I ) A 1—-v/) ¢
0, =0 (4.157)
A componente de tensdo o, sera dada por:
0, = 0y
0, = (4.158)

Substituindo-se as componentes de tenséo o, e o, na Eq. (4.150), encontra-se a componente
de deformagcéo ¢, ou seja:
(4.159)

Substituindo-se as componentes de tenséo o, e o, na Eq. (4.151), encontra-se a componente

de deformagcdo ¢,, ou seja:
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v
gy = _E(Gx +0,) +aT
& =0+aT,
gy, = aly (4.160)

E a componente de deformacéo ¢, sera dada por:
&, = aT, (4.161)

4.3.6.2 - Distribuicdo de Temperatura Linear: T(y) = Ay

Nesta secdo é considerada uma distribuicdo de temperatura linear em y. Por procedimentos

inteiramente analogos aos da se¢do anterior, obtém-se a constante C,:
+b Ea Ea +b
f —(—)Tdy+zc4b=—(—>Af ydy +2C4b =0

C,=0 (4.162)

A partir da Eq. (4.129), obtém-se a constante Cs:

fb (E“)Td Vi = (E“)Af+b 24y + 2C.b3 = 0
L, \1—y) Y TEs m o)) Y T T

C; = ( 1E_‘XV)A (4.163)

A partir das constantes C; e C,, determinam-se as componentes de tensdo e deformagéo:

0, =0 (4.164)
o, =0 (4.165)
& = Aay (4.166)
g, = Aay (4.167)

g = Aay (4.168)
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4.3.6.3 - Distribuicdo de Temperatura Quadratica: T(y) = By?

Nesta secdo € considerada uma distribuicdo de temperatura quadratica em y. Por

procedimentos inteiramente analogos aos das sec¢Oes anteriores, obtém-se a constante C,:

+b Ea Ea +b
f —(—)Tdy+264b=—< )Bf y2dy + 2C,b =0
-b -b

1—-v 1—-v
Bb? / Ea
= — 4.169
=73 (1—1/) (4.169)
A partir da Eq. (4.129), obtém-se a constante Cs:
fb (E“)Td + 20 = (E“)be%i +20% =0
_b 1—v 3’3’33— 1—v _byy33—
C;=0 (4.170)

A partir das constantes C; e C,, determinam-se as componentes de tenséo e deformagéo:

g, = <1E_“v) (b; - y2> (4.171)

ool (o )
. ( 1B_“v) <b?2 - y2> (1-v) + Bay? (4.173)
g =— (ivfi) (bg—z _ y2> + Bay? (4.174)

g, = ( 1B_“v) <b; - y2> (1-v) + Bay? (4.175)

4.3.6.4 - Distribuicdo de Temperatura Cubica: T(y) = Cy3

Nesta secdo considera-se uma distribuicdo de temperatura cubica em y. Por procedimentos

inteiramente analogos aos das sec¢Oes anteriores, obtém-se a constante C,:
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+b Ea Ea +b
—\——|Td 2Cb=—<—)Cf 3d 2C4b =0
,f_b (1—1/) y ¥ la 1-v _by Y+ ety

C,=0 (4.176)

A partir da Eq. (4.129), obtém-se a constante Cs:

(4.177)

A partir das constantes C; e C,, determinam-se as componentes de tensdo e deformacéo:

o) )
el )

& = <1C_av) (%bzy — y3> (1—-v)+ Cay? (4.180)
€y =~ (iv_ci) (gbzy - y3) + Cay® (4.181)

&, = (1C_av) (%bzy — y3) (1-v) + Cay? (4.182)

4.3.6.5 - Distribuicdo de Temperatura Polinomial Generalizada

Generalizando-se 0s casos anteriores, considera-se uma distribuicdo de temperatura

polinomial qualquer expressa como:

T=ay+ay+ay?+ -+ a,y" (4.183)

A partir da Eq. (4.116), obtém-se a constante C,:

+b Ea
jb B (1 — v) (ap + a1y + azy® + -+ any™)dy + 2C,b = 0
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+b

+2C,h=0

Ea y2 y3 ynt
—(1_v)<a0y+a17+a2?+---+ann+1

-b

Mon+1

C—(Ea> ra gy il (4.184)
T\ “non 1 |

Ea b3 2n+1
- (—v) (2a0b + 20,7+ 4 20 —) +2C,b =0

A partir da Eq. (4.129), obtém-se a constante Cs:

+b Ea 2
f — ( — v) (agy + a1y? + ayy3 + -+ a,y" Ddy + 563b3 =0
-b

1
Ea y2 y3 y4- yn+2
‘(1_v)<“°7+a1?+“zz+"'+“nn+z

b3 b5 b2n+3
e + 2a3 ? + b + 2a2n+1

+b 2
+ = C3b3 = 0
-b

3

+26b3—0
2n+3/) 373 7

Ea \ (a; b? b2n
C3 = 3( ) ?"‘ 5 —_—+ -+ a2n+1 2 T 3 (4185)

Assim, substituindo-se as constantes C5 e C, na Eq. (4.139), obtém-se a componente de tensdo

Oy, OU Sgja:

N
Aonb?®"  3ap41b°"y n
- 4.186
<1_V)Z<2n+1 m+3 Y (4.186)

n=

o

A componente de tensdo g, sera dada por:

bZn 3 bZn
(azn i L —any”) (4.187)

Substituindo-se as componentes de tenséo o, e o, na Eq. (4.150), encontra-se a componente

de deformagcéo ¢, ou seja:
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N
. z a2nb2n 3a2n+1b2n3’ (4.188)
2n + 1 2n+ 3

n=0

Substituindo-se as componentes de tensdo o, € g, na Eq. (4.151), obtém-se a componente de

deformacdo ¢, ou seja:

¢ i a2nb2n 3a2n+1b2n}’ "
y = 1 — v 2n + 1 2n+3

(4.189)

Finalmente, a componente de deformacao ¢, serd dada por:

=a ZN: (4.190)

n=0

a2nb2n 3“2n+1b2n3’
2n + 1 2n+ 3

4.3.7 - Tensdes Térmicas Auto-Equilibradas Desacopladas

Foi mostrado através da secdo 4.3.1 que as Eqgs. (4.78), (4.79) e (4.80) retornam uma
identidade nula quando séo consideradas as hipdteses basicas simplificadoras. Deste modo,
restaram apenas as Egs. (4.75), (4.76) e (4.77) para determinar o campo de tensdo atuante na
chapa. Aplicando as hipoteses basicas simplificadoras as Eqgs. (4.75) e (4.77), chegaram-se as

seguintes relagdes:

d? Ea \ d?T

%+ ( ¢ ) —=0 (4.191)
dy 1—-v/dy
d? Ea \d?T

9z +( ¢ ) =0 (4.192)
dy? 1—v/dy?

A partir das Egs. (4.191) e (4.192) foram determinadas as componentes de tensao o, e g,. Se
forem aplicadas as hipoteses basicas simplificadoras a terceira equacao restante, ou seja, a Eq.

(4.76), chega-se a seguinte expressao:
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=0 (4.193)

d?c, d%o, N ( 2Ea ) d*T
dy?

dy? * dy? 1—v

Se as Eqs. (4.191) e (4.192) forem somadas, tem-se 0 seguinte desenvolvimento:

d%o Ea \d?T d%c Ea \d*T
Zx+( ) _+ ZZ+( ) =0 (4.194)
dy 1-v/dy dy 1-v/dy
d? d? 2Ea \ d°T
Ox X9z ( * ) - (4.195)
dy? = dy? 1—-v/dy?

O resultado acima mostra que a Eq. (4.193) é a soma das Egs. (4.191) e (4.192), ou seja,
quando as hipoteses basicas simplificadoras sdo consideradas, a Eq. (4.76) € a combinacao
linear das Eqs. (4.75) e (4.77). Deste modo, a componente de tenséo o, fica completamente
determinada pela Eq. (4.75) e a componente de tensdo o, fica completamente determinada
pela Eq. (4.77) sem haver nenhuma equacdo adicional que estabeleca algum vinculo entre
elas, ou seja, estas duas componentes de tensdo estdo desacopladas.



5

RESULTADOS

5.1 - Introducéo

Neste capitulo sdo apresentados os resultados obtidos para os campos de tensdo e deformacéo
atuantes em chapas planas retangulares isotropicas consideradas em EPT e em estado
tridimensional. Estas chapas foram submetidas a distribui¢cbes ndo lineares de temperatura
através da resolucdo de dois problemas de conducdo de calor. Estas distribuicdes de
temperatura foram aproximadas por polindmios e as solugcdes obtidas no capitulo 4 foram
utilizadas. Serdo apresentados os resultados analiticos aproximados, bem como os resultados
numéricos obtidos através do MEF utilizando-se o programa computacional Ansys. Ao final

de cada secdo € apresentada uma breve andlise dos resultados.

5.2 - Método dos Elementos Finitos (MEF)

5.2.1 - Introducéo

Sendo a grande maioria dos problemas em analise de estruturas governados por equagoes

diferenciais ordinérias e parciais que possuem solucdo analitica para apenas poucos casos de
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geometria simplificada, é de extrema importancia a aplicagdo dos métodos numéricos para a
averiguacéo e investigacdo do comportamento das estruturas quando estas sdo submetidas aos
diversos tipos de carregamentos e condi¢des de contorno. Em particular, o MEF é um método
de extrema utilidade pratica e de facil implementacdo computacional, que vem sendo
amplamente estudado e que é encontrado em diversos programas comercialmente disponiveis.
Em se tratando o estudo em questdo de uma abordagem analitica aproximada, 0 MEF se torna
um procedimento alternativo de investigacdo para averiguar a precisao dos resultados obtidos.
Deste modo, 0 MEF é empregado neste trabalho como base de comparacao para os resultados

analiticos aproximados.

5.2.2 - MEF via Ansys

Na andlise numérica utiliza-se o programa Ansys que é baseado no MEF. Este programa sera
utilizado para as analises que servirdo como base de comparacao para as respostas analiticas
aproximadas obtidas neste trabalho. A analise do problema através do programa Ansys pode

ser dividida em trés etapas:

o Pré-processamento: Nesta etapa sdo definidas as caracteristicas geométricas, as
condigdes de contorno do problema, as propriedades do material, o carregamento e 0
tipo de elemento utilizado. A geometria € preparada com os recursos graficos por meio
da criacdo do modelo soélido, envolvendo a geracdo de pontos-chaves (keypoints),
linhas, areas e volumes. A partir desse modelo solido, é gerada a malha de pontos e
elementos representativos do problema a ser analisado.

o Processamento: Nesta etapa sdo calculados os deslocamentos incdgnitos.

o Pds-Processamento: Nesta etapa sdo calculadas as deformacdes e tensdes ao longo do

modelo.

5.2.3 - Elemento Utilizado na Anélise para o EPT

Para a solugdo numeérica do primeiro problema em estudo, deve ser efetuada uma analise

estrutural mecanica onde sdo considerados apenas o0s efeitos térmicos. Deste modo, 0

elemento escolhido deve possuir a capacidade de efetuar tal analise, bem como ser capaz de
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representar o EPT. Além disto, a geometria em estudo é retangular, tornando mais
conveniente a escolha de um elemento quadrilateral. Um elemento possuidor destas

caracteristicas € o elemento PLANE183. A geometria deste elemento € mostrada na Fig. 5.1.

{or axial)

i

|—l" A {or radal)

Figura 5.1 - Geometria do Elemento PLANE183 (Fonte: ANSY'S, 2012)

Em Ansys (2012) foi verificado que o elemento PLANE183 pode ser utilizado como:

o Elemento plano de tensao.
o Elemento plano de deformagéo.

o Elemento plano de deformacéo generalizada.

Além disto, este elemento pode ser utilizado como elemento axissimétrico. Este elemento é
paramétrico e pertencente a familia Serendipity. Existe a op¢do de utilizd-lo como um
elemento triangular de 6 n6s ou como um elemento quadrilateral de 8 nds. Na Fig. 5.1 é

mostrado o elemento de 8 nos. Este elemento possui dois graus de liberdade por no, ou seja:

o Deslocamento em x do N6 i - u,;.

o Deslocamento em y dono i - u,,;.

A distribuicdo de temperatura no elemento plano quadrilateral apresenta a seguinte forma
(ANSYS, 2012):
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1
re@m =7nA-HA-mNEE—n- D]+

A +HA-mME—n-DI+[A+HA+nE +n-D]+ 5.1)

1
LA =-OA+m(=¢+n— D} +-{Ts(1 - HA-m+

Te(1+HA -1 +T,(1 = DA +m) + Te(1 - H(A -0}

Nesta equacdo ¢ e n representam as coordenadas naturais e Ty, Ty, T3, Ty, Ts, T, T; € Ty

representam os valores de temperatura nos nés 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 e 8, respectivamente.

5.2.4 - Elemento Utilizado na Analise para o Estado Tridimensional

Para a solucdo numérica relacionada ao caso tridimensional deve ser efetuada, como para o
EPT, uma andlise estrutural mecénica onde sdo considerados apenas os efeitos térmicos.
Deste modo, o elemento escolhido deve possuir a capacidade de efetuar tal analise, bem como
ser capaz de representar uma geometria tridimensional. Além disto, a geometria em estudo
possui 0 formato de um paralelepipedo, tornando mais conveniente a escolha de um elemento
de forma hexagonal. Um elemento adequado as caracteristicas deste problema é o elemento
SOLID186. A geometria deste elemento é ilustrada na Fig. 5.2.

=

Figura 5.2 - Geometria do Elemento SOLID186 (Fonte: ANSYS, 2012)

O elemento SOLID186 é um elemento solido tridimensional que em sua forma hexagonal
possui 20 nés. Além disto, ele € um elemento da familia Serendipity que apresenta uma
aproximagéo quadratica (ANSYS, 2012). Este elemento pode ser utilizado na forma de um

tetraedro, na forma de uma piramide, na forma de um prisma e na forma hexagonal. Na Fig.
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5.2 é mostrado o elemento na forma hexagonal. O elemento SOLID186 possui trés graus de

liberdade por no, ou seja:

o Deslocamento em x do N6 i - u,;.
o Deslocamento em y do né i - u,,.

o Deslocamento em z do nd i - uy;.

A distribuicdo de temperatura no elemento tridimensional hexagonal apresenta a seguinte
forma (ANSYS, 2012):

1
T°Gm ) =g -mM-HA-On - = -]+

[A+mMA-HA-D-¢-7 =]+
[T:A+mMA+HA-DM+E-7=-D]+
[T,1-mA+HA =D +E-7=-D]+
[Ts(1-mA-OA+D(n—-¢+7—-2)]+
[Te(1+mMA-OA+DM—¢+7 -]+
[T;A+n)A+HA+DM+E+T-2)]+

(5.2)
[Te(1-mA+HA+D(n+E+{—-2)]} +

1
71— A=A -D+Tpr1+mMA-§HA -+

T(1-1)A+HA - +T,A-mMA-HA -+
Tiz(1=7)A-HA+ D+ T, (1 +mA-§HA+ +
Tis(1=n)A+HA+D +Tis(1-mMA =)+ +
T, (1=mMA-HA =)+ T (1 +mA-HA -7 +
Tio(1+m)(1 + (1 = {?) + Tpo(1 =1 + (1 - §*)}

Nesta equacao Ty, Ty, T3, Ty, Ts, Ts, T7, Tg, To, T1o, T11, T12, T13y T1as Tisy Tag, Ta7, Tag, Tao ©
T, representam os valores de temperaturanos nés 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14,
15, 16, 17, 18, 19 e 20, respectivamente.
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5.3 - Chapa Plana Retangular Isotrépica em EPT

5.3.1 - Processo de Resfriamento Forcado

Nesta secdo serdo determinados os campos de tensdo e deformacdo em uma chapa plana
retangular isotrépica submetida ao processo de resfriamento forcado apos esta passar pelo
processo de laminacdo a quente. No processo de resfriamento forcado, a chapa estard
submetida a uma distribuicdo de temperatura ao longo de sua largura (coordenada y*
mostrada através da Fig. 5.3). Pelo fato da chapa ser muito fina, a distribuicdo de temperatura
é considerada constante ao longo de sua espessura e, além disto, assume-se que a chapa seja

solicitada em EPT. O processo de resfriamento forcado é descrito atravées da Fig. 5.3.

unidade de resfriamento

laminadores i
\ chapa

2b
! X* v (velocidade)
y*=0 y* y*=2h e
\ 4
\

T=T(%)

Figura 5.3 - Processo de Resfriamento For¢ado na Laminacgéo a Quente (Fonte: Adaptado de
OLIVEIRA et al., 2004)

Para determinacdo da temperatura na chapa, resolve-se o problema de condugdo de calor em
regime permanente e sem geragédo de energia, onde a transferéncia de calor na chapa se da por
conducéo e conveccdo (OLIVEIRA et al., 2004).
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5.3.1.1 - Equacéo Diferencial e Consideragdes Acerca do Problema

A solucdo analitica para a distribuicdo de temperatura na chapa que é submetida ao processo
de resfriamento forcado foi encontrada por Oliveira et al. (2004). A distribuicdo de

temperatura é descrita pela seguinte equacéo diferencial e condi¢bes de contorno:

d®T(y*) h* v dT(y")
——[Ty") =Tyl =— , 0<y*<2h 5.3
T(y*)|y*=o =Ty (5.4)
dT(y")
=0, *=2h 5.5
e y (5.5)

Os parametros da equacdo diferencial e das condi¢fes de contorno sdo mostrados através da
Tab. 5.1.

Tabela 5.1 - Parametros da Equacéo Diferencial e Condi¢bes de Contorno no Processo de

Resfriamento Forgado

Descricdo Simbolo
Temperatura Atuante na Chapa T(y")

Coeficiente de Convecgdo do Meio Refrigerante h*
Condutividade Térmica do Material da Chapa k
Espessura da Chapa 2b
Temperatura do Meio Refrigerante To
Velocidade de Laminagao v
Difusividade Térmica do Material da Chapa ar
Temperatura da Chapaem y* = 0 T,
Largura da Chapa 2h

Serdo levadas em conta algumas consideracdes para a determinacdo da distribuicdo de
temperatura na chapa:
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o A dimensdo da chapa ao longo da coordenada y™* € tal que possui 0 mesmo valor que a
dimensdo em y* da unidade de resfriamento, ou seja, em um dado instante de tempo a
chapa fica completamente imersa pela zona de resfriamento.

o A determinacdo do campo de temperatura se da no instante em que a chapa fica
completamente imersa pela zona de resfriamento.

o A chapa, no instante em que estd completamente imersa pela zona de resfriamento,
possui temperatura em y* = 0 igual a T,.

o A chapa, no instante em que esta totalmente imersa pela zona de resfriamento, apresenta

variacdo nula de temperaturaem y* = 2h.

5.3.1.2 - Material e Parametros Utilizados

Para a determinacdo da distribuicdo de temperatura é considerado o aco SAE 1020 como o

material constituinte da chapa. As propriedades térmicas e a massa especifica deste aco séo

apresentadas através da Tab. 5.2.

Tabela 5.2 - Propriedades Térmicas e Massa Especifica do Aco SAE 1020

_ ) Valor
Descrigéo Simbolo )
(Propriedades a 25 °C)
Condutividade Térmica k 51,9 W/m-K
Massa Especifica Pe 7872,0 kg/m3
Calor Especifico Cp 486 J/kg-K
Difusividade Térmica ar 1,3566 x 1075 m?/s

Considera-se que o resfriamento forcado é realizado utilizando-se uma cortina de agua de
dimensdo 2h = 1 m. Desta forma, a chapa também possuira a dimensdo ao longo da
coordenada y* igual a 1 m. Deste modo, serdo considerados os valores para os pardmetros do

processo que sdo mostrados através da Tab. 5.3.
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Tabela 5.3 - Valores dos Parametros Utilizados no Processo de Resfriamento Forcado

Descricéo Simbolo Valor
Largura da Chapa (Dimensdo em y*) 2h 1m
Temperatura do Meio Refrigerante To 25°C
Temperaturaem y* =0 T, 300°C
Condutividade Térmica do A¢o SAE 1020 k 51,9 W/m-K
Espessura da Chapa 2b 0,01m
Difusividade Térmica do Aco SAE 1020 ar 1,3566 X 1075 m?/s
Coeficiente de Conveccédo do Meio Refrigerante h* 100 W/m? - K
Velocidade de Laminagao v 0,001 m/s
Comprimento da Chapa (Dimenséo em x*) 21 5m

Como mostrado através da Tab. 5.3, serd considerada uma chapa de comprimento 5 vezes
maior que a largura. Deste modo, as solucbGes para os campos de tensdo e deformacéo

desenvolvidas no capitulo 4 podem ser aplicadas.

5.3.1.3 - Raizes da Equacdo Diferencial Homogénea e Solucdo Particular da Equacéo
Diferencial Ndo Homogénea

O perfil de temperatura atuante na chapa é determinado através da solucdo da equacéo

diferencial e das condicdes de contorno que sdo dadas através das Egs. (5.3), (5.4) e (5.5). A

Eq. (5.3) se trata de uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem nao homogénea que

tem como solugéo geral a seguinte expresséo:
T(y") =Th(y) + T,(y") = cie™ + cze™" + T, (y") (5.6)
Na Eq. (5.6) o valor de T}, (y*) é dado através da seguinte relacao:
Tp(y") = cie™ + ;e (5.7)

As expressdes cie™ e cie™Y" representam solucBes linearmente independentes da equagéo

homogénea associada e a expressdo dada por T,(y*), que aparece na Eq. (5.6), representa
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uma solucdo particular da equacao diferencial ordinéria ndo homogénea (OLIVEIRA et al.,
2004). As raizes da equacdo homogénea, dadas por r; e r,, podem ser calculadas através das
seguintes relacfes (OLIVEIRA et al., 2004):

v v\2 4h*
) ot (a_T) * %&b (5.8)
=
2
v v\2 4h*
ar (a_T) * &b (5.9)
rz - 2

A solucdo particular da equacéo diferencial ordinaria ndo homogénea, dada por T,(y*), pode
ser encontrada através dos parametros utilizados no processo utilizando-se da seguinte relacédo
(OLIVEIRA et al., 2004):

(y*) = —Kb_ (1_1) (5.10)

A substituicdo dos valores de r; e r, na Eqg. (5.10) resulta na seguinte simplificacdo para
T,(y*) (OLIVEIRA et al., 2004):

T,(y*) = To, (5.11)

5.3.1.4 - Determinacédo do Perfil de Temperatura Atuante na Chapa

5.3.1.4.1 - Determinacdo das Raizes r; e 1, e da Solugdo Particular T,,(y*)

A determinacdo da distribuicdo de temperatura atuante na chapa é realizada com base nos
valores fornecidos através da Tab. 5.3. Deste modo, a substituicdo dos pardmetros v,

ar, h*, k e 2b nas Egs. (5.8) e (5.9) resultam nos seguintes valores para as raizes r; e r,:

r, = 78,615 m (5.12)
r, = —4,902m™?! (5.13)
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A substituicdo do parametro T,, na Eq. (5.11) resulta no seguinte valor para T,,(y*):

T,(y*) = 25°C (5.14)

5.3.1.4.2 - Determinacdo das Constantes ¢ e ¢, Pertencentes a Solu¢do da Equacgéo

Diferencial

A determinacéo das constantes c; e c; se da atraves das condi¢des de contorno do problema,

ou seja:

Ty )y =0 =To = 300°C (5.15)
dT(y")

=0, *=2h=1 5.16

4y y m (5.16)

Deste modo, a aplicacdo da condicdo de contorno dada pela Eq. (5.15) na Eq. (5.6) resulta na

seguinte relacdo:
c; +¢c; =275 (5.17)

A aplicacdo da condicdo de contorno dada pela Eq. (5.16) na Eq. (5.6) resulta na seguinte

relacdo:
;78,615 e78615 — (34,902¢"+%02 = 0 (5.18)
As Eqs. (5.17) e (5.18) podem ser expressas de forma matricial da seguinte maneira:

[78,6151678'615 —4,9021e-4'9°2] {2} - {235}

(5.19)
Desta forma, as constantes c; e ¢, ficam completamente definidas pela resolucdo do sistema
de equagdes dado atraves da Eqg. (5.19). A solugédo deste sistema resulta nos seguintes valores

para as constantes c; e c;:



RESULTADOS 87

¢; =9,185 x 10736 °C (5.20)
¢ = 275°C (5.21)

5.3.1.4.3 - Perfil de Temperatura Atuante na Chapa

A substituicdo das raizes r; e r,, das constantes c; e c; e de T,(y*) na Eq. (5.6) resulta na

seguinte equacéo para o perfil de temperatura atuante na chapa:
T(y*) = 9,185 x 10736¢78615Y" 4 275¢=4902y" 4 25 (5.22)

O perfil de temperatura representado pela Eq. (5.22) tem como referéncia a coordenada y*
que é mostrada através da Fig. 5.3. Deste modo, o valor de y* varia de 0 a 2h = 1m.
Contudo, para uma melhor adequacdo ao método proposto no capitulo 4, considera-se o
sistema de eixos coordenados mostrado através da Fig. 4.1 com a origem do sistema de
coordenadas no centro da chapa. Portanto, ¢ realizada uma mudanca de variavel para que seja
considerado o0 novo sistema de eixos com a origem do sistema de coordenadas no centro da

chapa. Desta forma, chamando de y a nova variavel, tem-se a seguinte relacéo:

y'=y+05 (5.23)

Substituindo a Eg. (5.23) na Eq. (5.22), encontra-se a seguinte relacdo para o perfil de

temperatura atuante ao longo da largura da chapa, ou seja:
T(y) = 9,185 X 10736786150+0.5) 4 275,-4902(y+0.5) 4 25 (5.24)

Este perfil de temperatura é mostrado atraves da Fig. 5.4, ou seja:
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PERFIL DE TEMPERATURA ORIGINAL

LARGURA DA CHAPA - EIXO Y (m)

50 100 150 200 250 300
TEMPERATURA (°C)

Figura 5.4 - Perfil de Temperatura Original Atuante na Chapa em EPT

5.3.1.4.3.1 - Aproximacgao Polinomial para o Perfil de Temperatura Encontrado

A expressao representante do perfil de temperatura na chapa (Eq. (5.24)) é aproximada por
um polinbmio que € obtido pela combinacdo linear dos primeiros polinbmios de Legendre.
Como esbogado no capitulo 3, a aproximacdo por polinémios ortogonais representa uma
vantagem em termos numeéricos e a escolha dos polindmios de Legendre esta relacionada ao
fato destes polinbmios possuirem peso constante e unitario, ou seja, 0 grau de aproximacao
sera 0 mesmo ao longo de todo o intervalo porque ndo ha necessidade de haver regiées com
maior ou menor grau de aproximacdo. Desta forma, foram escolhidos os nove primeiros
polinémios de Legendre para se realizar a aproximacao sendo que, a utilizacdo de um nimero
maior de polindmios, refletiria em demasiado tempo de processamento numérico sem
contabilizar grandes ganhos em termos de precisdo. A convergéncia dos polinémios de
Legendre é mostrada no apéndice A. Alem disto, foi verificado que com a utilizagdo de seis
polindbmios de Legendre ja seria possivel realizar uma aproximagdo com elevado nivel de

precisdo numérica.

O perfil de temperatura a ser aproximado é representado através da funcao f(y), ou seja:
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fO)=TQH) =
(5.25)
9,185 x 10—36678,615(y+0.5) + 2758_4'902(y+0'5) + 25
A funcéo de aproximacao é representada da seguinte maneira:
9 = c191(Y) + 20:(¥) + c3053(¥) + c402(¥) + cs905(y) + (5.26)
c6e96(¥) + c707(y) + cepg(¥) + copo(y)
Na Eq. (5.26) as funcbes @1, @3, ... , @4 representam os nove primeiros polindmios de

Legendre. Estes polindmios sdo mostrados através da Tab. 5.4.

Tabela 5.4 - Polindmios de Legendre Utilizados na Aproximacéo da Distribuicdo de

Temperatura na Chapa em EPT

Funcéo | Polindmio
Polinbmio

®; P,(y)
01(») | P 1
p2(») | P) y
p3(y) | P(¥) 1/2 (3y% —1)
4(y) P;(y) 1/2 (5y3 — 3y)
76Y) P,(y) 1/8 (35y* — 30y2 + 3)
®6(y) Ps(y) 1/8 (63y° — 70y3 + 15y)
»7(y) Ps(y) 1/16 (231y° — 315y* 4+ 105y2 — 5)
s (y) P;(y) 1/16 (429y7 — 693y° + 315y3 — 35y)
o(¥) Pg(y) 1/128 (6435y® — 12012y° + 6930y* — 1260y?2 + 35)

Aplicando-se 0 método dos minimos quadrados entre as funcbes f(y) e g(y) e minimizando-

se 0 erro quadratico da aproximagdo, encontram-se os valores para as constantes c;. Os

resultados para estas constantes sdo apresentados através da Tab. 5.5, ou seja:
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Tabela 5.5 - Constantes da Eqg. (5.26)

Constante c; Valor da
Constante
¢y 356,648
c, —749,297
C3 857,450
Cs —579,942
Cs 379,431
Ce —141,131
cy 75,237
Ca —12,696
Cy 7,361

A substituicdo dos valores das constantes c; e dos polindmios ¢; na Eq. (5.26) resulta no

seguinte polinbmio aproximado para 0 campo de temperatura:

g(y) = 370,082y8 — 340,417y7 + 395,420y° — 561,505y5 +

(5.27)
577,323y* — 464,912y° + 284,591y2 — 116,233y + 48,711

O campo de temperatura polinomial aproximado é mostrado através da Fig. 5.5, ou seja:
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PERFIL DE TEMPERATURA POLINOMIAL APROXIMADO
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Figura 5.5 - Perfil de Temperatura Polinomial Aproximado Atuante na Chapa em EPT

Para efeito de comparacdo os dois perfis de temperatura, o original e o aproximado, séo

mostrados em um mesmo gréafico. Este grafico é mostrado na Fig. 5.6.

PERFIS DE TEMPERATURA: ORIGINAL E POLINOMIAL APROXIMADO
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Figura 5.6 - Perfis de Temperatura Original e Polinomial Aproximado Atuantes na Chapa em
EPT
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5.3.2 - Determinacdo da Componente de Tensao o,
Para a determinacdo da componente de tensdo o, devem ser consideradas as propriedades
mecanicas do ago SAE 1020. As propriedades mecénicas deste aco sdo mostradas através da

Tab. 5.6.

Tabela 5.6 - Propriedades Mecéanicas do A¢o SAE 1020

§ Valor
Nome Simbolo )
(Propriedades a 25 °C)
Moadulo de Elasticidade E 200 x 10° Pa
Coeficiente de Poisson v 0,3
Coeficiente de Expansdo Térmica a 14,8 x 1076 1/°C

A distribuicdo de temperatura atuante na chapa é dada de forma aproximada pelo polinémio
g () que é representado pela Eq. (5.27). Os coeficientes polinomiais do perfil de temperatura

aproximado sdo mostrados através da Tab. 5.7.

Tabela 5.7 - Coeficientes Polinomiais do Perfil de Temperatura Polinomial Aproximado na
Chapa em EPT

Coeficiente

Polinomial Valor
ao 48,711
a, —116,233
a, 284,591
as —464,912
a, 577,323
as —561,505
ag 395,420
a, —340,417
ag 370,082

A componente de tensdo o, atuante na chapa da Fig. 5.3 é encontrada a partir da Eq. (4.69).

Nesta expressdo a,, representam os coeficientes pares e a,, ., representam os coeficientes
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impares. Substituindo-se os coeficientes polinomiais da Tab. 5.7, o valor de E, o valor de a e

o valor de h nesta equacao, encontra-se 0 seguinte polinbmio para a componente de tenséo o,

0,(y) = —1,095444043088441 x 10°y® + 1,007634045542952 x 10°y’ —
1,170441732643745 X 10%y® + 1,662053325850107 x 10%y> —
1,708876939516558 x 10°y* + 1,376138605048975 x 10°y3 — (5.28)
8,423893341429004 x 108y? — 2,561881702583913 x 108y +

9,464811921945623 x 107

A distribuicdo da componente de tensdo g, € mostrada através da Fig. 5.7.

DISTRIBUICAD ANALITICA APROXIMADA DE o,

LARGURA DA CHAPA - EIXO Y (m)

Lot

5 3 25 2 45 1 05 0 05 1 15
TENSAO o, (Pa) « 10°

Figura 5.7 - Distribuicdo Analitica Aproximada da Componente de Tensdo o, na Chapa em
EPT

5.3.3 - Determinagdo da Componente de Deformacéo &,

A componente de deformacédo ¢, € determinada atraves da Eq. (4.70). Substituindo-se os

coeficientes polinomiais da Tab. 5.7, o valor de « e o valor de h nesta equagéo, encontra-se o

seguinte polindmio para a componente de deformacao &,:
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£,(y) = —0,00300y + 0,00119 (5.29)
A distribuicdo da componente de deformacéo ¢, € mostrada através da Fig. 5.8.

DISTRIBUICAD ANALITICA APROXIMADA DE B,
0.5 . T T T T T T

LARGURA DA CHAPA - EIXO Y (m)

S5 0 05 1 15 2 25 3
DEFORMACAQ s, <1072

Figura 5.8 - Distribuicdo Analitica Aproximada da Componente de Deformacéo ¢, na Chapa
em EPT

5.3.4 - Determinacdo da Componente de Deformacdo &,

A componente de deformacéo ¢, € determinada através da Eq. (4.71). Substituindo-se o0s

coeficientes polinomiais da Tab. 5.7, o valor de «, o valor de v e o valor de h nesta equacéo,

encontra-se o seguinte polindmio para a componente de deformagéo ¢,

&,(y) = 0,00712y8 — 0,00655y7 + 0,00761y® — 0,0108y° + 6.0
5.30
0,0111y* — 0,00894y3 + 0,00548y2 — 0,00134y + 0,000579

A distribuicdo da componente de deformagcéo &, € mostrada através da Fig. 5.9,
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DISTRIBUIGAO ANALITICA APROXIMADA DE gy
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Figura 5.9 - Distribuicdo Analitica Aproximada da Componente de Deformacéo &, na Chapa

em EPT

5.3.5 - Determinacdo da Componente de Deformacéo &,

A componente de deformacdo e, é determinada através da Eq. (4.72). Deste modo, a
componente de deformagéo €, possui 0 mesmo perfil que a componente de deformagéo ¢, ou

seja:

&,(y) = 0,00712y8 — 0,00655y7 + 0,00761y° — 0,0108y> +

(5.31)
0,0111y* — 0,00894y3 + 0,00548y2 — 0,00134y + 0,000579

A distribuicdo da componente de deformacdo ¢, é mostrada através da Fig. 5.10.
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DISTRIBUIGAO ANALITICA APROXIMADA DE E,

LARGURA DA CHAPA - EIXO Y (m)

05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
DEFORMACAO ¢, < 107

Figura 5.10 - Distribuicdo Analitica Aproximada da Componente de Deformacao &, na Chapa
em EPT

5.3.6 - Valores Numéricos Obtidos Através do MEF

Nesta secdo sdo obtidos os resultados numéricos para a componente de tensdo o, € para as

componentes de deformagdo &y, ¢, € &, através do MEF utilizando o programa Ansys.

5.3.6.1 - Modelagem da Chapa no Programa Ansys

A chapa a ser modelada possui a largura (dimensdo 2h) igual a 1 metro e o comprimento
(dimensdo 21) igual a 5 metros. Sendo a distribuicdo de temperatura na chapa funcdo apenas
da coordenada y, leva-se em consideracdo a condicdo de simetria da chapa com relagdo ao
eixo transversal que passa pelo eixo y na coordenada x = 0. Deste modo, apenas a metade
direita da chapa é modelada aproveitando-se das condicOes de simetria do problema. Para a
modelagem da chapa é utilizado o elemento designado por PLANE183 como mostrado no
inicio deste capitulo. Este elemento é mostrado através da Fig. 5.1. Na aplicacdo do método
foram utilizados 100.000 elementos. Um desenho esquematico da chapa, mostrando a

condicdo de contorno de simetria, € mostrado através da Fig. 5.11.
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> X 1,0m

‘ V
< 25m N

Figura 5.11 - Modelo Esquemético Mostrando a Condigdo de Contorno de Simetria na Chapa
em EPT

Uma vista ampliada do modelo de elementos finitos, mostrando a borda esquerda, € mostrada

através da Fig. 5.12.

ELEMENTZ

Figura 5.12 - Modelo Ampliado Mostrando a Borda Esquerda da Chapa em EPT
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5.3.6.2 - Componente de Tenséo o,

Na aplicacdo do MEF o modelo da chapa foi submetido a distribuicdo de temperatura
exponencial original (Eq. (5.24)), utilizando-se o editor de fungdes (Function Editor) do
programa Ansys. A partir da aplicacdo desta distribuicdo de temperatura foi encontrada a

distribuicdo para a componente de tensdo o, mostrada através da Fig. 5.13.

NOD&L SO0LUTION ANSYS
STEF=1 Rl'q'.S
3UE =1 ——
TIME=1 .

I ) Academic

RIFE=0

DI =.07102
oMM =-_3250E+09
SM =.111E+09

I e
- 3R0E+] - E4TE+0D - L45E+I - AT EEH0E G2
- LI9E+0D - LIGE+I - A9+ LGALEHIT LLLE+09

Figura 5.13 - Solucdo pelo MEF para a Componente de Tenséo o, na Chapa em EPT

Observa-se através da Fig. 5.13 que a distribuicdo da componente de tensdo o, é funcdo
apenas da coordenada y para pontos afastados da borda livre interceptada pelo eixo x. Para
pontos proximos desta borda, a componente de tensdo o, decai até atingir valor nulo na borda

livre. Portanto, ndo se pode garantir a validade da solugdo em pontos proximos desta borda.

5.3.6.3 - Componente de Deformagéo &,

Foi encontrada na chapa a distribui¢do para a componente de deformacéo &, mostrada atraves
da Fig. 5.14.
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Figura 5.14 - Solucdo pelo MEF para a Componente de Deformacéo ¢, na Chapa em EPT

Observa-se através da Fig. 5.14 que a distribuicdo da componente de deformacéo ¢, é fungéo

apenas da coordenada y para pontos afastados da borda livre interceptada pelo eixo x.

Também nota-se que a componente de deformagdo &, € muito influenciada por esta borda.

Este acontecimento pode ser explicado pelo fato de que a componente de deformacéao ¢, é

dependente do campo de tensdo que, nesta regido, apresenta-se significativamente afetado

pela borda livre.

5.3.6.4 - Componente de Deformagdo &,

Foi encontrada na chapa a distribuicdo para a componente de deformacdo &, mostrada através

da Fig. 5.15.
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Figura 5.15 - Solugdo pelo MEF para a Componente de Deformagdo ¢, na Chapa em EPT

Pela Fig. 5.15 nota-se que a distribuicdo da componente de deformacdo &,, € funcdo apenas da
coordenada y para pontos afastados da borda livre interceptada pelo eixo x. Também observa-
se que a componente de deformagédo &, € muito influenciada por esta borda. Como dito

anteriormente, este acontecimento pode ser explicado pelo fato da componente de deformacao

&, ser dependente do campo de tensdo que, nesta regido, apresenta-se influenciado pela borda

livre.

5.3.6.5 - Componente de Deformacéo &,

Foi encontrada na chapa a distribuicdo para a componente de deformacéo &, mostrada na Fig.
5.16.
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Figura 5.16 - Solucéo pelo MEF para a Componente de Deformacéo ¢, na Chapa em EPT

Observa-se na Fig. 5.16 que a distribuicdo da componente de deformacéo &, € funcdo apenas
da coordenada y para pontos afastados da borda livre interceptada pelo eixo x. Também se
observa que existe uma leve distorcdo do campo de deformacdo para regifes proximas a esta
borda. Mais uma vez este acontecimento pode ser explicado pelo fato da componente de

deformacédo ¢, ser dependente do campo de tensdo nesta borda.

5.3.7 - Comparacdo dos Resultados Analiticos Aproximados e Numéricos

Os resultados numéricos para a componente de tensdo o,, bem como para as componentes de
deformagéo ¢, ¢, e &,, foram obtidos para diferentes distancias da borda livre direita da
chapa. Os resultados foram obtidos em secOes transversais definidas por coordenadas ao
longo do eixo x iguaisa x =0,0m, x=0,5m, x=10m, x=15m, x =20m e x =
2,5 m. As sec0es transversais onde foram coletados os dados numéricos sdo mostradas através
da Fig. 5.17.
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x=0,0 m x=0,5m x=1,0m x=15m x=2,0m X=2,5m

Figura 5.17 - Se¢des Transversais de Coleta de Dados Numéricos Obtidos pelo MEF

Os resultados numéricos obtidos para cada secdo foram comparados com o0s resultados
analiticos aproximados. Os valores numéricos em cada secdo foram obtidos através do

comando PATH do programa Ansys. Os resultados comparativos sdo mostrados a seguir.

5.3.7.1 - Comparacéo dos Resultados para a Secgdoem x = 0,0 m

Através das Figs. 5.18, 5.19, 5.20 e 5.21 sdo mostrados os resultados comparativos para a
componente de tensdo o, e para as componentes de deformagdo e, &, € &, na secdo

transversal definida por x = 0,0 m.
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Figura 5.18 - Solucdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Tensao o, ha

Secdo Definida por x = 0,0 m
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Figura 5.19 - Solugdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformacao

&, na Secdo Definida por x = 0,0 m
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Figura 5.20 - Solugdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformacéo

LARGURA DA CHAPA - EIXO Y (m)

&, na Secdo Definida por x = 0,0 m
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Figura 5.21 - Solucdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformacéo

&, na Secdo Definida porx = 0,0 m



RESULTADOS 105

5.3.7.1.1 - Analise dos Gréficos Apresentados para a Secdoem x = 0,0 m

A secdo transversal definida por x = 0,0 m esta a uma distancia igual a 2,5 vezes a largura da
chapa da borda livre. Assim, espera-se que haja uma boa concordancia entre ambas as
solucBes para esta secdo, 0 que de fato pode ser observado através dos graficos apresentados
pelas Figs. 5.18, 5.19, 5.20 e 5.21. As solu¢bes numéricas sdo praticamente idénticas as
solucgdes analiticas aproximadas. Portanto, conclui-se que as duas solucbes apresentam uma

6tima concordancia para todas as componentes de tensdo e deformacédo na secao analisada.

5.3.7.2 - Comparacéo dos Resultados paraa Secgdoem x = 0,5m

Atraves das Figs. 5.22, 5.23, 5.24 e 5.25 sdo mostrados os resultados comparativos para a

componente de tensdo o, e para as componentes de deformagdo &, &, € &, na secdo

transversal definida por x = 0,5 m.
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Figura 5.22 - Solucdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Tensao o, ha

Secdo Definida por x = 0,5m
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Figura 5.23 - Solugdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformacéo

&, na Secdo Definida por x = 0,5m
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Figura 5.24 - Solugdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformacao

&, na Secdo Definida por x = 0,5m
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Figura 5.25 - Solugdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformacéo

&, na Secdo Definidapor x = 0,5m

5.3.7.2.1 - Andlise dos Gréficos Apresentados paraa Secdoem x = 0,5 m

A secdo transversal definida por x = 0,5 m esta a uma distancia igual a 2 vezes a largura da
chapa em relacdo a borda livre. Assim, tal como para a secdo em x = 0,0 m, espera-se que
haja uma boa concordancia entre as solucfes nesta se¢do. Os gréficos apresentados nas Figs.
5.22, 5.23, 5.24 e 5.25 mostram que as solu¢des analiticas aproximadas e numéricas Sao
praticamente idénticas e apresentam 6tima concordancia para todas as componentes de tenséo

e deformacao.

5.3.7.3 - Comparacao dos Resultados paraa Secgdoemx =1,0m

Através das Figs. 5.26, 5.27, 5.28 e 5.29 sdo mostrados os resultados comparativos para a

componente de tensdo o, e para as componentes de deformagdo e, &, e &, na secdo

transversal definida por x = 1,0 m.
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Figura 5.26 - Solucdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Tensao o, ha

Secdo Definidaporx = 1,0m
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Figura 5.27 - Solucdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformacéo

&, na Secdo Definida por x = 1,0 m
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Figura 5.28 - Solugdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformacao

LARGURA DA CHAPA - EIXO Y (m)

&, na Secdo Definida por x = 1,0 m
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Figura 5.29 - Solucdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformagéo

&, na Secdo Definidapor x = 1,0m
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5.3.7.3.1 - Analise dos Graficos Apresentados paraa Secdoemx = 1,0 m

A secdo transversal definida por x = 1,0 m esta a uma distancia igual a 1,5 vezes a largura da
chapa em relacdo a borda livre. Deste modo, tal como para as sec¢des definidas por x = 0,0 m
e x = 0,5 m, espera-se que haja uma boa concordancia entre ambas as solucdes nesta sec¢éo.
Desta forma, observa-se através dos graficos apresentados pelas Figs. 5.26, 5.27, 5.28 e 5.29
que as solucBes numéricas sdo praticamente idénticas as solugdes analiticas aproximadas.
Portanto, mostra-se que as duas solucBes se interceptam com Otima concordancia para todas

as componentes de tensdo e deformacdo em todo o dominio considerado.

5.3.7.4 - Comparacao dos Resultados paraa Secgdoemx =1,5m

Nas Figs. 5.30, 5.31, 5.32 e 5.33 sdo mostrados os resultados comparativos para a

componente de tensdo o, e para as componentes de deformagdo e, &, e &, na secdo

transversal definida por x = 1,5 m.
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Figura 5.30 - Solugdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Tens&o o, na

Secdo Definidaporx = 1,5m
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Figura 5.31 - Solugdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformacéo

&, Na Secdo Definidaporx = 1,5m
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Figura 5.32 - Solugdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformacao

&, na Secdo Definida por x = 1,5m
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Figura 5.33 - Solugdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformacéo

&, na Secdo Definidapor x = 1,5m

5.3.7.4.1 - Anélise dos Gréficos Apresentados paraa Secdoemx = 1,5m

A secdo transversal definida por x = 1,5 m esta a uma distancia igual a largura da chapa da
borda livre. Deste modo, espera-se que haja uma boa concordancia entre as solucdes para esta
secdo, porém uma concordancia, talvez, ndo tdo satisfatoria quanto para as secGes em
x=0,0m, x =0,5m e x = 1,0 m. Desta forma, observa-se através do grafico apresentado
pela Fig. 5.33 que a solugdo numérica para a componente de deformacdo &, é praticamente
idéntica a solucdo analitica aproximada. O mesmo é observado para a componente de tensdo
o, € para as componentes de deformacéo ¢, e &,. Portanto, observa-se que as duas solugdes
apresentam Gtima concordancia para todas as componentes de tensdo e deformacgdo nesta

secdo transversal.
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5.3.7.5 - Comparacao dos Resultados paraa Secdoem x = 2,0 m

Atraves das Figs. 5.34, 5.35, 5.36 e 5.37 sdo mostrados os resultados comparativos para a

componente de tensdo o, e para as componentes de deformagdo e, &, e &, na secdo

transversal definida por x = 2,0 m.
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Figura 5.34 - Solucdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Tensdo o, ha

Secdo Definida por x = 2,0 m
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Figura 5.35 - Solugdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformacao
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Figura 5.36 - Solugdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformacao

&, na Secdo Definida por x = 2,0 m
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Figura 5.37 - Solucdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformacéo

&, na Secdo Definidapor x = 2,0m

5.3.7.5.1 - Analise dos Graficos Apresentados paraa Se¢cdoem x = 2,0 m

A secdo definida por x = 2,0 m esta a uma distancia igual a metade da largura da chapa da
borda livre, portanto, as solucbes analiticas aproximadas ndo sdo vélidas nesta secdo.
Observa-se através dos graficos apresentados nas Figs. 5.34, 5.35 e 5.36 que as solucdes
analiticas aproximadas apresentaram niveis de precisdo insatisfatérios em relacdo as
respectivas respostas obtidas por meio do MEF/Ansys. Contudo, nota-se que, mesmo estando
em uma regido fora do limite de validade de solucdo, a componente de deformagéo e,
apresenta uma boa aproximacdo em relacdo a resposta baseda no MEF. Como se pode
observar através da Fig. 5.34, a componente de tensdo o, esta se aproximando de zero devido
esta secdo estar proxima da borda livre da chapa. Portanto, a resposta analitica aproximada
para a componente de deformacéo &, apresenta uma boa precisao, ou seja, esta componente é
menos influenciada pela borda livre. Entretanto, 0 mesmo ndo ocorre para as respostas
referentes a componente de tenséo o, e as componentes de deformagéo ¢, e &, que sdo mais

influenciadas nesta regiéo.
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5.3.7.6 - Comparacao dos Resultados para a Secdoem x = 2,5m

Atraves das Figs. 5.38, 5.39, 5.40 e 5.41 sdo mostrados os resultados comparativos para a
componente de tensdo o, e para as componentes de deformagdo e, &, e &, na secdo

transversal definida por x = 2,5 m.
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Figura 5.38 - Solucdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Tensdo o, ha

Secdo Definidapor x = 2,5m
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DISTRIBUICAD DA DEFORMAGAQ g, EM x=2.5m
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Figura 5.39 - Solugdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformacéo

&, Na Secdo Definidapor x = 2,5m
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Figura 5.40 - Solugdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformacao

&, na Secdo Definida por x = 2,5m
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DISTRIBUICAD DA DEFORMAGAQ £, EM x=2.5m
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Figura 5.41 - Solugdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformacao

&, na Secdo Definidapor x = 2,5m

5.3.7.6.1 - Andlise dos Gréficos Apresentados paraa Secdoem x = 2,5m

Esta secdo pertence a borda livre da chapa, ou seja, nesta secdo as solucbes analiticas

aproximadas ndo sdo validas porque a borda livre provoca elevado nivel de distorcdo nas

componentes de tensdo e deformacéo. Para esta secdo a componente de tensdo o, apresenta

valor nulo como indicado através da Fig. 5.38. Observa-se que ndao had concordancia

satisfatoria entre ambas as solugdes para a componente de tensdo o, e para as componentes de

deformagdo ¢, &, e &,. Desta forma, mostra-se que as solugGes numéricas para as

componentes de tenséo o, e para as componentes de deformacéo ,, ¢, e €, apresentam uma

aproximacéo ndo satisfatoria para com as solugdes analiticas aproximadas.

5.3.8 - Avaliacdo Comparativa entre as Solucdes

E importante mencionar neste ponto que este trabalho considerou apenas 0 comportamento

linear elastico do material sem preocupar-se com o regime plastico, ou seja, ndo foi realizada

nenhuma andlise de falha do material, considerando-se que 0 aco utilizado nunca entre em



regime de escoamento tanto para a chapa em EPT quanto para a chapa em estado
tridimensional. Deste modo, para uma melhor avaliacdo do grau de precisdo da solucéo
analitica aproximada, considera-se uma avaliacdo comparativa entre as solu¢des nos pontos
onde ocorrem os valores maximos e minimos para a componente de tensdo o, e para as
componentes de deformacéo &,, €, e &,. Desta forma, as solugdes numéricas sdo comparadas
com as solucdes analiticas aproximadas em cada secdo onde houve coleta de dados. A
avaliacdo comparativa é mostrada através das Tabs. 5.8 e 5.9 para a componente de tenséo o,
e através das Tabs. 5.10, 5.11, 5.12, 5.13, 5.14 e 5.15 para as componentes de deformacéo &,,

€, € &, respectivamente.

RESULTADOS

5.3.8.1 - Avaliacdo Comparativa para a Componente de Tenséo o,

Na Tab. 5.8 sdo apresentadas as comparagdes entre as solu¢es numéricas pelo MEF e
analiticas aproximadas nos pontos onde a componente de tensdo o, apresenta valor maximo
pela solucdo analitica aproximada e na Tab. 5.9 sdo apresentadas as comparacdes para o valor

minimo de a,.

119

Tabela 5.8 - Avaliacdo Comparativa dos Valores Maximos da Componente o, has Se¢des

Transversais da Chapa em EPT

Coordenada y _
Coordenada x Tenséo o, Tenséo o, Diferenca
5 do Valor . .
da Secéo (m) o Analitica (MPa) | Numérica (MPa) (%)
Maximo (m)
0,0 -0,11 110,525 110,530 0,00452
0,5 -0,11 110,525 110,580 0,0498
1,0 -0,11 110,525 110,750 0,204
1,5 -0,11 110,525 109,050 1,335
2,0 -0,11 110,525 82,549 25,312
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Tabela 5.9 - Avaliacdo Comparativa dos Valores Minimos da Componente g, nas Se¢des

Transversais da Chapa em EPT

Coordenada y . 5 _
Coordenada x Tenséo o, Tenséo o, Diferenca
5 do Valor . .
da Secdo (m) . Analitica (MPa) | Numérica (MPa) (%)
Minimo (m)
0,0 —-0,50 —349,056 —349,010 0,0131
0,5 —0,50 —349,056 —349,070 0,00407
1,0 —-0,50 —349,056 —349,570 0,147
1,5 —0,50 —349,056 —348,510 0,156
2,0 —0,50 —349,056 —304,270 12,831

5.3.8.2 - Avaliacdo Comparativa para a Componente de Deformacao &,

Na Tab. 5.10 sdo apresentadas as comparacGes entre as solucdes numéricas pelo MEF e

analiticas aproximadas nos pontos onde a componente de deformacdo ¢, apresenta valor

méaximo pela solucdo analitica aproximada e na Tab. 5.11 sdo apresentadas as comparagoes

para o valor minimo de ¢,.

Tabela 5.10 - Avaliacdo Comparativa dos Valores Maximos da Componente &, nas Secfes

Transversais da Chapa em EPT

Coordenada | Coordenada . . _
5 Deformacéo &, Deformacao &, | Diferenca
x da Secéo y do Valor . o
. Analitica Numeérica (%0)
(m) Maximo (m)
0,0 —0,50 0,002694755020302 0,0026948 0,00167
0,5 —0,50 0,002694755020302 0,0026944 0,0132
1,0 —0,50 0,002694755020302 0,002692 0,102
1,5 —0,50 0,002694755020302 0,0026972 0,0907
2,0 —0,50 0,002694755020302 0,0029185 8,303
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Tabela 5.11 - Avaliacdo Comparativa dos Valores Minimos da Componente &, nas Sec6es

Transversais da Chapa em EPT

Coordenada y 5 3 _
Coordenada x Deformacao &, Deformacéo &, | Diferenca
. do Valor . o
da Secéo (m) - Analitica Numérica (%)
Minimo (m)
0,0 0,50 —0,00030643241 | —0,00030642 0,00405
0,5 0,50 —0,00030643241 | —0,00030676 0,107
1,0 0,50 —0,00030643241 | —0,00030921 0,906
1,5 0,50 —0,00030643241 | —0,00030358 0,931
2,0 0,50 —0,00030643241 | —0,00011399 62,801

5.3.8.3 - Avaliacdo Comparativa para a Componente de Deformacdo €,

Na Tab. 5.12 sdo apresentadas as comparagdes entre as solu¢cdes numéricas pelo MEF e

analiticas aproximadas nos pontos onde a componente de deformacdo &, apresenta valor

maximo pela solucdo analitica aproximada e na Tab. 5.13 sdo apresentadas as comparagdes

para o valor minimo de «,,.

Tabela 5.12 - Avaliagdo Comparativa dos Valores Maximos da Componente &, nas Se¢oes

Transversais da Chapa em EPT

Coordenada y . . _
Coordenada x Deformagado &, | Deformagao &, | Diferenga
5 do Valor ) )
da Secéo (m) o Analitica Numeérica (%0)
Maximo (m)
0,0 —0,50 0,0049636177 0,0049633 0,00640
0,5 —0,50 0,0049636177 0,0049634 0,00439
1,0 —0,50 0,0049636177 0,0049642 0,0117
1,5 —0,50 0,0049636177 0,0049626 0,0205
2,0 —0,50 0,0049636177 0,0048962 1,358




RESULTADOS

122

Tabela 5.13 - Avaliagdo Comparativa dos Valores Minimos da Componente ¢,, nas Segdes

Transversais da Chapa em EPT

Coordenada y . . _
Coordenada x Deformacao &, Deformacao &, | Diferenca
N do Valor _ _
da Secéo (m) o Analitica Numeérica (%0)
Minimo (m)
0,0 0,19 0,00047354101 0,0004735 0,00866
0,5 0,19 0,00047354101 0,00047332 0,0467
1,0 0,19 0,00047354101 0,00047381 0,0568
1,5 0,19 0,00047354101 0,00049064 3,611
2,0 0,19 0,00047354101 0,00055965 18,184

5.3.8.4 - Avaliacdo Comparativa para a Componente de Deformacéo &,

Na Tab. 5.14 sdo apresentadas as comparagdes entre as solu¢cdes numéricas pelo MEF e

analiticas aproximadas nos pontos onde a componente de deformacdo &, apresenta valor

méaximo pela solucdo analitica aproximada e na Tab. 5.15 sdo apresentadas as comparagoes

para o valor minimo de ¢,.

Tabela 5.14 - Avaliacdo Comparativa dos Valores Maximos da Componente &, nas Sec¢des

Transversais da Chapa em EPT

Coordenada y _
Coordenada x Deformacéo &, Deformacéo &, | Diferenca
. do Valor . o
da Secéo (m) o Analitica Numerica (%)
Maximo (m)
0,0 —0,50 0,0049636177 0,0049633 0,00640
0,5 —0,50 0,0049636177 0,0049634 0,00439
1,0 —0,50 0,0049636177 0,0049642 0,0117
1,5 —0,50 0,0049636177 0,0049626 0,0205
2,0 —0,50 0,0049636177 0,0048962 1,358
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Tabela 5.15 - Avaliacdo Comparativa dos Valores Minimos da Componente &, nas Se¢des

Transversais da Chapa em EPT

Coordenada y . . _
Coordenada x Deformacéo ¢, Deformacéo &, | Diferenca
5 do Valor . o
da Secéo (m) . Analitica Numeérica (%)
Minimo (m)
0,0 0,19 0,00047354101 0,00047357 0,00612
0,5 0,19 0,00047354101 0,00047358 0,00823
1,0 0,19 0,00047354101 0,00047317 0,0783
1,5 0,19 0,00047354101 0,00046938 0,879
2,0 0,19 0,00047354101 0,00046927 0,902

5.3.9 - Andlise de Resultados ao Longo do Eixo x

A andlise de resultados para a componente de tensdo o, € para as componentes de deformacéo

Ex, £y € &, respectivamente, foi apresentada através das Tabs. 5.8, 5.9, 5.10, 5.11, 5.12, 5.13,

5.14 e 5.15. Esta mesma andlise é apresentada de forma grafica através das Figs. 5.42, 5.43,

5.44 e 5.45. Nestas figuras também € estabelecida uma margem de diferenca maxima

toleravel, estipulada como 5%, da solucdo analitica aproximada em relacdo a solucdo baseada

no MEF/Ansys. Assume-se este valor por ser bastante utilizado em projetos de engenharia.

Também € mostrada a coordenada x limite de validade da solucdo analitica aproximada, ou

seja, de acordo com o principio de Saint-Venant, espera-se que as solucbes analiticas

aproximadas sejam validas para coordenadas x < 1,5 m.



RESULTADOS 124

ANALISE COMPARATIVA PARA g, AQ LONGO DO EIXO X
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Figura 5.42 - Comparacao de Resultados da Componente de Tensdo o, na Chapa em EPT
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Figura 5.43 - Comparacao de Resultados da Componente de Deformacéo ¢, na Chapa em
EPT
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ANALISE COMPARATIVA PARA gy AD LONGO DO EIXO X
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Figura 5.44 - Comparacdo de Resultados da Componente de Deformacao &, na Chapa em
EPT
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Figura 5.45 - Comparacdo de Resultados da Componente de Deformacéo ¢, na Chapa em
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5.3.10 - Analise dos Resultados

Inicialmente, salienta-se que a comparacdo de resultados para a se¢do situada na coordenada
x = 2,5m ndo foi apresentada por se tratar da borda livre da chapa. Outra questdo a ser
ressaltada € que os resultados na se¢do definida na coordenada x = 2,0 m foram apresentados
para avaliar a precisdo da solugédo analitica aproximada em pontos proximos & borda livre da

chapa, onde as condicGes de contorno sao atendidas de forma relaxada.

5.3.10.1 - Andlise dos Resultados para a Componente de Tensao o,

Observa-se através da Fig. 5.42 que as diferencas ficaram abaixo da faixa dos 5% toleraveis
para 0s pontos situados no dominio de validade da solugdo analitica aproximada. Observa-se
através das Tabs. 5.8 e 5.9 que as maiores diferencas em relacdo a solucdo analitica
aproximada ocorrem na secdo situada em x = 2,0 m. Os pontos desta secdo situam-se a uma
distancia igual a metade da largura da chapa da borda livre. Nesta regido, pela consideracéao
do principio de Saint-Venant, a solucdo ndo ¢ valida pelo fato das respostas nesses pontos
serem afetadas pelas condi¢bes de contorno reais da borda livre da chapa. Nesta regido, a
componente de tensdo o, decai de seu valor méaximo, para pontos distantes das bordas, até
atingir valor nulo na borda livre da chapa. Este fato pode ser verificado através dos valores
obtidos através do MEF, apresentados para a componente de tensdo o,, na secao situada em
x = 2,0 m. Nesta se¢do, como se pode observar através das Tabs. 5.8 e 5.9, a componente de
tensdo o, apresenta valor numérico 25,312% menor que o valor analitico aproximado no
ponto de tensdo méxima e valor numérico 12,831% menor em médulo que o valor analitico
aproximado no ponto de tensdo minima. Portanto, a secdo mais proxima da borda onde a
solucdo ainda é valida é na sec¢do situada em x = 1,5 m. Esta secdo esta a uma distancia igual
a largura da chapa da borda livre. Para esta se¢do, como se pode observar atraves das Tabs.
5.8 e 5.9, a componente de tensdo o, apresenta uma diferenca de 1,335% para o ponto de
tensdo maxima e uma diferenca de 0,156% para o ponto de tensdo minima. Estas diferengas
estdo dentro da margem de 5% que é normalmente utilizada em projetos de engenharia. Nas
secdes situadas em coordenadas menores que x = 1,5m, ou seja, parax = 0,0m, x = 0,5m

e x = 1,0 m, as diferengas nos pontos de maxima e minima tensdo ndo chegaram a atingir
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0,3% mostrando que a solucdo analitica aproximada é satisfatoria para pontos situados a

distancias maiores ou iguais a largura da chapa da borda livre.

5.3.10.2 - Analise dos Resultados para as Componentes de Deformagcdo &, e €,

Inicialmente, observa-se através das Figs. 5.43 e 5.44 que as diferencas ficaram abaixo da
faixa dos 5% toleraveis para os pontos situados no dominio de validade da solucéo analitica
aproximada tanto para a componente de deformacdo &, quanto para a componente de
deformagdo ,,. Observa-se através das Tabs. 5.10, 5.11, 5.12 e 5.13 que as maiores diferencas
em relacdo a solucdo analitica aproximada ocorrem na secdo situada em x = 2,0 m para as
duas componentes de deformacdo. As diferencas apresentadas para esta secdo séo de 8,303%
para &, e 1,358% para ¢, no ponto de deformagdo maxima e de 62,801% para ¢, e 18,184%
para &, no ponto de deformagdo minima. Para a se¢do situada em x = 1,5m as diferencas
foram de 0,0907% para &, e 0,0205% para &, no ponto de deformacéo maxima e de 0,931%
para e, e 3,611% para ¢, no ponto de deformagdo minima. Estas diferencas estdo dentro da
margem de 5% que é normalmente utilizada em projetos de engenharia. Nas se¢des situadas
em coordenadas menores que x = 1,5m, ou seja, parax =0,0m,x =0,5mex = 1,0m, as
diferengas nos pontos de maxima e minima deformacdo ndo chegaram a atingir 1,0% com
relacdo as duas componentes de deformacdo mostrando que as solucdes analiticas
aproximadas sdo satisfatorias para pontos situados a distancias maiores ou iguais a largura da

chapa da borda livre.

5.3.10.3 - Andlise dos Resultados para a Componente de Deformagcéo &,

Inicialmente, observa-se através da Fig. 5.45 que as diferencgas ficaram abaixo da faixa dos
5% toleraveis para os pontos situados no dominio de validade da solugdo analitica
aproximada. Observa-se através das Tabs. 5.14 e 5.15 que as maiores diferencas em relacéo a
solucdo analitica aproximada ocorrem na secdo situada em x = 2,0 m. Nesta secdo a
componente de deformagéo ¢, apresenta valor numérico 1,358% menor que o valor analitico
aproximado no ponto de deformag¢do maxima e valor numérico 0,902% menor que o valor

analitico aproximado no ponto de deformacdo minima. Para a secdo situada em x = 1,5 m,
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como se observa atraves das Tabs. 5.14 e 5.15, a componente de deformacdo ¢, apresenta
uma diferenca de 0,0205% para o ponto de deformagdo maxima e uma diferenga de 0,879%
para o ponto de deformacdo minima. Estas diferencas estdo dentro da margem de 5% que é
normalmente utilizada em projetos de engenharia. Nas secfes situadas em coordenadas
menores que x = 1,5m, ou seja, para x = 0,0 m, x = 0,5m e x = 1,0 m, as diferencas nos
pontos de maxima e minima deformacdo ndo chegaram a atingir 0,08% mostrando que a
solugdo analitica aproximada é satisfatoria para pontos situados a distancias maiores ou iguais
a largura da chapa da borda livre.

5.4 - Chapa Plana Retangular Isotrépica no Estado Tridimensional

5.4.1 - Processo de Témpera

Nesta secdo sera analisada uma chapa plana isotrépica quadrada de lado muito maior que a
espessura. Esta chapa é submetida ao processo de témpera. A témpera € um processo de
fabricacdo muito utilizado na industria para aumentar a dureza e resisténcia mecanica dos
materiais. O processo de témpera é mostrado através da Fig. 5.46. Na aplicacdo deste
processo a chapa é resfriada bruscamente em um meio liquido de temperatura muito inferior a
sua temperatura inicial. Neste caso, a maior parte da troca de calor da chapa com o meio
liqguido ocorre nas superficies definidas pelos planos y = +b. Pelo fato da espessura,
dimensdo ao longo da coordenada y, ser muito inferior aos lados, dimensdes ao longo dos
eixos x e z, considera-se que a conducédo no interior da chapa se dé exclusivamente na diregéo
de y (INCROPERA et al., 2008). Neste caso, pode-se considerar que a distribuicdo de
temperatura no interior da chapa seja funcdo apenas da coordenada y. Com base nestas
consideracdes, aplicam-se as solucdes obtidas no capitulo 4 para a determinacdo dos campos

de tensdo e deformacéo térmicas.
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T(y,0)=T"
To h*
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—» —» —» —» —»
To N*

Figura 5.46 - Chapa Plana Isotropica em Estado Tridimensional Submetida ao Processo de

Témpera

Os parametros do processo de témpera, mostrados atraves da Fig. 5.46, sdo definidos através
da Tab. 5.16.

Tabela 5.16 - Parametros no Processo de Témpera Apresentados pela Fig. 5.46

Descricdo Simbolo
Temperatura da Chapa em y no Instante de Tempo t T(y,t)
Temperatura da Chapa no Instante t = 0 TS
Coeficiente de Convecgdo do Meio Refrigerante h*
Temperatura do Meio Refrigerante Tw
Espessura da Chapa 2b
Lado da Chapa 21

5.4.1.1 - Determinacao das Equacdes que Regem o Problema de Conducéo de Calor

A distribuicdo de temperatura atuante na chapa da Fig. 5.46 é encontrada atraves da solugéo
da equacdo do calor. Esta equacédo é representada através da seguinte equacdo diferencial
(INCROPERA et al., 2008):

a<kar)+a(kaT)+a(kaT>+._ aT (5.32)
ax\"“ox) Tay\“ay) T az\"9z) T 1T Pery; '
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Esta equacdo é a forma geral da equacdo diferencial da difusdo de calor em coordenadas
cartesianas e é a ferramenta basica para a anélise da conducédo de calor (INCROPERA et al.,
2008). O problema de conducdo de calor mostrado na Fig. 5.46 se trata de um problema
unidimensional onde ndo ha geracdo de energia interna na chapa (¢ = 0). Assume-se ainda
que a condutividade térmica do material da chapa seja constante (k = constante). Aplicando-
se estas simplificacdes a equacdo do calor (Eqg. (5.32)), obtém-se (INCROPERA et al., 2008):

9T 10T

= 5.33
dy? ap 0t (5:33)
Para a solucdo da Eq. (5.33) é necessario especificar uma condicéo inicial e duas condicdes de

contorno. Neste caso, a condi¢do inicial serd dada por (INCROPERA et al., 2008):
T(y,0) =T/ (5.34)

Ou seja, no instante de tempo t = 0 assume-se que a chapa possua temperatura constante
igual a T;". A primeira condig&o de contorno é dada através da seguinte relacdo (INCROPERA
et al., 2008):

or =0 (5.35)
ayl,_,

Esta condicdo de contorno representa a simetria do campo de temperatura atuante na chapa.
Ou seja, como as condi¢fes convectivas sdo as mesmas nos planos definidos por y = +b,
assume-se que a distribuicdo de temperatura seja simétrica com relacdo ao plano definido por
y =0 (Fig. 5.46). A segunda condicdo de contorno é dada pela seguinte expressdo
(INCROPERA et al., 2008):

Kl = e - (5.36)

Esta condicdo de contorno se refere a troca de calor que ocorre nas superficies y = +b para

instantes de tempo t > 0.
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Pode-se verificar, através de uma anélise das Eqgs. (5.33), (5.34) e (5.36), que a distribui¢do de
temperatura T (y, t), além de ser funcdo dos parametros y e t, € também dependente de uma
série de outros parametros, ou seja:

T =T(y,t, T}, To, b k,ar, h*) (5.37)

Estes parametros sao descritos através da Tab. 5.17.

Tabela 5.17 - Parametros da Equacédo Diferencial e CondicGes de Contorno no Processo de

Témpera
Descricéo Simbolo
Temperatura da Chapa em y no Instante de Tempo t T(y,t)
Tempo t
Temperatura da Chapa no Instante t = 0 T
Temperatura do Meio Refrigerante Te
Espessura da Chapa 2b
Condutividade Térmica do Material da Chapa k
Difusividade Térmica do Material da Chapa ar
Coeficiente de Conveccédo do Meio Refrigerante h*

Sendo a distribuicdo de temperatura na chapa (T'(y, t)) funcdo de varios parametros, a forma
adimensional das equacfes que descrevem 0 processo representaria uma grande vantagem
para a solucdo destas equacdes (INCROPERA et al., 2008). Deste modo, uma forma
adimensional da variavel dependente T € dada através da seguinte relacdo (INCROPERA et
al., 2008):

T—-T,
= — para 0<6"<1 (5.38)

0" o

A coordenada espacial adimensional sera dada por (INCROPERA et al., 2008):

1l
S

(5.39)
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Na Eq. (5.39) o termo b representa a meia espessura da chapa. O tempo adimensional sera
dado pela seguinte relagédo (INCROPERA et al., 2008):

. . _art

Na Eg. (5.40) o termo F, representa o numero de Fourier. A substituicdo dos parametros
adimensionais (Egs. (5.38), (5.39) e (5.40)) nas Egs. (5.33), (5.34), (5.35) e (5.36) resulta na
seguinte equacao diferencial adimensional (INCROPERA et al., 2008):

= (5.41)

E resulta na seguinte condicdo inicial e condi¢Ges de contorno (INCROPERA et al., 2008):

6*(y%,0) =1 (5.42)
20 =0 (5.43)
0yl a_y
il = —Big*(1,t") (5.44)
dy@ i1

Na Eqg. (5.44) o termo Bi representa o nimero de Biot que é definido como:

h*b
k

Bi = (5.45)

Agora, a dependéncia funcional escrita na forma adimensional fica da seguinte forma
(INCROPERA et al., 2008):

0* = f(y%,E,, Bi) (5.46)

Os parédmetros que aparecem na Eq. (5.41), na condicéo inicial (Eq. (5.42)) e nas condicdes de
contorno (Egs. (5.43) e (5.44)) sdo mostrados através da Tab. 5.18.
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Tabela 5.18 - Pardmetros da Equacédo Diferencial e Condi¢fes de Contorno no Formato

Adimensional
Descricéo Simbolo
Temperatura Adimensional 0"
Coordenada Espacial Adimensional y@
Tempo Adimensional t*
NUmero de Fourier F,
Numero de Biot Bi

5.4.1.2 - Solucdo Exata e Aproximada para a Distribuicdo de Temperatura

A solucéo exata para a Eq. (5.41), condicéo inicial (Eq. (5.42)) e condi¢des de contorno (Egs.
(5.43) e (5.44)) tem a seguinte forma (INCROPERA et al., 2008):

0" = Crexp(~5i7F,)cos(Gy®) (5.47)
n=1

Na Eqg. (5.47) o coeficiente C,, € dado pela seguinte expressao:

4send,

C: =
20 + sen(24))

(5.48)

Nas Eqs. (5.47) e (5.48) os valores discretos de ¢, sdo dados pelas raizes positivas da seguinte

equacéo transcendental:
{ntand,, = Bi (5.49)

Para valores de F, > 0,2, a solucdo dada pela Eq. (5.47) pode ser aproximada pelo primeiro
termo da série, ou seja, (INCROPERA et al., 2008):

6 = Ciexp(—{i"F,)cos(Giy®) (5.50)
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5.4.1.3 - Determinacéao da Distribuicdo de Temperatura

Para a determinacdo da distribuicdo de temperatura na chapa submetida ao processo de
témpera, considera-se 0 mesmo aco utilizado na anélise feita na secdo 5.3 para o0 EPT, ou seja,
sera considerado 0 aco SAE 1020, cujas propriedades mecénicas sao apresentadas na Tab. 5.6.
Além disto, assumem-se os valores apresentados na Tab. 5.19 para os pardmetros utilizados

no processo de témpera.

A substituicdo dos parametros b, h* e k, apresentados através da Tab. 5.19, resulta no

seguinte valor para o nUmero de Biot:

h*b 1038 x 0,005

Bi P 519 =01

(5.51)

A partir deste valor sdo encontradas as raizes {,, e constantes C,, presentes nas Eqgs. (5.47) e

(5.48). Os valores para estas raizes e constantes sdo apresentados através da Tab. 5.20.

Tabela 5.19 - Valores dos Parametros Utilizados no Processo de Témpera na Chapa em

Estado Tridimensional

Descricéo Simbolo Valor
Temperatura da Chapa no Instante t = 0 TS 300 °C
Temperatura do Meio Refrigerante To 25°C
Espessura da Chapa 2b 0,01m
Lado da Chapa 21 0,08 m
Condutividade Térmica do Material da Chapa k 51L9W/m-K
Difusividade Térmica do Material da Chapa ar 1,3566 x 107> m?/s
Coeficiente de Conveccédo do Meio Refrigerante h* 1038 W/m? - K
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Tabela 5.20 - Valores das Raizes {;, e Constantes C,, (Fonte: INCROPERA et al., 2008)

NUmero de Biot (Bi) ¢S c;,

0,3111 1,0161
3,1731 | —0,0197
6,2991 | 0,00504
9,4354 | —0,00225

0,1

Para a determinacdo da distribuicdo de temperatura, consideram-se 4 termos da série dada

através da Eq. (5.47). Deste modo, o parametro 6 sera dado atraves da seguinte relacao:

0* = Ciexp(—{;°F,)cos({1y®) + Ciexp(—{3°F,)cos({3y®) +

) , (5.52)
Ciexp(—3%F,)cos(33y®) + Ciexp(—8i*F,)cos(Liy®)

Substituindo-se os valores das raizes ¢, e das constantes C, na Eg. (5.52), encontra-se a

seguinte expressao:

0* = 1,0161e (%0968 5(0,3111y%) —
0,0197e(-10.0686F) ¢55(3,1731y%) +
0,00504e(~39679%) c05(6,2991y%) —
0,00225¢(~89.0268F) c5(9 4354y%)

(5.53)

Para obtencdo da equacdo em termos dimensionais, sdo substituidos os parametros

adimensionais 6%, F, e y* na Eq. (5.53). Deste modo, obtém-se a seguinte equagao:

T—-T,

t
— 1,0161e(00955F) (0,3111 %) —

t
0,0197¢(710.0686%) ¢ (3,1731 %) +
t (5.54)
(04
0,00504¢(37795%) cos (6,2991 %) _

art
0,00225¢ (789026857 o (9,4354%)
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Substituindo-se os valores de T/, T, ar € b na Eqg. (5.54) e rearranjando-se 0s termos,

obtém-se a seguinte distribuicdo de temperatura atuante na chapa:

T(y,t) = 25+ 275[1,0161e(-005250¢05(62,220y) —
0,0197e(5464005(634,620y) +
0,00504¢ (215310 05(1259,820y) —
0,00225e #8399 ¢05(1887,080y)]

(5.55)

Conforme apresentado por Incropera et al. (2008), esta solucéo € satisfatoria para numeros de
Fourier maiores que 0,2 (F, > 0,2), ou seja, para instantes de tempo t > 0,369s. Assim,
mostra-se através da Fig. 5.47 a distribuicdo de temperatura na chapa para diferentes instantes

de tempo, sendo t > 0,369s.

107 PERFIS DE TEMPERATURA NA CHAPA

ESPESSURA DA CHAPA - EIXO Y (m)

-5 . i i -_.
250 255 260 265 270 275 280 285 290 295
TEMPERATURA (°C)

Figura 5.47 - DistribuicGes de Temperatura na Chapa em Estado Tridimensional para

Diferentes Instantes de Tempo

5.4.1.3.1 - Escolha do Perfil de Temperatura

Como mostrado através da Eq. (5.55), a distribuicdo de temperatura na chapa é uma funcéo

transiente. Portanto, os campos de tensdo e deformacdo também serdo funcdes transientes. A
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determinacdo dos campos de tensdo e deformacédo na chapa sera efetuada 5 segundos apos a

chapa ter sido submetida ao processo de témpera, ou seja, no instante de tempo t = 5s. Neste

trabalho sera feita a analise para um unico instante de tempo, contudo os campos de tenséo e

deformacédo podem ser determinados para quaisquer instantes de tempo t. A distribuicdo de

temperatura na chapa para o instante de tempo t = 5s, partindo-se da Eg. (5.55), é dada

através da seguinte relagdo:

T(y,5) =T(y) = 25+ 214,895co0s(62,220y) —
7,409 X 107 2¢c05(634,620y) +
2,439 x 10~*7c0s(1259,820y) —
7,741 X 107 1%¢05(1887,080y)

(5.56)

O perfil de temperatura na chapa para o instante de tempo t = 5s é mostrado através da Fig.

5.48.

ESPESSURA DA CHAPA - EIXO Y (m)

% 10° PERFIL DE TEMPERATURA EM t=53
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i +H E
= +++++ | | | |
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TEMPERATURA (°C)

Figura 5.48 - Distribuicdo de Temperatura na Chapa em Estado Tridimensional no Instante de

Tempot = 5s
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5.4.1.3.2 - Aproximacao Polinomial para o Perfil de Temperatura Encontrado

A expressdo representante do perfil de temperatura na chapa € aproximada pela combinagéo
linear dos primeiros polindbmios de Legendre utilizando-se o método dos minimos quadrados.
A funcdo a ser aproximada (Eq. (5.56)) se trata de uma funcéo par, ou seja, ela é simétrica
com relacdo ao plano definido por y = 0. Deste modo, foram utilizados os cinco primeiros
polinémios pares de Legendre para efetuar a aproximacao. A utilizagdo de um nimero maior
de polinbmios mostrou-se desnecessaria devido ao elevado nivel de precisdo numérica obtido
utilizando-se poucos polinémios de Legendre. Deste modo, a funcéo a ser aproximada (f (y))

é representada pela Eq. (5.56) e a funcéo de aproximacao € dada através da seguinte relacéo:

g = c101(Y) + c20,(y) + c303(y) + c40s(y) + cs05(y) (5.57)

Na Eq. (5.57) as funcdes @1, @5, @3, @4 € @< representam os cinco primeiros polinémios

pares de Legendre que sdo mostrados através da Tab. 5.21.

Tabela 5.21 - Polinémios de Legendre Utilizados na Aproximacao da Distribuicdo de

Temperatura na Chapa em Estado Tridimensional

Funcéo | Polindmio
, Polindmio

(pj Pn(y)
p1(y) Py(y) 1
®2(¥) P,(y) 1/2 (3y2 —1)
@3(y) P,(y) 1/8 (35y* — 30y2 + 3)
0s(y) | Ps() 1/16 (231y® — 315y* + 105y% — 5)
os(y) Pg(y) 1/128 (6435y® — 12012y° 4+ 6930y* — 1260y? + 35)

Aplicando-se 0 método dos minimos quadrados as fungdes f(y) e g(y) e minimizando-se o
residuo quadratico da aproximagdo, encontram-se as constantes c;. Estas constantes sdo

apresentadas através da Tab. 5.22.
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Tabela 5.22 - Constantes da Eq. (5.57)

Constante c; Valor da Constante
€1 1,30229904553884 x 10!
cy 4,74292255027712 x 1011
C3 3,95447783567789 x 10"
Ca 1,53188405994014 x 10'!
Cs 2,37519770882769 x 10*°

A substituigdo das constantes c; e dos polindbmios ¢; na Eqg. (5.57) resulta no seguinte

polindmio de aproximagao para o campo de temperatura:

g(y) = 1,194093535648920 x 10'2y8 —
1,7316988339410 x 101%y% + 1,34194646922 x 108y* — (5.58)
4,15964652 x 10°y? + 2,39895 x 102

O campo de temperatura polinomial aproximado é mostrado através da Fig. 5.49.

x 10" PERFIL DE TEMPERATURA POLINOMIAL APROXIMADO

5

4

3

ESPESSURA DA CHAPA - EIXO Y (m)
=

'5 L]
228 230 232 234 236 238 240
TEMPERATURA (°C)

Figura 5.49 - Perfil de Temperatura Polinomial Aproximado Atuante na Chapa em Estado

Tridimensional
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Para efeito de comparacdo os dois perfis de temperatura, o original e o aproximado, séo
mostrados em um mesmo grafico através da Fig. 5.50.

x10° PERFIS DE TEMPERATURA NA CHAPA
) L 1|~ * - ! T T T
: g
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Figura 5.50 - Perfis de Temperatura Original e Polinomial Aproximado Atuantes na Chapa

em Estado Tridimensional

5.4.2 - Determinacdo da Componente de Tensao o,

Para a determinacdo da componente de tensdo o, devem ser consideradas as propriedades
mecanicas do ago SAE 1020. As propriedades mecénicas deste aco sdo mostradas através da
Tab. 5.6. Além disto, a distribuicdo de temperatura atuante na chapa é dada de forma
aproximada pelo polinémio g(y) representado pela Eg. (5.58). Os coeficientes polinomiais do

perfil de temperatura aproximado sdo mostrados através da Tab. 5.23.
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Tabela 5.23 - Coeficientes Polinomiais do Perfil de Temperatura Polinomial Aproximado na

Chapa em Estado Tridimensional

Coeficiente
_ ) Valor
Polinomial
ao 2,39895 x 102
a, —4,15964652 x 10°
ay 1,34194646922 x 108
ag —1,7316988339410 x 101°
ag 1,194093535648920 x 1012

A componente de tensdo o, € encontrada a partir da Eq. (4.186). Substituindo-se os
coeficientes polinomiais da Tab. 5.23, o valor de E, o valor de « e 0 valor de b nesta equagéo,

obtém-se o seguinte polinbmio para a componente de tensao o,
o,(y) = —5,049309807886862 x 1018y8 +
7,322612212093352 x 10°y® — 5,674516498416923 x 1014y* + (5.59)

1,758936242509256 x 10'2y2 — 1,458703379669164 x 107

A distribuicdo da componente de tensdo o, é mostrada através da Fig. 5.51.
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Figura 5.51 - Distribuicdo Analitica Aproximada da Componente de Tensédo g, na Chapa em

Estado Tridimensional
5.4.3 - Determinacdo da Componente de Tenséo o,
A componente de tensdo o, é obtida através da Eq. (4.187). Substituindo-se os coeficientes
polinomiais da Tab. 5.23, o valor de E, o valor de a e o valor de b nesta equacao, encontra-se
0 seguinte polinbmio para a componente de tenséo a,:
o,(y) = —5,049309807886862 x 10'8y8 +
7,322612212093352 x 10%6y® — 5,674516498416923 x 10*y* + (5.60)

1,758936242509256 x 10'?y? — 1,458703379669164 x 107

A distribuicdo da componente de tensdo g, € mostrada através da Fig. 5.52.
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Figura 5.52 - Distribuicdo Analitica Aproximada da Componente de Tensdo g, na Chapa em

Estado Tridimensional

5.4.4 - Determinacdo da Componente de Deformacao &,

A componente de deformacéo &, é encontrada através da Eq. (4.188). Substituindo-se 0s

coeficientes polinomiais da Tab. 5.23, o valor de a e o valor de b nesta equacao, encontra-se

0 seguinte polinémio para a componente de deformacéo e, :

£,(y) = 0,00350 (5.61)

Ou seja, a componente de deformacao ¢, é constante para pontos distantes da borda livre da

chapa. A distribuigdo da componente de deformacéo ¢, é mostrada através da Fig. 5.53.
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Figura 5.53 - Distribuicdo Analitica Aproximada da Componente de Deformacéo ¢, na Chapa

em Estado Tridimensional

5.4.5 - Determinacdo da Componente de Deformagcao &,

A componente de deformacdo ¢, € determinada atraves da Eq. (4.189). Substituindo-se os
coeficientes polinomiais da Tab. 5.23, o valor de a, o0 valor de v e o0 valor de b nesta equacéo,

encontra-se o seguinte polinbmio para a componente de deformagéo ¢,

&y (y) = 32820513,751y8 — 475969,794y° + 3688,436y* — 562
5.62
11,433y? + 0,00359

A distribuicdo da componente de deformacéo ¢, € mostrada atraves da Fig. 5.54.
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Figura 5.54 - Distribuicdo Analitica Aproximada da Componente de Deformacéo ¢, na Chapa

em Estado Tridimensional

5.4.6 - Determinacdo da Componente de Deformacéo &,

A componente de deformacdo &, é determinada através da Eq. (4.190). Substituindo-se os
coeficientes polinomiais da Tab. 5.23, o valor de a e o valor de b nesta equacao, encontra-se

0 seguinte polinémio para a componente de deformacéo ¢,:
&,(y) = 0,00350 (5.63)
Ou seja, a componente de deformacdo &, é constante e possui 0 mesmo valor que a

componente de deformacéo ¢,. A distribuicdo da componente de deformacéo ¢, é mostrada

através da Fig. 5.55.
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Figura 5.55 - Distribuicdo Analitica Aproximada da Componente de Deformacao &, na Chapa

em Estado Tridimensional

5.4.7 - VValores Numéricos Obtidos Através do MEF

Nesta secdo sdo obtidos os resultados numéricos para as componentes de tensdo o, € g, e para

as componentes de deformacéo ¢, ¢, € €, através do MEF utilizando o programa Ansys.

5.4.7.1 - Modelagem da Chapa no Programa Ansys

A chapa a ser modelada possui espessura (dimensdo 2b) igual a 1 centimetro e os lados
(dimens&o 21) iguais a 8 centimetros. Sendo a chapa quadrada e a distribui¢do de temperatura
funcdo apenas da coordenada y, levam-se em consideragdo duas condi¢cdes de contorno de
simetria: uma condicdo de simetria com relagéo ao plano z = 0 e outra condic¢do de simetria
com relagdo ao plano x = 0 (Fig. 5.56). Uma terceira condi¢do de contorno de simetria é
obtida através da consideracdo de que a distribuicdo de temperatura atuante na chapa é
simétrica com relagdo ao plano y = 0. Deste modo, apenas a oitava parte da chapa é
modelada como mostrado através da Fig. 5.56. Para a andlise através do MEF, utiliza-se o
elemento tridimensional designado por SOLID186. Este elemento é mostrado na Fig. 5.2. Na
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aplicacdo do método foram utilizados 64.000 elementos. Deste modo, 0 modelo com a
respectiva malha e condic¢Bes de contorno é mostrado através da Fig. 5.56. Nesta figura as
setas em verde representam as restricdes de deslocamento devido as condi¢des de contorno de
simetria. No modelo as &reas com restri¢cBes sdo aquelas definidas pelos planos x =0, y = 0

e z = 0. A origem do sistema de coordenadas se encontra no centro da chapa.

— ANSYS

R14.5

Academic

Figura 5.56 - Modelo Utilizado na Aplicacdo do MEF para a Chapa em Estado

Tridimensional

5.4.7.2 - Componente de Tenséo o,

Na aplicacdo do MEF o modelo da chapa foi submetido a distribui¢do de temperatura original
(Eq. (5.56)), utilizando-se o editor de fungdes (Function Editor) do programa Ansys. A partir
da aplicacdo desta distribuicdo de temperatura foi encontrada a distribuicdo para a

componente de tensdo a,, mostrada atraves da Fig. 5.57.
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Figura 5.57 - Solucdo pelo MEF para a Componente de Tenséo o, na Chapa em Estado

Tridimensional

Observa-se na Fig. 5.57 que a distribuicdo da componente de tensdo o, é funcdo apenas da
coordenada y para pontos suficientementes afastados das bordas livres interceptadas pelos
eixos x e z. Também se observa que a distribuicdo da componente de tensdo o, € mais
influenciada pela borda livre interceptada pelo eixo x. Este acontecimento pode ser explicado
pelo fato de que a componente de tensédo o, deve se anular nesta borda, 0 mesmo néo
ocorrendo necessariamente para a outra borda livre. Neste caso, ndo se pode garantir a

validade da solucdo analitica aproximada para pontos proximos destas duas bordas livres.

5.4.7.3 - Componente de Tenséo o,

Foi encontrada na chapa a distribuicdo para a componente de tensdo g, mostrada atraveés da
Fig. 5.58.
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Figura 5.58 - Solugéo pelo MEF para a Componente de Tenséo o, na Chapa em Estado

Tridimensional

As mesmas conclusdes obtidas para a componente de tenséo o, podem ser estendidas para a
componente de tensdo a,. A Unica diferenca reside no fato de que a borda livre que mais
influencia a distribuicdo da componente de tensdo o, € aquela que é interceptada pelo eixo z.
Nesta borda a componente de tensdo o, deve possuir valor nulo, 0 mesmo ndo ocorrendo
necessariamente para a outra borda. E importante ressaltar que as componentes de tenséo o, e
g, possuem a mesma distribuicdo na chapa, sendo a Unica diferenca entre elas as direcfes as

quais atuam.

5.4.7.4 - Componente de Deformagéo &,

Foi encontrada na chapa a distribui¢do para a componente de deformacéo &, mostrada atraves
da Fig. 5.59.
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Figura 5.59 - Solucdo pelo MEF para a Componente de Deformacdo &, na Chapa em Estado

Tridimensional

Observa-se através da Fig. 5.59 que a distribuicdo da componente de deformacdo ¢, é
praticamente constante para pontos afastados da borda livre que é interceptada pelo eixo x.

Também se observa que a borda livre que é interceptada pelo eixo z possui pouca ou

nenhuma influéncia sobre esta componente de deformacao.

5.4.7.5 - Componente de Deformacao ¢,,

Foi encontrada na chapa a distribuicdo para a componente de deformacdo &, mostrada através
da Fig. 5.60.
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Figura 5.60 - Solucdo pelo MEF para a Componente de Deformacdo ¢, na Chapa em Estado

Tridimensional

Observa-se através da Fig. 5.60 que a distribuicdo da componente de deformacdo ¢, é funcéo

apenas da coordenada y para pontos afastados das bordas livres que sdo interceptadas pelos
eixos x e z. Também se observa que a componente de deformagdo &, € igualmente

influenciada por estas duas bordas.

5.4.7.6 - Componente de Deformacéo &,

Foi encontrada na chapa a distribuicdo para a componente de deformacéo &, mostrada através
da Fig. 5.61.
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Figura 5.61 - Solucdo pelo MEF para a Componente de Deformacéo &, na Chapa em Estado

Tridimensional

As mesmas conclusdes obtidas para a componente de deformacgédo &, podem ser aplicadas
para a componente de deformagdo &,. Neste caso, a borda livre que mais influencia a
distribuicdo da componente de deformacéo &, € aquela que é interceptada pelo eixo z. Como
0 mencionado para as componentes de tensdo o, e ag,, as componentes de deformacao ¢, € &,
apresentam a mesma distribuicdo na chapa, sendo a unica diferenga entre elas as dire¢des as

quais atuam.

5.4.8 - Comparacao dos Resultados Analiticos Aproximados e Numéricos

Os resultados numéricos para as componentes de tensdo o, € g, e para as componentes de
deformagéo ¢, &, e &, foram obtidos para diferentes distancias da borda livre que é
interceptada pelo eixo x. Os resultados foram obtidos para segmentos ao longo do eixo x
iguaisa x =0,0cm, x=1,0cm, x =2,0cm, x =3,0cm, x =3,5cm e x =4,0cm. Os

segmentos de coleta de dados sdo mostrados atraves da Fig. 5.62.
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Figura 5.62 - Segmentos de Coleta de Dados Numéricos Obtidos pelo MEF

Os segmentos de coleta de dados apresentados através da Fig. 5.62 situam-se no plano z = 0.
N&o foram coletados dados ao longo do plano x =0 pelo fato das distribuigdes das
componentes g, e €, neste plano serem idénticas as distribuicdes das componentes o, € &, no
plano z = 0. Explica-se este acontecimento pelo fato da chapa ser quadrada. Deste modo,
conclusdes obtidas para as componentes com dire¢cdes em x podem ser estendidas para as
componentes com diregdes em z. Os resultados obtidos para os segmentos situados nas
diversas posicGes ao longo do eixo x foram comparados com os resultados analiticos

aproximados. Os resultados comparativos sdo mostrados a seguir.

5.4.8.1 - Comparacéo dos Resultados para o Segmentoem x = 0,0 cm

Através das Figs. 5.63, 5.64, 5.65, 5.66 e 5.67 sdo mostrados os resultados comparativos para
as componentes de tensdo o, e g, e para as componentes de deformacgéo ¢, ¢, e &, no

segmento definido por x = 0,0 cm.
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Figura 5.63 - Solucdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Tenséao g, no

Segmento Definido por x = 0,0 cm
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Figura 5.64 - Solucdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Tensao o, no

Segmento Definido por x = 0,0 cm
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Figura 5.65 - Solugdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformacéo

&, N0 Segmento Definido por x = 0,0 cm
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Figura 5.66 - Solucdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformacéo

£y, no Segmento Definido por x = 0,0 cm
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Figura 5.67 - Solugdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformacéo

&, Nno Segmento Definido por x = 0,0 cm

5.4.8.1.1 - Andlise dos Gréficos Apresentados para o Segmentoem x = 0,0 cm

O segmento definido por x = 0,0 cm estd a uma distancia igual a 4 vezes a espessura da
chapa em relacdo a borda livre que € interceptada pelo eixo x. Deste modo, espera-se que haja
uma boa concordancia entre as solugbes neste segmento, o que de fato pode ser observado
através dos graficos apresentados pelas Figs. 5.63, 5.64, 5.65, 5.66 e 5.67. Portanto, conclui-
se que as duas solucBes apresentam uma Otima concordancia para todas as componentes de

tensdo e deformacédo no segmento analisado.

5.4.8.2 - Comparacao dos Resultados para o Segmentoem x = 1,0 cm

Através das Figs. 5.68, 5.69, 5.70, 5.71 e 5.72 sdo mostrados 0s resultados comparativos para

as componentes de tensdo o, e g, e para as componentes de deformacdo e, £, e &, no

segmento definido por x = 1,0 cm.
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Figura 5.68 - Solucdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Tenséao g, no

Segmento Definido por x = 1,0 cm
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Figura 5.69 - Solucdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Tensao o, no

Segmento Definido por x = 1,0 cm
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Figura 5.70 - Solugdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformacéo

&, N0 Segmento Definido por x = 1,0 cm
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Figura 5.71 - Solucdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformacéo

£y, no Segmento Definido por x = 1,0 cm



RESULTADOS 159

10-3 DISTRIEIUI@:’-"“.O DA DEFORMAQ:&O E, EM x=1.0cm
X

5 T T T T T T T T

H | H H +  Solucdo Analitica Aproximada

45 [ T S ) *  Solugio Mumérica 1
»§« 4 ________ [ [ 5. _______ [EU [ [ [ [ -
- ' . ' ' ' ' . '
o . : . . . . : .
e R el st Sl St el sl A ety T
I ' | : ' ' ' | '
eul: 3 ________ [ [ 5. _______ [ [ [ [ [ -
o .
e : ! : : : : i i
B - St e sl e ety T
< 2 ............................................................................. -
=
w 16------ e Fommee-- o Rl DEEEEEE o e P oo .
L1
o . T - S U SO SO S _
]
1

] R S A T e M

i i i i i i i i

0 -
34 342 344 346 348 35 352 354 35 358 36
DEFORMACAO &, % 107

Figura 5.72 - Solugdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformacao

&, No Segmento Definido por x = 1,0 cm

5.4.8.2.1 - Anédlise dos Gréficos Apresentados para o Segmentoem x = 1,0 cm

O segmento definido por x = 1,0 cm estd a uma distancia igual a 3 vezes a espessura da
chapa em relacdo a borda livre que € interceptada pelo eixo x. Assim, tal como para o
segmento em x = 0,0 cm, espera-se que haja uma boa concordancia entre as solucdes para
este segmento. Os gréficos apresentados nas Figs. 5.68, 5.69, 5.70, 5.71 e 5.72 mostram que
as solucbes numéricas sao praticamente idénticas as solucdes analiticas aproximadas. Neste
caso, observou-se dtima concordancia entre os resultados para todas as componentes de

tensdo e deformacao.

5.4.8.3 - Comparacao dos Resultados para o Segmento em x = 2,0 cm

Através das Figs. 5.73, 5.74, 5.75, 5.76 e 5.77 sdo mostrados 0s resultados comparativos para
as componentes de tensdo o, e g, e para as componentes de deformacgéo ¢, ¢, e &, no

segmento definido por x = 2,0 cm.
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Figura 5.73 - Solucdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Tenséo g, no

Segmento Definido por x = 2,0 cm
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Figura 5.74 - Solucdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Tensao o, no

Segmento Definido por x = 2,0 cm
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Figura 5.75 - Solugdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformacéo

&, N0 Segmento Definido por x = 2,0 cm
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Figura 5.76 - Solucdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformagéo

£y, no Segmento Definido por x = 2,0 cm
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Figura 5.77 - Solugdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformacéo

&, No Segmento Definido por x = 2,0 cm

5.4.8.3.1 - Andlise dos Gréficos Apresentados para o Segmentoem x = 2,0 cm

O segmento definido por x = 2,0 cm estd a uma distancia igual a 2 vezes a espessura da
chapa em relacdo a borda livre que € interceptada pelo eixo x. Assim, tal como para o
segmento definido por x = 0,0 cm e x = 1,0 cm, espera-se que haja uma boa concordancia
entre ambas as solucBes para este segmento. Desta forma, observa-se através dos graficos
apresentados pelas Figs. 5.73, 5.74, 5.75, 5.76 e 5.77 que as solugdes numéricas sao
praticamente idénticas as solugdes analiticas aproximadas. Portanto, mostra-se que as duas
solugdes se interceptam com Otima concordancia para todas as componentes de tensdo e

deformacéo.

5.4.8.4 - Comparacao dos Resultados para o Segmentoem x = 3,0 cm

Através das Figs. 5.78, 5.79, 5.80, 5.81 e 5.82 sdo mostrados os resultados comparativos para
as componentes de tensdo o, e g, e para as componentes de deformacdo e, £, e £, no

segmento definido por x = 3,0 cm.
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Figura 5.78 - Solucdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Tenséao g, no

Segmento Definido por x = 3,0 cm
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Figura 5.79 - Solucdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Tensao o, no

Segmento Definido por x = 3,0 cm
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Figura 5.80 - Solugdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformacéo

&, N0 Segmento Definido por x = 3,0 cm
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Figura 5.81 - Solucdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformagéo

£y, no Segmento Definido por x = 3,0 cm
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Figura 5.82 - Solugdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformacéo

&, No Segmento Definido por x = 3,0 cm

5.4.8.4.1 - Andlise dos Gréficos Apresentados para o Segmentoem x = 3,0 cm

O segmento definido por x = 3,0 cm esta a uma distancia igual a espessura da chapa da borda
livre. Deste modo, espera-se que haja uma boa concordéncia entre as solugfes para este
segmento, porém uma concordancia, talvez, ndo tdo satisfatoria quanto as apresentadas para
0s segmentos em x = 0,0 cm, x = 1,0 cm e x = 2,0 cm. Desta forma, observa-se através dos
graficos apresentados nas Figs. 5.79 e 5.82 que as solu¢des numéricas para a componente de
tensdo o, e para a componente de deformacdo &, sdo praticamente idénticas as solucdes
analiticas aproximadas. Contudo, para a componente de tenséo o, € para as componentes de
deformagédo ¢, e &, observa-se que as solugbes ndo apresentam uma concordancia tdo
satisfatoria em pontos proximos do centro da chapa. Portanto, mostra-se que as solucGes
apresentam uma Gtima concordancia para a componente de tensdo o, e para a componente de
deformagdo e, e uma boa concordancia para a componente de tensdo o, e para as

componentes de deformacéo ¢, € &,.
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5.4.8.5 - Comparacao dos Resultados para o Segmentoem x = 3,5 cm

Atraves das Figs. 5.83, 5.84, 5.85, 5.86 e 5.87 sdo mostrados os resultados comparativos para
as componentes de tensdo o, e o, e para as componentes de deformacéo e, ¢, € &, no

segmento definido por x = 3,5 cm.
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Figura 5.83 - Solugdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Tensao g, no

Segmento Definido por x = 3,5 cm
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Figura 5.84 - Solucao Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Tensao g, no

Segmento Definido por x = 3,5 cm
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Figura 5.85 - Solugdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformagéo

&, No Segmento Definido por x = 3,5 cm
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Figura 5.86 - Solugdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformacéo

&, no Segmento Definido por x = 3,5 cm
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Figura 5.87 - Solucdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformagéo

&, no Segmento Definido por x = 3,5 cm
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5.4.8.5.1 - Analise dos Graficos Apresentados para o Segmentoem x = 3,5 cm

O segmento definido por x = 3,5 cm esta a uma distancia igual a metade da espessura da
chapa em relacdo a borda livre, ou seja, de acordo com o principio de Saint-Venant, 0s
campos de tensdo e deformacdo apresentardo elevados niveis de distor¢do nesta regido. Desta
forma, as solucdes analiticas aproximadas ndo sdo validas neste segmento. Observa-se atraves
dos graficos apresentados nas Figs. 5.83, 5.85 e 5.86 que as solucBes analiticas aproximadas
para a componente de tensdo o, € para as componentes de deformacdo ¢, e &, apresentaram
niveis de precisdo insatisfatorios em relacdo as respectivas respostas obtidas por meio do
MEF/Ansys. Contudo, nota-se que, mesmo estando em uma regido fora do limite de validade
de solucdo, a componente de tensdo o, € a componente de deformacdo &, apresentam uma
boa aproximacdo em relacdo a resposta baseda no MEF, principalmente no que se refere a
componente de deformacdo &,. Como se pode observar através da Fig. 5.83, a componente de
tensdo o, esta se aproximando de zero devido este segmento estar proximo da borda livre da
chapa. Portanto, as respostas analiticas aproximadas para a componente de tenséo o, e para a
componente de deformacédo ¢, apresentaram uma boa concordancia com as respostas obtidas
através do MEF, entretanto 0 mesmo ndo ocorre para as respostas referentes a componente de

tensdo o, e para as componentes de deformacao ¢, e ,,.

5.4.8.6 - Comparacao dos Resultados para o Segmentoem x = 4,0 cm

Através das Figs. 5.88, 5.89, 5.90, 5.91 e 5.92 sdo mostrados os resultados comparativos para

as componentes de tensdo o, € o, e para as componentes de deformagdo e, ¢, € &, no

segmento definido por x = 4,0 cm.
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Figura 5.88 - Solucdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Tensédo g, no

Segmento Definido por x = 4,0 cm
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Figura 5.89 - Solucdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Tensao o, no

Segmento Definido por x = 4,0 cm
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Figura 5.90 - Solugdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformacéo

ESPESSURA DA CHAPA - EIXO Y (m)

25

1.5

&, N0 Segmento Definido por x = 4,0 cm

3 DISTRIBUICAD DA DEFORMACAQ g, EM x=4,0cm

! I I I I

+  Solugdo Analitica Aproximada
*  Solugdo Numeérica

__________________

.....................................

__________________________________

_____________________

33 335 34 345 35 355 36 365 37

DEFORMAGAO ¢,  10°

Figura 5.91 - Solucéo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformacéo

£y, no Segmento Definido por x = 4,0 cm
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Figura 5.92 - Solugdo Analitica Aproximada e pelo MEF para a Componente de Deformacéo

&, No Segmento Definido por x = 4,0 cm

5.4.8.6.1 - Andlise dos Gréficos Apresentados para o Segmentoem x = 4,0 cm

Este segmento pertence a borda livre da chapa, portanto, as solu¢des analiticas aproximadas
ndo sdo validas neste segmento. Para este segmento a componente de tensdo o, apresenta
valor nulo como indicado através da Fig. 5.88. Observa-se que ndo ha concordancia
satisfatoria entre as solucGes para as componentes de tensdo o, € g, e para com as
componentes de deformacéo ¢, e ¢, contudo observa-se que a componente de deformagéo ¢,
apresentou uma aproximacao bastante satisfatoria. Portanto, mostra-se que, mesmo estando na
borda livre da chapa, a solu¢cdo numérica para a componente de deformacdo &, apresentou
uma boa aproximacdo para com a solucdo analitica aproximada, entretanto o mesmo néo
ocorre para as respostas referentes as componentes de tensdo o, € g, e para as componentes

de deformacdo ¢, e &,,.
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5.4.9 - Avaliacdo Comparativa entre as Solugdes

Para uma melhor avaliacdo do grau de precisao da solucdo analitica aproximada é considerada
uma avaliacdo comparativa entre as solu¢des nos pontos onde ocorrem os valores maximos e
minimos para as componentes de tenséo o, € g, e para as componentes de deformacao ,, ¢,
e &,. Desta forma, as solu¢cbes numéricas sdo comparadas com as solucdes analiticas
aproximadas em cada segmento onde houve coleta de dados. A avaliagdo comparativa é
mostrada através das Tabs. 5.24 e 5.25 para a componente de tensdo a,, através das Tabs.
5.26 e 5.27 para a componente de tensdo o, e atraves das Tabs. 5.28, 5.29, 5.30, 5.31, 5.32 ¢

5.33 para as componentes de deformagao &y, &, e &,, respectivamente.

5.4.9.1 - Avaliacdo Comparativa para a Componente de Tenséo o,

Na Tab. 5.24 sdo apresentadas as comparagdes entre as solu¢cdes numéricas pelo MEF e
analiticas aproximadas nos pontos onde a componente de tensdo o, apresenta valor maximo
pela solucdo analitica aproximada e na Tab. 5.25 sdo apresentadas as comparagdes para 0

valor minimo de a,.

Tabela 5.24 - Avaliacdo Comparativa dos Valores Maximos da Componente o, nos

Segmentos da Chapa em Estado Tridimensional

Coordenada x | Coordenada y _
Tenséo o, Tenséo o, Diferenca
do Segmento do Valor . .
o Analitica (MPa) | Numeérica (MPa) (%)
(cm) Maximo (cm)
0,0 0,005 29,033 28,963 0,241
1,0 0,005 29,033 28,962 0,244
2,0 0,005 29,033 28,971 0,213
3,0 0,005 29,033 28,878 0,533
3,5 0,005 29,033 23,139 20,301
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Tabela 5.25 - Avaliacdo Comparativa dos Valores Minimos da Componente o, nos
Segmentos da Chapa em Estado Tridimensional
Coordenada x | Coordenada y 5 5 _
Tenséo o, Tensao o, Diferenca
do Segmento do Valor . o
. Analitica (MPa) | Numerica (MPa) (%)

(cm) Minimo (cm)
0,0 0,0 —14,587 —14,660 0,500
1,0 0,0 —14,587 —14,660 0,500
2,0 0,0 —14,587 —14,669 0,562
3,0 0,0 —14,587 —14,372 1,474
3,5 0,0 —14,587 —10,295 29,424

5.4.9.2 - Avaliacdo Comparativa para a Componente de Tenséo o,

Na Tab. 5.26 sdo apresentadas as comparacGes entre as solu¢cdes numéricas pelo MEF e
analiticas aproximadas nos pontos onde a componente de tensdo o, apresenta valor maximo
pela solucdo analitica aproximada e na Tab. 5.27 sdo apresentadas as comparagdes para 0

valor minimo de o,.

Tabela 5.26 - Avaliacdo Comparativa dos Valores Maximos da Componente g, nos

Segmentos da Chapa em Estado Tridimensional

Coordenada x | Coordenada y 5 . _
Tenséo o, Tenséo o, Diferenca
do Segmento do Valor . .
. Analitica (MPa) | Numeérica (MPa) (%)
(cm) Maximo (cm)
0,0 0,005 29,033 28,963 0,241
1,0 0,005 29,033 28,963 0,241
2,0 0,005 29,033 28,967 0,227
3,0 0,005 29,033 28,938 0,327
3,5 0,005 29,033 27,220 6,244
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Tabela 5.27 - Avaliacdo Comparativa dos Valores Minimos da Componente g, nos

Segmentos da Chapa em Estado Tridimensional

Coordenada x | Coordenada y 5 5 _
Tenséo o, Tensao o, Diferenca
do Segmento do Valor . o
. Analitica (MPa) | Numerica (MPa) (%)
(cm) Minimo (cm)
0,0 0,0 —14,587 —14,660 0,500
1,0 0,0 —14,587 —14,660 0,500
2,0 0,0 —14,587 —14,659 0,493
3,0 0,0 —14,587 —14,773 1,275
3,5 0,0 —14,587 —14,298 1,981

5.4.9.3 - Avaliacdo Comparativa para a Componente de Deformacao &,

Na Tab. 5.28 sdo apresentadas as comparacGes entre as solu¢cdes numéricas pelo MEF e
analiticas aproximadas nos pontos onde a componente de deformacdo &, apresenta valor
méaximo pela solu¢do numérica e na Tab. 5.29 sdo apresentadas as comparacfes para o valor
minimo de &,.. Neste caso, utilizaram-se os valores numeéricos como referéncia, devido ao fato

dos valores analiticos aproximados serem iguais em todo o dominio considerado.

Tabela 5.28 - Avaliacdo Comparativa dos Valores Maximos da Componente &, nos

Segmentos da Chapa em Estado Tridimensional

Coordenada x | Coordenada y 5 . _
Deformacéo &, Deformacéo &, | Diferenca
do Segmento do Valor » -
. Analitica Numérica (%)
(cm) Maximo (cm)
0,0 y=0 0,003499392 0,003499400 0,000223
ey < 0,005
1,0 y=0 0,003499392 0,003499400 0,000223
ey < 0,005
2,0 Y= 000145 0,003499392 0,003499400 | 0,000223
ey < 0,005
3,0 y=0 0,003499392 0,003502000 0,0745
ey < 0,0002
3,5 0,0 0,003499392 0,003525400 0,743
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Tabela 5.29 - Avaliacdo Comparativa dos Valores Minimos da Componente &, nos
Segmentos da Chapa em Estado Tridimensional
Coordenada x | Coordenada y . . _
Deformacéo &, Deformacéo &, | Diferenca
do Segmento do Valor . o
- Analitica Numeérica (%)
(cm) Minimo (cm)
0,0 y=0 0,003499392 0,003499400 | 0,000223
ey < 0,005
1,0 y=0 0,003499392 0,003499400 | 0,000223
ey < 0,005
2,0 y=0 0,003499392 0,003499300 0,00263
ey <0,0014
3,0 Y = 000395 0,003499392 0,003498500 | 0,0255
ey < 0,0043
3,5 0,005 0,003499392 0,003472900 0,757

5.4.9.4 - Avaliagao Comparativa para a Componente de Deformagao &,

Na Tab. 5.30 sdo apresentadas as comparagdes entre as solu¢cdes numéricas pelo MEF e

analiticas aproximadas nos pontos onde a componente de deformagédo &, apresenta valor

méaximo pela solucdo analitica aproximada e na Tab. 5.31 sdo apresentadas as comparagoes

para o valor minimo de e,

Tabela 5.30 - Avaliagdo Comparativa dos Valores Maximos da Componente &, nos

Segmentos da Chapa em Estado Tridimensional

Coordenada x | Coordenada y . .
Deformacao &, | Deformagao &, | Diferenca
do Segmento do Valor ) )
- Analitica Numeérica (%)
(cm) Maximo (cm)
0,0 0,0 0,003594208 0,003594700 0,0137
1,0 0,0 0,003594208 0,003594700 0,0137
2,0 0,0 0,003594208 0,003594700 0,0137
3,0 0,0 0,003594208 0,003591100 0,0865
3,5 0,0 0,003594208 0,003571800 0,623
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Tabela 5.31 - Avaliagdo Comparativa dos Valores Minimos da Componente &,, nos
Segmentos da Chapa em Estado Tridimensional
Coordenada x | Coordenada y . .
Deformacdo &, | Deformagédo &, | Diferenca
do Segmento do Valor _ _
- Analitica Numeérica (%)
(cm) Minimo (cm)
0,0 0,005 0,00331068 0,00331110 0,012728
1,0 0,005 0,00331068 0,00331110 0,0127
2,0 0,005 0,00331068 0,00331110 0,0127
3,0 0,005 0,00331068 0,00331130 0,0188
3,5 0,005 0,00331068 0,00332260 0,360

5.4.9.5 - Avaliacdo Comparativa para a Componente de Deformacéo &,

Na Tab. 5.32 sdo apresentadas as comparagdes entre as solugcdes numéricas pelo MEF e
analiticas aproximadas nos pontos onde a componente de deformacdo &, apresenta valor
méaximo pela solucdo analitica aproximada e na Tab. 5.33 sdo apresentadas as comparagoes

para o valor minimo de &,. Para esta componente, as solucdes numéricas e analiticas

aproximadas foram iguais para todos os segmentos de coleta de dados.

Tabela 5.32 - Avaliacdo Comparativa dos Valores Maximos da Componente &, nos

Segmentos da Chapa em Estado Tridimensional

Coordenada x | Coordenada y 5 . _
Deformacéo &, Deformacéo &, | Diferenca
do Segmento do Valor N o
. Analitica Numérica (%)
(cm) Maximo (cm)
0,0 0<y<0,005 0,003499392 0,003499400 0,000223
1,0 0<y<0,005 0,003499392 0,003499400 0,000223
2,0 0<y<0,005 0,003499392 0,003499400 0,000223
3,0 0<y<0,005 0,003499392 0,003499400 0,000223
3,5 0<y<0,005 0,003499392 0,003499400 0,000223
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Tabela 5.33 - Avaliacdo Comparativa dos Valores Minimos da Componente &, nos

Segmentos da Chapa em Estado Tridimensional

Coordenada x | Coordenada y _ . _
Deformacao &, Deformacéo &, | Diferenca
do Segmento do Valor . o
- Analitica Numeérica (%)
(cm) Minimo (cm)
0,0 0 <y <0005 0,003499392 0,003499400 | 0,000223
1,0 0 <y <0005 0,003499392 0,003499400 | 0,000223
2,0 0 <y <0005 0,003499392 0,003499400 | 0,000223
3,0 0 <y <0005 0,003499392 0,003499400 | 0,000223
3,5 0 <y <0005 0,003499392 0,003499400 | 0,000223

5.4.10 - Analise de Resultados ao Longo do Eixo x

A anélise de resultados para as componentes de tensdo o, € g, € para as componentes de
deformacgdo &y, ¢, € &, respectivamente, foi apresentada atraves das Tabs. 5.24, 5.25, 5.26,
5.27, 5.28, 5.29, 5.30, 5.31, 5.32 e 5.33. Esta mesma analise € apresentada de forma grafica
através das Figs. 5.93, 5.94, 595, 5.96 e 5.97. Assim, como para o EPT, nestas figuras
também é estabelecida uma margem de diferenca maxima toleravel, estipulada como 5%, da
solucdo analitica aproximada em relacdo a solucdo baseda no MEF/Ansys, bem como é

mostrada a coordenada x limite de validade da solucdo analitica aproximada.



RESULTADOS 179

ANALISE COMPARATIVA PARA g, AQ LONGO DO EIXO X
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Figura 5.93 - Comparacao de Resultados da Componente de Tensdo o, na Chapa em Estado

Tridimensional
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Figura 5.94 - Comparacéo de Resultados da Componente de Tenséo o, na Chapa em Estado

Tridimensional
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ANALISE COMPARATIVA PARA g, AQ LONGO DO EIXO X
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Figura 5.95 - Comparacdo de Resultados da Componente de Deformacéo ¢, na Chapa em

Estado Tridimensional
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Figura 5.96 - Comparagao de Resultados da Componente de Deformagdo &, na Chapa em

Estado Tridimensional
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ANALISE COMPARATIVA PARA g, ADO LONGO DO EIXO X
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Figura 5.97 - Comparacdo de Resultados da Componente de Deformacéo ¢, na Chapa em

Estado Tridimensional

5.4.11 - Anélise dos Resultados

Inicialmente, salienta-se que a comparacdo de resultados para o segmento de coordenada
x = 4,0 cm nédo foi apresentada por se tratar da borda livre da chapa. Outra questdo a ser
ressaltada é que os resultados no segmento de coordenada x = 3,5 cm foram apresentados
para avaliar a precisdo da solucdo analitica aproximada em pontos proximos & borda livre da

chapa, onde as condicGes de contorno sao atendidas de forma relaxada.

5.4.11.1 - Anédlise dos Resultados para a Componente de Tensao o,

Observa-se através da Fig. 5.93 que as diferencas ficaram abaixo da faixa dos 5% toleraveis
para 0s pontos situados no dominio de validade da solucdo analitica aproximada. Observa-se
através das Tabs. 5.24 e 5.25 que as maiores diferencas em relacdo a solucdo analitica
aproximada ocorrem no segmento de coordenada x = 3,5 cm. Os pontos deste segmento
situam-se a uma distancia igual a metade da espessura da chapa da borda livre. Nesta regiéo,
pela consideracdo do principio de Saint-Venant, a solugdo ndo é valida pelo fato das respostas



RESULTADOS 182

nesses pontos serem afetadas pelas condig¢des de contorno reais da borda livre da chapa. Nesta
regido a componente de tensdo o, decai de seu valor maximo, para pontos distantes das
bordas, até atingir valor nulo na borda livre da chapa. Este fato pode ser verificado através dos
valores obtidos através do MEF, apresentados para a componente de tensdo a,, no segmento
de coordenada x = 3,5 cm. Neste segmento, como se pode observar atraves das Tabs. 5.24 e
5.25, a componente de tensdo o, apresenta valor numérico 20,301% menor que o valor
analitico aproximado no ponto de tensdo maxima e valor numerico 29,424% menor em
maodulo que o valor analitico aproximado no ponto de tensdo minima. Portanto, 0 segmento
mais préximo da borda onde a solucdo ainda é valida € no definido por x = 3,0 cm. Este
segmento estd a uma distancia igual a espessura da chapa da borda livre. Para este segmento,
como se pode observar através das Tabs. 5.24 e 5.25, a componente de tensdo o, apresenta
uma diferenca de 0,533% no ponto de tensdo méaxima e uma diferenca de 1,474% no ponto
de tensdo minima. Estas diferencas estdo dentro da margem de 5% que é normalmente
utilizada em projetos de engenharia. Nos segmentos situados em coordenadas menores que
x = 3,0 cm, ou seja, parax = 0,0 cm, x = 1,0 cm e x = 2,0 cm, as diferencas nos pontos de
maxima e minima tensdo ndo chegaram a atingir 0,6% mostrando que a solucdo analitica
aproximada é satisfatoria para pontos situados a distancias maiores ou iguais a espessura da

chapa da borda livre.

5.4.11.2 - Andlise dos Resultados para a Componente de Tenséo a,

Observa-se através da Fig. 5.94 que as diferencas ficaram abaixo da faixa dos 5% toleraveis
para 0s pontos situados no dominio de validade da solugdo analitica aproximada. Observa-se
através das Tabs. 5.26 e 5.27 que as maiores diferencas em relacdo a solucdo analitica
aproximada ocorrem no segmento de coordenada x = 3,5 cm. As diferencas apresentadas
neste segmento séo de 6,244% no ponto de tensdo maxima e de 1,981% no ponto de tenséo
minima. Estes valores estdo bem abaixo dos valores correspondentes obtidos neste mesmo
segmento para a componente de tensdo o,. Este acontecimento pode ser explicado através do
fato de que a componente de tensdo o, nao apresenta valor nulo na borda livre que é
interceptada pelo eixo x sendo que, em regiGes proximas a esta borda, a componente de
tensdo o, apresenta gradientes mais acentuados. Para o segmento de coordenada x = 3,0 cm,

como se pode observar através das Tabs. 5.26 e 5.27, a componente de tensdo o, apresenta
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uma diferenca de 0,327% no ponto de tensdo maxima e uma diferenca de 1,275% no ponto
de tensdo minima. Nos segmentos situados em coordenadas menores que x = 3,0 cm, OU seja,
para x = 0,0 cm, x = 1,0 cm e x = 2,0 cm, as diferencas nos pontos de maxima e minima
tensdo ndo chegaram a atingir 0,6% mostrando que a solucdo analitica aproximada €
satisfatoria em pontos situados a distancias maiores ou iguais a espessura da chapa da borda

livre.

5.4.11.3 - Analise dos Resultados para as Componentes de Deformacdo &, e €,

Inicialmente, observa-se através das Figs. 5.95 e 5.96 que as diferencas ficaram abaixo da
faixa dos 5% toleraveis para os pontos situados no dominio de validade da solucdo analitica
aproximada para as duas componentes de deformacdo. Observa-se através das Tabs. 5.28,
5.29, 5.30 e 5.31 que as maiores diferengas ocorrem no segmento definido pela coordenada
x = 3,5 cm. As diferencas apresentadas para este segmento sao de 0,743% para &, € 0,623%
para &, no ponto de deformagéo maxima e de 0,757% para &, e 0,360% para &, no ponto de
deformacdo minima. Para o segmento situado em x = 3,0 cm, como se pode observar através
das Tabs. 5.28, 5.29, 5.30 e 5.31, as diferencas foram de 0,0745% para ¢, e 0,0865% para ¢,
no ponto de deformagdo maxima e de 0,0255% para ¢, e 0,0188% para &, no ponto de
deformacdo minima. Nos segmentos situados em coordenadas menores que x = 3,0 cm, ou
seja, para x =0,0cm, x =1,0cm e x = 2,0 cm, as diferencas nos pontos de maxima e
minima deformacdo ndo chegaram a atingir 0,02% para as duas componentes de deformacéo
mostrando que as solucdes analiticas aproximadas sdo satisfatorias para pontos situados a

distdncias maiores ou iguais a espessura da chapa da borda livre.

5.4.11.4 - Andlise dos Resultados para a Componente de Deformagéo &,

Inicialmente, observa-se através da Fig. 5.97 que as diferencgas ficaram abaixo da faixa dos
5% toleraveis para o0s pontos situados no dominio de validade da solucdo analitica
aproximada. Observa-se através das Tabs. 5.32 e 5.33 que as diferencas foram iguais para
todos os segmentos, sendo o seu valor de 0,000223%. Esta diferenca também foi apresentada

para 0 segmento em x = 3,5 cm que esta fora do limite de validade da solugédo. Desta forma,
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a solucdo analitica aproximada para a componente de deformacéo ¢, é satisfatoria para pontos
situados a distancias maiores ou iguais a espessura da chapa da borda livre. Os resultados
analiticos aproximados também poderdo ser utilizados em pontos mais proximos das bordas
desde que seja efetuada uma analise mais apurada acerca das distribuicdes de deformacéo

nesta regiao.
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CONSIDERACOES FINAIS

6.1 - Conclusoes

Abordou-se neste trabalho a metodologia proposta por Vecci (1995) visando a determinacédo
das tensdes térmicas auto-equilibradas e deformacdes térmicas em chapas planas retangulares
estaticamente determinadas constituidas por material elastico linear e isotropico e sujeitas a
campos quaisquer de variacao de temperatura. A metodologia foi estendida para possibilitar a
analise de chapas em estado tridimensional, além da consideracdo inicialmente proposta como
EPT.

A variacdo de temperatura € representada por uma aproximacdo polinomial generalizada
escrita em termos de polindbmios de Legendre possibilitando considerar variagdes quaisquer
tais como as que usualmente ocorrem em chapas submetidas aos processos metaltrgicos de
témpera e resfriamento forcado. Além disto, estruturas de aeronaves hipersonicas, fornos
industriais, usinas termoelétricas, dentre outras, sdo compostas por elementos estruturais que
podem ser analisados tais como as chapas aqui abordadas. Deste modo, a determinagdo dos
campos de tensdo e deformacdo térmicas nestes elementos estruturais pode ser realizada
através da consideracdo de um campo polinomial aproximado que representa a distribuicdo de

temperatura a que estes elementos estdo sujeitos.
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Para ilustrar e avaliar a precisdo da metodologia proposta, dois exemplos séo apresentados.
No primeiro exemplo considerou-se uma chapa fina em EPT de comprimento muito maior
que a largura. Esta chapa foi submetida ao processo de resfriamento forcado, onde se
desenvolveu uma distribuicdo de temperatura exponencial ao longo de sua largura. No
segundo exemplo considerou-se uma chapa quadrada de lado muito maior que a espessura.
Esta chapa foi submetida ao processo de témpera, onde se desenvolveu uma distribuicdo de
temperatura cossenoidal ao longo de sua espessura. Para os dois exemplos considerou-se um
conjunto de hipdteses basicas simplificadoras que resultaram na condicdo de distribuicao de
tensdo térmica auto-equilibrada atuante nas chapas. Desta forma, a partir da aproximacao
polinomial para os dois campos de temperatura, encontraram-se as distribuicdes de tensdo e

deformacdo na forma analitica aproximada.

A precisdo dos resultados obtidos neste trabalho foi aferida pela comparag¢do dos mesmos com
as respostas correspondentes obtidas pela aplicagdo do MEF por meio do programa Ansys.
Nos pontos do dominio, onde as hipdteses basicas para a validade da solucdo analitica
aproximada proposta sao atendidas, observou-se um excelente nivel de precisdo entre 0s
resultados deste trabalho e aqueles obtidos pelo MEF. Houve diferencas significativas apenas
em pontos proximos as bordas ou superficies livres em decorréncia da influéncia da adogéo da
condicdo de contorno relaxada usada para viabilizar as solucGes analiticas aproximadas. Ou
seja, em regides proximas as bordas livres ha um elevado nivel de distor¢cdo dos campos de
tensdo e deformacdo. Deste modo, ndo € possivel atender as hipoteses basicas simplificadoras

nesta regiao.

A metodologia proposta limita-se a analise de variacGes moderadas de temperatura, onde se
considera a hipotese de propriedades mecanicas constantes e independentes do campo de
temperatura. Nos exemplos aqui estudados adota-se esta hipdtese, admitindo-se que as
propriedades mecéanicas das chapas variem muito pouco com a temperatura garantindo,
portanto, comportamento elastico linear. Contudo, ao serem considerados gradientes de
temperatura mais acentuados, como em uma espagonave hipersonica no processo de reentrada
na atmosfera, poder-se-ia pensar em analise ndo linear fisica e térmica, considerando-se
incrementos ou decrementos de variacdo de temperatura ao longo do tempo. Neste caso, as
solucBes deste trabalho ndo poderiam ser empregadas pelo fato de ndo ser garantida a hipétese

de comportamento elastico linear.
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A vantagem desta metodologia consiste na precisao e velocidade de obtencdo dos resultados.
Ou seja, expressando-se qualquer distribuicdo de temperatura em termos de polindmios,
determinam-se de forma rapida e eficiente os campos de tensdo e deformacédo a partir dos
coeficientes polinomiais do campo de temperatura aproximado. Além disto, pode-se utilizar
desta metodologia quando o campo de temperatura é estimado experimentalmente, ou seja,
aproximando-se uma curva polinomial através dos pontos coletados para a temperatura, 0S
campos de tensdo e deformacéo ficam determinados pela utilizacdo das expressdes, em termos

de polinémios, desenvolvidas neste trabalho.

6.2 - Trabalhos Futuros

Sugestdes para trabalhos futuros:

e [Estudo acerca da degradacdo térmica do material da chapa devido aos efeitos da
temperatura.

e Desenvolvimento de solucGes para regides proximas das bordas livres das chapas.

e Determinagdo de um procedimento para estabelecer o grau do polindmio que descreve o
campo de temperatura na chapa.

e Realizacdo de experimentos com variacdo de temperatura na chapa e com medicdo de
deformacéo.

e Realizacdo de analise da variacdo do campo de temperatura com o tempo (regime

transiente) para determinacdo do perfil de temperatura critico.
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APENDICE A - CONVERGENCIA DOS PoOLINOMIOS DE

LEGENDRE

O teste de convergéncia dos polindmios de Legendre empregados na aproximagao polinomial
para os campos de temperatura foram demonstrados para a chapa em EPT e para a chapa em
estado tridimensional. Os resultados graficos sdo apresentados a seguir.

Convergéncia dos Polindbmios de Legendre para a Chapa em EPT
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Figura A.1 - Convergéncia dos Polindmios de Legendre para a Distribuicdo de Temperatura
na Chapa em EPT



APENDICE A - CONVERGENCIA DOS POLINOMIOS DE LEGENDRE 196

Convergéncia dos Polindbmios de Legendre para a Chapa em Estado

Tridimensional
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Figura A.2 - Convergéncia dos Polindmios de Legendre para a Distribuicdo de Temperatura

na Chapa em Estado Tridimensional
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APENDICE B - TESTE DE CONVERGENCIA DAS SOLUCOES

OBTIDAS PELO MEF

O teste de convergéncia para as solu¢des numéricas obtidas através do MEF foi realizado para
as chapas nas duas configuragdes estudadas. Para a chapa em EPT, realizou-se o teste na
secdo transversal definida por x = 0,0 m e para a chapa em estado tridimensional, realizou-se
0 teste no segmento definido por x = z = 0,0 cm. Os resultados graficos sdo apresentados a

sequir.

Teste de Convergéncia para a Chapa em EPT

CONVERGENCIA DA TENSAO o, EM x=0.0m
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Figura B.1 - Convergéncia da Componente de Tensdo o, em x = 0,0 m na Chapa em EPT



APENDICE B - TESTE DE CONVERGENCIA DAS SOLUCOES OBTIDAS PELO MEF 198

CONVERGENCIA DA DEFORMAGAD £, EM x=0.0m
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Figura B.2 - Convergéncia da Componente de Deformacéo ¢, em x = 0,0 m na Chapa em
EPT

CONVERGENCIA DA DEFORMACAD 2y EM x=0,0m

0.5

I I I I I I

> Solugdo Analitica Aproximada
L = Solugdo Numérica com 10 Elementos
! Solugdo Numérica com 250 Elementos
0.3---= VT O Solugdo Numérica com 100.000 Elementos ||

LARGURA DA CHAPA - EIXO Y (m)

0.5 1 15 2 2.5 3 35 4 4.5
DEFORMACAD gy % 10

Figura B.3 - Convergéncia da Componente de Deformagéo ¢, em x = 0,0 m na Chapa em
EPT
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Figura B.4 - Convergéncia da Componente de Deformacéo &, em x = 0,0 m na Chapa em

Teste de Convergéncia para a Chapa em Estado Tridimensional
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Figura B.5 - Convergéncia da Componente de Tenséo o, em x = z = 0,0 cm na Chapa em

Estado Tridimensional
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3 CONVERGEMCIA DA TENSAQ o, EM x=z=0,0cm
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Figura B.6 - Convergéncia da Componente de Tensdo g, em x = z = 0,0 cm na Chapa em

Estado Tridimensional
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Figura B.7 - Convergéncia da Componente de Deformacéo €, em x = z = 0,0 cm na Chapa

em Estado Tridimensional
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Figura B.8 - Convergéncia da Componente de Deformacao ¢, em x = z = 0,0 cm na Chapa

em Estado Tridimensional
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Figura B.9 - Convergéncia da Componente de Deformacéo €, em x = z = 0,0 cm na Chapa

em Estado Tridimensional



