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Resumo

A tarefa de modelagem de sistemas, na área da engenharia, algumas vezes apresenta
falhas por serem sistemas grandes e com diversas funcionalidades. Devido ao grande
número de estados possíveis, torna-se complexa a elaboração de um modelo único que
represente o comportamento do sistema como um todo. Por isso, técnicas com um caráter
modular tornam-se uma alternativa atraente para a modelagem de sistemas. No contexto
de Sistemas a Eventos Discretos (SED), é possível modelar sistemas utilizando autômatos,
rede de Petri, álgebra Max-plus, entre outros; e trabalhar com sistemas de filas, cliente -
servidor, manufatura, tráfego, e diversos outros. Este trabalho propõe uma metodologia
que aborda a modelagem, a implementação e a análise dos resultados, para modelar e
analisar sistemas de forma modular por meio de autômatos estocásticos. Além disso,
são utilizadas propriedades da cadeia de Markov e da teoria de filas que tornam possível
a análise de sistemas com grande complexidade computacional. Dessa forma, a mesma
metodologia de modelagem é utilizada para análise por método analítico e por simulação.
Um dos principais resultados deste trabalho é a demonstração da eficiência dos autômatos
modulares estocásticos, devido à facilidade e à redução dos erros na etapa da modelagem.
A metodologia foi aplicada a um sistema de veículos guiados automatizados e também a
um sistema cliente-servidor com impaciência.

Palavras-chave: Autômatos, Avaliação de desempenho, Modelagem de sistemas, Siste-
mas a Eventos Discretos.



Abstract

The modeling of systems, in the engineering area, sometimes presents failures because
they are large systems with many functionalities. Due to a large number of possible sta-
tes, the development of a single model that represents the behavior of the system as a
whole becomes complex. Therefore, techniques with a modular characteristic become an
attractive alternative for modeling systems. In the context of Discrete Event Systems
(DES), it is possible to model systems using automata, Petri Nets, max-plus algebra,
among others; and to work with a queueing system, client-server, manufacturing, traf-
fic, and many others. This work proposes a methodology that deals with the modeling,
implementation, and analysis of the results in order to model and analyze systems in a
modular way, by means of stochastic automata. In addition, properties of the Markov
chain and queueing theory are used, which makes possible the analysis of systems with
large computational complexity. Thus, the same modeling methodology is used for analy-
sis through analytical and simulation methods. One of the main results of this work is
the demonstration of the efficiency of stochastic modular automata due to the ease and
reduction of errors in the modeling step. The methodology was applied to an automated
guided vehicle system as well as a client-server system with impatience.

Keywords: Automata, Discrete Event Systems, Performance evaluation, System mode-
ling.
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Capítulo 1
Introdução

1.1 Apresentação

Sistemas são estudados e trabalhados em todas as áreas do conhecimento. Existem
sistemas físicos, biológicos e naturais. CASSANDRAS e LAFORTUNE (2008) definem
sistema como uma combinação de componentes que agem em conjunto para executar uma
função.

Nesta dissertação são tratados sistemas que são considerados físicos, de forma especí-
fica: os Sistemas a Eventos Discretos (SED), sistemas que captam a mudança de estado
através da ocorrência de eventos, podendo essa alteração ser o fim de uma tarefa, a
chegada de peças, ou o acionamento de um botão, não dependendo necessariamente da
passagem do tempo para que exista uma evolução.

A análise de desempenho de sistemas é de extrema importância para verificar possíveis
otimizações, ajustes e detectar possíveis falhas. Para um bom diagnóstico é necessário
um modelo que represente bem o comportamento do sistema que será observado.

Ao finalizar a modelagem do sistema é necessário um método para análise das suas
características, podendo essa análise ser de diversas formas, dentre as quais: analítica e
simulação. Com isso surgiu o interesse de elaborar uma metodologia capaz de modelar e
analisar o modelo de forma eficiente. Então foi desenvolvida uma metodologia utilizando
uma modelagem modular por meio dos autômatos estocásticos e, através da operação de
composição paralela a obtenção da dinâmica do sistema.

De posse do modelo completo, obtido pela modelagem modular, foi elaborado um
algoritmo para analisar de forma específica as informações para solucionar os problemas,
como por exemplo: calcular a produtividade máxima de uma manufatura, tempo médio
de espera de um cliente, taxa de abandono, entre outras informações.
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1.2 Motivação

A motivação deste trabalho surgiu com a necessidade de modelar um sistema de ma-
nufatura na qual seria fundamental uma metodologia para avaliar o sistema como um
todo, assim como analisar as posições de cada estação de trabalho. Então seria necessá-
rio uma metodologia desde a etapa inicial de modelagem até a etapa final de análise de
resultados, que fosse possível otimizar e resolver problemas de sistemas como melhorias
na produtividade, taxa de abandono e impaciência em sistemas do tipo cliente - servidor.

Geralmente os sistemas são grandes e complexos, e sua modelagem se torna difícil de
ser realizada. Com isso, uma das motivações foi a utilização da modelagem modular para
permitir e facilitar a obtenção do comportamento de sistemas com milhares de estados.

Com a crescente utilização de métodos de simulação, uma das motivações foi a uti-
lização de métodos analíticos, como a Cadeia de Markov e teoria de filas para análise
de sistemas e comparação com métodos de simulação, tanto em questão dos resultados
quanto do custo computacional. Como os resultados analíticos são bem definidos, eles ser-
vem como validação da simulação que possuem os resultados acompanhados por medidas
estatísticas.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo Geral

O objetivo desta dissertação é desenvolver uma metodologia completa para análise
de SED temporizados por meio de autômatos estocásticos, via método analítico e de
simulação.

1.3.2 Objetivos Específicos

o Elaborar uma metodologia para modelar sistemas por meio dos autômatos estocás-
ticos;

o Analisar o desempenho e buscar melhorias, por meio das propriedades da cadeia de
Markov e pelo método de escalonamento de eventos utilizando a mesma modelagem
para ambas as metodologias;

o Validar a metodologia, aplicando em problemas conhecidos na literatura.

1.4 Organização da Dissertação

Os capítulos seguintes são organizados da seguinte forma:
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o Conceitos preliminares: Conceitua os principais fundamentos teóricos e conhe-
cimentos necessários para a realização do trabalho de pesquisa;

o Metodologia: Demonstra a metodologia elaborada para analisar o desempenho de
sistemas;

o Problemas e resultados: Explica os problemas utilizados para validação da me-
todologia elaborada e apresenta os resultados encontrados;

o Conclusões: Apresenta as conclusões deste trabalho e define as sugestões para
trabalhos futuros.
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Capítulo 2
Conceitos Preliminares

2.1 Introdução

Neste capítulo serão apresentados os conceitos principais para a construção e elabo-
ração do projeto. Tendo em vista, apenas as definições principais de cada conceito, para
mais detalhes ver CASSANDRAS e LAFORTUNE (2008) e demais referências.

2.2 Sistemas a Eventos Discretos

Um sistema é caracterizado com uma parte que limita o universo que interage com o
mundo externo através das fronteiras que o delimitam. CASSANDRAS e LAFORTUNE
(2008) definem que um sistema consiste em componentes que interagem e, está associado
a uma função destinada a ser executada. Pode-se exemplificar um sistema através de uma
fila finita de atendimento em geral, em que existe a chegada de clientes, uma fila a qual
esse cliente espera, um servidor para atendimento e a saída do mesmo, representado na
Figura 2.1.

chegada
fila atendimento

saída

Figura 2.1 – Sistema de filas

Os sistemas que são tratados neste trabalho são sistemas que percebem a ocorrência
externa através de estímulos denominados eventos, esses sistemas são chamados de Sis-
tema a Eventos Discretos (SED). Esses eventos podem ser o início ou término de uma
tarefa; a ocorrência desses estímulos causam uma mudança interna no sistema, não depen-
dendo da passagem do tempo para evoluir como nos sistemas contínuos, (CASSANDRAS;
LAFORTUNE, 2008).
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CURY (2001) define SED como um sistema dinâmico que evolui de acordo com a
ocorrência abrupta de eventos físicos, em intervalos de tempo em geral irregulares e des-
conhecidos. Os principais modelos utilizados para tratar de sistemas a eventos discretos
são:

o Redes de Petri com e sem temporização;

o Redes de Petri Controladas com e sem temporização;

o Cadeias de Markov;

o Teoria das Filas;

o Processos Semi-Markovianos Generalizados (GSMP) e Simulação;

o Álgebra Max-Plus;

o Lógica Temporal e Lógica Temporal de Tempo Real;

o Teoria de Linguagens e Autômatos.

2.3 Teoria de Linguagens e autômatos

Como citado anteriormente, existem diversas formas para tratar e modelar o com-
portamento de um SED; neste trabalho foi utilizada a teoria de linguagens e autômatos
estocásticos.

2.3.1 Teoria de Linguagens

Para definir o conceito de linguagens, primeiro explica-se o conceito de alfabeto. Al-
fabeto é o conjunto de eventos associados a um SED, representado por 𝐸. Considerando
que 𝐸 é um conjunto finito, uma cadeia ou palavra é definida como uma sequência de
eventos. CASSANDRAS e LAFORTUNE (2008) definem uma linguagem como sendo um
conjunto de cadeias de comprimento finito formado a partir de eventos que pertencem a
𝐸.

Por exemplo, considere o conjunto 𝐸 = {𝛼, 𝛽, 𝛾} pode-se definir uma linguagem como:

𝐿1 = {𝜀, 𝛼, 𝛾, 𝛼𝛼, 𝛼𝛽𝛾}

Uma operação utilizada na construção de linguagem é conhecida como concatenação.
A cadeia 𝛼𝛽𝛾 é a concatenação da cadeia 𝛼𝛽 com o evento 𝛾; e 𝛼𝛽 é a concatenação dos
eventos 𝛼 e 𝛽 (CASSANDRAS; LAFORTUNE, 2008).

A cadeia 𝜀 é definida como cadeia vazia ou elemento identidade da concatenação. A
concatenação de uma cadeia 𝑥 com o 𝜀 é sempre a cadeia 𝑥.
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Outra operação conhecida na teoria de linguagens é o fechamento de Kleene, definida
como *. Por exemplo, supondo o alfabeto 𝐸 citado acima, tem-se:

𝐸* = {𝜀, 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛼𝛼, 𝛽𝛽, 𝛾𝛾, 𝛼𝛼𝛼, 𝛼𝛽𝛾, ...}

CASSANDRAS e LAFORTUNE (2008) definem 𝐸* como todas as possíveis cadeias
finitas que podem ser formadas com os elementos do conjunto 𝐸, incluindo o 𝜀. O com-
primento da cadeia é dado pela quantidade de eventos que ela contém.

Outros tipos de operações executadas com cadeias são chamadas de projeção natural
e projeção inversa. A projeção natural ou somente projeção é denota de P, é tipicamente
utilizada para especificar e facilitar o uso de cadeias quando se tem vários conjuntos de
alfabetos (CASSANDRAS; LAFORTUNE, 2008).

A operação P apaga os eventos de uma cadeia formada a partir de vários conjuntos,
deixando apenas os eventos que pertencem ao conjunto que se quer analisar. Já a operação
de projeção inversa, 𝑃 −1, acrescenta a uma cadeia todos os eventos que pertencem aos
conjuntos.

Por exemplo, seja uma linguagem 𝐿 = {𝑐, 𝑐𝑐𝑏, 𝑎𝑏𝑐, 𝑐𝑎𝑐𝑏, 𝑐𝑎𝑏𝑐𝑏𝑏𝑐𝑎}, e consideram-se os
alfabetos 𝐸1 = {𝑎, 𝑏} e 𝐸2 = {𝑏, 𝑐}. Podem-se calcular algumas projeções como:

o A projeção sobre a linguagem L, considerando o 𝐸1 : 𝑃1(𝐿) = {𝜀, 𝑏, 𝑎𝑏, 𝑎𝑏𝑏𝑏𝑎};

o A projeção sobre a linguagem L, considerando o 𝐸2 : 𝑃2(𝐿) = {𝑐, 𝑐𝑐𝑏, 𝑏𝑐, 𝑐𝑏𝑐𝑏𝑏𝑐};

o A projeção inversa sobre a projeção considerando o 𝐸1 :
𝑃 −1

1 (𝑃1(𝐿)) = {𝑐*, 𝑐*𝑏𝑐*, 𝑐*𝑎𝑐*𝑏𝑐*, 𝑐*𝑎𝑐*𝑏𝑐*𝑏𝑐*𝑏𝑐*𝑎𝑐*};

o A projeção inversa sobre a projeção considerando o 𝐸2 :
𝑃 −1

2 (𝑃2(𝐿)) = {𝑎*𝑐𝑎*, 𝑎*𝑐𝑎*𝑐𝑎*𝑏𝑎*, 𝑎*𝑏𝑎*𝑐𝑎*, 𝑎*𝑐𝑎*𝑏𝑎*𝑐𝑎*𝑏𝑎*𝑏𝑎*𝑐𝑎*}.

CASSANDRAS e LAFORTUNE (2008) explicam que a projeção inversa gera uma
linguagem que contém a original, mas não recupera a linguagem antes da projeção.

2.3.2 Autômatos

Os autômatos, também conhecidos como máquinas de estado, são uma ferramenta
que podem representar a dinâmica de um sistema através de uma linguagem com regras
bem definidas (CASSANDRAS; LAFORTUNE, 2008). Podendo ser classificado como
determinístico ou estocástico, temporizado ou não temporizado, finito ou infinito.

CASSANDRAS e LAFORTUNE (2008) representam um autômato determinístico,
finito e lógico, simbolizado por 𝐺, por uma sêxtupla (𝑋, 𝐸, 𝑓, Γ, 𝑥𝑜, 𝑋𝑚), em que:

o 𝑋 é o conjunto finito de estados;
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o 𝐸 é conjunto finito de eventos associado ao autômato 𝐺;

o 𝑓 : 𝑋 × 𝐸 → 𝑋 é a função de transição: 𝑓(𝑥, 𝑒) = 𝑦 que significa que se o autômato
está no estado 𝑥 e ocorre o evento 𝑒 (𝑒 ∈ 𝐸), ocorre a transição para o estado 𝑦;

o Γ : 𝑋 → 2𝐸 é a função de eventos factíveis. Γ(𝑥) representa todos os eventos 𝑒 tal
que 𝑓(𝑥, 𝑒) é definido e é chamado de conjunto de eventos ativos para 𝐺 no estado
𝑥;

o 𝑥𝑜 é o estado inicial;

o 𝑋𝑚 ⊆ 𝑋 é o conjunto de estados marcados.

A forma mais simples e usual para apresentar a definição de autômato é por meio da
sua representação gráfica direcionada, em que os estados são representados por círculos e
os eventos são representados por arcos direcionados. O estado inicial é indicado por uma
seta adicional, e os estados marcados, que são os de interesse, são representados por dois
círculos concêntricos. A Figura 2.2 representa graficamente um autômato finito com três
estados.

0 21𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡

𝑎 𝑏

𝑐

𝑏𝑐

Figura 2.2 – Autômato finito

Através da definição de uma sêxtupla, o autômato pode ser representado como:

o 𝑋 = {0, 1, 2};

o 𝐸 = {𝑎, 𝑏, 𝑐};

o 𝑓 : 𝑓(0, 𝑐) = 0; 𝑓(0, 𝑎) = 1; 𝑓(1, 𝑏) = 2; 𝑓(2, 𝑏) = 2; 𝑓(2, 𝑐) = 0;

o Γ : Γ(0) = {𝑎, 𝑐}; Γ(1) = {𝑏}; Γ(2) = {𝑏, 𝑐}

o 𝑥0 = 0;

o 𝑋𝑚 = {2}.

Com essas propriedades os autômatos podem representar sistemas de diversas áreas,
como em logística, processo de manufaturas, sistemas de filas e sistema de tráfegos. Con-
siderando o exemplo da fila, ilustrado na Figura 2.1, como um sistema de atendimento de
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um supermercado, em que a fila tenha capacidade limitada a dois clientes e um servidor
único. Define-se que os clientes chegam ao sistema através de um evento a, e ao finalizar
o atendimento deixam o sistema através de um evento d. Os clientes só esperam caso
tenha lugar na fila. O autômato que representa a dinâmica desse sistema está ilustrado
na Figura 2.3.

0 21 3𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡

𝑎 𝑎 𝑎

𝑑𝑑𝑑

Figura 2.3 – Autômato para fila de capacidade 2

O autômato da Figura 2.3 indica o comportamento do sistema de fila de capacidade
de dois clientes na fila e um em processo de atendimento, e pode ser definido como a
sêxtupla:

o 𝑋 = {0, 1, 2, 3};

o 𝐸 = {𝑎, 𝑑};

o 𝑓 : 𝑓(0, 𝑎) = 1; 𝑓(1, 𝑎) = 2; 𝑓(1, 𝑑) = 0; 𝑓(2, 𝑎) = 3; 𝑓(2, 𝑑) = 1; 𝑓(3, 𝑑) = 2;

o Γ : Γ(0) = {𝑎}; Γ(1) = {𝑎, 𝑑}; Γ(2) = {𝑎, 𝑑}; Γ(3) = {𝑑};

o 𝑥0 = 0;

o 𝑋𝑚 = {0}.

2.3.2.1 Linguagens representadas por autômatos

CASSANDRAS e LAFORTUNE (2008) associam duas linguagens a um autômato: a
linguagem gerada (𝐿(𝐺)) e a linguagem marcada (𝐿𝑚(𝐺)). A linguagem 𝐿(𝐺) representa
todas as cadeias formadas por um autômato partindo do estado inicial.

𝐿(𝐺) := {𝑠 ∈ 𝐸* : 𝑓(𝑥0, 𝑠) é factível }

Já 𝐿𝑚(𝐺) é a linguagem que representa todas as cadeias formadas, que começam no
estado inicial e terminam em um dos estados marcados. A 𝐿𝑚(𝐺) é um subconjunto da
𝐿(𝐺).

𝐿𝑚(𝐺) := {𝑠 ∈ 𝐿(𝐺) : 𝑓(𝑥0, 𝑠) ∈ 𝑋𝑚}
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Todas as operações aplicadas à linguagem, que foram explicadas na seção 2.3.1, podem
ser estendidas a autômatos, já que os autômatos são caracterizados pelas linguagens
geradas e marcadas. A projeção natural em autômatos apaga os eventos que não estão no
alfabeto considerado e estão presentes no autômato 𝐺. E a projeção inversa em autômatos
é definida acrescentando auto-laços de todos os eventos do alfabeto que não estão no
autômato 𝐺.

2.3.2.2 Modelagem Modular

Uma das formas para modelar sistemas grandes e complexos, é por meio da modelagem
modular. Para isso, são necessários vários autômatos para representar o comportamento
do sistema como um todo, então ao construir o sistema por parte são necessárias ope-
rações que modifiquem o seu diagrama de transição. CASSANDRAS e LAFORTUNE
(2008) definem duas principais operações em autômatos: produto, indicado por ×, e a
composição paralela, denotado por ||.

A operação por produto é mais restritiva, pois as transições dos autômatos devem
estar sempre sincronizadas, um evento só ocorre se, e somente se, ocorrer em todos os
autômatos (CASSANDRAS; LAFORTUNE, 2008). Então é mais usual utilizar a com-
posição paralela para modelar sistemas modulares compostos por vários autômatos que
interagem, com eventos privados que pertencem ao seu próprio comportamento e eventos
em comum que são compartilhados com outros autômatos. CASSANDRAS e LAFOR-
TUNE (2008) definem que a maneira padrão de construir modelos de sistemas inteiros a
partir de modelos de componentes individuais do sistema é por composição paralela.

Como exemplo, 𝐺1||𝐺2 é a composição paralela entre os autômatos 𝐺1 e 𝐺2, que pode
ser representada como uma sêxtupla (CASSANDRAS; LAFORTUNE, 2008):

(𝑋1 × 𝑋2, 𝐸1 ∪ 𝐸2, 𝑓, Γ1||2, (𝑥10 , 𝑥20), 𝑋𝑇1 × 𝑋𝑇2)

Em que:

o 𝑋1 × 𝑋2 representa um conjunto de estados formado pelo produto cartesiano dos
possíveis estados dos autômatos 𝐺1 e 𝐺2;

o 𝐸1 ∪ 𝐸2 representa um conjunto de eventos formado pela união dos eventos que
compõem os autômatos 𝐺1 e 𝐺2;

o 𝑓 : 𝑋 × 𝐸 → 𝑋 é a função de transição, tal que:

𝑓((𝑥1, 𝑥2), 𝑒) :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(𝑓1(𝑥1, 𝑒), 𝑓2(𝑥2, 𝑒)) 𝑠𝑒 𝑒 ∈ Γ1(𝑥1) ∩ Γ2(𝑥2)
(𝑓1(𝑥1, 𝑒), 𝑥2) 𝑠𝑒 𝑒 ∈ Γ1(𝑥1)∖𝐸2

(𝑥1, 𝑓2(𝑥2, 𝑒)) 𝑠𝑒 𝑒 ∈ Γ2(𝑥2)∖𝐸1

𝑖𝑛𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑑𝑜 𝑐𝑎𝑠𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟á𝑟𝑖𝑜
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o Γ1||2 é a função de eventos factíveis dado que o autômato se encontra em um dos
estados provenientes do produto 𝑋1 × 𝑋2;

o (𝑥10 , 𝑥20) formado por uma composição entre os estados iniciais de 𝐺1 e 𝐺2; é o
estado inicial do sistema;

o 𝑋𝑇1 × 𝑋𝑇2 é um conjunto de estados terminais do sistema.

Na composição paralela, um evento que é comum só pode ser executado se todos os
autômatos puderem executá-lo simultaneamente, dessa forma os autômatos são sincro-
nizados nos eventos em comum. Já os eventos privados, podem ser disparados sempre
que possíveis, sem nenhuma restrição. Ou seja, neste tipo de sistema, um autômato pode
executar seus eventos individuais sem a participação do outro autômato; no entanto, um
evento comum só pode acontecer se todos puderem dispará-lo (CASSANDRAS; LAFOR-
TUNE, 2008). Como exemplo, de uma operação de composição paralela, retornando ao
sistema da fila representado na Figura 2.1, pode-se adicionar um novo evento entre a fila
e o servidor, que representa a admissão do cliente pelo servidor, como mostrado na Figura
2.4:

chegada de clientes (a)

fila servidor

saída de clientes (d)admissão
de clientes (c)

Figura 2.4 – Sistema de filas de forma modular

Modelando o sistema de forma individual através de autômatos, olhando apenas para
o buffer (fila) de capacidade dois, depois para o servidor de capacidade única têm-se os
autômatos da Figura 2.5:

0 21𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡

𝑎 𝑎

𝑐𝑐

0 1𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡

𝑐

𝑑
a)Fila b) Servidor

Figura 2.5 – Autômato para o sistema de fila de capacidade 2

Ao analisar a Figura 2.5, tem-se que o autômato a) ilustra uma fila de capacidade dois
e o autômato b) mostra o comportamento do servidor. Os eventos a e d são eventos indi-
viduais da fila e do servidor, respectivamente, portanto podem ocorrer sem restrições, já o
evento c, por ser um evento comum, só deve ser disparado se ambos os autômatos permiti-
rem. Aplicando a composição paralela tem-se a sêxtupla que representa o comportamento
completo do sistema Fila||Servidor:
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o 𝑋1 × 𝑋2 = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1), (2, 0), (2, 1)};

o 𝐸1 ∪ 𝐸2 = {𝑎, 𝑐, 𝑑};

o 𝑓 : 𝑓((0, 0), 𝑎) = (1, 0); 𝑓((0, 1), 𝑎) = (1, 1); 𝑓((0, 1), 𝑑) = (0, 0); 𝑓((1, 0), 𝑎) =
(2, 0); 𝑓((1, 0), 𝑐) = (0, 1); 𝑓((1, 1), 𝑎) = (2, 1); 𝑓((1, 1), 𝑑) = (1, 0); 𝑓((2, 0), 𝑐) =
(1, 1); 𝑓((2, 1), 𝑑) = (2, 0) ;

o Γ1||2 : Γ1||2(0, 0) = {𝑎}; Γ1||2(0, 1) = {𝑎, 𝑑}; Γ1||2(1, 0) = {𝑎, 𝑐}; Γ1||2(1, 1) = {𝑎, 𝑑};
Γ1||2(2, 0) = {𝑐}; Γ1||2(2, 1) = {𝑑} ;

o (𝑥10 , 𝑥20) = (0, 0);

o 𝑋𝑇1 × 𝑋𝑇2 = {(0, 0)}.

O autômato que representa a composição paralela dos autômatos da fila e do servidor
pode ser visto na Figura 2.6.

0, 0 1, 0 2, 0

1, 10, 1 2, 1

𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡

𝑎 𝑎

𝑐𝑑

𝑎

𝑑

𝑎

𝑑

𝑐

Figura 2.6 – Autômato da composição paralela da Fila||Servidor

Os estados da composição paralela representam o comportamento do sistema como
um todo. Os estados da Figura 2.6 podem ser detalhados como:

o Estado 0,0: Sistema vazio, nenhum cliente na fila e nenhum cliente em atendi-
mento;

o Estado 1,0: Sistema com um cliente em fila e nenhum cliente em atendimento;

o Estado 0,1: Sistema com um cliente em atendimento e nenhum cliente em fila;

o Estado 1,1: Sistema com dois clientes, um cliente em fila e um cliente em atendi-
mento;

o Estado 2,0: Sistema com dois clientes em fila e nenhum cliente em atendimento;

o Estado 2,1: Sistema com três clientes, sendo dois clientes em fila e um cliente em
atendimento.
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2.3.2.3 Autômatos Temporizados

O autômato é utilizado para representar o comportamento de um sistema, cujos even-
tos são temporizados. Então, é necessária uma estrutura de temporização que defina
uma sequência de tempo de vida para os eventos, podendo o tempo ser determinístico ou
estocástico. Uma característica muito importante é que se o autômato for temporizado
estocástico com uma distribuição exponencial, pode ser convertido facilmente em uma
Cadeia de Markov.

Uma estrutura de temporização, também conhecida como estrutura de relógio, é de-
finida como uma sequência de tempo de vida para os eventos. Para cada estado são veri-
ficados quais transições são factíveis, bem como os momentos de ocorrência (RIBEIRO,
2018). Uma estrutura de relógio (V) associado a um evento 𝑒 pode ser definido como um
conjunto (2.1):

𝑉 = {𝑣𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐸}, (2.1)

em que 𝑣𝑖 corresponde uma sequência de vida para cada evento 𝑖 pertencente ao conjunto
𝐸. Portanto, a estrutura de relógio 𝑣𝑖 é formada por momentos temporais definidos de
tempos em tempos, até que o evento seja desabilitado. CASSANDRAS e LAFORTUNE
(2008) explicaram três regras básicas para selecionar o próximo evento e garantir que a
evolução do sistema aconteça de forma correta:

o O próximo evento é aquele que possui menor valor de relógio dentre todos aqueles
que são factíveis;

o Um evento 𝑒 é caracterizado como ativo quando:

– 𝑒 foi o último evento ocorrido e permaneceu factível após a transição de estados;

– Um evento diferente ocorre enquanto 𝑒 não é factível, fazendo com que ocorra
uma transição para um novo estado onde 𝑒 é factível;

o Um evento 𝑒 é desativado quando outro evento ocorre causando uma transição para
um estado em que 𝑒 já não é mais factível.

Geralmente, os eventos ocorrem de forma estocástica, ou seja, existe uma incerteza
em relação ao próximo evento. Segundo CASSANDRAS e LAFORTUNE (2008), um
autômato temporizado estocástico é composto por uma estrutura de relógio estocástica,
em que para cada evento aleatório, é associada uma função de distribuição que caracte-
riza o comportamento do mesmo. CASSANDRAS e LAFORTUNE (2008) definem um
autômato temporizado estocástico por uma 6-tupla (𝑋, 𝐸, Γ, 𝑝, 𝑝0, 𝐻), em que:

o 𝑋 é o conjunto finito de estados;
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o 𝐸 é o conjunto finito de eventos associados ao autômato;

o Γ : 𝑋 → 2𝐸 é a função de eventos factíveis. Γ(𝑥) representa todos os eventos ativos
dado que o autômato se encontra no estado 𝑥;

o 𝑝(𝑥′; 𝑥, 𝑒) é a probabilidade de transição do estado 𝑥 para 𝑥′, dada a ocorrência do
evento 𝑒 sendo que 𝑝(𝑥′; 𝑥, 𝑒) = 0 ∀𝑒 /∈ Γ(𝑥);

o 𝑝0 é a probabilidade do estado inicial do sistema ser 𝑥;

o 𝐻 é uma estrutura de relógio estocástica.

Observando a definição de um autômato temporizado estocástico, pode-se destacar
que a estrutura de relógio, as transições e o estado inicial são caracterizados por variáveis
aleatórias, atribuindo um comportamento incerto ao sistema, sendo necessários alguns
conceitos relacionados a processos estocásticos, (RIBEIRO, 2018).

2.4 Cadeia de Markov

O matemático russo A. Markov fundou um novo ramo da teoria da probabilidade, em
janeiro de 1913, que ficou conhecido como cadeia de Markov (HAYES (2013)). Esta teoria
é extremamente eficiente na solução de problemas práticos formados por informações de
natureza incerta, (RIBEIRO, 2018).

WANG e LI (2011), definem a cadeia de Markov como um método de previsão de
probabilidade e técnica para prever os próximos estados do sistema, estudando apenas o
estado atual e sua tendência de mudança no sistema. Segundo BRENNER, FERNANDES
e SALES (2002), as cadeias de Markov são empregadas para descrever e buscar soluções
estacionárias para os mais diversos tipos de realidades.

Por isso, a cadeia de Markov é utilizada para descrever e analisar propriedades de sis-
temas dinâmicos, cuja principal característica seja determinar a probabilidade do sistema
estar em qualquer estado em qualquer instante de tempo (CASSANDRAS; LAFORTUNE,
2008).

CASSANDRAS e LAFORTUNE (2008) explicam que na cadeia de Markov o futuro é
condicionalmente independente do passado, dado o estado atual. Toda a história passada
é resumida no estado atual. Este fato é conhecido como a propriedade sem memória, uma
vez que não é preciso nenhuma lembrança da história passada, apenas o presente, para
prever probabilisticamente o futuro. Podem-se definir dois aspectos para a propriedade
sem memória:

o Todas as informações de estado anteriores são irrelevantes;

o Quanto tempo o processo esteve no estado atual é irrelevante.
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Uma cadeia de markov cujo espaço amostral seja discreto pode ser definida como um
processo Markoviano de tempo contínuo é matematicamente expresso pela equação:

𝑃 [𝑋(𝑡𝑘+1) ≤ 𝑥𝑘+1|𝑋(𝑡𝑘) = 𝑥𝑘, 𝑋(𝑡𝑘−1) = 𝑥𝑘−1, ..., 𝑋(𝑡0) = 𝑥0]

= 𝑃 [𝑋(𝑡𝑘+1) ≤ 𝑥𝑘+1|𝑋(𝑡𝑘) = 𝑥𝑘], (2.2)

a equação 2.2 implica que a probabilidade de transição do estado atual para o próximo não
depende do passado, ou seja, todo passado está agregado no estado presente, portanto,
está em função apenas do estado atual do sistema (CASSANDRAS; LAFORTUNE, 2008).

2.4.1 Autômato estocástico visto como uma cadeia de Markov

A composição paralela de vários autômatos estocásticos compostos por uma estrutura
de relógio de acordo com a distribuição exponencial, pode ser reduzida a uma cadeia de
Markov, pois a transição entre estados é também escrita em função de taxas de transfe-
rência (CASSANDRAS; LAFORTUNE, 2008). As taxas de transferência são os tempos
de vida associado a cada evento.

RIBEIRO (2018) descreve que para determinar a probabilidade de cada estado, pri-
meiramente é necessário a matriz de probabilidade de transição (𝑀𝑞) composta por todas
as probabilidades possíveis. Dada uma cadeia de Markov com L estados, a matriz (𝑀𝑞)
pode ser definida como:

𝑀𝑞 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑞00 𝑞01 𝑞02 · · · 𝑞0𝐿

𝑞10 · · · · · · · · · 𝑞1𝐿

... ... ... ... ...
𝑞𝐿0 · · · · · · · · · 𝑞𝐿𝐿

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (2.3)

em que 𝑞𝑖𝑗 é a taxa de transição do estado i para o estado j. A definição de 𝑞𝑖𝑗 é dada
por:

𝑞𝑖𝑗 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜆𝑎 𝑠𝑒 𝑖 ̸= 𝑗

−∑︀𝐿
�̸�=𝑗

𝑗=0
𝑞𝑖𝑗 𝑠𝑒 𝑖 = 𝑗

(2.4)

Em que 𝜆𝑎 é a taxa de ocorrência de um evento 𝛼, composto por uma distribuição
exponencial, que é responsável pela mudança do sistema do estado i para o estado j.
Assim, pode-se determinar a probabilidade do sistema estar em um estado em qualquer
instante de tempo no regime permanente, como:

𝜋𝑀𝑞 = 0, (2.5)

onde 𝜋 representa um vetor de probabilidade do sistema ser encontrado em cada estado
factível, composto por cada 𝜋𝑖, ∀ 𝑥𝑖 ∈ 𝑋.
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Voltando ao exemplo do sistema da fila modelado de forma modular mostrado na
Figura 2.4, e utilizando o comportamento do sistema como um todo, que pode ser visto
na composição paralela do sistema representado na Figura 2.6, podemos obter a cadeia
de Markov:

0, 0 1, 0 2, 0

0, 1 1, 1 2, 1

𝜆𝑎 𝜆𝑎

𝜆𝑐𝜆𝑑

𝜆𝑎

𝜆𝑑

𝜆𝑐

𝜆𝑎

𝜆𝑑

Figura 2.7 – Cadeia de Markov do sistema da fila simples

A matriz 2.3 que representa o sistema da fila ilustrado na Figura 2.7, é definida pela
equação 2.6:

𝑀𝑞 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−𝜆𝑎 𝜆𝑎 0 0 0 0
0 −(𝜆𝑎 + 𝜆𝑐) 𝜆𝑐 0 𝜆𝑎 0
𝜆𝑑 0 −(𝜆𝑎 + 𝜆𝑑) 𝜆𝑎 0 0
0 𝜆𝑑 0 −(𝜆𝑎 + 𝜆𝑑) 0 𝜆𝑎

0 0 0 𝜆𝑐 −𝜆𝑐 0
0 0 0 0 𝜆𝑑 −𝜆𝑑

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (2.6)

cada coluna da matriz 2.6, representa as taxas de transições de cada estado resultante
da cadeia de Markov. A relação das colunas com os estados da cadeia de Markov são
mostradas na Tabela 2.1.

Tabela 2.1 – Estados × colunas da matriz 𝑀𝑞

Estado Coluna
(0, 0) 1
(1, 0) 2
(0, 1) 3
(1, 1) 4
(2, 0) 5
(2, 1) 6

Definindo os valores de 𝜆𝑎 = 1, 𝜆𝑐 = 103, 𝑒 𝜆𝑑 = 2, e substituindo na equação 2.5,
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tem-se 2.7:

[︁
𝜋00 𝜋10 𝜋01 𝜋11 𝜋20 𝜋21

]︁
×

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 1 0 0 0 0
0 −(1 + 103) 103 0 1 0
2 0 −(1 + 2) 1 0 0
0 2 0 −(1 + 2) 0 1
0 0 0 103 −103 0
0 0 0 0 2 −2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 0.

(2.7)
Ao resolver a multiplicação, obtém-se um sistema linear descrito em 2.8:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝜋00 + 2𝜋01 = 0
𝜋00 − 1001𝜋10 + 2𝜋11 = 0

1000𝜋10 − 3𝜋01 = 0
𝜋01 − 3𝜋11 + 1000𝜋20 = 0
𝜋10 − 1000𝜋20 + 2𝜋21 = 0

𝜋11 − 2𝜋21 = 0

(2.8)

Como se trata de um sistema linear indefinido e, por se tratar de probabilidade, para
calcular os valores de 𝜋𝑖𝑗 é preciso garantir que o ∑︀ 𝜋𝑖𝑗 = 1, portanto, uma das equações
é modificada para certificar essa propriedade. Qualquer uma das equações podem ser
alteradas, pois se trata de um sistema Linearmente Dependente (LD). Alterando a última
equação do sistema linear da equação 2.8, o novo sistema será 2.9:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝜋00 + 2𝜋01 = 0
𝜋00 − 1001𝜋10 + 2𝜋11 = 0

1000𝜋10 − 3𝜋01 = 0
𝜋01 − 3𝜋11 + 1000𝜋20 = 0
𝜋10 − 1000𝜋20 + 2𝜋21 = 0

𝜋00 + 𝜋10 + 𝜋01 + 𝜋11 + 𝜋20 + 𝜋21 = 1

(2.9)

Resolvendo o sistema de equações 2.9, encontram-se os resultados das probabilida-
des estacionária do sistema de fila ser encontrado em cada um dos estados em regime
permanente, os resultados foram:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜋00 = 53.2516%
𝜋10 = 0.0799%
𝜋01 = 26.6258%
𝜋11 = 13.3528%
𝜋20 = 0.0134%
𝜋21 = 6.6764%

(2.10)
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Ao analisar o comportamento do sistema, pode-se perceber que devido à taxa de
saída de clientes, 𝜆𝑑, ser maior que a taxa de chegada de clientes, 𝜆𝑎, o sistema tem
maior probabilidade de ser encontrado no estado vazio, ou seja, estado (0, 0), pois chegam
poucos clientes e eles são atendidos rapidamente.

Alterando da taxa de saída, 𝜆𝑑 = 0.5, tem-se os seguintes resultados:
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜋00 = 6.6556%
𝜋10 = 0.0200%
𝜋01 = 13.3111%
𝜋11 = 26.6622%
𝜋20 = 0.0267%
𝜋21 = 53.3244%

(2.11)

Pode-se perceber que reduzindo a taxa de serviço, a probabilidade do sistema ser
encontrado ocioso diminuiu, aumentando a probabilidade do sistema estar cheio, ou seja,
no estado (2, 1). Portanto, validando o funcionamento correto do sistema modelado.

2.5 Teoria de filas

A teoria de filas foi desenvolvida para fornecer modelos para prever o comportamento
de sistemas que tentam fornecer serviço para demandas surgidas aleatoriamente, (GROSS
et al., 2008). Tendo como o objetivo principal determinar o desempenho de um sistema
em determinadas condições operacionais, e também desenvolver ferramentas descritivas
para analisar e estudar o sistemas de filas, ao invés de utilizar ferramentas prescritivas
para controlar seu comportamento incerto (CASSANDRAS; LAFORTUNE, 2008).

GROSS et al. (2008) cita que existem muitas aplicações valiosas da teoria, a maioria
das quais tem sido bem documentadas na literatura de probabilidade, pesquisa operaci-
onal, ciência de gestão e engenharia industrial. Alguns exemplos são o fluxo de tráfego
(veículos, aeronaves, pessoas, comunicações), agendamento (pacientes em hospitais, tra-
balhos em máquinas, programas em um computador) e projeto de instalações (bancos,
agências dos correios, parques de diversões, restaurantes fast food). CASSANDRAS e
LAFORTUNE (2008) enfatizam que os sistemas de filas realizaram algumas das mais
importantes contribuições para a análise de SEDs estocásticos, especialmente para lidar
com problemas de compartilhamento de recursos.

Um sistema de fila pode ser descrito como clientes que chegam para o serviço, clientes
aguardando pelo serviço, que se não for imediato e tiverem que aguardar pelo serviço
formam uma fila, e o cliente deixando o sistema após ser atendido. O termo cliente é
usado em um sentido geral e não implica necessariamente um cliente humano. A Figura
2.8 ilustra um sistema de filas com espaço de armazenamento infinito e um único servidor.
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A(t)
Fila Atendimento

Saída de
B(t)

clientes
Chegada de

clientes

Figura 2.8 – Sistema de filas simples

GROSS et al. (2008) cita seis características básicas dos processos de teoria das filas:
padrão de chegada de clientes, padrão de serviço dos servidores, disciplina de fila, capaci-
dade do sistema, número de canais de atendimento e etapas do serviço. Para os sistemas
de filas, existe uma notação consolidada na literatura através de uma série de símbolos
e barras, que descreva resumidamente o modelo do sistema (GROSS et al., 2008), essa
notação é a seguinte:

𝐴/𝐵/𝑚/𝐾/𝑍

Em que:

o 𝐴 é a distribuição do tempo entre as chegadas;

o 𝐵 é a distribuição do tempo de serviço;

o 𝑚 é a quantidade de servidores do sistema;

o 𝐾 é a capacidade do tamanho da fila;

o 𝑍 é a disciplina da fila.

Se 𝐾 = ∞ e 𝑍 = 𝐹𝐼𝐹𝑂, disciplina que trata de acordo com o primeiro a chegar,
primeiro a sair (First In, First Out (FIFO)), pode - se omitir o 𝐾 e 𝑍 sendo portando um
sistema 𝐴/𝐵/𝑚. A Tabela 2.2 exemplifica alguns dos símbolos mais utilizados na teoria
de filas.

Utilizando a Tabela 2.2 para construir alguns exemplos que podem ser encontrados
para denotar um sistema de fila, tem-se:

o 𝑀/𝑀/1 é um sistema de fila de servidor único com capacidade de armazenamento
infinita, disciplina da fila FIFO. Os tempos entre chegadas e os tempos de serviço
são markovianos, exponencialmente distribuídos, ou seja, 𝐴(𝑡) = 1 − 𝑒−𝜆𝑡, 𝐵(𝑡) =
1 − 𝑒−𝜇𝑡, para 𝜆 e 𝜇 positivos.

o 𝑀/𝑀/2/10 é um sistema de fila markoviana com dois servidores com capacidade
de armazenamento igual a 10, incluindo espaço nos servidores. Os tempos entre as
chegadas e os tempos de serviço são distribuídos exponencialmente, e a disciplina
da fila é FIFO.
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Tabela 2.2 – Notação de fila 𝐴/𝐵/𝑚/𝐾/𝑍

Característica Símbolo Explicação

𝐷𝑖𝑠𝑡𝑟𝑖𝑏𝑢𝑖çã𝑜 𝑑𝑜 𝑡𝑒𝑚𝑝𝑜
𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝑎𝑠 𝑐ℎ𝑒𝑔𝑎𝑑𝑎𝑠 (𝐴)

𝐷𝑖𝑠𝑡𝑟𝑖𝑏𝑢𝑖çã𝑜 𝑑𝑜 𝑡𝑒𝑚𝑝𝑜
𝑑𝑒 𝑠𝑒𝑟𝑣𝑖ç𝑜 (𝐵)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

𝑀 Exponencial (Markoviano)
𝐷 Determinístico
𝐸𝑘 Erlang tipo k (k = 1, 2, ...)

𝐻𝑘

Hiper - exponencial
(Combinação de k

exponenciais)
𝐺 Geral

Quantidade de servidores
do sistema (s) 1, 2, ...∞

Capacidade máxima
do tamanho da fila (K) 1, 2, ...∞

Disciplina da fila (Z)

FIFO Primeiro a chegar,
primeiro a ser atendido

LCFS Último a chegar,
primeiro a ser atendido

RSS Seleção aleatória para serviço
PR Prioritário
GD Disciplina Geral

Fonte: Modificada de GROSS et al. (2008)

o 𝐷/𝐺/𝑚/𝐾/𝐿𝐶𝐹𝑆 é um sistema de fila com 𝑚 < ∞ servidores, capacidade de
armazenamento igual a 𝐾 < ∞. Os tempos entre as chegadas são determinísticos,
e os tempos de serviço seguem uma distribuição arbitrária (geral). E a disciplina de
atendimento é: o último a chegar, primeiro a ser atendido.

2.5.1 Desempenho de um sistema de Fila

Na maioria das vezes os sistemas possuem os tempos de chegada e a duração do
tempo de serviço de forma estocástica, ou seja, tem um comportamento incerto. Como foi
definido anteriormente, o evento 𝑎 representa uma chegada de um cliente. Seja {𝑌1, 𝑌2, ...}
em que 𝑌𝑘 é o k-ésima tempo entre as chegadas ou seja, uma variável aleatória tal que:

𝑌𝑘 = tempo decorrido entre a (𝑘 − 1) − é𝑠𝑖𝑚𝑎 e a 𝑘-ésima chegada, 𝑘 = 1, 2, ...

CASSANDRAS e LAFORTUNE (2008) explicam que na teoria de filas, assume-se que
a sequência de tempo entre as chegadas são Independente e Identicamente Distribuído
(IID), tendo uma única distribuição de probabilidade que descreve completamente essa
sequência:

𝐴(𝑡) = 𝑃 [𝑌 ≤ 𝑡], (2.12)
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em que Y, na equação 2.12, é a variável aleatória utilizada como tempo entre as chegadas
exponenciais, não sendo necessário indexar a quantidade de chegadas ocorridas. A média
da função de distribuição 𝐴(𝑡) é:

𝐸[𝑌 ] = 1
𝜆

, (2.13)

sendo 𝜆 a taxa média de chegada dos clientes. Da mesma forma, o tempo de serviço
também é uma sequência IID, com as mesmas características dos intervalos entre os
tempos de chegada, podendo então definir sua média por:

𝐸[𝑍] = 1
𝜇

, (2.14)

na equação 2.14, 𝑍 é a variável aleatória utilizada como tempo de serviço de cada cliente
e a taxa média de serviço do servidor é dada por 𝜇. Tendo definido 𝐸[𝑌 ] e 𝐸[𝑍], pode-se
também definir:

o 𝐴𝑘 é o tempo da chegada do k-ésimo cliente;

o 𝐷𝑘 é o tempo de saída do k-ésimo cliente;

o 𝑊𝑘 é o tempo de espera do k-ésimo cliente, tempo entre o tempo de chegada até o
início do atendimento;

o 𝑆𝑘 é o tempo de sistema, considerando o tempo entre a chegada do cliente e sua
saída.

o 𝑍𝑘 é o tempo de serviço do k-ésimo cliente;

É possível determinar que:

𝑆𝑘 = 𝐷𝑘 − 𝐴𝑘 𝑜𝑢 𝑆𝑘 = 𝑊𝑘 + 𝑍𝑘. (2.15)

CASSANDRAS e LAFORTUNE (2008) explicam que o ideal seria construir um sis-
tema de filas que não houvesse espera pelos clientes, mas como se trata de um processo
estocástico, não é possível disponibilizar infinitos servidores ou um super servidor para
atender todos os clientes de modo que eles chegassem e esperassem o tempo zero. Assu-
mindo que o sistema, ao ser executado por um período suficientemente longo de tempo,
encontre o estado estacionário, é possível definir algumas medidas de desempenho tais
como (CASSANDRAS; LAFORTUNE, 2008):

o 𝐸[𝑊 ] é o tempo médio de espera dos clientes no estado estacionário;

o 𝐸[𝑆] é o tempo médio do sistema de clientes no estado estacionário;

o 𝐸[𝑋] é o comprimento médio da fila no estado estacionário.
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Em um sistema, ao atingir o estado estacionário, o fluxo de entrada e saída dos clientes
deve ser equilibrado. Uma medida de análise para verificar o tráfego de clientes é definida
como:

𝜌 = 𝜆

𝑚𝜇
, (2.16)

na equação 2.16, 𝜌 é chamado de intensidade de tráfego a qual é definida como taxa na
qual o trabalho entra no sistema (KLEINROCK, 1975). GROSS et al. (2008) explica
que o ideal é encontrar um número de servidores tal que 𝜌 seja estritamente menor que
1 (𝜌 < 1), pois quando se tem 𝜌 > 1 o número médio de chegadas ao sistema excede a
taxa média máxima de serviço do sistema, conforme o tempo for passando e acontecer
as chegadas de clientes, a fila fica cada vez maior. Se 𝜌 = 1, a menos que as chegadas e
o serviço sejam determinísticos, não existe estado estacionário, pois a aleatoriedade das
chegadas e tempo de serviço impedirá que a fila se esvazie e permita que os usuários se
atualizem, fazendo com que a fila cresça sem limite.

2.5.1.1 Lei de Little

Uma das relações mais poderosas na teoria das filas foi desenvolvida por John D. C.
Little no início dos anos 1960 (GROSS et al., 2008). Little relacionou os tamanhos médios
do sistema em estado estacionário aos tempos médios de espera do cliente. A Figura 2.9
ilustra a relação da lei de Little.

Figura 2.9 – Lei de Little

Considerando que 𝑊𝑞 e 𝑊 são o tempo médio de espera na fila e o tempo médio de
permanência no sistema, as fórmulas de Little são:

𝐿 = 𝜆𝑊 𝑒 𝐿𝑞 = 𝜆𝑊𝑞, (2.17)

em que 𝐿 e 𝐿𝑞 são o número médio de clientes no sistema e o número médio de clientes
esperando para serem atendidos, respectivamente. Um resultado interessante que pode
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ser derivado das fórmulas de Little em relação ao tempo de espera é:

𝐿 − 𝐿𝑞 = 𝜆(𝑊 − 𝑊𝑞) = 𝜆

(︃
1
𝜇

)︃
=
(︃

𝜆

𝜇

)︃
. (2.18)

A Tabela 2.3 resume os resultados que são encontrados para um sistema 𝐺/𝐺/𝑚 de
fila:

Tabela 2.3 – Resumo dos resultados gerais para sistema 𝐺/𝐺/𝑚 de fila

𝜌 = 𝜆/𝑚𝜇 Intensidade de tráfego
𝐿 = 𝜆𝑊 Número médio de clientes no sistema
𝐿𝑞 = 𝜆𝑊𝑞 Número médio de clientes esperados na fila
𝑊 = 𝑊𝑞 + 1/𝜇 Tempo total de espera

𝑝𝑏 = 𝜆/𝑚𝜇 = 𝜌
Probabilidade de servidor arbitrário
estar ocupado

𝑟 = 𝜆/𝜇
Número esperado de clientes em serviço
(Número de servidores ocupados)

𝑝0 = 1 − 𝜌 Probabilidade do sistema vazio

Fonte: Modificada de GROSS et al. (2008)

2.5.2 Modelo Markoviano de fila (𝑀/𝑀/𝑚)

O sistema de fila tratado neste tópico é um sistema de 𝑚 servidores com capacidade
infinita e tempos entre chegada e de serviço distribuídos exponencialmente. As chegadas
são exponenciais com taxa 𝜆 e cada servidor tem uma distribuição de tempo de serviço
exponencial IID com taxa 𝜇.

0 1
𝜆

𝜇
2 ...

𝜆𝜆

2𝜇 3𝜇

𝑚
𝜆

𝑚𝜇

𝜆

𝑚𝜇

...
𝜆

𝑚𝜇

𝑚+1

Figura 2.10 – Sistema de filas 𝑀/𝑀/𝑚

A Figura 2.10 ilustra um sistema de fila Markoviana com 𝑚 servidores disponíveis.
GROSS et al. (2008) explica que, como a taxa de chegada, ou nascimento, é constante
para todo n, independente do número de clientes no sistema, pode-se definir 𝜆𝑛 = 𝜆. O
que difere da taxa de saída, ou morte, que dependem do número de clientes no sistema, se
houver 𝑚 ou mais clientes no sistema, todos os servidores 𝑚 devem estar ocupados. Como
cada servidor processa clientes com taxa 𝜇, a taxa de conclusão de serviço combinada para
o sistema é 𝑚𝜇. Quando há menos de 𝑚 clientes no sistema, 𝑛 < 𝑚, apenas n dos 𝑚
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servidores estão ocupados e a taxa de conclusão de serviço combinada para o sistema é
𝑛𝜇. O que pode ser escrita como:

𝜇𝑛 =

⎧⎨⎩𝑛𝜇 (1 ≤ 𝑛 < 𝑚)
𝑚𝜇 (𝑛 ≥ 𝑚)

(2.19)

Com essa definição juntamente com a equação 𝜋𝑀𝑞 = 0, (2.5), definida na seção 2.4.1,
pode-se derivar medidas de eficácia para o modelo 𝑀/𝑀/𝑚 utilizando as probabilidades de
estado estacionário (GROSS et al., 2008). Primeiramente, pode-se determinar o tamanho
esperado da fila 𝐿𝑞 como:

𝐿𝑞 =
(︃

𝑟𝑚𝜌

𝑚!(1 − 𝜌)2

)︃
𝜋0, (2.20)

em que 𝜋0 na equação 2.20 é a probabilidade do sistema ser encontrado no estado 0 e 𝑟

é o número esperado de clientes em serviço, definido como 𝑟 = 𝜆/𝜇. Através da lei de
Little, utilizando as equações dadas na Tabela 2.3, pode-se definir 𝑊𝑞, tempo de espera
na fila:

𝑊𝑞 = 𝐿𝑞

𝜆
=
(︃

𝑟𝑚

𝑚!(𝑚𝜇)(1 − 𝜌)2

)︃
𝜋0. (2.21)

Aplicando a equação 2.21, é possível encontrar agora o tempo total de sistema, 𝑊 :

𝑊 = 𝑊𝑞 + 1
𝜇

= 1
𝜇

+
(︃

𝑟𝑚

𝑚!(𝑚𝜇)(1 − 𝜌)2

)︃
𝜋0. (2.22)

Finalmente, empregando novamente a fórmula de Little, é possível obter o número
médio de clientes no sistema, L:

𝐿 = 𝜆𝑊 = 𝑟 +
(︃

𝑟𝑚𝜌

𝑚!(1 − 𝜌)2

)︃
𝜋0. (2.23)

2.5.2.1 Teorema de Burke

O teorema de Burke é extremamente útil na análise de filas, em que a taxa de entrada
e o serviço em todos os servidores são exponenciais, e não há restrição no tamanho da
fila entre as estações. GROSS et al. (2008) explica que em 1956, Burke provou que a
distribuição de saída é idêntica à distribuição de entrada.

Seja uma fila 𝑀/𝑀/𝑚 no estado estacionário, com taxa de chegada 𝜆, pode-se provar
que os tempos de saída no sistema também são exponenciais com taxa 𝜆. 𝑁(𝑡) é o número
de clientes no sistema no momento 𝑡 após a última saída de um cliente, tem-se (GROSS
et al., 2008):

𝑃𝑟{𝑁(𝑡) = 𝑛} = 𝑝𝑛, (2.24)
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em que 𝑡 representa uma variável aleatória de tempo entre as saídas do sistema. Portanto,
𝐹𝑛(𝑡) é a probabilidade conjunta de encontrar 𝑛 clientes no sistema em um tempo 𝑡 após
a última partida.

𝐹𝑛(𝑡) = 𝑃𝑟{𝑁(𝑡) = 𝑛 𝑒 𝑇 > 𝑡}. (2.25)

A distribuição cumulativa da variável aleatória 𝑇 , 𝐶(𝑡) é dado por:

𝐶(𝑡) ≡ 𝑃𝑟{𝑇 ≤ 𝑡} = 1 −
∞∑︁

𝑛=0
𝐹𝑛(𝑡), (2.26)

desde que:
∞∑︁

𝑛=0
𝐹𝑛(𝑡) = 𝑃𝑟{𝑇 > 𝑡}. (2.27)

Para encontrar 𝐶(𝑡), primeiro é definido 𝐹𝑛(𝑡) através das equações diferenciais:

𝑑𝐹𝑛(𝑡)
𝑑𝑡

= −(𝜆 + 𝑚𝜇)𝐹𝑛(𝑡) + 𝜆𝐹𝑛−1(𝑡) (𝑚 ≤ 𝑛),

𝑑𝐹𝑛(𝑡)
𝑑𝑡

= −(𝜆 + 𝑛𝜇)𝐹𝑛(𝑡) + 𝜆𝐹𝑛−1(𝑡) (1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑚),

𝑑𝐹0(𝑡)
𝑑𝑡

= −𝜆𝐹0(𝑡). (2.28)

Utilizando a condição de limite, a partir de 2.25 :

𝐹𝑛(0) ≡ 𝑃𝑟{𝑁(0) = 𝑛 𝑒 𝑇 > 0} = 𝑃𝑟{𝑁(0) = 𝑛} = 𝑝𝑛, (2.29)

a solução de 2.28:
𝐹𝑛(𝑡) = 𝑝𝑛𝑒(−𝜆𝑡). (2.30)

Para obter 𝐶(𝑡) (2.26), a distribuição cumulativa dos tempos entre as saídas:

𝐶(𝑡) = 1 −
∞∑︁

𝑛=0
𝑝𝑛𝑒−𝜆𝑡 = 1 − 𝑒−𝜆𝑡

∞∑︁
𝑛=0

𝑝𝑛 = 1 − 𝑒−𝜆𝑡. (2.31)

A equação 2.31 mostra que os tempos de saída também são exponenciais idênticos aos
tempos de chegada.

2.6 Fila com clientes impacientes

Uma característica importante na modelagem de sistemas que possuem fila é a presença
de clientes impacientes. GROSS et al. (2008) explica que os clientes que são impacientes
tendem a entrar na fila apenas quando há uma espera curta e permanecem na fila se
a espera tiver sido pequena. A impaciência resultante de uma espera excessiva é tão
importante no sistema de fila quanto as chegadas e partidas. Algumas pesquisas ignoram
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o fator de impaciência durante o estudo do sistema de filas comum, mas os atos impacientes
dos clientes devem estar envolvidos no estudo do sistema de filas para modelar um sistema
de forma real (WANG; LI; JIANG, 2010). Pode-se dividir a paciência em duas principais
formas: balking e reneging.

Na literatura os trabalhos mais voltados à impaciência de clientes são direcionados aos
call centers, podem-se citar os artigos: Roubos e Jouini (2013), WHITT (2004), YUE, W.
e ZHAO (2014), AL-SEEDY et al. (2009), ABOU-EL-ATA e HARIRI (1992), entre outros
que buscam modelar o comportamento de sistemas de call centers com impaciência.

2.6.1 Balking

GROSS et al. (2008) explica que na realidade, muitas vezes os clientes sentem-se
desencorajados quando a fila é longa e não desejam esperar. De acordo com Wang, Li e
Jiang (2010), o balking é quando o cliente toma decisões de acordo com o tamanho da fila.
Os clientes possuem um valor 𝑁 do comprimento da fila antes que ele receba o serviço,
se o observado for menor que 𝑁 , ele se junta a fila, caso contrário abandona o sistema; o
cliente possui duas opções: esperar (entrar na fila) ou se desligar (abandonar o sistema).

A forma de abandono tipo balking, contém duas regras convencionais definidas no
artigo do Wang, Li e Jiang (2010), a do tipo I descreve que os clientes conservam um
valor limite 𝑁 do comprimento da fila, antes que ele receba o serviço e então, decide se
espera o serviço ou se abandona. Já o tipo II lida com probabilidade 𝑝𝑛 em que 𝑁 é o
número de clientes no momento da chegada.

2.6.2 Reneging

Diferentemente do balking, no abandono dos clientes através do reneging, os clientes
que tendem a ser impacientes nem sempre são desencorajados pelo tamanho excessivo
da fila, mas podem entrar na fila para ver quanto tempo a sua espera pode estender,
permanecendo o tempo todo ou abandonando se a estimativa de sua espera total for
maior que sua tolerância (GROSS et al., 2008).

Wang, Li e Jiang (2010) mostram que quando um indivíduo decide se continua espe-
rando pelo serviço na fila ou não, as regras que ele obedece são assumidas variadamente
na literatura. Seja 𝑇 o tempo máximo de espera que um cliente tem disponível, o caso
mais simples é se esse tempo de espera for fixo, definido como regra do tipo III.

A regra do tipo IV define que o tempo de espera 𝑇 segue uma distribuição exponencial
com parâmetro 𝑖, em que o 𝑖 é o número de clientes no sistema. Considerando agora, que
o tempo de serviço segue uma distribuição lognormal, e os tempos de abandono (tempo
de espera) não são exponenciais, sendo esta regra tipo V.

Por último, a regra tipo VI estabelece que os clientes podem abandonar se a taxa de
serviço estiver lenta e houver muitas falhas no serviço. Wang, Li e Jiang (2010) apontam
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que há mais algumas regras de reneging, em que os clientes abandonam o sistema por
outras diversas razões, mas ele resume nas que mais ocorrem.

2.6.3 Sistemas do tipo cliente - servidor

Sistemas do tipo cliente - servidor são caracterizados de forma geral como sistemas em
que há presença de clientes em fila aguardando atendimento, seja um call center, fila de
banco ou supermercado, atendimento em um restaurante, e diversos outros. Como existe
a espera dos clientes pelo serviço, há também o abandono do mesmo, e um dos desafios
para modelagem desse tipo de sistemas é a paciência dos clientes.

O estudo da impaciência dos clientes é uma área que está desenvolvendo bastante
para melhorias principalmente em call centers, uma vez que a maioria das empresas estão
utilizando esse tipo de serviço para resoluções de problemas, atendimentos dos clientes,
marketing e os mais diversos serviços. Para isso é necessário estimar a impaciência dos
clientes para uma melhor eficiência.

Roubos e Jouini (2013) propõem no seu artigo, modelar a paciência dos clientes atra-
vés da distribuição hiperexponencial. Roubos e Jouini (2013) explicam que a distribuição
hiperexponencial é uma mistura de duas distribuições exponenciais tais que com proba-
bilidade 𝑝 com taxa 𝛾1 e com probabilidade (1 − 𝑝) com taxa 𝛾2.

Um sistema do tipo cliente - servidor com abandono pode ser visto na Figura 2.11,
em que existe a chegada de dois tipos de cliente, por meio dos eventos 𝑎1 e 𝑎2, a admissão
do cliente pelo servidor via eventos 𝑐1 e 𝑐2, o evento 𝑑 representa a saída dos clientes do
sistema após o atendimento e também o abandono dos clientes através dos eventos 𝑏1 e
𝑏2.

Fila

Servidor1

2

𝑎1

𝑎2

𝑏2

𝑏1

𝑐2

𝑐1

𝑑

Figura 2.11 – Sistema de clientes - servidor com abandono

2.7 Análise de desempenho de sistemas

A análise do desempenho dos sistemas é de extrema relevância para seu bom funci-
onamento e desenvolvimento, a qual auxilia na otimização, pode prevenir as falhas ou
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detectar gargalos.
A maioria dos sistemas possuem seu comportamento de natureza estocástica, ou seja,

são provenientes de procedimentos geralmente incertos. RIBEIRO (2018) explica que para
interpretação de um sistema assim denominado é preciso utilizar um banco de dados que
demonstre o seu comportamento, possibilitando assim, a obtenção de uma aproximação
dos seus resultados.

Ao trabalhar com sistemas de natureza estocástica, é preciso estimar o valor esperado
das medidas de desempenho de interesse, podendo ser a taxa de produção, o tempo médio
do sistema, o tamanho médio da fila e diversas outras características do sistema observado.
Esse valor esperado pode ser definido como a equação 2.32.

𝐸[𝐽(𝜃)] = lim
𝑘→∞

∑︀𝑘
𝑖=1 𝐽(𝜃, 𝜔𝑖)

𝑘
, (2.32)

sendo 𝑘 o número de amostras coletadas e 𝐽(𝜃, 𝜔𝑖) é uma medida de desempenho que
depende de um parâmetro 𝜃 e da sequência amostral (𝜔𝑖), (RIBEIRO, 2018). Lembrando
que na prática 𝑘 deve ser finito.

Para SEDs, existem duas principais formas de avaliar o seu desempenho: a modela-
gem analítica e a simulação. Neste trabalho, por meio dos autômatos estocásticos são
aplicadas as propriedades da Cadeia de Markov e teoria de filas para o primeiro método,
e o algoritmo de escalonamento de eventos, para a segunda forma.

2.7.1 Modelagem Analítica

CASSANDRAS e LAFORTUNE (2008) explicam que a modelagem analítica consiste
em um modelo de sistema de equações matemáticas que descrevem o comportamento de
um sistema. Esse método constitui-se em projetar um sistema real através das relações
matemáticas existentes no funcionamento do mesmo. Por meio dessas relações pode-se
descrever o sistema como um conjunto de estados possíveis e definir transições entre esses
estados (SANTOS, 2002).

Os métodos analíticos possuem a grande vantagem de ter um custo computacional
menor que a simulação, já que não é necessária uma amostra para representar o compor-
tamento estocástico do sistema, e também ao fato de não ser necessário gerar números
pseudo-aleatórios. É possível descrever seu comportamento por meio de um modelo uti-
lizando as propriedades da Cadeia de Markov, quando os tempos de vida dos eventos são
distribuídos exponencialmente, que resultam em um sistema de equações lineares.

Mediante a solução do sistema de equações lineares, têm-se as probabilidades estacio-
nárias do sistema, como visto na seção 2.4, podendo obter o valor esperado dos parâmetros
de interesse do sistema observado.

Quando os tempos de vida dos eventos não seguem uma distribuição exponencial, uma
aproximação analítica pode ser feita por meio de distribuições de fase. RIBEIRO (2018)
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explica que neste caso, cada distribuição geral é modelada por uma rede de processos
pressupostos com tempos de vida dos eventos distribuídos exponencialmente, na qual,
sua combinação descreve a distribuição geral que a representa.

Com isso, os tempos de vida entre eventos podem seguir distribuições diversas e apro-
ximadas em distribuições exponenciais e, consequentemente, encontrar uma cadeia de
Markov equivalente. Na literatura, pode-se citar o artigo do WHITT (2004) que desen-
volveu um algoritmo baseado em uma aproximação Markoviana para um sistema de fila
𝑀/𝐺/𝑠/𝑟 + 𝐺.

CASSANDRAS e LAFORTUNE (2008) informam no seu livro que geralmente os
sistemas do dia a dia são complexos para serem representados em soluções analíticas. E
também, o modelo matemático pode ser válido, mas pode não existir ferramentas para
resolver as equações que compõem esse modelo. Outra desvantagem desse método, é que o
número de estados cresce de forma exponencial, o que dificulta calcular as probabilidades
estacionárias, dependendo da capacidade computacional acessível, podendo ser até mesmo
impossível em sistemas complexos.

2.7.2 Simulação

O método de análise de desempenho de sistema através da simulação é definido como
um processo de projetar um modelo computacional a partir um sistema real e gerir ex-
perimentos com esse modelo, com o objetivo de entender e avaliar estratégias para o seu
comportamento e possíveis melhorias (PEGDEN, 1990).

CASSANDRAS e LAFORTUNE (2008) definem a simulação como um processo pelo
qual um modelo de sistema é avaliado numericamente e os dados desse processo são usados
para estimar várias quantidades de interesse. Já MEDINA e CHWIF (2010) explicam que
simular é analisar um novo sistema antes da sua implantação ou melhorar a operação e o
funcionamento de sistemas existentes, podendo confrontar resultados e medir eficiências.

BANKS e CARSON (2005) citam no seu livro que o extraordinário avanço da com-
putação, aliado às vantagens provenientes ao uso de simulação e o aperfeiçoamento da
sua metodologia, fazem da simulação uma das ferramentas mais utilizadas e aceitas no
âmbito de pesquisa operacional e análise de sistema.

No caso do SEDs, a simulação é amplamente utilizada em diversas aplicações como
projetar sistemas de manufatura e avaliar seu desempenho, projetar redes de comunica-
ção e testar vários protocolos para lidar com mensagens de recursos de rede e projetar
aeroportos ou rodoviárias para lidar com cargas de tráfego projetadas. Sistemas que são
considerados estocásticos é de difícil implementação prática e de alto custo para fazer
experimentos e verificar melhorias e otimizações.

Para simular SEDs é necessário um número finito de amostras para estimar o valor
esperado do parâmetro de interesse, por isso é necessário o uso de técnicas estatísticas para
se avaliar a variância em função do número de amostras disponíveis (RIBEIRO, 2018).
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De acordo com MEDINA e CHWIF (2010) uma das técnicas que pode ser utilizada para
determinar o número de amostras é em função da precisão e da confiança estatística
desejada. A precisão considera o tamanho do intervalo e, a confiança estatística é a
probabilidade de que o intervalo de confiança contenha a média estimada.

Em técnicas de simulações, são feitas rodadas para coletar vários valores de amostras
para os parâmetros de interesse. A rodada é uma repetição da simulação do modelo,
com a mesma configuração, a mesma duração e com os mesmos parâmetros de entrada,
mas com uma semente de geração dos números aleatórios diferentes (MEDINA; CHWIF,
2010).

Para simular a dinâmica dos sistemas também é considerado o regime transitório e o
regime permanente. MEDINA e CHWIF (2010) explica que durante o regime transitório
ou tempo de aquecimento, o comportamento do sistema varia muito devido o modelo não
está aquecido, e nem todas as partes estão funcionando corretamente, portanto durante
esse período as medidas de desempenho fornecidas não são precisas. Já o regime perma-
nente ou estado estacionário mostra o funcionamento do sistema após aquecido, em que as
medidas de desempenho já são mais precisas e podem ser consideradas. Portanto, o tempo
de aquecimento do sistema pode ser eliminado no momento de análise dos resultados.

Para calcular o intervalo de confiança, é necessário definir o valor esperado da média
e da variância do parâmetro observado. O valor esperado da média de um parâmetro 𝜃

pode ser calculado como:

𝜃𝑛 = 1
𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜃𝑖, (2.33)

em que 𝜃𝑖 são os valores das amostras observadas em 𝑛 rodadas. Para determinar o valor
esperado para variância dessas amostras, é utilizada a seguinte equação:

𝐸[𝑆2
𝑛] = 𝜎2 = 1

𝑛 − 1

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑋𝑖 − 𝜃𝑛)2. (2.34)

Determinando o valor esperado da média e da variância pode-se determinar o intervalo
de confiança por meio do teorema do limite central, utilizando os valores de 𝛼 definidos
na tabela t-Student (MEDINA; CHWIF, 2010).

𝑃

⎡⎣𝜃𝑛 − 𝑧𝛼
2

√︃
𝜎2

𝑛
≤ 𝜃 ≤ 𝜃𝑛 + 𝑧𝛼

2

√︃
𝜎2

𝑛

⎤⎦ ∼= 1 − 𝛼, (2.35)

sendo o 𝛼 definido de acordo com a probabilidade de que o intervalo de confiança contenha
a média. Se for um intervalo com 95% de confiança, o 𝛼 é de 5% ou 0, 05.

RIBEIRO (2018) explica que quanto maior o valor desta probabilidade, maior a confi-
ança estatística de que a média da população encontra-se dentro do intervalo construído.
Com isso, a desvantagem da simulação é que para uma maior precisão, é necessário um
maior número de amostras e, por consequência, um maior custo computacional.
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Capítulo 3
Metodologia

3.1 Introdução

Neste capítulo, serão apresentados os métodos utilizados para a construção e elabo-
ração do projeto, explicando as metodologias e instrumentos usados para a modelagem e
elaboração da metodologia desenvolvida.

De forma geral, como pode-se observar no diagrama de blocos na Figura 3.1, a primeira
parte da metodologia, após a definição do sistema a ser explorado, é a elaboração de um
modelo que represente a dinâmica do sistema por meio de autômatos estocásticos. Se o
sistema que será analisado possuir comportamento cíclico, sem abandonos, um segundo
modelo é implementado sem os eventos, que são considerados instantâneos. Todos os
modelos são implementados na biblioteca UltraDES (LACSED, 2016) e, para cada método
de análise de desempenho são realizadas algumas operações.

Após a implementação do modelo de forma modular, para o método analítico é obtido
o autômato global que representa o comportamento do sistema como um todo, por meio
da operação da composição paralela, considerando os dois modelos: o modelo completo
e o modelo sem os eventos instantâneos. Esses são eventos que possuem um tempo de
vida muito pequeno. E então, é atribuído a cada um dos estados do autômato global um
índice, para a construção de todas as transições possíveis do sistema.

De posse de todas as transições, com auxílio do software Matlab, é feita a construção
da matriz de probabilidade de transição (𝑀𝑞). E por meio dessa matriz, é definido o
sistema linear que representa as probabilidades de cada estado do sistema. Através das
probabilidades, é realizada a análise dos parâmetros de interesse.

Já para o método via simulação, após a implementação do modelo modular na bibli-
oteca UltraDES, é utilizada a operação de projeção inversa para que todos os autômatos
reconheçam todos os eventos e, então são definidas as matrizes de transição de cada
autômato estocástico. Dispondo das matrizes de transição, é implementada a técnica de
escalonamento de eventos no software Matlab. E, por meio dessa técnica, é realizada a
análise de desempenho dos parâmetros de interesse.
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Figura 3.1 – Diagrama de blocos da metodologia
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Todo trabalho computacional foi implementado em um notebook com sistema operaci-
onal Windows 10, processador Intel Core i7, 8 GB de memória RAM e sistema operacional
de 64 bits, utilizando o software Matlab e com auxílio do Visual Studio para executar a
biblioteca UltraDES (LACSED (2016)).

3.2 Modelagem dos problemas

O primeiro tópico do trabalho é a obtenção do modelo do sistema proposto para
validação, modelo esse que descreva e represente o comportamento do sistema. Ao definir
o modelo a ser analisado, a modelagem do sistema requer muito cuidado, pois para os
resultados apresentarem confiabilidade é necessário um modelo que represente bem o
sistema. Por isso, é preciso analisar todas as partes do sistema de forma específica e
modular, evitando erros nesta etapa.

3.2.1 Modelagem modular

Para obter o comportamento dos sistemas como um todo, é necessário observar todas
as possíveis partes que o sistema pode estar, para que o modelo construído represente
bem o sistema e os resultados sejam coerentes. A modelagem de forma modular consiste
em separar o sistema por partes, como visto na seção 2.3.2.2, e através da composição
paralela obter o comportamento do sistema como um todo.

Essa modelagem permite representar sistemas com grande quantidade de estados facil-
mente, pois ao dividir em sub-partes se torna mais visível cada função. Podendo analisar
cada parte do sistema de forma individual.

Ao observar cada parte do sistema se torna possível representar cada particularidade
e assim perceber como ele evolui. Com isso, a construção do modelo torna-se mais clara
e eficiente e, reduz os erros na etapa de modelagem.

Além disso, ao elaborar o modelo de forma modular por meio dos autômatos é pos-
sível obter facilmente a cadeia de Markov resultante e representar o sistema por meio de
matrizes de transições para análise via simulação, não necessitando do autômato global
para simular o comportamento do sistema.

Como exemplo, pode-se observar a modelagem do problema dos Veículos Guiados
Automatizados (AGVs), seção 4.1, que de forma individual é simples e fácil de modelar e
de entender o seu funcionamento. Já o comportamento completo do sistema resultou em
25.920 estados, o que seria impossível modelar com o autômato único.

Por isso, a modelagem modular juntamente com a operação de composição paralela
torna-se eficiente e prática para a representação de sistemas gerais, especificamente para
sistemas com grande número de estados.
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3.3 Método analítico

O método analítico utilizou as propriedades da cadeia de Markov para obter os resul-
tados. O comportamento do sistema completo, foi alcançado ao realizar a operação da
composição paralela dos autômatos, obtidos na modelagem modular do sistema.

A operação de composição paralela foi realizada na biblioteca UltraDES (LACSED,
2016). É importante ressaltar a importância da utilização dessa biblioteca, pois em sis-
temas com grande número de estados torna-se complicado e complexa a representação e
obtenção do sistema completo.

Por meio do autômato resultante da composição paralela, é observada cada transição e,
através dela, é construída a matriz de probabilidade de transição (𝑀𝑞). Essas transições
são geradas por meio da análise de cada estado possível do sistema. Com o auxílio
do UltraDES, foi possível atribuir rapidamente um índice para cada um desses estados,
facilitando assim a obtenção das transições.

Através dos índices, a biblioteca UltraDES escaneia o autômato e grava em um arquivo,
no formato ".txt", todas as transições do autômato, as transições são gravadas em três
colunas. A primeira coluna representa o índice do estado que o sistema se encontra, a
segunda coluna mostra o estado em que o sistema irá, com o evento representado na
terceira coluna. Essa análise é realizada de forma a garantir que a soma das taxas das
transições de chegada ao estado são iguais às taxas das transições de saída.

Por meio dessa análise das transições do arquivo, é obtido a matriz 𝑀𝑞, sendo possível
construir o sistema linear que representa o comportamento completo do sistema. Por se
tratar de probabilidade é necessário garantir que o somatório das probabilidades seja igual
a 1, por isso, uma das equações é modificada para garantir essa propriedade.

Após isso, foi utilizada a função mldivide do software Matlab para resolução do sistema
linear. Através dos resultados encontrados, pela solução do sistema linear, pode ser
realizada a análise de desempenho de acordo com os parâmetros de interesse do problema
avaliado.

Uma desvantagem desse método é que o número de estados cresce de forma expo-
nencial, em sistemas grandes e complexos, resultando em sistemas lineares com grande
quantidade de variáveis, tendo um alto custo computacional para a resolução.

A seção 2.4.1 explica e exemplifica todos os passos para derivar o modelo analítico por
meio da modelagem modular via autômatos estocásticos.

3.3.1 Eliminação de eventos instantâneos

Para o método analítico foram elaborados dois modelos, o primeiro considerando todos
os eventos e o segundo eliminando os eventos instantâneos. Os eventos instantâneos são
aqueles cujo tempos de vida são muito pequenos, ou seja, assim que estiverem factíveis
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são disparados. A probabilidade do sistema ser encontrado em estados, que possuem esses
eventos como evento de saída, são infinitesimais, e podem ser desconsideradas.

Esses eventos servem para organizar a sequência que o sistema evolui. Eles são adicio-
nados para facilitar na modelagem modular dos sistemas. Retornando ao exemplo da fila
simples e, utilizando a cadeia de Markov obtida pelo resultado da composição paralela do
sistema, mostrada novamente na Figura 3.2.

0, 0 1, 0 2, 0

0, 1 1, 1 2, 1

𝜆𝑎 𝜆𝑎

𝜆𝑐𝜆𝑑

𝜆𝑎

𝜆𝑑

𝜆𝑐

𝜆𝑎

𝜆𝑑

Figura 3.2 – Cadeia de Markov do sistema da fila simples

Lembrando que, 𝜆𝑎 = 1, 𝜆𝑐 = 103, 𝑒 𝜆𝑑 = 2. Os resultados das probabilidades estaci-
onária do sistema de fila ser encontrado em cada um dos estados em regime permanente
foram:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜋00 = 53.2516%
𝜋10 = 0.0799%
𝜋01 = 26.6258%
𝜋11 = 13.3528%
𝜋20 = 0.0134%
𝜋21 = 6.6764%

(3.1)

Ao retirar os eventos instantâneos, nesse caso 𝜆𝑐, o sistema funcionaria de acordo com
a Figura 3.3.

0, 0 0, 1 2, 11, 1

𝜆𝑎 𝜆𝑎 𝜆𝑎

𝜆𝑑 𝜆𝑑 𝜆𝑑

Figura 3.3 – Cadeia de Markov do sistema da fila simples sem os eventos instantâneos

Uma explicação matemática para a eliminação dos eventos instantâneos é que o so-
matório das taxas de chegadas ao estado são iguais ao somatório das taxas de saídas,
para garantir que o sistema esteja em equilíbrio. Considerando o estado (1, 0), da Figura
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3.2, em que há um evento considerado instantâneo factível, pode-se elaborar a equação
de probabilidade do estado como:

𝐸𝑠𝑡𝑎𝑑𝑜 (1, 0) : 𝜋1,0(𝜆𝑎 + 𝜆𝑐) = 𝜆𝑎𝜋0,0 + 𝜆𝑑𝜋1,1. (3.2)

Como a taxa do evento 𝑐 é muito grande podemos desconsiderar a taxa do evento 𝑎,
então é possível descrever que evento 𝑐 equivale aos dois eventos de chegada ao estado
(1, 0), como mostrado na equação 3.3.

𝐸𝑠𝑡𝑎𝑑𝑜 (1, 0) : 𝜆𝑐𝜋1,0 = 𝜆𝑎𝜋0,0 + 𝜆𝑑𝜋1,1. (3.3)

Portanto é possível excluir o estado (1, 0), e as duas transições de chegada a esse estado
são modificadas para o estado (0, 1) que seria o estado que o evento 𝑐 levaria o sistema.
Da mesma forma pode-se fazer essa mesma análise para o estado (2, 0), da Figura 3.2,
que existe o evento 𝑐 factível.

𝐸𝑠𝑡𝑎𝑑𝑜 (2, 0) : 𝜆𝑐𝜋2,0 = 𝜆𝑎𝜋1,0 + 𝜆𝑑𝜋2,1. (3.4)

A retirada dos eventos instantâneos reduz a quantidade de estados resultantes no
comportamento do sistema como um todo, pode-se verificar que no exemplo utilizado o
sistema passou de seis estados para quatro estados, representando o mesmo sistema, com
um menor número de estados e com ganho computacional.

A eliminação dos eventos instantâneos, em sistemas com grande número de estados, é
realizada de forma a elaborar um segundo modelo através do primeiro, em que é observado
como o sistema evolui com os eventos instantâneos e assim modelado a dinâmica do
sistema sem os eventos instantâneos. Esse fato ocorre devido não ser possível analisar cada
estado do autômato resultante da composição paralela com grande número de estados.
Portanto, o modelo elaborado sem os eventos instantâneos tem como base a evolução do
comportamento do sistema com os eventos instantâneos, que foi modelado primeiro.

Para verificar a veracidade da eliminação dos eventos em sistemas maiores, foi realizado
um estudo no problema dos veículos guiados automatizados, sistema que funciona de
forma cíclica. Essa eliminação só é valida para o método analítico, pois no método de
simulação é necessário que o sistema evolua passo a passo, sendo necessária a ocorrência
dos eventos instantâneos. O modelo sem os eventos instantâneos foi verificado no método
via simulação, não funcionando de forma aceitável.

3.4 Método via simulação

Para análise de desempenho do sistema por meio da simulação, foi utilizada uma
técnica padrão descrita no livro do CASSANDRAS e LAFORTUNE (2008), conhecida
como esquema de escalonamento de eventos.
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Para utilização da técnica é necessário construir a tabela de transição que descreve o
que acontece em cada estado quando um evento é disparado. Essa tabela foi construída
com o auxílio da biblioteca UltraDES, que gera essas matrizes através da análise dos
autômatos implementados.

Considerando como exemplo, o sistema de filas do capítulo 2, ilustrado novamente na
Figura 3.4, para construir a tabela de transição que é utilizada na técnica.

0 21𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡

𝑎 𝑎

𝑐𝑐

0 1𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡

𝑐

𝑑
a)Fila b) Servidor

Figura 3.4 – Autômatos para o sistema de fila de capacidade 2

A tabela é construída de acordo com os eventos factíveis em cada estado, por exemplo:
Considerando apenas o autômato da fila (3.4 - a)), observa-se que no estado 0 se ocorrer
um evento 𝑎 o sistema irá para o estado 1, assim no estado 1 se ocorrer um evento 𝑎

o sistema irá para o estado 2, ocorrendo o evento 𝑐 retorna ao estado 0. Essa análise
é realizada para todos os eventos e para todos os estados de cada autômato de forma
individual. A Tabela 3.1 exemplifica as tabelas de transições dos autômatos do sistema
de fila de capacidade dois.

Tabela 3.1 – Tabela de transição do sistema de fila de capacidade 2

(a) Tabela de transição - fila

𝐸∖𝑋 0 1 2
𝑎 1 2 -1
𝑐 -1 0 1

(b) Tabela de transição - servidor

𝐸∖𝑋 0 1
𝑐 1 -1
𝑑 -1 0

O valor −1 significa que o evento não é factível naquele estado. É importante lembrar
que, como mencionado seção 2.3.2, 𝑋 é o conjunto finito de estados e 𝐸 é o conjunto
finito de eventos associado ao autômato.

Para facilitar na construção das matrizes dos problemas propostos, cada autômato
passou a reconhecer todos os eventos através da propriedade da operação de projeção
inversa, para que assim não fosse necessário identificar em todas as transições, qual autô-
mato reconhecia aquele evento.

Com essa modificação, por meio da operação de projeção inversa, os autômatos que
representam o sistema resultariam nos autômatos da Figura 3.5.
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0 1 2𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡

𝑎 𝑎

𝑐𝑐

𝑑 𝑑 𝑑

0 1𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡

𝑐

𝑑

𝑎 𝑎

a)Fila b) Servidor

Figura 3.5 – Autômatos para o sistema de fila de capacidade 2 com projeção inversa

Assim, as tabelas de transições mudariam para as seguintes:

Tabela 3.2 – Tabela de transição do sistema de fila de capacidade 2 com projeção inversa

(a) Tabela de transição - fila

𝐸∖𝑋 0 1 2
𝑎 1 2 -1
𝑐 -1 0 1
𝑑 0 1 2

(b) Tabela de transição - servidor

𝐸∖𝑋 0 1
𝑎 0 1
𝑐 1 -1
𝑑 -1 0

A operação de projeção inversa é utilizada para que em sistemas maiores e com grande
quantidade de eventos não seja necessário, a cada transição, verificar qual autômato re-
conhece aquele evento, reduzindo assim, o custo computacional.

Definindo a matriz de transição, o próximo passo é a construção do calendário de
eventos, que é definido de acordo com os tempos de vida de cada evento, no estado atual
do sistema.

Considerando novamente o exemplo do sistema de fila, pode-se construir o calendário
de eventos para esse sistema, considerando que os tempos de vida dos eventos 𝑎, 𝑐 e 𝑑 são
respectivamente, 1, 1; 0, 01 e 2. Por meio da Tabela 3.3 pode ser observado o calendário
dos eventos do sistema de fila usado para exemplo.

Tabela 3.3 – Calendário de eventos

𝑋0 = (0, 0) 𝑋1 = (1, 0) 𝑋2 = (0, 1) 𝑋3 = (1, 1) 𝑋4 = (1, 0)
𝑡0 = 0 𝑡1 = 1.10 𝑡2 = 1.11 𝑡3 = 2.20 𝑡4 = 3.11

Γ(𝑋0) = {𝑎} Γ(𝑋1) = {𝑎, 𝑐} Γ(𝑋2) = {𝑎, 𝑑} Γ(𝑋3) = {𝑎, 𝑑} Γ(𝑋4) = {𝑎, 𝑐}
𝑒 𝑡 𝑒 𝑡 𝑒 𝑡 𝑒 𝑡 𝑒 𝑡

𝑎 1, 10 𝑎 2, 20 𝑎 2, 20 𝑎 3, 30 𝑎 3, 30
𝑐 1, 11 𝑑 3, 11 𝑑 3, 11 𝑐 3, 12

𝑋1 = 𝑓(𝑋0, 𝑎) 𝑋2 = 𝑓(𝑋1, 𝑐) 𝑋3 = 𝑓(𝑋2, 𝑎) 𝑋4 = 𝑓(𝑋3, 𝑑) 𝑋5 = 𝑓(𝑋4, 𝑐)

Em que 𝑋𝑛 são os estados do sistema, 𝑡𝑛 é o tempo, Γ(𝑋𝑛) é o conjunto de eventos
factíveis naquele estado. De forma geral, o método de escalonamento eventos consiste
em, inicializar o sistema a partir de um tempo, 𝑡 = 0, considerando que o sistema se
encontra no estado inicial 𝑥0 ∈ 𝑋, verifica - se os eventos factíveis no estado atual e com
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base nesses eventos associa-se um tempo de vida para cada evento, ocorrendo o evento de
menor tempo. Seja 𝑦 o vetor dos tempos associados a cada evento 𝑖, o evento 𝑒 que irá
ocorrer a seguir naquele estado é:

𝑒 = 𝑎𝑟𝑔 𝑚𝑖𝑛
𝑖 ∈ Γ(𝑥)

{𝑦𝑖}. (3.5)

Com isso é conhecido o próximo evento que ocorrerá no sistema. O passo seguinte
é atualizar o estado do sistema, através da função de transição, 𝑓(𝑥, 𝑒) = 𝑥′. O tempo
gasto para a ocorrência do evento é:

𝑦* = 𝑚𝑖𝑛
𝑖 ∈ Γ(𝑥)

{𝑦𝑖}. (3.6)

Por meio da definição de 𝑦*, na equação 3.6, é possível atualizar o tempo do sistema:

𝑡′ = 𝑡 + 𝑦*. (3.7)

Ao atualizar o estado e o tempo da simulação, verificam-se novamente os eventos fac-
tíveis para o novo estado, e repetem os passos descritos anteriormente. Os eventos que
estavam habilitados no estado anterior e continuam habilitados no novo estado mantêm
o mesmo tempo de vida, os eventos que forem desabilitados saem do sistema de escalo-
namento.

Resumindo, essa técnica consiste em realizar para cada ocorrência de um evento os
seguintes passos (CASSANDRAS; LAFORTUNE, 2008):

1. Remover a primeira linha do calendário;

2. Atualizar o tempo com o valor de 𝑡1;

3. Atualizar o estado de acordo com 𝑥′ = 𝑓(𝑥, 𝑒1);

4. Apagar no calendário as linhas correspondentes a eventos infactíveis no novo estado;

5. Acrescentar ao calendário os eventos factíveis que ainda não estejam escalonados;

6. Reordenar o calendário por ordem crescente do valor do tempo em que os eventos
foram escalonados.

Vale ressaltar que, para o método via simulação, devido à modelagem modular, não
é necessário realizar a operação da composição paralela para a obtenção do autômato
global que representa o comportamento do sistema como um todo. Portanto, tem-se uma
economia no uso de memória e também no custo computacional.
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Capítulo 4
Problemas e Resultados

4.1 Apresentação

Este capítulo exemplifica os problemas utilizados para validação da metodologia ela-
borada, desde a modelagem até a parte da análise de desempenho dos sistemas. Foram
utilizados um problema adaptado do livro de simulação de eventos discretos do BANKS
e CARSON (2005) e, um sistema do tipo cliente - servidor com clientes impacientes.

4.2 Problema dos veículos guiados automatizados

O problema dos AGVs consiste em determinar a máxima produtividade de uma manu-
fatura que realiza o transporte de peças em três estações de trabalho em série posicionadas
ao redor de um trilho, como ilustrado na Figura 4.1.

Figura 4.1 – Trilho e estações de trabalho
Fonte: Adaptado de (BANKS; CARSON, 2005)

Os AGVs percorrem o trilho no sentido horário, inicialmente vazios, partindo do ponto
de entrada On. As peças são colocadas na esteira de entrada e recolhidas para o AGV,
uma de cada vez. Após a peça ser colocada no AGV, ele a transporta até a primeira
estação de trabalho para o processamento. Ao finalizar o processo o AGV leva a peça
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para a estação seguinte, e assim até completar o ciclo e ser automaticamente descarregada
após o processamento da máquina C e o AGV segue para a fila de AGVs vazios no ponto
de entrada.

O tempo gasto para retirar uma peça da esteira Incoming e inserir no AGV para
transporte é de 30 segundos. Quando a peça concluir o processo nas três estações de
trabalho, a operação de descarga leva 45 segundos.

As posições das máquinas de trabalho são mostradas de forma aproximada no trilho,
podendo variar de acordo com a capacidade da fila da máquina. A restrição é que cada
estação deve ser colocada na seção do trilho na qual ela está mostrada na Figura 4.1.

Para cada estação de trabalho é associado um tempo de processamento por peça,
tempo de falha, (Mean Time To Failure (MTTF)) e tempo de reparo, (Mean Time To
Repair (MTTR)), mostrados na Tabela 4.1.

Tabela 4.1 – Tempo de processamento, falha e reparo de cada estação de trabalho

Estação Processamento (s) MTTF (min.) MTTR (min.)
A 120 90 3,1
B 100 82 4,0
C 45 20 5,0

O tempo de falha e de reparo são distribuídos exponencialmente em torno das médias
especificadas em MTTF e MTTR para cada estação de trabalho. O tempo de falha não
depende do funcionamento da máquina, portanto a falha ocorre com a estação estando
em operação ou ociosa.

4.2.1 Modelagem modular do problema por autômatos

A modelagem do problema resultou em dez autômatos, em que são divididos em quatro
autômatos gerais: esteira de entrada, estação de trabalho, fila e quebra. De acordo com
SOUZA e MAIA (2018), os estados dos autômatos foram nomeados como:

1. (𝑉𝑥): indicando estação x vazia, x = Incoming, A, B e C;

2. (𝑃𝑥): indicando estação x processando, x = A, B e C;

3. (𝐹𝑥): indicando estação x pronta, mas com o AGV parado, x = Incoming, A, B e
C;

4. (𝑂𝑥): indicando estação x ocupada, x = Incoming;

5. (𝑖𝐹𝑥): indicando o tamanho da fila da estação x, i = variando de acordo com a
capacidade da fila e x = A, B, C;

6. (𝑥𝑇 ): indicando estação trabalhando, x = A, B, C;
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7. (𝑥𝐹 ): indicando estação com falha, x = A, B, C.

E para os eventos foram utilizados os nomes (SOUZA e MAIA (2018)):

1. (𝑥𝑖𝑛): chegada do AGV na estação x, x = Incoming, A, B e C;

2. (𝑥𝑒𝑛𝑑): finalizou processo na estação x, x = A, B e C;

3. (𝑥𝑜𝑢𝑡): saída do AGV da estação x, x = Incoming, A, B e C;

4. (𝑓𝑥): falha da estação x, x = A, B e C;

5. (𝑟𝑥): reparo da estação x, x = A, B e C.

4.2.1.1 Autômato da esteira de entrada

A esteira de entrada foi modelada com dois estados, em que o estado inicial (𝑉𝑖𝑛)
representa esteira vazia, ao ocorrer o evento 𝐼𝑛𝑖𝑛 que simboliza a inserção da peça no
AGV, ocorre a evolução do autômato para o estado ocupado (𝑂𝑖𝑛). Se houver espaço na
fila da estação A, ocorre o evento 𝐼𝑛𝑜𝑢𝑡, e o autômato retorna ao estado inicial, permitindo
que aconteça uma nova retirada de peça por um próximo AGV. O autômato que ilustra
a esteira de entrada pode ser visto na Figura 4.2.

𝑉𝑖𝑛 𝑂𝑖𝑛

𝐼𝑛𝑖𝑛

𝐼𝑛𝑜𝑢𝑡

𝐼𝑛𝑐𝑜𝑚𝑖𝑛𝑔

Figura 4.2 – Autômato da esteira de entrada

O tempo de vida do evento 𝐼𝑛𝑖𝑛 é de 30 segundos e o evento 𝐼𝑛𝑜𝑢𝑡 é considerado
instantâneo, ou seja, assim que factível pode ser disparado.

4.2.1.2 Autômatos das estações

As três estações de trabalho foram modeladas da mesma forma, como pode ser visto
na Figura 4.3. Cada estação de trabalho contém três estados, considerando a estação A
para a explicação, ilustrada na Figura 4.3 a), o estado inicial (𝑉𝐴) representa a estação
ociosa e vazia. Ao ocorrer o evento de admissão de uma peça (𝐴𝑖𝑛) o sistema evolui para o
estado de processamento 𝑃𝐴 e ao finalizar o trabalho na peça, ocorre o disparo do evento
𝐴𝑒𝑛𝑑 para que o sistema passe ao estado 𝐹𝐴 que significa que a máquina está ociosa, mas
com uma peça aguardando para sair.
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Figura 4.3 – Autômatos das estações

Se houver um espaço entre a estação que se encontra no estado 𝐹𝐴 e a fila da esta-
ção seguinte, o AGV retira a peça instantaneamente para que assim a máquina possa
iniciar um novo processo. Os eventos 𝑥𝑖𝑛 e 𝑥𝑜𝑢𝑡 de cada estação, são considerados even-
tos instantâneos. Já os eventos 𝑥𝑒𝑛𝑑 seguem o tempo de processamento de cada estação,
representados na Tabela 4.1.

4.2.1.3 Autômatos das filas de cada estação

A posição das estações no trilho define a quantidade de AGVs enfileirados que a fila
de cada estação suporta. Foi realizado um estudo para verificar a melhor posição das
estações de trabalho que resultasse a maior produtividade, que será explicado na seção
4.2.3.

De acordo com o resultado da análise, as estações ficaram posicionadas de forma que
a estação A tinha capacidade de 2 AGVs na fila, a estação B e C, 3 e 4 AGVs em fila
respectivamente.

Os autômatos da Figura 4.4, representam os modelos das filas das estações. Por
exemplo, de acordo com a Figura 4.4 b), a fila da estação B, tem-se o estado inicial é 0𝐹𝐵,
a fila aumenta de acordo com a saída de peça da estação anterior, no caso estação A,
representada pelo evento 𝐴𝑜𝑢𝑡. O decremento da fila se dá pela ocorrência do evento 𝐵𝑖𝑛

que significa a admissão da peça pela estação B, o que faz a retirada de uma das peças
que estão na fila aguardando o serviço.
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Figura 4.4 – Autômatos das filas das estações

O estado inicial (0𝐹𝐵) representa fila vazia, o estado 1𝐹𝐵 simboliza um AGV na fila
e assim sucessivamente até alcançar a capacidade total da fila.

4.2.1.4 Autômatos da falha e reparo de cada estação

Cada estação da manufatura está sujeita a quebras independentemente se a máquina
estiver operando ou não. A Figura 4.5 ilustra o modelo das falhas de cada estação.
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Figura 4.5 – Autômatos das falhas das estações
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Utilizando a estação C como exemplo, representado pela Figura 4.5 c), o estado inicial
(𝐶𝑇 ) representa a estação funcionando normalmente, estado em que a máquina está apta
a receber uma peça ou processar uma peça através dos eventos 𝐶𝑖𝑛 e 𝐶𝑒𝑛𝑑. Quando ocorre
uma quebra através do evento 𝑓𝐶 o sistema passa ao estado 𝐶𝐹 , proibindo que ocorra
uma chegada ou processamento da peça até que ocorra o evento de reparo, 𝑟𝐶 . A saída
de peça através do evento 𝐶𝑜𝑢𝑡 é factível nos dois estados. Os tempos de vida dos eventos
de falha e reparo são mostrados na Tabela 4.1.

4.2.2 Modelagem do problema sem os eventos instantâneos

Os eventos instantâneos, como mostrado na seção 3.3.1, podem ser eliminados para
a análise através do método analítico. Essa eliminação reduz a quantidade de estados e
transições que representam o sistema como um todo, ajudando assim na redução do custo
computacional.

A modelagem do problema dos AGVs passou de dez autômatos para sete autôma-
tos, em que apenas os autômatos das falhas e reparos permanecem os mesmos, apenas
eliminando o evento 𝑥𝑖𝑛.

Lembrando que, nos sistemas com grande número de estados, é elaborado um segundo
modelo com base no modelo com os eventos instantâneos, pois não é possível analisar cada
estado resultante do sistema completo. Mas, é possível analisar como seria a evolução do
modelo sem os eventos instantâneos e remodelar a dinâmica do sistema.

4.2.2.1 Autômato da esteira de entrada

O autômato que representa o comportamento da esteira de entrada sem os eventos
instantâneos, Figura 4.6, tem a mesma quantidade de estados, mas agora o que retorna
ao estado inicial é o disparo do evento 𝐴𝑒𝑛𝑑.

𝑉𝑖𝑛 𝑂𝑖𝑛

𝐼𝑛𝑖𝑛

𝐴𝑒𝑛𝑑

𝐼𝑛𝑐𝑜𝑚𝑖𝑛𝑔

Figura 4.6 – Autômato esteira de entrada sem os eventos instantâneos

4.2.2.2 Autômatos das estações e das filas

Com a retirada dos eventos instantâneos os autômatos das estações se uniram com os
eventos das filas, como pode ser visto na Figura 4.7.

Em que pode-se observar que o incremento é ocasionado pelo evento de processamento
da estação que está sendo observada a fila, e o decremento é o evento de processamento
da próxima máquina.
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Figura 4.7 – Autômatos das filas das estações sem os eventos instantâneos

4.2.3 Analisando as posições de cada estação

As estações poderiam variar sua posição no trilho, respeitando a regra de permanecer
na mesma seção que originalmente foram colocadas. Podendo conter de 1 a 3 AGVs
em fila. Foi realizado um estudo variando a posição de cada estação com o objetivo de
encontrar a melhor posição das estações para gerar a maior produtividade com uma menor
variância.

SOUZA e MAIA (2018) explicaram que a estação A poderia ocupar a posição de 1 a
3, a estação B poderia ficar na posição 4 a 6, já a estação C ocuparia a posição de 7 a 9,
como mostrado na Figura 4.8.

Figura 4.8 – Trilho para as posições das estações
Fonte: Adaptado de (BANKS; CARSON, 2005)
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Cada estação foi analisada separadamente, a primeira a ser analisada foi a estação
A, em que a estação B e C foram fixadas nas posições 6 e 9 respectivamente. Com isso,
quando a estação A estivesse na posição 1, portando apenas de 1 AGV na fila, a estação
B estava com capacidade de 5 AGVs em fila, já a estação C ficava com a quantidade fixa
de 3 AGVs. Assim quando a estação A fosse para a posição 2, podendo ter até 2 AGVs
na sua fila a estação B passaria a ter capacidade de 4 AGVs, e assim progressivamente. A
imagem 4.9 mostra o resultado da produção da manufatura ao variar a posição da estação
A.

Figura 4.9 – Variando Estação A

A segunda estação a ser analisada, foi a estação B. Em que a estação A foi fixada
com capacidade de 3 AGVs na fila, posição 3 e a estação C ficaria na posição 9. Assim,
quando a estação B ocupar a posição 4, com um AGV na fila, a estação C teria capacidade
máxima de 5 AGVs. O gráfico da Figura 4.10 mostra o resultado da produtividade ao
variar a estação B com 1 a 3 AGVs em fila.

Ao variar a estação C, as estações A e B foram fixadas com 3 AGVs em sua fila, sendo
colocadas nas posições 3 e 6 respectivamente. A Figura 4.11 mostra o gráfico resultante
da análise da estação C em suas 3 posições.

Analisando o resultado das três estações, a Figura 4.9 mostra que a estação A teve
uma menor variância quando ficou posicionada na posição 2, em que teria 2 AGVs em
fila. Já a estação B, pela Figura 4.10, pode-se perceber uma menor variância na posição
5, fazendo com que a estação B tenha capacidade de 3 AGVs em sua fila.

A Figura 4.11 mostra que a estação C teve a maior produtividade e menor variância
estando na posição 9. Pode-se observar também que quanto maior a sua capacidade de
fila, maior era a sua produtividade. Portanto, a estação C, ocupou a posição 9, podendo
conter 4 AGVs em sua fila. A Tabela 4.2 mostra as posições definidas para as três estações.
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Figura 4.10 – Variando Estação B

Figura 4.11 – Variando Estação C

Outra consideração para definir as posições das estações no trilho, foi o tempo de
processamento de cada estação, definidos na Tabela 4.1, em que quanto maior o tempo
de processamento da máquina, menor seria a capacidade de fila necessária. Por exemplo,
a estação A possui o maior tempo de processamento, portanto, a capacidade da sua fila
poderia ser menor. Já a estação C, por ter um tempo de processamento menor, seria
necessária uma fila com maior capacidade de AGVs.
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Tabela 4.2 – Posições das estações

Estação Posição Capacidade da Fila
A 2 2
B 5 3
C 9 4

Cada posição foi analisada com simulações de 10 rodadas com tempo de aquecimento
de 10.000 segundos e com tempo total de 100.000 segundos. A variância da produtividade
do sistema se dá em função das incertezas associadas às falhas e aos reparos.

As posições escolhidas para cada estação, Tabela 4.2, foram utilizadas para simular a
máxima produtividade do sistema.

4.2.4 Resultados

O objetivo do problema dos AGVs era encontrar a máxima produtividade do sistema.
Para isso, o método de simulação através do escalonamento de eventos calculou a pro-
dutividade através da quantidade de saída de peças, representada pelo evento 𝐶𝑜𝑢𝑡. Por
se tratar de um método de simulação, não apresenta exatidão nas respostas, portanto os
resultados são representados por medidas de confiabilidade.

A produtividade máxima foi encontrada no intervalo de confiança de 95% de 0,387931
a 0,405143, com uma média de 0,403517 peças por minutos, em uma simulação de 100.000
segundos, em que os primeiros 10.000 segundo são considerados como tempo de aqueci-
mento, em 10 rodadas. O gráfico da Figura 4.12 mostra a variância da produtividade.

Figura 4.12 – Produtividade do sistema
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Por meio do método analítico a máxima produtividade encontrada foi de 0,412263,
utilizando o sistema completo e ao retirar os eventos instantâneos foi de 0,416461. A
grande diferença entre o sistema completo e sem os eventos instantâneos foi o custo
computacional, pois devido à grande quantidade de estados, com os eventos instantâneos,
resultou em uma matriz de probabilidade de transição com tamanho de 25.920 × 25.920.
A maior parte do tempo gasto computacionalmente se deve à resolução dessa matriz, mas
com isso se tem a probabilidade do sistema ser encontrado em todos os estados possíveis,
não apenas a produtividade como no método por simulação.

Para a modelagem analítica, a produtividade foi calculada através do teorema de
Burke, em que a taxa de saída é igual a taxa de entrada, ou seja, tudo que entra no
sistema vai ser processado, pois nenhuma peça sai do trilho sem concluir o serviço. Com
isso, a produtividade foi encontrada através da soma de todas as probabilidades do sistema
estar processando uma peça na estação A multiplicado pela taxa de transição de saída da
máquina A, 𝐴𝑒𝑛𝑑.

A Tabela 4.3 mostra uma síntese dos resultados, para facilitar a comparação entre os
métodos. Vale ressaltar que o método analítico é um método bem definido e apresenta
grande número de informações, facilitando, assim, a observação de cada parte, podendo
computar todos indicadores de resultados dos equipamentos do processo, visando deter-
minar a eficiência dos mesmos (SOUZA; MAIA, 2018).

Tabela 4.3 – Síntese dos resultados dos AGVs

Método Número de
estados

Produtividade
(peças/min)

Tempo
Computacional (s)

Analítico Markov - Completo 25.920 0,412263 67,9456
Markov - Sem os

eventos instantâneos 1.920 0,416461 0,5988

Simulação Escalonamento de
eventos 25.920 0,387931 a 0,405143 1,1907

4.3 Aplicação em sistemas do tipo cliente - servidor

Sistemas do tipo cliente - servidor são caracterizados de forma geral como sistemas
em que há presença de clientes em fila aguardando atendimento. Como existe a espera
dos clientes pelo serviço, há também o abandono do mesmo. Através das propriedades da
teoria de fila, apresentadas na seção 2.5, juntamente com a modelagem do sistema através
da distribuição hiperexponencial, é possível modelar e analisar o desempenho de sistemas
que possuem abandono.

A taxa de produção do sistema, também considerada como nível de serviço, no método
analítico foi calculada de acordo com a probabilidade dos servidores serem encontrados
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processando de 1, ..., 𝑚 clientes como mostrado na equação 4.1.

𝑇𝑝 = 𝜋𝑥𝑥1 × 𝜆𝑑 + 𝜋𝑥𝑥2 × 2𝜆𝑑 + ... + 𝜋𝑥𝑥𝑚 × 𝑚𝜆𝑑. (4.1)

Ressaltando que são analisadas todas as probabilidades do sistema ser encontrado
nos estados de 1, ..., 𝑚 clientes em atendimento. Para o método de simulação, a taxa de
produção foi calculada através da quantidade de ocorrência dos eventos 𝑑, dividido pelo
tempo total de simulação.

Para utilizar as equações da teoria de filas foi necessário encontrar a taxa de chegada
efetiva (�̂�) dos clientes no sistema, ou seja, a quantidade de clientes que realmente per-
manecem no sistema aguardando até o atendimento. De acordo com o teorema de Burke,
seção 2.5.2.1, a taxa de saída é igual à taxa de entrada, ou seja, a taxa de produção define
a quantidade de clientes que aguardam o atendimento, portanto tem-se que:

�̂� = 𝑇𝑝. (4.2)

Então, a taxa de abandono do sistema pode ser calculada como:

𝑇𝑎𝑏𝑎𝑛𝑑𝑜𝑛𝑜 = 𝜆 − 𝑇𝑝. (4.3)

De posse da taxa de chegada efetiva no sistema é possível calcular várias medidas de
desempenho, como: tempo total de espera, tempo de espera na fila, número médio de
clientes no sistema, etc., utilizando as fórmulas mostradas na Tabela 2.2.

4.3.1 Modelagem modular do problema por autômatos

A modelagem para os sistemas cliente - servidor foi baseada em três autômatos: na
chegada de dois tipos de clientes, os pacientes e os impacientes, e o atendimento dos
servidores.

Para a modelagem da impaciência dos clientes, considerando a definições apresentadas
na seção 2.6, foi modelada de acordo com o balking do tipo I, em que os clientes observam
o comprimento da fila e abandonam ou não de acordo com um comprimento ”𝑁”.

Para a impaciência do tipo reneging foi considerada a regra do tipo IV, em que os
clientes decidem esperar ou não de acordo com o tempo de espera 𝑇 que segue uma
distribuição exponencial com parâmetro 𝑖, em que 𝑖 é o número de clientes no sistema.

A Figura 4.13 mostra o comportamento da chegada do cliente do tipo 1, a chegada
desse tipo de cliente é de acordo com uma probabilidade 𝑝 multiplicado pela taxa de
chegada 𝜆, representado pelo evento 𝑎1. A fila tem capacidade 𝑙 e o decremento da fila
se dá pela admissão do cliente pelo servidor, através do evento 𝑐1 ou pelo abandono do
cliente por meio do evento 𝑏1, uma taxa 𝑖𝛾1, em que 𝑖 representa o número de clientes na
fila.
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Figura 4.13 – Cliente tipo 1

Assim como os clientes do tipo 1, os clientes do tipo 2 chegam ao sistema mediante
o evento 𝑎2 com uma probabilidade de (1 − 𝑝) multiplicado pela taxa de chegada 𝜆. A
fila dos clientes do tipo 2 tem capacidade 𝑛 e o decremento da fila, assim como para os
clientes do tipo 1, acontece com admissão do cliente pelo servidor através do evento 𝑐2 ou
pelo abandono do cliente por meio do evento 𝑏2 por uma taxa 𝑖𝛾2. A Figura 4.14 mostra
o autômato que representa o comportamento da fila do cliente do tipo 2.
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Figura 4.14 – Cliente tipo 2

A diferença do comportamento das filas dos clientes do tipo 1 e 2 está na taxa de
ocorrência do abandono e, também na probabilidade de chegada de cada tipo de cliente,
de acordo com o valor p. Observando as Figuras 4.13 e 4.14, pode-se perceber que a partir
dos estados 𝑙 e 𝑛 os clientes já não aguardam atendimento e abandonam o sistema com
os eventos 𝑏1 e 𝑏2, seguindo a regra balking. Também é possível verificar a regra reneging
em que as taxas de abandono 𝛾 aumentam de acordo com a quantidade de clientes no
sistema.

A Figura 4.15 ilustra o comportamento dos servidores, que através dos eventos 𝑐1 ou
𝑐2 admitem um cliente para atendimento, e finalizam o serviço com o evento 𝑑. O tempo
de vida do evento 𝑑 é calculado de acordo com a quantidade de clientes em atendimento
com o limite máximo de 𝑠 servidores.
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𝑆

Figura 4.15 – Servidores

A equação 4.4 representa o autômato geral obtido para o comportamento do sistema
completo. Portanto, através desses três autômatos é possível realizar o estudo para a
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impaciência dos clientes em sistemas que possuem fila de espera e com 𝑠 servidores.

𝐺 = 𝐹1||𝐹2||𝑆. (4.4)

O número máximo de estados resultantes no autômato 𝐺 é calculado de acordo com
a seguinte expressão:

𝑁𝑒𝑠𝑡𝑎𝑑𝑜𝑠 = (𝑙 + 2) × (𝑛 + 2) × (𝑠 + 1), (4.5)

em que 𝑙 e 𝑛, na equação 4.5, representam a capacidade das filas dos clientes do tipo 1 e
tipo 2 respectivamente, somado a dois estados, que representam o estado inicial e o estado
de abandono de acordo com a regra balking. E 𝑠 é o número de servidores disponíveis
para atendimento somado ao estado inicial.

4.3.2 Resultados

As simulações tiveram como objetivo encontrar a probabilidade do sistema estar oci-
oso, a taxa de produção do sistema e o tempo médio de sistema. Os resultados encontrados
foram simulados com os parâmetros 𝑙 = 4, 𝑛 = 6, 𝑚 = 3, 𝑝 = 0, 1, 𝛾1 = 2 e 𝛾2 = 1 para
uma fila 𝑀/𝑀/3. Em que 𝑙 é a capacidade máxima da fila dos clientes do tipo 1, 𝑛 é a
capacidade máxima da fila dos clientes do tipo 2, 𝑚 é o número de servidores, 𝑝 é a pro-
babilidade de chegar um determinando tipo de cliente, 𝛾1 e 𝛾2 são as taxas de abandonos
dos clientes tipo 1 e tipo 2 respectivamente. Os valores dos parâmetros foram retirados
do artigo do Roubos e Jouini (2013).

A intensidade de tráfego dos clientes, como descrito na Tabela 2.3, para esse sistema
é de:

𝜌 = �̂�

𝑚𝜇
= 1, 774025

3 × 1 = 0, 5913. (4.6)

De posse da intensidade de tráfego estritamente menor que 1, foi possível calcular as
medidas de desempenho para a análise do desempenho do sistema cliente - servidor.
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Tabela 4.4 – Síntese dos resultados Cliente - Servidor

Resultados Método
Analítico Simulação

Probabilidade do
sistema vazio 13,6035 % 13,5884 % a 14,1326 %

Taxa de
produção 1,774025 1,771889 a 1,776238

Tempo médio
de sistema 1,2527 1,2555

Tempo médio
de fila 0,2527 0,2555

Tempo
Computacional (s) 0,0237 4,852544

Número de
estados 192 192

O sistema completo, encontrado por meio da equação 4.4, que representa a composição
paralela dos três autômatos, resultou em um sistema de 192 estados. Como pode ser visto
na Tabela 4.4, foi analisada a probabilidade do sistema ser encontrado vazio, a taxa de
produção e o tempo médio de fila e de sistema.

O custo computacional por ambos os métodos foi satisfatório. Mas como previsto o
método analítico teve um custo menor que o método por simulação. Os intervalos de 95%
de confiança da simulação foram obtidos por meio de simulações de 10.000 segundos, com
tempo de aquecimento de 1.000 segundos, em 10 rodadas. Juntamente com os resultados
da Tabela 4.4 foi observado o comportamento do sistema ao variar alguns parâmetros.

No gráfico 4.16 é possível observar que com o aumento da taxa 𝑑, ou seja, um atendi-
mento mais rápido, a taxa de produção aumenta e diminui o número de abandonos, assim
aumentando o nível de serviço.

A Figura 4.17 mostra o tempo médio de sistema em função do desempenho da taxa
de chegada, em que pode-se observar que na medida que aumenta a taxa de chegada há
um maior tempo de sistema.
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Figura 4.16 – Desempenho em função da taxa de serviço

Figura 4.17 – Desempenho do sistema em função da taxa de chegada

Também foi alterada a taxa de chegada para análise da eficiência do sistema com três
servidores. Através do gráfico da Figura 4.18 pode-se verificar que o sistema atende com
nível de serviço satisfatório até uma taxa de chegada de 𝜆 = 3, em ambas as metodologias.

Outro parâmetro que pode ser observado ao variar a taxa de chegada, nos gráficos da
Figura 4.18, é a taxa de abandono nas duas metodologias, em que pode-se observar um
grande aumento na taxa de abandono quando há uma maior taxa de chegada.

Os gráficos da Figura 4.18 são bem semelhantes devido ao fato dos resultados diferirem
nas casas decimais. A Tabela 4.5 mostra alguns resultados encontrados para o nível de
serviço e a taxa de abandono para ambas metodologias.
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a)Método Analítico

b) Método via simulação

Figura 4.18 – Desempenho em função da taxa de chegada

Tabela 4.5 – Alguns resultados do desempenho em função da taxa de serviço

Método analítico Método via Simulação

𝜆
Nível

de serviço
Taxa de

Abandono
Nível

de serviço
Taxa de

Abandono
0,5 0,4974 0,0026 0,4990 0,0010
1,5 1,4055 0,0945 1,4126 0,0874
3,0 2,3143 0,6857 2,3194 0,6806
5,0 2,8120 2,1879 2,8033 2,1967
10,0 2,9900 7,0099 3,0090 6,9910
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Capítulo 5
Conclusões

Ao finalizar esse trabalho pode-se concluir que a metodologia elaborada foi satisfatória
e ambos os métodos foram eficientes para a análise de desempenho dos sistemas aplicados.

Destaca-se a eficiência da modelagem por meio de autômatos estocásticos modulares,
pois foi possível representar sistemas muito complexos, com milhares de estados, facili-
tando e reduzindo os erros na etapa de modelagem e também possibilitando a simulação
computacional e a obtenção da cadeia de Markov.

Outra importância foi a utilização da biblioteca UltraDES (LACSED (2016)), pois com
o auxílio da biblioteca foi possível realizar a composição paralela dos diversos autômatos
para a obtenção do comportamento do sistema como um todo; e também adicionar a cada
um dos estados resultante da composição paralela um índice, o que facilitou a construção
das matrizes de probabilidade de transição, utilizada no método da cadeia de Markov. E
também na matriz de transição necessária para o método de escalonamento de eventos.

Também foi possível ressaltar a importância da eliminação dos eventos instantâneos
para redução do número de estados da Cadeia de Markov fazendo que assim houvesse
uma redução do custo computacional. Evidenciando que essa eliminação é válida apenas
para sistemas fechados, em que não há abandonos, em que tudo que chega ao sistema só
deixa-o ao receber todos os serviços a ele preestabelecidos.

Pode-se enfatizar que ambos os métodos foram eficientes e satisfatórios, mas o método
analítico apresenta uma maior eficácia por ter um menor custo computacional e uma
maior quantidade de informações, além de convergir a resultados bem definidos. A cadeia
de Markov retorna todas as probabilidades de encontrar os sistemas em todos os estados
possíveis facilitando, assim, a observação de cada parte do sistema de forma individual o
que facilita a obtenção de melhorias e detecção de possíveis falhas e gargalos contribuindo
para um melhor funcionamento e produtividade do sistema.

A metodologia por escalonamento de eventos, também se mostrou eficiente quanto ao
custo computacional, mesmo em sistemas com grande quantidade de estados, mas devido
à sua necessidade de seguir uma sequência para evolução do sistema, não foi possível a
retirada dos eventos instantâneos. Outra importância para o método foi a utilização da
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propriedade da projeção inversa nos autômatos, devido à grande quantidade de eventos, o
processo de verificar qual autômato reconhecia o evento a ser disparado teria um grande
custo computacional.

Destaca-se também que no método via simulação não é necessário obter o autômato
global, que representa o comportamento do sistema como um todo, o que facilita a repre-
sentação de sistemas grandes através da modelagem modular via autômatos estocásticos.
Outro aspecto é que por se tratar de um método de simulação seus resultados são baseados
em medidas estatísticas, seguindo intervalos de confiança.

Concluindo então que o objetivo do trabalho foi alcançado e foi possível elaborar uma
metodologia completa desde a modelagem até a parte da análise de desempenho dos
sistemas. Portanto, foi possível modelar o comportamento de sistemas de forma modular
por meio dos autômatos estocásticos e, através da biblioteca UltraDES, foi plausível a
operação da composição paralela para a obtenção da cadeia de Markov em conjunto com
as matrizes de transição dos autômatos. Por fim, a análise de desempenho dos parâmetros
de interesse foi realizada com sucesso por meio das propriedades dos sistemas juntamente
com a teoria de filas.

5.1 Trabalhos Futuros

Algumas ideias e discussões foram iniciadas e podem ser realizadas em pesquisas fu-
turas, dentre elas:

o Desenvolver um programa para a utilização conjunta do UltraDES e Matlab, para
facilitar o uso da metodologia em que será mais prático a utilização da mesma;

o Utilizar distribuições de probabilidades gerais, tendo como base a distribuição ex-
ponencial, para que outras distribuições possam ser estudadas e analisadas através
das propriedades da Cadeia de Markov;

o Desenvolver a modelagem em redes de Petri estocásticas, para comparar a eficiência
da mesma com a modelagem via autômatos estocásticos;

o Aplicar a metodologia em um problema real, para validar os resultados estimados
na análise de desempenho via simulação computacional e método analítico.
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