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RESUMO

Neste trabalho é apresentado um estudo comparativo dos valores de deslocamentos
maximos em vigas obtidos a partir de metodologias nas quais se considera ou ndo os efeitos
dos esforcos de cisalhamento combinados aos efeitos dos esfor¢os de flexdo. Visto que é
comum que estes efeitos sejam desconsiderados nos dimensionamentos estruturais, o presente
estudo é proposto com a intengdo de ressaltar a importancia da consideracdo do cisalhamento
nos calculos de deslocamentos para que se obtenha resultados que representem o
comportamento real da estrutura, evitando que as verificacdes do Estado Limite de Servico da
estrutura sejam comprometidas pela imprecisdo dos resultados. Para esta analise, sdo
realizados os célculos das deflexdes de vigas de concreto armado de larguras e comprimentos
iguais e diferentes alturas pelo Método de Elementos Finitos através de processos manuais e
por meio de programa computacional. Os calculos sdo desenvolvidos através da composicao
da matriz de rigidez de elementos de viga unidimensionais, onde, para 0s casos em que se
propde a consideracdo dos efeitos do cisalhamento combinados aos da flex&o, é incorporado
um fator para a correcdo do valor do deslocamento méaximo e a obtencdo do respectivo
acréscimo. Ao final dessa analise, os valores obtidos dos diferentes métodos sdo comparados

para que sejam apresentadas as diferencas para cada uma das vigas analisadas.

Palavras-chave: Linha elastica; deslocamentos em vigas; cisalhamento; mddulo de

elasticidade.



ABSTRACT

The present is a comparative study of the values of maximum displacements in beams
obtained from methodologies in which the effects of the shear stresses combined or not with
the effects of the flexion strains. As it is common for these effects to be disregarded in
structural design, the present study is proposed with the intention of emphasizing the
importance of considering the shear in displacement calculations to obtain results that
represent the actual behavior of the structure, avoiding that the checks of the structure's
service limit state are impaired by the inaccuracy of the results. For this analysis, the
calculations of the deflections of reinforced concrete beams of equal widths and lengths and
different heights by the Finite Element Method are carried out through manual processes and
by means of a computational program. The calculations are developed through the
composition of the stiffness matrix of one-dimensional beam elements, where, in cases where
it is proposed to consider the effects of shear combined with those of flexion, a factor is
incorporated for the correction of the maximum displacement value and the respective
increase. At the end of this analysis, the values obtained from the different methods are

compared, and the differences for each of the analyzed beams are presented.

Key words: elastic line; displacement in beams; shear; modulus of elasticity.



SUMARIO
LISTA DE FIGURAS ...ttt e et e et e e et e e e e et e e e e et e e e e ta e eeeeaenns 8
LISTADE GRAFICOS ...ttt e et e s st e st e et e eeseesaeeeraeeeeas 10
I I NS T N I 1 11
LETRAS GREGAS ... e e e e et e e et e e e e et e e e e et e eaaee 13
0] ] 14
(R | Nl 2701510070 T TP 15
1.1 GeNEralidages . .....ccooiviieiiiiiiiiieiee ettt b enea 15
1.2 JUSHIFICALIVAS .oveevieeieiecie sttt bbbttt bbb 15
N © 1= N | I AV P 17
3 REVISAO BIBLIOGRAFICA ..ottt 18
3.1 LIVIOS ESPECITICOS ...uveivieiicic ettt 18
4 TEORIA DE FLEXAO N?RMAL SIMPLES, CISALHAMENTO, MODULO DE
ELASTICIDADE EDEFLEXOES EMVIGAS ... 19
4.1  Flex8o NOrmal SIMPIES........ccovciiiieiicie e 19
4.2 CISAINAMENTO ..ottt sb e e e anes 20
4.3 MOAUIO de EIaStICIAAUR .......ccvveeierieie et 21
4.4 DefleX0S EM VIQAS ...c.vciuiiiiiiiiie ettt sttt 22
5 ANALISE DA DEFORMACAO PELO METODO DE ELEMENTOS FINITOS............. 26
5.1 Montagem da Matriz de Rigidez Com Apenas Rigidez & FIEX80 .........cccoovvrrveernnne 26
5.2 Matriz de Rigidez Incluindo Efeitos de Deformacéao Por Cisalhamento (ALVES
FILHO, 2012) ...ttt sttt st e e besbe s enaane e 28
5.3  Matriz de Rigidez Incluindo Efeitos de Deformacéao Por Cisalhamento
(VASCONCELLOS FILHO, 1986) ....cceiiiiiiiiereiieieisiesiesierese e saesa s seese s 29
6 APLICA(;AO DAS DIFERENTES MATRIZES DE RIGIDEZ EM UMA VIGA DE
CONCRETO ARMANDO ... e e e e et e e e e eaan s 31
6.1 Dados Para o Dimensionamento das Vigas de Concreto Armado.............cccceeveenene 31
6.2  Calculo das Deformacgdes Para Viga 01 (20X50CM) .......ccoevrierieiernnieniesesiesesieenens 33
6.2.1  Analise dos deslocamentos sem efeitos de cisalhamento (método manual) ...... 33
6.2.2  Analise dos deslocamentos sem efeitos de cisalhamento (utilizando programa
(oo 0] o]0 = Tod o] g = SRS 36
6.2.3  Analise dos deslocamentos com efeitos de cisalhamento (método manual —
ALVES FILHO, 2012) ..covciiiieieieiiteee ettt ettt snens 37

6.2.4  Analise dos deslocamentos com efeitos de cisalhamento (método manual —
VASCONCELLOS FILHO, 1986) ...c.cciiiiiieiicieiieieesieieeste et 40



7
8
9

6.2.5  Anélise dos deslocamentos com efeitos de cisalhamento (utilizando programa

(000 ] g o1V L = Tox o] o | SRS 42
6.3  Calculo das Deformac6es Para Vigas 03 (20x75cm), 04 (20x100cm) e 05
040 Lol ) OSSP USPRTIOTPRN 44
ANALISE DOS RESULTADOS ... .ottt ettt ettt eee e s eaeeee e seeseneaneas 45
CONCLUSOES ...ttt bbb 46

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS .......coooviieeeeeee et 47



LISTA DE FIGURAS

Figura 4.1 — Distribuigdo de tensdes para uma viga submetida a compressao normal simples19
Figura 4.2 — Resultante de tensdes de CiSalnamento ............ccccoeiiiiiiniiieicice e 20
Figura 4.3 — Efeito do cisalhamento longitudinal em viga composta de placas soltas............. 20

Figura 4.4 - (a) Esquema de deformacéo de viga em balanco; (b) Diagrama de corpo livre de

UM TrECHO A VIQA ...ttt e e sre et e e e reenee s 24
Figura 5.1 — Elemento de viga com sentido positivo dos esforcos e deslocamentos............... 27
Figura 5.2 — Efeito do cisalhamento na deflex@o de Viga...........ccccoveviiieieeiicic s 28
Figura 6.1 — Viga bi-engastada sob carga distribuida .............ccccccevieviiiiiiiccicc e 31
Figura 6.2 — Croqui da ESTIUTUIA.........ceeieiiieie e 33
Figura 6.3 — Carregamento NA DAMA .........cooiuiiiiiiiiisieeee e 33
Figura 6.4 — Componentes de for¢a em cada nos nds da barra discretizada ............c.cccceevneneee 33
Figura 6.5 — Componentes de deslocamentos nos nds da barra discretizada .............c.cccvveee. 34

Figura 6.6 — Elemento da viga com componentes de deslocamento (graus de liberdade)....... 34

Figura 6.7 — Fatores de modificagdo dos parametros de rigidez da se¢do da viga................... 36
Figura 6.8 — Componentes de for¢a em cada nos nds da barra discretizada. .............cccceevneee. 36
Figura 6.9 — Carregamento NA DAITA ..........cc.coiiii i 37
Figura 6.10 — Linha elastica e indicacdo do deslocamento Maximo ..........ccccevvevveveciieiinennnne 37

Figura 6.11 — Elemento da viga com componentes de deslocamento (graus de liberdade)..... 38
Figura 6.12 — Elemento da viga com componentes de deslocamento (graus de liberdade) ..... 40
Figura 6.12 — Fatores de modificacdo dos parametros de rigidez da se¢do da viga................. 43

Figura 6.13 — Linha eléstica e indicacdo do deslocamento Maximo ...........cccoeveveierenennnneas 43



LISTA DE TABELAS

Tabela 6.1 — Valores dos deslocamentos maximos nas diversas se¢des de vigas. ................... 44

Tabela 7.1 — Comparacao dos resultados e percentual do acréscimo de deslocamento............ 45



10

LISTA DE GRAFICOS

Grafico 7.1 — Quantidade de vezes que o deslocamento por cisalhamento + flexdo supera o
deslocamento apenas POI FIEXE0. ........oveiiriiiiiiiiieee s 45



LETRAS LATINAS

dy / dx
d2y/dx?
d3y/dx

C

< = 7

m

ECS

fck

primeira derivada da funcéo y(x)

segunda derivada da fungéo y(x)

terceira derivada da funcéo y(x)

Constante

forca

momento fletor

forga cortante

maodulo de elasticidade longitudinal

modulo de deformacéo tangente inicial do concreto
maodulo de deformacéo secante do concreto
resisténcia caracteristica a compressdo do concreto
maodulo de elasticidade transversal do concreto
momento de inércia

Area da secio transversal

carregamento concentrado

carregamento uniformemente distribuido
coeficiente de rigidez

coordenada na direcdo do eixo da viga

eixo perpendicular ao eixo da viga
deslocamento na direcéo do eixoy
deslocamento

comprimento do elemento de viga

parametro de rigidez

11

Nm

Pa

Pa

Pa

Pa

Pa



fator de correcao
fator geometrico

comprimento da viga

12



LETRAS GREGAS

deslocamento angular da viga
tensdo
deformacao

parametro em funcdo da natureza do agregado que
influencia 0 modulo de elasticidade

fator de correcao

13

rad

Pa



SIGLAS

LN

MEF

Linha neutra

Método de Elementos Finitos

14



15

1 INTRODUCAO

1.1 Generalidades

Nos projetos de estruturas de concreto armado, além do dimensionamento dos
elementos estruturais visando garantir a seguranca e economia da obra, deve-se preocupar
também com a utilizacdo da estrutura. As deformacbes devem ser tomadas como um fator
importante de projeto, ndo apenas por questdes estéticas, mas também por questdes de
funcionalidade da estrutura, especialmente em concepces de edificios que valorizam grandes
vaos. Estas deflexfes sdo observadas desde a retirada dos escoramentos até dezenas de dias
apos a cura do concreto, conforme caracteristicas especificas do material. Tanto as
deformacbes lentas como as imediatas, quando excessivas, podem desencadear varias
patologias como fissuras e rachaduras em elementos de vedacdo, danificar esquadrias e

resultar em aspecto visual desconfortavel para a edificacao.

No intuito de utilizar de forma correta e com bom senso as ferramentas hoje disponiveis
para a automatizacdo dos dimensionamentos de estruturas, serdo realizados calculos com o
emprego dos principios tedricos da analise estrutural. Neste estudo, serd utilizado um software
que utiliza o Método dos Elementos Finitos (MEF) como ferramenta para obtencdo dos
resultados estruturais, permitindo comparar os valores das deformacdes induzidas apenas por

flex&o e deformacdes obtidas pela combinacdo dos efeitos de flexdo e esforco cortante.

1.2 Justificativas

Atualmente, diante das necessidades de melhoria da qualidade na engenharia de
estruturas a fim de combater a incidéncia de patologias que podem comprometer a
funcionalidade de edificios e, a0 mesmo tempo viabilizar uma racionalizacdo da etapa de
dimensionamento através da customizacdo dos processos de confecgdo de projetos, se faz
necessario que sejam estudados meios de proporcionar maior otimiza¢do nos procedimentos
de célculo para que o projeto a ser entregue se apresente como um produto capaz de viabilizar

construcdes seguras, eficientes e comercialmente competitivas.



16

Observando alguns softwares para calculo de estruturas de concreto armado
comercializados no mercado nacional, nota-se que entre os dimensionamentos realizados por
métodos manuais ou por planilhas e aqueles realizados a partir dos softwares mais
consagrados € comum a incidéncia de divergéncia nos resultados das andlises das
deformacdes reais da estrutura. Este fato se deve ao desconhecimento, por parte de muitos

profissionais, e da escassez de bibliografias que tratam do assunto.

O presente trabalho tem o intuito de apresentar alguns pontos a serem levados em conta
na verificacdo quanto as deformagdes de uma estrutura de forma que se evidencie a
possibilidade de melhoria na qualidade dos projetos através de consideragdes mais proximas
da realidade das deformac6es sem abrir méo da produtividade. Desta forma, a alternativa que
sera apresentada durante este estudo prioriza a técnica e produtividade dentro de um escritério

de célculo.
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2 OBJETIVO

O objetivo deste trabalho é mostrar as diferencas causadas pela consideracdo ou nao do
efeito do cisalhamento no célculo de vigas de concreto armado. Ao final é feita uma
comparacdo entre as deformaces de diferentes secGes de vigas de concreto armado

considerando os efeitos do cisalhamento.

Os célculos serdo realizados por métodos manuais e também por meio de programa
computacional — nesse caso, foi utilizado o SAP2000® versdo 14.0.0. Serdo levados em
consideracdo os efeitos das deformacOes por flexdo e a combinacdo de flexdo e esforco

cortante.

Como objeto da comparacdo proposta, serdo realizados os dimensionamentos de quatro
vigas de secOes diferentes e mesmas condicdes similares. Apos a analise, serdo apresentadas
tabelas com as diferencas de resultados obtidos das verificagdes com os diferentes métodos
adotados no decorrer deste estudo para que se ressalte a importancia da consideragdo correta

para os dimensionamentos estruturais.
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3 REVISAO BIBLIOGRAFICA

3.1 Livros Especificos

Os métodos utilizados usualmente para verificacdo das deformacbes de vigas de
concreto armado séo procedimentos cujos resultados levam em conta apenas as deformacdes
devidas a flexdo. Poucos softwares consideram este tipo de efeito, mas ainda assim ¢é

necessario que o usuério modifique alguns parametros padrdes do programa.

Vasconcellos Filho (1986) apresenta em uma de suas tabelas um fator de correcdo para
o cisalhamento no qual leva em consideracdo os mddulos de elasticidades longitudinal e
transversal, a inércia e a area (sendo estas variaveis todas constantes). Para esta correcdo o
autor refaz a matriz de rigidez alterando alguns termos e incrementando o esfor¢o cortante

nestes termos.

De acordo com Alves Filho (2007), ainda que normalmente as deflexdes ocasionadas
pelo cisalhamento sejam ignoradas, em alguns casos, a sua consideracdo torna-se importante.
Pode-se observar que a deformacdo causada pelo cisalhamento se torna cada vez mais
significativa quando verificada em vigas que apresentam o comprimento ndo muito maior que
sua altura, sendo que a ordem de grandeza das deflexdes por flexdo e por cisalhamento podem
ser iguais. Para tal consideracdo, se faz necessaria a correcdo das deformac6es por meio de

um fator constante chamado de coeficiente de cisalhamento.

Sendo assim, os célculos para obtencdo dos deslocamentos maximos que consideram
apenas as deformacdes por flexdo, resultam em valores inferiores aos reais devido a nao
contabilizacdo da deformacdo por cisalhamento (ALVES FILHO, 2007).
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4 TEORIA DE FLEXAO NORMAL SIMPLES, CISALHAMENTO, MODULO
DE ELASTICIDADE E DEFLEXOES EM VIGAS

4.1 Flexdo Normal Simples

As acdes de carregamentos transversais aplicados em vigas geram ao longo da extensao

do eixo forcas internas de cisalhamento e momento fletor (HIBBELER, 2010).

Conforme Silva (2014), o momento fletor é o esforco preponderante quando se trata do
dimensionamento estrutural de edificios e, quando o eixo de solicita¢do coincide com um dos
principais eixos de inércia da secdo transversal, a flexdo denomina-se normal. Este efeito é
também chamado de flexdo normal simples caso ndo atue forca normal em conjunto com o

momento fletor.

Quando da atuacdo de um momento fletor sobre uma barra deformavel, as tensGes
internas na secdo podem ser verificadas como de compresséo na regido superior e de tracdo na
regido inferior da barra. De acordo com Beer e Johnston (1995), este efeito ocasiona a
existéncia de uma superficie que intercepta a secdo transversal através de uma reta chamada
linha neutra, onde ndo hé ocorréncia tensdes de compressdo ou tracao.

COMPRESSAO

—
—

LN _ "= Linha Neutra

Secdo Prismatica -

TRACAO

Figura 4.1 — Distribuicao de tensbes para uma viga submetida a compressao normal simples

Hibbeler (2010) observa que em vigas de concreto armado, existe a particularidade de
que o concreto ndo é eficiente para resistir aos esforgos de tracdo, visto que é muito suscetivel
a fratura, desta forma, por si s6, ndo é adequado para resistir a esforcos de momento fletor.
Esta deficiéncia € compensada através das barras de aco posicionadas o mais distante possivel

da linha neutra com o cuidado de que se respeite 0s cobrimentos minimos normativos.
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4.2 Cisalhamento

Ao resultado das distribuicdes das tensdes cisalhantes que atuam na secdo transversal de
uma dada barra chamamaos cisalhamento.

\Y

Figura 4.2 — Resultante de tensdes de cisalhamento

Estas tensGes ocorrem ndo apenas no plano transversal, mas também no longitudinal,
visto que, caso um pequeno elemento seja retirado da se¢do de uma determinada viga, 0
mesmo estara sujeito a tensdes de cisalhamento transversais e longitudinais. Para explicar o
aparecimento das tensbes longitudinais, basta imaginar uma viga constituida pela
superposicao de placas soltas que, submetidas a um carregamento transversal, deslizam umas
sobre as outras (HIBBELER, 2010).

P
[ —— "\
e PSS ——— -
f ——_\——___ ____—-—'—_—- ',
A S ——T
N —
// \) /‘/ \\
S 777

Figura 4.3 — Efeito do cisalhamento longitudinal em viga composta de placas soltas

Numa viga de concreto armado ndo ocorre o deslizamento devido ao material coesivo

e homogéneo, mas existem tensdes atuando tanto nos planos transversais quanto
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longitudinais. Para este estudo, apenas serdo observados os efeitos das tensdes de

cisalhamento atuantes nos planos transversais.

4.3 Mobdulo de Elasticidade

O modulo de elasticidade E é um parametro que diz respeito as deformacdes do material
sob tensdes. E uma das propriedades muito importante de um material, visto que é necessario

a sua determinacdo para os calculos das deformacdes das estruturas.

Esta propriedade € utilizada para medir a rigidez de determinado material, sendo que,
no caso de estruturas de concreto, quanto maior a resisténcia a compressdo, maior o médulo
de elasticidade e menores as deformacgbes (BASTOS, 2006).

A determinacdo do mddulo de elasticidade longitudinal se da pela analise do diagrama
tensdo x deformagdo (o X &), onde temos que seu valor é obtido através da expressao

simplificada abaixo:

(4.1)

™ | Q

A NBR-6118/2014, no item 8.2.8, determina que para concretos nos quais ndo forem

realizados ensaios, 0 médulo de elasticidade inicial pode ser obtido da seguinte equacao:
E, = o, -5600,/f, (4.2)
sendo,
ae = 1,2 para basalto e diabasio
a¢ = 1,0 para granito e gnaisse
a. = 0,9 para calcario
o = 0,7 para arenito

com E; e f, sdo dadoem MPa.
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Nas analises de projeto para as verificacGes estados-limites de servico, deve-se utilizar o

modulo de elasticidade secante, calculado pela equacédo abaixo:
E.=a-E; (4.3)
sendo,

4.4
o, —08+02-1% <10 44
80

Conforme Bastos (2006), a aplicacdo de uma forca no concreto gera deformacdes tanto
na direcdo da forca quanto na direcdo transversal a forca. A NBR-6118/2014, no item 8.2.9,
define o modulo de elasticidade transversal em funcdo do mddulo de elasticidade secante,

através da equacdo:

(4.5)

4.4 Deflexdes Em Vigas

As deformacbes em uma estrutura sdo resultantes dos esforcos a que estas estdo
submetidas e as caracteristicas dos materiais e da geometria das pecas. Estas deformacdes
sempre ocorrerdo quando da aplicacdo de uma forca sobre um corpo e podem ser visiveis ou
imperceptiveis a olho nu (HIBBELER, 2010).

Os dimensionamentos para estruturas de concreto armado sdo realizados
preferencialmente de forma que levam em consideracdo que os materiais devem apresentar a
capacidade de retornar a sua forma inicial quando, apds a estrutura se deformar devido a
aplicacdo de carregamentos externos, os mesmos sao retirados. Nessas condicOes, diz-se que 0

material tem um comportamento eldstico.

No caso de vigas em concreto armado, a NBR-6118/2014 estabelece como parametro
para a admissdo de flechas, valores maximos para que ndo ocorram deformacdes excessivas
que possam prejudicar o funcionamento de outros elementos facam interface com a estrutura

ou causar desconforto sensorial. Para limitar a deflexdo de uma viga de forma que esteja em
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acordo com as prescri¢cfes normativas, € necessaria a definicdo da maxima deflexdo através

do diagrama que caracteriza a forma da viga deformada, a linha elastica (BEER e
JOHNSTON, 1995).

Para a representacdo da linha elastica, é necessario que sejam conhecidas as condi¢fes
de contorno, ou seja, como se dispde as restricdes de deslocamentos e inclinacGes para 0s
diferentes tipos de apoio (HIBBELER, 2010).

Em se tratando do célculo das deflexdes, é conveniente a observacdo ao principio da
superposi¢do, que afirma, de acordo com Gongalves, 2006, que para um determinado
carregamento combinado, pode-se obter o efeito provocado através da separacdo dos efeitos

dos diferentes carregamentos e, finalmente, combinando-se os resultados.

A determinacdo da linha elastica e da deflexdo méxima para uma viga de secéo e
modulo de elasticidade constantes, submetida a carregamento transversal uniformemente
distribuido pode ser obtida a partir da deducdo da equacdo diferencial linear de segunda

ordem abaixo:

@y M(x) (4.6)
ax El
onde, d2y/dx? é a curvatura, M(x) é a funcdo que representa 0 momento fletor para todos os
valores de x, E é o modulo de elasticidade longitudinal e I € 0 momento de inércia da area da

secdo transversal com relacdo a linha neutra.

Beer e Johnston (1995) demonstra que pode-se obter a forca de cisalhamento em

qualquer ponto de uma viga de El constante derivando a equacao (4.6).

dy 1 dM _V(x (4.7)

@ El dx El
onde, V(x) é a funcdo que representa a forca de cisalhamento.

Para 0 momento fletor, conforme o diagrama da figura 4.4 temos a seguinte equacao:

M (x) =—Px (4.8)
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\ =

L NX)
Linha clastica

(b)
Figura 4.4 - (a) Esquema de deformacé&o de viga em balanco; (b) Diagrama de corpo livre de

um trecho da viga

O angulo formado entre a tangente a curva elastica e a horizontal ©(x), medido em
radianos, pode ser escrito como:

4.9
& =190~ 0(X)
dx

Considerando vigas de secdo prismaticas de rigidez flexional El constante, multiplica-
se 0s dois membros por El e integra-se na variavel x (BEER e JOHNSTON, 1995).

dy 7
EI&:.([M(x)dx+Cl (4.10)
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Integrando novamente, temos:

X

Ely = j DM (x)dx+C1}dx+C2

0

(4.10)

Ely = J‘dxf M (x)dx + C,x +C,
0

0

Sendo conhecidas as condicGes de contorno, ou seja, as restricdes de deslocamentos e
inclinacbes para os impostas pelos diferentes tipos de apoio, podem ser determinadas as
constantes Cy e C> (BEER e JOHNSTON, 1995).
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5 ANALISE DA DEFORMACAO PELO METODO DE ELEMENTOS FINITOS

5.1 Montagem da Matriz de Rigidez Com Apenas Rigidez a Flexao

De acordo com Alves Filho (2012), o Método dos Elementos Finitos (MEF) é
fundamentado na relacdo entre forcas e deslocamentos dos nos de cada elemento individual.
Este € um conceito ja bastante comum no &mbito da Fisica Bésica, especialmente nas
aplicagdes com elementos de “mola”, onde a constante elastica da mola pode ser obtida da

equacao:

(5.1)

onde, F é a forca aplicada, k é a constante elastica (ou coeficiente de rigidez) e d é o

deslocamento do né de extremidade da mola.

Nos casos de analises de estruturas, temos diversos nés dos quais se deseja obter
diversos componentes de rigidez. Podemos entdo utilizar o método de matrizes de rigidez, que
sdo ferramentas usadas no MEF com o propdsito de simplificar a formulacdo das equaces de
rigidez dos elementos que, de outra forma, demandariam calculos longos para a obtencdo das
solucdes (LOGAN, 2006).

De maneira geral, pode-se entdo expandir a equacdo (5.1) da seguinte forma:

le Kll K12 ' ' ' Kln dlx
Fly KZl KZZ KZn ly

- (5.2)
I:nz _Knl an ' ' ' Knn_ dnz

Nos elementos de viga, em cada um dos nds atuam um componente de momento fletor e
um componente de for¢a. Sendo assim, os quatro componentes de forca (duas forgas e dois

momentos) geram quatro componentes de deslocamentos (dois deslocamentos transversais e
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duas rotacOes. Pode-se dizer que um elemento de viga possui, entdo, quatro graus de
liberdade.

Al

Figura 5.1 — Elemento de viga com sentido positivo dos esforgos e deslocamentos

Logan (2006) demonstra a obtencdo das equacdes para as forcas de cisalhamento e

momentos fletores de vigas e transcreve em forma de matriz conforme abaixo:

f, (12 60 12 607 [y,
m | EI| 60 42 -6/ 202 |6, (5.3)
f,[ ©|-12 -6 12 -6¢| ]y,
m, 60 22 —60 4] |6,

onde temos que:

12 6/ -12 6/ |

402 —60 202 (5.4)
3 12 -6/
| Simetria 402
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5.2 Matriz de Rigidez Incluindo Efeitos de Deformacédo Por Cisalhamento (ALVES

FILHO, 2012)

Conforme Alves Filho (2012), por ocorréncia das tensdes de cisalhamento que atuam na
secdo transversal de uma viga, ocorre o efeito de deslizamento de uma sec¢do sobre outra,
conforme demonstrado na figura (5.2). Estes deslocamentos devem ser combinados com o0s
provocados pela flexdo, mas sdo comumente ignorados devido, entre outros motivos, ao
automatismo dos processos de calculo que induz & ndo observacdo dos casos onde esta

consideracgdo se mostra importante.
Figura 5.2 — Efeito do cisalhamento na deflexdo de viga

Para a consideracdo dos efeitos do cisalhamento no deslocamento de uma viga, pode-se
incluir na matriz de rigidez um “fator de corre¢do” que diminua a rigidez da viga e aumente as

deflexdes.

Ao incorporar o efeito das deformacdes por cisalhamento ao pardmetro de rigidez a

flex&o, abaixo na equacéo (5.5):

El (5.5)
53

Apos a incorporagéo do efeito das deformagdes do cisalhamento, temos:

E-l,

©T (L4 D)3 -
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sendo que o fator de correcdo @ é:

E. 5.7
o —12:E-1 (5.7)
y G-A 12

onde G € o mddulo de elasticidade transversal e As é a area da secdo transversal efetiva

quanto ao cisalhamento.

Apdbs a consideracdo do parametro @ , a matriz resultante para a combinacdo dos

y H

efeitos de deformacéo devidos a flexdo e ao cisalhamento é:

[ 12-b, 6-b, -/ ~12-b, -/ 6-b, -/
4+, )b, -2 -6.b,-t (2-®,)b,-r2 (5.8)
K]- 12-b, —6-b, -0
Simetria (4+®y)-bZ (2

5.3 Matriz de Rigidez Incluindo Efeitos de Deformacdo Por Cisalhamento
(VASCONCELLOS FILHO, 1986)

Na metodologia adotada por Vasconcelos Filho (1986) verifica-se uma diferenca que se
da na adocdo de um fator para correcdo da férmula que diz respeito a geometria da secdo, ao

qual chamaremos fator geométrico.

O fator de correcdo para o cisalhamento g é:

g _6-f-E-I, (5.9)
YOG HA 12
onde f é fator de correcdo relacionado a geometria (fator geométrico):

6
f= 3 (para secdo retangular)
(5.10)
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Apos a consideracdo do parametro g, , a matriz resultante para a combinagdo dos

efeitos de deformacdo devidos a flexdo e ao cisalhamento é dada por:

12-(L1+2g)) 6-(L/(1+29)) ~12-(Li1+2)) 6-(L/(1+29))
40-(@+ g2 (42q)) -6-(UiL+20))  2-*-((1-g) 1+ 29)) (5.11)

12-(L(L+2g)) ~6-(L(1+29))
 Simetria 4-17-((2+ )2 (L+20)))]

E-l
[K]:K_a
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6 APLICACAO DAS DIFERENTES MATRIZES DE RIGIDEZ EM UMA VIGA

DE CONCRETO ARMADO

6.1 Dados Para o Dimensionamento das Vigas de Concreto Armado

Para as vigas analisadas foram consideradas as seguintes dimensdes:
a) Viga 01 - 20x50 cm - L =500 cm;
b) Viga 02 - 20x75 cm - L =500 cm;
c¢) Viga 03 - 20x100 cm - L =500 cm;

d) Viga 04 - 20x200 cm - L =500 cm.

Para os todas as vigas, foi considerado um carregamento uniformemente distribuido

conforme abaixo:

Peso proprio =™

Reacéo da laje esquerda = 10,45 kN/m
Reacéo da laje direita = 10,45 kN/m
Alvenaria 0,20x13x3,50m = 9,10 KN/m
TOTAL = 30,0 KN/m

q=30 kN/m

p
73

5m

Figura 6.1 — Viga bi-engastada sob carga distribuida

(*). De forma a simplificar a comparacgéo dos efeitos da deformacao apenas pela flexéo

e cisalhamento, o peso préprio das pecas de concreto ndo foi levado em consideragao.



As caracteristicas fisicas e geométricas das vigas estudadas estdo descritas abaixo:

VIGA 01 - 20x50 cm

E =30 GPg;

G=30/2,4=125GPg;

I = (0,20 x 0,50%) / 12 = 2,083333 x 10° m*;

El =30 x 10°x 2,083333 x 10" = 62.500 kN.m?,

VIGA 02 - 20x75 cm

E =30 GPa;

G=30/2,4=125GPg;

| = (0,20 x 0,75%) / 12 = 7,03125 x 103 m*

El =30 x 10°x 7,03125 x 107 = 210.938 kN.m?,

VIGA 03 - 20x100 cm

E =30 GPg;

G=30/2,4=125GPg;

I = (0,20 x 1,00%) / 12 = 1,666667 x 102 m*;

El =30 x 10°x 1,666667 x 102 = 500.000 kN.m?.

VIGA 04 - 20x200 cm
E =30 GPa;
G=30/24=125 GPg;

I = (0,20 x 2,00%) / 12 = 1,333333 x 10" m*:

El =30 x 10°x 1,333333 x 10" = 4.000.000 kN.m?,

32
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6.2 Calculo das Deformacdes Para Viga 01 (20x50cm)

6.2.1 Analise dos deslocamentos sem efeitos de cisalhamento (método manual)

Estrutura:
N N

N N -

§ 0,50 m | § 3

N\ N

50m 0.20
=t —
Figura 6.2 — Croqui da estrutura

Modelo:

q=30 kN/m

A%l 11T Y 1T Y 1P 79 14 1 1

.

Figura 6.3 — Carregamento na barra

7

Discretizacdo da barra:

\Y
v

f1 f>

Y~ M \"/Mr kgm.: "

Figura 6.4 — Componentes de forga em cada nos nés da barra discretizada
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yi y2

N
N\ \, R,

Figura 6.5 — Componentes de deslocamentos nos nos da barra discretizada

Figura 6.6 — Elemento da viga com componentes de deslocamento (graus de liberdade)

Dados para a anéalise do elemento:

fi=f=-30x25/2=-375kN

0:1=62=0
y1=0
y2=7?

A partir dos dados acima e das caracteristicas fisicas e geométricas da secao é possivel
efetuar a montagem da equacdo matricial para a obtencdo do valor da deflexdo méaxima

atuante na viga sem a consideragéo dos efeitos do cisalhamento.



-37,5

12

m, | 62500 |6-25
~375( 25 | -12

m, 16-2,5
onde temos que:
-375
=4000-
-37,5
m2
Portanto,
—-37,5] [ 48000
m, 60000
-37,5 —48000
m, | 60000

6-2,5
4.25°
-6-2,5
2.2,5°

(12 15

15 25
-12 -15

60000
100000
—60000

50000

|15 125 -15 25 |

“12 625 ]
~6.25 2.25°
12 -6-25]|
~6-25 4-25%
“12 15
_15 125
12 -15| |y,

0
48000 60000 |
~60000 50000
48000 —60000|
~60000 100000 |

Y2

Y,
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(6.1)

(6.2)

(6.3)

Resolvendo a equacdo para a obtencdo do deslocamento maximo sem a consideragédo do

cisalhamento, temos:

{f2} = [48000] . {y-}
{-37,5} = [48000] . {y2}

Y2 =-7,812x 10% m
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6.2.2 Analise dos deslocamentos sem efeitos de cisalhamento (utilizando programa

computacional)

A fim de que os resultados apresentados sejam similares aos resultados obtidos pelo
método manual sem consideracao do efeito do cisalhamento, as propriedades da se¢do da viga

serdo modificadas de modo a “zerar” a rigidez da area da segdo transversal ao esforgo

T
Prapesm: (==
R T
jaze2s
Srsin Nane §12 05
Tawton fode iy SHn Shobat
! F Pcess: Prgmy Moo Ve o e 2 |
e g emes [1,&:&: | +Froact =
Oueercton [ ooty Stifteese Hodiiiatise Fachons S
$is x
Dt 1111 ‘_A P /it Modms X0 Ardhvn
2 12
| iad Doz st | o] Awe fi
S Ulwa fowe & 2 dmcscs fn b
Shew Aiva ke 3 chmcncn I
Todsord Covntad I
Viomord o sy &a S04 2 et I
Womerd of Lrerds et 3 st h
O oot | Yt l{j
1
. Larcal [ hoiass
6] o]

Figura 6.7 — Fatores de modificacéo dos parametros de rigidez da secédo da viga

Discretizacdo da barra:

Figura 6.8 — Componentes de forga em cada nos nés da barra discretizada.
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Modelo:

Figura 6.9 — Carregamento na barra

Deslocamento no nd central:

bt Ctort 4 lorv B 4

L}

2 )
T 10mm 11 poreo TRE
P, o 0 oo DU

Figura 6.10 — Linha el&stica e indicagdo do deslocamento maximo
O deslocamento maximo obtido através de programa computacional é:

Ymax = -7,812 X 104 m

6.2.3 Analise dos deslocamentos com efeitos de cisalhamento (método manual -
ALVES FILHO, 2012)

Para a consideracdo dos efeitos do cisalhamento na deformacéo nas vigas, sera utilizada

primeiramente a metodologia adotada por Alves Filho (2012).

A discretizacdo da barra sera considerada conforme os critérios utilizados no item 6.2.1,
sendo que o procedimento de analise para a obtencdo da deflexdo méaxima é bastante similar,

exceto pela inclusdo do “fator de corre¢do” na matriz de rigidez.
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Figura 6.11 — Elemento da viga com componentes de deslocamento (graus de liberdade)

Dados para a anélise do elemento:

fi=f=-30x25/2=-375kN

01=02=0

Temos entdo a seguinte equacao matricial:

onde,

[12:h,  6b,-25  -12b,-25  6:b,-25
(4+0,)b,-25 -6:b,-25 (2-®,}-b,-25|
12:h,  -6:b,-25
 Simetria (4+<I)y)-bZ 2,9
62500

* T 1+ D). 253

Y2

(6.4)

(6.5)
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sendo que o fator de correcdo @ é:

B 1262500 (6.6)
’ (12,5-10%)-(0,2-0,5) - 2,52

Resolvendo as equacdes acima temos:
@, =0,096

b, =3649,635

Substituindo os valores de b, e @, temos a seguinte matriz de rigidez:

12-3649,635 6-3649,635-2,5 ~12.3649,635-2,5 6-3649,635-2,5
(4+0,096)-3649,635-2,52 —6-3649,635-25 (2-0,096)-3649,635- 2,5 6.7)
12-3649,635 —6-3649,635-2,5
Simetria (4+0,096)-3649,635- 2,52

Assim, a equacdo matricial pode ser escrita da seguinte forma:

—375| [4379562 5474453 —109489,05 5474453 | (0

m | 93430,66 5474453  43430,66 | | 0 (6.4)
-37,5 43795,62  —5474453| |y,

m, | Simetria 9343066 | | 0

Resolvendo a equacdo para a obtencdo do deslocamento maximo com a consideracao do

cisalhamento, temos:

{f2} = [43795,62] . {y-=}
{-37,5} = [43795,62] . {y-}

y2 =-8,563 x 10* m
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6.2.4 Analise dos deslocamentos com efeitos de cisalhamento (método manual -

VASCONCELLOS FILHO, 1986)

Para efeito de comparacdo das diferentes metodologias, serd demonstrado o célculo do
deslocamento com efeitos de cisalhamento conforme procedimentos atotados por
Vasconcellos Filho (1986).

A discretizacdo da barra sera considerada conforme os critérios utilizados no item 6.2.1.
O procedimento difere do adotado no item 6.2.3 pela devido a diferenca na formula do fator
de correcédo que inclui um fator para a consideragdo da geometria da secéo.

Figura 6.12 — Elemento da viga com componentes de deslocamento (graus de liberdade)

Dados para a analise do elemento:
fi=f=-30x25/2=-375kN

01=02=0
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Apos a consideragdo do parametro g, , a matriz de rigidez resultante para a combinagéo

dos efeitos de deformacdo devidos a flex&@o e ao cisalhamento é dada por:

12-(L(1+29)) 6-(LI(L+29)) ~12-(L(1+ 29)) 6-(L/(1+29))
K-E! 402+ 2-(+29) -6-U01+29)  2-4-(L-) L+ 29) (6.5)
I 12-(L(1+29)) -6-(1/(1+2g))
| Simetria 4172+ 9)I(2-(1+29)))]

sendo que o fator de correcdo g é€:

~ 6- f -62500 (6.6)
(12,5-10°)-(0,2-0,5)- 2,52

9y

e o fator geométrico é:

6.7)

Resolvendo as equacdes acima temos:

g, =0,0576

Substituindo os valores, temos:

[ 10,76 13,45 —-10,76 13,45 |
23,06 —13,45 10,76 (6.8)

10,76 —13,45

| Simetria 23,06

[K]= 4000
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logo,
[ 43042 53802 —43042 53802 |
K] 92253 53802 42253 (6.9)
- 43042 —53802
| Simetria 92253 |

Assim, a equacdo matricial pode ser escrita da seguinte forma:

-375| [ 43042 53802 -43042 53802 | (0

m | 92253 -53802 42253 . 0 (6.10)
-375 43042 -53802| |y,

m, | Simetria 92253 | | 0O

Resolvendo a equacdo para a obtencdo do deslocamento maximo com a consideracao do

cisalhamento, temos:
{f2} = [43042] . {y-}
{-37,5} = [43042] . {y.}

y2=-8,712x 10 m

6.2.5 Analise dos deslocamentos com efeitos de cisalhamento (utilizando programa

computacional)

A discretizacdo da barra sera considerada conforme os critérios utilizados no item 6.2.2,
com a particularidade de que as propriedades da se¢é@o da viga ndo serdo alteradas para que se

mantenha a consideracdo do efeito do cisalhamento.
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ot the ety
f02 203

Figura 6.12 — Fatores de modificacdo dos parametros de rigidez da secéo da viga

Deslocamento no no central:

Figura 6.13 — Linha elastica e indicagdo do deslocamento maximo

O deslocamento maximo obtido através de programa computacional é:

Ymax = -8,712 X 104 m
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6.3 Céalculo das Deformagdes Para Vigas 03 (20x75cm), 04 (20x100cm) e 05

(20x200cm)

Visto que o procedimento para a obtencdo das deflexfes nas vigas V03, V04 e V05 é

similar ao utilizado para a viga analisada no item 6.2, os resultados dos deslocamentos

maximos para as demais se¢des serdo apresentados na tabela 6.1, abaixo:

DESLOCAMENTOS MAXIMOS DAS VIGAS DE CONCRETO ARMADO

SECAO DA VIGA

Programa computacional

V02 (20x75cm) V03 (20x100cm) | V04 (20x200cm)
TIPO DE
DESLOCAMENTO
FLEXAO -0.2315 mm -0,0977 mm -0,0122 mm
Método manual
FLEXAO . -0,2315 mm -0,0977 mm -0,0122 mm
Programa computacional
FLEXAO + CISALHAMENTO
Método manual -0,2815 mm -0,1352 mm -0,0310 mm
(Alves Filho, 2012)
FLEXAO + CISALHAMENTO
Método manual -0,2915 mm -0,1427 mm -0,0347 mm
(Vasconcellos Filho, 1986)
FLEXAO + CISALHAMENTO | 5915 11 -0.1427 mm -0,0347 mm

Tabela 6.1 — Valores dos deslocamentos maximos nas diversas secdes de vigas.

A tabela acima mostra que, para a verificacdo apenas com os deslocamentos por flexao

os resultados pelos métodos manuais ou através de programas computacionais sdo iguais.

Enquanto que para a verificagdo com a contribuicdo do cisalhamento, os resultados pelo

método adotado por Alves Filho, 2012, sdo muito proximos e pelo método adotado por

Vasconcellos Filho,1986, os valores séo iguais. Podemos concluir, diante disso, que métodos

utilizados para o célculo da deflexdo séo coerentes entre si.




7 ANALISE DOS RESULTADOS
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ApoOs a andlise das vigas de concreto armado, foi possivel a elaboragdo de um quadro

comparativo para demonstrar o comportamento das pecas em funcdo da sua altura e do

calculo do deslocamento com apenas a consideracdo da flexdo bem como a consideracao da

flexdo combinada ao cisalhamento.

DOIS METODOS

TABELA COMPARATIVA DOS DESLOCAMENTOS MAXIMOS OBTIDOS PELOS

SECAODAVIGA | /1 V02 V03 V04

(20x50cm) | (20x75cm) | (20x100cm) | (20x200cm)

TIPO DE DESLOCAMENTO

FLEXAO -0,7812 mm | -0,2315 mm | -0,0977 mm | -0,0122 mm

FLEXAO + CISALHAMENTO -0,8712 mm |-0,2915 mm | -0,1427 mm | -0,0347 mm

PERCENTUAL DO ACRESCIMO

DE DESLOCAMENTO DEVIDO 11,5 % 25,9 % 46,1% 184,4 %

AO CISALHAMENTO

Tabela 7.1 — Comparacéao dos resultados e percentual do acréscimo de deslocamento.

O grafico 7.1, abaixo, mostra quantas vezes a deformacéo pela combinacdo entre flexdo

e cisalhamento supera a deformagao com apenas a consideracao da flexao.

20450 cm

2075 cm

20/100 cm

1
05 7

204200 om

Grafico 7.1 — Quantidade de vezes que o deslocamento por cisalhamento + flexao supera o

deslocamento apenas por flexao.
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8 CONCLUSOES

Este trabalho pdde reforcar a importancia de que o processo de célculo de flechas em
vigas deve ser tratado de forma responsavel e a partir de um conhecimento do comportamento

da estrutura.

E comum que muitos engenheiros fagam uso de planilhas ou métodos de calculo “a
mao” que, no intuito de aumentar a velocidade dos processos, acabam se tornando um
empecilho para que se obtenha resultados corretos e fieis a0 comportamento real das pecas

estruturais.

Com os resultados demonstrados das comparacgdes entre os calculos das deflexbes nas
vigas estudadas, foi verificado que, para vigas de maiores alturas, a contribuicdo dos efeitos
do cisalhamento € tdo significativa quanto a contribuicdo dos efeitos da flexdo. Desta forma, a
simplificacdo de procedimento de forma que se ignore o cisalhamento caracteriza um erro,

pois ndo representa a situacao real da estrutura.

Para as vigas analisadas, pode-se observar que, quanto maior a altura da viga, mais
discrepantes os resultados obtidos dos métodos que consideram os efeitos do cisalhamento e
dos métodos que o desconsideram. Vale notar que, para os calculos realizados neste trabalho,
0 peso proprio das estruturas ndo foi considerado, o que resulta no fato de que, caso este
aumento de carregamento que seria natural com o aumento da secdo fosse incluido nas
verificacOes aqui realizadas, as distor¢cdes dos valores dos deslocamentos seriam ainda mais

expressivas.

N&o podemos desmerecer a importancia da existéncia de programas de calculo que sdo
muito Uteis para o aumento da produtividade dos profissionais responsaveis pela execucao de
projetos de estruturas de concreto. No entanto, o uso destes meios de melhoria de
produtividade deve ser acompanhado por um bom conhecimento técnico por parte do usuario
destes métodos de forma que, sendo o responsavel pela eficiéncia da estrutura projetada, o
engenheiro apresente um projeto seguro, viavel economicamente, e que seja condizente com o

comportamento esperado da estrutura.
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