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1. INTRODUCAO

Este trabalho tem como objetivo avaliar um problema de uma barra submetida a
uma carga distribuida de corpo, com uma extremidade livre e outra engastada.

Serdo analisados 0s seguintes casos, para uma se¢do de area constante:

1° CASO: Carga Constante
2° CASO: Carga com variagao linear
3° CASO: Carga com variagdo quadrética

Para esses casos de carregamento, serdo calculados os deslocamentos e as tensdes
para 0s seguintes modos de analise:

» Solucdo Analitica, atraves da resolucdo da equacéo diferencial do problema;
» Utilizando 1 (um) Elemento finito de barra linear (2 N6s);

» Utilizando 1 (um) Elemento finito de barra quadréatico (3 nds);

» Utilizando 1 (um) Elemento finito de barra cubico (4 nds).

b(x) : A(x) = A
B e
\ P
> > > > > D> > > __%
Z 7
L

CASOS DE CARREGAMENTO:

1* CASO: b(x) = b
2* CASO: b(x) = bx/L
3* CASO: b(x) = bx*/L?

MODELOS PARA CADA CASO:

=> Solugdo AnalTtica
=> 1 EL. Linear
> 1 EL. Quadrético
=> 1 EL. Cabica



2. FORMULACAO DO METODO
2.1. Funcoes de Forma

Para um dado elemento finito de barra de n nés, conforme figura abaixo, deseja-se
escrever uma funcdo para aproximar os deslocamentos u(x), conhecendo-se 0s
deslocamentos dos nos. Para isso faz-se utilizacdo de polinbmios, com grau necessario
para aproximar os deslocamentos dos n nds, portanto de grau n-1.

x1 x2 X3 xn
PP S W
1 2 3 n X

Polinémio aproximador de u(x):
ux) = ag +a.x +az.x*+ -+ a,_q.x"1
Escrevendo de forma matricial, temos:

(ay 3\
aq
U(X) == [1 X xZ cee xn_l] az oo u(X) = gg

Lans)

Equacéo 1 - Deslocamentos u(x).

Conhecendo-se os deslocamentos nodais (uz, Uz, U3, ... , Un), pOdemos escrever o
seguinte sistema de equacdes:

9. _
x=x1 uq
% _ JW2
—lx=x2].-A = :
Uy
%
-—lx=xn-

Chamando a 12 matriz de G (matriz das funcdes ¢ escrita em cada posi¢do X para
todos 0s nds), temos, portanto que:

G.a=d
Equacéo 2 - Equacdo do sistema linear em forma matricial.

Portanto, os coeficientes o podem ser encontrados através da inversdo da matriz G,
ficando:
=G 1d

o
Equacéo 3 — Coeficientes o.



Substituindo a Equacédo 3 na Equacdo 1, temos que:

ux = ¢.G1.d

Ao produto matricial (cp.g‘l) da-se o nome de N.

N=¢.G* = uyp=Nd
A matriz N é a matriz de funcbes de forma do elemento, composta pelas fungdes de
cada no.

M: [N1 N, - Nn]

Pode-se notar uma propriedade importante nas fungdes de forma.
Para cada n6 i o valor de Ny, € 1 para x=xi e 0 nos demais nos.

NiGe=xiy =1 para X=xXi
Ni(x:txi) =0 para X?E.Xi

Esta propriedade, de ser 0 em outros pontos e diferente de zero no ponto avaliado,
também é caracteristica de polinbmios de Lagrange.

Portanto, podem-se utilizar polinbmios de Lagrange para escrever as funcdes de
forma.

Ni(x:xi) = % ; Pin = (x—x)E—=%z) (X = Xj_1) (X — Xj31) - (X — Xp)

A divisdo pelo préprio polinbmio avaliado no ponto x; é feita para garantir assim
que a funcédo de forma N; para esse ponto seja 1.

Esses elementos que podem ser utilizados os polindmios de Lagrange também sdo
chamados de Elementos Lagrangianos.

Observa-se que os deslocamentos nodais, que sdo graus de liberdade da estrutura,
sdo continuos na sua interface entre os nés de um elemento e também entre elementos
consecutivos. Nesse caso, a funcdo de forma aproximadora deve satisfazer esse
requisito de continuidade na interface, neste caso apenas para os deslocamentos nodais.
E dito, portanto elemento de continuidade Co, pois garante a continuidade da
aproximacéo da grandeza aproximada, mas ndo de suas derivadas. J& um elemento C1,
garante a continuidade da grandeza aproximada, e também de sua la derivada, e ndo
garante as demais derivadas. Esse elemento de continuidade Ci e utilizado, por
exemplo, para vigas fletidas, pois deve-se garantir a continuidade das flechas e de sua 12
derivada que sdo as rotacoes.



2.2. Formulagdo Paramétrica

Para tratar o elemento sem se preocupar e necessitar de sua localiza¢do no sistema
cartesiano, suas coordenas (x,y), sera utilizado um Sistema de Coordenadas Natural na
variavel &, que tem sua origem no meio do dominio do elemento, e varia de -1
(extremidade da esquerda) a 1 (extremidade da direita).

L/2 . L/2
- 2 3 4
(L" J: -‘ f g SISTEMA DE
-6 & o ____>  COORDENADAS CARTESIANAS
L
SISTEMA DE
O._g,L___T1 o o3 T“———-ax COORDENADAS NATURAIS
EJ: -1 é: 0 é: 1

Assim, a funcdo que aproxima os deslocamentos u(x) sera escrita agora em funcao
de E.

n
U :ZNi@)-ui N=[Nig Nog = Nng]
i=1

Porém, como os deslocamentos estdo em funcdo de &, suas derivadas em relacéo a x
ficam:

Jdu
&® = 9%

_ u az_(ami ) 13
® T Fgax - \ag ) ax

As derivadas de Nj em & sdo imediatas, mas a derivada de & em relacéo a x, se ndo
se tem uma relacdo explicita entre x e § ndo é imediata.

Se ndo houver uma relacdo explicita entre x e &, faz-se uma aproximacdo da
geometria do problema, da mesma forma em que se fez para os deslocamentos
(podendo-se até mesmos utilizar as mesmas fungdes de forma).

X1

cee X2 .
X =it Nig-xi = [Niy  Negyy Nngl.{; = X =N.Cy

Xn

Em que C, é a matriz de coordenadas nodais.



Se para representar a geometria do problema foi utilizado as mesmas funcoes e
pontos da aproximacdo dos deslocamentos, chama-se esta parametrizacdo de
Isoparamétrica.

Porém, muitas vezes a geometria é facilmente representada com menos pontos do
que o que foi utilizado para representar os deslocamentos, nesse caso chama-se de
parametrizacdo Subparamétrica.

Esta formulacdo subparamétrica sempre ocorre para Barras Retas, pois podem-se
utilizar n pontos para melhor discretizacdo dos deslocamentos, mas bastam 2 (dois)
pontos para representar um segmento de reta.

A derivada ( ) fica entdo:

(%) _ Mg MNay  — ONngy|
63 3 3 o8 |
A matriz de derivadas de N em relagdo a & da-se o nome de D, (Derivadas Locais),

e 0 produto de (DL. Cn) tem-se a matriz jacobiana de transformacdo da geometria (J),
que para este casa unidimensional de barras € um escalar 1x1.

J = Dp..Cy, assim temos que —] portanto:
Ez ]—1
ox -
Assim, teremos:
du ((’)Ni ) E)E_
ax  \9E ') ox D.dJ™
Como J, para este caso, é um escalar Jix1, temos:
u
—=J]"1.D..d
ox J7-Did

Ao produto (1‘1. DL) chama-se de matriz B~ B=]"".Dy

o '———@1 o5 03 -
Uq
u=[N; | N, | Ny | N,J 3; Aproximacao dos Deslocamentos
Uy
x= [NF | Nk ]{Eﬂ Aproximac&o da Geometria



3. PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS
3.1. P.T.V. para Barras Deformadas Axialmente

Trabalho Virtual Interno

ow; =f 0.6e.dv
\%

Trabalho Virtual Externo

L

Em que, Xi e Xj sdo cargas concentradas aplicadas no ponto X; e X;.

Swi = dwe

NCC
f 0. 86, dv = f (bgo.- dx). Sugy + in.Sui
v L i=1

Sabendo que:

d éu
_dduy
o€ = m
du
x)
° dx
NCC
du d 8u
f f < d)((x) . E> . <_dX(X)> dA.dx = f b(X) 8U(X). dx + Z Xi' 8ui
L A L L

d SU(X) dU(X) =
fL —2 A —0 dx = fL Su0. o dx+ZXi.8ui
i=1

NCC
-fL SS(X) EA. S(X) dx = J; SU(X). b(X) dx + Z Xi' 8ui

1=1



3.2. Formato matricial do P.T.V.

o={ow} Vetor de Tensdes

e= Lu= {ey} Vetor de Deformacdes

L= % Operador de Derivadas

u= {uy} Vetor de Deslocamentos Reais
du= {Sup} Vetor de Deslocamentos Virtuais
Ugy =N.d

SU(X) = N od

NCC
f O(nx1)- O€(nx1)- AV = f b Sucy dx + z Xi. 8_u(xi)
v L i=1

Para efetuar a multiplicagdo matricial de o x 8¢, deve-se transpor um dos termos,

assim teremos:

NCC
.’; @'(Tlxn)' O(nx1)-A dx = J; 6_u’(rx)'h(x)' dx + Z 8_uT' Xi
i=1

X; — Cargas Concentradas Nao Nodais
X — Cargas Nodais

Teremos entdo para wi = dwe:
NCC

fL (5d™.B"). (E.B.d). A dx = fL (8dT.NT). b dx + 8d7.X + Z (8d™-NT| ). X;
i=

NCC
87, [(f BT.EAB dx) d- f NT.bodx — X — mei.xi
L L i=1

Como para 0 P.T.V. o deslocamento virtual (5d") é arbitrario e diferente de zero,
para a igualdade ser valida temos que:

=0

(nx1)

NCC

[(j BT.E.A.B dx).g—f MT.Q(X)dx—X—ZﬂTLd.Xi] =0
L L i=1 (nx1)



Portanto,

NCC
<f BT.D.B dx).ng MT.Q(X)dx+§+ZNT|Xi.Xi
L L i=1

foq” + X + foq

I~
[=F
Il

X;  (N.C.C. =Numero de cargas concentradas)



4. ANALISE COMPARATIVA

Seré analisada uma barra engastada em uma extremidade e livre na outra, submetida
a um carregamento de corpo distribuido de compressdo ao longo de seu eixo axial,
conforme figura abaixo.

O problema aqui proposto tem por objetivo comparar os resultados obtidos da
solucéo analitica com os resultados utilizando elementos finitos de barra, com 2 graus
de liberdade por no, deslocamento horizontal e vertical.

Tal comparacéo seré feita para 3 casos de carregamento diferentes, e em cada caso
0 problema sera calculado de 4 modos diferentes:

Solucéo Analitica

1 (um) Elemento Linear

1 (um) Elemento quadratico
1 (um) Elemento cubico

CASOS DE CARREGAMENTO:
1* CASO: b(x)
2 CASO: b(x)
3*' CASO: b(x)

b
bx
bx

L
1/L:

MODELOS PARA CADA CASO:

=> Solugdo Analitica

=> 1 EL. Linear
bx!
C—°—§—>—D —d—>D—>
1 )
L l
=> 1 EL Quadratico
bix)
Pﬁ 2id g —l >
1 3 2
| L |
=> 1 EL. Cdblca
bix)
c—b—b—g—ok—o—»—b—o
1 2 3 4
L |

10



4.1. 1° CASQ: Carregamento constante, b(x) = b.
4.1.1. Solucdo Analitica

Dados que:

Ax =A

by =b

Madulo de Elasticidade E

Partindo da equacdo diferencial:

62u _ b(x)
dx?2  EA
a 50: 0 - _ bx
12 Integracéo: - maTC
o bx?
2% Integragao: ugy = — Jea T Xt ¢
Condig0es de contorno:
Ugen) = 0 =
du bL2
&(Xzo) =0= Cy, = 2EA
Assim, teremos:
Adimensionalizando:
bL2 Xy 2 EA 1 Xy 2
= — — (= = u= _— = — (=
e ZEA'<1 (L> ) 4= Hp2 T2 <1 (L) )
du bL /x _ A X
0w =E(5) = %) - 5 =005 =~(7)

11



4.1.2. 1 (um) Elemento Linear de 2 (dois) nos

Apenas para esse caso serd apresentado duas formas para obtencdo da aproximacéo
dos deslocamentos, a formulacdo cléssica, nas coordenadas cartesianas (X, y), € a
formulacdo paramétrica, no sistema de coordenadas naturais (§). Nos demais casos sera
utilizada e somente a formulagdo paramétrica.

4.1.2.1. Formulagéo classica

Forgas Concentradas nos nés: X

b
(o)

Deslocamentos Nodais:

f=5
Il

Ux) = a9 t2a1.X

_ _ do = Uy
{U(X=0) —_ aO + al.X —_ u1 =
u(X:L) = qdp + 4. X = Uy dq

N=[i-f | ]
B=| i | i
D = A [E]

1_((1)=fOLBT_Q_§dx= fOL L .AE.[—% | %]dx= %.[_11 _11]

L L [1-7 1/
fog® = i N by dx = [| L] bdx = bL.{ 2}
— | 2

Resolvendo o sistema linear abaixo, obtém-se o deslocamento desconhecido us.

1 2
e R e A

Substituindo d, teremos:

k®.d = f,° +X

d= %{(1)} = U =N.d

12



Adimensionalizando:

bL? X _ EA 1 X

Ueo _2EA'(1_E) = U= Ueo gz :E( L
du _ bL _ A 1
OB (&) T 2a = 0=0wpL = "2

4.1.2.2. Formulagéo Paramétrica

Forcas Concentradas nos nds: X = {)? }

Deslocamentos Nodais: d= {12)1
— [%(1_5) | %(1+E)] Dy = [_% | % ]
I=bG=[-3 | ;]{}=3 b=

cxw =2 (L

1
= [ o= [ Ii(l |t J[(1+z)]d‘E
2

Atraveés de integracdo numeérica, para: 2n — 1 =1 (&), portanto n = 1 teremos:

1 b 1/2
£1=0, 01 = 2: e=2{;} o foq =bL.{1/}
2
Resolvendo o sistema, temos:
bL?
b
kW.d = foq” +X = |uy = o=

Adimensionalizando:

b2 B EA

Uo = gpx (1 7Y > i =gz =719
bL . A 1
G(E)zEaz—ﬂ = G:G(X)E:_E

13



4.1.3. 1 (um) Elemento Quadratico de 3 (trés) nds

0
Forcas Concentradas nos nds: X = {XZ}

0
Uq
Deslocamentos Nodais: d= {O }
U3z
N: [ Nl | NZ | N3 ] QL = [ Nl,‘g’ | NZ,E | N3'E ]
1
N; =--§1-9) Nyg=—2+%
1
N, =-8(1+%) Npg=5+5§
N3 =1- EZ N3’E = —ZE

Para discretizar a geometria (reta), bastam os nos 1 e 2, com coordenadas nodais:

Ch= {0} , Subparametrizando, ou seja, utilizando as fungdes de forma linear

adotando aé‘enas 0s nds 1 e 2 teremos:
j=oet=[-3 | 2= D=
B=)Du=1[-;+¢] e | 2]
1
1_<(1)_J11§T_Q.§ o] az = ? _1{%2+EJ'[_%+E| %+E | —2§]d§
—2%

Ig

Através de integracdo numérica, para: 2n — 1 = 2 (&£2), portanto n = 2 teremos:
&1 =—-0.5773502692, w1 =1
& =+ 0.5773502692, . = 1

A kW = A

1,16667 0,16667 —1,33333]
L -

I = 0,16667 1,16667 —1,33333
—1,33333 —1,33333 2,66667

14



——z( =) ——z< —z>]

bL
fe_qb:f N'.b |I|d§_fl §(1+§)} |]|dz fl E(1+E)‘
1-8 1—52

Para o carregamento equivalente, 2n — 1 = 2 (&2), portanto n = 2 utlllzando 0S
mesmos pontos de Gauss adotados para a rigidez teremos:

1

0,33333 . (/6)

I = {0,33333} i fog” == Ig = bL. { /e
1,33333 — 14/, )

6

Resolvendo o sistema abaixo, obtém-se os deslocamentos incognitos:

uy bz (Y
k®W.d = feq +X = {u;} =ﬁ{4/6
6

bL? 1 1 2 1,00
g =5 |38 -9)| JEA+p | 1-8 . 9

=0 =Up. o5 =5|—351-8.10+ (1-).0,75|

1, 00}

o@_Es_—[——+§| —+§| —22]{075

=G =00.o- = |(-3+%).1,00 - 280,75

15



4.1.4. 1 (um) Elemento Cuabico de 4 (quatro) nos

EQL\

\0
C—o—o—h—b—'\—o—.—o b—» “E
4

1 2 3

Forgas Concentradas nos nés: X =

Deslocamentos Nodais: d=

N: [Nl | N2 | N3 I N4-] QL = [Nl,E | NZ,E | N3,E | N4.E]

(e d = -3 (8- )

—ﬂ(é—f—z+% Nn——-@?———ﬂ
M e 1
S M= 2 (38 + 2 )

Para discretizar a geometria (reta), bastam os nds 1 e 4, com coordenadas nodais:

C, = {0} , Subparametrizando, ou seja, utilizando as funcdes de forma linear

adotando ap%enas 0s nos 1 e 4 teremos:
=buG=[-3 | 3= el
B=1_12L=%-[N1§| Npg | Nag | Nag |
1 2EA 1[21'5
km—LEQEM&=7jj»£%[MH Nog | Nag | Nag |dg
N

Através de integracdo numérica, para: 2n — 1 = 2 (&%), portanto n = 3 teremos:
&1 =—0.774596697, w1 = 0.5555555556

& =0, w2 =0,8888888889

&3 =+ 0.774596697, w3 = 0.5555555556

16



1,8500 —2,3625 0,6750 —0,1625
L _|—23625 54000 —37125 0,6750 k@ = ZEA
=8 0,6750 —3,7125 5,4000 —2,3625 "3 L -8
—-0,1625 0,6750 —2,3625 1,8500

N; Ny
1 1 1
b _ T _ Nz _& N2
feq _LM b.[)| dg = fllm b.Jj] dg = Z'L N, [ 96
Ny N,

Através de integracdo numérica, para: 2n — 1 = 3 (&?), portanto n = 2 teremos:

€1 =—-0.5773502692, 1 =1
&2 =+ 0.5773502692, o2 = 1

0,25

0,75 ) b _ bL
kE=407s5 “feq” =71

0,25

Resolvendo o sistema abaixo, obtém-se os deslocamentos incognitos:

e 2,0000
kO.d=f,,°+X = {uz} 2211,7778

K eq A
- Uz 1,1111
2,0000
bL2 1,7778
0

== u(X).:% = [2.N; + 1,7778.N; + 1,1111.N;]

2,0000

1,7778
G(E)zE'E__i [Nl‘i | Nz | N3g | N4§] 1,1111

0

=G = 0(g.or = 5. [2.Nyg + 1,7778. Ny + 1,1111. Ny

17



4.1.5. Resultados Comparativos

12 CASO -b(x)=b

DESLOCAMENTOS - U(x)

TENSOES - 5(x)

& | 0/Y  alitica | 2N6s | 3Nos | 4Nos | | Analitica | 2Nés | 3 Nés | 4 Nés
-1,00 | 0,00 0,5000 0,5000 | 0,5000 | 0,5000 0,0000 -0,5000 | 0,0000 | 0,0001
-0,90 | 0,05 0,4988 0,4750 | 0,4988 | 0,4988 -0,0500 -0,5000 | -0,0500 | -0,0500
-0,80 | 0,10 0,4950 0,4500 | 0,4950 | 0,4950 -0,1000 -0,5000 | -0,1000 | -0,1000
-0,70| 0,15 0,4888 0,4250 | 0,4888 | 0,4888 -0,1500 -0,5000 | -0,1500 | -0,1500
-0,60 | 0,20 0,4800 0,4000 | 0,4800 | 0,4800 -0,2000 -0,5000 | -0,2000 | -0,2000
-0,50 | 0,25 0,4688 0,3750 | 0,4688 | 0,4688 -0,2500 -0,5000 | -0,2500 | -0,2500
-0,401| 0,30 0,4550 0,3500 | 0,4550 | 0,4550 -0,3000 -0,5000 | -0,3000 | -0,3000
-0,30| 0,35 0,4388 0,3250 | 0,4388 | 0,4388 -0,3500 -0,5000 | -0,3500 | -0,3500
-0,20| 0,40 0,4200 0,3000 | 0,4200 | 0,4200 -0,4000 -0,5000 | -0,4000 | -0,4000
-0,10| 0,45 0,3988 0,2750 | 0,3988 | 0,3988 -0,4500 -0,5000 | -0,4500 | -0,4500
0,00 | 0,50 0,3750 0,2500 | 0,3750 | 0,3750 -0,5000 -0,5000 | -0,5000 | -0,5000
0,10 | 0,55 0,3488 0,2250 | 0,3488 | 0,3488 -0,5500 -0,5000 | -0,5500 | -0,5500
0,20 | 0,60 0,3200 0,2000 | 0,3200 | 0,3200 -0,6000 -0,5000 | -0,6000 | -0,6000
0,30 | 0,65 0,2888 0,1750 | 0,2888 | 0,2887 -0,6500 -0,5000 | -0,6500 | -0,6500
0,40 | 0,70 0,2550 0,1500 | 0,2550 | 0,2550 -0,7000 -0,5000 | -0,7000 | -0,7000
0,50 | 0,75 0,2188 0,1250 | 0,2188 | 0,2187 -0,7500 -0,5000 | -0,7500 | -0,7500
0,60 | 0,80 0,1800 0,1000 | 0,1800 | 0,1800 -0,8000 -0,5000 | -0,8000 | -0,8000
0,70 | 0,85 0,1388 0,0750 | 0,1388 | 0,1387 -0,8500 -0,5000 | -0,8500 | -0,8500
0,80 | 0,90 0,0950 0,0500 | 0,0950 | 0,0950 -0,9000 -0,5000 | -0,9000 | -0,9000
0,90 | 0,95 0,0488 0,0250 | 0,0488 | 0,0487 -0,9500 -0,5000 | -0,9500 | -0,9500
1,00 | 1,00 0,0000 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 -1,0000 -0,5000 | -1,0000 | -1,0000

Tabela 1 - Valores de Deslocamentos e Tensdes para o 1° Caso (b).

Pode-se observar que para estes casos estudados, como a funcéo de aproximacao e a
solucdo analitica sdo de mesma natureza (polinomial), os deslocamentos nodais obtidos
pelas aproximagdes coincidem com os deslocamentos calculados a partir da solugédo
analitica.

Nota-se também que para a aproximacdo obtida para 3 NOs e 4 NoOs qualquer
deslocamento calculado ira coincidir com a solugéo analitica, pois o grau do polinémio
aproximador é de mesma ordem de grandeza ou maior que a solucdo analitica, assim
como para as tensoes.
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DESLOCAMENTOS

0,60
0,50 *‘L-\h
RN
0,40 \.\.\u\
W
\.\ o— Analitica
0,30
N —— 2 NOs
—-4—-3Nés
N,
0,20 Sc —-x-=-4 NGs
N
a\
0,10
0,00
0,00 0,40 0,60 0,80 1,00
(x/L)
Gréfico 1 - Deslocamentos para 1° Caso (b).
TENSOES
0,20
0,00
0,00 0,40 0,60 0,80 1,00
-0,20
-0,40 »— Analitica
S S * * —— 2 Nés
-0,60 —-4—-3Nés
-=3---4 Nbs
-0,80
-1,00
-1,20
(x/1)

Gréfico 2 - Tensbes para o 1° Caso (b).
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4.2. 2° CASQ: Carregamento linear, b(x) =

4.2.1. Solucdo Analitica

Dados que:
Ax =A
b(x) — b.X/L

Modulo de Elasticidade E

Partindo da equacao diferencial:

b.x/L

aZu b(X) _ bx
x>  EA  EAL
a s O0U bx?2
12 Integragao: w = ALt
. bx3
2% Integragao: ugy = — Al taxt ¢
Condicg0es de contorno:
ou
— =0= =0
)
bL?
u(x=L) =0 = C, = a
Assim, teremos:
Adimensionalizando:
bl X\3 EA 1 Xy 3
- — (= > = - — Y
6EA'(1 (L> ) NP 6[1 (L) ]
du bL /x\2 _ A 1 /x\2
5w =E-(5;) =~ (D) = 5= 0w ir =3 (D)
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4.2.2. 1 (um) Elemento Linear de 2 (dois) nos

. 0
Forgas Concentradas nos nés: X = {X }
2

Deslocamentos Nodais: d= {L:)l}

N=[30a-9| 3@+9)]

N |-
[ IE—

k® = f_llgT.Q.B-lﬂ d§ = f—11% lL
L

EA _
o kW = - [_11 11]

Parametrizando a carga para o sistema natural, teremos:
=0
=b

by .
P oY > by = Niby +Nzb, = by =2 (1+8)
1(x=L)

1

1 7A=9] L b 1 [(1—=F)
feq” = J2,NT-by. 1] dg = [, E(l+E)]'5(1+E)'5dzz?f'1 [(1+E)] (1+8)dg

Ig

Através de integracdo numérica, para: 2n — 1 = 1 (£?), portanto n = 2 teremos:

€1=-0.5773502692, w1 =1 I = {1,33333} W b b
& =+ 0.5773502692, w2 =1 3 2,66667 eq g%
Resolvendo o sistema, temos:
bL?
b
k0.d = fo" +X ={u = —

Adimensionalizando:

bl? _ EA 1
U(§)=m(1—z) = uZU(X).E:E(l—E)
bL . A 1
G(§)=E.E=—a = G:G(X)'E:_g



4.2.3. 1 (um) Elemento Quadratico de 3 (trés) nds

0
Forcas Concentradas nos nés: X = {Xz}

0
Uy
Deslocamentos Nodais: d= {0 }
Us
N=[N1| N2| N3] 2L=[N1.§| NZ.El N3,E]
1
Ny =—-8(1-%) Nig=—3>+%
1
N2=EE(1+E) N2’§=%+E
Ny =1-—§& Nae = —2

Para discretizar a geometria (reta), bastam os nds 1 e 2, com coordenadas nodais:

Gy = {E} , Subparametrizando, ou seja, utilizando as funcdes de forma linear

adotando apenas 0s nos 1 e 2 teremos:

=nG=l-3 | S =E =S
B=]"Du=f[-;+¢| ;+e| -2
: n |2
k(l):flgT_Q_§.|1|d§=T_1 %+E .[—%+z| %+z| -2 |d
2

Ig

Através de integracdo numérica, para: 2n — 1 = 2 (£?), portanto n = 2 teremos:
&1 =-0.5773502692, w1 =1
& =+ 0.5773502692, w2 =1

= 016667 116667 —1,33333 fk® = 22

1,16667 0,16667 —1,33333]
—1,33333 —1,33333 2,66667
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Parametrizando a carga para o sistema natural, teremos:

b1egy =0
b3(X=L/2) 22 b(g,) = N{‘.bl + N%.bz = b(E) = 2(1 +¢)
ba ey =D
——z( -9
b _ T p — —
feg ‘f NT.b.[)|ds = ” zma} o= flf((l”a A+Dd
1-8 -

Para 0 carregamento equivalente, 2n — 1 = 3 (&%), portanto n = 2, utilizando os
mesmos pontos de Gauss adotados para a rigidez teremos:

0 bL 1
I = {1,33333} o foq” =271 = bL. /6
2,66667 — 1/

Resolvendo o sistema abaixo, obtém-se os deslocamentos incognitos:

kM.d=f,>+X = {ul} _ b2 {0,3333}

L= uz) ~ 26 10,2917
o a ) 0,3333
up = [-2851-9 | Jga+n | 1-8 . NN
EA 1

— 1
= 0= Upy oy = 5|~ 351 —§).03333 + (1-§).0,2917|

0, 3333}

om=Ee==|-3+8 | 2+8 | -2t {02917

=G =00.o- = |(—3+§).03333 - 2£.0,2917|
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4.2.4. 1 (um) Elemento Cuabico de 4 (quatro) nos

EQL\

\0
C—o—o—h—b—'\—o—.—o b—» “E
4

1 2 3

Forgas Concentradas nos nés: X =

Deslocamentos Nodais: d=

N: [Nl | N2 | N3 I N4-] QL = [Nl,E | NZ,E | N3,E | N4.E]

) e (roas)
—ﬂ(é—f—z+% Nn——-@?———ﬂ
oY) neeoE (i)
N, = (E3+E2 -3 le——(3§2+2§“)

Para discretizar a geometria (reta), bastam os nds 1 e 4, com coordenadas nodais:

C, = {0} , Subparametrizando, ou seja, utilizando as funcdes de forma linear

adotando ap%enas 0s nos 1 e 4 teremos:
=buG=[-3 | 3= el
B=1_12L=%-[N1§| Npg | Nag | Nag |
1 2EA 1[21'5
km—LEQEM&=7jj»£%[MH Nog | Nag | Nag |dg
N

Através de integracdo numérica, para: 2n — 1 = 2 (&%), portanto n = 3 teremos:
&1 =—0.774596697, w1 = 0.5555555556

& =0, w2 =0,8888888889

&3 =+ 0.774596697, w3 = 0.5555555556
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1,8500 —2,3625 0,6750 —0,1625
L _|—23625 54000 —37125 0,6750 k@ = ZEA
=8 0,6750 —3,7125 5,4000 —2,3625 "3 L -8
—-0,1625 0,6750 —2,3625 1,8500

Parametrizando a carga para o sistema natural, teremos:

b1 _ = 0
(x=0)
b b
b3(X=L/2) =3 b(g,) = N{‘.bl + N%.bz = b(E) = 5(1 + %)
bZ(X=L) = b
N, N,
b 1 T 1| N 1| N,
= [LNTbffag = [ 2 [bfifde = 00| 2+ dg
N, N,

Ig

Através de integracdo numérica, para: 2n — 1 = 4 (&%), portanto n = 3 teremos:

&1 =-0.774596697, w1 = 0.5555555556
&2 =0, w2 =0,8888888889
&3 =+ 0.774596697, w3 = 0.5555555556

0,06667 0,0167
~ ) 0,30000 e b_bL o ]0,0750
L =14120000 “feq” =7 I =bL94'3000
0,43333 0,1083

Resolvendo o sistema abaixo, obtém-se os deslocamentos incognitos:

uy (0,167
KD.d = o +X = {uz} ~ E{0,1605}

Uz 0,1173
0,1667
bL2 0,1605
U(E) = E'[ Nl | NZ I N3 | N4- ]' 0’1173
0

>0= u(x).:% =[0,1667.N; + 0,1605.N, + 0,1173.N;]

0,1667

0,1605

0,1173
0

G(z)—EE—ZbL[N15| Nag | Nag | Nag |

=5 = o(x).;‘—L = 2.[0,1667.Ny ¢ + 0,1605.Ny¢ + 0,1173. N3]

25



4.2.5. Resultados Comparativos

22 CASO - b(x) = b.x/L

DESLOCAMENTOS - U(x)

TENSOES - 5(x)

& | 0/Y  alitica | 2N6s | 3Nos | 4Nos | | Analitica | 2Nés | 3 Nés | 4 Nés
-1,00 | 0,00 0,1667 0,1667 | 0,1667 | 0,1667 0,0000 -0,1667 | 0,0835 | -0,0002
-0,90 | 0,05 0,1666 0,1583 | 0,1702 | 0,1667 -0,0013 -0,1667 | 0,0584 | -0,0014
-0,80 | 0,10 0,1665 0,1500 | 0,1725 | 0,1665 -0,0050 -0,1667 | 0,0334 | -0,0051
-0,70| 0,15 0,1661 0,1417 | 0,1735 | 0,1661 -0,0113 -0,1667 | 0,0084 | -0,0113
-0,60 | 0,20 0,1653 0,1333 | 0,1733 | 0,1653 -0,0200 -0,1667 | -0,0166 | -0,0201
-0,50 | 0,25 0,1641 0,1250 | 0,1719 | 0,1641 -0,0313 -0,1667 | -0,0416 | -0,0313
-0,401| 0,30 0,1622 0,1167 | 0,1692 | 0,1622 -0,0450 -0,1667 | -0,0666 | -0,0450
-0,30| 0,35 0,1595 0,1083 | 0,1652 | 0,1595 -0,0613 -0,1667 | -0,0916 | -0,0612
-0,20| 0,40 0,1560 0,1000 | 0,1600 | 0,1560 -0,0800 -0,1667 | -0,1166 | -0,0800
-0,10| 0,45 0,1515 0,0917 | 0,1536 | 0,1515 -0,1013 -0,1667 | -0,1416 | -0,1012
0,00 | 0,50 0,1458 0,0833 | 0,1459 | 0,1458 -0,1250 -0,1667 | -0,1667 | -0,1250
0,10 | 0,55 0,1389 0,0750 | 0,1369 | 0,1389 -0,1513 -0,1667 | -0,1917 | -0,1512
0,20 | 0,60 0,1307 0,0667 | 0,1267 | 0,1307 -0,1800 -0,1667 | -0,2167 | -0,1800
0,30 | 0,65 0,1209 0,0583 | 0,1152 | 0,1209 -0,2113 -0,1667 | -0,2417 | -0,2112
0,40 | 0,70 0,1095 0,0500 | 0,1025 | 0,1095 -0,2450 -0,1667 | -0,2667 | -0,2450
0,50 | 0,75 0,0964 0,0417 | 0,0886 | 0,0964 -0,2813 -0,1667 | -0,2917 | -0,2813
0,60 | 0,80 0,0813 0,0333 | 0,0733 | 0,0813 -0,3200 -0,1667 | -0,3167 | -0,3200
0,70 | 0,85 0,0643 0,0250 | 0,0569 | 0,0643 -0,3613 -0,1667 | -0,3417 | -0,3613
0,80 | 0,90 0,0452 0,0167 | 0,0392 | 0,0452 -0,4050 -0,1667 | -0,3667 | -0,4051
0,90 | 0,95 0,0238 0,0083 | 0,0202 | 0,0238 -0,4513 -0,1667 | -0,3917 | -0,4514
1,00 | 1,00 0,0000 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 -0,5000 -0,1667 | -0,4168 | -0,5002

Tabela 2 - Valores de Deslocamentos e Tensdes para o 2° Caso (bx/L).
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DESLOCAMENTOS

0,20

0,18

0,16 %

|

Al 3

0,14

0,12

0,10

0,08

0,06

0,04

0,02

0,00

hi

0,00

0,20

0,40 0,60 0,80 1,00
(x/L)

Analitica

—o— 2 Nés

—-4—-3Nés

--3-=-4 Nos

Gréfico 3 - Deslocamentos para o 2° Caso (bx/L).

0,20

TENSOES

0,10

S

v

0-40 0-60 0-20 1.00
U U,0U U,0U 1,

-0,20

~ N

-0,30

-0,40

-0,50

-0,60

(x/1)

Analitica

—o— 2 Nés

—-4—-3Nés

--3-=-4 Nos

Gréfico 4 - Tensbes para o 2° Caso (bx/L).
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4.3. 3° CASO: Carregamento quadratico, b(x) = b.x?/L2

4.3.1. Solucdo Analitica

Dados que:

Ax =A
b.x?

boy =17

Modulo de Elasticidade E

Partindo da equacao diferencial:

62u —_ b(X) — _ bX2
0x? EA EAL?
a 5~ 0U _ bX3
12 Integragao: w = Az T O
~ bx*
2% Integragao: ugy = — Seaz T Xt ¢

Condicoes de contorno:

du
— =0 =[c;=0
.

bL2
Ug=r) =0 = |c; = 12EA
Assim, teremos:
Adimensionalizando:
_bi2 i_i(§)4 s i=ug A = [ -2 ()°
Yo = Ea T2 7127\ U= Ueo bz = (27120 L
ou\ _bL [ 1/x\3 B A 1 x>
°<X)_E'(&)‘X'[_§(E> ] =z G=0(X)-E=_§(E)
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4.3.2. 1 (um) Elemento Linear de 2 (dois) nos

}
}

0

Forgas Concentradas nos nés: X = {X
2

{

Uy

Deslocamentos Nodais: 0

d

U(X) = aO + al.X

Ux=0) = ap ta5.X =y o = Ug
{u(x=L)= ap +a;.x = UZ:{31=(u2;u1)
Ux) = (1—3)-U1+(3).u2
v= it | 5]
B=| -1 | ¢ ]
D = A.[E]
1
k® = ['B".D.Bdx = [’ f .AE.[—% | %]dx: B

1/12
1/4

bx?

‘12

L L
fG_qb = fo MTb(X) dX = fo

ol

-1

[—11 1

]

Resolvendo o sistema linear abaixo, obtém-se o deslocamento desconhecido us.

k(l)'g = feqb +X

1/12
1/4

-1
1

U,
0

B4 T J =

Uy

}= bL.{ }+ {)?2

bL?
12EA

Substituindo d, teremos:

Adimensionalizando:

_bL? (1 _
d= 12EA {0} = U =Nd
bLZ 1 X _ EA
“<X>‘E'E(1_E) = U=U 03 = 1o
Jdu bL
o0 =E.(5) = ~1oa =

1

(1

3

A 1

o = G(X).Ez _E
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4.3.3. 1 (um) Elemento Quadratico de 3 (trés) nds

0
Forcas Concentradas nos nés: X = {Xz}

0
Uy
Deslocamentos Nodais: d= {0 }
Us
N=[N1| N2| N3] 2L=[N1.§| NZ.El N3,E]
1
Ny =—-8(1-%) Nig=—3>+%
1
N2=EE(1+E) N2’§=%+E
Ny =1-—§& Nae = —2

Para discretizar a geometria (reta), bastam os nds 1 e 2, com coordenadas nodais:

Gy = {E} , Subparametrizando, ou seja, utilizando as funcdes de forma linear

adotando apenas 0s nos 1 e 2 teremos:

=nG=l-3 | S =E =S
B=]"Du=f[-;+¢| ;+e| -2
: n |2
k(l):flgT_Q_§.|1|d§=T_1 %+E .[—%+z| %+z| -2 |d
2

Ig

Através de integracdo numérica, para: 2n — 1 = 2 (£?), portanto n = 2 teremos:
&1 =-0.5773502692, w1 =1
& =+ 0.5773502692, w2 =1

= 016667 116667 —1,33333 fk® = 22

1,16667 0,16667 —1,33333]
—1,33333 —1,33333 2,66667
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Parametrizando a carga para o sistema natural, teremos:

B1geg) = 0
byt ) =7 | by = NE-by + Nb.by + Nbby = by =2 (82 + 28+ 1)
bygery = b
1
. |-z -9)]
_ _ 1
"= [ f1| Ly |2
1-g
bL 1 _E(l - E)
=== | |sa+y [.@+2+Da
2(1-8)
Iy

Para 0 carregamento equivalente, 2n — 1 = 4 (&%), portanto n = 3, utilizando os
mesmos pontos de Gauss adotados para a rigidez teremos:

—0,2667 bL —-0,0167
lz = { 2,4000 } o feqb = 1_6!E = bL{ 0,1500 }
3,2000 - 0,2000

Resolvendo o sistema abaixo, obtém-se os deslocamentos incognitos:

kM.d=f2+X = {ul} _ bL? {0,1667}

<a 7= 7 llusg) ~ 28a10,1583
PR ) 0,1667
up =g [—380-0 [ Ha40 [ 1= g 0

_ EA 1 1
=0 =Upy oy =5.[-381—©.0,1667 + (1 —§).0,1583]

bL L L 0,1667
G(§)=E.E=X.[—E+E| E+E | —22].{01(%83}

=G =00.o- = |(—3+§).0,1667 — 2£.0,1583]
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4.3.4. 1 (um) Elemento Cuabico de 4 (quatro) nos

EQL\

\0
C—o—o—h—b—'\—o—.—o b—» “E
4

1 2 3

Forgas Concentradas nos nés: X =

Deslocamentos Nodais: d=

N: [Nl | N2 | N3 I N4-] QL = [Nl,E | NZ,E | N3,E | N4.E]

) e (roas)
—ﬂ(é—f—z+% Nn——-@?———ﬂ
oY) neeoE (i)
N, = (E3+E2 -3 le——(3§2+2§“)

Para discretizar a geometria (reta), bastam os nds 1 e 4, com coordenadas nodais:

C, = {0} , Subparametrizando, ou seja, utilizando as funcdes de forma linear

adotando ap%enas 0s nos 1 e 4 teremos:
=buG=[-3 | 3= el
B=1_12L=%-[N1§| Npg | Nag | Nag |
1 2EA 1[21'5
km—LEQEM&=7jj»£%[MH Nog | Nag | Nag |dg
N

Através de integracdo numérica, para: 2n — 1 = 4 (&%), portanto n = 3 teremos:
&1 =—0.774596697, w1 = 0.5555555556

& =0, w2 =0,8888888889

&3 =+ 0.774596697, w3 = 0.5555555556
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1,8500 —2,3625 0,6750 —0,1625
L _|—23625 54000 —37125 0,6750 k@ = ZEA
£7106750 —3,7125 54000 —2,3625 T T

-0,1625 0,6750 —2,3625 1,8500

Parametrizando a carga para o sistema natural, de forma Isoparamétrica, teremos:

b1 _ :0
(x=0)
" b I{ 0 \I
b3(X=L/ i) 1/
’ zb b =Db [Ny | Ny | N3 | Ny ].44/9}
bz(x=2L/3) =9 l 19J
bZ(X=L) :b
(01
b ! bL 1 21 I1/9I
f®= [ NUbffas= 2 [ [ 2l INGT NI Nal N, ].44 ae
- -1 2 -1 N3 /9}'
4
1

Através de integracdo numérica, para: 2n — 1 = 6 (£°), portanto n = 4 teremos:
E1=— & =-0.8611363115, m1 = w4 = 0.3478548451
& = — &3 =—-0.3399810435, m2 = w3 = 0.6521451548

0,0167 0,0083
100 b bl 0,0
e =1904500 “feq =5 Lg=DbL 14955

0,2000 0,1000

Resolvendo o sistema abaixo, obtém-se os deslocamentos incognitos:

upy (00833
k®.d=f"+X = {uz} = ﬁ{0,0827}

- Uz 0,0673
0,0833
bL2 0,0827
0

>0= u(X).% = [0,0833.N; + 0,0827.N, + 0,0673. N;]

0,0833

b 0,0827

G(E)=E.a=%'[ Nug | Ngg | Nag | Nag ] 0,0673
0

=5 = o(x).;‘—L = 2.[0,0833.Ny ¢ + 0,0827.Ny¢ + 0,0673. N3]
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4.3.5. Resultados Comparativos

32 CASO - b(x) = b.x?/L2

DESLOCAMENTOS - U(x)

TENSOES - 5(x)

& | 0/Y  alitica | 2N6s | 3Nos | 4Nos | | Analitica | 2Nés | 3 Nés | 4 Nés
-1,00 | 0,00 0,0833 0,0833 | 0,0834 | 0,0833 0,0000 -0,0833 | 0,0666 | -0,0167
-0,90 | 0,05 0,0833 0,0792 | 0,0863 | 0,0827 0,0000 -0,0833 | 0,0516 | -0,0079
-0,80 | 0,10 0,0833 0,0750 | 0,0885 | 0,0825 -0,0003 -0,0833 | 0,0366 | -0,0016
-0,70| 0,15 0,0833 0,0708 | 0,0900 | 0,0825 -0,0011 -0,0833 | 0,0216 | 0,0021
-0,60 | 0,20 0,0832 0,0667 | 0,0907 | 0,0826 -0,0027 -0,0833 | 0,0066 | 0,0034
-0,50 | 0,25 0,0830 0,0625 | 0,0906 | 0,0828 -0,0052 -0,0833 | -0,0084 | 0,0022
-0,401| 0,30 0,0827 0,0583 | 0,0898 | 0,0828 -0,0090 -0,0833 | -0,0234 | -0,0016
-0,30| 0,35 0,0821 0,0542 | 0,0883 | 0,0826 -0,0143 -0,0833 | -0,0384 | -0,0078
-0,20| 0,40 0,0812 0,0500 | 0,0860 | 0,0820 -0,0213 -0,0833 | -0,0534 | -0,0166
-0,10| 0,45 0,0799 0,0458 | 0,0829 | 0,0809 -0,0304 -0,0833 | -0,0684 | -0,0278
0,00 | 0,50 0,0781 0,0417 | 0,0792 | 0,0792 -0,0417 -0,0833 | -0,0834 | -0,0416
0,10 | 0,55 0,0757 0,0375 | 0,0746 | 0,0767 -0,0555 -0,0833 | -0,0983 | -0,0578
0,20 | 0,60 0,0725 0,0333 | 0,0693 | 0,0733 -0,0720 -0,0833 | -0,1133 | -0,0766
0,30 | 0,65 0,0685 0,0292 | 0,0633 | 0,0690 -0,0915 -0,0833 | -0,1283 | -0,0979
0,40 | 0,70 0,0633 0,0250 | 0,0565 | 0,0635 -0,1143 -0,0833 | -0,1433 | -0,1216
0,50 | 0,75 0,0570 0,0208 | 0,0489 | 0,0568 -0,1406 -0,0833 | -0,1583 | -0,1479
0,60 | 0,80 0,0492 0,0167 | 0,0407 | 0,0487 -0,1707 -0,0833 | -0,1733 | -0,1767
0,70 | 0,85 0,0398 0,0125 | 0,0316 | 0,0391 -0,2047 -0,0833 | -0,1883 | -0,2080
0,80 | 0,90 0,0287 0,0083 | 0,0218 | 0,0278 -0,2430 -0,0833 | -0,2033 | -0,2418
0,90 | 0,95 0,0155 0,0042 | 0,0113 | 0,0149 -0,2858 -0,0833 | -0,2183 | -0,2781
1,00 | 1,00 0,0000 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 -0,3333 -0,0833 | -0,2333 | -0,3169

Tabela 3 - Valores de Deslocamentos e Tensdes para o 3° Caso (b.x3/L?).
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Grafico 5 - Deslocamentos para o 3° Caso (b.x#/L?2).
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Gréfico 6 - Tensdes para 0 3° Caso (b.x?/L2).
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5. CONCLUSAO

Para os problemas avaliados neste trabalho, de uma barra engastada submetida a um
carregamento de corpo distribuido axialmente, através da comparagdo com as solucdes
analiticas pode-se concluir que a utilizacdo de elementos finitos de barra é valida. As
aproximacdes sdo continuas para o deslocamento. Como o elemento utilizado é de
continuidade Co, pode-se notar que para as tensdes ndo se obteve a mesma continuidade
nos resultados.

Porém deve-se ressaltar que devido a natureza polinomial, tanto da solugéo analitica
quanto das aproximacdes de deslocamentos utilizando-se elementos finitos, neste caso,
houve uma convergéncia entre os valores calculados nos nds do modelo.

Para outro problema, como por exemplo, se a area da barra variasse em funcéo de x,
esta mesma convergéncia dos resultados calculados nos nés do modelo, ndo seria
obtida, pois a solugdo matematica da equacdo diferencial que rege o problema néo teria
um carater polinomial e, no caso desse exemplo, teria solucdo logaritmica.
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