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Resumo

Devido a sofisticagao dos produtos financeiros nos anos recentes, os modelos proba-
bilisticos de tempo continuo dados por equacoes diferenciais estocédsticas tém merecido
a atencao crescente por parte de analistas do mercado financeiro e de académicos. Para
superar a limitacao de alguns modelos, é necessario considerar a forma como as taxas
de juros se desenvolvem ao longo do tempo. Neste trabalho a estimacao do coeficiente
de tendéncia dos modelos de Vasicek e de Cox-Ingersoll-Ross ¢é realizada utilizando-se
estimadores de maxima verossimilhanca discretizados e de minimos quadrados ordinarios.
Contorna-se a necessidade de se conhecer o valor do coeficiente de difusao e confirma-se
a presenca do vicio dos estimadores, por se considerar observacoes em tempo discreto
para modelos de tempo continuo. Sao apresentadas comparagoes dos desempenhos dos
estimadores variando-se o intervalo de discretizagao e o tempo de observacao do processo.
Os coeficientes de tendéncia de ambos os modelos sao estimados pelos dois métodos,

obtendo-se a trajetéria esperada das taxas de juros de cinco conjuntos de dados reais.

Palavras-chave: Equagoes diferenciais estocasticas, Estrutura a termo das taxas de
juros, modelo de Vasicek, modelo de Cox-Ingersoll-Ross, Esquema de discretizacao de

Euler.



Introducao

Nas areas quantitativas da ciéncia, o estudo dos fenomenos naturais e a busca de
solucoes para problemas reais realizam-se com base em modelos para estes fenomenos
e problemas. Em muitos destes casos a modelagem proposta se traduz numa equacao

diferencial. Por exemplo, considere o modelo

Este modelo representa o crescimento populacional. N(t) é o tamanho da populagao
no instante de tempo t, e a(t) é a taxa de crescimento relativo no instante de tempo t.
Este modelo matematico se torna mais realistico se alguma aleatoriedade for incluida em
sua formulagao. Assim, podemos pensar que a(t) nao é completamente conhecido, mas

que esta sujeito a algum efeito aleatério do meio ambiente, de modo a termos, na verdade,

a(t) = r(t) + “ruido”

onde nao conhecemos o valor exato do termo “ruido”, somente sua distribuicao de proba-

bilidade, e r(t) é assumido como deterministico. Deste modo, obtem-se

%ﬁ(’f) = ()  “ruido”IN(1),  N(0) = A
que é 0 mesmo que
%ﬁ(’f) _ A(ON() + “ruido’ N(£),  N(0) = A, (1)



De acordo com Oksendal [32], a equagao (1) é um dos exemplos mais simples de
equagao diferencial estocéstica (EDE). As EDEs abordadas neste trabalho tém a seguinte
forma geral

dXy = f(t, Xy)dt + g(t, Xy)dWs, Xo=wz0, 0<t<T (2)

onde {W;,t > 0} é um Movimento Browniano padrao e T é o instante de tempo até o
qual o processo é observado. As fungoes f e g sao, em geral, chamadas de coeficientes, ou
funcoes de tendéncia e de difusao, respectivamente.

A fim de nédo deixar duvidas sobre a equagao (2), é interessante observar a definigao

de Movimento Browniano padrao, segundo Billingsley [6]:

“O Movimento Browniano ou Processo de Wiener é um processo estocéstico [W; : ¢ > 0]

sobre algum (€2, F, P), com as seguintes propriedades:
(i) O processo comega em 0: P[W, = 0] = 1.
(ii) Os incrementos sao independentes: se 0 <t <ty < ... < t,_1 < t, entao

PW,, —=W,_, € Hy,i < k] = [ PIW:, — Wi_, € Hil.
i<k
(iii) Para 0 < s < t o incremento W; — Wy é normalmente distribuido com média 0 e

variancia t — s:

P[W, - W, € H) = —%/2t=9)

=
—— [ e
27(t — s) Ju
Mais precisamente, a equagao dada em (2) vem da equagao
dX;

dt

que passa a ser escrita na forma

= f(t, Xy) + g(t, X¢) “ruido”

dX, = f(t, X))dt + g(t, X;) “ruido” dt

e entao



dXt = f(t, Xt)dt + g(t, Xt)th .

Finalmente, a interpretacdo que usamos para (2) é a interpretacao segundo It6 (ver

Oksendal, [32]), significando que o processo X; é uma solugao da equacao integral

T T
XT = XO + / f(t7 Xt>dt + / g(t7 Xt)th ) (3)
0 0

na qual a ultima integral,

/0 g(t, Xy)dW,, (4)

que é uma integral estocastica, esta tratada neste trabalho segundo a interpretacao de Ito
(ver capitulo 2). Esta é uma entre vdrias escolhas razodveis para se interpretar (4) e um
detalhamento sobre integrais de It0 esta fora do escopo do trabalho. A solucao de uma
equacao do tipo (2) pode ser imaginada como a descrigao matematica do movimento de
uma pequena particula num fluido em movimento e continuamente sujeita a um grande
numero de pequenos choques moleculares que produzem um comportamento aleatorio da

particula, dai tais processos estocdsticos serem chamados de processos de difusao. Veja

(Oksendal [32].

No contexto da aplicacao deste trabalho, a pequena particula é considerada como a
taxa de juros de curto prazo, o meio no qual ela esta imersa é o mercado financeiro e os

choques aleatdrios sao a infinidade de fatores que influenciam a taxa.

O objetivo deste trabalho é estimar o Coeficiente de Tendéncia de duas EDEs: uma é
conhecida na literatura de processos estocasticos como o Processo de Difusao de Ornstein-
Uhlenbeck e a outra como o Processo de Difusao de Feller (Cleur e Manfredi, [11]). Na
literatura financeira esses mesmos processos sao conhecidos como Modelo de Vasicek e
Modelo de Cox, Ingersoll e Ross (CIR), respectivamente. Suas expressoes sao dadas por:

Vasicek:

dX; =k(v=X)dt+o dW,, a>0, k>0 (5)
CIR:
dX; =k(v —Xp)dt + o/ Xy dWy, a>0, k>0 (6)

10



Embora o problema de se estimar o Coeficiente de Difusao também seja de interesse e
esteja relacionado com o andlogo do Coeficiente de Tendéncia, em nosso trabalho o pro-
cedimento para se obter as estimativas de k e v nao leva em consideracao o conhecimento
a priori de o, conforme adotado em alguns outros trabalhos, como em Cleur e Manfredi,
[11]. Como procuramos tratar de um problema relevante do ponto de vista prético, em
nossas simulagoes as estimativas sao obtidas como se nao conhecéssemos o verdadeiro

valor de o, usado apenas na geracao dos processos.

O restante deste trabalho foi dividido em quatro capitulos, da forma como segue. No
capitulo 1 fazemos uma revisao da literatura existente, relacionando algumas pesquisas
com abordagens variadas, subdivididas nas abordagens paramétrica e nao-paramétrica. O
capitulo 2 apresenta conceitos basicos, mas importantes do Calculo Estocastico, relevantes
para o desenvolvimento deste trabalho. O resultado chave utilizado nao s6 em nosso
trabalho como também frequentemente nessa area de pesquisa ¢ a Férmula de It6. O
capitulo 3 apresenta a descricio da Estrutura a Termo das Taxas de Juro!, além de
outros conceitos de finangas relacionados a essa area de aplicacao. O capitulo 4 trata
das simulagoes, em que os experimentos comparam dois métodos de estimacao para um
dos parametros que fazem parte do Coeficiente de Tendéncia dos modelos de EDE aqui
abordados. O capitulo 5 ilustra a abordagem utilizada neste trabalho com aplicagoes
a alguns conjuntos de dados reais de taxas de juros. Por fim, no capitulo 6, temos as

consideracoes finais e idéias de trabalhos futuros.

Ver secao 3.3, pagina 44
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Capitulo 1

Revisao de Literatura

O objetivo deste capitulo é relacionar o maior niimero possivel de trabalhos existentes
na literatura dessa area, até o momento do fechamento de nosso trabalho, de modo a
propiciar aos leitores uma visao geral satisfatéria em termos da variedade de metodologias
ja empregadas. O problema da inferéncia para processos estocasticos de parametro de
tempo continuo, assim como em muitos outros casos, também admite as abordagens

paramétrica e nao-paramétrica.

E importante salientar que nenhum aprofundamento foi feito nessas referéncias, em-
bora algumas delas merecam certo destaque, pela atualidade ou pela contribui¢ao que
trazem aos pesquisadores tedricos e também aqueles com interesses mais voltados para
a pratica. Sao eles os trabalhos de Durham e Gallant [14], Jiang e Knight [25] e Fan e

Zhang [17], os quais tém suas linhas gerais apresentadas nas duas préximas segoes.

1.1 Abordagens Paramétricas

No trabalho de Chan et. al.,[10] uma variedade de modelos em tempo continuo para
a taxa de juro de curto prazo é estimada e comparada empiricamente utilizando-se o
Método dos Momentos Generalizado. Encontra-se que os melhores modelos para explicar
a dinamica da taxa de juro de curto prazo sao aqueles que permitem que a volatilidade

(denominacao empregada livremente em finangas para se referir a variabilidade) das ta-

12



xas mude, sendo assim modelos mais sensiveis ao nivel da taxa livre de risco. Alguns
modelos mais conhecidos mostram-se pobres nas comparacoes, devido as suas restrigoes
implicitas sobre a volatilidade da estrutura a termo! . Os resultados destas comparacoes
tém implicagoes importantes no uso dos diferentes modelos para a estrutura a termo das

taxas.

Nao obstante a variedade de modelos, relativamente pouco se sabia sobre como eles se
comparavam em termos de suas capacidades de capturar o comportamento real da taxa
de juro de curto prazo livre de risco. A principal razao para isto foi, provavelmente, a
falta de uma estrutura geral comum na qual os diferentes modelos pudessem ser aninhados
como casos particulares. Desse modo os trabalhos empiricos nesta area focavam modelos
especificos e nao as comparagoes entre eles porque sem uma estrutura comum era dificil

avaliar desempenhos relativos de um modo consistente.

Dois novos métodos sao desenvolvidos com a finalidade de realizar inferéncia estatistica
em modelos economicos dinamicos nao lineares em Smith [38]. Ambos requerem pouca tra-
tabilidade analitica, sendo baseados na simula¢gao numérica do comportamento dinamico

dos modelos.

Embora um dos estimadores seja assintoticamente mais eficiente que o outro, um
estudo de Monte Carlo mostra que, para uma aplicacao especifica, o estimador menos
eficiente possui erro quadratico médio menor em amostras de tamanho tipicamente encon-
tradas na macroeconomia. O estimador com performance superior em amostras pequenas
¢ usado para estimar um modelo de ciclo de negécios real usando dados de séries tem-
porais americanas. Tais métodos sao chamados, respectivamente, o Método Estendido
dos Momentos Simulados (EMSM, em inglés) e Quase Méxima Verossimilhanca Simulada

(SQML, em inglés).

O trabalho de Gourieroux et. al. [20] apresenta métodos de inferéncia que se baseiam
em um critério “incorreto”, no sentido de que a otimizacao de tal critério nao fornece

diretamente um estimador consistente do parametro de interesse. O argumento desse

Ver secdo 3.3, pagina 44
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critério, chamado parametro auxiliar, pode ter uma dimensao maior do que a do parametro
de interesse. Um segundo passo, baseado em simulagoes, fornece um estimador consistente
e assintoticamente normal para o parametro de interesse. Varios testes sao propostos e
os métodos descritos nesse artigo exigem apenas que o modelo possa ser simulado, sendo,
por esta razao, uteis para modelos cuja complexidade inviabilizam uma abordagem direta.
Areas como microeconomia, macroeconomia e finangas sao sugeridas como campos de

aplicacao.

A teoria da estrutura a termo dos pregos de titulos indexados devida a Cox, Ingersoll e
Ross (CIR) é testada em Gibbons e Ramaswamy [19]. O método econométrico usado é o
Método Generalizado dos Momentos e explora a distribuicao de probabilidade da varidvel
de estado do modelo CIR, que por ser um modelo de uma tnica variavel (no caso a taxa

de juros instantanea) permite testes empiricos sobre a dinamica da estrutura a termo.

O método permite estimar um modelo em tempo continuo baseado em dados amos-
trais discretos. Os testes indicam que o modelo CIR para indices de titulos desempenham
razoavelmente bem quando confrontados com retornos de Notas do Tesouro. As esti-
mativas indicam que as curvas de rendimento podem tomar varias formas. Entretanto,
os modelos ajustados sao pobres para explicar a correlacao serial nos retornos reais das

Notas do Tesouro.

Em Danielsson [13] o modelo de volatilidade estocdstica é usado para estimar a
dinamica de precos didrios de ativos. Devido as grandes dimensoes das integrais a serem
avaliadas para encontrar a densidade marginal dos pregos, nenhuma técnica convencional
é aplicavel. Um método Monte Carlo chamado de Maxima Verossimilhanca Simulada é
entao usado para obter a densidade marginal, onde a variavel latente é simulada condicio-
nada a informacao disponivel. O modelo é estimado com base em 2022 observagoes diarias
do indice Standard and Poor 500. Para comparacao, modelos ARCH sao estimados com

os mesmos dados.

Dois resultados importantes sao demonstrados nesse artigo. Primeiro, a estrutura
dinamica dos precos de ativos ¢é captada pelo modelo de volatilidade estocéstica e a es-

timacao do modelo, por maxima verossimilhanca simulada para o conjunto de dados em
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consideragao, ¢ bem sucedida. O modelo de volatilidade estocédstica dinamico consegue
capturar a nao normalidade dos pregos de ativos. Segundo, maxima verossimilhanca si-
mulada é um método viavel para estimar modelos de variaveis latentes dinamicos, tais
como os modelos de volatilidade estocastica dinamicos. As estimativas Monte Carlo de
uma verossimilhanga marginal com erro de 0,01% sao obtidas com a avaliacao de uma

integral multipla de dimensao 2022.

Num contexto onde a literatura financeira atual ja estava também muito relacionada
com as taxas de juro de curto prazo, Broze et. al.,[7] dd uma forma geral envolvendo
os modelos mais usuais e derivam uma versao de tempo discreto bem especificada. As
propriedades ergddicas sao estudadas para se construir um procedimento econométrico
consistente baseado numa abordagem de méaxima verossimilhanca e uma comparagao

empirica é feita usando dados de notas do tesouro americano.

Por fim uma estratégia de estimacao baseada em um método de estimacao indireta
com a mesma idéia desenvolvida em Gourieroux et. al., [20] é examinada. Essa estimagao
indireta resolve o problema do vicio de discretizagao, que normalmente é um problema
quando os dados sao observagoes de tempo discreto de uma trajetéria amostral continua.
A questao de estimar modelos de tempo continuo baseados em observagoes de tempo
discreto é um dos interesses deste trabalho e o modelo de Brennan-Schwartz (dX; =
k(v — X3)dt + o X; dW;), um Movimento Browniano Geométrico com termo de longo

prazo positivo, é bastante explorado.

Broze et. al. [7] ainda conclui que um vicio esté presente e que as estimativas usuais
de maxima verossimilhanca ou por momentos generalizados, baseados em modelos de
tempo discreto, sao inconsistentes. Consequentemente, valores ajustados por meio destes
procedimentos de estimagao deveriam ser manuseados com cuidado, especialmente quando

sao usados para a precificacao de derivativos.

O trabalho de Bianchi e Cleur [5] considera a estimacao de alguns modelos de equagao
diferencial estocastica utilizando o método de inferéncia indireta proposto em Gourieroux

et. al. [20] e usando dados discretos. A performance do método é analisada via Monte
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Carlo. Em particular os modelos de Vasicek e o de Cox-Ingersoll-Ross (CIR), usados em
financas, sao analisados. Os resultados mostram a capacidade da estimacao indireta para
remover o vicio resultante da discretizacao de modelos de tempo continuo. A simulagao

Monte Carlo é realizada de acordo com os métodos propostos em Smith [38], entre outros.

No trabalho de Overbeck e Rydén [33] s@o estudados dois estimadores para os pa-
rametros do modelo CIR baseados em quadrados minimos condicionais e o estimador
de méxima verossimilhanca. As propriedades assintéticas dos varios estimadores sao

discutidas e suas performances sao comparadas num estudo de simulagao.

As propriedades estatisticas de estimadores dos parametros do coeficiente de tendéncia
para processos de difusao sao estudadas por métodos numéricos modernos para equacoes
diferenciais estocasticas em Kloeden et. al. [26]. Esses métodos sado particularmente
uteis com dados amostrados discretamente, para os quais se pode construir estimadores
por aproximacoes discretas das integrais estocasticas que aparecem nos estimadores de

maxima verossimilhanca para as difusoes observadas continuamente.

Os efeitos da estimagao de um processo de Ornstein-Uhlenbeck e de um processo
Movimento Browniano Geométrico (ou modelos de Vasicek e de Brennan-Schwartz, res-
pectivamente, conforme conhecidos na literatura financeira), devido a dados mal gerados,
¢ investigado em Broze et. al. [8]. O método é chamado de Inferéncia Quase Indireta pelo
fato de um dos passos envolvidos na inferéncia indireta exigir a avaliacao das densidades
de transicao do processo de difusao relativo, que nao sao diretamente computaveis. Dessa
forma, uma abordagem natural é usar discretizagoes do modelo relativo com um passo de
discretizacao ainda menor que o passo das observacoes para se obter os dados simulados
e, assim, o modelo simulado nao é o verdadeiro. Um vicio assintético devido a este passo

de discretizacao fixo é uma consequencia desse procedimento.

Em Ait-Sahalia [1] modelos paramétricos sao testados por meio da comparacao de
suas densidades de transigao paramétricas com as respectivas densidades estimadas nao-
parametricamente. O modelo de tempo continuo nao é substituido por aproximagoes

discretas, mesmo com os dados sendo em intervalos de tempo discretos. A principal
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fonte de rejeicao dos modelos é a falta de linearidade do coeficiente de tendéncia. Em
torno do nivel médio do processo (a taxa de juros de curto prazo esperada) a tendéncia é
essencialmente zero e a taxa de juros instantanea se comporta como um caminho aleatério,
enquanto uma forte tendéncia de reversao a média ocorre quando o processo esta afastado

desse valor esperado. A volatilidade é maior nessa situacao.

Na maioria dos casos em que um processo de difusao é observado em instantes dis-
cretos, a densidade de transicao e, consequentemente, a funcao de verossimilhanca das
observagoes nao podem ser calculadas explicitamente. Usando polinomios de Hermite,
Ait-Sahalia [3] constréi uma sequéncia de func¢oes em forma fechada e mostra que ela
converge para a verdadeira (e desconhecida) fungao de verossimilhanga. Esse trabalho
documenta que tal aproximagcao é extremamente acurada como funcao das variaveis de es-
tado, o que nao necessariamente implica que as estimativas resultantes seriam, na pratica,
proximas das obtidas pelo verdadeiro EMV. Usando simulagdo de Monte Carlo obtem-se
evidencias de que esse método supera outros esquemas de aproximacao em situagoes re-
levantes para modelos financeiros. Em Ait-Sahalia [2] a abordagem citada logo acima é
aplicada a alguns modelos de taxas de juro, entre eles o modelo de Vasicek e o modelo

CIR.

Outro trabalho relevante seguindo a linha da densidade de transicao é o de Jensen
e Poulsen, [24], que compara técnicas para aproximar as densidades de transicdo dos
processos de difusao. Esse trabalho considera a aproximagao de Euler, a aproximagao
binomial, métodos baseados em simulagao, uma solucao numérica das equagoes diferencias

parciais de Fokker-Plank e aproximagoes por polinémios de Hermite Ait-Sahalia [3].

Levando em conta os erros absoluto e relativo e os tempos computacionais gastos,
Jensen e Poulsen, [24] conclui que a expansao em polinémios de Hermite é o melhor
método, sendo bastante superior aos outros trés. A segunda melhor abordagem é a que
envolve a resolucao da equacao diferencial parcial usando o método de Crank-Nicolson.
A terceira melhor opgao é a da aproximacao binomial, ficando a simulacao da densidade,

tanto se usados geradores pseudo aleatorios como quase aleatorios, como o pior deles.
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Encontramos em Pedersen [34] uma abordagem conhecida como Maxima Verossimi-
lhanga Simulada (SML, em inglés), que tem como base uma sequéncia de aproximagoes
da funcao de verossimilhanca, com resultados de convergéncia provados. Segundo esse
trabalho a estimacao por meio dessa aproximacao é facil e de aplicacao geral. A idéia
principal desse trabalho é derivar as aproximagoes com base nas observagoes discretas, evi-
tando assim os problemas encontrados quando os métodos de estimagao para observagoes

discretas sao desenvolvidos com base na teoria para observacoes continuas.

Essa abordagem pode, em principio, levar a aproximagoes da verdadeira funcao de
densidade de transicao arbitrariamente boas. Entretanto, estudos posteriores mostraram
que o método é computacionalmente pesado (ver Durham e Gallant [14]). Para uma dada
realizagdo do processo dX; = u(Xy,0) + o(Xy, 0)dW,, isto é, considerando uma amostra
{X; = X(t;),1 = 0,1,...,n}, sejam p(zy,t; x5, ), para s < t, a fungdo densidade de
transigao de X (¢,0)| X (s,0) e

(0) =) log(p(Xisti | Ximistioi; 0)) (1.1)

i=1
o logaritmo da fungao de verossimilhanga. Para aproximar (1.1) considera-se a partigdo
do intervalo [s,t]: s =7 <7 < ... <7y =t. As varidveis X(7),..., X(7a—1) ndo sao
observadas e devem ser integradas. Como o processo de difusao é markoviano, entao a

aproximacao da verdadeira funcao de densidade é dada por

M-1
p(M) (zta ta Ts, S, 9) = / H p(l) (um+1> Tm+41; Um, Tm)d)\(ula cee >uM—1) (12)
m=0
onde A\ é a medida de Lebesgue, ug = x, up = 2 €

p W (@, t; g, 5,0) = by x5 + () (t — 5), 02 () (t — 5)) (1.3)

é a sub-densidade de transigao, sendo ¢(z; 1, 0?) a fungao densidade da distribuigao Nor-
mal. Dessa forma a aproximacao do logaritmo da funcao de verossimilhanca é expresso

CcOo1mo

1 (6) = ZZOQ[PM(Xz’>ti | Xi1,ti—1; 0)] (1.4)
i1
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Ainda sobre Pedersen [34] é interessante notar que o esquema de discretiza¢ao usado
é o de Euler-Maruyama (ou apenas Euler), que é o mais simples entre a familia das
aproximacoes estocdsticas de Taylor porque é o Unico que permite que a densidade de
transicao da Cadeia de Markov aproximada seja conhecida. Segue que uma convergeéncia
mais rapida é esperada quando o coeficiente de difusao da equagao diferencial estocastica
nao depender da variavel de estado, dado que, nesse caso, o esquema de Euler é equivalente

ao de Milstein, que possui convergéncia mais rapida.

Santa-Clara [37] desenvolve um novo método econométrico para estimar processos
de tempo continuo a partir de dados amostrados discretamente. Ele estende a técnica de
maxima verossimilhanca para casos onde a densidade de transicao nao pode ser encontrada
em forma fechada, mas é possivel que ela seja calculada por simulacao. Propriedades
assintoticas do estimador sao obtidas, mostrando que ele possui o mesmo comportamento
do estimador de maxima verossimilhanca verdadeiro em amostras grandes, ou seja, é
consistente e assintoticamente normal. O método é entao utilizado para estimar modelos
de uma ampla familia de processos para a estrutura a termo das taxas de juro e algumas

restricoes desses modelos sao testadas.

Durham e Gallant [14] estudam técnicas numéricas desenvolvidas para melhorar o
desempenho do tipo de abordagem feita por Pedersen [34]. Dados gerados para o modelo
de CIR sao usados com um exemplo de teste, pois desde que esse modelo possui fun¢ao
de verossimilhanca conhecida em forma fechada, entao é possivel checar a qualidade dos

procedimentos.

Durham e Gallant [14] argumentam que a abordagem de Pedersen [34], baseada em
simulacao, tem grande apelo tedrico, mas que implementacoes prévias foram computaci-
onalmente caras, no sentido de que o nimero de trajetérias amostrais a serem geradas
de acordo com Pedersen [34], ¢ muito maior do que o requerido de acordo com Durham
e Gallant [14]. Em um exemplo, foram necessérias 256 amostras conforme Pedersen [34]

contra apenas 8 amostras conforme Durham e Gallant [14].

O problema da eficiéncia computacional da abordagem proposta por Pedersen [34]

¢é atacado em duas frentes: primeiro, melhorar a aproximacao da funcao densidade de
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transigao dada em (1.2) para se obter uma certa acuracia com menos pontos intermedidrios
no intervalo [s, t]; segundo, estuda-se técnicas para acelerar a convergéncia da integragao
de Monte Carlo usada para avaliar (1.2). Para isso sao considerados varios amostradores
por importancia e uma transformacao do modelo de CIR que o torna um processo com
a funcao de difusao constante. Tal transformacao representa uma melhoria tanto na
acuracia da aproximacao da fungao de verossimilhanca quanto na integragao numérica de

Monte Carlo.

Para ilustrar as novas técnicas, sao estimados um modelo simples de volatilidade es-

tocdstica (SV, em inglés),

dXt = (91 + 92Xt)dt + 93X€46thW1t
dHt = 95tht + HﬁdWQt 5

em que dWy, e dWy, sao independentes, e um modelo de elasticidade da volatilidade

constante (CEV, em inglés),

dX; = (61 + 0,X,)dt + 03X %aw, ,

que é a mesma forma geral do modelo ja estudado com outra técnica por Chan et. al.
[10] (apenas parametrizado de forma diferente). O modelo de elasticidade da volatilidade
constante leva tal nome porque a especificaciao da funcio de difusao como (X, ) = 03 X%
é comumente assim conhecida. O conjunto de dados usado foi o das taxas de titulos de 3
meses do Tesouro dos EUA, que conseguimos obter diretamente dos autores, e também é
usado na segdo 5.1 deste trabalho. As idéias expostas em Durham e Gallant [14] podem

ser generalizadas para os casos multivariados.

1.2 Abordagens Nao-paramétricas

A teoria da estimagao para processos de difusdo estd bem desenvolvida sob a mo-

delagem paramétrica, quando a forma funcional das fungoes de tendéncia e de difusao
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sao especificadas a menos de um parametro de dimensao finita. Em contrapartida, a
estimagao nao-paramétrica nao é estudada em detalhe. Os resultados conhecidos se rela-
cionam somente a inferéncia estatistica para modelos de difusao ergdédicos com um ruido

pequeno ou para um grande tempo de observacao T.

Sobre as referéncias a respeito deste assunto, tem-se Genon-Catalot et. al. [18], que
aplicam ondaletas, e Fan e Gijbels [15], onde estimadores localmente polinomiais sao
descritos. No trabalho de Milstein e Nussbaum [31] considera-se o problema de estimar a
fungao f de um processo de difusao y(t), t € [0, 1], que satisfaz a uma equagao diferencial

de It6 da seguinte forma:
dy(t) = f(y(t))dt +edW(t), te][0,1], y(0)=0, (1.5)
onde dW (t) é um ruido branco gaussiano e € é um parametro pequeno.

Mostra-se que o modelo (1.5) é assintoticamente equivalente a sua versao discretizada
de acordo com o esquema de Euler para a solugao de uma equacao diferencial estocastica.
Nesta versao discretizada, um processo solugao aproximado y; definido sobre uma malha

t;;i=1,...,n é obtido por meio de uma sequéncia de aproximagoes sucessivas dada por
Yi+1 = Yi + n_lf(yl) + gn_l/Qé-iv 1= 17 s Ty Y1 = 07 (16)
onde & é uma variavel Normal padrao e n™! é o passo entre t; e t;;.

A estimacao simultanea das funcoes de tendéncia e de difusao é discutida, entre outros,
nos artigos de Hall e Carroll [21], Hardle e Tsybakov [22], Ruppert et. al. [36] e Fan e
Yao [16].

No tltimo trabalho citado acima (Fan e Yao [16]), sob suposigdes gerais, que incluem
modelos de séries temporais nao lineares como um caso especial, propoe-se um método
eficiente para estimar a variancia condicional. Aplica-se uma regressao linear local ao qua-
drado dos residuos e, sem conhecer a funcao de regressao, estima-se a variancia condicional
assintoticamente tao bem quanto se a regressao fosse conhecida. Uma das suposigoes sob
as quais se estabelece este resultado assintético é a de que as observagoes véem de um

processo estacionario e isto é verificado via simulagao.
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A suposicao de estacionaridade pode ser um tanto restritiva para propositos praticos.
Neste sentido destaca-se que esta suposicao ¢ atendida num sentido local, ou seja, tomando-
se um intervalo de tempo de tal modo que o processo seja estacionario nesse intervalo. A
inferéncia para estes casos exige o estudo de propriedades nao assintéticas dos procedi-

mentos adotados.

Mercurio e Spokoiny [30] oferecem um exemplo de estimagao néo-paramétrica para
modelos de volatilidade estocéstica sob estacionaridade local. A abordagem tem como
principal problema encontrar este intervalo de homogeneidade de tempo. Um algoritmo
para conseguir tal intervalo de tempo, de forma que a volatilidade possa ser estimada

apenas por uma média, é estudado teoricamente e também via simulagao Monte Carlo.

Uma comparagao com um modelo GARCH(1,1) para a estimacao e a previsao da
volatilidade de séries temporais financeiras é mostrada. O método se presta bem a es-
timacao e a previsao de curto prazo, sendo competitivo e até mesmo superando modelos

paramétricos padroes para a previsao quando se trata de um horizonte pequeno.

Em estimacao nao-paramétrica de curvas a andlise estatistica pode estar centrada
na inferéncia da estrutura qualitativa da curva analisada. Lepski et. al. [28] propoe
um novo estimador do tipo Nicleo com seletor de janela varidavel. Este seletor leva a
taxas de convergéncia 6timas. O procedimento ¢ uma alternativa razoavel a estimagao
via ondaletas. Na verdade, trata-se de uma modificagao do procedimento de estimacao

adaptativa proposto por Lepski [27].
O modelo considerado neste artigo é o modelo ruido branco,
dY (t) = f(t)dt + cdW(t), 0<t<1, (1.7)

em que {W(t), 0 <t <1}, é um Movimento Browniano e f é uma funcdo desconhe-
cida. Este modelo também é considerado em Lepski e Spokoiny [29], onde a estimagao
adaptativa 6tima em um ponto de um conjunto de dados com ruido é estudada. Dois pro-

cedimentos sao apresentados, ambos assintoticamente étimos para situagoes diferentes.

No primeiro deles estuda-se o problema da selecao de janela na estimagao nao-paramé-

trica pontual usando ntcleo estimadores com uma fungao nticleo dada. A otimalidade do
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seletor proposto é provada no sentido assintético. Esta otimalidade é valida nao somente
entre nucleo estimadores com janela variavel, mas entre todos os estimadores viaveis. Um
aspecto importante deste procedimento é o seu funcionamento completamente adapta-
tivo, que serve para uma ampla classe de fungoes obedecendo restricoes de regularidade

moderadas (Lepski e Spokoiny [29]).

Ainda sobre este artigo, o segundo procedimento pode ser visto como um caso parti-
cular do primeiro sob a suposicao de que a funcao a ser estimada pertenga a alguma classe
Holder (3, L), com 3 e L parametros desconhecidos. Esta suposi¢do permite escolher
uma familia de nucleos e o procedimento resultante é assintoticamente 6timo no sentido

adaptativo em qualquer amplitude de adaptacao com § < 2.

Em Spokoiny [39] o procedimento de selegao da janela étima é adaptado a um su-
avizador localmente linear para a estimacao pontual da fun¢ao de tendéncia f em um
modelo de difusao do tipo (2). Esta abordagem é nao-paramétrica no sentido de que nao
se especifica uma forma funcional para as funcoes f e g, que dependem da variavel de
estado. Os resultados sobre a qualidade da estimativa sao nao assintéticos e nao exigem

quaisquer propriedades ergddicas ou mistas do processo observado.

No trabalho de Jiang e Knight [25] a abordagem nao-paramétrica se d4 por meio do
uso de ntcleo estimadores. Sao dois os objetivos desse trabalho: 1) a identificacdo e a
estimacao das funcoes de tendéncia e de difusao de um processo de difusao de Ito, baseado
em amostras de observagoes discretas, e 2) a ilustracao da técnica com uma aplicacdo as
taxas de juro de curto prazo diarias de titulos canadenses com maturidade de 3 meses.

Jiang e Knight [25] consideram o modelo

dXt = M(Xt)dt + O'(Xt)th, Xto = X, (18)

em que {W, t > ¢y} é um movimento Browniano e os termos de tendéncia e difusao sao

Xt = .flft}

dados, respectivamente, por:

play) = lim E

Xiyn — Xy
h
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h—0

Xipon — Xy)
az(xt) = lim F {(Wl—t’Xt = SL’t}

Fazendo algumas hipdteses sobre as fungoes de tendéncia e de difusao , Jiang e Knight
[25] concluem que a fungao densidade de transigao é a solugao unica das equagoes retros-
pectiva e prospectiva de Kolmogorov e, dessa forma, as funcoes de densidade de transicao

de (1.8) sdo completamente caracterizadas pelas fungoes u( ) e o?( ).

Uma maneira alternativa apresentada pelo trabalho de Jiang e Knight [25] ¢ identificar
primeiro a funcao de difusao, pois segundo os autores assim se evita uma série de restrigoes
devidas a outras suposicoes que se deve fazer sobre os parametros da EDE. Dessa forma
a funcio de tendéncia é estimada depois, usando as estimativas de o?( ) e da fungao de

densidade marginal p(X;) do processo.

Estimador Nao-paramétrico da Fungao de Difusao ()

Mais duas condigbes precisam ser impostas sobre a EDE em (1.8) a fim de se estimar

a funcao de difusao. Como afirmado nesse trabalho de Jiang e Knight, o estimador nao-

paramétrico para o?( ) com base em observagoes X; no intervalo de tempo [0,7], com
0 < Ty < T (Th uma constante positiva) e A, = %, quando a trajetéria amostral do

processo de difusao passa por x, é dado por
S (X550 [, -
S (X4

sendo {h, > 0,n =1,2,...} uma sequéncia positiva tal que nh,, — oo e h, — 0 quando

S, = (1.9)

A, — 0 e K uma funcao nucleo.

Estimador Nao-paramétrico da Funcao de Tendéncia p( )

A estimativa de p( ) no ponto x é obtida pela equagao
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que depende, por sua vez, do coeficiente de difusdo, da fungao densidade marginal p(X;)

, (1.10)

e da derivada primeira de p(X}), ambas avaliadas no ponto X; = z. O ultimo passo

para se obter o estimador nao-paramétrico de Jiang e Knight para u( ) é definir uma

aproximacao consistente para % e daf utilizar a equagao (1.10), pois S, em (1.9) é

diferencidvel. Assim, estima-se Q(z) = 1; /((5)) também a partir das observacoes discretas

por meio do estimador

gn(7) = =5 ' (1.11)

dado que a trajetéria amostral do processo passa por x e p(z) # 0.

Finalmente, o estimador consistente de p(z) é obtido substituindo em (1.10) as quan-

tidades o?(z) por S,(z) e Q(z) por g,(x). Daf:

1 [dSh(x)
=5 = + Sp(z)gn () (1.12)

fu)

Passando agora ao artigo de Stanton [40], este autor considerou um processo de difusao
X satisfazendo a EDE (1.8) e argumentou que sob restri¢des convenientes sobre pu( ) e

o( ) uma fungao f arbitraria pode-se reescrever a esperanca condicional
By [f(Xpsn, t + A)]
na forma de uma expansao em série de Taylor
B f(Xua 4 8)] = FX0 1)+ LK DA + SL2F(X DA 4
...+%c"f(xt,t)m+ow+l), (1.13)

onde L é o gerador infinitesimal do processo {X;}, representado em Stanton [40] por
Elf(Xe,7)| Xy = 2] — f(x,1)

Lf(x,t) = liﬁl p—
0 0 10°f(x,
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(para detalhes ver Oksendal [32]). A idéia de Stanton [40] é usar a equagao (1.13) para
estimar o lado esquerdo, ja que as fungoes pu( ) e o( ) sdo desconhecidas; exatamente
o oposto do uso mais comum, que seria construir aproximagoes numéricas para o lado

esquerdo da mesma, conhecendo-se as fungoes p( ) e o( ).

Em particular, Stanton [40] trabalhou com as aproximagoes de primeira, segunda e
terceira ordens para as fungoes de tendéncia e de difusao, cujos passos mostrados em seu
trabalho s@o descritos resumidamente a seguir. A equagao (1.13) pode ser reescrita como

LRG0 = Bl (Xt +A) = f(X00)] = 32X, DA -

—%ﬁf(Xt,t)Az —... (1.15)

e a partir da equacao (1.15) e algumas manipulagoes, as aproximagoes sao obtidas. A de

primeira ordem
1
Lf(X,t) = ZEt[f(Xt+A7 t+A) = f(Xe, 1) +0(A), (1.16)
a de segunda ordem

LR 1) = SR (ABIf(Xee, b A) = f(X0,t)] -
—Ei[f(Xigon, t+248) = f(Xy, 1)]} + O(A?), (1.17)

e, por fim, a de terceira ordem

LIX0D) = o (SEIf (st +8) = f(X0 1)) -
OB (Xufant + 28) — F(X,,0)] +
2B, [f(Xipsn, t +3A) — f(X,, 1]} + O(AY). (1.18)

Para se obter a aproximacao de uma das trés primeiras ordens de uma fungao g(z,t),
basta considerar Lf(X;,t) = g(x,t) em uma das equagoes (1.16) - (1.18). Assim, pela
definigdo de L, para as aproximacoes de pu( ), faz-se Lf(x,t) = p(x), o que equivale a
tomar f(z,t) = x. Logo, as aproximagoes para a fungao de tendéncia p( ) sao:

primeira ordem
1
wXe) = KEt[Xt-i-A — Xi] + 0(4), (1.19)
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segunda ordem
PX) = Sr{AB[Xis = X] = BXiaa - X} +O(%), - (120)
e terceira ordem
pX) = S (8E[Xia — X~ 9B [Xpion — X, 4

+2E[Xi13a — Xi|} + O(AY). (1.21)

Analogamente, para construir as aproximagoes para a fun¢ao de difusao o( ), toma-se
f(z,t) = (xr — X;y)?, o que leva a Lf(X;,t) = 0%(X;). Daf tem-se

a aproximacao de primeira ordem

1
o*(X;) = R (Xeva — Xo)?] +0(4), (1.22)
a aproximacao de segunda ordem
1
o*(Xy) = oA B (Xeea — Xo)’] = Ei[(Xeyon — X0)?]} + O(A?), (1.23)

e a aproximacao de terceira ordem
1
*(Xy) = 6—A{18Et[(Xt+A — Xi)’] —9E[(Xpson — Xi)?] +

2B, [(Xyy3n — X0)?]} 4+ O(A?). (1.24)

Para calcular todas as esperancas a partir dos dados, Stanton [40] procedeu nao-
parametricamente, usando o método do ntcleo estimador tendo como funcao ntucleo a
densidade Gaussiana. Investigou o desempenho dessas aproximagoes para alguns modelos

paramétricos para as taxas de juro mais conhecidos e, segundo o autor?:

.. encontramos que com dados didrios até as aproximacoes de primeira ordem,
as mais simples, sdo quase indistinguiveis das verdadeiras fungoes sobre um
amplo intervalo de valores. Quando a frequéncia da amostragem diminui, a
performance de todas as aproximacoes deteriora. Contudo, as aproximacoes de
ordem mais alta permanecem indistinguiveis das fungoes verdadeiras mesmo
com dados mensais. Isto sugere que os erros de aproximacao introduzidos
deveriam ser menores quanto mais a série estudada é observada com frequéncia

mensal ou maior.

2Texto original em Inglés
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Em seu trabalho, Stanton [40] ainda conclui que a parametrizacdo da fungao de
tendéncia como uma fungao linear nao é sustentada pelas suas estimativas, enquanto
parece nao haver problema com a funcao de difusao. Indica, ainda, que a metodologia
de aproximacoes via expansao de Taylor de ordens superiores, que nesse trabalho foram
estimadas com uma abordagem nao-paramétrica, garante erros de estimativas cada vez

menores.

Fan e Zhang [17], em um trabalho mais recente, abordam as questoes 1) as aproxi-
macoes de ordens superiores funcionam melhor do que as de ordens inferiores? e 2) héa
procedimentos formais e razoaveis que ajudam a determinar se a nao linearidade observada
na fungao de tendéncia é real ou devida a variagdes? Fan e Zhang [17]| continuam, em
parte, a metodologia de Stanton [40], tratando de aproximacoes de ordens superiores em
uma estrutura geral, com a finalidade de se avaliar o impacto das aproximacoes de ordens

superiores na variancia dos estimadores.

Com respeito a primeira questao, Fan e Zhang [17] mostram que os estimadores cons-
truidos por aproximagcoes de ordem superior reduzem os erros de aproximag¢ao numérica
nos vicios assintoticos, porém as variancias assintéticas aumentam exponencialmente,
aproximadamente. Para tentar responder a segunda questdo, Fan e Zhang [17] usam
um ajuste linear local baseado na aproximacao de primeira ordem proposta por Fan e
Yao [16]. Os autores conseguem melhorar o efeito de fronteira do método do nicleo es-
timador e construir testes formais para testar modelos financeiros paramétricos contra

alternativas nao-paramétricas.

Suas simulagoes mostram que o método linear local sobressai ao método do ntcleo
estimador. Outro resultado desse artigo é que o entao chamado “teste de razao de ve-
rossimilhanca generalizado” nao-paramétrico é poderoso na deteccao de alternativas nao-
paramétricas. Tal teste mostra que a evidéncia contra a linearidade da funcao de tendéncia
da taxa de juro de curto prazo é fraca, sendo forte a evidéncia contra uma familia popular

de modelos para a funcao de volatilidade.

Fan e Zhang [17] concluem que Stanton [40] d4 uma conclusao algo incompleta sobre

as aproximagcoes, pois lhe faltou notar o aumento da variancia dos estimadores conforme
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se aumenta a ordem da aproximagao. Apontam também que esse fenomeno nao acontece
apenas em ajustes nao-paramétricos, sendo devida, em parte, a aproximacao de Taylor

estocastica.
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Capitulo 2

Calculo Estocastico

2.1 Conceitos Preliminares

Dentre outras referéncias sobre as quais apoiamos este trabalho, destacamos Qksendal,
[32], como referéncia sobre calculo estocdstico e Hull, [23], que aborda os conceitos de
derivativos financeiros com um tratamento quantitativo sofisticado utilizando o céalculo
estocéastico. Quando se trata da existéncia de fOT 9(X})dW; em algum sentido, duas opgoes
sao as mais utilizadas: a interpretagoes de Ito e a de Stratonovich. Dessa forma, segundo
a interpretacao adotada, pode-se referir também ao cdlculo (estocdstico) de Ité ou ao
cdlculo (estocdstico) de Stratonovich. Ainda antes de prosseguirmos com este assunto,
precisamos de conceitos matematicos basicos importantes e, logo a seguir, veremos as

idéias basicas que norteiam as definigoes de It6 e Stratonovich.

Definigao 2.1.1. (o-dlgebra)
Seja Q) um conjunto e seja F uma familia de subconjuntos de Q). F é uma o-dlgebra se,

e somente se:
(1) be F.
(il) Fe F= F’ e F.

(iii) Ay, As, .. € F= A= 4 € F.

=1

30



Definigao 2.1.2. (o-dlgebra gerada por uma familia de conjuntos)
Dada uma familia U de subconjuntos de ), existe uma menor o-dlgebra Hy que contem
U. Esta o-dlgebra é dada por Hy = N{H;Hé o-dlgebra de Q, U C H} e é

chamada de o-dlgebra gerada por U .

Definigao 2.1.3. (Espa¢o mensurdvel)
Diz-se que o par (2, F), definido por um espag¢o amostral e uma o-dlgebra definida sobre

Q, € um espagco mensurdvel.

Defini¢ao 2.1.4. (Medida de probabilidade)

Seja uma fun¢ao P: F — [0,1] tal que

(1) PO)=0e PQ)=1c¢

(i7) Se Ay, Ay, ... € F com A;NA; = 0 para quaisquer i # j implicar P(E_jl Ai) =
Z P(A;), entdo P é uma medida de probabilidade sobre o espago mensu;’a’vel (Q,

f)

Definigao 2.1.5. (Espaco de probabilidade)
Diz-se que a tripla (0, F, P), definida por um espago amostral, uma o-dlgebra e uma

medida de probabilidade, é um espaco de probabilidade.

Definigao 2.1.6. (o-dlgebra gerada por uma varidvel aleatoria)
Dada uma varidvel aleatoria X : Q2 — R, entao X gera uma o-dlgebra Hyx sobre € de

tal modo que Hx é a menor o-dlgebra que contem todos os conjuntos X ~1(U) tais que

UeB(U) e UEéaberto. Ou seja, Hx = {XY(B); B é conjunto de Borel}.

Definigao 2.1.7. (Esperanca de uma varidvel aleatém’a)
Se f|X )dP(w) < oo, entdo o mimero E[X fX f:l:d,uX x) € cha-
mado de esperanca de X (com respeito a medida de probabzlzdade P d0 espago (2, F,

P) subentendida}. Se f R — R € mensurdvel com respeito a a—cilgebm de Borel e

flf w))|dP(w) < oo, tem-se E[f(X)] ZZJf(X(W) ff Jdpx (x
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Defini¢ao 2.1.8. (Processo estocdstico)

Seja {X:},er uma colegao parametrizada de varidveis aleatorias definida sobre um espago
de probabilidade (0, F, P) e assumindo valores em R. Diz-se que { X}, € um processo
estocdstico. T é o espago de parametro e pode ser [0, 00), inteiros nao negativos ou mesmo

subcongjuntos de R.

Podemos notar que para um ¢ fixo tem-se a varidvel aleatéria dada porw — X;(w);w €
2. Da mesma forma, fixando um w € €, tem-se a fungao t — X;(w);t € T, que é cha-

mada uma trajetoria de X.

E interessante, para efeito de visualizacao, imaginar ¢ como o tempo e cada w como
uma particula. Dessa forma, X;(w) representaria a posi¢ao da particula w no instante de
tempo t. Assim faz até mais sentido chamar X; de trajetéria, pois se estaria pensando
no movimento descrito por uma dada particula w no tempo. Também é importante
nao perder de vista que um processo estocastico é uma funcao de duas variaveis tal que
(t,w) — X;(w), sendo, exatamente por isso, as vezes mais tutil escrever X (¢,w) em vez

de X;(w).

2.2 0O Calculo de Ito

Conforme ja mencionado na introdugao, o calculo estocastico deste trabalho se faz
segundo a interpretagao de It6. Decompondo o intervalo de integragao da forma 0 = ¢, <
t1 < .. < t, =T é natural aproximar fOTg(Xt)th pelo limite, em algum sentido, da
soma i 9(X;)(Wy, — Wi, ) quando n — oo. O problema agora é decidir qual o ponto 7
a se cérzléiderar no intervalo [t;_1,;], pois diferentemente da integral de Riemann-Stieltjes,

faz diferenca aqui a particular escolha de quais pontos 7 serao tomados.

O célculo de Ito faz 7 = t;_; e assim tem-se somas nao-antecipativas porque em
cada subintervalo o valor da fungao integranda é anterior ao incremento do processo.Essa
escolha leva a resultados diferentes daqueles que esperariamos obter segundo as regras do

calculo usual. Um exemplo é fOT W dW,. Pelo célculo deterministico o resultado obtido
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2

. W, ‘ N , W2-T ‘ ( .
seria —", mas pelo célculo de Ito o resultado ¢ —5—. Ja o calculo de Stratonovich faz

ti—1+t;

5, ou seja, T ¢ o ponto médio do incremento, e assim obtem-se as mesmas regras

T =

do calculo usual, mas este trabalho nao utiliza e nao aborda o calculo de Stratonovich.

A Integral de It6

Para apresentar a integral de 1t0 de maneira formal, precisaremos de duas defini¢oes:

Definigao 2.2.1. Seja N' = {N;;t > 0} uma familia crescente de o-dlgebras de subcon-
juntos de Q. Um processo g(t,w) : [0,00) X Q@ — R € chamado N - adaptado se para todo

t >0 a fungao w — g(t,w) é Ny — mensuravel.

A seguir, tem-se a classe de fungoes para as quais a integral de Ito sera definida, de
conformidade com Oksendal [32]. Considera-se as fungoes dessa classe no intervalo de

tempo (S, 7).
Definigao 2.2.2. SejaV =V (S,T) a classe de funcoes f(t,w) : [0,00) X Q — R tal que:
(7)) (t,w) — f(t,w) é B x F-mensurdvel, em que B é a o-dlgebra de Borel sobre [0, 00).

(it) f(t,w) é F-adaptado.

T

(iii) E [f (f(t,w))* dt

S

< 0.

Com respeito a construgao da integral de Itd, pode-se encontrar em Oksendal [32] um
desenvolvimento razoavelmente detalhado. Em mnosso escopo apenas daremos as idéias

desta construcao.

O objetivo ¢ definir o que é uma integral estocéastica para as fungoes f da classe V da

ultima definicao, isto é, definir a Integral de It6

11f](w) = / £t @)W, 2.1)

onde W, é um movimento browniano.
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Primeiramente define-se (2.1) para uma classe de fungdes elementares ¢ € V dadas
por ¢(t,w) = > ej(w)lj,1,,1)(t), onde e; é uma fungao mensuravel, e entdo mostra-
se que uma fu]ngao g € V limitada e continua para cada w pode ser aproximada
por uma sequéncia de fungoes ¢,. Desse modo define-se [ gdWW; como o limite de

[ ¢ndW; quando ¢, — g.

O segundo passo é analogo ao descrito acima, porém aproximando funcoes h € V), limi-

tadas, por uma sequéncia de fungoes g, € V com as condigoes do primeiro passo.

O terceiro e tultimo passo é aproximar uma funcao f € V qualquer por meio de uma
sequéncia de fungoes h,, € V com as condig¢oes do segundo passo. Com estas idéias

em mente podemos dar a seguinte definicao:

Definicao 2.2.3. (Integral de It6)
Seja f €V (S,T). Entao a integral de Ité de f, de S até T, é definida por

T

T
S

n—ao0o

S

onde {¢,} é uma sequéncia de fungoes simples tal que

T

E / (f(t,w)dW, — gy (t,w))2dt| — 0 (2.3)

quando n — o0.

A Isometria de Ito

Ha uma consequéncia muito importante que decorre da definicao acima, chamada

Isometria de Itd, que afirma o seguinte: Para toda funcao f € V (S,T), tem-se a identidade

E ft,w)dw, =FE | [ fAt,w)dt (2.4)
/ /
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Algumas propriedades da integral de Ito

A integral de It6 mantem as mesmas propriedades de operador linear do calculo usual. E

além destas, tem-se também as seguintes:

(i) E [ 4 f(t,w)th] ~0.

) fST f(t,w)dW, é Fr —mensuravel.

Outra boa propriedade da integral de Itd6 é que ela é um martingal e isto é uma

vantagem no aspecto computacional. Abaixo damos a definicao de martingal continuo.

Definigao 2.2.4. (Martingal)
Um. processo estocdstico { My }1>o sobre um espago de probabilidade (Q, F,P) € chamado

de Martingal, com respeito a um filtro {M;}i>o (e com respeito a medida de probabilidade

P) se:
(i) M; é Mi-mensurdvel para todo t.
(it) E[| M| ] < oo para todo t.

(#i1) E[M, | My] = M, para todo s > t.

A Foérmula de Ito

Na realidade a definicao em si da integral de It6 nao é muito util para se efetuar
os calculos. Entao, da mesma forma como no cédlculo deterministico nao se calculam
as integrais diretamente da definicao de integral de Riemann, também nao se utiliza
diretamente a definicao de It0, mas sim uma regra conhecida como formula de Ito, que

enunciamos a seguir (ver Oksendal [32]):
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Teorema 2.2.1. (Férmula de Ité)
Considere a equagdao diferencial estocdstica dX; = f(t, X;)dt + g(t, X;)dW; e uma fungdo
G(t, X¢) com derivadas parciais continuas até seqgunda ordem em [0,00) X R. Entdo o
processo estocdstico Yy = G(t, Xy) satisfaz a sequinte equagao diferencial estocdstica

2

9 0 19
dY; = -Gt X)dt + 5-G(t, X)dX, + 575Gt X,) - (dX0)", (2.5)

onde (dX;)? = (dX;).(dX;) € calculado de acordo com as regras
dt -dt =dt -dW, =dW,-dt =0 e dW;-dW, =dt.
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Capitulo 3

Taxas de Juros

Este capitulo introduz conceitos importantes para o entendimento da area de aplicacao
que é objeto deste trabalho. Para compreender as taxas de juros é imprescindivel fazer
também uma abordagem sucinta do mercado financeiro e de alguns elementos que o

constituem.

3.1 Formacao das Taxas de Juros

Segundo Assaf Neto, [4], “O juro exprime o preco de troca de ativos disponiveis em
diferentes momentos do tempo. Em geral, receber uma quantidade de dinheiro hoje é
preferivel a receber amanha, e o juro oferecido pela disponibilidade imediata do bem deve

remunerar o adiamento de seu uso.”

“Quaisquer que sejam os tipos de taxas conhecidos no mercado, todos eles exprimem
a remuneracao pela alocacao de capital. A taxa de juro reflete, portanto, o preco pago
pelo sacrificio de poupar, ou seja, a remuneracao exigida por um agente econéomico ao

decidir postergar o consumo, transferindo seus recursos a outro agente.”

“As relacoes entre o poupador e o tomador de recursos implicam, diante do que foi
considerado, uma relagao entre o poder de compra futuro e o poder de compra presente.
Essa relagao se mantém interessante até que os juros de mercado deixem de ser atraentes

para as decisoes temporais dos agentes: o genuino valor da taxa de juro é definido pelas
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operacoes livremente praticadas no mercado, e nao imposto por decisoes externas a seu

ambito de atuagao.”

“Em esséncia, a no¢ao bésica de taxa de juros estd vinculada ao conceito de taza prefe-
rencial temporal dos agentes economicos envolvidos. Se para um individuo for indiferente
receber $ 100 hoje ou $ 112 ao final de um ano, demonstrando disposi¢ao em aceitar indife-

rentemente qualquer das propostas, pode-se afirmar que sua taza de preferéncia temporal

é de 12%.”

“Admitindo-se um mercado livre, regulado por suas préprias forcas, a taxa de juro é
formada com base nas taxas de preferéncias temporais dos agentes economicos possuidores

de recursos para empréstimos e no retorno esperado daqueles que demandam recursos.”

“De certa maneira, a taxa de juro exprime a confiabilidade dos agentes economicos
com relagao ao desempenho esperado da economia. Pode ser observado que, em momentos
de maior instabilidade do ambiente econdémico, ocorre certa elevacao nas taxas de juros

de mercado, como reflexo natural da incerteza associada as decisoes de seus agentes.”

3.1.1 Taxa Livre de Risco

“O Estado controla certos instrumentos de politica monetdria que permitem regular
temporariamente os niveis das taxas de juros no mercado, sempre que for julgado reco-
mendavel para a economia. Adicionalmente, o Governo tem também o controle exclusivo
(monopdlio) dos meios de pagamento e emissoes de titulos publicos, admitidos como ati-
vos livres de risco. Com fundos praticamente ilimitados, o controle das taxas de juros,
quando seus percentuais escapam para niveis economicamente indesejados, é estabelecido

pelo Governo, forcando ou a procura ou a oferta de seus préprios titulos.”

“Essa taxa de juros que precifica os ativos do Governo no mercado é denominada taza
pura ou taxa livre de risco, constituindo-se na taxa de juros base do sistema economico.
Essa taxa de juro da economia, por seu lado, pode assumir diversos valores de acordo com

o risco oferecido pelas diversas alternativas de aplicagoes. Assim, apesar de o mercado
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estabelecer taxas variaveis para cada nivel de risco assumido pelas varias operacoes finan-

ceiras, o denominador comum dessa estrutura ¢é a taxa de juro do sistema economico.”

“Ou seja, a taxa pura, que embute unicamente a remuneracgao pelo sacrificio de poupar,
constitui-se no piso para a estrutura de taxas de retorno da economia, na qual teremos
nao apenas a remuneracao pelo diferimento do consumo, mas também a remuneracao de

cada nivel de risco envolvido pelas outras alternativas de investimento.”

“Em conclusao, a taxa de juro do sistema economico é a taxa minima, estando sempre
abaixo dos retornos oferecidos pelos ativos que nao sejam titulos governamentais. E a
taxa de juro estabelecida livremente pelo mercado é a taxa referencial a ser comparada

com os retornos oferecidos pelos investimentos com risco.”

3.2 Titulos Publicos

Ainda de acordo com Assaf Neto, [4], “Os Governos federal, estadual e municipal
costumam captar recursos no mercado por intermédio da emissao de titulos representativos

da divida publica. Os titulos publicos federais tém mais aceitacao e liquidez.”

“Essencialmente, os titulos ptublicos emitidos pelo Tesouro Nacional estao voltados
para a execucao da politica fiscal do Governo, antecipando receitas orcamentarias ou
financiando déficits fiscais. Os titulos de emissao do Banco Central, de menor duracao,
tém por objetivo principal a implementacao e execucao da politica monetaria. Os titulos
da divida publica do Governo Federal, classificados pela natureza de suas emissoes, e suas

principais caracteristicas de negociacao, sao apresentados a seguir:”

“LTN - Letras do Tesouro Nacional: sio negociados com desigio (desconto),
pagando o investidor uma quantia inferior a seu valor de face. Sao emitidos com um

prazo minimo de 28 dias;

LFT - Letras Financeiras do Tesouro: tém seus rendimentos definidos pela média
da taxa Selic (overnight), garantindo uma rentabilidade de mercado ao investidor. Sao

papéis atraentes, e seus prazos de emissao sao definidos pelo Tesouro Nacional,
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Tabela 3.1: Titulos da divida publica do Governo Federal.

Titulos do Tesouro Nacional Titulos do Banco Central

LTN - Letras do Tesouro Nacional BBC - Bonus do Banco Central
LFT - Letras Financeiras do Tesouro LBC - Letras do Banco Central
NTN - Notas do Tesouro Nacional NBC - Notas do Banco Central

Fonte: Assaf Neto, [4], 1999, p.83.

NTN - Notas do Tesouro Nacional: oferecem rendimentos pds-fixados e atrelados
a um indexador da economia. Os juros sao pagos periodicamente e o prazo minimo de
emissao é de trés meses. Sao lancadas também séries especiais de NTN, pagando rendi-
mentos diferenciados. Esses titulos apresentam opcoes de rendimentos e prazos diferentes

de acordo com seu tipo de emissao;

BBC - Bonus do Banco Central: caracteristicamente de curto prazo e utilizados
nos leiloes de titulos publicos do Banco Central. Apresentam rendimentos prefixados na

forma de desconto (desdgio). Os prazos desses titulos sao de 28, 35, 42 e 45 dias;

LBC - Letras do Banco Central: sao titulos bastante semelhantes as Letras Fi-
nanceiras do Tesouro (LFT), tendo sua remuneragao definida pela taxa média didria

(overnight) do Selic. Sao ativos quase-moeda de grande atratividade para os investidores;

NBC - Notas do Banco Central: oferecem rendimentos postecipados e atrelados a
um indexador da economia. Os juros costumam ser pagos periodicamente, e seu prazo de
emissao minimo é de trés meses. As autoridades monetarias lancaram uma série especial

desse titulo (NTN-E), com corre¢ao atrelada a variagao do délar.”

3.2.1 Mercado de Bonds

“O mercado internacional de dividas permite também o levantamento de recursos

por meio da emissao de titulos pelos proprios tomadores. Nesse contexto, destacam-se
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duas importantes formas de captagoes das empresas processadas pela emissao de bonds e

commercial papers.”

Bonds sao titulos de renda fixa com maturidade! superior a um ano. Esses papéis
nada mais sao do que notas promissérias emitidas sem garantias reais que pagam juros
periédicos a seus proprietarios, ou determinado montante fixo ao final do prazo de emissao.
Existem no mercado intiimeros titulos de renda fixa, os quais se diferenciam essencialmente

pela maturidade (prazo de resgate do titulo) e natureza do emitente.

“Os bonds apresentam atualmente grande expressao nas operagoes desenvolvidas pelo
mercado financeiro internacional, constituindo-se em importante fonte de recursos a longo
prazo. Sao essencialmente titulos de renda fixa, representativos de dividas de maior ma-
turidade, emitidos diretamente pelos tomadores dos recursos. Nao costumam apresentar
garantia real, podendo eventualmente ser negociados com garantia por fianga bancaria.
Os emitentes desses titulos sao geralmente empresas privadas e, mesmo, Governos e ins-

tituicoes publicas.”

“Os bonds prometem geralmente pagamentos periddicos de juros e amortizagao do
principal ao final do prazo de aplicacao. O titulo costuma apresentar ainda uma unica
data de vencimento, podendo-se eventualmente encontrar bonds com opcao de resgate

antes do vencimento.”

“A remuneracao dos bonds é basicamente definida com base nas taxas de juros pagas
por um treasury bond (bond emitido pelo Governo dos EUA), de vencimento comparével,
admitidas como livres de risco. Os bonds negociados no mercado, emitidos por diferentes
institui¢oes, costumam oferecer um prémio pelo risco como forma de compensar a possibi-
lidade de insolvéncia do emitente, o denominado default premium. Esse prémio adicional

varia de acordo com o prazo e o risco do emitente do titulo.”

As emissoes de titulos de renda fixa com maturidade inferior a um ano sao geral-
mente identificadas como instrumentos de curto prazo do mercado monetario, como titulos

publicos, commercial papers e certificados de depdsitos bancarios. Os principais emitentes

!Prazo para o vencimento
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de bonds em uma economia sao os Governos (federal, estadual e municipal) e as empre-
sas, as quais sao geralmente classificadas em diversos setores de atuacao como servigos

publicos, institui¢oes financeiras, industrias, etc.

“Os adquirentes dos bonds emitidos pelas empresas tomadoras de recursos sao, em
grande parte, investidores institucionais, representados por fundos de pensao, institui¢oes
financeiras, Governos, grandes corporacoes, fundos de investimentos, etc. Diante da ex-
pressiva negociacao desses titulos no mercado europeu, atribui-se a denominacao euro-

bonds aos bonds emitidos no euromercado.”

3.2.2 Rendimento na Maturidade

Os titulos de divida de diferentes maturidades tém, cada um, um preco e uma taxa
de juro associada, chamada rendimento na maturidade (yield to maturity - YTM), ou
apenas rendimento. O conceito de rendimento na maturidade reflete o rendimento efetivo

dos titulos de renda fixa até seu vencimento.

A determinacao do rendimento considera o preco de mercado do titulo e os fluxos de
caixa associados. Na analise de um bond, se o rendimento superar a taxa de rentabilidade
requerida, o investimento é considerado atraente, revelando-se desinteressante quando o

retorno prometido for menor que a taxa requerida.

Genericamente, para um bond com pagamentos periddicos de juros e resgate do prin-
cipal ao final, forma de remuneracao usualmente adotada pelo mercado, a expressao para

o calculo do rendimento ¢é da seguinte forma:

— Cl + C2 _|_ _i_ﬂ
1+ YTM - (1+YTM)? 7 (14+YTM)"

P (3.1)

onde:

Py é o preco corrente de mercado do bond;

Cy,...,C, é o fluxo de pagamentos (cupons periédicos);
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P, é o valor de face do bond;
YTM é o rendimento, ou seja, taxa de juro que, ao descontar o fluxo de

pagamentos, apura um valor presente igual ao preco corrente de mercado do bond.

O prego de mercado de um bond é bastante sensivel as oscilagoes verificadas nas taxas
de juros, variando inversamente a maneira como os juros se movimentam no mercado. O
conceito de rendimento assume implicitamente o reinvestimento dos fluxos intermediarios
de caixa a prépria taxa prometida pelo investimento. Quando os pagamentos sao perio-
dicamente reinvestidos a prépria taxa do YTM inerente ao fluxo de caixa, a rentabilidade

periédica apurada na equagao (3.1) é considerada efetiva.

Um bond pode também retornar um tinico pagamento no seu vencimento, incluindo
os juros e o principal. Esse tipo de titulo é chamado bond sem cupom e o seu rendimento

é obtido por:

C,+ P,

b= Ty &2

3.2.3 Volatilidade dos Bonds

Ainda seguindo de acordo com Assaf Neto, [4], tem-se que “a volatilidade de um bond
é entendida como as mudancas ocorridas nos precos do titulo em razao de modificagoes
verificadas nas taxas de juros de mercado. E, geralmente, mensurada pelo percentual de
variagao dos precos dos bonds. Quanto maior a volatilidade de um titulo, mais elevadas

apresentam-se as mudancas em seus precos diante de alteragoes nas taxas de juros.”

Duas propriedades importantes da relagao envolvendo precos dos bonds, maturidade
e taxa de juro sdo as seguintes: (4) Os precos dos bonds tém uma relagdo inversa com
as taxas, conforme j& comentado e (i7) A volatilidade dos titulos é menor quanto mais

reduzida apresentar-se sua maturidade.

Deve ser observado também que as variacoes nos precos dos titulos, em funcao do
aumento das taxas, também aumentam para uma certa maturidade, mas as variagoes

desses aumentos sao decrescentes se considerarmos maturidades maiores. Como exemplo,
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considere um titulo com valor de face de $ 1.000,00 remunerado & taxa de 10% ao ano e
as maturidades de 5, 10 e 20 anos. Considerando a maturidade de 5 anos com as taxas de
desconto de 8% e 12%, que produzem valores do bond de $1.079,85 e $927,90, respectiva-
mente, tem-se uma variacao percentual de -14%. Mantendo fixo, agora, a maturidade de
10 anos, essa variagao percentual é de -21,8%, tendo, portanto, aumentado com o aumento
da maturidade. No entanto passando da maturidade de 5 anos para a maturidade de 10
anos a variagao das variagoes dos pregos é de 55,7%, enquanto que, de 10 para 20 anos, a

variacao é menor, de 32,6%. Este exemplo pode ser melhor visualizado na tabela abaixo.

Tabela 3.2: Resultados de um bond para diferentes maturidades e vencimentos.

Maturidade 5 anos 10 anos 20 anos

Taxa des- 8% 12% 8% 12% 8% 12%
conto

Valor bond || $ 1.079,85 §$ 927,90 $ 1.134,20 $ 887,00 $ 1.196,36 $ 850,61

Variacao -14% -21,8% -28,9%

do valor

Fonte: Assaf Neto, [4], 1999, p.174.

3.3 A Estrutura a Termo das Taxas de Juros

Observando, em determinado dia, os rendimentos de titulos de diferentes maturida-
des, pode-se estabelecer a relacao entre rendimento e maturidade. Essa relacao é chamada
Estrutura a termo das taxas de juros, em que “a termo” refere-se ao vencimento
dos titulos. A representacao grafica da Estrutura a termo é chamada curva de rendi-
mento. E uma representacdo grafica das taxas de juros de um certo titulo em diferentes

vencimentos.

Para se comparar adequadamente essas taxas, refere-se ao rendimento anualizado até
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o vencimento. Essa curva, na maioria das vezes, tem inclinagao ascendente, significando
que as taxas de juros de curto prazo sao mais baixas que as taxas de longo prazo. Em
algumas vezes ocorre de a curva apresentar inclinacao descendente, mesmo que apenas
em parte dela. O porqué de ativos idénticosterem rendimentos diferentes e o porqué da
mudanca na inclinagao da curva sao questoes analisadas com a ajuda de algumas teorias
sobre a estrutura a termo das taxas de juros. Entre elas a Teoria das Expectativas se

apresenta como a mais importante.

Essa teoria baseia-se na observacao de que ha duas formas de se investir em um periodo
de N anos: o investidor pode manter um titulo de N anos, ou adquirir um titulo de um
ano e, no vencimento, reinvestir tudo comprando outro titulo de um ano e assim por
diante durante os N anos. Se nao existe incerteza, a arbitragem do mercado financeiro

ird garantir que as duas escolhas resultarao em retornos idénticos.

Novamente de acordo com Assaf Neto, [4] “Essa teoria propoe que a taxa de juros
de longo prazo se constitua numa média geométrica das taxas de curto prazo. As taxas
esperadas de curto prazo representam uma projecao nao viesada das taxas futuras de juros
e os investidores estarao dispostos a tomar suas decisoes em relagao a maturidade de seus
ativos com base nos diferenciais dos rendimentos. Se um titulo de longo prazo oferece
ganhos acima das expectativas, ele passara a substituir outros ativos na composi¢ao do

portfélio de um investidor.”

3.4 Modelos de Um Fator e com Reversao a Média

Os modelos de Vasicek e de Cox, Ingersoll e Ross s@o os modelos de um fator
mais populares. Sao modelos de um fator porque o movimento da taxa de juro depende
de apenas uma varidavel. A maioria dos modelos dessa formulagao oferecem solucoes em
forma fechada. A tendéncia e o desvio instantaneos, de acordo com Hull [23], sdo fungoes
de X;, mas independentes do tempo. Modelos de um fator implicam que as taxas se
movem na mesma direcao durante qualquer intervalo pequeno de tempo, mas nao na

mesma propor¢ao. Isso nao implica, como as vezes se supoe, que a estrutura a termo das
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taxas de juro tenha sempre o mesmo formato. Pode haver um padrao significativo de
estruturas sob o modelo de um fator. A suposicao de um fator nao é tao restritiva quanto

parece.

Ambos apresentam reversao a média: a tendéncia instantanea x(v — X;) representa
o efeito da atracao do processo para a sua média de longo prazo v. Essa propriedade
apresentada por estes dois modelos esta de acordo com o fendmeno econémico que ocorre
com as taxas de juro: elas sao atraidas para um valor. Quando as taxas aumentam a
economia esfria e dai a demanda por dinheiro também cai, provocando uma tendéncia de
diminuicao das taxas. O contrario acontece quando as taxas diminuem: a procura por

empréstimos sobe, provocando, consequentemente, uma tendéncia de aumento das taxas.

3.4.1 Modelo de Vasicek

Em 1977 Vasicek [41] propos o processo de Ornstein-Uhlenbeck, dado por (5), como
modelo para a dinamica da taxa de juros de curto prazo. Este modelo costuma ser
criticado por permitir taxas negativas e também pela volatilidade (fungao de difusao) ser

independente do nivel das taxas.
Solucao Exata

Uma vantagem da equacao (5) é o fato de possuir solugao em forma fechada, ou seja, em
termos da trajetéria de Xy, o que facilita a geragao do processo. A solucao exata de (5)

¢ dada logo abaixo, de acordo com Cleur e Manfredi [11]:

¢
X,y =v+(Xg—v)e ™+ U/O e dW, (3.3)

3.4.2 Modelo de Cox-Ingersoll-Ross (CIR)

Como o modelo de Vasicek permite que as taxas de juros sejam negativas, Cox, Inger-
soll e Ross [12], em 1985, propuseram como alternativa o processo de difusao dado pela

equacao (6)
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Neste modelo, para um valor inicial nao negativo da taxa, ela nunca serd negativa.
Isto se deve ao fato nao s6 da tendéncia de retorno a média, mas também da diminuicao
da volatilidade quando o nivel X; se aproxima de zero. As taxas seguindo (6) somente

podem alcancar zero quando o? > 2kv.

Funcao Densidade de Transicao

O modelo CIR (6) nao possui solu¢ao em forma fechada em se tratando do dominio
da trajetoria, mas a fungao densidade de transi¢ao p(X|X;) é dada por uma distribuigao
Qui-Quadrado nao central com 2¢ graus de liberdade e parametro de nao centralidade

u(t) tal que
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Capitulo 4
Simulacao

Este capitulo mostra a aplicacao do processo de simulacao de Monte Carlo a teoria
de estimacgao de certos processos estocasticos de tempo continuo utilizada neste traba-
lho. E interessante notar que, com base nas simulagoes realizadas até esse momento, hé
evidéncias que apontam para a nao necessidade de se conhecer o valor do parametro de

difusao 0. As comparacoes de alguns casos estao apresentadas.

4.1 Geracao de Numeros Pseudo-aleatorios

O processo de geracao de numeros pseudo-aleatorios é parte de fundamental im-
portancia de qualquer estudo que faca uso de simulacao. O gerador utilizado em nos-
sos experimentos esta descrito em Press et al [35], que traz muitas implementagdes de

algoritmos na linguagem C, para diversas finalidades.

Nosso gerador pertence a familia dos geradores congruenciais multiplicativos, que ge-

ram uma sequéncia de inteiros Iy, I, I3, ..., entre 0 e m - 1, pela relacao de recorréncia

Ij+1 = a]j (mod m), (41)

onde m e a sao chamados, respectivamente, de mddulo e multiplicador. Segundo Press
et al [35], essa sequéncia, eventualmente, ird se repetir com um periodo menor ou igual

a m, sendo que o periodo maximo ocorre para m e a escolhidos apropriadamente. Este
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gerador, proposto em 1969 por Lewis, Goodman e Miller - e relacionado em Press et al

[35] -, baseia-se nas seguintes escolhas:

m = 281 —1 = 2147483647 e a = 7° = 16807 (4.2)

Em Press et al [35] comenta-se que este gerador, apesar de simples, passou por varios
testes tedricos novos e, também importante, acumulou uma grande quantidade de usos
bem sucedidos. Trata-se de um “padrao minimo”, simples e portavel, cujo periodo é da

ordem de 10°.

4.2 Simulacao de Processos de Difusao

Os casos simulados apresentados aqui foram escolhidos devido ao fato de serem mais
proximos do que se acredita ser uma situacao real, na qual espera-se que o tempo de

observagao 1" nao seja de muitos anos.

Os estimadores usados sao os de Minimos Quadrados Ordinarios (EMQO) e os de
Maéxima Verossilhanca Discretizados (EMVD), de acordo com Cleur e Manfredi [11].
Usou-se a Regra dos Trapézios para calcular as integrais deterministicas numericamente

e a Formula de Ito para avaliar as integrais estocésticas.

Os modelos usados neste trabalho sd@o o de Vasicek, ver Vasicek [41] e o de Cox-
Ingersoll-Ross, ou simplesmente CIR, ver Cox, Ingersoll e Ross [12], bastante conhecidos
da literatura de processos estocasticos aplicados a finangas, mais propriamente quando se
trata do problema de modelagem da estrutura a termo das taxas de juros'. Eles aparecem,
por exemplo, em Hull [23]. Esses dois modelos de difusao sao escritos, neste trabalho, de

acordo com (5) e (6), respectivamente.

A tabela (4.1) traz as integrais que definem os estimadores de méxima verossimilhanca
de tempo continuo (EMVTC), & e 7, e suas férmulas tal como em Cleur e Manfredi [11]:

LI — LIy
I3, — I2

A

Rmvd =

(4.3)

Ver secao 3.3, pagina 44
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Tabela 4.1: Integrais definindo os EMVTC

MODELO L I, I3 Iy Is

Vasicek [ dX, [ XdX, [lds [ X2ds [ X.ds

CIR Ve fax, e [TXds [ ds

0 X 0

Fonte: Adaptado de Cleur e Manfredi, [11], 1999.

LI, — 1515
L5 — 1715

A~

Viwd =

(4.4)

A seguir, considerando a discretizagdo da equag@o (5) tem-se
Xipn—Xi=rk(v—=X) At +0 (Wi — W),
que apds tomarmos a esperanga, fica
E[Xi1 — X = k(v — X;)At,
dado que E[(W;41 — W;)] = 0. Dai, arranjando os termos de forma conveniente, obtem-se
E[Xi1 — X;] = kvA — kAKX,
donde, fazendo Y; = F[X;11 — Xi], Bo = kVA e §1 = KA temos os EMQO:
X B i Bo

= (4.5)

Rmgo = € Vmgo = — 757
A o)

em que ﬁo e ﬁl sao obtidos pelo método dos Minimos Quadrados Ordinarios do modelo
Y: = Bo+ /1 X; e A é o intervalo de tempo entre observagoes. Para o modelo (6) os
estimadores de k e v sdo exatamente os mesmos que em (4.5), pois os modelos de Vasicek
e CIR possuem a mesma funcao de tendéncia, que é a Unica parte que resta das equacoes

apos o calculo da esperanca.
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Em nossos experimentos, diferentemente de Cleur e Manfredi [11], encontramos as
estimativas de k e v supondo que o parametro o, que define a funcao de difusao, nao é
conhecido. Dessa forma as integrais que envolvem o sao calculadas simplesmente como
somas de Riemann, bastando acessar a amostra {X; = X(¢;),i =0,1,...,n}. A integral
estocéstica I, de Vasicek, que tem como solucao exata

/TXdX _ X=Xy
0 S S 2

passa a ser calculada, aproximadamente, como
T n—1
/ XodX, & Y Xi(Xip — X)),
0 i=1

Da mesma forma, a integral estocastica I, de CIR, que tem como solucao exata

Tax Xr o2
= - .y
0 Xs 09<X0)+ ’

passa a ser calculada, aproximadamente, como

T n—1
dX 1
S S (X — X)),
0 Xs ; Xz o

As duas integrais estocésticas aproximadas dessa forma (integrais naive) sdo boas apro-
ximagoes. Na tabela (4.2) comparamos estimativas obtidas por Cleur e Manfredi [11]
(Tabela X, p. 188) usando as solugoes exatas de I; e I, ou seja, com o conhecido, com
estimativas obtidas neste trabalho usando as integrais I e I, naive, ou seja, o desconhe-

cido.

Tabela 4.2: EMVDs de k do modelo de Vasicek; T = 100 e A = 0,1.

K o desconhecido o conhecido
0,3 0,3361 (0,0856) 0,3342 (0,0840)
0,8 0,8248 (0,1269) 0,8034 (0,1221)
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4.2.1 Casos Simulados

Os casos tratados aqui sao relacionados a valores fixos de x (k = 0,3, 0,8), de T' (T
= 60, 72, 84, 96, 108 e 120 meses), de v (v = 0,1) e do valor inicial X, do processo (X,
= 0,1), que é o valor de equilibrio. Salientamos que tais valores de T' foram adotados
pensando-se em situagoes mais realistas. Embora a estimativa de v seja muito menos
viciada do que a estimativa de k, nés mantivemos seu calculo como parte do processo,

para termos controle sobre os resultados das estimativas.

Nés usamos o Método de Monte Carlo para simular as trajetérias dos modelos con-
siderados, reproduzindo o que foi feito em Cleur e Manfredi [11], porém preferimos 2000
replicacoes e nao 1000, como no artigo citado. O vicio, o desvio padrao e o erro quadratico
médio das estimativas do coeficiente de tendéncia também foram obtidos usando o com-

pilador Borland C++ Builder 4.0.

Para o trabalho de simulacao foi usado um computador PC, com processador Pentium
4 de 2 GHz, memoria RAM de 512 MB e sistema operacional Windows 98. Cada replicacao
da simulagao de Monte Carlo varia de 1,005 segundos a 1,04 segundos, dependendo da
quantidade de casos sendo executados simultaneamente. O tamanho das amostras geradas

nao influi no tempo gasto, apenas o nimero de replicacoes.

Tabela 4.3: Valores de A e seus respectivos niimeros de observacoes, considerando o ano

financeiro, de 252 dias.

A Espago de Tempo

0,1 a cada 2 dias
0,04761 | 1x ao dia
0,01 5x ao dia

As tabelas (4.4), (4.5) e (4.6) exibem os EMVD e de EMQO para o parametro x = 0, 3,
para os modelos de Vasicek e CIR e para valores do intervalo de discretizacao A = 0, 1,

A =0,04761 e A = 0, 01, respectivamente.
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Observa-se que, para um A fixo, as estimativas por ambos os métodos e modelos
tornam-se menos viesadas e se mostram consistentes conforme 7" aumenta, o que é ilus-
trado pelas figuras (4.7) a (4.10). Se observarmos para um mesmo 7' fixo e diminuirmos
A o0 mesmo ja nao acontece: apenas as estimativas EMVD para o modelo CIR melhoram
de acordo com A decrescendo, conforme ilustram as figuras (4.11) e (4.12). Para Vasicek
o EMVD mostra-se numericamente pouco melhor que o EMQO e para o modelo CIR, o

EMQO é pouco melhor para valores maiores de A, piorando conforme A diminui.

Pode-se notar também que para Vasicek as estimativas tornam-se mais viciadas para
um 7T fixo e A diminuindo. Para CIR ocorre o contrario: as estimativas de x melhoram

conforme decresce A para um T fixo. Isso talvez seja devido a alguma causa numérica.

A seguir ilustramos as trajetorias dos modelos CIR e Vasicek nas figuras (4.1) e (4.2),
respectivamente, com x = 0,3 e nas figuras (4.3) e (4.4) com k = 0,8. As figuras
(4.23) e (4.24) exibem as distribuigoes dos dois estimadores para x = 0,8 no modelo
CIR, demonstrando diferencas entre os comportamentos dos estimadores Kpq € /%mqo.

A figura (4.25) mostra a distribuicao de Rynpq com &£ = 0,3 para Vasicek.

Tabela 4.4: EMVD e EMQO com desvios-padrdo para & = 0,3, A = 0,1 e T em meses.

VASICEK CIR

T EMVD EMQO EMVD EMQO

60 | 0,366036 (0,116323) 0,366332 (0,116399) | 0,398002 (0,135598) 0,370973 (0,119677)
72 | 0,356267 (0,105444) 0,356497 (0,105503) | 0,377476 (0,117823) 0,357027 (0,106947)
84 | 0,343792 (0,094010) 0,343995 (0,094059) | 0,363290 (0,105368) 0,347787 (0,097847)
96 | 0,340256 (0,085816) 0,340428 (0,085855) | 0,352578 (0,094972) 0,340179 (0,089700)
108 | 0,333775 (0,082004) 0,333926 (0,082028) | 0,345852 (0,088725) 0,335794 (0,085135)
120 | 0,329743 (0,077625) 0,329884 (0,077663) | 0,340997 (0,083189) 0,332136 (0,080573)

(Obs.: 2000 repetigdes.)
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Tabela 4.5: EMVD e EMQO com desvios-padrdo para k& = 0,3, A = 0,04761 e T em meses.

VASICEK

CIR

EMVD

EMQO

EMVD

EMQO

60
72
84
96
108
120

0,369981 (0,118487)
0,356706 (0,105435)
0,348118 (0,098355)
0,342318 (0,089584)
0,336361 (0,081258)
0,333961 (0,080448)

(
(
(
(

0,370128 (0,118526
0,356827 (0,105480
0,348212 (0,098375
0,342404 (0,089602
0,336435 (0,081270
(

)
)
)
)
)
0,334025 (0,080459)

0,381903 (0,129696)
0,367690 (0,113984)
0,357180 (0,102077)
0,349707 (0,093464)
0,345172 (0,088583)
0,339347 (0,083238)

0,370399 (0,123172
0,359024 (0,110515
0,350668 (0,100334
0,343650 (0,092452
0,340576 (0,088088
(

)
)
)
)
)
0,335884 (0,083614)

(Obs.: 2000 repetigdes.)

Tabela 4.6: EMVD e EMQO com desvios-padrao para k = 0,3, A = 0,01 e T em meses.

VASICEK

CIR

EMVD

EMQO

EMVD

EMQO

60
72
84
96
108
120

0,371814 (0,118885)
0,360248 (0,107936)
0,350950 (0,094294)
0,343006 (0,085945)
0,339315 (0,082617)
0,335744 (0,077790)

0,371843 (0,118894

0,360272 (0,107941

0,350796 (0,094900

0,343024 (0,085950

0,339330 (0,082621
(

)
)
)
)
)
0,335758 (0,077793)

0,379534 (0,124259)
0,364338 (0,110640)
0,353044 (0,097699)
0,346581 (0,091746)
0,343492 (0,085212)
0,336668 (0,079314)

0,378199 (0,126047
0,364570 (0,112207
0,353850 (0,099234
0,347476 (0,092932
0,344352 (0,087348
(

)
)
)
)
)
0,337324 (0,082406)

(Obs.: 2000 repeticoes.)

Tabela 4.7: EMVD e EMQO com desvios-padrdo para = 0,8, A = 0,1 e T em meses.

VASICEK

CIR

EMVD

EMQO

EMVD

EMQO

60
72
84
96
108
120

0,855489 (0,168381)
0,847516 (0,154259)
0,844634 (0,139937)
0,836219 (0,130169)
)
)

~ o~ o~ o~

0,833367 (0,122371
0,831576 (0,114698

0,856222 (0,168508)
0,848069 (0,154372)
0,845134 (0,140022)
0,836676 (0,130246)
0,833731 (0,122409)
0,831916 (0,114757)

1,026641 (0,244108)
0,981429 (0,207259)
0,954880 (0,178372)
0,928821 (0,160331)
0,914067 (0,146697)
0,902387 (0,134916)

0,862661 (0,173098)
0,853855 (0,159034)
0,849769 (0,143811)
0,840487 (0,134361)
0,837619 (0,125659)
0,834749 (0,118010)

(Obs.: 2000 repetigoes.)
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Tabela 4.8: EMVD e EMQO com desvios-padrdo para & = 0,8, A = 0,04761 e T em meses.

VASICEK

CIR

EMVD

EMQO

EMVD

EMQO

60
72
84
96
108
120

0,867545 (0,177975)
0,852039 (0,161327)
0,844693 (0,146192)
0,840394 (0,135593)
0,834519 (0,125745)
0,830462 (0,118779)

0,867906 (0,178065
0,852330 (0,161394
0,844925 (0,146239
0,840610 (0,135621
0,834709 (0,125776
(

)
)
)
)
)
0,830627 (0,118803)

0,945616 (0,210895)
0,913513 (0,184528)
0,895816 (0,164329)
0,883606 (0,149808)
0,872390 (0,137433)
0,863598 (0,128590)

0,872629 (0,180271
0,856684 (0,163850
0,848507 (0,149136
0,842798 (0,138046
0,837214 (0,128225
(

)
)
)
)
)
0,832492 (0,121379)

(Obs.: 2000 repetigdes.)

Tabela 4.9: EMVD e EMQO com desvios-padrdo para £ = 0,8, A = 0,01 e T em meses.

VASICEK

CIR

EMVD

EMQO

EMVD

EMQO

60
72
84
96
108
120

0,863860 (0,179229)
0,849801 (0,159559)
0,843115 (0,147159)
0,840862 (0,137354)
0,835190 (0,128324)
0,831357 (0,122352)

0,863933 (0,179244
0,849858 (0,159572
0,843165 (0,147167
0,840907 (0,137363
0,835229 (0,128330
(

)
)
)
)
)
0,831392 (0,122359)

0,880323 (0,186035)
0,863227 (0,165765)
0,853192 (0,151405)
0,849438 (0,140820)
0,843178 (0,131153)
0,838331 (0,124421)

0,867013 (0,181117
0,853441 (0,162926
0,844845 (0,149394
0,842612 (0,139864
0,837333 (0,130516
(

)
)
)
)
)
0,832510 (0,124086)

(Obs.: 2000 repetigoes.)
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Figura 4.1: Trajetoria simulada de um modelo de CIR « = 0,3, v = 0,1, ¢ = 0,06,
T =60e A=0,04761.
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Figura 4.2: Trajetoria simulada de um modelo de Vasicek k = 0,3, v = 0,1, 0 = 0, 06,

T =60e A =0,04761.
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Figura 4.3: Trajetoria simulada de um modelo de CIR « = 0,8, v = 0,1, ¢ = 0,06,
T =60e A =0,04761.
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Figura 4.4: Trajetoria simulada de um modelo de Vasicek k = 0,8, v = 0,1, 0 = 0, 06,

T =60e A =0,04761.
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Figura 4.5: Trajetérias simuladas dos modelos CIR e Vasicek &

T =60e A=0,04761.
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Figura 4.6: Trajetorias simuladas dos modelos CIR e Vasicek x

T =60e A=0,04761.
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Figura 4.7: Variacao do vicio relativo em fungao de T" para o modelo CIR, com A = 0,1

er=20,3.
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Figura 4.8: Variagao do vicio relativo em fungao de 7" para o modelo CIR, com A = 0,01

er=20,3.
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Figura 4.9: Variacao do vicio relativo em funcao de 7" para o modelo de Vasicek, com

A=01er=0,3.
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Figura 4.10: Variacao do vicio relativo em funcao de 7" para o modelo de Vasicek, com

A=0,0ler=0,3.
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Figura 4.11: Variacao do vicio relativo em fungdo do A para o modelo CIR, com T = 60

ek =020,3.
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Figura 4.12: Variagao do vicio relativo em fun¢ao do A para o modelo CIR, com T = 120

ek =020,3.
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Figura 4.13: Variacao

T=60ex=0,3.
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Figura 4.14: Variagao do vicio relativo em fung¢ao do A para o modelo de Vasicek, com

T=120e k =0,3.
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Nas figuras (4.15) a (4.18) podemos ter uma idéia da variacao do vicio relativo do
estimador do k visualizando os graficos que relacionam o mesmo ao tempo de observagao
T e ao intervalo de discretizacdo A simultaneamente. As figuras (4.15) e (4.16) se referem

ao EMVD e as figuras (4.17) e (4.18) ao EMQO.

w
o

w
o

N
(&)

Vicio Relativo — %

0.1

T (meses) 96

120  0.01

Figura 4.15: Variacdo do vicio relativo de A,,,4 para o modelo de Vasicek e x = 0, 3.

Vicio Relativo — %

96

T (meses)

120  0.01

Figura 4.16: Variacao do vicio relativo de K4 para o modelo CIR e x = 0, 3.
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Figura 4.17: Variacao do vicio relativo de /%mqo para o modelo de Vasicek e k = 0, 3.
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Figura 4.18: Variagao do vicio relativo de /%mqo para o modelo de CIR e k = 0, 3.

Nas figuras (4.19) a (4.22) temos a mesma andlise para o caso dos vicios relativos,
porém para os desvios-padrao dos estimadores. Nos graficos das figuras (4.19) e (4.20)
temos a variacao dos desvios-padrao do EMVD para os modelos de Vasicek e CIR, en-

quanto nas figuras (4.21) e (4.22) a variacdo dos desvios-padrao do EMQO. Os gréficos

sao das estimativas de k.
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Figura 4.19: Variacao do desvio padrao de A;pq para o modelo de Vasicek e k = 0, 3.
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Figura 4.20: Variacdo do desvio padrao de K4 para o modelo de CIR e xk = 0, 3.

Ao se comparar qualitativamente os comportamentos das estimativas para mesmos
modelo, método de estimacao e valor verdadeiro de k, pode-se perceber que a variagao do
vicio relativo e do desvio padrao das estimativas nao apresentam o mesmo comportamento.

Isso pode ser observado confrontando:

e o gréfico da figura (4.15) com o grafico da figura (4.19): Modelo de Vasicek, EMVD
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Figura 4.21: Variagao do desvio padrao de /%mqo para o modelo de Vasicek e k = 0, 3.
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Figura 4.22: Variacao do desvio padrao de /%mqo para o modelo de CIR e k = 0, 3.

ek =0,3.

e o grafico da figura (4.16) com o gréfico da figura (4.20): Modelo de CIR, EMVD e
k=0,3.

e o gréfico da figura (4.17) com o grafico da figura (4.21): Modelo de Vasicek, EMQO
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ek =020,3.

e o grafico da figura (4.18) com o grafico da figura (4.22): Modelo de CIR, EMQO e
k=0,3.

O II
84
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o J —I I.__
I T T 1
0.5 1.0 15 2.0

KA~
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]

FREQUENCIA ABSOLUTA
200
1

Figura 4.23: Distribuicao de A,pq para o modelo de CIR com x = 0,8, v = 0,1, o = 0, 06,
T = 60 meses e A = 0,04761.
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Figura 4.24: Distribuicao de /%mqo para o modelo de CIR com xk = 0,8, v =0,1, 0 = 0, 06,
T = 60 meses e A = 0,04761
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Figura 4.25: Distribuicdo de &,p¢ para o modelo de Vasicek com x = 0,3, v = 0,1,
o =0,06, T =60 meses e A = 0,04761
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Capitulo 5

Aplicacoes

5.1 Titulos dos EUA

Os dados deste conjuntos constituem 1809 observagoes semanais, desde 5 de janeiro
de 1962 até 30 de agosto de 1996, dos rendimentos das Notas do Tesouro dos EUA
com maturidade de 3 meses. As taxas foram observadas nas sexta-feiras, com excegao
de feriados, caso em que as taxas das quintas-feiras foram utilizadas. Estas sao taxas
anualizadas e foi considerado o ano de 360 dias. Este conjunto de dados é o mesmo

utilizado no trabalho de Durham e Gallant [14].

A figura (5.1) exibe apenas a série, enquanto a figura (5.3) contrasta a mesma série
das taxas observadas com a tendéncia, ou seja, os niveis médios, obtidos dos ajustes para
ambos os modelos, CIR e Vasicek, usando os estimadores de maxima verossimilhanca
discretizados. Na figura (5.2) o que se observa é o grafico de dispersao da variagao didria
das taxas pela taxa do dia anterior. Pode-se notar que a variabilidade das diferencas

diarias nao é constante, aumentando conforme o nivel das taxas.

5.2 Depésito Interbancario (DI) Prefixado do Brasil

Os dados deste conjunto sao dez séries diarias brasileiras de taxas de juros prefixadas

de depdsito interbancario (DI), anuais, cada uma contendo 497 observagoes no periodo de
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Figura 5.1: Taxas semanais dos Titulos de 3 meses dos EUA, de 05/01/1962 até
30/08,/1996.
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TAXAS DO TESOURO DOS EUA
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Figura 5.2: Dispersao das diferencas Y; = X;.; — X, das taxas contra as taxas X; do

tesouro dos EUA.

25/03/2003 a 22/03/2005. Vemos, na figura (5.4), trés curvas de rendimento envolvendo
as maturidades de 1, 3, 6, 12, 18, 24, 36, 48, 60 e 84 meses.
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Figura 5.3: Taxas dos titulos dos EUA e tendéncias ajustadas pelos modelos de CIR e
Vasicek.

Os comportamentos das trajetorias das taxas dos titulos de 3 meses, 60 meses e 84
meses sao parecidos, acentuadamente para os dois 1ltimos, conforme mostrado nas figuras
(5.6), (5.8) e (5.10), respectivamente. Nos gréficos de dispersao das figuras (5.7) e (5.9)
observa-se maior heterogeinade nas taxas de 60 meses e de 84 meses, que também mantém
comportamento parecido nesse aspecto. As taxas de 3 meses apresentam comportamento

mais homogéneo que as duas primeiras, conforme ilustra (5.5).

5.3 Titulos do Canada

Este terceiro conjunto de dados compreende, originalmente, o periodo de 1/1/1996 até
30/03/2006. No entanto, dias para os quais a taxa nao estava disponivel foram retirados
da série, restando 2572 observagoes. O ntmero total de dias é 2673. As taxas desses
titulos com maturidade de 3 meses foram utilizadas no trabalho de Jiang e Knight [25],

porém em um periodo diferente.

A figura (5.12) mostra a série e podemos notar que a mesma apresenta um compor-

tamento diferente das séries americanas e brasileiras. Vemos na figura (5.11) a dispersao
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Figura 5.4: Curvas de rendimento das taxas DI didrias em trés datas distintas.
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Figura 5.5: Dispersao das diferengas Y; = X; — X;_; das taxas DI de 3 meses pelas taxas

Xi-1.

dos incrementos diarios das taxas contra as taxas do dia anterior.
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Figura 5.6: Taxas DI diarias de 3 meses brasileiras, de 23/03/2003 até 22/03/2005.
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Figura 5.7: Dispersao das diferengas Y; = X; — X;_; das taxas DI de 60 meses pelas taxas
X 1.

5.4 Resumo das Estimativas

Podemos notar, a partir dos graficos de dispersao das diferencas das taxas contra as
taxas, que a série dada pelas taxas didrias do Canada é a que apresenta a volatilidade,

em geral, nao sé menor como também mais constante. Por outro lado, esta série é a
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Figura 5.8: Taxas DI diarias de 60 meses e tendéncias ajustadas pelos modelos CIR e
Vasicek.
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Figura 5.9: Dispersao das diferencas Y; = X; — X;_; das taxas DI de 84 meses pelas taxas
Xi_1.

que parece apresentar o pior ajuste entre todas as séries reais utilizadas, o que pode ser

explicado, considerando o gréfico desta mesma série, dado pela figura (5.12), pelo fato
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de que a tendéncia desta série (se existir) ndo é da mesma forma caracteristica dos dois

modelos utilizados.
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Tabela 5.1: Estimativas por EMVD para k e v.

Figura 5.12: Taxas diarias dos titulos canadenses com maturidade de 3 meses, de

02/01/1996 até 30,/03/2006.

K 1%
SERIE N A Vasicek CIR Vasicek CIR
Thill 03 meses 1809 | 0,019 | 0,2737122 0,1904838 | 0,0653499  0,0664692
DI Pre 03 meses 497 | 0,004 | 1,6138092 2,0399213 | 0,1627046 0,1675031
DI Pre 60 meses 497 | 0,004 | 5,9120424 6,6866580 | 0,1816088 0,1834737
DI Pre 84 meses 497 | 0,004 | 6,2169618  6,7423206 | 0,1867749 0,1881336
Thill 03 meses CA | 2572 | 0,004 | 0,2857602 0,2801387 | 0,0308692 0,0307537

Tabela 5.2: Estimativas por EMQO para k e v.

i v
SERIE N A

Thill 03 meses 1809 | 0,019 | 0,2744174 | 0,0653651
DI Pre 03 meses 497 | 0,004 | 1,6898517 | 0,1642052
DI Pre 60 meses 497 | 0,004 | 6,1519654 0,1827553
DI Pre 84 meses 497 | 0,004 | 6,4011308 0,1878228
Thill 03 meses CA | 2572 | 0,004 | 0,2865212 0,0309022
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Podemos notar, da tabela (5.1), que para as séries brasileiras as diferengas per-
centuais entre as estimativas de x considerando o modelo de Vasicek e o modelo CIR
diminuem conforme a maturidade dos titulos aumenta. Para os titulos de 3 meses a dife-
renca ¢ de aproximadamente 26%, caindo para aproximamente 13% e depois para 8,45%,
aproximadamente. Tal fato talvez seja reflexo do que a diz a teoria econémica a respeito
dos titulos: a volatilidade dos titulos dimimui conforme aumenta a maturidade. Mesmo
em se tratando aqui de uma modelagem apenas da tendéncia, pode ser que tal fenomeno
esteja, em parte, influenciando implicitamente a estimativa do parametro x. Quanto as
estimativas de v, as diferencas percentuais sao de 3%, 1% e 0,7%, aproximadamente, para

os titulos com maturidade de 3 meses, 60 meses e 84 meses, respectivamente.

Quanto as estimativas por EMQO dos mesmos conjuntos de dados, tabela (5.2), en-
contramos Ay,qe Sempre maior que o respectivo K,,q para o Modelo de Vasicek. Vemos
também que 7,4, é sempre maior que o respectivo I,,q. Apesar de tal comportamento
parecer sistematico, nao se pode afirmar que o seja de fato e nem que essas diferencas sao

significativas.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

6.1 Conclusoes

O EMVD se comporta, aproximadamente, como o estimador de méaxima verossimi-
lhanca de tempo continuo usual para tais modelos de difusao. Entretanto, a simples
discretizacao dos estimadores naturais para o caso continuo leva a um vicio de discre-
tizagdo, também ja reportado na literatura (Cleur e Manfredi [11]), que compromete o

desempenho do estimador, principalmente quando se trata de pequenas amostras.

O aspecto numérico envolvido nos estudos que fazem uso de simulagao pode, em muitos
casos, influenciar os resultados, desde simples problemas com a precisao dos calculos até
procedimentos adotados. Nesse sentido os métodos de geracao de varidveis aleatorias
(quando do uso de simulagao estocastica), integragdo numeérica e esquemas de discretizagao

sao de grande importancia nesses estudos.

6.2 Propostas de Trabalhos Futuros

Como idéias para trabalhos futuros, a utilizacao de outros métodos de integracao
numeérica, em particular o de Gauss-Legendre e de esquemas de discretizacao de ordem
mais alta, como o de Taylor, serao considerados. Além disso, a questao do intervalo

entre observacoes - passo de discretizacao quando em se tratando da etapa de simulacao,
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e espaco de tempo entre observacoes amostradas, quando em se tratando de aplicacao a

dados reais - também sera avaliada com vistas a verificacao de sua influéncia na estimagao.

Neste trabalho o objetivo foi a estimativa da coeficiente de tendéncia de uma EDE,
mas nao o coeficiente de difusao, o qual serd o préximo passo. Assim, serd possivel passar
ao problema de previsao e de escolha do melhor modelo para este fim. Constatamos, tendo
feito uma ampla revisao da literatura disponivel, que o trabalho de Durham e Gallant [14],
além de ser um dos mais recentes e de trazer abordagem nova, também tem causado certa
influéncia nas pesquisas dessa area, tornando-se referéncia importante. Esta devera ser a

referéncia a adotarmos como base de comparacao ao darmos continuidade as pesquisas.

A esséncia do que foi feito neste trabalho deve ser repetida num contexto comple-
tamente nao-paramétrico, utilizando a metodologia dos niicleo estimadores, pois alguns
trabalhos na literatura, como Ait-Sahalia [1] e [2], apontam a necessidade de nao se fi-
xar uma forma paramétrica para o coeficiente de tendéncia, uma vez que essa atitude
influi na estimacao do coeficiente de difusao, mesmo que, para este, a abordagem seja

nao-parameétrica.
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Abstract

Due to the sophistication of the financial products in the last years, continuous time
probabilistic models defined by stochastic differential equations have had the increasing
attention by the financial market analysts and academics concerning this area. To surpass
the limitation of some models, it is necessary to consider the way the interest rates get
developed throughout the time. In this dissertation the drift coefficient estimation of
the Vasicek model and the Cox-Ingersoll-Ross model is carried through the discretized
maximum likelihood estimator and the ordinary least squares estimator. The necessity
to know the value of the diffusion coefficient is overcome and the presence of the bias
estimators is confirmed, for considering the discrete time observations for continuous time
models. It is also presented the comparison of the estimators performance when changes
are made in the discretisation interval and the time observation of the process. The drift
coefficients of both models are estimated by the two methods, achieving the expected

trajectory of the interest rates of five real data sets.

Keywords: Stochastic differential equations, Term structure of the short-term interest

rates, Vasicek model, Cox-Ingersoll-Ross model, Euler discretisation scheme.
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