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Î+Ï8Ð­Ñ­Ò�Ó�Ô�Õ · Ô	ÖW×¤Ô�Ð­Õ"Ô�ÖW×�Ø�×�Õ)Ô4Ù`×�ÏWÒ�Ú�Û{Ñ­ÕmÓ"×�Õ¹Ü'×2Ý�Ô�Þ ·�ß�· Ó"Ô�ÖWÑ�Ô�Õ�×
Ô ß�·�à Ô�Õm×�Ò�Ó"×2Ó"Õ"Ô�Þ�Ô ß ÝWÑ�×¤Û�Ñ­Õ
Ó"×�Õ9×�Ò�Ó�Ô�ÖWÑ'ÛWÕ�×�Ò�×�á�Ó"×C×�Ü�Ó"Ñ@ÖWÑ­Ò9Ñ­Ò)Ü'Ñ­Ü'×�á}Ó"Ñ­Ò9ÖW×�Ò�Ó�Ô2â�Ñ­Õ�á�Ô�Ö�Ô%ã
ä�×�ÏWÒ:Ô�Ð­Õ"Ô�ÖW×�Ø · Ü'×�á�Ó"Ñ­ÒIÓ�Ô�Ü�Þ{å�Ü�Ô�Ñ)ÛWÕ�Ñ�æç×�Ò�Ò�Ñ­Õ�×RÔ�Ü · Ð­Ñ)Ù`Õ�ã.è¤Õ�×�Ð­é­Õ · Ñ-ê%Ô�Õ"ë
ì · Ô9í¹Ó"ÏWáWØ
Ô�Õ�Û{× ß Ô

Ñ­Õ · ×�á}Ó�Ô�î
ï�ÑWÚjÖ · Õ�×�î
ï�Ñ�×4Ø�Ñ­Ü�Û�Ô�áWÝW× · Õ · Ò�Ü'ÑWÚ{á�ï�Ñ�Ò�Ñ­Ü'×�á}Ó"×�ÖWÏWÕ"Ô�á�Ó"×4Ô�Õ�×
Ô ß�·�à Ô�î
ï�Ñ ÖW×�Ò�Ó"×�Ó"Õ�ÔlÞ�Ô ß ÝWÑWÚ
Ü Ô�Ò9ÖWÏWÕ"Ô�á}Ó"×£Ñ­Ò)ð ß Ó · Ü�Ñ­Ò9ñ�Ô�áWÑ­Ò�ã
ò ÏW×�Õ�Ñ�Ô�Ð­Õ"Ô�ÖW×�Ø�×�Õ¤Ó�Ô�Ü�Þ{å�Ü=ó�ÛWÕ�Ñ�æç×�Ò�Ò�Ñ­Õ"Ô8Ù`Õ"Ô%ã	í`á · ÏWÕ"Ô8ä ·�ß Ô�áWå�Ò¤ô¹Ô�Õ�Õ · ×�á�Ó"Ñ­Ò�Ú]Ô�õ�Ï�Ô ß Ó"×�ì­×

Û�Ô�Õ�Ó · Ø · Û�Ô�î
ï�Ñ	æçÏWáWÖ�Ô�Ü'×�á�Ó�Ô ß áWÑ�ÖW×�Ò�×�á�ì­Ñ ß ì · Ü'×�á}Ó"Ñ'ÖW×�Ò�Ò"Ô�Ö · Ò�Ò�×�Õ�Ó�Ô�î
ï�ÑWã
í`Ð­Õ"Ô�ÖW×�î�Ñ�ó	ö-á · ì­×�Õ�Ò · Ö�Ô�ÖW×2÷�×�ÖW×�Õ"Ô ß ÖW×¤ä · á�Ô�Ò¹è¤×�Õ"Ô · Ò`øvö`÷+ä�èCù.×2ó	÷�ÏWáWÖ�Ô�î
ï�Ñ	ÖW×-í`Ü'Û�Ô�Õ�Ñ

ó�ú:×�Ò�õ�Ï · Ò"Ô'ÖWÑ Î+Ò�Ó�Ô�ÖWÑ'ÖW×�ä · á�Ô�Ò`è¤×�Õ"Ô · Ò	øv÷@í2úBÎRä�û�èCù?Ú�Û{Ñ­Õ)Ü'×¤Ø�Ñ­áWØ�×�ÖW×�Õ2Ô4Ñ­Û{Ñ­Õ�Ó"ÏWá · Ö�Ô�ÖW×£ÖW×
Õ�×
Ô ß�·�à Ô�î
ïlÑ4ÖW×�Ò�Ó"×£Ó"Õ"Ô�Þ�Ô ß ÝWÑWã
í`Ð­Õ"Ô�ÖW×�î�Ñ�Ô�Ñ­Ò¤ÛWÕ�Ñ�æç×�Ò�Ò�Ñ­Õ�×�Ò	Ù`Õ�ã ä · Ø�ÝW× ß ê@Û · Õ"Ô�×'Ù`Õ�ã�ôm×�Õ�á�Ô�Õ�ÖWÑ�ü-ÏWáW×�ÒCômÑ­Õ�Ð­×�Ò£ÖW×'ý · Ü Ô%Ú

ÖWÑ�ÖW×�Û�Ô�Õ�Ó�Ô�Ü'×�á}Ó"Ñ�ÖW×�ä�ÔlÓ"×�Ü ëlÓ · Ø
Ô�Ö�ÔUö`÷+ä�è4Ú.Û�× ß Ñ · áWØ�×�á}Ó · ì}Ñ�áWÑ­Ò4ÛWÕ · Ü'× · Õ�Ñ­Ò�Û�Ô�Ò�Ò�Ñ­Ò�ÖW×�Ò�Ó�Ô
Ø
Ô�Ü · áWÝ�Ô�Ö�Ô%ã
÷ · á�Ô ß Ü'×�á}Ó"×�Ú%Ô�Ð­Õ"Ô�ÖW×�î�Ñ'ó�ê%Ô�Õ"Ô%ÚWÜ'×�ÏWÒ¹Û�Ô · Ò¹×£ó4Ü · áWÝ�Ô · Õ�Ü ï%Ú@Û�Ñ­Õ9Ò�×�Ü'ÛWÕ�×¤×�Ò�Ó�Ô�Õ�×�Ü!Ô�Ñ4Ü'×�Ï

ß Ô�ÖWÑ�æçÑ­Õ�Ó�Ô ß ×�Ø�×�áWÖWÑlþZÜ'×2Ø�Ñ­Ü!Þ{Ñ­áWÖWÑ­Ò"Ô�Ò)Û�Ô ß Ô
ì@Õ"Ô�Ò�ã
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4 ã65 Ù`×	7�á · î�8@×�Ò-Þ�ë�Ò · Ø
Ô�Ò�ãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCã95;:

4 ã65­ã65 ä�Ñ�ì · Ü'×�á}Ó"Ñ'ômÕ�Ñ"<)á · Ô�áWÑ1ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCã95;:
4 ã65­ã=: ä�Ô�Õ�Ó · áWÐ}Ô ß ãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCã95;:

4 ã=:?>¹ë ß Ø�Ï ß Ñ4×�Ò�Ó"Ñ@Ø
ë�Ò�Ó · Ø�Ñ'×CÔ · á}Ó"×�Ð­Õ"Ô ß ÖW×£û¡ÓA@�ãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCã95 4
4 ã=:@ã65 >mÑ­áWÒ�Ó"Õ�ÏWî
ï�Ñ Ö�Ô · á}Ó"×�Ð­Õ"Ô ß ÖW×£û¡ÓA@MãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCã95CB
4 ã=:@ã=: í æçé­Õ�Ü�Ï ß Ô�ÖW×£û¡ÓA@ ãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCã95;D
4 ã=:@ã 4 ú+Õ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�Ñ ÖW×¤ì�Ô�Õ · Ô�î
ï�Ñ4õ�Ï�Ô�ÖWÕ"ëlÓ · Ø
ÔÃãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCã95;E

FG1H���+��'I�KJ�'MLN!O!P�"JQ�(!P��1R��
�����!#����12��
N�S� 
3�
BWã65 ú+Õ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�Ñ ÖW×£Õ�×�Ò�×�Õ�ì�Ô�ÖW×£Õ · Ò�Ø�Ñ ã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCã95"T
BWã=: ä�Ñ@ÖW× ß Ñ�Ø ß ë�Ò�Ò · Ø�Ñ�ÖW×->mÕ"Ô�Ü'å�ÕOþOý]ÏWáWÖWÞ�×�Õ�Ð1ãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCã95"T

UV1H���+��'I�KJQ��1W��
�����!#����12��
��S� �#

D@ã65 Ù`×�Ò�Ø�Õ · î
ï�Ñ'ÖWÑ'Ü'Ñ�ÖW× ß Ñ0ãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãX:35
D@ã=:Çú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×2ÖW×£Õ�ÏZY�á�Ô!ãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãX:[:

\V1H���+��'I�9�+�]�+��^_��!#��� �./
ñ%ã65V>mÑ­áWØ�× · Ó"Ñ­Ò)Þ�ë�Ò · Ø�Ñ­ÒÅãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãX: 4
ñ%ã65­ã65 `ÅÛWÕ�Ñ�Ø�×�Ò�Ò�Ñ Ö�Ô�Õ�×�Ò�×�Õ�ìlÔ�ã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãX: 4
ñ%ã65­ã=: ü-Ñ@î�8@×�Ò)ÖW×£Õ�ÏZY�á�ÔcãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãX:aB

ñ%ã=: ä�Ñ@ÖW× ß Ñ�ÖW×£Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ�Û�Ô�Õ"Ô�Ô4Õ�×�Ò�×�Õ�ì�Ô ãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãX:aB
ñ%ã 4 ú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×2ÖW×£Õ�ÏZY�á�Ô!ãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãX:�ñ
ñ%ã 4 ã65 ú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×2ÖW×£Õ�ÏZY�á�Ô�×�Ü!Ó"×�Ü'Û�ÑS7�á · Ó"Ñ�ã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãX:�ñ
ñ%ã 4 ã=: >¹Ô�Ò�Ñ'ÝWÑ­Ü'Ñ­Ð[b�áW×�Ñ�áWÑ�Ó"×�Ü'Û�Ñ ãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãX:dc

ñ%ã Be>¹Ô�Ò�Ñ­Ò-×�Ò�Û�×�Ø · Ô · Ò#ãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCã 4[f
ñ%ã BWã65 í`ÏWÒgb�áWØ · Ô�ÖW×¹â�ÏWÕ�Ñ­ÒcãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCã 4[f
ñ%ã BWã=: h�ÏWÕ�Ñ­Ò)ÖW×�Ó"×�Õ�Ü · áZY�Ò�Ó · Ø�Ñ­Òsã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCã 4 5
ñ%ã BWã 4 h�ÏWÕ�Ñ­Ò)×�Ò�Ó"Ñ@Ø
ë�Ò�Ó · Ø�Ñ­Ò�ãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCã 4 :

· ì



i 12j��S������!k�+�]%�0����-l+��1m%����&� /ZF
E@ã65 ê@Ñ ß ÏWî
ï�Ñ�á�ÏWÜ'å�Õ · Ø
Ô�ì · Ô4×�Ò�õ�ÏW×�Ü Ô�Ò)ÖW×£Ö · æç×�Õ�×�áWî
Ô�Ò_7�á · Ó�Ô�ÒdãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCã 4 B

E@ã65­ã65 >mÑ­áWØ�× · Ó"Ñ­Ò · á · Ø · Ô · ÒÅãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCã 4 B
E@ã65­ã=: Î+Ò�õ�ÏW×�Ü Ô�Ò-×on%Û ß Y�Ø · Ó"Ñ­Ò¹×£×�Ò�õ�ÏW×�Ü Ô�Ò · Ü'Û ß Y�Ø · Ó"Ñ­Ò¿ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCã 4 D
E@ã65­ã 4 ê@Ñ ß ÏWî
ï�Ñ�á�ÏWÜ'å�Õ · Ø
Ô4Ö�Ô4×�õ�Ï�Ô�î
ï�Ñ'Ö · æç×�Õ�×�áWØ · Ô ß Û�Ô�Õ�Ø · Ô ß ãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCã 4 D
E@ã65­ã B í ß Ð­Ñ­Õ · Ó"Ü�Ñ4ÖW×,p9ÝWÑ­Ü'Ô�Ò ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCã 4 E

E@ã=: ê · Ü�Ï ß Ô�î
ï�Ñ4ÖWÑ�Ü'Ñ@ÖW× ß Ñ4Ø ß ë�Ò�Ò · Ø�Ñ4Ø�Ñ­Ü · á�ì­×�Ò�Ó · Ü'×�á}Ó"Ñ ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCã 4 c
E@ã 4 ä�ÏWÖ�Ô�áWî
Ô'ÖW×£Ü'×�Ö · Ö�Ô ãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCã 4 T

E@ã 4 ã65 í`Û ß�· Ø
Ô�î
ï�Ñ�Ô�ÏWÜ!Ü'Ñ�ÖW× ß Ñ4Ü Ô · Ò¹Ò · Ü'Û ß ×�Ò5ãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãqB f
E@ã 4 ã=: ú+Õ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�Ñ Ø�Ñ­Ü · á}ì­×�Ò�Ó · Ü'×�á�Ó"Ñ4ÖW×�Ó"×�Õ�Ü · áZY�Ò�Ó · Ø�Ñ4×£ÛWÕ�Ñ�Ø�×�Ò�Ò�Ñ Ø�Ñ­Ü

ÛWÕgb�Ü · Ñ4ÖW×�Û{×�áWÖW×�áWÖWÑ�Ö�Ô4Õ�×�Ò�×�Õ�ì�Ô�ãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãqBr:
E@ã 4 ã 4 >mÑ@×	7�Ø · ×�á}Ó"×CÖW×Cý]ÏWáWÖWÞ�×�Õ�Ð ß Ñ�Ø
Ô ß ãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãqBr:

s�����!#��'t�u%+����!v
���12j*���"JQ��! FtU
c%ã65 ú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×2ÖW×£Õ�ÏZY�á�Ô�×�Ü�Ó�×�Ü'Û{ÑS7�á · Ó"Ñ ãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãqBrD

c%ã65­ã65 ûZáWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò-Ø�Ñ­Ü!Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ�è£Ô�Ü Ô ãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãqB}ñ
c%ã65­ã=: ûZáWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò-Ø�Ñ­Ü!Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ4Î�n%Û{Ñ­áW×�áWØ · Ô ß ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãqBwc
c%ã65­ã 4 ûZáWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò-Ø�Ñ­Ü!Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ4ö-á · æçÑ­Õ�Ü'×ÇãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãXD35
c%ã65­ã B Î+Õ�Õ�Ñ'ÖW×£×�Ò�Ó · Ü Ô�î
ï�Ñ�ãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãXD 4

c%ã=:Çú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×2ÖW×£Õ�ÏZY�á�Ô�×�Ü�Ó�×�Ü'Û{Ñ · áx7�á · Ó"Ñ ãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãXD[D
c%ã=:@ã65 ûZáWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò-Ø�Ñ­Ü!Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ�è£Ô�Ü Ô ãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãXD�ñ
c%ã=:@ã=: ûZáWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò-Ø�Ñ­Ü!Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ4Î�n%Û{Ñ­áW×�áWØ · Ô ß ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãXD[E

�GJQ��
yJ�'M��!OzQ��! \.�
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5 ú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×4ÖW× Õ�ÏZY�á�Ô8×�Ü Ó"×�Ü'Û{Ñ�7�á · Ó"Ñ�õ�Ï�Ô�áWÖWÑ�Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ôlî�8@×�ÒCÓAb�Ü Ö · ÒOþ
Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ'è£Ô�Ü Ô

(2.25, 1.5)
×
δ = 0.1

ÚZ7xnWÔ�áWÖWÑ Î)�£ã	ã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãqB}ñ
: ú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×4ÖW× Õ�ÏZY�á�Ô8×�Ü Ó"×�Ü'Û{Ñ�7�á · Ó"Ñ�õ�Ï�Ô�áWÖWÑ�Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ôlî�8@×�ÒCÓAb�Ü Ö · ÒOþ
Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ'è£Ô�Ü Ô

(2.25, 1.5)
×
δ = 0.1

ã�ãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãqBrE
4 ú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×4ÖW× Õ�ÏZY�á�Ô8×�Ü Ó"×�Ü'Û{Ñ�7�á · Ó"Ñ�õ�Ï�Ô�áWÖWÑ�Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ôlî�8@×�ÒCÓAb�Ü Ö · ÒOþ
Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ'è£Ô�Ü Ô

(2.25, 1.5)
×
δ = 0.05

ãVãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãqBrE
B ú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×4ÖW× Õ�ÏZY�á�Ô8×�Ü Ó"×�Ü'Û{Ñ�7�á · Ó"Ñ�õ�Ï�Ô�áWÖWÑ�Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ôlî�8@×�ÒCÓAb�Ü Ö · ÒOþ
Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ'è£Ô�Ü Ô

(2.25, 1.5)
×
δ = 0.01

ãVãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãqBwc
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ï�Ñ�Î�n%Û{Ñ­áW×�áWØ · Ô ß

(2/3)
×
δ = 0.1

ÚZ7xnWÔ�áWÖWÑ Î)�£ã�ãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã�BwT
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Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ�Î�n%Û{Ñ­áW×�áWØ · Ô ß

(2/3)
×
δ = 0.1

ã�ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã�BwT
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Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ�Î�n%Û{Ñ­áW×�áWØ · Ô ß

(2/3)
×
δ = 0.05

ã¿ãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãXD f
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Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ�Î�n%Û{Ñ­áW×�áWØ · Ô ß

(2/3)
×
δ = 0.01

ã¿ãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãXD f
T ú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×4ÖW× Õ�ÏZY�á�Ô8×�Ü Ó"×�Ü'Û{Ñ�7�á · Ó"Ñ�õ�Ï�Ô�áWÖWÑ�Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ôlî�8@×�ÒCÓAb�Ü Ö · ÒOþ
Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ�ö-á · æçÑ­Õ�Ü'×

(1, 2)
×
δ = 0.1

ÚZ7xnWÔ�áWÖWÑ Î)�£ã�ãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãXD35
5 f ú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×4ÖW× Õ�ÏZY�á�Ô8×�Ü Ó"×�Ü'Û{Ñ�7�á · Ó"Ñ�õ�Ï�Ô�áWÖWÑ�Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ôlî�8@×�ÒCÓAb�Ü Ö · ÒOþ
Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ�ö-á · æçÑ­Õ�Ü'×

(1, 2)
×
δ = 0.1

ã+ãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãXD[:
5[5 ú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×4ÖW× Õ�ÏZY�á�Ô8×�Ü Ó"×�Ü'Û{Ñ�7�á · Ó"Ñ�õ�Ï�Ô�áWÖWÑ�Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ôlî�8@×�ÒCÓAb�Ü Ö · ÒOþ
Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ�ö-á · æçÑ­Õ�Ü'×

(1, 2)
×
δ = 0.05

ãUãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãXD[:
5;: ú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×4ÖW× Õ�ÏZY�á�Ô8×�Ü Ó"×�Ü'Û{Ñ�7�á · Ó"Ñ�õ�Ï�Ô�áWÖWÑ�Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ôlî�8@×�ÒCÓAb�Ü Ö · ÒOþ
Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ�ö-á · æçÑ­Õ�Ü'×

(1, 2)
×
δ = 0.01

ãUãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãXD 4
5 4 Î+Õ�Õ�Ñ�ÖW×�×�Ò�Ó · Ü Ô�î
ï�Ñ Û�Ô�Õ"Ô�Ô ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×CÖW×�Õ�ÏZY�á�Ô ×�Ü;Ó"×�Ü'Û�Ñ&7�á · Ó"Ñ�õ�Ï�Ô�áWÖWÑ

δ = 0.1
ã ãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCã�DaB

5CB Î+Õ�Õ�Ñ�ÖW×�×�Ò�Ó · Ü Ô�î
ï�Ñ Û�Ô�Õ"Ô�Ô ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×CÖW×�Õ�ÏZY�á�Ô ×�Ü;Ó"×�Ü'Û�Ñ&7�á · Ó"Ñ�õ�Ï�Ô�áWÖWÑ
δ = 0.05

ã-ãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCã�DaB
5;D Î+Õ�Õ�Ñ�ÖW×�×�Ò�Ó · Ü Ô�î
ï�Ñ Û�Ô�Õ"Ô�Ô ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×CÖW×�Õ�ÏZY�á�Ô ×�Ü;Ó"×�Ü'Û�Ñ&7�á · Ó"Ñ�õ�Ï�Ô�áWÖWÑ

δ = 0.01
ã-ãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCã�D[D

ì ·
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Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ'è£Ô�Ü Ô

(2.25, 1.5)
×
δ = 0.1

ã�ãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãXD[E
5;E ú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×-ÖW×¤Õ�ÏZY�á�Ô	×�Ü�Ó�×�Ü'Û{Ñ · áx7�á · Ó"Ñ	õ�Ï�Ô�áWÖWÑ'Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8�×�Ò¹ÓAb�Ü Ö · ÒOþ
Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ�Î�n%Û{Ñ­áW×�áWØ · Ô ß

(2/3)
×
δ = 0.1

ã�ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCãCã�DdT
5"c ú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×-ÖW×¤Õ�ÏZY�á�Ô	×�Ü�Ó�×�Ü'Û{Ñ · áx7�á · Ó"Ñ	õ�Ï�Ô�áWÖWÑ'Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8�×�Ò¹ÓAb�Ü Ö · ÒOþ
Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ�Î�n%Û{Ñ­áW×�áWØ · Ô ß

(2/3)
×
δ = 0.05

ã¿ãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ã;ñ f
5"T ú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×-ÖW×¤Õ�ÏZY�á�Ô	×�Ü�Ó�×�Ü'Û{Ñ · áx7�á · Ó"Ñ	õ�Ï�Ô�áWÖWÑ'Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8�×�Ò¹ÓAb�Ü Ö · ÒOþ
Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ�Î�n%Û{Ñ­áW×�áWØ · Ô ß

(2/3)
×
δ = 0.01

ã¿ãCãCãCãCãCãCãCãCã£ãCãCãCãCãCãCãCãCãCã£ã;ñ f

ì ·�·
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ï�Ñ�×�á�Ó"Õ�×4Ñ­Ò£Û�ÔlÕ��lÜ'×�Ó"Õ�Ñ­Ò�Ú�Ô�õ�Ï�Ô ß
ÖW×	7�á�Ô�×�Ü!õ�Ï�Ô · Ò9Ò · Ó"Ï�Ô�î�8@×�Ò-Ô�Ô�ÛWÕ�Ñ"n · Ü Ôlî
ï�Ñ4Û{Ñ­Õ9Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ�å£Ò"ÔlÓ · Ò�ævÔlÓ"é­Õ · Ô%ã
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>¹ë ß Ø�Ï ß Ñ­Ò£×�Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î�8@×�ÒCÛ�Ô�Õ"Ô�Ô�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×�ÖW× Õ�ÏZY�á�Ô8ÓAb�Ü1Ò · ÖWÑ�ÏWÜ Ô8Ð­Õ"Ô�áWÖW×'æçÑ­á}Ó"×
ÖW× · áWÒ�Û · Õ"Ô�î
ï�Ñ�×£ÖW×CÖW×�Ò�×�á�ì­Ñ ß ì · Ü'×�á}Ó"Ñ'ÖW×£Ó"å�Ø�á · Ø
Ô�Ò-×�Ü¿Ü ÔlÓ"×�Ü ëlÓ · Ø
Ô4ÔlÓ"Ï�Ô�Õ · Ô ß ãRü-×�Ò�Ó"×£Ó"Õ�ÔlÞ�Ô ß ÝWÑWÚ
Ø�Ñ­áWÒ · ÖW×�Õ"Ô�þZÒ�×£ÏWÜ Ô�Ø�Ñ­Ü'Û�Ô�áWÝ · Ô4ÖW×£Ò�×�Ð­ÏWÕ�Ñ­Ò`Ø�Ñ­Ü�ì�Ô ß Ñ­Õ9ÖW×CÒ�Ï�Ô'Õ�×�Ò�×�Õ�ìlÔ áWÑ · áWÒ�Ó�Ô�á}Ó"×

t
ÖW×�áWÑ�Ó�Ô�Ö�Ô

Û�Ñ­Õ
Ut
Ú�Ñ­Ï Ò�×Oâ�Ô%Ú {Ut, t ≥ 0} å)ÑCÛWÕ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�Ñ	ÖW×-Õ�×�Ò�×�Õ�ì�ÔCÖW×-Õ · Ò�Ø�ÑWÚ}Ò�×�áWÖWÑ U0 = 0

Ô¤Õ"×�Ò"×�Õ�ìlÔ · á · Ø · Ô ß
Ö�Ô�Ò�×�Ð­ÏWÕ"Ô�ÖWÑ­Õ"Ô%ãmÙ`×�áWÑ�Ó�Ô�þZÒ�×CÛ{Ñ­Õ

Nt
Ñ'á@ðWÜ'×�Õ�Ñ�ÖW× · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8�×�Ò`Ô�Ò�×�Õ�×�Ü¿Û�Ô�Ð}Ô�Ò-Ô�Ñ­Ò)Ò�×�Ð­ÏWÕ"Ô�ÖWÑ­Ò

áWÑ · á}Ó"×�Õ�ì�Ô ß Ñ`ÖW×mÓ"×�Ü'Û{Ñ
(0, t]
ã+ê@×Oâ�Ô

Xi
Ñ`Ó�Ô�Ü Ô�áWÝWÑ4øçÑ­Ï�ìlÔ ß Ñ­Õ�ù�Ö�Ô · þZå�Ò · Ü Ô · áWÖW×�á ·�à Ô�î
ï�ÑWã3í`Ò�Ò�ÏWÜ4þ

· Ü'Ñ­Ò`õ�ÏW× {Nt, t ≥ 0} å4ÏWÜ=ÛWÕ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�Ñ�ÖW×�ú3Ñ · Ò�Ò�Ñ­á�ÝWÑ­Ü'Ñ­Ð[b�áW×�Ñ�Ø�Ñ­Ü · á}Ó"×�áWÒ · Ö�Ô�ÖW× λ Ú]×4õ�ÏW×�Ñ­Ò
Ó�Ô�Ü Ô�áWÝWÑ­Ò]Ö�ÔlÒ · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò�Ò"ï�Ñ · áWÖW×�Û{×�áWÖW×�á}Ó"×�Ò:ÖWÑ)ÛWÕ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�Ñ`ÖWÑ)á@ðWÜ'×�Õ�Ñ)ÖW× · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò�ÚlÛ�Ñ­ÒOþ
· Ó · ì­Ñ­Ò�Ú�Ü4Ï%Ó"Ï�Ô�Ü'×�á}Ó"× · áWÖW×�Û�×�áWÖW×�á}Ó�×�Ò¤× · ÖW×�á}Ó · Ø
Ô�Ü'×�á�Ó"×£Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏZY�ÖWÑ­Ò)Ø�Ñ­Ü¿Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ

F
Ú{Ø�Ñ­Ü

E(X) = µ
×
V ar(X) = σ2 ãcí!Ø�Ñ­Ü'Û�Ô�áWÝ · Ô�Õ�×�Ø�×�Þ�×�Ñ ÛWÕgb�Ü · Ñ�ÖW×8Ò�×�ÏWÒ�Ò�×�Ð­ÏWÕ"Ô�ÖWÑ­Ò4õ�ÏW×8Ò"ï�Ñ

Û�Ô�Ð­Ñ­Ò`Ø�Ñ­á}Ó · á�Ï�Ô�Ü'×�á�Ó"×�Ô ÏWÜ Ô�Ó�Ô;nWÔ Ø�Ñ­áWÒ�Ó�Ô�á�Ó"×
p
ã¤ü-×�Ò�Ó�Ô�Ö · Ò�Ò�×�Õ�Ó�Ô�î
ï�Ñ�Ö�ë�þZÒ�×�b�á%ævÔ�Ò�×�ó Ò · Ó"Ï�Ô�î
ï�Ñ

×�Ü;õ�ÏW×�Ô Õ�×�Ò�×�Õ�ì�Ô ÖW×�ÏWÜ Ô�Ø�Ñ­Ü'Û�Ô�áWÝ · Ô'ÖW×	Ò�×�Ð­ÏWÕ�Ñ­Ò`×�Ò�Ó�ë Ò�Ïlâ�× · Ó�Ô�Ô · á}ì}×�Ò�Ó · Ü'×�á}Ó"Ñ­Ò`Ô'ÏWÜ Ô�Ó�Ô;nWÔ
ÖW×¹â�ÏWÕ�Ñ­Ò9ÖW×�Ó"×�Õ�Ü · áZY�Ò�Ó · Ø
Ô

δ
ã

ü-Ñ�Ø
Ô�ÛZY�Ó"Ï ß Ñ 4 Ò"ï�Ñ�æçÑ­Õ�áW×�Ø · ÖWÑ­Ò�Ô ß Ð­ÏWáWÒ	Ø�Ñ�áWØ�× · Ó"Ñ­Ò�Ö�Ô�Ó"×�Ñ­Õ · Ô�ÖW× Ø
ë ß Ø�Ï ß Ñ�×�Ò�Ó"Ñ@Ø
ë�Ò�Ó · Ø�Ñ�× Ö�Ô
· á}Ó"×�Ð­Õ"Ô ß ÖW×£û¡ÓA@�Û�Ô�Õ"Ô4Ñ�ÖW×�Ò�×�á�ì­Ñ ß ì · Ü'×�á}Ó"Ñ'ÖW×�Ò�Ó"×¤Ó"Õ�ÔlÞ�Ô ß ÝWÑWã
ú:Ô�Õ"Ô	Ñ	Ø
Ô�Ò�Ñ4×�Ü õ�ÏW×

δ = 0
Ú@Ñ­Þ%Ó"å�Ü4þZÒ�×`Ñ	Ü'Ñ@ÖW× ß ÑCØ ß ë�Ò�Ò · Ø�Ñ	ÖW×,>mÕ"Ô�Ü'å�ÕOþOý]ÏWáWÖWÞ�×�Õ�ÐWÚ%õ�ÏW×`Ó"×�ì­×

Ò�Ï�Ô£Ñ­Õ · Ð­×�Ü áWÑ£Ó"Õ"Ô�Þ�Ô ß ÝWÑ£ÖW×`÷ ·�ß�· Û'ý]ÏWáWÖWÞ�×�Õ�ÐWÚ@ÑCõ�Ï�Ô ß ×�Ü�5"T f[4 ×�Ò�Ó�Ô�Þ{× ß ×�Ø�×�Ï�Ñ�ÒBæçÏWáWÖ�Ô�Ü'×�á}Ó"Ñ­ÒBÖ�Ô
Ó"×�Ñ­Õ · Ô4ÖWÑ Õ · Ò�Ø�Ñ�ÔlÓ"Ï�Ô�Õ · Ô ß ã¹ú3Ñ­Ò�Ó"×�Õ · Ñ­Õ�Ü'×�á}Ó"×-�`Ô�Õ�Ñ ß Ö|>mÕ"Ô�Ü'å�Õ · áWØ�Ñ­Õ�Û{Ñ­Õ�Ñ­Ï�Ô�Ó"×�Ñ­Õ · Ô4ÖW×	ÛWÕ�Ñ�Ø�×�Ò�Ò�Ñ­Ò
×�Ò�Ó"Ñ�Ø
ë�Ò�Ó · Ø�Ñ­Ò:ó�Ò · ÖWå · Ô�Ò]ÖW×mý]ÏWáWÖWÞ{×�Õ�ÐWÚlØ�Ñ­á�Ó"Õ · ÞWÏ · áWÖWÑ-Ô�Ò�Ò · Ü�áWÑ-×�Ò�Ó�Ô�Þ�× ß ×�Ø · Ü'×�á�Ó"Ñ)ÖW×BæçÏWáWÖ�Ô�Ü'×�á}Ó"Ñ­Ò
Ü ÔlÓ"×�Ü ëlÓ · Ø�Ñ­Ò2×�Ü$7�á�Ô�áWî
Ô�Ò�Ú:Ô�Ò�Ò · Ü5Ø�Ñ­Ü'Ñ�á�Ô�Ó"×�Ñ­Õ · Ô�ÖW×�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×�Ò�ã'ä�Ô · Ò¤ÖW×�Ó�Ô ß ÝW×�Ò£ÖW×�Ò�Ó"×
Ü'Ñ�ÖW× ß Ñ4Ò�×�Õ"ï�Ñ�ì · Ò�Ó"Ñ­Ò)áWÑ�Ø
Ô�ÛZY�Ó"Ï ß ÑSBWã
ö-Ü Ô�Ð­×�áW×�Õ"Ô ß�·�à Ô�î
ï�Ñ�á�ÔlÓ"ÏWÕ"Ô ß ÖWÑ�Ü'Ñ@ÖW× ß Ñ�ÖW×+>mÕ"Ô�Ü'å�ÕOþOý]ÏWáWÖWÞ�×�Õ�Ð�å Ø�Ñ­áWÒ · ÖW×�Õ"Ô�ÕCÑ�Ø
Ô�Ò�Ñ�õ�ÏW×

δ > 0
ãKü-Ñ�Ø
Ô�ÛZY�Ó"Ï ß Ñ�D�å�Ö�Ô�Ö�Ô ÏWÜ Ô ÖW×�Ò�Ø�Õ · î
ï�Ñ�ÖW×�Ò�Ó"×�Ü'Ñ�ÖW× ß Ñ ×8Ò�Ï�Ô�Ò�ÛWÕ�Ñ­ÛWÕ · ×�Ö�Ô�ÖW×�Ò�ãKü-×�Ò�Ó"×

Ü'×�Ò�Ü'Ñ£Ø
Ô�ÛZY�Ó"Ï ß Ñ¤Ü'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô�þZÒ�×¹Ó�Ô�Ü4Þ�å�Ü Ô£×�õ�Ï · ìlÔ ß b�áWØ · Ô¤×�á�Ó"Õ�×)ÑCÕ�×�æç×�Õ · ÖWÑ£Ü'Ñ@ÖW× ß Ñ¤×-Ñ£Ø
Ô�Ò�Ñ	×�ÜVõ�ÏW×
Ñ�ÛWÕgb�Ü · Ñ	Û�Ô�Ð­Ñ4ó�Ò�×�Ð­ÏWÕ"Ô�ÖWÑ­Õ"Ô�á�ï�Ñ�å2Ø�Ñ­áWÒ�Ó�Ô�á}Ó"×�ÚWÜ Ô�ÒmÖW×�Û{×�áWÖW×£ÖWÑ	ì�Ô ß Ñ­ÕRÖ�Ô�Õ�×�Ò�×�Õ�ì�Ô

Ut = x
Ú%Ñ­Ï

Ò�×Oâ�Ô%Ú
p = p(x)

ã`Î+Ò�Ó"×	Ø
Ô�Ò�Ñ ÓAb�Ü;Ð­Õ"Ô�áWÖW× · Ü'Û{Ñ­Õ�Ó���áWØ · Ô�áW×�Ò�Ó"×	Ó"Õ"Ô�Þ�Ô ß ÝWÑWÚ�Û�Ñ · Ò`Ò�×�Õ"ë'æçÏWáWÖ�Ô�Ü'×�á}Ó�Ô ß
Û�Ô�Õ"ÔUÔ�Ò · Ü�Ï ß Ô�î
ï�Ñ�Ö�Ô�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×�ÖW×�Õ�ÏZY�á�Ô�×�Ü Ó"×�Ü'Û{Ñ · áx7�á · Ó"ÑWÚRõ�Ï�Ô�áWÖWÑcÏ%Ó ·�ß�·�à Ô�Õ�×�Ü'Ñ�Ò�Ô
Ó"å�Ø�á · Ø
Ô4ÖW×£Ü�ÏWÖ�Ô�áWî
Ô�ÖW×£Ü'×�Ö · Ö�Ô%ã
ü-Ñ Ø
Ô�ÛZY�Ó"Ï ß Ñ�ñ%Ú+×�Ò�Ó�ÏWÖ�ÔlÜ'Ñ­Ò�Ô�Ò · Ó"Ï�Ô�î
ï�Ñ�×�Ü�õ�ÏW×�Ñ|��Ï3n%Ñ�ÖW×�Ø
Ô · nWÔ�ÖW×�ÏWÜ Ô�Ò�×�Ð­ÏWÕ"Ô�ÖWÑ­Õ"Ô�×

Ô�Ó�Ô;nWÔ�Ô�Ø�ÏWÜ�Ï ß Ô�Ö�Ô�ÖW×£â�ÏWÕ�Ñ­Ò	ó8õ�Ï�Ô ß Ô�Õ�×�Ò�×�Õ�ìlÔ�ÖW×�Ò�Ó�Ô�Ò�×�Ð­ÏWÕ"Ô�ÖWÑ­Õ"Ô�×�Ò�Ó�ë�Ò�Ïlâ�× · Ó�Ô8Ò"ï�Ñ�ÛWÕ�Ñ�Ø�×�Ò�Ò�Ñ­Ò
T



ÖW×�Ö · æçÏWÒ"ï�ÑWã2Î+Ò�Ó"×�Ø
Ô�ÛZY�Ó"Ï ß Ñ'æçÑ · × ß Ô�Þ{Ñ­Õ"Ô�ÖWÑ Ø�Ñ­Ü½Ü Ô · Ò-ÖW×�Ó�Ô ß ÝW×�Ò�ã¤Î+Ü=ü-Ñ­Õ�Þ{×�Õ�Ð�ø 5"T[T[T}ù?Ú{Ñ8Ô�Ï%Ó"Ñ­Õ
Ñ­Þ%Ó"×�ì­×`ÏWÜ Ô¤×�õ�Ï�Ô�î
ï�Ñ�Ö · æç×�Õ�×�áWØ · Ô ß Û�Ô�Õ�Ø · Ô ß øçÑ­Õ�Ö · á�ë�Õ · Ô}ù3Û�Ô�Õ"ÔCÛWÕ�Ñ­Þ�ÔlÞ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×9ÖW×-Õ�ÏZY�á�Ô£×�ÜVÓ"×�Ü'Û{Ñ
7�á · Ó"Ñ�ø · áx7�á · Ó"Ñ�ù?ã:ü-×�Ò�Ó"×`Ó"Õ"Ô�Þ�Ô ß ÝWÑWÚ�Ñ­Ò¹ÛWÕ · áWØ · Û�Ô · ÒRÑ­Þ@â�×�Ó · ì­Ñ­ÒmÒ"ï�Ñ4Ô�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô�Õ9Ô	Ô�ÛWÕ�Ñ"n · Ü Ô�î
ï�ÑCÛ�Ñ­Õ
Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ�× · á}ì­×�Ò�Ó · Ð}Ô�Õ�Ô�ì�Ô ß�· Ö�Ô�ÖW× Ö�Ô�Ü'×�Ò�Ü Ô%Ú+Ø�Ñ­Ü'Û�Ô�Õ"Ô�áWÖWÑ Ô�Ò�Ñ ß ÏWî
ï�Ñ á�ÏWÜ'å�Õ · Ø
Ô�Ö�Ô ×�õ�Ï�Ô�î
ï�Ñ
Ö · æç×�Õ�×�áWØ · Ô ß Û�Ô�Õ�Ø · Ô ß Ú]Ñ­Þ%Ó · Ö�Ô8Û{× ß Ñ8Ü'å�Ó"Ñ@ÖWÑ�ÖW×'Ö · æç×�Õ�×�áWî
Ô�Ò,7�á · Ó�Ô�Ò�Ú3Ø�Ñ­Ü Ò · Ü4Ï ß Ôlî�8@×�Ò£ÖWÑ�Ü'Ñ@ÖW× ß Ñ
ÖW×�Ò�Ø�Õ · Ó"Ñ�áWÑ�Ø
Ô�ÛZY�Ó"Ï ß ÑSD@Ú@Ï%Ó ·�ß�·�à Ô�áWÖWÑ	Ô�Ò¹Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î�8�×�Ò¹Î�n%Û�Ñ­áW×�áWØ · Ô ß Ú�è£Ô�Ü ÔC×2ö-á · æçÑ­Õ�Ü'×-Û�Ô�Õ"Ô�Ô�Ò
· áWÖW×�á ·�à Ô�î�8�×�Ò�ã4í Ü'×�Ò�Ü Ô�Ø�Ñ­Ü'Û�Ô�Õ"Ô�î
ï�Ñ�å4æç× · Ó�Ô�Û�Ô�Õ"Ô8Ô�×�õ�Ï�Ô�î
ï�Ñ�Ö · æç×�Õ"×�áWØ · Ô ß Ñ­Õ�Ö · á�ë�Õ · Ô@ÚIÛ{Ñ­Õ�å�Ü
áW×�Ò�Ó"×2Ø
Ô�Ò�Ñ4ÔCÒ�Ñ ß ÏWî
ï�Ñ�Ö�ÔC×�õ�Ï�Ô�î
ï�Ñ4å`×onWÔlÓ�Ô	×`Ò�×`ævÔ à áW×�Ø�×�Ò�Ò�ëlÕ · Ô�ÏWÜ ÔCÜ�ÏWÖ�Ô�áWî
Ô	ÖW×`Ü'×�Ö · Ö�ÔCÛ�Ô�Õ"Ô
Ô�Ò9Ò · Ü4Ï ß Ô�î	8@×�Ò�ã

`2ÒmÜ'å�Ó"Ñ@ÖWÑ­ÒmÛ�Ô�Õ"Ô	Ñ­Þ%Ó"×�áWî
ï�Ñ�Ö�Ô	Ò�Ñ ß ÏWî
ï�Ñ	á@ÏWÜ'å�Õ · Ø
ÔCÖ�Ô	×�õ�Ï�Ô�î
ï�Ñ4Ö · æç×�Õ�×�áWØ · Ô ß Û�Ô�Õ�Ø · Ô ß Ú@Ô ß Ð­ÏWáWÒ
Ô�Ò�Û�×�Ø�Ó"Ñ­Ò`Ö�Ô4Ó"å�Ø�á · Ø
Ô�ÖW×£Ü�ÏWÖ�Ô�áWî
Ô�ÖW×CÜ'×�Ö · Ö�Ô4×CÔ�Ò9Ó"å�Ø�á · Ø
Ô�Ò-ÖW×£Ò · Ü4Ï ß Ô�î�ï�Ñ4Ò�ïlÑ ÖW×�Ó�Ô ß Ý�Ô�ÖWÑ­Ò)áWÑ
Ø
Ô�ÛZY�Ó"Ï ß Ñ�E@ã
ú3Ñ­Õ�7�Ü�ÚBáWÑ�Ø
Ô�ÛZY�Ó"Ï ß Ñ¡c�Ò�ïlÑcÔ�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô�ÖWÑ­Ò�Ñ­Ò4Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò�Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ­Ò�Û�Ô�Õ"Ô�Ô�Ò4Ò · Ü�Ï ß Ô�î�8@×�Ò�×

Ø�Ñ­Ü'Û�Ô�Õ"Ô�î�8�×�ÒmÕ�×
Ô ß�·�à Ô�Ö�Ô�Ò�ã.÷�Ñ · Û{Ñ­Ò�ÒgY�ì­× ß Ñ­ÞWÒ�×�Õ�ìlÔ�Õ¹õ�ÏW×¤ÔCõ�Ï�Ô ß�· Ö�Ô�ÖW×-Ö�Ô�Ò¹Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î�8@×�ÒRÖW×�Û�×�áWÖW×
ÖWÑ­Ò`Û�Ô�ÕA��Ü'×�Ó"Õ�Ñ­Ò`ÖWÑ�Ü'Ñ�ÖW× ß ÑWÚ

δ, λ, p, u
×�Ñ'Ó"×�Ü'Û{Ñ�ÔlÓ"å�Ô Õ�ÏZY�á�Ô'áWÑ�Ø
Ô�Ò�Ñ&7�á · Ó"ÑWã2ö-Ü;Ñ­Þ@â�×�Ó"Ñ�ÖW×

×�Ò�Ó"ÏWÖWÑ£Û�Ô�Õ"Ô`Ñ2æçÏ%Ó"ÏWÕ�Ñ¤Ò�×�Õ · Ô2×�áWØ�Ñ­á}Ó"Õ"Ô�Õ.ÏWÜ Ô2Õ�× ß Ô�î�ï�Ñ¤×�á}Ó"Õ�×9Ñ­Ò.Û�Ô�ÕA��Ü'×�Ó"Õ�Ñ­Ò�Ú­õ�ÏW×9ÖW×	7�á�Ô2×�Ü õ�Ï�Ô · Ò
Ò · Ó"Ï�Ô�î�8�×�Ò-Ô�Ô�ÛWÕ�Ñ"n · Ü Ô�î
ï�Ñ�Û{Ñ­Õ)Ö · æçÏWÒ�ïlÑ�å£Ò"ÔlÓ · Ò�ævÔlÓ"é­Õ · Ô%ã
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ú.Ô�Õ"Ô�ÏWÜ Ô�ÖW×�Ó�Ô ß Ý�Ô�Ö�Ô�ÖW×�Ò�Ø�Õ · î
ï�Ñ8ÖWÑ8Ü'Ñ�ÖW× ß Ñ�ÖW×�Õ · Ò�Ø�Ñ�Ø ß ë�Ò�Ò · Ø�Ñ�ÖW×�>mÕ"Ô�Ü'å�ÕOþOý]ÏWáWÖWÞ{×�Õ�Ð�ì­×Oâ�Ô
Î+Ü�ÞWÕ�×�Ø�Ý�Ó"Ò8× Ñ­Ï%Ó"Õ�Ñ­ÒUø¥: f[f[4 ù?ã¦�`ë ÏWÜ Ôcì�Ô�Ò�Ó�Ô ß�· Ó"×�Õ"ÔlÓ"ÏWÕ"ÔcÖW×�Ö · Ø
Ô�Ö�ÔKÔ�ÑK×�Ò�Ó"ÏWÖWÑKÖWÑKØ
Ô�Ò�Ñs×�ÒOþ
Û�×�Ø · Ô ß ×�Üoõ�ÏW×

δ = 0
ÚmÛ�Ô�Õ"Ô�ÑUõ�Ï�Ô ß Û{Ñ�ÖW×�Ü'Ñ­Ò�Ø · Ó�Ô�Õ è¤Õ"Ô�áWÖW× ß�ß ø 5"T[Tx5�ù?ÚRõ�ÏW×8Ó"Õ"ÔlÓ�Ô ×�Ò�Ó"×�Ø
Ô�Ò�Ñ

ÖW×�Ó�Ô ß Ý�Ô�Ö�Ô�Ü'×�á}Ó"×�Ú%Ô�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô�áWÖWÑ�æçé­Õ�Ü4Ï ß ÔlÒR×onWÔlÓ�Ô�Ò¹×2Ô ß Ð­ÏWÜ Ô�ÒmÔ�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î�8�×�ÒmÛ�Ô�Õ"Ô�ÔCÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· þ
Ö�Ô�ÖW×mÖW×mÕ�ÏZY�á�Ô)×�Ü Ó"×�Ü'Û{Ñ · áx7�á · Ó"Ñ-Û�Ô�Õ"Ô`Ô ß Ð­ÏWÜ Ô�Ò�Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î�8�×�Ò3Û�Ô�Õ"Ô`Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ôlî�8@×�Ò�Ú · áWØ ß ÏWÒ · ì­×
Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ5Û�Ñ­Õ Ö · æçÏWÒ"ï�ÑWã ú.Ô�Õ"Ô5Ñ Ø
Ô�Ò�Ñ1Ö�Ô ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×�×�Ü Ó"×�Ü'Û{Ñ§7�á · Ó"Ñ5ì­×Oâ�Ô
ê ·�ß ìlÔ�¨�í¹Ó"ÏWáWØ
Ô�Õ9ø¥: f[f B�ù?ÚlÑ­áWÖW×mÑ­Ò.Ô�Ï%Ó"Ñ­Õ�×�Ò:Ø�Ñ­Ü'Û�Ô�Õ"Ô�ÜÃÔ`Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ-Û{Ñ­Õ3Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ`Ø�Ñ­Ü ìlÔ ß Ñ­Õ�×�Ò
Ò · Ü�Ï ß Ô�ÖWÑ­Ò¹ÖWÑ�Ü'Ñ@ÖW× ß Ñ4ÖW×->mÕ"Ô�Ü'å�ÕOþOý]ÏWáWÖWÞ�×�Õ�ÐWã
ú3Ñ@ÖW×?þZÒ�×�Ö ·�à ×�Õ�õ�ÏW×�×on · Ò�Ó"×�Ü Û{Ñ�ÏWØ�Ñ­Ò'Ó"Õ"Ô�Þ�Ô ß ÝWÑ­Ò�õ�ÏW×�Ó"Õ"ÔlÓ�Ô�Ü ÖWÑcØ
Ô�Ò�ÑcÐ­×�Õ"Ô ß ×�Ü õ�ÏW×

δ >

0
Ú4Ø�Ñ­Ü'Û�Ô�Õ"Ô�ÖWÑÉó ß�· Ó"×�Õ"ÔlÓ"ÏWÕ"Ôdõ�ÏW× Ó"Õ"ÔlÓ�Ô�ÖWÑÉØ
Ô�Ò�Ñ Ô�á}Ó"×�Õ · Ñ­Õ�ãoÙ`Ñ­Ò Ó�Õ"Ô�Þ�Ô ß ÝWÑ­Ò õ�ÏW× Ó"Õ"ÔlÓ�Ô�Ü,Ñ
Ø
Ô�Ò�ÑUÐ­×�Õ"Ô ß Û{Ñ@ÖW×?þZÒ�×8Ø · Ó�Ô�Õ'ê@×�Ð­×�Õ�Ö�Ô�Ý ß ø 5"TwDaB�ù?ÚM�`Ô�Õ�Õ · Ò�Ñ­á ø 5"TwE[E­ù	×�á}Ó"Õ�×8Ñ­Ï%Ó"Õ�Ñ­Ò�ã6Î+Ü ê@ÏWáWÖ%Ó&¨
p3×�ÏWÐ�× ß ÒCø 5"T[TwD­ù+Ñ­Ò9Ô�Ï%Ó"Ñ­Õ�×�ÒRÓ"Õ"ÔlÓ�Ô�Ü�×�Ò�Ó"×¤Ø
Ô�Ò�Ñ4×`Ñ­Þ%Ó"å�Ü ÏWÜ ÔCæçé­Õ�Ü�Ï ß Ô£Û�Ô�Õ"Ô�Ô�ÛWÕ�Ñ­Þ�ÔlÞ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×-ÖW×
Õ�ÏZY�á�Ô�×�Ü5Ó"×�Ü'Û{Ñ · áx7�á · Ó"Ñ8áWÑ�Ø
Ô�Ò�Ñ�ÖW× · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8�×�ÒCØ�Ñ­Ü Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ�×on%Û{Ñ­áW×�áWØ · Ô ß ã�©RÔ ß Ñ­Õ�×�Ò
Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�ÖWÑ­Ò`Û�Ô�Õ"Ô8Ô�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×	ÖW×�Õ�ÏZY�á�Ô�×�Ü=Ó"×�Ü�Û{Ñ+7�á · Ó"Ñ�× · áx7�á · Ó"ÑWÚIØ�Ñ�Ü

δ ≥ 0
Ú]Û�Ô�Õ"Ô

Ñ�Ø
Ô�Ò�Ñ'ÖW× · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8�×�Ò)Ø�Ñ­Ü¿Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ4Î�n%Û{Ñ­áW×�áWØ · Ô ß ×Cú:Ô�Õ�×�Ó"Ñ'Ò"ï�Ñ'Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ­Ò9×�Ü¿Ù · Øoª�Ò�Ñ­á�¨
« ÔlÓ"×�Õ�Ò�ø 5"T[T[T}ù?ã�`2Ò¤Ô�Ï%Ó"Ñ­Õ�×�Ò2Ó�Ô�Ü�Þ{å�Ü½Ñ­Þ%ÓAb�Ü;ì�Ô ß Ñ­Õ�×�Ò2×�nWÔlÓ"Ñ­Ò¤Û�Ô�Õ"Ô�Ô�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×CÖW×4Õ�ÏZY�á�Ô
×�Ü Ó"×�Ü'Û�Ñ · áx7�á · Ó"ÑcáWÑ Ø
Ô�Ò�Ñ ÖW× · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò Ø�Ñ­Ü Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ Î�n%Û�Ñ­áW×�áWØ · Ô ß ã2�)×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò
Ô�Ò�Ò · á}Ó"é�Ó · Ø�Ñ­Ò Û�Ô�Õ"ÔÃÔ ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×dÖW×ÉÕ�ÏZY�á�Ô�Ø�Ñ­Ü

δ > 0
Û{Ñ@ÖW×�Ü Ò�×�ÕK×�áWØ�Ñ­á}Ó"Õ"Ô�ÖWÑ­ÒK×�Ü

Î+Ü�ÞWÕ�×�Ø�Ý�Ó"Ò�¨5ê@Ø�ÝWÜ · Ö ß�· ø 5"T[TdB�ù?ã ä�å�Ó"Ñ@ÖWÑ­Ò�Ð­×�Õ"Ô · Ò�Û�Ô�Õ"Ô ÛWÕ�Ñ@ÖWÏ à�· Õ ß�· Ü · Ó"×�Ò�Ò�ÏWÛ{×�Õ · Ñ­Õ�×�Ò�× · á%æç×?þ
Õ · Ñ­Õ�×�Ò Û�Ô�Õ"Ô ÔcÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×�ÖW×�Õ�ÏZY�á�ÔcÒ"ï�Ñ Ö�Ô�ÖWÑ­Ò�×�Ü¬p:ÔC­ ß Ñ­Õ ø 5"T[c f ù?ãÃú:Ô�Õ"Ô Ñ Ü'Ñ�ÖW× ß Ñ ÖW×
Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ Ø�Ñ­Ü

δ > 0
Ú]Ô Õ�×�æç×�Õgb�áWØ · Ô�Þ�ë�Ò · Ø�Ô�ÖW×�Ò�Ó"×	Ó"Õ"Ô�Þ�Ô ß ÝWÑ�å�ü-Ñ­Õ�Þ{×�Õ�ÐUø 5"T[T[T}ù?ã�`2Ï%Ó"Õ"Ô�Ò2Õ�×�æç×�Õgb�á@þ

Ø · Ô�Ò:Ò"ï�Ñ��)ÏWÑ­ÝWÑ­áW×�á8ø 5"T[c f ù]×9ú:Ô�Ï ß Ò�×�á�ø 5"T[T 4 ù?ã.ê%Ô ß�· ×�á�Ó�Ô�þZÒ�×Rõ�ÏW×¹áW×�Ò�Ò�×�Ò.Ó"Õ"Ô�Þ�Ô ß ÝWÑ­Ò:åmØ�Ñ­áWÒ · ÖW×�Õ"Ô�ÖWÑ
Ñ�Ø
Ô�Ò�Ñ'Ü Ô · Ò¹Ð­×�Õ"Ô ß ×�Ü!õ�ÏW×

δ
å£×�Ò�Ó"Ñ@Ø
ë�Ò�Ó · Ø�ÑWã
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® ¯ ¾¿Á � Ä{ÆÇÄ{È1»;¾¿Á Í

ü-×�Ò�Ó"×¤Ø
Ô�ÛZY�Ó"Ï ß Ñ	Ô�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô�Ü'Ñ­Ò9Ô ß Ð­ÏWáWÒmØ�Ñ­áWØ�× · Ó"Ñ­ÒmÞ�ë�Ò · Ø�Ñ­Òm×2Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò · Ü'Û�Ñ­Õ�Ó�Ô�á}Ó�×�Ò
Ú�Ø�Ñ­Ü�Ñ
Ñ­Þ@â�×�Ó · ì­Ñ�ÖW×¤æçÑ­Õ�áW×�Ø�×�Õ-Ô�Ò9æç×�Õ�Õ"Ô�Ü'×�á}Ó�Ô�Ò)áW×�Ø�×�Ò�Ò"ë�Õ · Ô�Ò)Û�Ô�Õ"Ô4ÖW×�Ò�×�á�ì­Ñ ß ì · Ü'×�á}Ó"Ñ'ÖW×�Ò�Ó�Ô�Ö · Ò�Ò�×�Õ�Ó�Ô�î
ï�ÑWã

°²±´³ µ GP¶2\`L ·t¸9G]q�¹2fBq�LOijPBq
/Pº»
¼º»
 12�3½¿¾»���3À�Á"� ��Â �3Ã&ÀO¾ÅÄ¼À¿�
`ÃÛWÕ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�Ñ'Ü'Ñ�ì · Ü'×�á}Ó"Ñ4ômÕ�Ñ;<)á · Ô�áWÑ4å¤ÖW×¤æçÏWáWÖ�Ô�Ü'×�á}Ó�Ô ßI· Ü'Û{Ñ­Õ�Ó���áWØ · Ô	áWÑ�×�Ò�Ó"ÏWÖWÑ'ÖW×£Ñ­Ï%Ó"Õ�Ñ­Ò

ÛWÕ�Ñ�Ø�×�Ò�Ò�Ñ­ÒB×�Ò�Ó"Ñ@Ø
ë�Ò�Ó · Ø�Ñ­Ò�ã+Î+Ü áWÑ­Ò�Ò�Ñ£×�Ò�Ó"ÏWÖWÑWÚ}×�Ò�Ó�×9ÛWÕ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�Ñ£ÖW×�Ò�×�Ü'Û{×�áWÝ�Ô¤ÏWÜ Û�Ô�Û{× ßW· Ü'Û�Ñ­Õ�Ó�Ô�á�Ó"×�Ú
ì · Ò�Ó"Ñ�õ�ÏW×£× ß ×£×�Ò�Ó�ë4æçÑ­Õ�Ó"×�Ü'×�á}Ó"× ß�· Ð}Ô�ÖWÑ4Ô�Ñ­Ò)ÛWÕ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�Ñ­Ò-ÖW×£Ö · æçÏWÒ"ï�ÑWã

�+�wÆÇÀO¾»È[ÉZ��/Pº»
¼º»
qÊ � �{�"�����������Ã�����Z���"º����vw���� {Wt, t ≥ 0} ���@� � �l¦�wy� ��x��Z� ±)�"�aË+x�wv|�xj�
�@x�wvz�wy� ��x%��w��lx{|�³����
®

¾ÍÌ
W0 = 0

�
Wt

������xW��ªyxW�������
t = 0
§

¾»¾ÍÌÏÎ �
z��8wyxj���"��� ��x��Z�
Wt+s −Ws

�'xj�l�?�'|�³´� ��x��Z�'z�w����v��wv²���ªvz@�����l�5� �"z�wv|������"� ��¦l|­�?w»Ð�xj��wv|
σ2t
¢9�lx{z��

σ2 > 0
�C�@� �W|��gÐ�� ���v�"�²Ñ¿Ò@�­§

¾»¾»¾¥ÌyÓ |���|8�"|}z}|£�W|��	z��£wyx��Z���?¦l|�³�����z��£�Z���`����z�w��»Ô��@x��Z���
[t1, t2]
¢
[t3, t4]
¢9���l�

t1 < t2 < t3 < t4
¢

���	wyxj���"��� ��x��Z���
Wt4 −Wt3

�
Wt2 −Wt1

�
¥���¦l|��?wvº�¦���w���|­³���|��ÖÕl�?wv|��	wyx{z��Z����x{z���x��Z���4���l�
z­w��?���?wv²��@wç��¥��4z}|}z}|'��� wyw ×�¢R�-��wy�4wy³�|��?� ��x��Z�B�W|���|

n
wyx��Z���?¦l|�³����¤z��2�Z���`����z�w��»Ô��@x��Z����¢R�lx{z��

n
�£�@�¿wyx��Z��wy�"�¤������wy�vwy¦�� |���²�wy�v��º��?w��­§

ò Ï�Ô�áWÖWÑ
σ2 = 1

Ú@ÑCÛWÕ�Ñ�Ø�×�Ò�Ò�Ñ�å-Ø�Ý�Ô�Ü Ô�ÖWÑCÜ'Ñ�ì · Ü'×�á}Ó"ÑCômÕ�Ñ"<)á · Ô�áWÑCÛ�Ô�ÖWÕ"ï�ÑWã.ú.Ô�Õ"Ô£Ü Ô · Ò+ÖW×�Ó�Ô ß ÝW×�Ò
Ò�Ñ­ÞWÕ�×£×�Ò�Ó"×£ÛWÕ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�Ñ'ì­×Oâ�Ô�Ø£Ô�Õ ß�· á+¨Hp:ÔC­ ß Ñ­ÕCø 5"TwE[D­ù?ã

/Pº»
¼ºÙ� 12Ä Â Á;¾»À¿Ú.Ä¼Û
ü-×�Ò�Ó�Ô'Ò�×�î
ï�Ñ ÖW×	7�á · Ü'Ñ­Ò9ÏWÜ ÔS7 ß Ó"Õ"Ô�î
ï�Ñ4×CÏWÜ!Ü Ô�Õ�Ó · áWÐ}Ô ß Ô4Ó"×�Ü'Û{Ñ�Ø�Ñ­á}Ó�Y�á@ÏWÑWãRü-Ñ'×�Ò�Ó"ÏWÖWÑ Ö�Ô

ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×¤ÖW×	Õ�ÏZY�á�Ô�Ñ­Ò-Ü Ô�Õ�Ó · áWÐ}Ô · Ò)×on%×�Õ�Ø�×�Ü½ÏWÜ¿Û�Ô�Û{× ß æçÏWáWÖ�Ô�Ü'×�á�Ó�Ô ß Ú�ÛWÕ · áWØ · Û�Ô ß Ü�×�á}Ó"×£á�Ô
Ó"å�Ø�á · Ø
Ô4ÖW×£Ü�ÏWÖ�Ô�áWî
Ô�ÖW×£Ü'×�Ö · Ö�Ô%ã

�+�wÆÇÀO¾»È[ÉZ��/Pº»
¼ºÙ� µI�»Ô�|
(Ω,F , P )

���Z�W|­�l��z��¤�{�"�­²�|}²�wy³´wvz}|}z��
§ Ê �'|�Ñ.³´�v�"|­��¥������
(Ω,F , P )

�
�@�'|-��|��4ªy³´wv| A = {At, t ≥ 0} z�� σ °�º�³ ¶��
²���|�� At ⊂ F �¡|�³3~����

0 ≤ s < t⇒ As ⊂ At,
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�l�����»Ô�|�¢ At

�����"��������x��Z�
§

�+�wÆÇÀO¾»È[ÉZ��/Pº»
¼ºÙ/§Ê �5�{�"����������� {Nt, t ≥ 0} ��|}z}|?�{�¡|}z�� |c�@�'|�Ñ+³´�v��|­��¥�� {At, t ≥ 0} ���

Nt ∈ At ∀ t.

�+�wÆÇÀO¾»È[ÉZ��/Pº»
¼ºÜF(Ê ���{�"�����������6�����Z���"º����vw���� {Mt, t ≥ 0} � ���W|��'|}z��K�@�#�'|��?�vwyx@¶}|�³	���l�
�"���Z����wy�Z�&Ý Ñ+³´�v��|­��¥�� {At, t ≥ 0} ���

¾ÍÌ
Mt

� At

°�|}z}|?�{�¡|}z���¢

¾»¾ÍÌ
E[|Mt|] <∞ �W|���| �Z�
z�� t �

¾»¾»¾¥Ì
E[Mt+s|At] = Mt

�W|���|'�Z��z��
s ≥ 0
§

Ù`×£Ü Ô�áW× · Õ"Ô�Ô�á�ë ß Ñ­Ð}Ô%Ú%Û�Ñ@ÖW×?þZÒ�×£ÖW×	7�á · Õ9ÏWÜ!Ü Ô�Õ�Ó · áWÐ}Ô ß Ô�Ó"×�Ü'Û�Ñ�Ö · Ò�Ø�Õ�×�Ó"ÑWãRú:Ô�Õ"Ô4ÏWÜ Ô�ÖW×	7�á · î
ï�Ñ
æçÑ­Õ�Ü Ô ß Ú@ì­×Oâ�Ô ê@Ý · Õ´­}Ô�×�ìUø 5"T[T­ñ}ù?ã
�+�wÆÇÀO¾»È[ÉZ��/Pº»
¼ºÙUmÞ |}z}|��@�'|-Ñ+³´�v��|­��¥�� {At, t ≥ 0} ¢2�@� wyx%���¡|�x��Z��|�³��"|��ÖÕ��?w�� Î � �@� �Z���`���
z��¹�W|���|}z}|����!����³�|­��¥��'|8�����¡| Ñ+³´�v��|­��¥���¢.��������¦���x��Z� {T ≤ t} ∈ At

¢]�W|���|'�Z�
z��
t ≥ 0
§

�+�wÆÇÀO¾»È[ÉZ��/Pº»
¼ºÙ\ µI�»Ô�|
M = {Mt, 0 ≤ t < ∞} �@� �{�"���������������lx��vªyx����­§ µI� �gÒ­w����Z���@�'|�����°

~�����xj��wv| x{¥��l°�z����������
�?�?x��Z� {Tn}∞n=1

z�� �Z���`����� z�� �W|���|}z}| z�� {At}
¢ �¡|�³ ~����

{M (n)
t ≡ Mt∧Tn

, 0 ≤ t < ∞} �	�@�;�'|��?�vwyx@¶}|�³W�W|���|��"|}z}| n ≥ 1
�
P [limn→∞ Tn = ∞] = 1

¢
��x��¡¥�� z�w������ ���	~����

M
�C�@�¿�'|��?�vwyx@¶}|�³I³����"|�³3���lx��vªyx����­§

�+�wÆÇÀO¾»È[ÉZ��/Pº»
¼º i Ê �É�{�"�����������
N = {Nt, t ≥ 0} �-z�wy�Z�`�����)z��¹¦l|��?wv|­��¥��2³´wy�4wy�¡|}z}|¤³����"|�³´� ��x��Z�

��� ��³���� |}z}|?�{�¡|}z���� |C���@x���¥��
t → Nt

� z��4¦l|��?wv|­��¥@��³´wy�4wy�¡|}z}| ���1�"|}z}|�wyx��Z���?¦l|�³���³´wy�4wy�¡|}z��
z��

R+

~��W|����������?�Z|�� ��x��Z�
§

�+�wÆÇÀO¾»È[ÉZ��/Pº»
¼ºÙs µI�»Ô�|
X = M + V

¢C�lx{z��
M = {Mt, t ≥ 0} � �@�1�'|��?�vwyx@¶}|�³+³����"|�³¹���lx�°

�vªyx������
V = {Vt, t ≥ 0} �4�@� �{�"���������������lx��vªyx����8z���¦l|��?wv|­��¥���³´wy�4wy�¡|}z}|�³����"|�³´� ��x��Z�
§-ßmx��¡¥��

X = {Xt, t ≥ 0} �C�@� �����4wy� |��?�vwyx@¶}|�³�§

°²±¥à SUfBNOijh`NOE�G]q}^%E9ijfBq­^%LOijE�G P LO\R^%G]F+HWPBN�_`Gâál^xã
ü-×�Ò�Ó�Ô`Ò�×�î
ï�Ñ¤ÔlÛWÕ"×�Ò"×�á�Ó�Ô�Ü'Ñ­Ò:Ô ß Ð­ÏWáWÒ�Ø�Ñ­áWØ�× · Ó"Ñ­Ò:×RÖW×	7�á · î�8�×�Ò:Ö�Ô)Ó"×�Ñ­Õ · Ô)ÖWÑ�>¹ë ß Ø�Ï ß Ñ)×�Ò�Ó"Ñ@Ø
ë�Ò�Ó · Ø�Ñ

×¤Ö�Ô · á}Ó"×�Ð­Õ"Ô ß ÖW×£û¡ÓA@Wã
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/PºÙ�Pº»
 J-��ÀO�	Á Â �OÈ[ÉZ��ä¿Ä�¾»À�Á"�rÚ Â Ä¼ÛMä¿�|�oÁ"å
ê@×Oâ�Ô

(Ω,F , P )
×�Ò�Û�Ô�î�Ñ'ÖW×£ÛWÕ"Ñ�Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×�ã)>mÑ­Ü'×�î
Ô�Ü�Ñ­Ò)Ø�Ñ­Ü!Ô�Ò�×�Ð­Ï · á}Ó"×£ÖW×	7�á · î
ï�ÑZæ

�+�wÆÇÀO¾»È[ÉZ��/PºÙ�Pº»
 µI�»Ô�|
Wt

�@� � �l¦�wy� ��x��Z��±)�"�aË+x�wv|�xj�­§ Þ �»Ñ+x�wy� ��� Ft ���l� �c| σ °�º�³ ¶��
²���|
¶�����|}z}|¤����³�|��£¦l|��?wvº�¦���w��C|�³��"|��ÖÕl�?wv|�� {Ws}0≤s≤t

§

ê@×�ÏWÜ Ô�æçÏWáWî�ï�Ñ
g(ω)
å Ft þZÜ'×�áWÒ�ÏWÕ"ë
ì}× ß Ú · Ò�Ó"Ñ8Ò · Ð­á · 7�Ø
Ô%Ú · á}Ó"Ï · Ó · ìlÔ�Ü'×�á}Ó"×�Ú]õ�ÏW×�Ñ�ì�Ô ß Ñ­Õ¤ÖW× g(ω)

Û�Ñ@ÖW×	Ò�×�Õ`ÖW×�Ø · Ö · ÖWÑ Û{× ß Ñ­Ò)ì�Ô ß Ñ­Õ�×�Ò-ÖW×
Ws(ω)

Û�Ô�Õ"Ô
s ≤ t
ã*`2ÞWÒ�×�Õ�ì­×�õ�ÏW× Fs ⊂ Ft

Û�ÔlÕ�Ô
s < t

×
õ�ÏW× Ft ⊂ F ∀ t ã

�+�wÆÇÀO¾»È[ÉZ��/PºÙ�PºÙ� µI�»Ô�|
Υ = Υ(S, T )

|8��³�|������	z��B���@x��aç����

f(t, ω) : [0,∞)× Ω → R

�¡|�w��	~����

¾ÍÌ
(t, ω) → f(t, ω)

� B×F °Z� ��x%���@��º�¦���³ ¢:�lx{z�� B �"�Z�{�"������x��¡|C| σ °�º�³ ¶��
²���|Cz��m±2�l�"��³���� [0,∞)
§

¾»¾ÍÌkè �{�"�����������
f(t, ·) � Ft °�|}z}|?�{�¡|}z��­§

¾»¾»¾¥Ì
E

[∫ T

S

f(t, ω)2 dt

]

<∞ §

ö-Ü Ô�æçÏWáWî
ï�Ñ
ϕ ∈ Υ

å£Ø�Ý�Ô�Ü Ô�Ö�Ô4× ß ×�Ü'×�á}Ó�Ô�Õ9Ò�×£× ß Ô�Ó"×�Ü¿Ô�æçÑ­Õ�Ü Ô

ϕ(t, ω) =
∑

j

ej(ω) · I[tj ,tj+1)(t),
ø 5�ù

Ñ­áWÖW×
I
å£Ô�æçÏWáWî
ï�Ñ · áWÖ · Ø
Ô�ÖWÑ­Õ"Ô%ã)`2ÞWÒ�×�Õ�ì­×Cõ�ÏW×£Ø�Ñ­Ü'Ñ

ϕ ∈ Υ
ÚWØ
Ô�Ö�Ô�æçÏWáWî
ï�Ñ

ej
ÖW×�ì}×£Û{×�Õ�Ó"×�áWØ�×�Õ-Ô

Ftj
ãRú:Ô�Õ"Ô�æçÏWáWî�8@×�Ò-× ß ×�Ü'×�á}Ó�Ô�Õ�×�Ò

ϕ(t, ω)
Ú�ÖW×	7�á · Ü'Ñ­Ò)Ô · á}Ó"×�Ð­Õ"Ô ß ÖW×£û¡ÓA@�Ø�Ñ­Ü'Ñ

∫ T

S

ϕ(t, ω) dWt(ω) =
∑

j≥0

ej(ω)[Wtj+1
−Wtj ](ω).

ø¥:­ù

�+�wÆÇÀO¾»È[ÉZ��/PºÙ�PºÙ/êég%(¾»À�Á"�rÚ Â Ä¼Ûuä¿�|�oÁ"åPÌ µI�»Ô�|
f ∈ Υ(S, T )

§ Þ �»Ñ+x�wy� ���£|'wyx��Z�¡¶���|�³]z�� ¨ � ë'z��
f
z��
S
|
T
���l� �

∫ T

S

f(t, ω) dWt(ω) = lim
n→∞

∫ T

S

ϕn(t, ω) dWt(ω),
ø 4 ù

�lx{z�� {ϕn} �C�@�'|4���"~�����xj��wv|�z��R���@x��aç�������³���� ��x��¡|��"���¤�¡|�w���~����

E

[∫ T

S

(f(t, ω)− ϕn(t, ω))2 dt

]

→ 0 quando n→∞.

5CB



` ß�· Ü · Ó"×9×�Ü½ø 4 ù.×on · Ò�Ó"×-Ø�Ñ­Ü'ÑCÏWÜ × ß ×�Ü'×�á�Ó"Ñ£ÖW×
L2(P )

Ú@Û�Ñ · Ò {∫ T
S
ϕn(t, ω)dWt(ω)} æçÑ­Õ�Ü Ô¤ÏWÜ Ô

Ò�×�õ�ÏZb�áWØ · Ô-ÖW×u>¹Ô�ÏWØ?Ýw­£×�Ü
L2(P )

ã.ä�Ô · Ò�ÖW×�Ó�Ô ß ÝW×�Ò�Ò�Ñ­ÞWÕ�×mÔ)Ø�Ñ�áWÒ�Ó"Õ�ÏWî
ï�Ñ-Ö�Ô · á}Ó"×�Ð­Õ"Ô ß ÖW×Rû¡ÓA@-×BÒ�Ñ­ÞWÕ�×
Ô£×on · Ò�ÓAb�áWØ · ÔCÖ�Ô�ÒBæçÏWáWî�8@×�Ò

ϕn
Û�Ñ@ÖW×�Ü�Ò�×�ÕBì · Ò�Ó"Ñ­ÒR×�Üì`*ª�Ò�×�áWÖ�Ô ß ø¥: f[f[4 ù?ã:í Ò�×�Ð­Ï · ÕmÔlÛWÕ"×�Ò"×�á�Ó�Ô�Ü'Ñ­Ò

ÖWÑ · Ò`Ó"×�Ñ­Õ�×�Ü Ô�Ò�ãQ`�ÛWÕ · Ü'× · Õ�Ñ æçÑ­Õ�áW×�Ø�×�Ô ß Ð­ÏWÜ Ô�Ò2ÛWÕ�Ñ­ÛWÕ · ×�Ö�Ô�ÖW×�Ò¤Ö�Ô · á}Ó"×�Ð­Õ"Ô ß ÖW×4û¡ÓA@8×4Ñ8Ò�×�Ð­ÏWáWÖWÑ
Ü'Ñ­Ò�Ó"Õ"ÔCõ�ÏW×2× ß ÔCå`ÏWÜ Ü Ô�Õ�Ó · áWÐ}Ô ß ã:í`Ò¹ÖW×�Ü'Ñ­áWÒ�Ó"Õ"Ô�î�8�×�Ò¹Û{Ñ@ÖW×�Ü�Ò�×�Õmì · Ò�Ó�Ô�Òm×�Ü�`*ª�Ò�×�áWÖ�Ô ß ø¥: f[f[4 ù?ã
�M�r� Â �3��Ä�/PºÙ�PºÜF µI�»Ô�|��

f e g ∈ Υ(S, T )
�

0 ≤ S < U < T.
ßmx��¡¥��

¾ÍÌ ∫ T
S
f dWt =

∫ U

S
f dWt +

∫ T

U
f dWt

�W|���|�~��W|����£�O�
z��
ω

¾»¾ÍÌ ∫ T
S

(cf + g) dWt = c ·
∫ T

S
f dWt +

∫ T

S
g dWt

�W|���|�~��W|����C�Z�
z��
ω
¢9�lx{z������4���lx%���¡|�x��Z�

¾»¾»¾¥Ì
E[
∫ T

S
f dWt] = 0

¾í½�Ì ∫ T
S
f dWt

� FT °Z� ��x%���@��º�¦���³�§

�M�r� Â �3��Ä�/PºÙ�PºÙU µI�»Ô�|
f(t, ω) ∈ Υ(0, T ) ∀ T. ßmx��¡¥��

Mt(ω) =

∫ t

0

f(s, ω) dWs

�£�@�¿�'|��?�vwyx@¶}|�³3���lx��vªyx��������l�!�"���Z����wy�Z� | Ft §

/PºÙ�PºÙ� %(îÍï Â �¡�OÛÅÄ�ä¿���oÁ"å
í · á}Ó"×�Ð­Õ"Ô ß ÖW× û¡ÓA@ Û�Ñ@ÖW×�Ò�×�Õ�ÖW×	7�á · Ö�Ô�Û�Ô�Õ"Ô�ÏWÜ Ô�Ø ß Ô�Ò�Ò�×�ÖW× · á�Ó"×�Ð­Õ"Ô�áWÖWÑ­Ò

f
Ü Ô · Ñ­Õ£õ�ÏW×

Υ
ã

÷�Ô à ×�Ü'Ñ­Ò · Ò�Ò�Ñ�×�á%æçÕ"Ô�õ�ÏW×�Ø�×�áWÖWÑ�Ô�Ò)Ø�Ñ­áWÖ · î�8@×�Ò	ø ·�· ùB× ø ·�·�· ùRÖ�Ô�Ù`×	7�á · î
ï�Ñ 4 ã=:@ã=:�Û�Ô�Õ"Ô�Ô�Ò)Ò�×�Ð­Ï · á}Ó"×�Ò�æ
¾»¾ÍÌ"ð Î�n · Ò�Ó"×CÏWÜ'Ô�ævÔ�Ü�Y ß�· Ô�Ø�Õ�×�Ò�Ø�×�á}Ó"×	ÖW×

σ
þOë ß Ð­×�ÞWÕ"Ô�Ò At; t ≥ 0

Ó�Ô · Ò¹õ�ÏW×

Ä�Ì
Wt
å¤ÏWÜ!Ü Ô�Õ�Ó · áWÐ}Ô ß Ø�Ñ­Ü!Õ�×�Ò�Û�× · Ó"Ñ Ô At

×
ñ Ì

ft
å At

þOÔ�Ö�Ô�Û%Ó�Ô�ÖWÑ

¾»¾»¾¥Ì;ð
P

[∫ T

S

f(s, ω)2 ds <∞
]

= 1

�+�wÆÇÀO¾»È[ÉZ��/PºÙ�PºÙ\mÞ ��xj�l�¡|�� ���£���l�
ΛA(S, T )

|c��³�|�������z��C�{�"�������������
f(t, ω) ∈ R

~���� �
|��vw���°
��|������9ò�w ×�z}| Þ �»Ñ+x�wç��¥��'¬�§�¯@§�¯���ò¡wyw ×#ó ¢�ò¡wywyw ×#ó%|���wy�'|}§

í`á}Ó"×�Ò�ÖW×�ÖW×	7�á · Õ"Ü�Ñ­Ò�Ô�æçé­Õ�Ü�Ï ß Ô8ÖW× û¡ÓA@WÚ.ÛWÕ�×�Ø · Ò"Ô�Ü'Ñ­Ò	ÖW×	7�á · Õ	ÏWÜ1ÛWÕ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�Ñ ÖW×�û¡ÓA@Wã�÷�Ô à ×�Ü'Ñ­Ò
· Ò�Ò�Ñ�Ö�Ô4Ò�×�Ð­Ï · á�Ó"×£Ü ÔláW× · Õ"Ôxæ

5;D



�+�wÆÇÀO¾»È[ÉZ��/PºÙ�Pº i µI�»Ô�|
Wt

�@�=� �l¦�wy� ��x��Z�'±)�"�aË+x�wv|�xj�8���
(Ω,F , P )

§ Ê ���{��������������z�� ¨ �Öë
�@x�wvz�wy� ��x%��w��lx{|�³]�C�@� �{�"�����������

Xt

���
(Ω,F , P )

z}|`���l�?�'|

Xt = X0 +

∫ t

0

u(s, ω) ds+

∫ t

0

v(s, ω) dWs
øÅB�ù

�lx{z��
v ∈ ΛA

¢¹z��R���l�?�'|�~����

P

[∫ t

0

v(s, ω)2 ds <∞ ∀ t ≥ 0

]

= 1.

Î |��'²?���;|������@�4wy� ���C~����
u
� At

°�|}z}|?�{�¡|}z}|�ò��lx{z�� At

���?�l� � ���(ò¡wyw ×#ó ×��

P

[∫ t

0

|u(s, ω)| ds <∞ ∀ t ≥ 0

]

= 1.

ê@×
Xt
å£ÏWÜ!ÛWÕ�Ñ�Ø�×�Ò�Ò�Ñ ÖW×£û¡ÓA@WÚ�×�á}Ó�ï�Ñ�× ß ×£Û�Ñ@ÖW×£Ò�×�Õ)×�Ò�Ø�Õ · Ó"Ñ'ÖW×¤æçÑ­Õ�Ü Ô4Ô�ÞWÕ�×�ì · Ô�Ö�Ô4Ø�Ñ­Ü'Ñ

dXt = udt+ vdWt.
øÍD�ù

ö-ÜoÖWÑ­Ò Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò Ü Ô · Ò · Ü'Û�Ñ­Õ�Ó�Ô�á�Ó"×�Ò�Ö�Ô�Ó"×�Ñ­Õ · ÔUÖW× · á�Ó"×�Ð­Õ"Ô�î
ï�ÑU×�Ò�Ó"Ñ@Ø
ë�Ò�Ó · Ø
Ô%Ú¹Ñ õ�Ï�Ô ß Ô�ÛWÕ�×?þ
Ò�×�á}Ó�Ô�Õ�×�Ü'Ñ­Ò�Ô�Ð�Ñ­Õ"Ô%Ú3å�Ô�Õ�×�Ð­Õ"Ô�Ø�Ñ­áWÝW×�Ø · Ö�Ô�Ø�Ñ­Ü'Ñ8æçé­Õ�Ü4Ï ß Ô�ÖW×'û¡ÓA@Wã8ûZá%æçÑ­Õ�Ü Ô ß Ü'×�á}Ó"×�Ú3×�Ò�Ó�Ô�Õ�×�Ð­Õ"Ô
å4ÏWÜ Ô ì­×�Õ�Ò"ï�Ñ8Ö�Ô�Õ�×�Ð­Õ"Ô�Ö�Ô�Ø
Ô�ÖW× · Ô�ÖWÑ�Ø
ë ß Ø�Ï ß Ñ�Ö · æç×�Õ�×�áWØ · Ô ß Ø ß ë�Ò�Ò · Ø�ÑWã�ú:Ô�Õ"Ô�ÏWÜ Ô�ÛWÕ�Ñ�ì�Ô�æçÑ­Õ�Ü Ô ß
ÖW×�Ò�Ó"×¤Ó"×�Ñ­Õ�×�Ü Ô�ì}×Oâ�Ô�`*ª�Ò�×�áWÖ�Ô ß ø¥: f[f[4 ù?ã
�M�r� Â �3��Ä�/PºÙ�PºÙsêég^Iï Â �¡�OÛÅÄ¡ä¿�|�oÁ"å��OÀO¾»äO¾»���3ÀO�C¾Å��À¿Ä¼ÛÍÌ µI�»Ô�|

Xt

�@� �{�"�����������,z�� ¨ �Öë
�@x�wvz�wy� ��x%��w��lx{|�³Iz}|�z��`���l�

dXt = udt+ vdWt.

µI�»Ô�|
g(t, x) ∈ C2([0,∞) × R)

ò¡w����Z�s��¢�¶6��z��W|���¦��"���������lx��vwyx��W|�� ��x��Z��z�w �����"��xj��wvº�¦���³`���
[0,∞)× R)

§²ßmx��¡¥��
Yt = g(t,Xt)

�£�¡|��'²?���!�@� �{�"����������� z�� ¨ �Öë�¢9�

dYt =
∂g

∂t
(t,Xt)dt+

∂g

∂x
(t,Xt)dXt +

1

2

∂2g

∂x2
(t,Xt) · (dXt)

2,
ø�ñ­ù

�lx{z��
(dXt)

2 = (dXt) · (dXt)
���"|�³����@³�|}z�� z���|����l��z��&Ý��£�"�¡¶���|��

dt · dt = dt · dWt = dWt · dt = 0, dWt · dWt = dt.

ú:Ô�Õ"Ô	Ô£æçé­Õ�Ü4Ï ß Ô¤ÖW×`û¡ÓA@	á@þZÖ · Ü'×�áWÒ · Ñ­á�Ô ß ì­×Oâ�Ô	í`áW×�n%Ñ4û�ã�í Ò�×�Ð­Ï · ÕR×�á�ÏWáWØ · Ô�Ü'Ñ­ÒR×`ÛWÕ�Ñ�ì�Ô�Ü'Ñ­ÒRÛ�Ô�Õ�Ó"×
ÖWÑ�×on%×�Õ�Ø�Y�Ø · Ñ�BWã 4 ÖW×�`*ª�Ò�×�áWÖ�Ô ß ø¥: f[f[4 ù?Ú�Ñ�õ�Ï�Ô ß Ò�×�Õ"ë�Ï%Ó ·�ß�·�à Ô�ÖWÑCáWÑ�Ø
Ô�ÛZY�Ó"Ï ß Ñ�ñCÖW×�Ò�Ó�Ô�Ö · Ò�Ò�×�Õ�Ó�Ô�î
ï�ÑWã

5�ñ



0 Â �.ôõ���C¾»È[ÉZ��/PºÙ�PºÙ� µI�»Ô�|
Xt

�
Yt
�{�"�������������Cz�� ¨ �Öë����

R
§_ßmx��¡¥��

d(XtYt) = XtdYt + YtdXt + dXtdYt.

Ó �"�l¦l|}®
ê@×Oâ�Ô�Ü

Wt =





Xt

Yt



 ,

Ñ­Ï8Ò�×Oâ�Ô%Ú
Wt
å£ÏWÜ!ÛWÕ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�Ñ ÖW×£û¡ÓA@�Þ · Ö · Ü'×�áWÒ · Ñ­á�Ô ß øí©B×Oâ�Ô�í`áW×on%Ñ'û�ù?ã

ê@×Oâ�Ô
Z(t, ω) = g(t,Wt) = xy

ãBú:× ß Ô�æçé­Õ�Ü�Ï ß Ô	ÖW×£û¡ÓA@'á@þZÖ · Ü'×�áWÒ · Ñ­á�Ô ß Ú@á.ö,:@ÚWÓ"×�Ü'Ñ­Ò9õ�ÏW×

d(XtYt) = 0 + YtdXt +XtdYt +
1

2
· 1 · dYtdXt +

1

2
· dYt · dXt.

ý]Ñ­Ð­Ñ

d(XtYt) = XtdYt + YtdXt + dXtdYt.

�

/PºÙ�PºÙ/ 0 Â �#÷[�3�C����ä¿��½ZÄ Â ¾ÅÄ¼È[ÉZ��øP�¿Ä¼ä Â;ù Á;¾»÷[Ä
�+�wÆÇÀO¾»È[ÉZ��/PºÙ�Pº»
r{ µI�»Ô�|

Nt(.) : Ω → R
�@� �{�"�����������������Z���"º����vw��������lx��vªyx����­§ Þ �»Ñ+x{|

[N ]t ≡ lim
∆tk→0

∑

tk≤t
(Ntk+1

(ω)−Ntk(ω))2 (limite em probabilidade)

�lx{z��
0 = t1 < t2 < ... < tn = t

�
∆tk = tk+1 − tk.

© �W|��'|�� ���
[N ]t
|�¦l|��?wv|­��¥���~��W|}z���º��vw��"|

z��
N
xj�'wyx%���¡|�x��Z�£�y¢)�

[N ] = {[N ]t, t ≥ 0} �¤�{�"������������¦l|��?wv|­��¥��'~��W|}z���º��vw���|�|���������wv|}z��'| N §

`ÃÜ Ô�Õ�Ó · áWÐ}Ô ß
Mt
ÖW×	7�á · ÖWÑ'áWÑQp3×�Ñ­Õ�×�Ü Ô 4 ã=:@ã=D	Ó"×�Ü�ì�Ô�Õ · Ô�î
ï�Ñ4õ�Ï�Ô�ÖWÕ"ëlÓ · Ø
Ô4Ö�Ô�Ö�Ô�Û�Ñ­Õ

[M ]t =

∫ t

0

|f(s, ω)|2ds.
`2Ò'ÖWÑ · Ò�Ó"×�Ñ­Õ�×�Ü Ô�Ò'õ�ÏW×�Ò�×�Ð­ÏW×�Ü Ò�×�Õ"ï�ÑcÖW×�æçÏWáWÖ�Ô�Ü'×�á}Ó�Ô ß)· Ü'Û{Ñ­Õ�Ó���áWØ · Ô áWÑcØ
Ô�ÛZY�Ó"Ï ß ÑUñ%Ú¹áWÑ

õ�Ï�Ô ß Ö · Ò�Ø�Ï%Ó · Ü�Ñ­Ò2Ñ�Ü'Ñ�ÖW× ß Ñ�ÖW×4Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ�Û�Ô�Õ"Ô�Ô�Õ�×�Ò�×�Õ�ìlÔ8ÖW×4ÏWÜ Ô Ò"×�Ð­ÏWÕ"Ô�ÖWÑ­Õ"Ô%ãS` ÛWÕ · Ü'× · Õ�Ñ å�Ñ
p3×�Ñ�Õ"×�Ü Ô'ñ%ã65£×£Ñ�Ò�×�Ð­ÏWáWÖWÑ å¤Ñ�>mÑ­Õ�Ñ ß ë�Õ · ÑSBWã=D�ÖW×->mÝ�ÏWáWÐ&¨ú« ·�ß�ß�· Ô�Ü�Ò£ø 5"T[T f ù?ã
�M�r� Â �3��Ä�/PºÙ�Pº»
.
�Ê �Å�{�"�����������

W = {Wt, t ≥ 0} �C�@�!� �l¦�wy� ��x��Z�	±)�"�aË+x�wv|�xj� ��� R
�����

���l� ��x��Z�9���C�gÒ­w����Z�`�@�'|IÑ+³´�v��|­��¥�� {At}
�¡|�³j~����

W
�2��� �'|��?�vwyx@¶}|�³�³����"|�³I���l���"���Z����wy�Z�4| {At}

�����l�¿¦l|��?wv|­��¥��'~��W|}z���º��vw��"|
[W ]
�
|��vw��v��|�����x{z��

[W ]t = t q.c. ∀ t.

5;E



�M�r� Â �3��Ä�/PºÙ�Pº»
3� µI�»Ô�|
M = {Mt, t ≥ 0} �@� �'|��?�vwyx@¶}|�³2³����"|�³£���lx��vªyx����d�cz���¦l|��?wv|­��¥��

³´wy�4wy�¡|}z}|'³����"|�³´� ��x��Z�
§Ißmx��¡¥��

P (Mt = M0 ∀ t ≥ 0) = 1.

5"c



û Æ Ì À5Á � Ì Â ��ü Í8Í Ä�Â Ì Í Á Æ Ä{È§£5Á Í�ÊÅÄ{ÆÇÁ ÈËÊ Ì

ý ±´³ þ HWE9ijG]q@q@EV_`G HWG]q@GIH%Y:P _`G HWLOq@ijE
ü-×�Ò�Ó�Ô Ò�×�î
ï�Ñ Ö · Ò�Ø�Ï%Ó · Ü'Ñ­Ò Ñ Ü'Ñ�ÖW× ß Ñ Ø ß ë�Ò�Ò · Ø�Ñ ÖW×�Õ · Ò�Ø�ÑWã í`Ò�Ò�ÏWÜ · Ü'Ñ­Ò õ�ÏW×�Ôc×�ì}Ñ ß ÏWî
ï�Ñ Ö�Ô

Õ�×�Ò�×�Õ�ìlÔ
U = {Ut, t ≥ 0} ÖW× ÏWÜ ÔsØ�Ñ­Ü'Û�Ô�áWÝ · ÔsÖW× Ò�×�Ð­ÏWÕ�Ñ­Ò�å ×�Ü�Þ�Ô�Ò"Ô�Ö�Ô6×�Ü ÏWÜ ×�Ò�Û�Ô�î�Ñ

ÖW×�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×
(Ω,F , P )

Ø�Ñ­Ü'Ñ Ò�×�Ð­ÏW×�ãÅê@×Oâ�Ô
U0 = u > 0

ÔcÕ�×�Ò�×�Õ�ìlÔ · á · Ø · Ô ß ã ú+Õgb�Ü · Ñ­Ò
Ø�ÝW×�Ð}Ô�Ü Ø�Ñ­á}Ó · á@Ï�ÔlÜ'×�á�Ó"×-Ô£ÏWÜ Ô2Ó�Ô;nWÔ£Ø�Ñ­áWÒ�Ó�Ô�á�Ó"×

p > 0
× · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8�×�ÒRÒ"ï�ÑCÛ�Ô�Ð}Ô�ÒB×�Ü · áWÒ�Ó�Ô�á�Ó"×�Ò

Ô ß ×
ÔlÓ"é­Õ · Ñ­Ò
T1, T2, . . . (0 < T1 < T2, . . .)

Ñ­áWÖW×CÑ­Ò)ì�Ô ß Ñ­Õ�×�Ò-Ô�Ò�×�Õ�×�Ü;Û�Ô�Ð­Ñ­Ò-áW×�Ò�Ò�×�Ò · áWÒ�Ó�Ô�á}Ó"×�Ò-Ò"ï�Ñ
ÖW×�Ò�Ø�Õ · Ó"Ñ­Ò.Û{Ñ­Õ:ìlÔ�Õ · ë
ì}× · Ò.Ô ß ×
ÔlÓ"é­Õ · Ô�Ò3á�ï�ÑlþZáW×�Ð}ÔlÓ · ìlÔ�Ò

X1, X2, . . . .
`�ÛWÕ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�Ñ£ÖW×9Õ · Ò�Ø�Ñ2Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�á�Ó"×�Ú

Û�Ô�Õ"Ô
t > 0
ÚWå

Ut = u+ pt− St,
øÍE�ù

Ñ­áWÖW×
St =

∑

i≥1

XiI(Ti ≤ t),
×
I
å�Ô æçÏWáWî
ï�Ñ · áWÖ · Ø
Ô�ÖWÑ­Õ"Ô%ãsÙ`×	7�á · Ü'Ñ­Ò'Ô ì�Ô�Õ · ë
ì­× ß Ô ß ×
ÔlÓ"é­Õ · Ô

τ = inf{t ≥ 0 : Ut ≤ 0} ãN`�ì�Ô ß Ñ­Õ£ÖW× τ áWÑ­ÒCÖ�ë�Ñ · áWÒ�Ó�Ô�á�Ó"×�Ö�Ô�Õ�ÏZY�á�Ô%ã�Ù`×�ì­×�Ü'Ñ­ÒCÓ�Ô�Ü�Þ{å�Ü
Ø�Ñ­áWÒ · ÖW×�Õ"Ô�Õ8Ô Û{Ñ­Ò�Ò · Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×�ÖW×�á�ï�ÑKÝ�Ô
ì­×�Õ8Õ�ÏZY�á�Ô%Ú`ÑKõ�ÏW×�Ò · Ð­á · 7�Ø
Ô õ�ÏW×

τ = ∞ ã�Î+Ò�Ó�Ô�Ü'Ñ­Ò
· á}Ó"×�Õ�×�Ò�Ò"Ô�ÖWÑ­Ò`á�Ô'ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�ÔlÖW×£ÖW×	Õ�ÏZY�á�Ô�×�Ü¿Ó"×�Ü'Û{Ñ · áx7�á · Ó"Ñ

P (τ < ∞)
Ú{×	á�Ô'ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×

ÖW×£Õ�ÏZY�á�Ô4Ô�á�Ó"×�Ò)ÖWÑ4Ó"×�Ü'Û{Ñ
t
Ú
P (τ ≤ t)

ã

ý ±¥à noE9_`G]NOEVijNOfBq@q@LOijE�_`GÅS�HWPRQVpIH�kaÿ�h`\`_�¹CGIHWF
`ÅÜ'Ñ�ÖW× ß Ñ4Ø ß ë�Ò�Ò · Ø�Ñ�ÖW×->mÕ"Ô�Ü'å�Õ)ý]ÏWáWÖWÞ{×�Õ�Ð'å£Ø
Ô�Õ"Ô�Ø�Ó"×�Õ ·�à Ô�ÖWÑ�Û{× ß Ô�Ò9Ò�×�Ð­Ï · á�Ó"×�Ò)Ò�ÏWÛ{Ñ­Ò · î�8�×�Ò�æ

• `2Ò:ì�Ô ß Ñ­Õ�×�Ò:Ö�Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò X1, X2, . . .
Ò"ï�Ñ2ìlÔ�Õ · ë�ì­× · Ò.Ô ß ×
ÔlÓ"é­Õ · Ô�Ò · áWÖW×�Û{×�áWÖW×�á}Ó"×�ÒB× · ÖW×�á@þ

Ó · Ø
Ô�Ü'×�á�Ó"×8Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏZY�Ö�Ô�Ò4Ø�Ñ­ÜoæçÏWáWî
ï�ÑcÖW×�Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ
F
Ú¹Ü'å�Ö · Ô

µ = E(X1) < ∞ ×
ì�Ô�Õ · ��áWØ · Ô

σ2 = V ar(X1).

• `2Ò4Ó"×�Ü'Û{Ñ­Ò T1, T2, . . .
áWÑ­Ò�õ�Ï�Ô · Ò�Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò�Ñ@Ø�Ñ­Õ�Õ�×�Ü Ò"ï�Ñ Ó�Ô · Ò4õ�ÏW×�Ô�Ò�ì�Ô�Õ · ë
ì­× · Ò

Ô ß ×
ÔlÓ"é­Õ · Ô�Ò

Zi = Ti − Ti−1, i ≥ 1

Ò�ïlÑ · áWÖW×�Û{×�áWÖW×�á}Ó"×�Ò£× · ÖW×�á�Ó · Ø�Ô�Ü'×�á�Ó"×	Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏZY�Ö�Ô�Ò�ÚjØ�Ñ­Ü=Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ�×on%Û{Ñ�áW×�áWØ · Ô ß Ø�Ñ­Ü
E(Z1) = λ−1 ã

• `Åá�ðWÜ'×�Õ�Ñ�ÖW× · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò)áWÑ · á}Ó"×�Õ�ì�Ô ß Ñ [0, t]
å£ÖW×�áWÑ�Ó�Ô�ÖWÑ'Û�Ñ­Õ

Nt = sup{n ≥ 1 : Tn ≤ t}, t ≥ 0,

5"T



Ñ­áWÖW×
sup{∅} = 0.

• í`Ò-Ò�×�õ�ÏZb�áWØ · Ô�Ò X1, X2, . . .
×
T1, T2, . . .

Ò"ï�Ñ · áWÖW×�Û�×�áWÖW×�á�Ó"×�Ò�ã

ö-Ü Ô4Ø�Ñ­áWÒ�×�õ�ÏZb�áWØ · Ô'Ö�Ô�ÖW×	7�á · î
ï�Ñ Ô�Ø · Ü Ô�åCõ�ÏW×
Nt

åCÏWÜ!ÛWÕ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�Ñ ÖW×	ú3Ñ · Ò�Ò�Ñ­á�Ø�Ñ­Ü�Ó�Ô;nWÔ
λ.
`

ÛWÕ�Ñ�Ø�×�Ò�Ò�Ñ ÖW×£Õ · Ò�Ø�Ñ�Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�á�Ó"×�ÚWÛ�Ô�Õ"Ô
t > 0
Ú�å

Ut = u+ pt− St
ø»c}ù

Ñ­áWÖW×
St =

Nt
∑

i=1

Xi
ãRú3Ñ@ÖW×�þZÒ"×£Ü'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô�ÕCøí©B×Zâ�Ô�í`áW×on%Ñ'û�û�ù¹õ�ÏW×

E(St) = E

(

Nt
∑

i=1

Xi

)

= λµt
ø»T}ù

×

V ar(St) = V ar

(

Nt
∑

i=1

Xi

)

= λt(σ2 + µ2).
ø 5 f ù

ê@×Oâ�Ô
ρ = λµ

ÑKìlÔ ß Ñ­Õ�Ó"Ñ�Ó�Ô ß ×�Ò�Û{×�Õ"Ô�ÖWÑ6ÖW× · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò8Û{Ñ­Õ�ÏWá · Ö�Ô�ÖW× ÖW× Ó"×�Ü'Û{ÑWã�ö-Ò"Ô�áWÖWÑ
Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­ÒCÒ�Ñ­ÞWÕ�× Û�Ô�Ò�Ò�× · Ñ­Ò�Ô ß ×
ÔlÓ"é­Õ · Ñ­Ò�Ú3å Û�Ñ­Ò�ÒgY�ì}× ß ÛWÕ�Ñ�ì�Ô�Õ�øyì}×Oâ�Ô�ê@ÏWáWÖ%Ó�ÚI5CT[T 4 ù¤õ�ÏW× Ò�×

p > ρ
Ú

×�á}Ó�ï�Ñ
Ut →∞ õ�ã Ø�ã+õ�Ï�Ô�áWÖWÑ t ↑ ∞ ×�áWõ�Ï�Ô�á}Ó"Ñ4Ò�× p < ρ

Ú@×�á}Ó�ï�Ñ
Ut → −∞ õ�ã Ø�ãBõ�Ï�Ô�áWÖWÑ t ↑ ∞ ã

ú3× ß Ñ�Ò�×�Ð­ÏWáWÖWÑ�Õ"×�Ò"Ï ß Ó?ÔlÖWÑWÚ
ψ(u) = 1 ∀ u ã Î+Ò�Ó�Ô�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×�Ó�Ô�Ü�Þ{å�Ü=å · Ð­Ï�Ô ß Ô¡5�áWÑ�Ø
Ô�Ò�Ñ

p = ρ
Ú{Ô�Û{×�Ò"Ô�Õ-ÖW×Cá�ï�Ñ'Ý�Ô
ì­×�Õ`Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ'ÖW×CØ�Ñ­á}ì­×�Õ�Ð[b�áWØ · Ô%ã)ê@×�áWÖWÑ�Ô�Ò�Ò · Ü�Ú�ÏWÜ Ô�Ø�Ñ­áWÖ · î�ï�Ñ'é­Þ�ì · Ô

ÖW×£Ò�Ñ ß ì[b�áWØ · Ô4å£Ò"ÔlÓ · Ò�æç× · Ó�Ô�Ò�×
p = (1 + θ)λµ, θ > 0.

ø 5[5�ù
íÅØ�Ñ­áWÒ�Ó�Ô�á}Ó"×

θ
åCØ?Ý�Ô�Ü ÔlÖ�Ô �����»Ñm��w���x��Z��z��£���¡¶��@��|�x���| ã¹ú.Ô�Õ"Ô'Ü'Ô · Ò)ÖW×�Ó�Ô ß ÝW×�Ò)ì}×Oâ�Ô Î+Ü�ÞWÕ�×�Ø?Ý}Ó"Ò`×

Ñ­Ï%Ó"Õ�Ñ­ÒCø¥: f[f[4 ù?ã+Î+Ü;ê ·�ß ìlÔS¨Åí¹Ó"ÏWáWØ
Ô�ÕCø¥: f[f B�ù?ÚWÑ­Ò)Ô�Ï%Ó"Ñ­Õ�×�Ò9Ü'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô�Ü�Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò9ÖW×¤Ò · Ü4Ï ß Ôlî�8@×�Ò
ÖW×�Ò�Ó"×£Ü'Ñ�ÖW× ß Ñ4Û�Ô�Õ"Ô�Ñ�Ø
ë ß Ø�Ï ß Ñ4Ö�Ô�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×`ÖW×£Õ�ÏZY�á�Ô�×�Ü Ó"×�Ü'Û{Ñ�7�á · Ó"Ñ4×£Ø�Ñ­Ü�Û�Ô�Õ"Ô�Ü�Ø�Ñ­Ü
Ñ­Ò9Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò)Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ­Ò9Û{× ß Ô4Ô�ÛWÕ�Ñ"n · Ü Ô�î
ï�Ñ�Û{Ñ­Õ)Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ%ã

: f



� Æ Ì À5Á � Ì Â Ì Æ Ä{È§£5Á Í�ÊÅÄ{ÆÇÁÉÈËÊ�Ì

�_±´³ µ G]q@i{HWL ·��BE�_`E QVE9_`G]NOE
>mÑ­Ü'Ñ Ô�á}Ó"×�Õ · Ñ­Õ�Ü'×�á}Ó"×�Ú�Ò�×Oâ�Ô

Xi
Ñ�ìlÔ ß Ñ­Õ9Ö�Ô · þZå�Ò · Ü Ô · áWÖW×�á ·�à Ô�î
ï�Ñ�õ�ÏW×	Ô�Ø�Ñ­á�Ó"×�Ø�×CáWÑ · áWÒ�Ó�Ô�á}Ó"×

Ti
×
Nt

Ñ á�ðWÜ'×�Õ�Ñ ÖW× · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò Ñ@Ø�Ñ­Õ�Õ · Ö�Ô�Ò'áWÑ · á}Ó"×�Õ�ìlÔ ß ÑcÖW×�Ó"×�Ü'Û{Ñ
(0, t]
ã�í`Ò�Ò�ÏWÜ · Ü'Ñ­Ò

õ�ÏW× {Nt, t ≥ 0} å ÏWÜ1ÛWÕ�Ñ�Ø�×�Ò�Ò�Ñ ÖW×�ú3Ñ · Ò�Ò�Ñ­ácÝWÑ­Ü'Ñ­Ð[b�áW×�Ñ�Ø�Ñ­Ü5Ó�Ô;nWÔ λ ×'õ�ÏW× Ñ­ÒCìlÔ ß Ñ­Õ�×�ÒCÖ�Ô�Ò
· áWÖW×�á ·�à Ô�î�8�×�Ò]Ò"ï�Ñ)Ü4Ï%Ó"Ï�Ô�Ü'×�á}Ó"× · áWÖW×�Û{×�áWÖW×�á}Ó"×�Ò3× · ÖW×�á}Ó · Ø
Ô�Ü'×�á}Ó"×.Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏZY�ÖWÑ­ÒIØ�Ñ­Ü Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ
F
Ú�Ñ­áWÖW×

E(X) = µ
ã.ê@×�áWÖWÑ¤Ô�Ò�Ò · Ü�ÚlÑ-ìlÔ ß Ñ­Õ�×�Ò�Û{×�Õ"Ô�ÖWÑ2ÖW× · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò3Û{Ñ­Õ3ÏWá · Ö�Ô�ÖW×RÖW×BÓ"×�Ü'Û{Ñ-å

Ö�Ô�ÖWÑ�Û�Ñ­Õ
ρ = λµ

ãõp:Ô�Ü�Þ{å�Ü Ô�Ò�Ò�ÏWÜ · Ü'Ñ­ÒRõ�ÏW×2Ñ­ÒRì�Ô ß Ñ­Õ�×�ÒmÖ�Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�ÒmÒ"ï�Ñ · áWÖW×�Û{×�áWÖW×�á}Ó"×�Ò
ÖWÑ�ÛWÕ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�Ñ ÖWÑ�á�ðWÜ'×�Õ�Ñ�ÖW× · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò�ã
ê@×Oâ�Ô

St =















Nt
∑

i=1

Xi

Ò�×
Nt > 0,

0
Ò�×

Nt = 0.

ø 5;:­ù

Ñ ì�Ô ß Ñ�Õ�Ó"Ñ�Ó�Ô ß Ö�Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò�Ô�Ð­Õ�×�Ð­Ô�Ö�Ô�Ò8áWÑ · á�Ó"×�Õ�ìlÔ ß Ñ ÖW× Ó"×�Ü'Û{Ñ
(0, t]
ã `ËÛWÕgb�Ü · Ñ õ�ÏW×

ÔcØ�Ñ­Ü'Û�Ô�áWÝ · ÔUÖW× Ò�×�Ð­ÏWÕ�Ñ­Ò�Õ�×�Ø�×�Þ{× å Û�Ô�Ð­Ñ Ø�Ñ­á}Ó · á�Ï�Ô�Ü'×�á�Ó"×�Ø�Ñ­Ü ÏWÜ ÔUÓ�Ô;nWÔ Ø�Ñ­áWÒ�Ó�Ô�á}Ó"×
p
ã í

Ø�Ñ­Ü'Û�Ô�áWÝ · Ô4Ó�Ô�Ü�Þ{å�Ü¿Õ�×�Ø�×�Þ{×-â�ÏWÕ�Ñ­Ò-ÖW×	Ò�Ï�Ô Õ�×�Ò�×�Õ�ì�Ô Ø�Ñ­Ü;ÏWÜ Ô�Ó�Ô;nWÔ'Ø�Ñ­áWÒ�Ó�Ô�á�Ó"×
δ
ã`ê@×Oâ�Ô

Uδ(t)
Ñ

ìlÔ ß Ñ­Õ3Ö�Ô`Õ�×�Ò�×�Õ�ì�Ô2áWÑ · áWÒ�Ó�Ô�á}Ó"×RÓ
ãõ>mÑ­ÜÅÔ�Ò.Ò�ÏWÛ�Ñ­Ò · î�8@×�Ò+Ô�Ø · Ü Ô%Ú­ê@ÏWáWÖ%Ó)¨êp3×�ÏWÐ­× ß Ò)ø 5"T[TwD­ù]Ü'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô�Ü
õ�ÏW×

Uδ(t) = ueδt + p

∫ t

0

eδυdυ −
∫ t

0

eδ(t−υ)dSυ,
ø 5 4 ù

Ø�Ñ­Ü
u = U(0)

ã2ü`Ô'×on%ÛWÕ�×�Ò�Ò�ï�Ñ8Ô�Ø · Ü Ô%Ú
ueδt
å�Ñ'ì�Ô ß Ñ­Õ`ÔlÓ"Ï�Ô ß Ö�Ô'Õ�×�Ò�×�Õ�ì�Ô · á · Ø · Ô ß áWÑ · áWÒ�Ó�Ô�á}Ó"×

t
Ú

∫ t

0
peδυdυ

å¤Ñ4ì�Ô ß Ñ­Õ9ÔlÓ"Ï�Ô ß ÖWÑ4Ó"Ñ�Ó�Ô ß ÖW×£ÛWÕgb�Ü · Ñ­Ò¹Õ�×�Ø�×�Þ · ÖWÑ­Ò)Û�× ß Ô4Ò�×�Ð­ÏWÕ"Ô�ÖWÑ­Õ"Ô�ÔlÓ"å¤Ñ · áWÒ�Ó�Ô�á}Ó"×
t
×

∫ t

0
eδ(t−υ)dSυ

å�Ñ�ìlÔ ß Ñ­Õ£ÔlÓ"Ï�Ô ß Ö�Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò¤Û�Ô�Ð}Ô�Ò¤Û{× ß Ô�Ò�×�Ð­ÏWÕ"Ô�ÖWÑ­Õ"Ô8ÔlÓ"å4Ñ · áWÒ�Ó?Ôlá�Ó"×
t
ã��

· Ü'Û�Ñ­Õ�Ó�Ô�á�Ó"×mÑ­ÞWÒ�×�Õ�ìlÔ�ÕBõ�ÏW×-Ô¤ð ß Ó · Ü'Ô · á}Ó"×�Ð­Õ"Ô ß á�Ô¤×on%ÛWÕ�×�Ò�Ò"ï�Ñ�ø 5 4 ù3å)Ø�Ñ­áWÒ�Ó�Ô�á}Ó"×)×�á}Ó"Õ�×9Ñ­Ò · áWÒ�Ó�Ô�á}Ó"×�Ò
Ö�Ô�Ò)Ø�ÝW×�Ð}Ô�Ö�Ô�Ò)Ö�Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò�ã

>mÑ­áWÒ · ÖW×�Õ�×¤Ó�Ô�Ü�Þ{å�Ü�Ñ ¦l|�³��l�Cz��������lx��¡|}z�� ÖW×
Ut
áWÑ4Ó"×�Ü'Û{Ñ à ×�Õ�ÑWÚ · Ò�Ó"Ñ�å�Ú

Vδ(t) = e−δtUδ(t) = u+ p a
(δ)
t −

∫ t

0

e−δυdSυ
ø 5CB�ù

Ø�Ñ­Ü

a
(δ)
t =







t
Ò�×

δ = 0, ou

1−e−δt

δ

Ò�×
δ > 0.

`2Ü · Ó · Õ�×�Ü�Ñ­Ò¹ÑQY�áWÖ · Ø�×
δ
õ�Ï�Ô�áWÖWÑ Ô�Ó�Ô;nWÔ4ÖW×¹â�ÏWÕ�Ñ­Ò9æçÑ­Õ à ×�Õ�ÑWã

:35



�_±¥à þ HWEõ¹2Põ¹2LONOLO_`PB_`G _`G HWh��O\`P
ê@×Oâ�Ô

ψδ(u)
Ô�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×¤ÖW×CÕ�ÏZY�á�Ô�×�Ü!Ó"×�Ü'Û{Ñ · áx7�á · Ó"Ñ4ÖW×CÏWÜ Ô�Ø�Ñ­Ü'Û�Ô�áWÝ · Ô4ÖW×CÒ�×�Ð­ÏWÕ�Ñ­Ò

Ø�Ñ­Ü!Õ�×�Ò�×�Õ�ìlÔ · á · Ø · Ô ß
u
ãBÎ+á}Ó�ï�Ñ

ψδ(u) = P

{

⋃

t≥0

(Uδ(t) < 0)

}

= P

{

⋃

t≥0

(Vδ(t) < 0)

}

.

Î+Ü=ê@ÏWáWÖ%Ó,¨ p3×�ÏWÐ­× ß Ò�ø 5"T[TwD­ù?Ú{Ñ­Ò2Ô�Ï%Ó"Ñ­Õ�×�Ò2Ö ·�à ×�Ü;õ�ÏW×�Ò�×
Uδ(υ) ≥ 0 ∀ υ ≤ t

Új×�á�Ó�ï�Ñ
Uδ(υ) ≥

U(υ) ∀ υ ≤ t
× ∀ δ ≥ 0

ã£ûZÒ�Ó"Ñ · Ü'Û ß�· Ø
Ô õ�ÏW×
ψδ(υ) ≤ ψ(υ)

ÚIÑ­Ï Ò�×Oâ�Ô%Ú]Ñ�Ü'Ñ�ÖW× ß Ñ�Ø ß ë�Ò�Ò · Ø�Ñ�Ø�Ñ­Ü

δ = 0
æçÑ­Õ�áW×�Ø�×£ÏWÜ ß�· Ü · Ó�×2Ò�ÏWÛ{×�Õ · Ñ­Õ)Û�Ô�Õ"Ô�Ô4ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×2ÖW×£Õ�ÏZY�á�Ô4áWÑ�Ø
Ô�Ò�Ñ'Ð­×�Õ"Ô ß

δ ≥ 0
ã

ú:Ô�Õ"Ô ÏWÜ Ô�Ü'× ß ÝWÑ­Õ�Ø�Ñ­Ü'ÛWÕ�×�×�áWÒ"ï�Ñ�Ö�Ô�Ò�Ö · æç×�Õ�×�áWî
Ô�Ò�æçÏWáWÖ�Ô�Ü'×�á}Ó�Ô · Ò4×�á�Ó"Õ�×8Ñ­Ò4Ø
Ô�Ò�Ñ­Ò
δ = 0

×

δ > 0
ÚIì­×Oâ�Ô�Ü'Ñ­Ò¤Ñ8Ø�Ñ­Ü'Û{Ñ­Õ�Ó�Ô�Ü'×�á}Ó"Ñ�ÖWÑ8ÛWÕ�Ñ�Ø�×�Ò�Ò�Ñ {Vδ(t), t ≥ 0} áW×�Ò�Ó"×�ÒCÖWÑ · Ò2Ø
Ô�Ò�Ñ­Ò�ã�ü-Ñ8Ø
Ô�Ò�Ñ

δ = 0
Ú�Ñ�Ø�Ñ­Ü'Û{Ñ­Õ�Ó�Ô�Ü'×�á}Ó"Ñ4ÖW×

Vt = Ut = u+ pt− St
æçÑ · ÖW×�Ò�Ø�Õ · Ó"Ñ'á�Ô4Ò�×�î
ï�Ñ�BWã=:@ã

ü-Ñ�Ø
Ô�Ò�Ñ
δ > 0

á�ï�Ñ�Ý�ë�Ø�Ñ­á}ì­×�Õ�Ð[b�áWØ · Ô�Û�Ô�Õ"Ô
+∞ Ñ­Ï −∞ ×�Ò · Ü;Û�Ô�Õ"Ô�Ô ìlÔ�Õ · ë
ì}× ß Ô ß ×
ÔlÓ"é­Õ · Ô

7�á · Ó�Ô
Vδ(∞) = u+

p

δ
−
∫ ∞

0

e−δυ dS(υ).
ø 5;D­ù

ú:Ô�Õ"Ô�ì}×�Õ)õ�ÏW×CÔ · á}Ó"×�Ð­Õ"Ô ß á�Ô�×on%ÛWÕ�×�Ò�Ò"ï�Ñ ø 5;D­ùmå�7�á · Ó�Ô%ÚWÞ�Ô�Ò�Ó�Ô�ævÔ à ×�Õ
∫ ∞

0

e−δυ dS(υ) =
∑

i≥1

e−δTiXi.

í · Ð­Ï�Ô ß Ö�Ô�ÖW×RÔ�Ø · Ü Ô)åRìlë ß�· Ö�Ô)Û{Ñ · Ò:Ô · á�Ó"×�Ð­Õ"Ô ß ó`×�Ò�õ�ÏW×�Õ�Ö�Ô2åmØ�Ñ­áWÒ�Ó�Ô�á}Ó"×m×�á�Ó"Õ�×mÑ­Ò · áWÒ�Ó�Ô�á}Ó"×�Ò:×�ÜÃõ�ÏW×
Ø�ÝW×�Ð}Ô�Ü�Ô�ÒmÕ�× · á�ì · Ö · Ø
Ô�î�8�×�Ò�ã)>mÑ­Ü'Ñ

X
×
T
Ò"ï�Ñ£ì�Ô�Õ · ë
ì­× · ÒmÔ ß ×
ÔlÓ"é­Õ · Ô�Ò+Û{Ñ­Ò · Ó · ì�Ô�ÒB× · áWÖW×�Û{×�áWÖW×�á}Ó"×�Ò�Ú

Û�Ñ@ÖW×�Ü'Ñ­Ò)Ñ­Þ%Ó"×�Õ

E

(

∑

i≥1

e−δTiXi

)

=
∑

i≥1

E
(

e−δTiXi

)

=
∑

i≥1

E(e−δTi)E(Xi)

= µ
∑

i≥1

E(e−δ[(Ti−Ti−1)+(Ti−1−Ti−2)+···+(T1−T0)])

= µ
∑

i≥1

[E(e−δπ)]i, π ∼ Ti − Ti−1

= µ
∑

i≥1

(

λ

λ+ δ

)i

<∞.

>mÑ­Ü'Ñ
E

(∫ ∞

0

e−δυ dS(υ)

)

<∞ Ú�×�á}Ó�ï�Ñ
(∫ ∞

0

e−δυ dS(υ)

)

<∞ q.c
ã

Ù`×�Ò�Ó�Ô�æçÑ­Õ�Ü Ô%Ú{á�ï�Ñ�å�é­Þ}ì · Ñ�õ�ÏW×
ψδ(u) = 1

Ò�×�Ü'ÛWÕ�×�õ�ÏW×
p < ρ
ã£ü-Ñ�×�á�Ó�Ô�á}Ó"ÑWÚIÒ�×

p ≤ −δu
×�á}Ó�ï�Ñ

ψδ(u) = 1
ãBú.Ô�Õ"Ô4Ü Ô · Ò¹ÖW×�Ó�Ô ß ÝW×�Ò)Ò�Ñ­ÞWÕ�×£×�Ò�Ó"×CÜ'Ñ�ÖW× ß ÑWÚ@ì}×Oâ�Ô'ê@ÏWáWÖ%Ó*¨úp3×�ÏWÐ­× ß Ò	ø 5"T[TwD­ù?ã
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� Æ Ì À5Á � Ì À5Á À5Ä
	v�ËÍ&�½Ì

ü-×�Ò�Ó"×CØ
Ô�ÛZY�Ó"Ï ß Ñ�Ô�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô�Ü'Ñ­Ò-Ô�Ô�ÛWÕ�Ñ"n · Ü'Ô�î
ï�Ñ4Û{Ñ­Õ9Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ�ÛWÕ�Ñ­Û{Ñ­Ò�Ó�Ô4Û{Ñ­Õ)ü-Ñ­Õ�Þ{×�Õ�Ð�ø 5"T[T[T}ù
Û�Ô�Õ"Ô¹Ü'Ñ@ÖW× ß Ô�ÕIÔ9Õ�×�Ò�×�Õ�ìlÔ)ÖW×BÏWÜ Ô¹Ò�×�Ð­ÏWÕ"Ô�ÖWÑ­Õ"Ô9×BÔ¹Ó�Ô;nWÔ9Ô�Ø�ÏWÜ4Ï ß Ô�Ö�ÔmÖW×jâ�ÏWÕ�Ñ­Ò�ó9õ�Ï�Ô ß Ô9Õ�×�Ò�×�Õ�ì�Ô)×�Ò�Ó�ë
Ò�Ïlâ�× · Ó�Ô%ã�>mÝ�Ô�Ü Ô�Ü'Ñ­Ò)Ñ Õ · Ò�Ø�Ñ Õ�× ß Ô�Ø · Ñ­á�Ô�ÖWÑ'ó'Õ"×�Ò"×�Õ�ìlÔ�ÖW× �?w�������z��£���¡¶��@��� ×	Ñ Õ · Ò�Ø�Ñ Õ�× ß Ô�Ø · Ñ­á�Ô�ÖWÑ
Ô�Ñ · á�ì­×�Ò�Ó · Ü'×�á}Ó"Ñ�ÖW× �?w�������Ñ+x{|�xj����wy�"� ã�ê%Ô ß�· ×�á�Ó�Ô�Ü�Ñ­Ò£õ�ÏW× ×�Ò�Ó�Ô�Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ�å'ìlë ß�· Ö�Ô�Ô�Û�×�á�Ô�Ò
Û�Ô�Õ"Ô�Ñ8Ø
Ô�Ò�Ñ�×�Ü5õ�ÏW× Ô�Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ�Ö�Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò£å�ÖW×�Ø
Ô�ÏWÖ�Ô ß ×?ì}×�Ú�Ñ8õ�ÏW×'Ò · Ð­á · 7�Ø
Ô�õ�ÏW×
áW×�áWÝ�ÏWÜ Ô£Ö�Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò · Ò�Ñ ß Ô�Ö�Ô�Ü'×�á�Ó"×9å)Ð­Õ"Ô�áWÖW×)ÑCÒ�Ïx7�Ø · ×�á}Ó"×-Û�Ô�Õ"ÔCÔlæç×�Ó�Ô�Õ+Ñ£ìlÔ ß Ñ­Õ.Ó"Ñ�Ó�Ô ß Ö�Ô�Ò
· áWÖW×�á ·�à Ô�î�8�×�Ò-Ô�Ð­Õ�×�Ð}Ô�Ö�Ô�Ò9Ò · Ð­á · 7�Ø
ÔlÓ · ì�Ô�Ü�×�á}Ó"×�ã

�²±´³ SUEB\`ijG]L¡^%EBq�¹2fBq@LOijEBq
\Pº»
¼º»
 �§ô Â �#÷[�3�C����ä¿Ä Â �3��� Â ½ZÄ
>mÑ­áWÒ · ÖW×�Õ�×�ÏWÜ Ô'Ø�Ñ­Ü'Û�Ô�áWÝ · Ô'ÖW×	Ò�×�Ð­ÏWÕ�Ñ­Ò2Ø�Ñ­Ü'×�î
Ô�áWÖWÑ�áWÑ Ó"×�Ü'Û�Ñ f Ú{×�Ò�×Oâ�Ô

Bt

Ñ'ì�Ô ß Ñ­Õ)Ó"Ñ�Ó�Ô ß
ÖW× · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò£Û�Ô�Ð}Ô�ÒCÜ'×�áWÑ­Ò£ÛWÕgb�Ü · Ñ­Ò¤Õ�×�Ø�×�Þ · ÖWÑ­ÒCáWÑ · á}Ó"×�Õ�ì�Ô ß Ñ8ÖW×�Ó"×�Ü�Û{Ñ

[0, t]
ã�Ù`× Ô�Ø�Ñ­Õ�ÖWÑ

Ø�Ñ­Ü!áWÑ­Ò�Ò"Ô�áWÑ�Ó�Ô�î
ï�ÑWÚ

Bt = St − pt,
ø 5�ñ}ù

Ø�Ñ­Ü
St
ÖW×	7�á · ÖWÑ Ø�Ñ­Ü'Ñ�áWÑ Ø
Ô�ÛZY�Ó"Ï ß Ñ Ô�á}Ó"×�Õ · Ñ­Õ�ãUê@ÏWÛ{Ñ­áWÝ�Ô�õ�ÏW×�Ô�Õ�×�Ò�×�Õ�ì�Ô ÖW×�Ò�Ó�Ô Ø�Ñ­Ü'Û�Ô�áWÝ · Ô�å

· á}ì­×�Ò�Ó · Ö�Ô	Ø�Ñ­á}Ó · á@Ï�Ô�Ü'×�á}Ó"×`áWÑ	Ó"×�Ü'Û{Ñ8øçÑ­Ï Ó"Ñ­Ü Ô�Ö�ÔC×�Ü'ÛWÕ�×�Ò�Ó�Ô�Ö�Ô}ùR×�Ü Ü'×�Õ�Ø
Ô�ÖWÑ­Òu7�á�ÔláWØ�× · Õ�Ñ­Ò¹õ�ÏW×
ÛWÕ�Ñ�ÖWÏ à ×�ÜÉâ�ÏWÕ�Ñ­Ò�ãBê@×¹×on · Ò�Ó"×¹ÏWÜ Ô-Ó�Ô;nWÔ2ÖW×3â�ÏWÕ�Ñ­Ò

δt
×�Ü Ø
Ô�Ö�Ô · áWÒ�Ó�Ô�á�Ó"×

t
Ú}×�á}Ó�ï�Ñ2Ñ2ì�Ô ß Ñ­Õ:áWÑ2Ó"×�Ü'Û{Ñ

t
ÖW×9ÏWÜ Ô¤ÏWá · Ö�Ô�ÖW×9Ü'Ñ­áW×�Ó�ë�Õ · Ô · á}ì}×�Ò�Ó · Ö�Ô2áWÑ¤Ó"×�Ü'Û{Ñ f å

e∆t
øyì�Ô ß Ñ­Õ:æçÏ%Ó"ÏWÕ�Ñ�ù3Ø�Ñ­Ü

∆t =

∫ t

0

δτ dτ
ã

Ù2Ô�Ü'×�Ò�Ü Ô�æçÑ­Õ�Ü Ô%Ú�Ñ�ì�Ô ß Ñ­Õ£áWÑ�Ó"×�Ü'Û{Ñ f ÖW× ÏWÜ'Ô�ÏWá · Ö�Ô�ÖW×'Ü'Ñ­áW×�Ó�ë�Õ · Ô8Ô�Ò�×�ÕCÛ�Ô�Ð}Ô�áWÑ�Ó"×�Ü'Û{Ñ
t
å
e−∆t
øyì�Ô ß Ñ­Õ`ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó"×�ù2×�ÚI×�Ü½Ð­×�Õ"Ô ß ÚjÑ�ì�Ô ß Ñ­Õ`ÖW×�ÏWÜ Ô ÏWá · Ö�Ô�ÖW×�Ü'Ñ­áW×�Ó�ë�Õ · Ô'áWÑ�Ó"×�Ü'Û{Ñ

t
×�Ü

Õ�× ß Ô�î
ï�Ñ4Ô�Ñ	Ó"×�Ü'Û{Ñ
s
å
e∆t−∆s

Ú%ÏWÜ ævÔlÓ"Ñ­ÕmÖW×¤ÖW×�Ò�Ø�Ñ­á}Ó"Ñ�Ò�×
s ≥ t
×¤ÏWÜ�ævÔlÓ"Ñ­Õ¹ÖW×¤Ô�Ø�ÏWÜ�Ï ß Ô�î
ï�Ñ�Ò�×

s ≤ t
ã
ê@×Oâ�Ô

U0
ÔUÕ�×�Ò�×�Õ�ì�Ô · á · Ø · Ô ß Ö�ÔcÒ�×�Ð­ÏWÕ"Ô�ÖWÑ­Õ"ÔcáWÑ · áWÒ�Ó�Ô�á�Ó"× f ×

Ut
ÔUÕ�×�Ò�×�Õ�ì�Ô Ö�ÔUÜ'×�Ò�Ü ÔUáWÑ

· áWÒ�Ó�Ô�á}Ó"×
t
ãM>mÑ­Ü¿Ô�Ò)Ò�ÏWÛ�Ñ­Ò · î�8@×�Ò`Ô�Ø · Ü Ô%Ú%ü-Ñ­Õ�Þ{×�Õ�Ð�ø 5"T[T[T}ùRÜ'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô4õ�ÏW×

Ut = e∆t

(

U0 −
∫ t

0

e−∆τ dBτ

)

.
ø 5;E­ù

ísÕ�× ß Ô�î
ï�Ñ2Ô�Ø · Ü Ô)Ü'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô)Ñ`ævÔlÓ"Ñ`ÖW×mõ�ÏW×¹Ô`Õ�×�Ò�×�Õ�ìlÔ2áWÑ · áWÒ�Ó�Ô�á}Ó"×
t
åRæç× · Ó�Ô-ÖWÑ`Ø
Ô�Û · Ó�Ô ß�· á · Ø · Ô ß Ü'×�áWÑ­Ò

Ñ ß ÏWØ�Õ�Ñ�øçÛWÕ�×Oâ�ÏZY à Ñ�ù ß Y�õ�Ï · ÖWÑ�ÔlÓ"å2Ñ	Ó"×�Ü'Û{Ñ
t
Ú@Ó"Ñ@ÖWÑ�Ü'Ñ­á�Ó�Ô�á}Ó"×2Ô�Ø�ÏWÜ�Ï ß Ô�ÖWÑ�Ø�Ñ­Ü â�ÏWÕ�Ñ­Ò¹Ø�Ñ­Ü'Û{Ñ­Ò�Ó"Ñ­Ò�ã
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ö-Ü Ô�Õ�× ß Ô�î
ï�Ñ�Õ�×�Ø�ÏWÕ�Ò · ìlÔ�Ü Ô · Ò9Ð­×�Õ"Ô ß Û{Ñ�ÖW×£Ò�×�Õ-ÖW×�ÖWÏ à�· Ö�Ô4Ø�Ñ­Ü'Ñ

Uv = e∆v−∆t

(

Ut −
∫ v

t

e−(∆τ−∆t) dBτ

)

, t ≤ v.
ø 5"c}ù

\Pº»
¼ºÙ� 
N�#È
�P�3�Qä¿� Â ���»À¿Ä
ê@×Oâ�Ô

(Ω,F , P )
ÏWÜ5×�Ò�Û�Ô�î�Ñ�ÖW×�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×�Ú A = {At, t ≥ 0} ÏWÜ Ô�7 ß Ó"Õ"Ô�î
ï�ÑWÚ]Ñ­áWÖW× At

⊂ F Õ�×�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô�Ô · á%æçÑ­Õ�Ü Ôlî
ï�Ñ�Ö · Ò�Û{Ñ­áZY�ì­× ß ÔlÓ"å Ñ�Ó"×�Ü'Û�Ñ t ã�`!Õ · Ò�Ø�Ñ�ÖW×�Ò�×�Ð­ÏWÕ�Ñ å�Ü'Ñ�ÖW× ß Ô�ÖWÑ
ævÔ à ×�áWÖWÑ {Bt, t ≥ 0} ÏWÜ1ÛWÕ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�Ñ ×�Ò�Ó"Ñ@Ø
ë�Ò�Ó · Ø�Ñ A þZÒ�×�Ü · Ü'Ô�Õ�Ó · áWÐ}Ô ß Ø�Ñ­ÜË×�Ò"Û�×�Õ"Ô�áWî
Ô|7�á · Ó�Ô%Ú:Ñ­Ï
Ò�×Oâ�Ô%Ú {Bt, t ≥ 0} å AþOÔ�Ö�Ô�Û%Ó�Ô�ÖWÑU×8Ø�Ñ­Ü Ó"Õ"Ôlâ�×�Ó"é­Õ · ÔlÒ�Ø�Ñ­á}ÓAY�á�Ï�Ô�Ò'óUÖ · Õ�× · Ó�Ô�Ø�Ñ­Ü ß�· Ü · Ó�×�Ò�Û�× ß Ô
×�Ò�õ�ÏW×�Õ�Ö�Ô%ã Ù2Ô Ü'×�Ò�Ü ÔcæçÑ­Õ�Ü Ô Ñ Õ · Ò�Ø�Ñ�7�á�Ô�áWØ�× · Õ�ÑKå · á}Ó"Õ�Ñ@ÖWÏ à�· ÖWÑcævÔ à ×�áWÖWÑ {∆t, t ≥ 0} ÏWÜ
ÛWÕ�Ñ�Ø�×�Ò�Ò�Ñ ×�Ò�Ó"Ñ@Ø
ë�Ò�Ó · Ø�Ñ AþZÒ�×�Ü · Ü Ô�Õ�Ó · áWÐ}Ô ß ã
í�Õ�ÏZY�á�Ô8Ö�Ô8Ò�×�Ð­ÏWÕ"Ô�ÖWÑ­Õ"Ô%Ú3ÖW×	7�á · Ö�Ô8Ø�Ñ­Ü'Ñ�Ñ�×�ì­×�á}Ó"Ñ�×�Ü õ�ÏW× Ô8Õ�×�Ò�×�Õ�ì�Ô8Ó"Ñ­Õ�á�Ô�þZÒ�×�Ü'×�áWÑ­Õ£Ñ­Ï

· Ð­Ï�Ô ß Ô à ×�Õ�ÑWÚ{å�Ñ�Ô�Ò�Ò�ÏWá}Ó"Ñ�ÛWÕ · áWØ · Û�Ô ß ÖW×�Ò�Ó�Ô�Ö · Ò�Ò�×�Õ�Ó�Ô�î
ï�ÑWã`Î+Ò�Ó�Ô�Ü'Ñ­Ò · á}Ó"×�Õ�×�Ò�Ò"Ô�ÖWÑ­Ò2×�Ü;×�Ò�Ó"ÏWÖ�Ô�Õ2Ô
ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×2ÖW×£Õ�ÏZY�á�Ô4×�Ü�Ó"×�Ü'Û�ÑS7�á · Ó"ÑWÚ

ψ(u, v) = P

[

inf
s∈[0,v]

Us ≤ 0|U0 = u

] ø 5"T}ù

= P

[

sup
s∈[0,v]

∫ s

0

e−∆τdBτ ≥ u|U0 = u

]

,
ø¥: f ù

×£Ô�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×2ÖW×£Õ�ÏZY�á�Ô4×�Ü�Ó"×�Ü'Û�Ñ · áx7�á · Ó"ÑWÚ

ψ(u) = P

[

inf
s≥0

Us ≤ 0|U0 = u

] ø¥:35�ù

= P

[

sup
s≥0

∫ s

0

e−∆τdBτ ≥ u|U0 = u

]

.
ø¥:[:­ù

�²±¥à noE9_`G]NOEV_`G�_`L���h`q��BE��2P+HWPVPVHWG]q@GIH%Y:P
>mÑ­Ü'Ñ�Ø · Ó�Ô�ÖWÑ�Ô�á}Ó"×�Õ · Ñ­Õ�Ü'×�á�Ó"×�Ú{Ø�Ñ­áWÒ · ÖW×�Õ"Ô�áWÖWÑ�ÏWÜ Ô Ø
Ô�Õ�Ó"× · Õ"Ô ÖW×�Ò�×�Ð­ÏWÕ�Ñ­Ò2õ�ÏW×4å	æç× · Ó�Ô ÖW×�ÏWÜ

Ð­Õ"Ô�áWÖW×�á�ðWÜ'×�Õ�Ñ ÖW×�Õ · Ò�Ø�Ñ­Ò · áWÖ · ì · ÖWÏ�Ô · Ò · áWÖW×�Û�×�áWÖW×�á�Ó"×�Ò�Ú`Ø�Ñ­áWÒ · ÖW×�Õ"Ô�áWÖWÑ õ�ÏW×�áW×�áWÝ@ÏWÜ�ÖW× ß ×�Ò�å
Ð­Õ"Ô�áWÖW×mÑ¤Ò�Ïx7�Ø · ×�á}Ó"×9Û�Ô�Õ"Ô2Ôlæç×�Ó�Ô�Õ:Ñ2ìlÔ ß Ñ­Õ3Ó"Ñ�Ó�Ô ß Ö�Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò+Ô�Ð­Õ�×�Ð}ÔlÖ�Ô�Ò.Ò · Ð­á · 7�Ø
ÔlÓ · ìlÔ�Ü'×�á}Ó"×�Ú
Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�Ü�Ñ­Ò9Ô�æçÏWáWî
ï�Ñ

Bt
Û{Ñ­Õ9ÏWÜ Ô4Ö · æçÏWÒ"ï�ÑWÚ · Ò�Ó"Ñ�å�Ú

Bt = −βt− σbWb,t,
ø¥: 4 ù

Ñ­áWÖW×
β
×
σb
Ò"ï�Ñ�Ø�Ñ­áWÒ�Ó�Ô�á}Ó"×�Ò	×

Wb,t = {Wb,t, t ≥ 0} å'ÏWÜ Ü'Ñ�ì · Ü'×�á}Ó"Ñ�ômÕ�Ñ"<)á · Ô�áWÑ�Û�Ô�ÖWÕ"ï�ÑWã
í9õ�Ï ·

β
Õ�×�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô�Ñ8Ð}Ô�áWÝWÑ�×�Ò�Û{×�Õ"Ô�ÖWÑ�Û�Ñ­Õ£ÏWá · Ö�Ô�ÖW×�ÖW×4Ó"×�Ü'Û{ÑWÚ�ÖW×�ì · ÖWÑ�Ô�ÏWÜ Ø�Ñ�×	7�Ø · ×�á�Ó"×'ÖW×

Ò�×�Ð­ÏWÕ"Ô�áWî
Ô
θ > 0

áWÑ2ÛWÕgb�Ü · Ñ`×
σb
å¹Ñ2ÖW×�Ò�ì · Ñ¤Û�Ô�ÖWÕ"ï�Ñ2ÖWÑ2Ó"Ñ�Ó�Ô ß ÖW×¹Û�Ô�Ð}Ô�Ü'×�á}Ó"Ñ­Ò:Ö�Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò
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Û�Ñ­Õ4ÏWá · Ö�Ô�ÖW×�ÖW×�Ó"×�Ü'Û{ÑWã Î+Ü áWÑ­Ò�Ò�Ñ Ó"Õ"Ô�Þ�Ô ß ÝWÑWÚ+Ï%Ó ·�ß�·�à Ô�Õ�×�Ü�Ñ­Ò�Ô�Ò�Ö · æçÏWÒg8�×�Ò�Û�ÔlÕ�Ô Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�Õ	Ñ
Ü'Ñ�ÖW× ß Ñ4Ø ß ë�Ò�Ò · Ø�Ñ�Ø�Ñ­Ü · á}ì}×�Ò�Ó · Ü'×�á}Ó"ÑWãBê@×�áWÖWÑ�Ô�Ò�Ò · Ü�Ú%Õ�×�ÛWÕ�×�Ò�×�á�Ó�Ô�Ü'Ñ�Ò

β
×
σb
Û{Ñ­Õ

β = p− λµ, e
ø¥:aB�ù

σb =
√

λ(σ2 + µ2).
ø¥:[D­ù

Ù2Ô�Ü'×�Ò�Ü Ô	æçÑ­Õ�Ü Ô%ÚWÔ�Ò�Ò"ÏWÜ · Ü'Ñ­Ò9õ�ÏW×£Ñ�ævÔ�Ó�Ñ�Õ9ÖW×£ÖW×�Ò�Ø�Ñ­á�Ó"Ñ
∆t
å£ÏWÜ Ô4Ö · æçÏWÒ"ï�ÑWÚWÑ­Ï8Ò�×Oâ�Ô%Ú

∆t = δt+ σdWd,t,
ø¥:�ñ}ù

Ñ­áWÖW×
δ
×
σd
Ò"ï�Ñ�Ø�Ñ­áWÒ�Ó�Ô�á}Ó"×�Ò	×

Wd,t = {Wd,t, t ≥ 0} å�ÏWÜ Ü'Ñ�ì · Ü�×�á�Ó"Ñ8ômÕ�Ñ;<)á · Ô�áWÑ8Û�Ô�ÖWÕ"ï�ÑWã
ê@×

σd
å	Û{Ñ­Ò · Ó · ì­ÑWÚ�×�Ò�Ó�Ô�Ü'Ñ­Ò2Ô�Ö · Ø · Ñ­á�Ô�áWÖWÑ'ÏWÜ Ô'Û{×�Õ�Ó"ÏWÕ�Þ�Ô�î
ï�Ñ�×�Ò�Ó"Ñ@Ø
ë�Ò�Ó · Ø
Ô�Ô ÏWÜ Ô�Ó�Ô;nWÔ ÖW×)â�ÏWÕ�Ñ­Ò

Ø�Ñ­áWÒ�Ó�Ô�á}Ó"×
δ
ã

í`Ò�Ò�ÏWÜ · Ü'Ñ­ÒIÓ�Ô�Ü�Þ{å�Ü�õ�ÏW×
Wb,t

×
Wd,t

Ò"ï�Ñ · áWÖW×�Û�×�áWÖW×�á}Ó"×�Ò
ã+ú3× ß Ô-Ù`×	7�á · î
ï�Ñ 4 ã=:@ã=E@Ú�Ó"×�Ü'Ñ­Ò�õ�ÏW×
Bt
×

∆t
Ò"ï�Ñ ÛWÕ�Ñ�Ø�×�Ò�Ò�Ñ­Ò2ÖW×Cû¡ÓA@ · áWÖW×�Û{×�áWÖW×�á}Ó"×�Ò�ã-ê@×Oâ�Ô�Ü

Zt = e∆t
×
Yt =

(

U0 −
∫ t

0
e−∆τ dBτ

) Ú
Ñ­Ï8Ò�×Oâ�Ô%Ú

Ut = ZtYt
ãBú:× ß Ñ�p3×�Ñ­Õ�×�Ü Ô 4 ã=:@ã c%Ú

Zt e Yt
Ó�Ô�Ü�Þ{å�Ü�Ò"ï�Ñ�ÛWÕ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�Ñ­Ò-ÖW×£û¡ÓA@'×�Ü

R+

ã
ú3× ß Ô�ú+Õ�Ñ­Û{Ñ­Ò · î
ï�Ñ 4 ã=:@ã T4×£Û�× ß ÑQp3×�Ñ­Õ�×�Ü Ô 4 ã=:@ã c%Ú%Ó"×�Ü'Ñ­Ò9õ�ÏW×dæ

d(Ut) = d(ZtYt) = −dBt +
Ut
e∆t

d(e∆t)− d(e∆t)e−∆tdBt.

p3×�Ü�Ñ­Ò9Ó�Ô�Ü4Þ�å�Ü!õ�ÏW×dæ
dBt = −βdt− σbdWb,t

×

d(e∆t) = δe∆tdt+ σde
∆tdWd,t +

1

2
σ2
de

∆tdt = e∆t

(

δ +
1

2
σ2
d

)

dt+ σde
∆tdWd,t.

Ù`×�Û�Ñ · Ò)ÖW×CÔ ß Ð­ÏWáWÒ9Ø
ë ß Ø�Ï ß Ñ­Ò9Ø�Ñ­áWØ ß ÏZY�Ü'Ñ­Ò¹õ�ÏW×dæ

dUt =

[

Ut

(

δ +
1

2
σ2
d

)

+ β

]

dt+ UtσddWd,t + σbdWb,t.
ø¥:[E­ù

í`Ð­Õ�ÏWÛ�Ô�áWÖWÑ�Ñ­Ò9Ó"×�Õ�Ü'Ñ­Ò9Ö�Ô�Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ4á�Ô�×on%ÛWÕ�×�Ò�Ò"ï�Ñ ø¥:[E­ù?ÚWÖW×	7�á · Ü'Ñ­Ò

dWt =
UtσddWd,t + σbdWb,t

(U 2
t σ

2
d + σ2

b )
1

2

.

ê@×�áWÖWÑ Ô�Ò�Ò · Ü�Ú

Wt =

∫ t

0

(U 2
s σ

2
d + σ2

b )
− 1

2 (UsσddWd,s + σbdWb,s).

p3×�Ü�Ñ­Ò)õ�ÏW×
d[W ]t = (dWt)

2 =
1

Utσ2
d + σ2

b

(UtσddWd,t + σbdWb,t)
2 =

:[D



=
1

Utσ2
d + σ2

b

(U 2
t σ

2
d + σ2

b )dt = dt.

ý]Ñ­Ð­ÑWÚ · á�Ó"×�Ð­Õ"Ô�áWÖWÑ�Ô�Ü4Þ�Ñ­Ò9Ñ­Ò ß Ô�ÖWÑ­Ò9ÖW×�Ò�Ó�Ô�×�õ�Ï�Ô�î
ï�Ñ'áWÑ · á}Ó"×�Õ�ì�Ô ß Ñ
[0, t]
Ú�Ñ­Þ%Ó"×�Ü'Ñ­Ò

d[W ]t = dt⇒ [W ]t = t.

Ù`×�Ò�Ó�Ô�æçÑ­Õ�Ü Ô%Ú	Ó"×�Ü'Ñ­Ò õ�ÏW×
W = {Wt, t ≥ 0} åKÏWÜ�Ü Ô�Õ�Ó · áWÐ}Ô ß Ø�Ñ­á}ÓAY�á�ÏWÑÉØ�Ñ­Ü,ì�Ô�Õ · Ô�î
ï�Ñ

õ�Ï�Ô�ÖWÕ"ëlÓ · Ø
Ô
[W ]t = t

ãUú3× ß Ñyp3×�Ñ­Õ�×�Ü Ô 4 ã=:@ã65;:@Ú:Ó"×�Ü'Ñ­Ò�õ�ÏW×
W
å�ÏWÜ�Ü'Ñ�ì · Ü'×�á}Ó"Ñ�ômÕ"Ñ"<)á · Ô�áWÑ

Û�Ô�ÖWÕ"ï�ÑWã�ý]Ñ­Ð­ÑWÚ9Û�Ñ@ÖW×�Ü'Ñ­Ò'Ó"Õ"ÔlÓ�Ô�Õ ø¥:[E­ù4Ø�Ñ­Ü'Ñ ÏWÜ Ø
Ô�Ò�Ñ ×�Ò�Û{×�Ø · Ô ß Ö�Ôc×�õ�Ï�Ô�î
ï�Ñ Ö · æç×�Õ�×�áWØ · Ô ß Ö�Ô
æçÑ­Õ�Ü Ô

dUt = µ(t, Ut)dt+ σ(t, Ut)dWt,
ø¥:dc}ù

Ñ­áWÖW×
W
åBÏWÜ Ü'Ñ�ì · Ü'×�á}Ó"Ñ-ômÕ�Ñ"<)á · Ô�áWÑ)Û�Ô�ÖWÕ"ï�Ñ-×BÛ{Ñ@ÖW×�Ü'Ñ­Ò�Ø�Ñ­áWÒ · ÖW×�Õ"Ô�Õ At = σ{Ws; 0 ≤ s ≤ t} ã

� · Ü'Û�Ñ­Õ�Ó�Ô�á�Ó"×�Ö ·�à ×�Õ�õ�ÏW×�Ú¹Ø�Ñ­Ü'Ñ
Ut
å�ÏWÜ Ô�Ö · æçÏWÒ"ï�ÑWÚR×�á�Ó�ï�ÑU× ß ×�Ó�Ô�Ü4Þ�å�Ü å�ÏWÜoÛWÕ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�Ñ

ä�Ô�Õgª�Ñ�ì · Ô�áWÑWã
íÃÛWÕ · áWØ�Y�Û · Ñ�×�Ò�Ó�Ô�Õ�×�Ü'Ñ­Ò · á}Ó"×�Õ�×�Ò�Ò"Ô�ÖWÑ­Ò-á�Ô4Ò�×�Ð­Ï · á}Ó"×£Û�Ô�Õ"Ô�Ü'×�Ó"Õ ·�à Ô�î
ï�ÑZæ

µ(t, u) = u(δ(t, u) +
1

2
σ2
d(t, u)) + β(t, u)

ø¥:dT}ù

σ2(t, u) = u2σ2
d(t, u) + σ2

b (t, u),
ø 4[f ù

á�Ô�õ�Ï�Ô ß Û�×�Õ�Ü · Ó · Ü�Ñ­Ò	õ�ÏW×�Ñ­Ò4Ø�Ñ@×o7�Ø · ×�á�Ó"×�Ò
β, σb, δ, e σd

ÖW×�Û{×�áWÖ�Ô�Ü ÖWÑ�Ó"×�Ü'Û{Ñ ×�Ö�Ô�Õ�×�Ò�×�Õ�ì�Ô
ÔlÓ"Ï�Ô ß ã
í`Ò�Ò�ÏWÜ · Ü'Ñ­Ò.õ�ÏW×)Ñ­Ò+Ø�Ñ@×	7�Ø · ×�á}Ó"×�Ò

µ(t, u)
×
σ(t, u)

Ò"ï�Ñ¤Ò"Ïx7�Ø · ×�á�Ó"×�Ü'×�á}Ó"×)Ò�Ï�Ô�ì­×�ÒRÛ�ÔlÕ�Ô¤Ô�ÖWÜ · Ó · Õ
ÏWÜ Ô ðWá · Ø
Ô Ò�Ñ ß ÏWî
ï�ÑUÛ�Ô�Õ"Ôsø¥:dc}ù�×8Û�Ô�Õ"Ô�Ô�Ò�Ò�×�Ð­ÏWÕ"Ô�Õ Ô�×on · Ò�ÓAb�áWØ · Ô�×8Ø�Ñ­á}Ó · á@Ï · Ö�ÔlÖW×8ÖW×�Ó"Ñ@Ö�Ô�Ò'Ô�Ò
ÖW×�Õ · ìlÔ�Ö�Ô�Ò)õ�ÏW×CÔ�ÛWÕ�×�Ò�×�á�Ó�Ô�Õ�×�Ü'Ñ­Ò)á�Ô4ÛWÕ�é"n · Ü Ô�Ò�×�î
ï�ÑWã

�²±»° þ HWEõ¹2Põ¹2LONOLO_`PB_`G _`G HWh��O\`P
\PºÙ/Pº»
 0 Â � ñ Ä ñ ¾»Û»¾»ä¿Ä¼ä¿��ä¿� Â ���»À¿Ä¡�3� Á"�3��ôõ��ÆÇÀO¾íÁ"�
ê@×Oâ�Ô

I[A]
Ô	æçÏWáWî
ï�Ñ · áWÖ · Ø
Ô�ÖWÑ­Õ"Ô	ÖWÑ4×�ì}×�á}Ó"Ñ

A
ãM>mÑ­áWÒ · ÖW×�Õ�×�Ü'Ñ­Ò)Ô�Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ�ÖW×¤ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· þ

Ö�Ô�ÖW×2Ø�Ñ­áWÖ · Ø · Ñ­á�Ô ß ÖWÑ4Ü�Y�á · Ü�Ñ�ÔlÓ · áWÐ · ÖWÑ	Û{× ß Ñ4ÛWÕ�Ñ�Ø�×�Ò�Ò�Ñ'Ö�Ô�Õ�×�Ò�×�Õ�ì�Ô4×�Ü�ÏWÜ · á�Ó"×�Õ�ìlÔ ß Ñ�ÖW×2Ó"×�Ü'Û{Ñ
7�á · Ó"ÑWÚ

P (t, u, v, y) = P

[

inf
s∈[t,v]

Us ≤ y|Ut = u

]

, 0 ≤ t ≤ v; u, y ∈ R.
ø 4 5�ù

:�ñ



ú:Ô�Õ"Ô
v
×
y
7xn%Ñ­Ò�Ú�Ò�×Oâ�Ô

Mt = P

[

inf
s∈[0,v]

Us > y|At

]

= It(1− P (t, Ut, v, y)),
ø 4 :­ù

Ñ­áWÖW×

It = 1

[

inf
s∈[0,t]

Us > y

]

.

Î+á}Ó�ï�Ñ
Mt = {Mt, t ≥ 0} åCÏWÜ¿Ü'Ô�Õ�Ó · áWÐ}Ô ß øí©B×Oâ�Ô�í`áW×on%Ñ û�û�û�ù?ã�íÅÒ�×�Ð­ÏWáWÖ�Ô · Ð­Ï�Ô ß Ö�Ô�ÖW×¤×�ÜËø 4 :­ù

å¤ÖW×�ì · Ö�Ô'ó4ÛWÕ�Ñ­ÛWÕ · ×�Ö�Ô�ÖW×	ä�Ô�Õgª�Ñ�ì · Ô�á�Ô4ÖWÑ'ÛWÕ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò"Ñ'Ö�Ô�Õ�×�Ò�×�Õ�ìlÔ%ã
í`Û ß�· Ø
Ô�áWÖWÑ�Ô8æçé­Õ�Ü�Ï ß Ô�ÖW×'û¡ÓA@�Ð­×�áW×�Õ"Ô ß�·�à Ô�Ö�Ô�>mÝ�ÏWáWÐ|¨ì« ·�ß�ß�· Ô�Ü�Ò ø 5"T[T f Ú¿p3×�Ñ­Õ�×�Ü ÔNT%ã=:­ù£Ô�Ñ

ÛWÕ�Ñ�Ø�×�Ò�Ò�Ñ
Mt
ÚRÑ­ÞWÒ�×�Õ�ì�Ô�áWÖWÑUõ�ÏW×�Ô Û�Ô�Õ�Ó"×8Ø�Ñ­á}ÓAY�á�Ï�Ô Ö�Ô æçÏWáWî
ï�Ñ

It
å8Ø�Ñ­áWÒ�Ó�Ô�á}Ó�×8×8ÏWÒ"Ô�áWÖWÑdø¥:dc}ù

Ñ­Þ%Ó"×�Ü'Ñ­Ò9Ñ�Ò�×�Ð­Ï · á}Ó"×£Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑZæ

dMt = − It
∂

∂t
P (t, Ut, v, y)dt− It

∂

∂x
P (t, Ut, v, y)(µ(t, Ut)dt+ σ(t, Ut)dWt)

− It
1

2

∂2

∂x2
P (t, Ut, v, y)σ

2(t, Ut)dt+ It(1− P (t, Ut, v, y))
ø 4[4 ù

− It−(1− P (t−, Ut− , v, y)).

`2Ò:Ø
ë ß Ø�Ï ß Ñ­Ò3áW×�Ø�×�Ò�Ò"ë�Õ · Ñ­Ò.Û�Ô�Õ"Ô-Ñ­Þ%Ó"×�áWî
ï�Ñ2ÖW×�Ò�Ó�Ô2×�õ�Ï�Ô�î
ï�Ñ`ì�ï�Ñ¤Ô ß å�Ü ÖWÑ2×�Ò�Ø�Ñ­Û{Ñ2ÖW×�Ò�Ó�Ô2Ö · Ò�Ò�×�Õ�Ó�Ô�î
ï�ÑWã
>mÑ­Ü'Ñ£Ô`æçÏWáWî
ï�Ñ

It(1−P (t, Ut, v, y))
å9Ø�Ñ­á}ÓAY�á@Ï�Ô2×�Ü

t
õ�Ï�Ô�Ò�×)Ø�×�Õ�Ó�Ô�Ü'×�á}Ó"×�Ú�Ô¤Û�Ô�Õ�Ó"×¹ÖWÑ£Ò"Ô ß Ó"ÑWÚ

Ø�Ñ­Õ�Õ�×�Ò�Û�Ñ­áWÖW×�á�Ó"×¤Ô�Ñ�ð ß Ó · Ü�Ñ£Ó"×�Õ�Ü'ÑWÚ@å à ×�Õ�Ñ�õ�Ï�Ô�Ò�×¤Ø�×�Õ�Ó?ÔlÜ'×�á�Ó"×�ãM` Ó"×�Ñ­Õ�×�Ü'Ô�ÔCÒ�×�Ð­Ï · Õ�Ú%Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ	×�Ü
ü-Ñ­Õ�Þ�×�Õ�Ð�ø 5"T[T[T}ù?Ú@æçÑ­Õ�áW×�Ø�×CÏWÜ Ô�×�õ�Ï�Ô�î
ï�Ñ'Ö · æç×�Õ�×�áWØ · Ô ß Û�Ô�Õ"Ô�Ô�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×2×�Ü1ø 4 5�ù?ã
�M�r� Â �3��Ä�\PºÙ/Pº»
 u �{�"�­²�|}²�wy³´wvz}|}z��	���9òZ¬�«o×��
|��vw��v��|���|8�"~��W|­��¥�� z�w �����"��xj��wv|�³

∂

∂t
P (t, u, v, y) +

∂

∂x
P (t, u, v, y)µ(t, u) +

1

2

∂2

∂x2
P (t, u, v, y)σ2(t, u) = 0,

ø 4 B�ù

���	Ô���wy�¡|�Ý��4���lx{z�wç�aç����

P (v, u, v, y) =







1
���

u ≤ y,

0
���

u > y,

P (t, y, v, y) = 1, 0 ≤ t < v,

P (t,∞, v, y) = 0, 0 ≤ t < v.

Ó �"�l¦l|}®
Î+Ü¿ÛWÕ · Ü'× · Õ�Ñ ß ÏWÐ}Ô�Õ�Ú�Ô�Ò�Ò"ÏWÜ · Ü'Ñ­Ò)õ�ÏW× ∫ ∂

∂x
P (t, Ut, v, y)σ(t, Ut)dt

å,7�á · Ó�Ô�õ�ã Ø�ã�ã9Î+Ü�ø 4[4 ù?ÚWÓ"Õ�Ñlþ
Ø
Ô�Ü'Ñ­Ò	Ñ�Ó"×�Õ�Ü'Ñ Ø�Ñ­ÜËÑ�ævÔlÓ"Ñ­Õ

dWt
Û�Ô�Õ"Ô�Ñ ß Ô�ÖWÑ�×�Ò�õ�ÏW×�Õ�ÖWÑUÖ�Ô�×�õ�Ï�Ô�î
ï�ÑWã�>mÑ­Ü'Ñ

W
×
M
Ò"ï�Ñ

Ü Ô�Õ�Ó · áWÐ}Ô · Ò�Ú@Ñ�õ�ÏW×2×�Ò�Ó�ë�ÖWÑ ß Ô�ÖWÑ	Ö · Õ�× · Ó"ÑCÖ�Ô�×�õ�Ï�Ô�î�ï�Ñ�Ó�Ô�Ü4Þ�å�Ü�ÖW×�ì}×2Ò�×�Õ£øçÑ · áWØ�Õ�×�Ü'×�á}Ó"Ñ�ÖW×�ùRÏWÜ

:[E



Ü Ô�Õ�Ó · áWÐ}Ô ß ã+p3×�Ü'Ñ­Ò	õ�ÏW×�×�Ò�Ó"×�Ü Ô�Õ�Ó · áWÐ}Ô ß å�Ô�ÞWÒ�Ñ ß Ï%Ó�Ô�Ü'×�á�Ó"×'Ø�Ñ�á�ÓAY�á�ÏWÑ�× Û{Ñ­Õ�Ó�Ô�á}Ó"Ñ�ÖW× ìlÔ�Õ · Ô�î
ï�Ñ
ß�· Ü · Ó�Ô�Ö�Ô%ã.ý]Ñ­Ð­ÑWÚWÛ{× ß ÑQp3×�Ñ­Õ�×�Ü Ô 4 ã=:@ã65 4 × ß ×¤ÖW×�ì­×CÒ�×�Õ)Ø�Ñ­áWÒ�Ó�Ô�á�Ó"×�Ú�Ñ­Ï�Ò�×Oâ�Ô%Ú

∂

∂t
P (t, u, v, y)dt+

∂

∂x
P (t, u, v, y)µ(t, u)dt+

1

2

∂2

∂x2
P (t, u, v, y)σ2(t, u)dt = K,

Ñ­áWÖW×�ØÅå£Ø�Ñ­áWÒ�Ó�Ô�á}Ó"×�ãu`ÅÕ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ�Ò�×�Ð­ÏW× · Ü'×�Ö · ÔlÓ�Ô�Ü�×�á}Ó�×lã
�

� · Ü'Û�Ñ­Õ�Ó�Ô�á�Ó"×CÑ­ÞWÒ�×�Õ�ìlÔ�Õ¤õ�ÏW×4Ô ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×CÖW×�Õ�ÏZY�á�Ô ×�Ü;Ó"×�Ü'Û{Ñ&7�á · Ó"Ñ ø 5"T}ù)å�ÏWÜ½Ø
Ô�Ò�Ñ
×�Ò�Û�×�Ø · Ô ß Ö�Ô�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×2×�Ü1ø 4 5�ù?ÚWÑ­Ï�Ò�×Oâ�Ô%Ú

ψ(t, u, v) = P (t, u, v, 0).

\PºÙ/PºÙ� J-Ä¼�����¿�����.Ú��3À¿�r��À¿��Á"�3��ôõ�
ü-Ñ�Ø
Ô�Ò�Ñ�ÝWÑ­Ü'Ñ­Ð[b�áW×�Ñ�áWÑ8Ó"×�Ü'Û�ÑWÚ�õ�Ï�Ô�áWÖWÑ�Ñ­Ò£Ø�Ñ�×	7�Ø · ×�á}Ó�×�Ò

µ
×
σ
Ò"ï�Ñ · áWÖW×�Û{×�áWÖW×�á}Ó"×�Ò	ÖW×

t
Ú

Ô8æçÏWáWî
ï�ÑKø 4 5�ù¤ÖW×�Û�×�áWÖW×�ÖW×
t
×
v
Ò�Ñ­Ü'×�á}Ó"×�ÔlÓ"Õ"Ô
ì}å�Ò	ÖW×

v − t
ã�Ù`×�Ò�Ó�Ô�æçÑ­Õ�Ü Ô%Ú�Ó"Ñ­Õ�á�Ô�þZÒ�×'ð%Ó ·�ß Ô

· á}Ó"Õ�Ñ@ÖWÏWî
ï�Ñ£Ö�Ô¤æçÏWáWî
ïlÑ	ÖW×9Ó"Õgb�ÒRÛ�Ô�ÕA��Ü'×�Ó"Õ�Ñ­Ò
P (u, v, y) = P (0, u, v, y)

Ú�×-Ø�Ñ­Õ�Õ�×�Ò�Û�Ñ­áWÖW×�á�Ó"×�Ü'×�á}Ó"×
Ø�Ñ ß Ñ�Ø
Ô�Ü'Ñ­Ò

ψ(u, v) = P

[

inf
s∈[0,v]

Us ≤ 0|U0 = u

]

.
ø 4 D­ù

í Ò�×�Ð­Ï · Õ-Ô�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô�Ü'Ñ­Ò)ÖWÑ · Ò9Ø�Ñ­Õ�Ñ ß ë�Õ · Ñ­Ò¹ÖWÑ�Ó"×�Ñ­Õ�×�Ü Ô4Ô�á�Ó"×�Õ · Ñ­Õ�ã

J-� Â ��Û ùZÂ ¾Å��\PºÙ/PºÙ� u,�{�"�}²�|}²�wy³´wvz}|}z��Ãz��Ã�?�@ªyx{|§òZ¬��o×�|��Z� ���Z���`���
v
�
|��vw��v��|��V|¿�"~��W|­��¥��

z�w �����"��xj��wv|�³

− ∂

∂v
ψ(u, v) +

∂

∂u
ψ(u, v)µ(u) +

1

2

∂2

∂u2
ψ(u, v)σ2(u) = 0,

ø 4 ñ}ù
���	Ô���wy�¡|�Ý��4���lx{z�w���ç����

ψ(u, 0) =







1
���

u ≤ 0,

0
���

u > 0,

ø 4 E­ù

ψ(0, v) = 1, v > 0,
ø 4 c}ù

ψ(∞, v) = 0, v > 0.
ø 4 T}ù

ê@×£Ñ­ÞWÒ�×�Õ�ìlÔ�Õ�Ü'Ñ­Ò)õ�ÏW×
ψ(u, v) = P (T − v, u, T, 0)

Ú�Ô4ÛWÕ"Ñ�ìlÔ�ÖW×�Ò�Ó"×CØ�Ñ­Õ�Ñ ß ë�Õ · Ñ4å · Ü'×�Ö · ÔlÓ�Ô%ã
Ù`×�ì­×�Ü'Ñ­Ò`Ñ­ÞWÒ�×�Õ�ì�Ô�Õ-õ�ÏW×	×�Ò�Ó�Ô�Ò`Ò"ï�Ñ Ø�Ñ­áWÖ · î�8�×�Ò · á · Ø · Ô · Ò)×CÖW×£æçÕ�Ñ­á}Ó"× · Õ"Ô%ãmíÅ×�õ�Ï�Ô�î
ï�Ñ�ø 4 E­ù¹áWÑ­Ò

Ö ·�à õ�ÏW×�Ú9Û�Ô�Õ"Ô
v = 0

Ú9ÔUÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×�ÖW×�Õ�ÏZY�á�Ô�å · Ð­Ï�Ô ß Ô à ×�Õ�ÑcØ�Ñ­ÜoÏWÜ ÔUÕ�×�Ò�×�Õ�ìlÔ · á · Ø · Ô ß
Û�Ñ­Ò · Ó · ì�Ô£× · Ð­Ï�Ô ß Ô�5`Ø�Ñ­Ü ÏWÜ ÔCÕ�×�Ò�×�Õ�ìlÔ · á · Ø · Ô ß á�ï�Ñ	Û�Ñ­Ò · Ó · ì�Ô%ã:í ×�õ�Ï�Ô�î
ï�Ñ8ø 4 c}ù+áWÑ­ÒmÖ ·�à õ�ÏW×`Ø�Ñ­Ü
ÏWÜ Ø
Ô�Û · Ó�Ô ßB· á · Ø · Ô ß+· Ð­Ï�Ô ß Ô à ×�Õ�ÑWÚ+Ô�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×�ÖW× Õ�ÏZY�á�Ô8å · Ð­Ï�Ô ß Ô�5 Û�Ô�Õ"Ô8Ó"Ñ@ÖWÑ · áWÒ�Ó�Ô�á}Ó"×

:dc



ÖW×`Ó"×�Ü'Û{Ñ
v
ã+í�×�õ�Ï�Ô�î
ï�Ñ�ø 4 T}ùBÜ'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô	õ�ÏW×¤Ø�Ñ­Ü ÏWÜ�Ø
Ô�Û · Ó�Ô ß{· á · Ø · Ô ß Ò�Ïx7�Ø · ×�á�Ó"×�Ü'×�á}Ó"×¤Ð­Õ"Ô�áWÖW×�ÚWÔ

ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×2ÖW×£Õ�ÏZY�á�Ô4å à ×�Õ�Ñ'Û�Ô�Õ"Ô�Ó�Ñ�ÖWÑ · áWÒ�Ó�Ô�á�Ó"×¤ÖW×¤Ó"×�Ü'Û{Ñ
v
ã

íd×�õ�Ï�Ô�î
ï�Ñ ø 4 ñ}ù3å¹ÖW×¹æçÏWáWÖ�Ô�Ü'×�á}Ó�Ô ß%· Ü'Û{Ñ­Õ�Ó���áWØ · Ô-Û�Ô�Õ"Ô2áWé­Ò�Ú}áWÑ¤õ�ÏW×9Ö ·�à Õ�×�Ò�Û{× · Ó"Ñ£ó2Ñ­Þ%Ó"×�áWî
ï�Ñ
Ö�Ô ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×�ÖW× Õ�ÏZY�á�Ô ×�Ü Ó"×�Ü'Û{Ñ�7�á · Ó"ÑWã Î+Ò�Ó�Ô�Õ�×�Ü'Ñ­Ò · á�Ó"×�Õ�×�Ò�Ò"Ô�ÖWÑ­Ò�á�Ô Ò�Ñ ß ÏWî
ï�Ñ ÖW×�Ò�Ó�Ô
×�õ�Ï�Ô�î
ï�ÑKõ�Ï�Ô�áWÖWÑ�7 à ×�Õ�Ü'Ñ­Ò8Ô�Ò�Ø�Ñ­Ü'Û�Ô�Õ"Ô�î�8@×�Ò�Ø�Ñ­Ü�Ñ­Ò�ì�Ô ß Ñ­Õ�×�Ò�Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ­Ò�Ö�Ô ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×�ÖW×
Õ�ÏZY�á�Ô�×�Ü5Ó"×�Ü'Û{Ñ+7�á · Ó"Ñ�ÔlÓ"Õ"Ô
ì­å�ÒCÖW×'Ò · Ü�Ï ß Ô�î�8@×�Ò¤ÖWÑ�Ü'Ñ@ÖW× ß ÑUø´5�B�ù?ã ü-Ñ�×�á}Ó�Ô�á}Ó"ÑWÚ:Ô8Ò�Ñ ß ÏWî
ï�Ñ�ÖW×
ø 4 ñ}ùBá�ï�Ñ�å`ævÔ�Ø ·�ß Ü'×�á�Ó"×-Ñ­Þ%Ó · Ö�Ô%Ú�ævÔ à ×�áWÖWÑlþZÒ�×¤áW×�Ø�×�Ò�Ò"ë�Õ · Ô4Ô�Ñ­Þ%Ó"×�áWî
ï�Ñ4Ö�Ô	Ò�Ñ ß ÏWî
ï�Ñ�á@ÏWÜ'å�Õ · Ø
ÔCÖW×�Ò�Ó�Ô
×�õ�Ï�Ô�î
ï�ÑWãRÎ+Ò�Ó"×CÔ�Ò�Ò�ÏWá�Ó"Ñ'Ò�×�Õ"ë�Ö · Ò�Ø�Ï%Ó · ÖWÑ�Ø�Ñ­Ü!Ü'Ô · Ò9ÖW×�Ó�Ô ß ÝW×�Ò9áWÑ'ÛWÕ�éCn · Ü'Ñ4Ø
Ô�ÛZY�Ó"Ï ß ÑWã
ü-Ñ8Ø
Ô�Ò�Ñ8Ö�Ô�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×	ÖW×�Õ�ÏZY�á�Ô�×�Ü=Ó"×�Ü'Û{Ñ · áx7�á · Ó"Ñ8Ô�Ò · Ó"Ï�Ô�î
ï�Ñ�å4Ü Ô · Ò2Ò · Ü'Û ß ×�Ò�ã�ü-Ñ

Ø
Ô�Ò�Ñ�ÝWÑ­Ü'Ñ­Ð[b�áW×�Ñ�áWÑ�Ó"×�Ü'Û{Ñ�× ß Ô�å£ÏWÜ Ô�æçÏWáWî
ï�Ñ�ÖW×CÔ�Û{×�á�Ô�Ò)ÏWÜ Ô�ì�Ô�Õ · ë
ì­× ß æ

ψ(u) = P

[

inf
s≥0

Us ≤ 0|U0 = u

]

.
øÅB f ù

Ù`×�áWÑ�Ó�Ô�Ü'Ñ­Ò9Û{Ñ­Õ
ψ′
×
ψ′′
Ô4ÛWÕ · Ü'× · Õ"Ô	×£Ò�×�Ð­ÏWáWÖ�Ô�ÖW×�Õ · ì�Ô�Ö�Ô�Ò)ÖW×

ψ
Õ�×�Ò�Û{×�Ø�Ó · ìlÔ�Ü'×�á�Ó"×�ã

J-� Â ��Û ùZÂ ¾Å��\PºÙ/PºÙ/ u��{�"�­²�|}²�wy³´wvz}|}z��Cz��£�?�@ªyx{||ò�����×��
|��vw��v��|���|8�"~��W|­��¥�� z�w �����"��xj��wv|�³��l��z�wyx{º��?wv|

ψ′(u)µ(u) +
1

2
ψ′′(u)σ2(u) = 0

øÅBZ5�ù
���	Ô���wy�¡|�Ý��4���lx{z�wç�aç����

ψ(0) = 1,
øÅBr:­ù

ψ(∞) = 0.
øÅB 4 ù

í ÛWÕ�Ñ�ìlÔ�ÖW×�Ò�Ó"×CØ�Ñ­Õ�Ñ ß ë�Õ · Ñ�å · Ü'×�Ö · ÔlÓ�Ô�Ô�Û�Ô�Õ�Ó · Õ¹ÖWÑ�Ø�Ñ­Õ�Ñ ß ë�Õ · ÑQ:@ã
Î+Ò�Ó�Ô�Õ�×�Ü'Ñ­Ò · á}Ó"×�Õ�×�Ò�Ò"Ô�ÖWÑ­Òmá�Ô	Ò�Ñ ß ÏWî
ï�Ñ	ÖW×4øÅBZ5�ù?Ú@Ôa7�Ü�ÖW×`Ø�Ñ­Ü'Û�Ô�Õ"Ô�ÕBÑ­ÒRìlÔ ß Ñ­Õ�×�ÒmÖW×�Ò�Ó�Ô	Ò�Ñ ß ÏWî
ï�ÑWÚ

Û�Ô�Õ"Ô'Ô ß Ð­ÏWáWÒ-Ø
Ô�Ò�Ñ­Ò`×�Ò�Û{×�Ø · Ô · Ò�Ú{Ø�Ñ­Ü¿Ñ­Ò`Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò-Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ­Ò-Û�Ô�Õ"Ô Ô�ÛWÕ"Ñ�Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×¤ÖW×	Õ�ÏZY�á�Ô'×�Ü
Ó"×�Ü'Û�Ñ · áx7�á · Ó"Ñ4Ï%Ó ·�ß�·�à Ô�áWÖWÑ�ÏWÜ Ô�Ó"å�Ø�á · Ø
Ô�ÖW×£Ü�ÏWÖ�Ô�áWî
Ô4ÖW×£Ü'×�Ö · Ö�Ô%ã
í;æçÏWáWî
ï�Ñ

ψ
ÖW×	7�á · Ö�ÔUÛ�Ñ­Õ�øÅBZ5�ù�å�Õ�×�Ø�Ñ­áWÝW×�Ø · Ö�ÔUØ�Ñ­Ü'ÑcÔ�æçÏWáWî
ï�Ñc×�Ò�Ø
Ô ß Ô�Ö�ÔUÖ · æçÏWÒ"ï�ÑWÚRì}×Oâ�Ô

Ø£Ô�Õ"ÔlÓ à Ô�Òu¨Ãê@ÝWÕ�×�ì­×4ø 5"T[Tx5�ù?ãBê@×`Ô · á}Ó"×�Ð­Õ"Ô ß Ö�Ô£æçÏWáWî
ï�Ñ
µ(u) � σ2(u)

×�Ò�Ó�ëCÞ{×�Ü�ÖW×	7�á · Ö�Ô ∀ u > 0
Ú

×�á}Ó�ï�Ñ

ψ′(u) = η(u),
øÅB[B�ù

Ñ­áWÖW×

η(u) = c exp

(

−2

∫ u

0

µ(ξ)

σ2(ξ)
dξ

) øÅBrD­ù
Ø�Ñ­Ü�Ø£Ø�Ñ­áWÒ�Ó�Ô�á}Ó"×�ãRÎ+Üq�)ÏWÑ­ÝWÑ­áW×�á ø 5"T[c f ù?Ú%Ñ'Ô�Ï%Ó"Ñ­Õ9Ü'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô�õ�ÏW×£Ò"×

η
×�Ü1øÅBrD­ùmå · á}Ó"×�Ð­Õ"ë
ì­× ß ×�Ü

(0,∞)
Ú�×�á}Ó�ï�Ñ Ô4Ò�Ñ ß ÏWî
ï�Ñ�ÖW× øÅB[B�ùmÒ�Ïlâ�× · Ó�Ô�ó�øÅBr:­ùm× øÅB 4 ùmå£Ö�Ô�Ö�Ô4Û{Ñ­Õ

ψ(u) =

∫∞
u
η(ς)dς

∫∞
0
η(ς)dς

.
øÅB}ñ}ù

:dT



>mÑ­áWÒ · ÖW×�Õ"Ô�áWÖWÑ
Z
ÏWÜ Ô ì�Ô�Õ · ë
ì}× ß Ô ß ×
ÔlÓ"é­Õ · Ô Ø�Ñ­Ü5Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ�Ô�Ø�ÏWÜ�Ï ß Ô�Ö�Ô

H
Ñ�Þ%Ó · Ö�Ô�Û�× ß Ô�áWÑ­ÕOþ

Ü Ô ß�·�à Ô�î
ï�Ñ�ÖW×
η
Ô4ÏWÜ Ô4ÖW×�áWÒ · Ö�Ô�ÖW×£ÖW×£ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×�Ú%Ñ­Þ%Ó"×�Ü'Ñ­Ò

ψ(u) =
1−H(u)

1−H(0)
= P [Z > u|Z > 0].

øÅBrE­ù
>mÑ­Ü;×�Ò�Ó"×	ÛWÕ�Ñ@Ø�×�Ö · Ü'×�á}Ó"ÑWÚ�Û{Ñ@ÖW×?þZÒ�×	Ñ­Þ%Ó"×�Õ2Ô'Ò�Ñ ß ÏWî
ï�Ñ Ö · Õ�×�Ó�Ô�Ü'×�á}Ó"×	ÔlÓ"Õ"Ô
ì­å�Ò`ÖWÑ�Õ�×�Ø�Ñ­áWÝW×�Ø · Ü'×�á}Ó"Ñ
ÖW×

η
Ø�Ñ­Ü'Ñ�Û�Ô�Õ�Ó"×¤×�Ò�Ò�×�áWØ · Ô ß ÖW×£ÏWÜ Ô4ÖW×�áWÒ · Ö�Ô�ÖW×£ÖW×£ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×�ã

�²± ý SUPBq@EBq G]q��	G]ijLOPBLOq
ü-×�Ò�Ó�Ô`Ò�×�î
ï�Ñ2×�Ò�Ó"ÏWÖ�Ô�Ü'Ñ­Ò3Ñ`Ø
Ô�Ò�Ñ`×�Ò�Û{×�Ø · Ô ß ÖW×2ø¥:dT}ù]×2ø 4[f ù?ÚlÑ­áWÖW×

β, σb, δ e σd
Ò"ï�Ñ`Ø�Ñ­áWÒ�Ó�Ô�á�Ó"×�Ò�ã

Ù`×�ì · ÖWÑ�Ô ø¥:dT}ù)×�ø 4[f ù?Ú
U
å	ÝWÑ­Ü'Ñ­Ð[b�áW×�Ñ�áWÑ Ó"×�Ü'Û{Ñ ×8øÅBZ5�ù)Ò�×4Ô�Û ß�· Ø
Ô%ã-ü-×�Ò�Ó"×4Ø
Ô�Ò�Ñ�Ò"ï�Ñ�Ñ­Þ%Ó · Ö�Ô�Ò

æçé­Õ�Ü�Ï ß Ô�Ò¹×on%Û ß Y�Ø · Ó�Ô�Ò¹Û�Ô�Õ"Ô�Ô4ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×2ÖW×£Õ�ÏZY�á�Ô�×�Ü�Ó"×�Ü'Û{Ñ · áx7�á · Ó"ÑWã

\PºÜF¿º»
 %+�O���3ÀO÷w¾ÅÄ�ä¿�� �� Â ���
ü-Ñ�Ø
Ô�Ò�Ñ ×�ÜËõ�ÏW×�Ñ­Ò-â�ÏWÕ�Ñ­Ò	á�ï�Ñ�×on · Ò�Ó"×�Ü�Ú.Ø�Ñ­áWÒ · ÖW×�Õ"Ô�Ü'Ñ­Ò

β > 0
øçØ�Ñ­áWÖ · î
ï�Ñ�ÖW×�Ò�Ñ ß ì[b�áWØ · Ô}ù?Ú

σb > 0
×
δ = σd = 0

ãRê@×�áWÖWÑ Ô�Ò�Ò · Ü�Ú

ψ(u) = P

[

inf
s≥0

(U0 −
∫ s

0

dBτ ) ≤ 0|U0 = u

]

= P

[

inf
s≥0

(u−Bs) ≤ 0

]

= P

[

inf
s≥0

(Bs) ≥ u

]

Î+Ò�Ó"× åÅÏWÜ ÛWÕ�Ñ­Þ ß ×�Ü Ô�Ø ß ë�Ò�Ò · Ø�Ñ × Ò�Ï�Ô Ò�Ñ ß ÏWî
ï�Ñ�åÅÞ{×�Ü Ø�Ñ­áWÝW×�Ø · Ö�Ô%Úcì­×Oâ�Ô%Ú Û{Ñ­Õ ×on%×�Ü'Û ß Ñ
ý]×�Õ�Ø�ÝW×�ø 5"T[c­ñ­ù�Ú%Ñ�õ�Ï�Ô ß Ü'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô4õ�ÏW×

ψ(u) = exp

(

−2β

σ2
b

u

)

.
øÅBwc}ù

Î+Ò�Ó"×4Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ�Ò�×�Ð­ÏW×�ævÔ�Ø ·�ß Ü�×�á�Ó"×CÛ{× ß Ñ�Ü'å�Ó"Ñ@ÖWÑ�Ö�Ô æçÏWáWî
ï�Ñ�×�Ò�Ø
Ô ß Ô%ã¤í`Ò2Ø�Ñ­áWÖ · î�8@×�Ò�øÅBr:­ù-×8øÅB 4 ù
Û�Ñ@ÖW×�ÜÅÒ�×�Õ3ì­×�Õ · 7�Ø
Ô�Ö�Ô�Ò�Ú­Û{Ñ · Ò {−βt−σbdWb,t, t ≥ 0} åmÏWÜÃÜ'Ñ�ì · Ü�×�á�Ó"Ñ`ômÕ�Ñ"<)á · Ô�áWÑ`Ø�Ñ­Ü'×�î
Ô�áWÖWÑ
×�Ü à ×�Õ�ÑWÚ�Ø�Ñ­Ü�Ø�Ñ@×	7�Ø · ×�á}Ó"×£ÖW×¤Ó"×�áWÖZb�áWØ · Ô�áW×�Ð­ÔlÓ · ì}Ñ4×£Û�Ñ­Õ�Ó�Ô�á�Ó"Ñ�Ó"×�Ü!ÏWÜ�Ü ë;n · Ü'Ñ-7�á · Ó"ÑWãRê@×�áWÖWÑ
Ô�Ò�Ò · Ü�Ú%×on · Ò�Ó"×£ÏWÜ

u
Ò�Ïx7�Ø · ×�á�Ó"×�Ü'×�á}Ó"×CÐ­Õ"Ô�áWÖW×�Ú%Ó�Ô ß õ�ÏW× øÅB 4 ùmå£Ò"ÔlÓ · Ò�æç× · Ó�Ô%ã

ú:Ô�Õ"Ô�×�Ò�Ó"×£Ø
Ô�Ò�Ñ
µ(ξ) = β

×
σ2(ξ) = σ2

b

ãBú3Ñ­Õ�Ó�Ô�á�Ó"ÑWÚWÛ{Ñ­ÕCøÅBrD­ù?Ú

η(u) = c exp

(

−2

∫ u

0

β

σ2
b

dξ

)

= c exp

(

−2β

σ2
b

u

)

,
øÅBwT}ù

õ�ÏW×U×�Ò�Ò�×�áWØ · Ô ß Ü'×�á}Ó"×�åUÔKÖW×�áWÒ · Ö�Ô�ÖW×UÖ�ÔKÖ · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�ÑKÎ�n%Û�Ñ­áW×�áWØ · Ô ß Ø�Ñ­Ü#Û�Ô�ÕA��Ü'×�Ó"Õ�Ñ
2β/σ2

b

ã
>mÑ­áWÒ�×�õ�ÏW×�á}Ó"×
Ü'×�á}Ó"×�Ú{Û�Ñ­Õ	øÅBrE­ùRÓ"×�Ü�Ñ­Ò)õ�ÏW×

ψ(u) =
1−H(u)

1−H(0)
=

1− (1− exp(−2β/σ2
b ))

1− (1− exp(0))
= exp

(

−2β

σ2
b

u

)

.
ø¥D f ù

4[f



Î+Ü!è¤Õ"Ô�áWÖW× ß�ß ø 5"T[Tx5�ù?Ú%Ñ4Ô�Ï%Ó"Ñ­Õ9Ô�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô�Ô ß Ð­ÏWÜ Ô�ÒmØ�Ñ�Ü'Û�Ô�Õ"Ô�î�8@×�Ò¹ÖWÑ­Ò9Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò¹Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ­ÒmÛ{× ß Ô
Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�ÑCÛ�Ñ­ÕmÖ · æçÏWÒ"ï�Ñ	Û�Ô�Õ"Ô

ψ(u)
Ø�Ñ­Ü�Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Òm×�nWÔlÓ"Ñ­Ò¹Û�Ô�Õ"Ô	Ô ß Ð­ÏWÜ Ô�ÒBÖ · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î�8@×�ÒBÖ�Ô�Ò

· áWÖW×�á ·�à Ô�î�8�×�Ò�ã

\PºÜF¿ºÙ� !P� Â ���QäO�wÁ"� Â ��¾¥À��Å�	Á;¾Å÷[���
Î+Ò�Ó�Ô4å£Ô4Ò · Ó"Ï�Ô�î
ï�Ñ4á�Ô�õ�Ï�Ô ß Ó"×�Õ�×�Ü'Ñ­Ò9Ü Ô · Ò · á}Ó"×�Õ�×�Ò�Ò�×£áW×�Ò�Ó�Ô4Ö · Ò�Ò�×�Õ�Ó�Ô�î
ï�ÑWÚ%Ó�Ô�á}Ó"Ñ4á�Ô4Ñ­Þ%Ó"×�áWî
ï�Ñ

Ö�Ô4ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×`ÖW×£Õ�ÏZY�á�Ô�×�Ü�Ó"×�Ü'Û�ÑS7�á · Ó"Ñ4õ�Ï�Ô�á}Ó"Ñ · áx7�á · Ó"ÑWã.ú.Ô�Õ"Ô4×�Ò�Ó"ÏWÖ�Ô�Õ9×�Ò�Ó"×£Ø
Ô�Ò�ÑWÚ�Þ�Ô�Ò�Ó�Ô
Ø�Ñ­áWÒ · ÖW×�Õ"Ô�Õ

σd = 0
ãBÎ+á�Ó�ï�Ñ

µ(ξ) = ξδ + β
×
σ2(u) = σ2

b

ãRú3Ñ­Õ�Ó�Ô�á}Ó�Ñ%Ú�Û�Ñ­Õ	øÅBrD­ù

η(u) = c exp

(

−2

∫ u

0

ξδ + β

σ2
b

dξ

)

= c exp

(−(δu2 + 2βu)

σ2
b

)

c exp

(

− δ

σ2
b

[

(

u+
β

δ

)2

− β2

δ2

])

= k exp

(

− δ

σ2
b

(

u+
β

δ

)2
)

,
ø¥D35�ù

Ñ­áWÖW×�ª å�Ø�Ñ­áWÒ�Ó�Ô�á}Ó"×�ã¤�)×�Ø�Ñ­áWÝW×�Ø�×�Ü'Ñ­Ò
η(u)
Ø�Ñ­Ü'ÑUÔUÛ�Ô�Õ�Ó"×8×�Ò�Ò�×�áWØ · Ô ß Ö�ÔUÖW×�áWÒ · Ö�Ô�ÖW×�ÖW×�ÏWÜ Ô

Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ4ü-Ñ­Õ�Ü Ô ß
(−β/δ, σ2

b/2δ)
ãmê@×�Ð­ÏW×£õ�ÏW×

H
×�Ü1øÅBrE­ùmå¤Ö�Ô�Ö�Ô�Û�Ñ­Õ

H(u) = Φ

(

u+ β/δ

σb/
√

2δ

)

,
ø¥D[:­ù

Ñ­áWÖW×
Φ
åmÔ)Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ-Ô�Ø�ÏWÜ�Ï ß Ô�Ö�Ô9Ö�Ô-ü-Ñ­Õ�Ü Ô ß

(0, 1)
ã�Î+Ò�Ó"×mÕ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ)Ó�Ô�Ü�Þ{å�Ü æçÑ · ×�áWØ�Ñ­á}Ó"Õ"Ô�ÖWÑ

×�Üq�`Ô�Õ�Õ · Ò�Ñ­áUø´5CTwE[E­ù?ã
ûZáWÒ�×�Õ · áWÖWÑ�ø¥D35�ùm×�Ü1øÅB}ñ}ùmÑ­Þ%Ó"×�Ü'Ñ­Ò9Ñ�Ò�×�Ð­Ï · á}Ó"×dæ

ψ(u) =

∫∞
u

exp

(

−
(√

δ
σb

(

ς + β
δ

)

)2
)

dς

∫∞
0

exp

(

−
(√

δ
σb

(

ς + β
δ

)

)2
)

dς

.

÷�Ô à ×�áWÖWÑ
x =

√
δ

σb
ς + β

σb

√
δ
, a = β

σb

√
δ
e b =

√
δ

σb
u,
Ó"×�Ü'Ñ­Ò9õ�ÏW×

ψ(u) =

∫∞
a+b

exp (−x2)) dx
∫∞
a

exp (−x2) dx

=

∫∞
a

exp (−(x+ b)2)) dx
∫∞
a

exp (−x2) dx

= exp(−b2)
∫∞
a

exp (−x2 − 2xb)) dx
∫∞
a

exp (−x2) dx

≤ exp(−b2 − 2ab)

= exp

(

−δu
2 + 2βu

σ2
b

) ø¥D 4 ù
ú3Ñ­Õ8ø¥D 4 ù£Û{Ñ�ÖW×�Ü'Ñ­Ò	ì­×�Õ4õ�ÏW×8Ô�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×'ÖW×�Õ�ÏZY�á�Ô�áW×�Ò�Ó"×�Ø
Ô�Ò�Ñ�Ó"×�Ü�ÏWÜ ß�· Ü · Ó"× Ò�ÏWÛ�×�Õ · Ñ­Õ
Ò�ÏWÛ�×�Õ�×on%Û{Ñ­áW×
áWØ · Ô ß ãUÙ`×�ævÔ�Ó�Ñ%Ú+× ß Ô�å�Ô�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW× ÖW×�Õ�ÏZY�á�Ô ø¥D f ùCÜ�Ï ß Ó · Û ß�· Ø
Ô�Ö�Ô�Û{× ß Ñ�ævÔlÓ"Ñ­Õ
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exp(−δu2/σ2
b )
Ú-ÑKõ�Ï�Ô ß ÖW×�Ó"×�Õ�Ü · á�ÔcÑKØ�Ñ­Ü'Û�Ñ­Õ�Ó�Ô�Ü'×�á}Ó�Ñ ÖW×sø¥D 4 ù'Û�Ô�Õ"Ô

u
Ð­Õ"Ô�áWÖW×�ãVú3Ñ­Õ�Ó�Ô�á}Ó"ÑWÚ

Ø�Ñ­áWØ ß ÏZY�Ü'Ñ�Ò]õ�ÏW×RÒ�×R×on · Ò�Ó"×BÏWÜ Ô9Ó�Ô;nWÔ)ÖW×Iâ�ÏWÕ�Ñ­Ò�Û{Ñ­Ò · Ó · ìlÔ9×RÖW×�Ó"×�Õ�Ü · áZY�Ò�Ó · Ø
Ô%Ú�×�á�Ó�ï�Ñ`Ô9ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×
ÖW×£Õ�ÏZY�á�Ô�Ö · Ü · á�Ï · ÖW×£Ü Ô�áW× · Õ"Ô�Ø�Ñ­áWÒ · ÖW×�Õ"ë
ì}× ß ×�Ü!Õ�× ß Ô�î
ï�Ñ'Ô�Ñ�Ø
Ô�Ò�Ñ'Ò�×�ÜÅâ�ÏWÕ�Ñ­Ò�ã

\PºÜF¿ºÙ/ !P� Â ���S�3��Á"�#÷ ù �	Á;¾»÷[���
ü-×�Ò�Ó�ÔdÒ�×�î
ï�Ñ�Ô�Ò�Ò�ÏWÜ · Ü'Ñ­Ò8õ�ÏW× Ñ­Ò�Ø�Ñ@×	7�Ø · ×�á�Ó"×�Ò

β, σb, δ e σd
Ò"ï�Ñ6×�Ò�Ó"Õ · Ó�Ô�Ü'×�á�Ó"×UÛ{Ñ­Ò · Ó · ì­Ñ­Ò�ã

ü-×�Ò�Ó"×�Ø
Ô�Ò�ÑWÚ+×�Ò�Ó?ÔlÜ'Ñ­Ò4Ô�Ö · Ø · Ñ­á�Ô�áWÖWÑ�ÏWÜ Ô�Ø�Ñ­Ü'Û�Ñ­áW×�á�Ó"×�×�Ò�Ó"Ñ�Ø
ë�Ò�Ó · Ø
Ô�Û�Ô�Õ"Ô�Ñ �?w�������z������¡¶��@�"� ×
Û�Ô�Õ"Ô4Ñ �?w������²Ñ+x{|�xj����wy�"� ã+ú:Ñ­ÕCøÅBrD­ùRÓ"×�Ü'Ñ­Ò9õ�ÏW×

η(u) = c exp

(

−2

∫ u

0

ξ(δ + σ2
d/2) + β

ξ2σ2
d + σ2

b

dξ

)

= c exp

(

−2

(

(δ + σ2
d/2)

2σ2
d

∫ u2σ2
d
+σ2

b

σ2
b

1

x
dx+

β

σd

∫ uσd

0

1

w2 + σ2
b

dw

))

= c

(

σ2
d

σ2
b

u2 + 1

)−(δ/σ2
d
+1/2)

exp

(

− 2β

σdσb
arctg

(

σd
σb
u

))

.
ø¥DaB�ù

Î+Ò�Ó"×£Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ4Ó�Ô�Ü4Þ�å�Ü�æçÑ · ×�áWØ�Ñ­á}Ó"Õ"Ô�ÖWÑ'Û{Ñ­Õ)ú:Ô�Ï ß Ò�×�á ø 5"T[T 4 ù?ã
>mÑ­Ü'Ñ'Ô�æçÏWáWî
ï�Ñ

arctg
å ß�· Ü · Ó�ÔlÖ�Ô%Ú]øÅB}ñ}ùmáWÑ­Ò)Ö ·�à õ�ÏW×

ψ(u) ≤ c

∫ ∞

u

w−(2δ/σ2
d
+1) dw = ku−2δ/σ2

d ,
ø¥D[D­ù

Ñ­áWÖW×
c
×
k
Ò"ï�Ñ'Ø�Ñ­áWÒ�Ó�Ô�á}Ó"×�Ò�Ú�×¤Ó�Ô�Ü�Þ{å�Ü�õ�ÏW×

ψ(u) ∼ ku−2δ/σ2
d .

ø¥D�ñ}ù
� · á}Ó"×�Õ�×�Ò�Ò"Ô�á}Ó"×9áWÑ�Ó�Ô�Õ:õ�ÏW×�Ú}áWÑ2Ø
Ô�Ò�Ñ¤ÖW× · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8�×�Ò.ÖW×¹Ø
Ô�ÏWÖ�Ô ß ×?ì}×�Ú­Û�Ô�Õ"Ô`Ñ2Ü'Ñ@ÖW× ß Ñ`Ø ß ë�Ò�Ò · Ø�Ñ

ø»c}ù?Ú�×�Ü=è¤Õ"Ô�áWÖW× ß�ß ø 5"T[Tx5�ù?Ú�Ñ Ô�Ï%Ó"Ñ­Õ-Ü'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô4õ�ÏW×�Ô'ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×¤ÖW×	Õ�ÏZY�á�Ô4×�Ü¿Ó"×�Ü'Û�Ñ · áx7�á · Ó"Ñ
å ß�· Ü · Ó�Ô�Ö�Ô	Ò�ÏWÛ{×�Õ · Ñ­Õ�Ü'×�á}Ó"×£Û�Ñ­Õ

ψ(u) ≤ e−uγ∗,
ø¥D[E­ù

×£Ô ß å�Ü!Ö · Ò"Ò�Ñ�Ñ'Ô�Ï%Ó"Ñ­Õ9Ü'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô4õ�ÏW×

lim
u→∞

euγ∗ψ(u) =
θµ

g′(γ∗)− p/λ
,

ø¥Ddc}ù
Ñ­Ï8Ò�×Oâ�Ô%Ú

ψ(u) ∼ Ce−uγ∗,
ø¥DdT}ù

Ñ­áWÖW×
θ
×�Ò�Ó�ë�ÖW×	7�á · ÖWÑ�×�Üoø 5 f ù?ãCí9õ�Ï ·

γ∗ å4Ø�Ý�Ô�Ü Ô�ÖWÑ �����»Ñm��w���x��Z��z��#":�@x{z}²?����¶ ×4å�Ô�Ò�Ñ ß ÏWî
ï�Ñ
Û�Ñ­Ò · Ó · ì�Ô�ÖW×

h(r) =
pr

λ
,

øvñ f ù
4 :



Ñ­áWÖW×

h(r) =

∫ ∞

0

erz dF (z)− 1.
øvñx5�ù

ú3Ñ­Õ ø¥D�ñ}ù�Û{Ñ@ÖW×�Ü'Ñ­Ò�Û{×�Õ�Ø�×�Þ�×�Õ õ�ÏW× ÔsÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×�ÖW×cÕ�ÏZY�á�Ôs×�Ü#Ó"×�Ü'Û{Ñ · áx7�á · Ó"ÑKáWÑdØ
Ô�Ò�Ñ
ÖW×�â�ÏWÕ�Ñ­Ò�×�Ò�Ó"Ñ@Ø
ë�Ò�Ó · Ø�Ñ­Ò�åcÔ�Ò�Ò · á}Ó�ÑlÓ · Ø
Ô�Ü'×�á�Ó"×�Ö�ÔKæçÑ­Õ�Ü ÔKÒ�ÏWÞ{×on%Û�Ñ­áW×
áWØ · Ô ß ×cÛ{Ñ­Õ · Ò�Ò�ÑsÓ"×�Ü ÏWÜ
Ø�Ñ­Ü'Û�Ñ­Õ�Ó�Ô�Ü'×�á�Ó"ÑUÜ Ô · Ò�Û{Ñ­ÞWÕ�×�ÖWÑ õ�ÏW×�ÑcÜ'Ñ@ÖW× ß ÑUØ ß ë�Ò�Ò · Ø�Ñ�ø¥E­ù?ã ûZÒ�Ó�Ñ Ò · Ð­á · 7�Ø
Ô�õ�ÏW× ÔcØ�Ý�Ô�áWØ�×
ÖW×CÒ�Ñ­ÞWÕ�×�ì · ì[b�áWØ · Ô'Ö�Ô�Ò�×�Ð­ÏWÕ"Ô�ÖWÑ­Õ"Ô'á�ï�Ñ'áW×�Ø�×�Ò�Ò"Ô�Õ · Ô�Ü'×�á�Ó"×	Ô�ÏWÜ'×�á}Ó�Ô�Ø�Ñ­Ü;Ô · á�Ó"Õ�Ñ�ÖWÏWî
ï�Ñ'ÖW×9â�ÏWÕ�Ñ­Ò
×�Ò�Ó"Ñ�Ø
ë�Ò�Ó · Ø�Ñ­Ò�ã

4[4



$ Æ&% Ê�Ì À�Ì¿Í,À5Á » ¯ ¾¿Ì('=Ä{ÆÇ»��H�½Ì

ü-×�Ò�Ó"×-Ø�Ô�ÛZY�Ó"Ï ß Ñ£Ô�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô�Ü'Ñ­Ò+Ñ­ÒBÜ'å�Ó"Ñ�ÖWÑ­Ò+Ï%Ó ·�ß�·�à Ô�ÖWÑ­Ò.Û�Ô�Õ"Ô2Ñ­Þ%Ó"×�áWî
ï�ÑCÖ�Ô2Ò�Ñ ß ÏWî
ï�Ñ£á�ÏWÜ'å�Õ · Ø
Ô
Ö�ÔC×�õ�Ï�Ô�î
ï�Ñ�Ö · æç×�Õ�×�áWØ · Ô ß Û�Ô�Õ�Ø · Ô ß ø 4 ñ}ù?Ú%Ô�ÒRÓ"å�Ø�á · Ø
Ô�ÒmÖW×2Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ£Ö�Ô	ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×)ÖW×`Õ�ÏZY�á�Ô
Û�Ô�Õ"Ô�Ñ�Ü'Ñ�ÖW× ß Ñ�ø 5CB�ùBì · Ô�Ò · Ü4Ï ß Ôlî
ï�Ñ�ÖW×	ä�Ñ­á}Ó"×�>¹Ô�Õ ß Ñ4×¤×�Ü!Û�Ô�Õ�Ó · Ø�Ï ß Ô�Õ¹Ô�Ò�Û{×�Ø�Ó"Ñ­Ò)Ö�Ô�Ó"å�Ø�á · Ø
Ô4ÖW×
Ü�ÏWÖ�Ô�áWî
Ô£ÖW×`Ü'×�Ö · Ö�Ô%ãõ>mÑ­Ü'×�î
Ô�Ü�Ñ­ÒRØ�Ñ­Ü ÑCÜ'å�Ó"Ñ@ÖWÑCÖW×-×�Ò�õ�ÏW×�Ü Ô�Ò¹ÖW×-Ö · æç×�Õ�×�áWî
Ô�Ò)7�á · Ó�Ô�Ò�Ú�Ñ	õ�Ï�Ô ß
å¤Ï%Ó ·�ß�·�à Ô�ÖWÑ�Û�Ô�Õ"Ô�Ñ­Þ%Ó"×�áWî
ï�Ñ�Ö�Ô�Ò�Ñ ß ÏWî
ï�Ñ�á�ÏWÜ'å�Õ · Ø
Ô4ÖW× ø 4 ñ}ù?ã

) ±´³ X9EBNOh ·��BE \¹h2QVpIHWLOijP Y9LOP G]q�*¹h`G�QVPBq _`G�_`L���GIHWG]\ ·jPBq�¶2\`L¡^%PBq
i º»
¼º»
 J-��ÀO÷[�3¾íÁ"���S¾»ÀO¾¥÷w¾íÄ¼¾Å�
>mÑ­Ü'×�î
Ô�Ü'Ñ­ÒBáWÑ­Ò�Ò"Ô	Ö · Ò�Ø�ÏWÒ�Ò"ï�Ñ	ÖW×	7�á · áWÖWÑCÏWÜ Ô£Ð­Õ"Ô�ÖW×-Õ�×�Ó�Ô�áWÐ­Ï ß Ô�Õ+ÖW×-Û{Ñ­á}Ó"Ñ­ÒRáWÑCÛ ß Ô�áWÑ

(t, x)
ã

ê@×Oâ�Ô�Ü
h
×
k
á�ðWÜ'×�Õ�Ñ­ÒÉÛ{Ñ­Ò · Ó · ì­Ñ­Ò�+d×�á}Ó�ï�Ñ�Ô Ð­Õ"Ô�ÖW×ÃåÃÖW×	7�á · Ö�Ô Ø�Ñ­Ü'Ñ�Ò�×�áWÖWÑ�Ñ­ÒÉÛ�Ñ­á�Ó"Ñ­Ò

(tn, xm) = (nk,mh)
Û�Ô�Õ"Ô

n
×
m
· á}Ó"× · Õ�Ñ­Ò�ã:ú.Ô�Õ"Ô2ÏWÜ Ô`æçÏWáWî
ï�Ñ

w
ÖW×	7�á · Ö�Ô¤á�Ô¤Ð­Õ"Ô�ÖW×¹Õ�×�Ó�Ô�áWÐ­Ï ß Ô�Õ�Ú

×�Ò�Ø�Õ�×�ì­×�Ü'Ñ­Ò
wnm
Û�Ô�Õ"Ô�Ñ�ì�Ô ß Ñ­Õ`ÖW×

w
áWÑ�Û{Ñ­á}Ó"Ñ

(tn, xm)
Ö�Ô�Ð­Õ"Ô�ÖW×�ã�Î+Ò�Ó�Ô�Ü'Ñ­Ò · á}Ó"×�Õ�×�Ò�Ò"Ô�ÖWÑ­Ò¤×�Ü

Ð­Õ"Ô�ÖW×�Ò)Ø�Ñ­Ü�ìlÔ ß Ñ­Õ�×�Ò9ÖW×
h
×
k
Û{×�õ�ÏW×�áWÑ­Ò�ã

í · ÖWå · Ô8Þ�ë�Ò · Ø
Ô�ÖW×�Ò�Ó"×�Ò4×�Ò�õ�ÏW×�Ü Ô�Ò�å Ò�ÏWÞWÒ�Ó · Ó"Ï · Õ�Ô�Ò	ÖW×�Õ · ìlÔ�Ö�Ô�Ò�Û�Ñ­Õ	Ö · æç×�Õ�×�áWî
Ô�Ò�7�á · Ó�Ô�Ò�ã�ú3Ñ­Õ
×on%×�Ü'Û ß ÑWÚWØ�Ñ­áWÒ · ÖW×�Õ�×CÔ4×�õ�Ï�Ô�î
ï�Ñ'Ö · æç×�Õ�×�áWØ · Ô ß

∂tψ + α∂xψ = 0,
øvñw:­ù

Ñ­áWÖW×
a
åCÏWÜ Ô�Ø�Ñ­áWÒ�Ó�Ô�á�Ó"×�Ú

t
Õ�×�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô Ñ'Ó"×�Ü'Û{Ñ ×

x
Õ�×�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô�Ô�ì�Ô�Õ · ë
ì}× ß ×�Ò�Û�Ô�Ø · Ô ß ã9í9õ�Ï · Ñ

Ò�ÏWÞ�×�Ò�Ø�Õ · Ó"Ñ�Ò · Ð­á · 7�Ø
Ô8Ö · æç×�Õ�×�áWØ · Ô�î
ï�ÑWÚ3Ñ­ÏcÒ�×Oâ�Ô%Ú
∂tψ

ö ∂ψ
∂t

ã�ú:Ñ�ÖW×�Ü'Ñ­ÒCØ�Ñ­áWÒ�Ó"Õ�Ï · Õ£ì�ë�Õ · Ñ­Ò£×�Ò�õ�ÏW×�Ü Ô�Ò
Û�Ô�Õ"Ô4Õ�×�Ò�Ñ ß ì­×�Õ)á�ÏWÜ'×�Õ · Ø
Ô�Ü'×�á}Ó"×¤×�Ò�Ò"Ô'×�õ�Ï�Ô�î
ï�ÑWãu>mÑ­Ü'Ñ�×on%×�Ü'Û ß Ñ�Û�Ñ@ÖW×�Ü'Ñ­Ò9Ø · Ó�Ô�Õ9Ñ�Ò�×�Ð­Ï · á�Ó"×dæ

wn+1
m − wnm

k
+ α

wnm+1 − wnm
h

= 0.
øvñ 4 ù

í ÛWÕ�Ñ­ÛWÕ · ×�Ö�Ô�ÖW×-Ü Ô · ÒBÖW×�Ò�×Oâ�Ô�Ö�Ô	Û�Ô�Õ"ÔCÏWÜ ×�Ò�õ�ÏW×�Ü Ô	ÖW×`Ö · æç×�Õ�×�áWî
Ô�ÒM7�á · Ó�Ô�ÒRå-õ�ÏW×`× ß ×-Ò�×Oâ�Ô	Ø�Ñ­á}ì}×�ÕOþ
Ð­×�á}Ó"×�Ú�Ñ­Ï Ò�×Oâ�Ô%Ú�õ�ÏW×'Ô�Ò¤Ò�Ï�Ô�Ò£Ò�Ñ ß ÏWî�8@×�ÒCÔ�ÛWÕ�ÑCn · Ü'×�Ü=Ô�Ò�Ñ ß ÏWî
ï�Ñ8Ö�Ô�×�õ�Ï�Ô�î
ï�Ñ�Ö · æç×�Õ�×�áWØ · Ô ß Û�Ô�Õ�Ø · Ô ß
Ø�Ñ­Õ�Õ�×�Ò�Û�Ñ­áWÖW×�á�Ó"×�×�õ�ÏW×4×�Ò�Ó�Ô8Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ�Ü'× ß ÝWÑ­Õ�×�ó�Ü'×�Ö · Ö�Ô õ�ÏW×

h
×
k
Ó"×�áWÖW×�Ü5Ô à ×�Õ�ÑWã	ü-Ñ

×�á}Ó�Ô�á}Ó"ÑWÚ�ÛWÕ�Ñ�ì�Ô�Õ)õ�ÏW×CÏWÜ¿ÖW×�Ó"×�Õ�Ü · á�Ô�ÖWÑ�×�Ò�õ�ÏW×�Ü Ô'åCØ�Ñ­á}ì}×�Õ�Ð­×�á}Ó"×	á�ï�Ñ'å�Ú�×�Ü¿Ð­×�Õ"Ô ß ÚWÏWÜ Ô4Ó�Ô�Õ�×�ævÔ
ævë�Ø ·�ß ã�>mÑ­á�Ó"ÏWÖWÑWÚ}×on · Ò�Ó"×�ÜVÖWÑ · Ò+Ø�Ñ­áWØ�× · Ó"Ñ­Ò+Õ�× ß Ô�Ø · Ñ­á�Ô�ÖWÑ­Ò+ó¤Ø�Ñ­á}ì­×�Õ�Ð[b�áWØ · Ô£õ�ÏW×)Ò"ï�Ñ¤ævë�Ø�× · Ò+ÖW×)Ò�×�Õ�×�Ü
ì­×�Õ · 7�Ø
Ô�ÖWÑ­Ò�æBØ�Ñ­áWÒ · Ò�ÓAb�áWØ · Ô4×£×�Ò�Ó�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×�ã
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>mÑ­áWÒ · Ò�ÓAb�áWØ · Ô8×�Ò�Ó�ë�Õ�× ß Ô�Ø · Ñ­á�Ô�Ö�Ô�Ø�Ñ­Ü1Ô8ÛWÕ�ÑCn · Ü · Ö�Ô�ÖW×4×�á}Ó"Õ�× Ô8×�õ�Ï�Ô�î
ï�Ñ�Ö · æç×�Õ�×�áWØ · Ô ß ×'Ñ�×�ÒOþ
õ�ÏW×�Ü Ô4ÖW×£Ö · æç×�Õ�×�áWî
Ô�Ò_7�á · Ó�Ô�Ò�ãRÙ`×�Ò�Ó�Ô4æçÑ­Õ�Ü Ô%Ú%Ø�Ñ­áWÒ · Ò�ÓAb�áWØ · Ô�å£Ø�×�Õ�Ó�Ô�Ü'×�á}Ó"×£áW×�Ø�×�Ò�Ò"ë�Õ · Ô�Û�Ô�Õ"Ô4Ø�Ñ­á@þ
ì­×�Õ�Ð[b�áWØ · Ô�Ü Ô�Ò9á�ï�Ñ�Ò�Ïx7�Ø · ×�á}Ó"×�ã

` Ø�Ñ­áWØ�× · Ó"ÑÃõ�ÏW×�Ú�â�ÏWá�Ó�Ô�Ü'×�á�Ó"×�Ø�Ñ­Ü Ô Ø�Ñ­áWÒ · Ò�ÓAb�áWØ · Ô%Ú8áWÑ­Ò Ð}Ô�Õ"Ô�á}Ó · Õ"ë�Ø�Ñ­á}ì­×�Õ�Ð[b�áWØ · ÔÃåÉÔ
×�Ò�Ó�Ô�Þ ·�ß�· Ö�ÔlÖW×�ã�ü`ÔKÛWÕ"ëlÓ · Ø
Ô%Ú2Ô ×�Ò�Ó�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×�ÖW×UÏWÜ ×�Ò�õ�ÏW×�Ü ÔsÖW×�ì­×UÐ}Ô�Õ"Ô�á}Ó · Õ�õ�ÏW×cÔKÒ�Ñ ß ÏWî
ï�Ñ
á�ï�Ñ�×on%Û ß Ñ@ÖW×Cõ�Ï�Ô�áWÖWÑ

h ↓ 0
×
k ↓ 0
ãmú:Ô�Õ"Ô�ÏWÜ Ô4Ö · Ò�Ø�ÏWÒ�Ò�ïlÑ'æçÑ­Õ�Ü Ô ß Ò�Ñ­ÞWÕ�×C×�Ò�Ó"×�Ò`Ø�Ñ­áWØ�× · Ó"Ñ­Ò�Ú�ì­×Oâ�Ô

ê�Ó"Õ · ªw<m×�Õ�Ö�Ô�ø¥: f[f B�ù?ãRê@×�áWÖWÑ'Ô�Ò�Ò · Ü�ÚWÏWÜ�×�Ò�õ�ÏW×�Ü Ô�Ø�Ñ­áWÒ · Ò�Ó"×�á�Ó"×£å¤Ø�Ñ­á�ì­×�Õ�Ð­×�á}Ó"×CÒ�×�Ú�×£Ò�Ñ­Ü�×�á�Ó"×¤Ò�×�Ú
× ß ×¤å£×�Ò�Ó�ë
ì­× ß ê�Ó"Õ · ªw<¹×�Õ�Ö�Ô�ø¥: f[f BWÚZp3×�Ñ­Õ�×�Ü Ô+5­ã=D@ã65�ù?ã
Î+Ò�Ó�Ô�Ò¤ÖW×	7�á · î�8�×�Ò¤Ò"ï�Ñ�æçÑ­Õ�Ü�Ï ß Ô�Ö�Ô�Ò-×�Ü=ÛWÕ · áWØ	Y�Û · Ñ Û�Ô�Õ"Ô�×�õ�Ï�Ôlî�8@×�Ò ß�· áW×
Ô�Õ�×�Ò`Ø�Ñ­Ü½Ø�Ñ�×	7�Ø · ×�á�Ó"×�Ò

Ø�Ñ­áWÒ�Ó�Ô�á}Ó"×�Ò�ã�ú:Ô�Õ"Ô�×�õ�Ï�Ô�î�8@×�Ò�Ø�Ñ­Ü1Ø�Ñ@×	7�Ø · ×�á�Ó"×�Ò	ìlÔ�Õ · ë�ì­× · Ò£Ó"Õ"Ô�Þ�Ô ß Ý�Ô�þZÒ�×S7xnWÔ�áWÖWÑ�Ñ­ÒCì�Ô ß Ñ­Õ�×�Ò	ÖWÑ­Ò
Ø�Ñ�×	7�Ø · ×�á�Ó"×�Ò�ã

i º»
¼ºÙ� ���CøP�¿�3��Ä¼�Q�-,#ô�Û.�»÷w¾ Á"�������3�CøP�¿�3��Ä¼��¾»��ô�Û.�Å÷w¾ Á"���
ö-Ü¿×�Ò�õ�ÏW×�Ü Ô'ÖW×CÖ · æç×�Õ�×�áWî
ÔS7�á · Ó�Ô�×on%Û ß Y�Ø · Ó"Ñ�å£õ�Ï�Ô ß õ�ÏW×�Õ-×�Ò�õ�ÏW×�Ü Ô'õ�ÏW×	Û�Ñ@ÖW×CÒ�×�Õ-×�Ò�Ø�Õ · Ó"Ñ'á�Ô

æçÑ­Õ�Ü Ô

wn+1
m = uma soma finita de wn

′

m′ com n′ ≤ n,
øvñdB�ù

Ø
Ô�Ò�Ñ�Ø�Ñ­á�Ó"Õ"ë�Õ · Ñ�Ñ�×�Ò�õ�ÏW×�Ü'Ô å Ø�Ý�Ô�Ü Ô�ÖWÑ�ÖW×�×�Ò�õ�ÏW×�Ü Ô · Ü'Û ß Y�Ø · Ó"ÑWã�Î+Ò�Ó�×�Ò4×�Ò�õ�ÏW×�Ü Ô�Ò4Ò"ï�Ñ�Ø�Ñ­áWÖ · þ
Ø · Ñ­á�Ô ß Ü�×�á}Ó"×`×�Ò�Ó?ë
ì­× · Ò9Ñ­Ï�Ø�Ñ­áWÖ · Ø · Ñ­á�Ô ß Ü�×�á�Ó"×`Ø�Ñ­á}ì­×�Õ�Ð­×�á�Ó"×�Ò`ê�Ó"Õ · ªw<m×�Õ�Ö�Ô�ø¥: f[f BWÚ3p3×�Ñ­Õ�×�Ü Ô�Ò�5­ã=D@ã65
×Cñ%ã 4 ã65�ù?ãBûZÒ�Ó"Ñ Ò · Ð­á · 7�Ø
Ô�õ�ÏW×�Ú{á�Ô�áWÑ­Ò�Ò"Ô�ÛWÕ�Ñ@Ø�ÏWÕ"Ô�Û{Ñ­Õ)×�Ò�õ�ÏW×�Ü Ô�Ò · áWØ�Ñ­áWÖ · Ø · Ñ­á�Ô ß Ü�×�á�Ó"×2×�Ò�Ó�ë�ì­× · Ò-×
Ø�Ñ­á}ì­×�Õ�Ð­×�á}Ó"×�Ò
Ú@ÖW×�ì­×�Ü'Ñ­ÒBáWÑ­ÒBÕ�×�Ò�Ó"Õ · áWÐ · Õ+Ô¤×�Ò�õ�ÏW×�Ü Ô�Ò · Ü'Û ß Y�Ø · Ó"Ñ�Ò�ãõ>mÑ­áWÒ · ÖW×�Õ�×-Ô¤Ò�×�Ð­Ï · á}Ó"×)×�õ�Ï�Ô�î
ï�Ñ
Ö · æç×�Õ�×�áWØ · Ô ß Û�Ô�Õ�Ø · Ô ß æ

ψt + αψx = γψxx
øvñwD­ù

ú:Ô�Õ"Ô4×�Ò�Ó�Ô�×�õ�Ï�Ô�î
ï�ÑWÚ�ÖW×o7�á · Ü'Ñ­Ò)Ñ�Ò�×�Ð­Ï · á}Ó"×£×�Ò�õ�ÏW×�Ü Ô · Ü'Û ß Y�Ø · Ó"Ñ4ÖW×£Ö · æç×�Õ�×�áWî
Ô�7�á · Ó�Ôxæ

wn+1
m − wnm

k
+ α

wn+1
m+1 − wn+1

m

h
= γ

wn+1
m+1 − 2wn+1

m + wn+1
m−1

h2

øvñ­ñ}ù

Î+Ò�Ó"×�×�Ò�õ�ÏW×�Ü Ô�å	Ø�Ñ­áWÒ · Ò�Ó"×�á}Ó"×�× · áWØ�Ñ­áWÖ · Ø · Ñ­á�Ô ß Ü�×�á}Ó"×C×�Ò�Ó�ë�ì­× ß ×�Û�Ñ­Õ�Ó�Ô�á�Ó"Ñ å�Ø�Ñ­á}ì­×�Õ�Ð­×�á}Ó"×�ã£ú:Ô�Õ"Ô
ÏWÜ Ô�ÛWÕ�Ñ�ìlÔ4æçÑ­Õ�Ü Ô ß ì­×Oâ�Ô ê�Ó"Õ · ªw<m×�Õ�Ö�Ô�ø¥: f[f B�ù?ã

i º»
¼ºÙ/ !P��Û»�OÈ[ÉZ��ÀP�O�0/ Â ¾»÷[Ä�ä¿Ä��3øP�¿Ä¼È[ÉZ��äO¾ÅîÍ� Â �3ÀO÷w¾»Ä¼Û)ôOÄ Â ÷w¾ÅÄ¼Û
íÃ×�õ�Ï�Ô�î
ï�Ñ�ø 4 ñ}ùmÛ{Ñ�ÖW×£Ò�×�Õ-×�Ò�Ø�Õ · Ó�Ô4á�Ô�æçÑ­Õ�Ü Ô

ψv − µ(u)ψu −
1

2
σ2(u)ψuu = 0

øvñwE­ù

4 D



>mÑ­Ü'Ñ¤Ñ­Ò+Ø�Ñ@×	7�Ø · ×�á}Ó"×�ÒRÖW×�Ò�Ó�Ô¤×�õ�Ï�Ô�î
ï�Ñ£Ò"ï�Ñ¤ì�Ô�Õ · ë
ì­× · Ò.×�ÜVÐ­×�Õ�Ô ß Ú­×�Ò�Ø�Ñ ß ÝW×�Ü'Ñ­Ò+Ñ£×�Ò�õ�ÏW×�Ü Ô'øvñ­ñ}ù3õ�ÏW×
å · áWØ�Ñ­áWÖ · Ø · Ñ­á�Ô ß Ü�×�á}Ó"×2×�Ò�Ó�ë�ì­× ß Ú�Ø�Ñ­Ü

α = −µ(u)
×
γ = 1

2
σ2(u)
Ú�Ò�Ïlâ�× · Ó�Ñ'ó�Ò9Ø�Ñ­áWÖ · î�8@×�Ò

w0
m =







1
Ò"×

m = 0,

0
Ò"×

m > 0,

øvñ[c}ù

wn0 = 1, n > 0,
øvñ[T}ù

wnM = 0, n > 0,
ø¥E f ù

Û�Ô�Õ"Ô
M
Ò�Ïx7�Ø · ×�á}Ó"×�Ü'×�á�Ó"×¹Ð­Õ"Ô�áWÖW×�ã+Ù`×mæçÑ­Õ�Ü Ô-Ü Ô · Ò3×�Ò�Û{×�Ø�Y67�Ø
Ô%Ú}Ñ2×�Ò�õ�ÏW×�Ü Ô'øvñ­ñ}ù�Û�Ñ@ÖW×¹Ò�×�Õ.×�Ò�Ø�Õ · Ó"Ñ

Ø�Ñ­Ü'Ñ

wn+1
m − wnm

k
− µ(m)

wn+1
m+1 − wn+1

m

h
− 1

2
σ2(m)

wn+1
m+1 − 2wn+1

m + wn+1
m−1

h2
= 0,

Ñ­Ï8Ò�×Oâ�Ô%Ú

wn+1
m−1

(

−σ
2(m)

2h2

)

+ wn+1
m

(

1

k
+
µ(m)

h
+
σ2(m)

h2

)

+

wn+1
m+1

(

−µ(m)

h
− σ2(m)

2h2

)

= wnm ·
1

k
.

ø¥E35�ù
�6ð%Ó ·�ß ÖW×	7�á · Õ)Ñ­Ò9Ò�×�Ð­Ï · á�Ó"×�Ò)Ø�Ñ@×	7�Ø · ×�á}Ó"×�Ò-áWÑ · áWÒ�Ó�Ô�á�Ó"×¤ÖW×¤Ó"×�Ü'Û{Ñ

n+ 1
ã


¼º
a(m) = −σ2(m)

2h2

�Pº
b(m) = 1

k
+ µ(m)

h
+ σ2(m)

h2

/Pº
c(m)− µ(m)

h
− σ2(m)

2h2

F¿º
d(m) = wnm · 1

k

ú:Ô�Õ"Ô�×�áWØ�Ñ­á}Ó"Õ"Ô�Õ�Ô�Ò�Ñ ß ÏWî
ï�Ñ
wn+1
m

áWÑ · áWÒ�Ó�Ô�á}Ó"×�ÖW×�Ó"×�Ü'Û{Ñ
n + 1

ÛWÕ�×�Ø · Ò"Ô�Ü'Ñ­Ò�Õ�×�Ò�Ñ ß ì­×�Õ4ÏWÜ
Ò · Ò�Ó"×�Ü Ô�Ó"Õ · Ö · ÔlÐ­Ñ­á�Ô ß ÖW×£×�õ�Ï�Ô�î�8�×�Ò-Ö�Ô4æçÑ­Õ�Ü Ô

aiwi−1 + biwi + ciwi+1 = di, i = 1, ..., k − 1
ø¥E[:­ù

Ñ­ÞWÒ�×�Õ�ìlÔ�áWÖWÑ�Ô�Ò¤Ø�Ñ­áWÖ · î�8@×�Ò'øvñ[c}ù¡þ�ø¥E f ù?ã-�)×�Ò�Ñ ß ì­×�Õ�×�Ü'Ñ­Ò¤×�Ò�Ó"×�Ò · Ò�Ó"×�Ü Ô�Ï%Ó ·�ß�·�à Ô�áWÖWÑ�Ñ |�³ ¶��l�?wy�v� ��z��
Î ���l�'|�� Ú%ÖW×�Ò�Ø�Õ · Ó"Ñ'Ô�Ò�×�Ð­Ï · Õ�ã

4 ñ



i º»
¼ºÜF %+ÛÅÚ.� Â ¾íÁ"����ä¿�y�#�¿����Ä¼�
ê@ÏWÛ{Ñ­áWÝ�Ô�õ�ÏW×Cõ�ÏW×�Õ�×�Ü'Ñ�Ò-Õ�×�Ò�Ñ ß ì­×�Õ)Ñ�Ò · Ò�Ó"×�Ü Ô ß�· áW×
Ô�ÕmÓ"Õ · Ö · Ô�Ð­Ñ�á�Ô ß

Bu = d
Ú�Ø�Ñ­Ü

B =























α1 β1

γ1 α2 β2ã ã ã ã ã ã ã ã ã

γN−2 αN−1 βN−1

γN−1 αN























.

`ÅÔ ß Ð­Ñ­Õ · Ó"Ü'Ñ�ÖW×,p9ÝWÑ­Ü Ô�Ò9Ø�Ñ­áWÒ · Ò�Ó"×£ÖWÑ­Ò9Ó"Õgb�Ò)Û�Ô�Ò�Ò"Ñ�Ò-Ò�×�Ð­Ï · á}Ó"×�Ò�æ

¼º Ù`×�Ø�Ñ­Ü�Û{Ñ­Ò · î
ï�Ñ

LR
æ.Ù`×�Ø�Ñ­Ü'Û{Ñ­Ü'Ñ­Ò

B
Ø�Ñ­Ü'Ñ¤Ñ£ÛWÕ�Ñ@ÖWÏ%Ó"Ñ£ÖW×)ÏWÜ Ô¤Ü ÔlÓ"Õ ·�à Þ · Ö · Ô�Ð­Ñ�á�Ô ß%· á%æç×�Õ · Ñ­Õ

L =

















1

l1 1ã ã ã ã ã ã

lN−1 1

















,

×£ÏWÜ Ô4Ü ÔlÓ"Õ ·�à Þ · Ö · Ô�Ð­Ñ­á�Ô ß Ò�ÏWÛ{×�Õ · Ñ­Õ

R =

















m1 r1ã ã ã ã ã ã

mN−1 rN−1

mN

















,

>mÑ­Ü'Û�Ô�Õ"Ô�áWÖWÑ�Ñ­Ò�Ø�Ñ@×	7�Ø · ×�á}Ó"×�Ò�Ó"×�Ü'Ñ­Ò4õ�ÏW×
ri = βi

Û�Ô�Õ"Ô�Ó"Ñ@ÖWÑ
i
ÚR×

mi

×
li
Û�Ñ@ÖW×�Ü Ò�×�Õ

Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ­Ò9Ø�Ñ­Ü'Ñ�Ò�×�Ð­ÏW×dæ

m1 = α1

para i = 1, 2, · · · , N − 1 :

li = γi/mi

mi+1 = α− i+ 1− liβi

�)×�Ò�Ñ ß ì}×�Õ
LRu = d

Û�Ô�Õ"Ô4Ï�Õ�×�õ�ÏW×�Õ-ÖWÑ · Ò9Û�Ô�Ò�Ò�Ñ­Ò�æ
�Pº ê@ÏWÞWÒ�Ó · Ó"Ï · î�8�×�Ò)Ò�ÏWØ�×�Ò�Ò · ì�Ô�Ò�æu�)×�Ò�Ñ ß ì­×�Ü'Ñ­Ò

Ly = d
Û�Ô�Õ"Ô

y
ã

y1 = d1

para i = 2, 3, · · · , N :

yi = di − li−1yi−1

4 E



/Pº ê@ÏWÞWÒ�Ó · Ó"Ï · î�8�×�Ò)Õ�×�Ó"Õ�Ñ}ÔlÓ · ì�Ô�Ò�æõ�)×�Ò�Ñ ß ì}×�Ü'Ñ­Ò
Ru = y

Û�Ô�Õ"Ô
u
ã

uN = yN/mN

para i = N − 1, N − 2, · · · , 1 :

ui = (yi − βiui+1)/mi

ûZÒ�Ó"Ñ�Ø�Ñ­Ü'Û ß ×�Ó�Ô�Ô4ÖW×�Ò�Ø�Õ · î
ï�Ñ'ÖWÑ'Ô ß Ð­Ñ­Õ · Ó�Ü'Ñ�ÖW×,p9ÝWÑ­Ü Ô�Ò�ã
Î+Ü!Õ�× ß Ô�î
ï�Ñ�Ô�Ñ�Ò · Ò�Ó"×�Ü Ô�ø¥E[:�ù�Ú%Û�Ô�Õ"Ô4õ�ÏW×£Ñ'Ô ß Ð­Ñ­Õ · Ó"Ü�Ñ�ÖW×,p9ÝWÑ­Ü Ô�Ò9Ò�×Oâ�Ô�Þ�×�Ü!Ø�Ñ­áWÖ · Ø · Ñ­á�Ô�ÖWÑWÚ

ÛWÕ�×�Ø · Ò"Ô�Ü'Ñ­Ò+õ�ÏW×2Ô£Ø�Ñ­áWÖ · î
ï�Ñ |ai|+ |ci| ≤ |bi|
Ò�×Oâ�Ô£Ò"ÔlÓ · Ò�æç× · Ó�Ô%ã:ûZÒ�Ó"ÑCå)ì­×�Õ · 7�Ø
Ô�ÖWÑ£ævÔ�Ø ·�ß Ü'×�á}Ó"×�Ú}Û{Ñ · Ò

|bi| − (|ai|+ |ci|) =
1

k
∀ i. ø¥E 4 ù

) ±¥à X9L�Q h`NOP)·��BE�_`E QVE9_`G]NOEVijNOfBq@q@LOijE�ijERQ LO\mYBG]q}^%L�QVG]\R^%E
ú.Ô�Õ"Ô£ævÔ à ×�ÕmÔ�ÒRÖW×�ì · Ö�Ô�ÒmØ�Ñ­Ü'Û�Ô�Õ"Ô�î�8@×�ÒRØ�Ñ­Ü Ô£Ò"Ñ ß ÏWî
ï�Ñ	á�ÏWÜ'å�Õ · Ø
ÔCÖ�ÔC×�õ�Ï�Ô�î
ï�Ñ8ø 4 ñ}ù?Ú�Ï%Ó ·�ß�·�à Ô�Õ�×?þ

Ü'Ñ­Ò¹Ñ�Ü'Ñ�ÖW× ß Ñ�ø 5CB�ùRÛ�Ô�Õ"Ô�ÛWÕ�Ñ@Ø�×�ÖW×�Õ-ó4Ò · Ü�Ï ß Ô�î
ï�Ñ�Ö�Ô�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×`ÖW×¤Õ�ÏZY�á�Ô�×�Ü�Ó"×�Ü'Û{Ñ�7�á · Ó"Ñ
ψδ(u, T ) = P (inf0≤t≤T Vδ(t) ≤ 0)

Ú�Õ�×�æç×�Õ�×�á}Ó"×CÔ�Ñ4Ø
Ô�Ò�Ñ�×�Ü!õ�ÏW×
δ
å£ÖW×�Ó"×�Õ�Ü · áZY�Ò�Ó · Ø�ÑWã+ú:Ô�Õ"Ô4×�Ò�Ó�Ô�Ò

Ò · Ü�Ï ß Ô�î�8�×�Ò9Ï%Ó ·�ß�·�à Ô�Õ�×�Ü'Ñ­Ò¹ÏWÜ Ô4Ô�Þ{Ñ­Õ�Ö�Ô�Ð­×�Ü!Ò · Ü'Û ß ×�Ò�Ú%Ø�Ñ­Ü'Ñ�Ò�×�Ð­ÏW×dæ
>mÑ­Ü'ÑCÔCÕ�ÏZY�á�Ô¤Ò�é	Û�Ñ@ÖW×-Ñ�Ø�Ñ­Õ�Õ�×�ÕRáWÑ­Ò · áWÒ�Ó�Ô�á�Ó"×�Ò

Tn
×�Ü õ�ÏW×-Ñ@Ø�Ñ­Õ�Õ�×�Ü Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8�×�Ò�Ú@Û�Ñ@ÖW×?þ

Ü'Ñ­Ò9Ö ·�à ×�Õ9õ�ÏW×

ψδ(u) = P

{

⋃

0≤t≤T
(Uδ(t) < 0)

}

= P

{

⋃

n:0≤Tn≤T
(Uδ(Tn) ≤ 0)

}

ø¥EaB�ù

= P

{

⋃

n:0≤Tn≤T
(Vδ(Tn) ≤ 0)

}

,
ø¥E[D­ù

Ñ­áWÖW×

Vδ(Tn) = u+ p

(

1− e−δTn

δ

)

−
n
∑

i=1

e−δTiXi.
ø¥E�ñ}ù

`=õ�ÏW×�ævÔ à ×�Ü'Ñ­Ò'×�á�Ó�ï�ÑWÚ9å�Ò · Ü�Ï ß Ô�Õ
l
Õ�×�Û ß�· Ø
Ô�î�8@×�Ò · áWÖW×�Û{×�áWÖW×�á}Ó"×�Ò�ÖW×

Vδ
ÔlÓ"å�õ�ÏW× ÔUÕ�ÏZY�á�Ô

Ô�Ø�Ñ­á}Ó"×�î
Ô%ã�ú.Ô�Õ"Ô · Ò�Ò�ÑWÚ3Ò�×Oâ�Ô
τ
Ñ · áWÒ�Ó�Ô�á}Ó"×�Ö�Ô8Õ�ÏZY�á�Ô%Ú3Ø�Ñ­Ü�Ñ�ÖW×	7�á · ÖWÑ�á�Ô�Ò�×�î
ï�Ñ�BWã65­ã�ú:Ô�Õ"Ô8Ø
Ô�Ö�Ô

Õ�×�Û ß�· Ø
Ô�î
ï�Ñ%Ú{ÖW×	7�á · Ü'Ñ­Ò2Ô�ì�Ô�Õ · ë
ì}× ß Ô ß ×�ÔlÓ"é­Õ · Ô
Z(u) = I{τ(u)≤T}

ã¤Î+Ü;Ø
Ô�Ö�Ô Õ�×�Û ß�· Ø
Ô�î
ï�Ñ Û�Ô�Õ"Ô�Ü'Ñ­Ò
Ñ�×on%Û{×�Õ · Ü'×�á}Ó"Ñ'×�Ü

T
Ú�Ô�Ü'×�áWÑ­Ò)õ�ÏW×CÔ�Õ�ÏZY�á�Ô�Ô�Ø�Ñ�á�Ó"×�î
Ô'Ô�á}Ó"×�Ò-ÖW×

T
Ú�Ø
Ô�Ò�Ñ'×�Ü¿õ�ÏW×£Û�Ô�Õ"Ô�Ü'Ñ­Ò9áWÑ

· áWÒ�Ó�Ô�á}Ó"×¤Ö�Ô�Õ�ÏZY�á�Ô%ã)>mÑ­áWÒ · ÖW×�Õ"Ô�Ü'Ñ­Ò)×�á}Ó�ï�ÑWÚWØ�Ñ­Ü'Ñ�ÏWÜ!×�Ò�Ó · Ü Ô�ÖWÑ­Õ¹Û�Ô�Õ"Ô
ψ(u, T )

Ú�Ô�Õ"Ô à ï�Ñ

ψ =
Z1(u) + Z2(u) + ...+ Zl(u)

l
= Z(u).

4 c



>mÑ­Ü'Ñ
l
∑

k=1

Zk(u)

Ó"×�Ü!Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ4ô · áWÑ­Ü · Ô ß
(l, ψ(u, T ))

Ú%×�á}Ó�ï�Ñ

E

(

1

l

l
∑

k=1

Zk(u)

)

= ψ(u, T )
ø¥E[E­ù

×

V ar

(

1

l

l
∑

k=1

Zk(u)

)

= ψ(u, T )(1− ψ(u, T ))/l.
ø¥Edc}ù

í ß å�Ü ÖW×'ÏWÜ Ô�×�Ò�Ó · Ü ÔlÓ · ì�Ô�Û{Ñ­á}Ó"Ï�Ô ß Ú�Ó�Ô�Ü�Þ{å�Ü ×�Ò�Ó�Ô�Ü'Ñ­Ò · á}Ó"×�Õ�×�Ò�Ò�ÔlÖWÑ­Ò	×�Ü ÏWÜ · á}Ó"×�Õ�ì�Ô ß Ñ8ÖW×
Ø�Ñ­áx7�Ô�áWî
ÔUÛ�Ô�Õ"Ô

ψ(u, T )
ã�Ù2Ô�ÖWÑcÏWÜoØ�Ñ@×o7�Ø · ×�á�Ó"×�ÖW×�Ø�Ñ­áx7�Ô�áWî
Ô

α
ÚmÑ · á}Ó"×�Õ�ì�Ô ß Ñ�ÖW×�Ø�Ñ­áx7�Ô�áWî
Ô

Ô�Ò�Ò · á}Ó"é�Ó · Ø�ÑWÚ%Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ'ÔlÓ"Õ"Ô
ì­å�Ò-ÖWÑQp3×�Ñ­Õ�×�Ü Ô�>m×�á}Ó"Õ"Ô ß ÖWÑ'ý · Ü · Ó"×�Ú%å£Ö�Ô�ÖWÑ'Û�Ñ­Õ
[

Z(u)− D√
l
zα, Z(u) +

D√
l
zα

]

,
ø¥EdT}ù

Ñ­áWÖW×

D2 =
1

l

l
∑

k=1

Zk
2(u)− z2(u)

ø»c f ù
×
zα
å�ÖW×�Ó"×�Õ�Ü · á�Ô�ÖWÑUÛ{Ñ­Õ

P (|N | > zα) = 1 − α
Ú¹Ñ­áWÖW×

N
å�ÏWÜ Ô�ìlÔ�Õ · ë�ì­× ß Ô ß ×
ÔlÓ"é­Õ · Ô�Ø�Ñ­Ü

Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ4ü-Ñ­Õ�Ü Ô ß Û�Ô�ÖWÕ"ï�ÑWãõp3Ô�Ü4Þ�å�Ü!ÖW×	7�á · Ü'Ñ­Ò9Ñ'×�Õ"Õ�Ñ�Õ�× ß ÔlÓ · ì­Ñ�øvÎ)�`ù¹õ�ÏW×£å£Ö�Ô�ÖWÑ�Û{Ñ­Õ

ER =

Ò�×�Ü · þOÔ�Ü'Û ß�· Ó"ÏWÖW×¤ÖWÑ · á}Ó"×�Õ�ì�Ô ß Ñ
ψ

.
ø»cx5�ù

ú:Ô�Õ"Ô�Ô ß Ð­ÏWÜ Ô�Ò£Ò · Ü4Ï ß Ô�î�8�×�ÒCõ�ÏW× ìlÔ�Ü'Ñ­Ò	Õ�×
Ô ß�·�à Ô�Õ�Ú¿7xnWÔ�Ü�Ñ­Ò
ER = 0, 1

× ×�Ü1Ñ­Ï%Ó"Õ"Ô�Ò	Ò · Ó"Ï�Ô�î�8�×�Ò
á�ï�Ñ�áWÑ­Ò£ÛWÕ�×�Ñ�Ø�ÏWÛ�Ô�Ü'Ñ­Ò£Ø�Ñ­Ü=Ñ�ì�Ô ß Ñ­Õ¤ÖWÑ

ER
×�Ò · Ü=Ø�Ñ­Ü=Ñ8á�ðWÜ'×�Õ�Ñ8ÖW×4Õ�×�Û ß�· Ø
Ô�î�8@×�Ò¤õ�ÏW×�Ò�×�Õ"ï�Ñ

Õ�×
Ô ß�·�à Ô�Ö�Ô�Ò�ãê`2Þ�ì · Ô�Ü'×�á}Ó"×�ÚmÛ�Ô�Õ"ÔUÔlÓ · áWÐ · Õ4Ñ
ER
ÖW×�Ò�×Oâ�Ô�ÖWÑWÚ¹Ò�×�Õ"ëcáW×�Ø�×�Ò�Ò�ë�Õ · ÑcÏWÜoÖW×�Ó"×�Õ�Ü · á�Ô�ÖWÑ

á�ðWÜ'×�Õ�Ñ
l
ÖW×£Õ�×�Û ß�· Ø
Ô�î�8�×�Ò�Ú�Ñ�õ�Ï�Ô ß ÖW×�Û{×�áWÖW×�Õ"ë'Ö�Ô4Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ4Ö�Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8�×�Ò�ã

) ±»° noh`_`PB\ ·jP _`G�QVG]_`LO_`P
ê%Ô ß�· ×�á�Ó�Ô�Ü�Ñ­Ò¹õ�ÏW×£×�Ò�Ó"×¤Ó"é­Û · Ø�Ñ4á�ï�Ñ�æçÑ · ×�Ò�Ó"ÏWÖ�Ô�ÖWÑ'Ø�Ñ­Ü�ÖW×�Ó�Ô ß ÝW×�Ò)×¤ÛWÕ�Ñ�æçÏWáWÖ · Ö�Ô�ÖW×�ÚWÛ{Ñ · Ò¹×on · Ð­×

ÏWÜ�áZY�ì­× ß Ü Ô · Ñ­ÕmÖW×¤Ø�Ñ­áWÝW×�Ø · Ü'×�á}Ó"ÑWãBÙ`×�Ò�Ø�Õ�×�ì}×
Ü�Ñ­Ò`Ô�õ�Ï · Ô�Û�×�á�Ô�Ò-Ô ß Ð­ÏWáWÒ9Ô�Ò�Û{×�Ø�Ó"Ñ­Ò-ÖW×�Ò�Ó�Ô�Ó"×�Ñ­Õ · Ô%ã
í6Ó"å�Ø�á · Ø
Ô2ÖW×¹Ü�ÏWÖ�Ô�áWî
Ô2ÖW×¹Ü'×�Ö · Ö�Ô`Ò�×�Õ"ë2Ï%Ó ·�ß�·�à Ô�Ö�Ô-Û�Ô�Õ"Ô2Ô�Ò.Ò · Ü�Ï ß Ô�î�8�×�Ò:Ö�Ô`ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×RÖW×

Õ�ÏZY�á�Ô¹×�Ü Ó"×�Ü'Û{Ñ · áx7�á · Ó"Ñ9Û�Ô�Õ"Ô9Ñ)ÛWÕ�Ñ�Ø�×�Ò�Ò�Ñ`ÖW×BÕ · Ò�Ø�ÑCø 5 4 ù?ã:ö-Ü Ô¹Ð­Õ"Ô�áWÖW×+ìlÔ�á}Ó�Ô�Ð­×�Ü�ÖW×�Ò�Ó�Ô9Ó"å�Ø�á · Ø
Ô%Ú
å õ�ÏW×�Ò�Ñ­Þ Ô�áWÑ�ìlÔ�Ü'×�Ö · Ö�Ô�ÖW× ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×�Ú.Ô�Õ�ÏZY�á�Ô�Ñ@Ø�Ñ­Õ�Õ�× Ø�Ñ­Ü1ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×�5­ã�ü-×�Ò�Ó�Ô
Ò�×�î
ï�ÑCÔlÛWÕ"×�Ò"×�á�Ó�Ô�Ü'Ñ­Ò�Ú�Ô�Û�×�á�Ô�Ò+Û�Ô�Õ"Ô ·�ß ÏWÒ�Ó"Õ"Ô�î
ï�ÑWÚ­Ô ß Ð­ÏWáWÒ.Ô�Ò�Û{×�Ø�Ó"Ñ­ÒBÖW×�Ò�Ó�Ô`Ó"×�Ñ­Õ · Ô%Ú­áWÑ­Ò.Õ�×�Ò�Ó"Õ · áWÐ · áWÖWÑ
ó�Ô�Û ß�· Ø
Ô�î
ï�Ñ�Ö�Ô�Ü'×�Ò�Ü Ô�Ô�Ñ�ÛWÕ�Ñ@Ø�×�Ò"Ò�Ñ ÖW×�Õ · Ò�Ø�Ñ�Ò�×�Ü · á�ì­×�Ò�Ó · Ü'×�á}Ó"Ñ�×�Ü Ó"×�Ü'Û{Ñ�Ö · Ò�Ø�Õ�×�Ó"ÑWã�ú:Ô�Õ"Ô
Ü Ô · Ñ�Õ�×�Ò9ÖW×�Ó�Ô ß ÝW×�Ò)Ò�Ñ­ÞWÕ�×CÔ�Ó"å�Ø�á · Ø
Ô�ÖW×£Ü�ÏWÖ�Ô�áWî
Ô4ÖW×£Ü'×�Ö · Ö�Ô�ì­×Oâ�Ô�í`Ò�Ü�ÏWÒ�Ò�×�á ø 5"T[TwD­ù?ã

4 T



i ºÙ/Pº»
 %�ô�Û»¾»÷[Ä¼È[ÉZ��Ä��O� ���#ä¿�3ÛÅ����Ä¼¾»�Q�C¾»��ô�ÛÅ�3�
ê@×Oâ�Ô

(Ω,F , P )
×�Ò�Û�Ô�î�Ñ ÖW×�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×�ã ê@ÏWÛ{Ñ­Ü'Ñ­Ò'õ�ÏW× Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò

X1, X2, ...
Ô

Ò�×�Õ�×�Ü Û�Ô�Ð}Ô�Ò Ò"ï�Ñ · áWÖW×�Û{×�áWÖW×�á}Ó"×�Ò6× · ÖW×�á}Ó · Ø
Ô�Ü'×�á}Ó"×�Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏZY�Ö�Ô�Ò�Ú�Ñ­áWÖW×
Xn
Õ�×�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô Ô

· áWÖW×�á ·�à Ô�î
ïlÑ�Ô�Ð­Õ�×�Ð}Ô�Ö�Ô8áWÑ�á@þZå�Ò · Ü'Ñ8Û{×�ÕgY�Ñ�ÖWÑ
(n − 1, n]

ã�p:Ô�Ü�Þ�å�Ü1Ô�Ò�Ò�ÏWÜ · Ü'Ñ­Ò¤õ�ÏW×
Xn

Ó"Ñ­Ü Ô
ìlÔ ß Ñ­Õ�×�Ò�×�Ü

N
×�õ�ÏW×�ÑUÛWÕgb�Ü · ÑUÔ�Ò�×�Õ�Õ�×�Ø�×�Þ · ÖWÑc×�ÜoØ
Ô�Ö�Ô�Û{×�ÕgY�Ñ�ÖWÑUå8Ø�Ñ­áWÒ�Ó�Ô�á�Ó"×�× · Ð­Ï�Ô ß Ô�5­ã

ê@ÏWÛ�Ñ­Ü'Ñ­Ò9Ó�Ô�Ü4Þ�å�Ü!õ�ÏW×�Ô�Õ�×�Ò�×�Õ�ìlÔ · á · Ø · Ô ß å · Ð­Ï�Ô ß Ô
u ∈ N

ãmÙ`×�Ò�Ó�Ô�æçÑ­Õ�Ü Ô%ÚWÑ'ÛWÕ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�Ñ�ÖW×£Õ · Ò�Ø�Ñ
Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�á}Ó"×£å¤Ö�Ô�ÖWÑ'Û{Ñ­Õ

Rn = u+ n−
n
∑

j=1

Xj.
ø»cw:­ù

Ù`×	7�á · Ü'Ñ­Ò¹Ó�Ô�Ü�Þ{å�Ü

Sn =
n
∑

j=1

Xj − n =
n
∑

j=1

(Xj − 1) =
n
∑

j=1

Yj,
ø»c 4 ù

Ñ­áWÖW×
Y1, Y2, ...

Ò"ï�ÑcìlÔ�Õ · ë�ì­× · Ò Ô ß ×
ÔlÓ"é­Õ · Ô�Ò · áWÖW×�Û{×�áWÖW×�á}Ó"×�Ò�× · ÖW×�á}Ó · Ø
Ô�Ü'×�á}Ó"×�Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏZY�Ö�Ô�Ò'Ø�Ñ­Ü
Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ

F
×
E(Y ) < 0

ãõp3×�Ü'Ñ­Ò)õ�ÏW×

Rn < 0 ⇐⇒ Sn > u
ø»cdB�ù

ú3× ß Ô�ý]× · ÖWÑ­Ò`è¤Õ"Ô�áWÖW×£ü-ðWÜ'×�Õ�Ñ­Ò�Ú

Sn
n
→ E(Y ) < 0

õ�Ï�Ô�Ò�×CØ�×�Õ�Ó�Ô�Ü'×�á}Ó"×
,

ø»cwD­ù

×¤Û{Ñ­Õ�Ó�Ô�á}Ó�Ñ

lim
n→∞

Sn = −∞,
õ�Ï�Ô�Ò�×CØ�×�Õ�Ó�Ô�Ü'×�á}Ó"×�ã ø»c­ñ­ù

ê@×Oâ�Ô
MY (s)

Ô4æçÏWáWî
ï�Ñ�Ð­×�Õ�ÔlÖWÑ­Õ"Ô'ÖW×	Ü'Ñ­Ü'×�á}Ó"Ñ­Ò)ÖW×
Y
Ô
ì�Ô ß�· Ô�Ö�Ô4×�Ü

s
ã)ú:Ñ�ÖW×?þZÒ�×�ÛWÕ�Ñ�ìlÔ�Õ-õ�ÏW×�ÚjÒ�×

∃ γ Ó�Ô ß õ�ÏW× MY (γ) = 1
Ú�×�á}Ó�ï�Ñ

Zn = eγSn = eγ 1 n
j=1

Yj , n ≥ 1,
ø»cwE­ù

å8ÏWÜoú:þZÜ Ô�Õ�Ó · áWÐ}Ô ß Ô Ó"×�Ü'Û�ÑUÖ · Ò�Ø�Õ�×�Ó"Ñ�×�ÜoÕ�× ß Ô�î
ï�Ñ�óy7 ß Ó"Õ"Ô�î
ï�Ñ FY
n = σ(Y1, Y2, ..., Yn)

ÚmØ�Ñ­Ü

E(Zn) = 1
ãRÙ`×�Ò�Ó�Ô4æçÑ­Õ�Ü Ô%Ú%Û{Ñ@ÖW×�Ü'Ñ�Ò)ÖW×	7�á · Õ)ÏWÜ'Ô4ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×

P̃n
Ó�Ô ß õ�ÏW×

P̃n(A) =

∫

A

Zn(ω) dPn(ω),
ø¥cdc}ù

Ñ­áWÖW×
A ∈ FY

n

×
Pn = P/FY

n

ã�ê@×
P̃n � Pn

Ú ∀n Ú3Û{Ñ�ÖW×?þZÒ�× ÛWÕ�Ñ�ìlÔ�Õ�Ú:Ï%Ó ·�ß�·�à Ô�áWÖWÑ8Ñ8Ó"×�Ñ­Õ�×�Ü Ô8ÖW×
�-Ô�ÖWÑ­á@þOü · ª�Ñ@Öx­@Ü�Ú%õ�ÏW×

Zn(ω) = dP̃
dP

(ω)
ã

B f



ö-Ò"Ô�áWÖWÑ'Ñ�p3×�Ñ­Õ�×�Ü Ô�Ö�Ô'Î�n@Ó"×�áWÒ"ï�Ñ ÖW×�Ø`Ñ ß Ü'Ñ�Ð­Ñ­Õ�Ñ�ì{Ú ∃ P̃ Ò�Ñ­ÞWÕ�× (Ω,F)
Ó�Ô ß õ�ÏW×

P̃/FY
n

= P̃n
×

P̃ (A) =

∫

A

Zn(ω) dP (ω),
ø»c[T}ù

Ñ­áWÖW×
A ∈ FY

n ∀ n ∈ N
ã�ê@Ñ­Þ Ô8áWÑ�ìlÔ�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×

P̃
Ú:Û�Ñ@ÖW×?þZÒ�× Ü'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô�Õ£õ�ÏW× Ô�ÒCìlÔ�Õ · ë
ì}× · Ò

Ô ß ×
ÔlÓ"é­Õ · Ô�Ò
(Y1, Y2, ...)

Ò"ï�Ñ · áWÖW×�Û{×�áWÖW×�á�Ó"×�Ò�× · ÖW×�á}Ó · Ø
Ô�Ü'×�á�Ó"×�Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏZY�Ö�Ô�Ò�Ø�Ñ­Ü Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ
F̃ (w) = Fγ(w)

ãM>mÑ­Ü'Ñ
MY (γ) = 1

Ú�Ô4Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ4ÖW×
Yj
å£Ö�Ô�Ö�Ô4Û{Ñ­Õ

Fγ(w) =

∫ w

−∞
eγy dF (y).

ø»T f ù

ê@×Oâ�Ô
Ẽ
Ô4×�Ò�Û{×�Õ"Ô�áWî
Ô'Ø�Ñ�Ü!Õ�×�Ò�Û{× · Ó"Ñ Ô

P̃
ãRÎ+á}Ó�ï�Ñ

Ẽ(Y ) =

∫ ∞

0

yeγydF (y) = M ′
Y (γ).

ø»Tx5�ù

ú3Ñ­Õ�å�Ü�Ú
M ′

Y (γ) > 0
×£Û{Ñ­Õ�Ó�Ô�á}Ó"Ñ

Ẽ(Y ) > 0
ãRý]Ñ­Ð­ÑWÚWÛ�× ß Ô�ý]× · ÖWÑ­Ò`è¤Õ"Ô�áWÖW×�Ò-ü-ðWÜ'×�Õ�Ñ­Ò

Sn
n
→ Ẽ(Y ) > 0 P̃ q.c.⇒ Sn →∞ P̃ q.c.,

ø»Tw:­ù

×CÑ�Ó"×�Ü'Û�Ñ ÖW×CÛ�Ô�Õ"Ô�Ö�Ô
τ(u) = inf{n : Sn > u} å,7�á · Ó"Ñ�Ø�Ñ­Ü P̃

þZÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß Ö�Ô�ÖW×S5­ã¹í ß å�Ü!Ö · Ò�Ò�ÑWÚ
Ó"×�Ü'Ñ­Ò9õ�ÏW×

Z̃n = dP
dP̃

= exp(−γSn)
å£ÏWÜ

P̃
þZÜ Ô�Õ�Ó · áWÐ}Ô ß Ø�Ñ­Ü!Õ�× ß Ô�î
ï�Ñ'Ô FY

n

×

P (A) =

∫

A

Z̃n(ω) dP̃ (ω), A ∈ F Y
n .

ø»T 4 ù

ö-Ü Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ · Ü'Û{Ñ­Õ�Ó�Ôlá�Ó"× �)Ñ ß Ògª · ×�Ñ­Ï%Ó"Õ�Ñ­Ò ø 5"T[T[c%Ú�p3×�Ñ­Õ�×�Ü Ô¦T%ã=:@ã 4 ù ×�Ò�Ó�Ô�Þ{× ß ×�Ø�×�õ�ÏW×�Ò�×
A ⊂ {τ(u) <∞} × A ∈ FY

τ(u)

ÚW×�á�Ó�ï�Ñ

P (A) =

∫

A

exp(−γ
τ(u)
∑

j=1

Yj)dP̃ .
ø»TdB�ù

ú3Ñ­Õ�Ó�Ô�á�Ó"ÑWÚ�Þ�Ô�Ò�Ó�Ô'Ø�Ñ­áWÒ · ÖW×�Õ"Ô�Õ
A = {τ(u) < ∞} Û�Ô�Õ"Ô'Ñ­Þ%Ó"×�Õ�Ü'Ñ­Ò`Ô'ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×¤ÖW×	Õ�ÏZY�á�Ô

×�Ü�Ó"×�Ü'Û�Ñ · áx7�á · Ó"Ñ
ψ(u)
ÚWÑ­Ï�Ò�×Oâ�Ô%Ú

ψ(u) = Ẽ(Z̃τ(u)).
ø»TwD­ù

`Ãõ�ÏW×¤Ò�×¤ævÔ à á�Ô�ÛWÕ"ëlÓ · Ø
Ô�å¤Õ�×
Ô ß�·�à Ô�Õ
m
Õ�×�Û ß�· Ø
Ô�î�8@×�Ò¹ÖW×

Sn
Ú%Ó"Ñ­Ü Ô�áWÖWÑ4Ñ�Ø�Ï · Ö�Ô�ÖWÑ4ÖW×¤Ò · Ü�Ï ß Ô�Õ

Yn
Ø�Ñ­ÜVÖ · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ

Fγ
Ú�Û�Ô�Õ"Ô�áWÖWÑCØ
Ô�Ö�Ô£ÏWÜ'Ô¤ÖW× ß Ô�ÒBáWÑ · áWÒ�Ó�Ô�á}Ó"×

τk
Ú
k = 1, 2, ...,m

ã+÷�× · Ó"Ñ · Ò�Ò�ÑWÚ
Ø
Ô ß Ø�Ï ß Ô�Ü�Ñ­Ò9Ô�Ü'å�Ö · Ô�Ô�Õ · Ó"Ü'å�Ó · Ø
Ô

ψ(u) =

m
∑

k=1

e−γSτk

m
.

ø»T­ñ}ù
BZ5



`2Ò£ÖW×�Ó�Ô ß ÝW×�Ò£ÖW×�Ò�Ó�Ô�Ó"å�Ø�á · Ø
Ô%Ú3õ�Ï�Ô�áWÖWÑ�Ô�Û ß�· Ø
Ô�Ö�Ô�Ô�ÛWÕ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�Ñ­ÒCÖW×'Õ · Ò�Ø�Ñ8Ø�Ñ­á}ÓAY�á@ÏWÑ­Ò¤×�Ø�Ñ­Ü · á@þ
ì­×�Ò�Ó · Ü'×�á}Ó"ÑWÚjÒ"ï�Ñ�Ü Ô · Ò-Ø�Ñ­Ü'Û ß�· Ø
Ô�ÖWÑ­Ò-×	ìlï�Ñ8Ô ß å�Ü;ÖWÑ�×�Ò�Ø�Ñ­Û{Ñ�ÖW×�Ò�Ó�Ô�Ö · Ò�Ò�×�Õ�Ó�Ô�î
ï�Ñ%ã£Ù`×�Ò�Ó�Ô�æçÑ­Õ�Ü Ô@Ú
Ï%Ó ·�ß�·�à Ô�Õ�×�Ü'Ñ�Ò2Ô ß Ð­ÏWáWÒ2Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò�ÚIÑ­Ü · Ó · áWÖWÑ�Ô�ÖW×�Ü'Ñ­áWÒ�Ó"Õ"Ô�î
ï�Ñ�ÖWÑ­Ò¤Ü'×�Ò�Ü'Ñ­Ò�ãCÎ+Ü½í`Ò�Ü4ÏWÒ�Ò�×�á�¨
ü · × ß Ò�×�á ø 5"T[TwD­ù?Ú�Ñ�Ô�Ï%Ó"Ñ­ÕRÏ%Ó ·�ß�·�à Ô¤×�Ò�Ó�ÔCÓ"å�Ø�á · Ø
Ô	Û�Ô�Õ"ÔCÑ­Þ%Ó"×�Õ¹ÔCÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×)ÖW×`Õ�ÏZY�á�ÔC×�Ü Ó"×�Ü'Û{Ñ
· áx7�á · Ó"Ñ4Û�Ô�Õ"Ô4ÏWÜ!ÛWÕ�Ñ�Ø�×�Ò�Ò�Ñ ÖW×£Õ · Ò�Ø�Ñ�Ø�Ñ­Ü!ÛWÕgb�Ü · Ñ4ÖW×�Û{×�áWÖW×�áWÖWÑ Ö�Ô�Õ�×�Ò�×�Õ�ìlÔ ÔlÓ"Ï�Ô ß ã
ü`Ô2ÛWÕ�éCn · Ü Ô`Ò�×�î
ï�ÑWÚ}Ü'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô�Ü'Ñ­Ò:õ�ÏW×9Ø�×�Õ�Ó"Ñ¤ÛWÕ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�Ñ£ÖW×9Õ · Ò�Ø�Ñ2Ò�×�Ü · á�ì­×�Ò�Ó · Ü'×�á}Ó"Ñ2×9Ø�Ñ­ÜÃÓ�Ô;nWÔ

ÖW×�ÛWÕgb�Ü · Ñ�ÖW×�Û{×�áWÖW×�áWÖWÑ�Ö�Ô�Õ�×�Ò�×�Õ�ìlÔ�å4×�õ�Ï · ìlÔ ß ×�á�Ó"×4Ô�Ñ�ÛWÕ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�Ñ8ÖW×�Õ · Ò�Ø�Ñ�Ø�Ñ­Ü · á}ì}×�Ò�Ó · Ü'×�á}Ó"Ñ�×
Ø�Ñ­Ü Ó�Ô;nWÔ�ÖW×�ÛWÕgb�Ü · Ñ�Ø�Ñ­áWÒ�Ó�Ô�á}Ó"×�áWÑ�Ó"×�Ü'Û{ÑWÚm×�×�Ü Ò�×�Ð­Ï · Ö�Ô�Ö · Ò�Ø�Ï%Ó · Ü'Ñ­Ò�Ô ß Ð­ÏWáWÒ'Ô�Ò�Û{×�Ø�Ó"Ñ­Ò ÖW×
í`Ò�Ü�ÏWÒ�Ò�×�á|¨ ü · × ß Ò�×�ácø 5"T[TwD­ù?ã

i ºÙ/PºÙ� 0 Â �#÷[�3�C����÷[��� ¾»À�½��3�	Á;¾»���3À�Á"��ä¿�wÁ"� Â ��¾»À��Å�	Á;¾Å÷[�¡�|ô Â �#÷[�3�C����÷[���
ô Â �3��¾Å��ä¿�rôõ�3ÀOä¿�3ÀOä¿��ä¿Ä Â �3�C� Â ½ZÄ

>mÑ­áWÒ · ÖW×�Õ�×CÑ�Ò�×�Ð­Ï · á}Ó"×£ÛWÕ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�Ñ'ÖW×CÕ · Ò�Ø�Ñ�Ø�Ñ­Ü!ÛWÕgb�Ü · Ñ�ÖW×�Û�×�áWÖW×�áWÖ�Ñ Ö�Ô4Õ�×�Ò�×�Õ�ì�Ô'ÔlÓ"Ï�Ô ß æ

Ut = u+

∫ t

0

(p+ δUs) ds−
Nt
∑

i=1

Xi,
ø»TwE­ù

Ñ­áWÖW×�ÚIØ�Ñ­Ü'Ñ�Ô�á}Ó"×�Õ · Ñ­Õ�Ü'×�á}Ó"×�Ú
u
å4Ô�Õ�×�Ò�×�Õ�ì�Ô · á · Ø · Ô ß Ú

p > λµ
å4Ñ�ÛWÕgb�Ü · Ñ�ÛWÏWÕ�ÑWÚjØ
Ô ß Ø�Ï ß Ô�ÖWÑ�Ø�Ñ­Ü

Þ�Ô�Ò�×`×�Ü�ÏWÜ�Ø�Ñ@×	7�Ø · ×�á}Ó"×2ÖW×`Ò�×�Ð­ÏWÕ"Ô�áWî
Ô
θ > 0
Ú
δ
å`ÏWÜ ÔCØ�Ñ­áWÒ�Ó�Ô�á�Ó"×`Û{Ñ­Ò · Ó · ìlÔ%Ú

Nt
å`ÏWÜ�ÛWÕ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�Ñ

ÖW×Cú3Ñ · Ò�Ò�Ñ­á�Ø�Ñ­Ü Ó?Ô"nWÔ
λ
×
Xi

Ò"ï�Ñ'Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò�ãRê@×�áWÖWÑ Ô�Ò�Ò · Ü�Ú%Ó"×�Ü'Ñ­Ò9õ�ÏW×

dUt = (p+ δUt) dt− d

(

Nt
∑

i=1

Xi

)

⇒ e−δtdUt − e−δtδUtdt = pe−δtdt− e−δtd

(

Nt
∑

i=1

Xi

)

⇒ d(e−δtUt) = ce−δsds− e−δsd

(

Nt
∑

i=1

Xi

)

⇒ e−δtUt = u+ p

(

1− e−δt

δ

)

−
∫ t

0

e−δs d

(

Nt
∑

i=1

Xi

)

.
ø»T[c}ù

ú3Ñ­Õ�Ó�Ô�á}Ó"ÑWÚ�ø»TwE­ùm× ø 5 4 ùmÒ"ï�Ñ'×�õ�Ï · ìlÔ ß ×�á}Ó"×�Ò�ã

i ºÙ/PºÙ/ J-�P�wÆÇ÷w¾Å�3À�Á"�|ä¿�|'M�OÀOä ñ � Â Ú�ÛÅ�#÷[Ä¼Û
Î+Ü�í`Ò�Ü4ÏWÒ�Ò�×�á ¨�ü · × ß Ò�×�áÅø´5CT[TwD­ù?Ú)Ñ­Ò8Ô�Ï%Ó"Ñ­Õ�×�Ò�Ø�Ñ­áWÒ · ÖW×�Õ"Ô�Ü�ÏWÜ�ÛWÕ�Ñ�Ø�×�Ò�Ò�ÑsÖW× Õ · Ò�Ø�Ñ Ø�Ñ­Ü

Õ�×�Ò�×�Õ�ìlÔ · á · Ø · Ô ß
u
ã�`�ÛWÕ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�Ñ {Nt, t ≥ 0} Ö�Ô�Ò	Ø�ÝW×�Ð}Ô�Ö�Ô�Ò�Ö�Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò	å�ú3Ñ · Ò�Ò�Ñ­ácØ�Ñ­Ü

Ó�Ô;nWÔ
λ
×2Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8�×�Ò¹Ò"ï�Ñ · áWÖW×�Û{×�áWÖW×�á}Ó"×�Ò9× · ÖW×�á}Ó · Ø
Ô�Ü'×�á}Ó"×`Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏZY�Ö�Ô�ÒRØ�Ñ­Ü Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ

Br:



F
× · áWÖW×�Û{×�áWÖW×�á}Ó"×`ÖW× {Nt, t ≥ 0} ã.í`Ò�Ò�ÏWÜ'×?þZÒ�×)Ó�Ô�Ü4Þ�å�Ü õ�ÏW×-ÑCÛWÕgb�Ü · Ñ p(r) ÖW×�Û�×�áWÖW×2Ö�ÔCÔlÓ"Ï�Ô ß
Õ�×�Ò�×�Õ�ìlÔ ÖW× æçÑ­Õ�Ü Ô�õ�ÏW×�Ñ�ÛWÕgb�Ü · Ñ�å

p(w)
õ�Ï�Ô�áWÖWÑ

Ut = w
ã Î+á�Ó�ï�ÑWÚ.Ò�×

ru(t)
å�Ô�Ò�Ñ ß ÏWî
ï�Ñ�Ö�Ô

×�õ�Ï�Ô�î
ï�Ñ'Ö · æç×�Õ�×�áWØ · Ô ß Ñ­Õ�Ö · á�ë�Õ · Ô

d

dt
ru(t) = p(ru(t)), ru(0) = u,

ø»T[T}ù

×
Tn
å£Ñ · áWÒ�Ó�Ô�á�Ó"×¤ÖW×£Ø�ÝW×�Ð}Ô�Ö�Ô�Ö�Ô�á@þZå�Ò · Ü Ô · áWÖW×�á ·�à Ô�î
ï�ÑWÚ

T0 = 0
Ú%Ó�×�Ü4þZÒ�×

UTn+t = rUTn
(t), 0 ≤ t < Tn+1 − Tn UTn+1

= UT
n+1−

−Xn+1.
ø 5 f[f ù

ü-ÑCØ
Ô�Ò�Ñ	Ø ß ë�Ò�Ò · Ø�ÑWÚ�áWÑ	õ�Ï�Ô ß
p(r) = p∗

å`Ø�Ñ­áWÒ�Ó�Ô�á}Ó"×�Ú@ÏWÜ Ô¤æç×�Õ�Õ"Ô�Ü'×�á�Ó�Ô · Ü'Û�Ñ­Õ�Ó�Ô�á�Ó"×9Û�Ô�Õ"Ô£Ò�×`Ñ­Þ%Ó"×�Õ
Ô�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×�ÖW×4Õ�ÏZY�á�Ô

ψ∗(u)
å4Ñ8Ø�Ñ@×	7�Ø · ×�á}Ó"×�ÖW×�ý]ÏWáWÖWÞ{×�Õ�Ð

γ∗
Ú]ÖW×	7�á · ÖWÑ�Ø�Ñ­Ü'Ñ8Ô�Ò�Ñ ß ÏWî
ï�Ñ

Û�Ñ­Ò · Ó · ì�Ô�Ö�Ô�×�õ�Ï�Ô�î
ï�Ñ

λ(MX(γ∗)− 1)− γ∗p∗ = 0,
ø 5 f 5�ù

Ñ­áWÖW×
MX(s) =

∫∞
0
esxdF (x)

ã
ú:Ô�Õ"Ô�Ñ�Ø
Ô�Ò�Ñ ×�ÜËõ�ÏW×�Ñ�ÛWÕgb�Ü · Ñ�ÖW×�Û{×�áWÖW×�Ö�Ô�Õ�×�Ò�×�Õ�ìlÔ%ÚBÑ õ�ÏW×�Ò�×�ævÔ à å�Ò�ÏWÞWÒ�Ó · Ó"Ï · Õ

γ∗
Û{× ß Ô

æçÏWáWî
ï�Ñ
γ(w)
Ö�Ô�Õ�×�Ò�×�Õ�ìlÔ

w
Ú:Ñ­áWÖW×'Û�Ô�Õ"Ô�ÏWÜ

w
7xn%ÑWÚ

γ(w)
å'ÖW×	7�á · ÖWÑ�Ø�Ñ­Ü'Ñ�Ñ�Ø�Ñ@×	7�Ø · ×�á}Ó"× ÖW×

ý]ÏWáWÖWÞ�×�Õ�Ð ÖWÑ�Ü'Ñ@ÖW× ß Ñ4Ø ß ë�Ò�Ò · Ø�Ñ�Ø�Ñ�Ü
p∗ = p(w)

Ú · Ò�Ó"Ñ4å�Ú�Ø�Ñ­Ü'Ñ'Ô4Ò�Ñ ß ÏWî
ï�Ñ�Ö�Ô4×�õ�Ï�Ô�î
ï�Ñ

λ(B̂(γ(w))− 1)− γ(w)p(w) = 0.
ø 5 f :­ù

ûZá}Ó"Ï · Ó · ì�Ô�Ü'×�á}Ó"×�Ú£Ô · ÖWå · ÔKåcÖW× õ�ÏW×cÑdÜ'Ñ@ÖW× ß ÑsØ ß ë�Ò�Ò · Ø�Ñ6Ø�Ñ­Ü
p∗ = p(w)

Ò�×�Õ�ì­× Ø�Ñ­Ü'Ñ6ÏWÜ Ô
Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ ß Ñ�Ø
Ô ß Û�Ô�Õ"Ô4Ñ�Ü'Ñ@ÖW× ß Ñ�ø 5 f[f ùmõ�Ï�Ô�áWÖWÑ Ô4Õ�×�Ò�×�Õ�ì�Ô�×�Ò�Ó�ë�ÛWÕ�é"n · Ü'Ô4ÖW×

w
ã

��,#�3��ô�ÛÅ� i ºÙ/Pº»
 µ������lx%�W|�~����
F
�4�gÒ����lxj��xj��wv|�³����l�!�¡|CÒ�|

α
§ Î ��� ���	~����

MX(γ∗) =

∫ ∞

0

eγ
∗xdF (x) =

α

α− γ∗
.

ßmx��¡¥��
λ(MX(γ∗)− 1)− γ∗p∗ = 0 ⇒ γ∗ = α− λ

p
.

"��"¶���¢
γ(w) = α− λ

p(w)
.

ø 5 f[4 ù
Î+Ü!í`Ò�Ü�ÏWÒ�Ò�×�á|¨ ü · × ß Ò�×�á ø 5"T[TwD­ùRÑ­Ò-Ô�Ï%Ó"Ñ­Õ�×�Ò9Ó�Ô�Ü�Þ{å�Ü�ÛWÕ�Ñ�ì�Ô�Ü!õ�ÏW×

Mt = exp

{

−
∫ t

0

γ(Us)p(Us)ds+
Nt
∑

i=1

γ(UTi−)Xi

}

ø 5 f B�ù

B 4



å�ÏWÜ Ü Ô�Õ�Ó · áWÐ}Ô ß Ú)Ó�Ô ß õ�ÏW×Uå�Û{Ñ­Ò�ÒgY�ì­× ß ÖW×o7�á · Õ8ÏWÜ Ô áWÑ�ì�ÔKÜ'×�Ö · Ö�Ô ÖW×�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×
P̃
Û�Ñ­Õ

P̃ (A) = E[MT ;A]
Ú
A ∈ FT

ÚmÑ�áWÖW× FT = σ(Ut : 0 ≤ t ≤ T )
ã6ê@Ñ­ÞsÔ�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×

P̃
Ú

{Ut}
å�ÏWÜ5ÛWÕ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�Ñ�ÖW×�Õ · Ò�Ø�Ñ8Ø�Ñ­Ü5Ñ8Ü'×�Ò�Ü'Ñ8ÛWÕgb�Ü · Ñ�Û�øçÕ�ù?Ú]Û{Ñ­Õ�å�Ü5Ñ8ÛWÕ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�Ñ�Ö�Ô�Ò£Ø�ÝW×�Ð}Ô�Ö�Ô�Ò

{Nt, t ≥ 0} å`ú3Ñ · Ò�Ò�Ñ­á�á�ï�Ñ	ÝWÑ­Ü'Ñ­Ð[b�áW×�Ñ	Ø�Ñ­ÜVÓ�Ô;nWÔCÖW×`Ø?ÝW×�Ð}ÔlÖ�Ô λw ÖW×�Û{×�áWÖW×�áWÖWÑ4ÖWÑ	ìlÔ ß Ñ­ÕRÔlÓ"Ï�Ô ß
Ö�Ô4Õ�×�Ò�×�Õ�ì�Ô

Ut = w
ÚWÑ­Ò9Ó"×�Ü'Û{Ñ­Ò9×�á�Ó"Õ�×CÔ�Ò)Ø�ÝW×�Ð}Ô�Ö�Ô�Ò

Tj − Tj−1 = π
Ò"ï�Ñ�Ó�Ô · Ò¹õ�ÏW×

π ∼ fπ(t) = λrw(t) exp

{

−
∫ t

0

λrw(v)dv

}

,
ø 5 f D­ù

Ñ­áWÖW×

λx = λMX(γ(x)).

í`Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8�×�Ò
X
Ò"ï�Ñ�Ó�Ô · Ò9õ�ÏW×

X|τ = t ∼ Frw(t)

Ö�Ô�Ö�Ô�Û{Ñ�Õ

Frw(dy) =
eγ(w)y

MX(γ(w))
· F (dy).

ø 5 f ñ­ù

ê@×
τ(u) = inf{t ≥ 0 : Ut ≤ 0} Ú)Ñ­Ò�Ô�Ï%Ó"Ñ­Õ�×�Ò�Ü'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô�Üo×�Ü í`Ò�Ü4ÏWÒ�Ò�×�á ¨1ü · × ß Ò�×�áÃø 5"T[TwD@Ú

Ø�Ñ­Õ�Ñ ß ë�Õ · Ñ�:­ùmõ�ÏW×
P̃ (τ(u) <∞) = 1

×
ψ(u) = Ẽ(M−1

τ(u))
ã

í Ø�Ñ­áWÒ�×�õ�ÏZb�áWØ · Ô9ÖW×�Ò�Ó�×BÕ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ9×�Ü�Ò · Ü�Ï ß Ô�î
ï�Ñ¹å+õ�ÏW×BÛ{Ñ�ÖW×�Ü'Ñ­Ò]Ò · Ü4Ï ß Ô�Õ{Ñ)ÛWÕ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�Ñ-ÖW×BÕ · Ò�Ø�Ñ
Ï%Ó ·�ß�·�à Ô�áWÖWÑ

λw
×
Fw
Ø�Ñ­Ü'Ñ2Ñ­Ò:Û�Ô�ÕA��Ü'×�Ó"Õ�Ñ`Þ�ë�Ò · Ø�Ñ­Ò�ã+ê@×�áWÖWÑ£Ô�Ò�Ò · Ü�Ú­Ô`Õ�ÏZY�á�Ô-Ñ@Ø�Ñ­Õ�Õ�×m×�ì­×�á}Ó"Ï�Ô ß Ü'×�á�Ó"×

×
M−1

τ(u)

å£á�ï�Ñlþ¡ì · Ø · Ô�ÖWÑ4Û�Ô�Õ"Ô
ψ(u)
ã

B[B



2 ¾¿Á Í&� � Ê »½À�Ì¿Í,È(�5Æ&% ¾¿Ä�Â Ì¿Í

ü-×�Ò�Ó"×9Ø
Ô�ÛZY�Ó"Ï ß Ñ¤Ô�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô�Ü'Ñ­Ò.Ñ­Ò.Õ"×�Ò"Ï ß Ó?ÔlÖWÑ­Ò+Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ­Ò:Û�Ô�Õ"Ô2Ô2Ò�Ñ ß ÏWî
ï�Ñ2á@ÏWÜ'å�Õ · Ø
Ô`Ö�Ô2×�õ�Ï�Ô�î
ï�Ñ
ø 4 ñ}ù?ÚIÔ�Ò�Ò · Ü=Ø�Ñ­Ü'Ñ�Ñ­Ò¤Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò2Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ­Ò2Û�× ß Ô�Ò · Ü�Ï ß Ô�î
ï�Ñ ÖWÑ�Ü'Ñ@ÖW× ß Ñ�ø 5CB�ù?Ú]Ôa7�Ü½ÖW×�ì­×�Õ · 7�Ø
Ô�Õ
Ô'ì�Ô ß�· Ö�Ô�ÖW×	Ö�Ô�Ô�ÛWÕ�Ñ"n · Ü Ô�î
ï�Ñ Ö�Ô�ÛWÕ�Ñ­Þ�ÔlÞ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×CÖW×4Õ�ÏZY�á�Ô ×�Ü;Ó"×�Ü'Û{Ñ&7�á · Ó"Ñ�× · áx7�á · Ó"Ñ�õ�Ï�Ô�áWÖWÑ
Ï%Ó ·�ß�·�à Ô�Ü�Ñ­Ò-ÛWÕ�Ñ�Ø�×�Ò�Ò�Ñ­Ò¤ÖW×	Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ�Û�Ô�Õ"Ô'ÖW×�Ò�Ø�Õ�×�ì}×�Õ£Ô'×�ì}Ñ ß ÏWî
ï�Ñ Ö�Ô Õ�×�Ò�×�Õ�ì�Ô�ÖW×	ÏWÜ Ô Ø�Ñ­Ü'Û�Ô�áWÝ · Ô
ÖW×£Ò�×�Ð­ÏWÕ�Ñ­Ò�ã

3²±´³ þ HWEõ¹2Põ¹2LONOLO_`PB_`G _`G HWh��O\`P�G�Q ^%G�Q4�	EH¶2\`L¡^%E
í�7�Ü�ÖW×2ì­×�Õ · 7�Ø
Ô�Õ)Ô	ìlÔ ß�· Ö�Ô�ÖW×`Ö�Ô�Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ	Û{Ñ­Õ¹Ö · æçÏWÒ"ï�ÑWÚ%áW×�Ò�Ó�Ô4Ò�×�î
ï�Ñ'Ô�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô�Ü'Ñ­Ò9Ñ­Ò

Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò-Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ­Ò-Û�Ô�Õ"Ô Ô'Ò�Ñ ß ÏWî
ï�Ñ'á@ÏWÜ'å�Õ · Ø
Ô�Ö�Ô'×�õ�Ï�Ô�î
ï�Ñ�ø 4 ñ}ù9×CÑ­Ò`Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò-Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ­Ò-Û{× ß Ô
Ò · Ü�Ï ß Ô�î
ï�ÑcÖWÑ Ü'Ñ�ÖW× ß ÑÉø 5CB�ù?Ú)Ï%Ó ·�ß�·�à Ô�áWÖWÑ Ô�Ò�Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î�8@×�Ò�è£Ô�Ü Ô%Ú)Î�n%Û�Ñ­áW×�áWØ · Ô ß ×�ö-á · æçÑ­Õ�Ü'×
Ø�Ñ­Ü'Ñ�Ô�Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ�Ö�Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8�×�Ò�ã'í`Ò£Ó�Ô�Þ{× ß Ô�Ò¤õ�ÏW×'Ò�×�Ð­ÏW×�Ü1Ô�ÛWÕ�×�Ò�×�á�Ó�Ô�Ü Ñ­Ò£Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò
Û�Ô�Õ"Ô�Ô4ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×2ÖW×£Õ�ÏZY�á�Ô4×�Ü�Ó"×�Ü'Û{ÑS7�á · Ó"ÑWÚWÑ­Ï8Ò�×Oâ�Ô%Ú

ψ(u, T ) = P

(

inf
0≤t≤T

Ut ≤ 0|U0 = u

)

,
ø 5 f E­ù

õ�Ï�Ô�áWÖWÑ�Ô�Ó�Ô;nWÔ�ÖW×2â�ÏWÕ�Ñ­Ò
δ
å�ÖW×�Ó"×�Õ�Ü · áZY�Ò�Ó · Ø
Ô%ÚIÑ­Ï�Ò�×Oâ�Ô%Ú�õ�Ï�Ô�áWÖWÑ

σd = 0
ã�ú:Ô�Õ"Ô�Ô�Ò¤Ò · Ü4Ï ß Ôlî�8@×�Ò

Ø�Ñ­áWÒ · ÖW×�Õ"Ô�Ü'Ñ­Ò£Ñ�ÛWÕ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�Ñ�ÖW× Ø�ÝW×�Ð}Ô�Ö�Ô�ú3Ñ · Ò�Ò�Ñ­ácØ�Ñ­Ü Ó�Ô;nWÔ
λ = 1

× Ñ�ÛWÕgb�Ü · Ñ
p = 1.65

ãN`2Ò
Ó�Ô�Ü Ô�áWÝWÑ­ÒRÖWÑ­Ò¹Û�Ô�Ò�Ò�Ñ­Ò

h
×
k
áWÑ�×�Ò�õ�ÏW×�Ü Ô�ÖW×2Ö · æç×�Õ�×�áWî
Ô�Òu7�á · Ó�Ô�Ò¤øvñ­ñ}ù?Ú@Ï%Ó ·�ß�·�à Ô�ÖWÑ	Û�Ô�Õ"Ô	Ñ­Þ%Ó"×�áWî
ï�Ñ

Ö�ÔsÒ�Ñ ß ÏWî
ï�Ñ6á@ÏWÜ'å�Õ · Ø
ÔsÖW×�ø 4 ñ}ù?Ú£Ò"ï�Ñ
1/8
×

1/230
Õ�×�Ò�Û�×�Ø�Ó · ì�Ô�Ü'×�á}Ó"×�ã=í`Ò�Ó�Ô�Þ{× ß Ô�Ò8Ó�Ô�Ü�Þ{å�Ü

Ü'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô�Ü¿Ô�Ó�Ô;nWÔ'ÖW×)â�ÏWÕ�Ñ­Ò
δ
Ø�Ñ­áWÒ · ÖW×�Õ"Ô�Ö�Ô%Ú{Ñ'Ó"×�Ü'Û{Ñ�p Ø�Ñ­áWÒ · ÖW×�Õ"Ô�ÖWÑ Û�Ô�Õ"Ô'Ñ­ÞWÒ�×�Õ�ì�Ô�î
ï�Ñ�ÖWÑ ÛWÕ�Ñlþ

Ø�×�Ò�Ò�ÑWÚ-Ñ­Ò · á}Ó"×�Õ�ì�Ô ß Ñ­Ò ÖW×�Ø�Ñ­áx7�Ô�áWî
Ô Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ­Ò�ÔlÓ"Õ"Ô
ì}å�Ò�Ö�ÔcÒ · Ü�Ï ß Ô�î
ï�ÑcÖWÑ Ü'Ñ@ÖW× ß Ñ�ø 5CB�ù?Ú9Ñ ×�Õ�Õ�Ñ
Õ�× ß ÔlÓ · ì­Ñ

(ER)
×CÑ á�ðWÜ'×�Õ�Ñ ÖW×CÕ�×�Û ß�· Ø
Ô�î�8@×�Ò�ø»�)×�ÛIã ù�ÖW×

Vδ(t)
×�Ü�ø 5CB�ù?ã9ü`Ô�Ò)Ó�Ô�Þ{× ß Ô�Ò�Ú

ψD(u, T )
Ò�×�Õ�×�æç×�Õ�×8ó�Ò�Ñ ß ÏWî
ïlÑ á�ÏWÜ'å�Õ · Ø
Ô�Ö�Ô�×�õ�Ï�Ô�î
ï�Ñ�Ö · æç×�Õ�×�áWØ · Ô ß ø 4 ñ}ù?Ú+Ñ­Ï Ò�×Oâ�Ô%ÚRÔ�Ñ�ìlÔ ß Ñ­Õ	Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ Û�Ô�Õ"Ô
Ô'ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×£ÖW×	Õ�ÏZY�á�Ô'×�Ü¿Ó"×�Ü'Û�Ñ&7�á · Ó�Ñ'õ�Ï�Ô�áWÖWÑ�Ï%Ó ·�ß�·�à Ô�Ü'Ñ­Ò-Ô Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ'Û�Ñ­Õ`Ö · æçÏWÒ"ï�ÑWÚ
ψS(u, T )

å8Ô ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW× ÖW×�Õ�ÏZY�á�Ô�×�ÜËÓ"×�Ü'Û{Ñ|7�á · Ó"Ñ Ñ­Þ%Ó · Ö�Ô�Û�× ß Ô�Ò · Ü4Ï ß Ôlî
ï�Ñ�ÖWÑ�Ü'Ñ�ÖW× ß Ñ
ø 5CB�ù?Ú

ψli(u, T )
×
ψls(u, T )

Ò"ï�Ñ£Ñ�Ò ß�· Ü · Ó"×�Ò · á%æç×�Õ · Ñ­Õ:×9Ò�ÏWÛ{×�Õ · Ñ­Õ.ÖWÑ · á}Ó"×�Õ�ì�Ô ß Ñ2ÖW×9Ø�Ñ­áx7�Ô�áWî
Ô¤Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ
Õ�×�Ò�Û�×�Ø�Ó · ì�Ô�Ü'×�á}Ó"×�Ú+Ù2úÃå'Ñ�ÖW×�Ò�ì · Ñ�Û�Ô�ÖWÕ"ï�Ñ�×��)û¤å Ô�Õ�×�Ò�×�Õ�ìlÔ · á · Ø · Ô ß ã�ú:Ô�Õ"Ô�Ô�Ø�Ñ­áWÒ�Ó"Õ�ÏWî
ï�Ñ�ÖWÑ­Ò
· á}Ó"×�Õ�ì�Ô ß Ñ�Ò9ÖW×£Ø�Ñ­áx7�Ô�áWî
Ô%Ú�Ï%Ó ·�ß�·�à Ô�Ü�Ñ­Ò

α = 0.05
ã

BrD



sPº»
¼º»
 ��ÀOä¿�3ÀO¾65wÄ¼È
�P�3��÷[����äO¾»�	Á Â ¾ ñ �O¾»È[ÉZ��7+Ä¼��Ä
í Ó�Ô�Þ�× ß Ô�5�Ü'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô Ñ­Ò`Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò2Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ­Ò`õ�Ï�Ô�áWÖWÑ8Ô Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ Ö�ÔlÒ · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò

X
å

è£Ô�Ü Ô�ø¥:@ã=:dD@Ú65­ã=D­ùB×
δ = 0.1

ãBú.ÔlÕ�Ô4×�Ò�Ó"×£Ø
Ô�Ò�ÑWÚWÓ"×�Ü'Ñ­Ò)õ�ÏW×

E(X) = 1.5
ø 5 f c­ù

×

V ar(X) =
2.25

(1.5)2
= 1.

ø 5 f T}ù
`2Ò£Û�Ô�ÕA��Ü'×�Ó"Õ�Ñ­Ò¤ÖWÑ�Ü'Ñ@ÖW× ß Ñ�ÖW×'Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ8ÖW×	7�á · ÖWÑ­Ò£×�Ü ø¥:aB�ù`×�ø¥:[D­ù?Ú�Ñ­Ò£õ�Ï�Ô · Ò£Ò�×�Õ"ï�Ñ�Ï%Ó ·�ß�·�à Ô�ÖWÑ­Ò
Û�Ô�Õ"Ô4×�áWØ�Ñ­á}Ó"Õ"Ô�Õ-Ô4Ò�Ñ ß ÏWî
ï�Ñ�á�ÏWÜ'å�Õ · Ø
Ô4ÖW× ø 4 ñ}ù?ÚWÒ"ï�Ñ'Ö�Ô�ÖWÑ�Ò)Û{Ñ­Õ

β = 1.65− 1.5 = 0.15
ø 5[5 f ù

×

σb =
√

1 + 2.25 ' 1.8027.
ø 5[5[5�ù

p:Ô�Þ�× ß Ô�5[æ�ú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×+ÖW×mÕ�ÏZY�á�Ô9×�Ü Ó"×�Ü'Û{Ñ²7�á · Ó"Ñ-õ�Ï�Ô�áWÖWÑ2Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò�ÓAb�Ü Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ
è£Ô�Ü Ô

(2.25, 1.5)
×
δ = 0.1

ÚZ7xnWÔ�áWÖWÑ Î)�£ã

h�ÏWÕ�Ñ­Ò �)û p3×�Ü'Û{Ñ
ψD(u, T ) ψS(u, T ) ψli(u, T ) ψls(u, T )

Î)� �)×�ÛIã
Ï|ö 4 p2ö]5 f f ã 4 D[DdT f ã 4 5;D f f ã=:dcw:dc f ã 4 BrE35 f ã f T[T f c fdf

p2öHD f f ã 4 E[: f f ã 4 :dcwE f ã=:dT­ñx5 f ã 4 ñx5 4 f ã65 f :35 c fdf
δ = 0.1

Ï�ö¦D p2ö]5 f f ã65 4 ñwD f ã65CBr:aB f ã65;:dcwE f ã65;D�ñ f f ã f TwD[E :[D f[f
p2öHD f f ã65;D f[f f ã65CB 4 ñ f ã65;:dT[c f ã65;D[E 4 f ã f T­ñx5 :[D f[f

Ï�ö 5 f p2ö]5 f f ã f[f BrD f ã f 5 4 : f ã f 5[5"c f ã f 5CB}ñ f ã65 f ñ f :[D[D f[f
p2öHD f f ã f[f ñx5 f ã f 5�ñ 4 f ã f 5CBrD f ã f 5"c f f ã65 f E�ñ : f[f[f[f

ú3Ñ@ÖW×�Ü'Ñ­Ò-Ñ­ÞWÒ�×�Õ�ì�Ô�Õ`õ�ÏW×�Ô Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ�Û{Ñ­Õ-Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ åCÜ'× ß ÝWÑ­Õ)õ�Ï�Ô�áWÖWÑ
u = 5
ã-ü-Ñ­Ò-Ø
Ô�Ò�Ñ­Ò

u = 3
×
u = 10

Ô�Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ�á�ï�Ñ�å�×	7�Ø · ×�á}Ó"×�ã�`2ÞWÒ�×�Õ�ìlÔ�þZÒ�×�õ�ÏW×�Ñ­Ò	ìlÔ ß Ñ­Õ�×�Ò�ÖW×
ψD(u, T )

á�ï�Ñ�×�Ò�Ó?ïlÑ�áW×�Ü�Ò�×�õ�ÏW×�Õ�Ø�Ñ­á}Ó · ÖWÑ­Ò�áWÑ · á}Ó"×�Õ�ì�Ô ß Ñ�ÖW×�Ø�Ñ­áx7�Ô�áWî
Ô Ø�Ñ­áWÒ�Ó"Õ�ÏZY�ÖWÑ Ø�Ñ­Ü�Ø�Ñ�×	7�Ø · ×�á}Ó�×�ÖW×
Ø�Ñ­áx7�Ô�áWî
Ô

α = 0.05
ã�Ù`×�ì}×�Ü'Ñ­Ò�Õ�×�Ò�Ò"Ô ß Ó�Ô�ÕCÑ�Þ�Ô · n%Ñ�á�ðWÜ'×�Õ�Ñ�ÖW× Õ�×�Û ß�· Ø
Ô�î�8@×�ÒCáW×�Ø�×�Ò�Ò"ë�Õ · Ô�Ò�Û�Ô�Õ"Ô

ÏWÜ�×�Õ�Õ�Ñ�Õ�× ß ÔlÓ · ì­Ñ
ER ' 0.1

Û�Ô�Õ"Ô	Ñ­ÒmØ
Ô�Ò�Ñ­Ò
u = 3

×
u = 5
ãBü-Ñ	×�á�Ó�Ô�á}Ó"ÑWÚ%Û�Ô�Õ"ÔCÑ�Ø
ÔlÒ"Ñ

u = 10
Ñ

á�ðWÜ'×�Õ�Ñ�ÖW×CÕ�×�Û ß�· Ø
Ô�î�8�×�Ò)áW×�Ø�×�Ò�Ò"ë�Õ · Ô�Ò-Û�Ô�Õ"Ô'ÔlÓ · áWÐ · Õ¹Ñ
ER
×�Ò�Û�×�Ø · 7�Ø
Ô�ÖWÑ å£ÖW×�Ü Ô�Ò · Ô�Ö�Ô�Ü'×�á�Ó"×¤Ô ß Ó"Ñ

×�Ü!Õ�× ß Ô�î
ï�Ñ�Ô�Ñ­Ò)Ñ­Ï%Ó"Õ�Ñ­Ò9Ø
Ô�Ò�Ñ­Ò�ã

B}ñ



p:Ô�Þ�× ß Ô*:3æ�ú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×+ÖW×mÕ�ÏZY�á�Ô9×�Ü Ó"×�Ü'Û{Ñ²7�á · Ó"Ñ-õ�Ï�Ô�áWÖWÑ2Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò�ÓAb�Ü Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ
è£Ô�Ü Ô

(2.25, 1.5)
×
δ = 0.1

ã

h�ÏWÕ�Ñ­Ò �)û p3×�Ü'Û{Ñ
ψD(u, T ) ψS(u, T ) ψli(u, T ) ψls(u, T )

Î)� �)×�ÛIã
Ï|ö 4 p2ö]5 f f ã 4 D[DdT f ã=:dT[c[T f ã=:dT 4 E f ã 4[f BZ5 f ã f 5;E 4 4[f[f[f[f

p2öHD f f ã 4 E[: f f ã 4 :[D[: f ã 4 5"T[c f ã 4[4[f D f ã f 5�ñ 4 4[f[f[f[f
δ = 0.1

Ï�ö¦D p2ö]5 f f ã65 4 ñwD f ã65 4 cw: f ã65 4 Br: f ã65CBr:35 f ã f :dcw: 4df[f[f[f
p2öHD f f ã65;D f[f f ã65;D�ñ[T f ã65;D[:dc f ã65�ñx5 f f ã f :�ñw: 4[f[f[f[f

Ï�ö 5 f p2ö]5 f f ã f[f BrD f ã f 5 4 D f ã f 5;:[: f ã f 5CBwc f ã f T­ñ­ñ 4[f[f[f[f
p2öHD f f ã f[f ñx5 f ã f 5�ñ[c f ã f 5;DaB f ã f 5"c 4 f ã f c­ñ 4 4[f[f[f[f

í¿Ó�Ô�Þ�× ß Ô�: Ü'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô�Ô Ü'×�Ò�Ü Ô Ò · Ó"Ï�Ô�î
ï�ÑUÔ�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô�Ö�ÔUá�Ô�Ó�Ô�Þ{× ß Ô�5­ÚRÛ{Ñ­Õ�å�ÜoÔ�ÏWÜ'×�á}Ó�Ô�Ü'Ñ­Ò
Ñ á�ðWÜ'×�Õ�Ñ ÖW×�Õ�×�Û ß�· Ø
Ô�î�8�×�Ò�Û�Ô�Õ"Ô 4[f[f[f[f Ò�×�Ü áWÑ­Ò�ÛWÕ�×�Ñ�Ø�ÏWÛ�Ô�Õ�Ø�Ñ­Ü�Ñ ×�Õ�Õ�Ñ Õ�× ß ÔlÓ · ì­ÑWã�ú:Ñ�ÖW×?þZÒ�×
Û�×�Õ�Ø�×�Þ{×�Õ4õ�ÏW×�Ñ�Ü'×�Ò�Ü'Ñ�Û�Ô�ÖWÕ"ï�Ñ�Ô�á�Ó"×�Õ · Ñ­ÕCÒ�× Õ�×�Û{×�Ó"×�Ú+Ñ­Ï Ò�×Oâ�Ô%ÚBÔ�Ô�ÛWÕ�Ñ"n · Ü Ô�î
ï�Ñ�Û{Ñ­Õ	Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ�å
×	7�Ø · ×�á}Ó"×8Ô�Û{×�á�Ô�Ò4áWÑ�Ø
Ô�Ò�Ñ�×�Ü�õ�ÏW×

u = 5
ÚBá�ï�Ñ�Ò�×�áWÖWÑ�Ò"ÔlÓ · Ò�ævÔlÓ"é­Õ · Ô�áWÑ­Ò4ÖW×�Ü Ô · Ò�Ø
Ô�Ò�Ñ­Ò�ã ÷ · Ø
Ô

Ø ß Ô�Õ�Ñ�Ó�Ô�Ü�Þ{å�Ü¿õ�ÏW×4Ô Ô�Ü'Û ß�· Ó"ÏWÖW×£ÖWÑ · á}Ó"×�Õ�ì�Ô ß Ñ'ÖW×	Ø�Ñ­áx7�Ô�áWî
Ô å	Ü'×�áWÑ­Õ`ÖW×�ì · ÖWÑ�Ô�Ñ�Ô�ÏWÜ'×�á}Ó"Ñ ÖWÑ
á�ðWÜ'×�Õ�Ñ�ÖW×£Õ�×�Û ß�· Ø
Ô�î�8@×�Ò�ã
í Ó�Ô�Þ{× ß Ô 4 Ü'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô Ñ­Ò2Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò2Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ­Ò2õ�Ï�ÔláWÖWÑ�Ô�Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ Ö�Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò

X
å

è£Ô�Ü Ô�ø¥:@ã=:dD@Ú65­ã=D­ùB×
δ = 0.05

Ú�Ò�×�Ü¿áWÑ­Ò)ÛWÕ�×�Ñ�Ø�ÏWÛ�Ô�Õ-×�Ü�7xnWÔ�Õ9Ñ
ER
ã

p:Ô�Þ�× ß Ô 4 æ�ú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×+ÖW×mÕ�ÏZY�á�Ô9×�Ü Ó"×�Ü'Û{Ñ²7�á · Ó"Ñ-õ�Ï�Ô�áWÖWÑ2Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò�ÓAb�Ü Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ
è£Ô�Ü Ô

(2.25, 1.5)
×
δ = 0.05

ã

h�ÏWÕ�Ñ­Ò �)û p3×�Ü'Û{Ñ
ψD(u, T ) ψS(u, T ) ψli(u, T ) ψls(u, T )

Î)� �)×�ÛIã
Ï|ö 4 p2ö]5 f f ã Br:[EaB f ã 4 ñ[cw: f ã 4 ñw:dc f ã 4 E 4 E f ã f 5CBwc 4[f[f[f[f

p2öHD f f ã Bwc[cdB f ã Br:dcwE f ã Br: 4 5 f ã B 4 B 4 f ã f 5 4[f 4[f[f[f[f
δ = 0.05

Ï�ö¦D p2ö]5 f f ã=: f 5"c f ã65"TwE35 f ã65"Tw:�ñ f ã=: f 5�ñ f ã f :[:dc 4[f[f[f[f
p2öHD f f ã=:�ñwEdc f ã=:[D[Edc f ã=:[D[:dT f ã=:�ñw:dc f ã f 5"Tx5 4[f[f[f[f

Ï�ö 5 f p2ö]5 f f ã f 5;D[: f ã f[4[f E f ã f :dc f f ã f[4 :�ñ f ã f ñ 4 D 4[f[f[f[f
p2öHD f f ã f[4 E�ñ f ã f D[: 4 f ã f BwT[c f ã f DaBwc f ã f Bwcx5 4[f[f[f[f

ú3Ñ@ÖW×�Ü'Ñ­ÒCÛ{×�Õ�Ø�×�Þ�×�Õ�ÚBÔlÓ"Õ"Ô
ì­å�Ò	Ö�Ô8Ó�Ô�Þ{× ß Ô 4 Ú3õ�ÏW× Ñ�Û�Ô�ÖWÕ"ï�Ñ�Ô�á}Ó"×�Õ · Ñ­Õ£Ò�× Õ�×�Û{×�Ó"× áWÑ�ì�Ô�Ü�×�á�Ó"×�Ú
Ñ­Ï�Ò�×Oâ�Ô%ÚjÔ Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ�æçÏWáWØ · Ñ­á�Ô�Ü'× ß ÝWÑ­Õ)áWÑ�Ø�Ô�Ò�Ñ

u = 5
ã)ü-Ñ ×�á�Ó�Ô�á}Ó"ÑWÚ{Û�Ô�Õ"Ô'Ñ­Ò-Ø
Ô�Ò�Ñ­Ò

u = 3

BrE



×
u = 10

Ô�Ô�ÛWÕ�Ñ"n · Ü Ô�î
ï�Ñ�Û�Ô�Õ�×�Ø�×CÜ'× ß ÝWÑ­Õ¹áWÑ�Ø
Ô�Ò�Ñ
δ = 0.05

×�Ü!Õ�× ß Ô�î
ï�Ñ'Ô�Ñ�Ø
Ô�Ò�Ñ
δ = 0.1

ã
ísÓ�Ô�Þ{× ß Ô�B¤Ô`Ò�×�Ð­Ï · Õ.Ô�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô2Ñ2Ø
Ô�Ò�Ñ

δ = 0.01
Ú�áWÑ2õ�Ï�Ô ß áWÑ�ì�Ô�Ü'×�á}Ó"×¹á�ï�Ñ`áWÑ­Ò.ÛWÕ�×�Ñ@Ø�ÏWÛ�Ô�Ü'Ñ�Ò

×�Üì7xnWÔ�Õ
ER
ã

p:Ô�Þ�× ß Ô�BZæ�ú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×+ÖW×mÕ�ÏZY�á�Ô9×�Ü Ó"×�Ü'Û{Ñ²7�á · Ó"Ñ-õ�Ï�Ô�áWÖWÑ2Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò�ÓAb�Ü Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ
è£Ô�Ü Ô

(2.25, 1.5)
×
δ = 0.01

ã

h�ÏWÕ�Ñ­Ò �)û p3×�Ü'Û{Ñ
ψD(u, T ) ψS(u, T ) ψli(u, T ) ψls(u, T )

Î)� �)×�ÛIã
Ï|ö 4 p2ö]5 f f ã BwT­ñx5 f ã Br: 4 D f ã BZ5;EdT f ã Br:dTx5 f ã f 5 4 : 4[f[f[f[f

p2öHD f f ã ñ 4 T­ñ f ã=Ddc­ñwD f ã=Ddc f T f ã=DdTw:35 f ã f[f TwD 4[f[f[f[f
δ = 0.01

Ï�ö¦D p2ö]5 f f ã=:[E[D35 f ã=:aBwT[T f ã=:aBrD f f ã=:[DaBwc f ã f 5"T­ñ 4[f[f[f[f
p2öHD f f ã BrDdc[c f ã Br:[D f f ã BZ5"TdB f ã B 4[f D f ã f 5 4 5 4[f[f[f[f

Ï�ö 5 f p2ö]5 f f ã f[4 TdB f ã f D�ñdB f ã f D 4 c f ã f DdT f f ã f B}ñw: 4[f[f[f[f
p2öHD f f ã65;E�ñ f f ã65"cdB}ñ f ã65"c f : f ã65"c[T f f ã f : 4 E 4[f[f[f[f

`2ÞWÒ�×�Õ�ì�Ô�áWÖWÑ4Ô£Ó�Ô�Þ{× ß Ô,BWÚ@Û�Ñ@ÖW×�Ü'Ñ­ÒRØ�Ñ­áWØ ß Ï · ÕBõ�ÏW×2áWÑ	Ø
Ô�Ò�Ñ
δ = 0.01

Ú%Ô	Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ£Û{Ñ­ÕRÖ · þ
æçÏWÒ"ï�Ñ)â�ë£á�ï�ÑCå-Ó�ï�ÑC×	7�Ø · ×�á}Ó"×`õ�Ï�Ô�áWÖWÑ

u = 5
Ø�Ñ­Ü'Ñ	áWÑ�ÒmØ
Ô�Ò�Ñ­ÒmÔ�á�Ó"×�Õ · Ñ­Õ�×�Ò�ã+ü-Ñ�Ó�Ô�þZÒ�×9Ó�Ô�Ü4Þ�å�Ü õ�ÏW×

ÔCÔ�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ¤Û{Ñ­ÕBÖ · æçÏWÒ"ï�ÑCÜ�× ß ÝWÑ­Õ"Ô¤õ�Ï�Ô�áWÖWÑ
u = 10

×�Ü Õ�× ß Ô�î
ï�ÑCÔ�Ñ­ÒBØ
Ô�Ò�Ñ­Òm×�Ò�Ó"ÏWÖ�Ô�ÖWÑ�Ò¹Ô�á}Ó"×�Õ · þ
Ñ­Õ�Ü'×�á}Ó"×�ãBú3×�Õ�Ø�×�Þ{×?þZÒ�×Cõ�ÏW×£áWÑ'Ø�Ô�Ò�Ñ'ÖW× · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8�×�Ò)Ø�Ñ­Ü�Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ�è£Ô�Ü Ô%ÚWÔ�Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ
Û�Ñ­Õ)Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ�á�ïlÑ'å£×	7�Ø · ×�á�Ó"×£õ�Ï�Ô�áWÖWÑ

u = 3
· áWÖW×�Û{×�áWÖW×�á}Ó"×�Ü'×�á}Ó"×CÖWÑ�ì�Ô ß Ñ­Õ9ÖW×

δ
ã

sPº»
¼ºÙ� ��ÀOä¿�3ÀO¾65wÄ¼È
�P�3��÷[����äO¾»�	Á Â ¾ ñ �O¾»È[ÉZ����,#ôõ��À¿�3ÀO÷w¾ÅÄ¼Û
í Ó�Ô�Þ�× ß Ô+D'Ü'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô Ñ­Ò`Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò2Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ­Ò`õ�Ï�Ô�áWÖWÑ8Ô Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ Ö�ÔlÒ · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò

X
å

Î�n%Û�Ñ­áW×�áWØ · Ô ß ø¥: � 4 ùm× δ = 0.1
Ú�Ï%Ó ·�ß�·�à Ô�áWÖWÑ

ER ' 0.1
ãRú:Ô�Õ"Ô4×�Ò�Ó"×CØ
Ô�Ò�ÑWÚWÓ"×�Ü'Ñ­Ò9õ�ÏW×

E(X) = 1.5
ø 5[5;:�ù

×

V ar(X) = (1.5)2 = 2.25.
ø 5[5 4 ù

`2Ò)Û�ÔlÕ��lÜ'×�Ó"Õ�Ñ­Ò9ÖWÑ'Ü'Ñ�ÖW× ß Ñ4ÖW×£Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ�ÖW×	7�á · ÖWÑ­Ò)×�Ü1ø¥:aB�ùm× ø¥:[D­ù?ÚWÒ"ï�Ñ�Ö�Ô�ÖWÑ­Ò)Û{Ñ­Õ

β = 1.65− 1.5 = 0.15
ø 5[5CB�ù

×

σb =
√

2.25 + 2.25 ' 2.1213.
ø 5[5;D­ù

Bwc



p:Ô�Þ�× ß Ô*D3æ�ú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×+ÖW×mÕ�ÏZY�á�Ô9×�Ü Ó"×�Ü'Û{Ñ²7�á · Ó"Ñ-õ�Ï�Ô�áWÖWÑ2Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò�ÓAb�Ü Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ
Î�n%Û�Ñ­áW×�áWØ · Ô ß

(2/3)
×
δ = 0.1

Úx7xnWÔ�áWÖWÑ�Î)�£ã

h�ÏWÕ�Ñ­Ò �)û p3×�Ü'Û�Ñ
ψD(u, T ) ψS(u, T ) ψli(u, T ) ψls(u, T )

Î)� �)×�ÛIã
Ï�ö 4 p2ö]5 f f ã B 4 Br: f ã 4 B f c f ã 4[f BwT f ã 4 E[D f f ã65 f[4 : E fdf

p2öHD f f ã BrD[DdT f ã 4 D[:dc f ã 4 5;EaB f ã 4 c[cw: f ã65 f[f[4 E fdf
δ = 0.1

Ï�ö¦D p2ö 5 f f ã=: f B 4 f ã65"Tw:dc f ã65;E[:35 f ã=:35 4 D f ã65 f E35 5CB f[f
p2öHD f f ã=:[:�ñ[c f ã65"TdBr: f ã65;E 4 D f ã=:35;D f f ã65 f ñ­ñ 5CB f[f

Ï|ö]5 f p2ö]5 f f ã f 5CBrD f ã f[4[4 5 f ã f :dTwD f ã f[4 ñwE f ã65 f cwD TwD f[f
p2öHD f f ã f : f[4 f ã f[4 E�ñ f ã f[4[4 c f ã f BZ5;D f ã65 f 5�ñ TwD f[f

Ù`×�ì­×-Ò�×�Õ+Ñ­ÞWÒ�×�Õ�ì�Ô�ÖWÑ£õ�ÏW×)Ñ£Ø�Ñ�×	7�Ø · ×�á}Ó"×
β
å)Ñ¤Ü'×�Ò�Ü'Ñ¤ÖWÑ£Ø
ÔlÒ"ÑCÔ�á}Ó"×�Õ · Ñ­Õ�Ú­Û{Ñ­Õ�å�Ü Ñ¤Ø�Ñ@×	7�Ø · ×�á}Ó"×

Ö�Ô4Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ
σb
å£Ü Ô · Ñ­Õmõ�ÏW×CáWÑ�Ø
Ô�Ò�Ñ Ô�á}Ó"×�Õ · Ñ­Õ�Ú�Ô�ÏWÜ'×�á}Ó�Ô�áWÖWÑ'Ô�Ò�Ò · Ü¿Ô�ì�Ô�Õ · ��áWØ · Ô�ÖW×

Wb,t

ã
>mÑ­Ü'ÑcáWÑcØ
Ô�Ò�ÑcÖW× · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò'Ø�Ñ­Ü Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�ÑcèCÔlÜ Ô%Ú¹ÔcÔ�ÛWÕ�Ñ"n · Ü'Ô�î
ï�ÑUÛ{Ñ­Õ'Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ

å�Ü Ô · Ò�×	7�Ø · ×�á}Ó"×UáWÑ6Ø
Ô�Ò�Ñ
u = 5

Ú2Ò"×�Ð­Ï · ÖWÑ6ÖWÑsØ
Ô�Ò�Ñ
u = 10

Ú2õ�Ï�Ô�áWÖWÑdÔKÖ · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ Ö�Ô�Ò
· áWÖW×�á ·�à Ô�î�8�×�ÒCå'Î�n%Û{Ñ­áW×�áWØ · Ô ß ã ü-Ñ�Ø
Ô�Ò�Ñ

u = 3
Ú:Ô8Ô�ÛWÕ�Ñ"n · Ü Ô�î
ïlÑ8Û{Ñ­Õ¤Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ�á�ï�Ñ�å�×	7�Ø · ×�á}Ó"×�ã

÷ · Ø
Ô	Ø ß ÔlÕ"Ñ	Ó�Ô�Ü�Þ{å�Ü�õ�ÏW×¤Ñ4á@ðWÜ'×�Õ�Ñ�ÖW×¤Õ�×�Û ß�· Ø
Ô�î�8@×�Ò¹áW×�Ø�×�Ò�Ò�ë�Õ · Ô�Ò9Û�Ô�Õ"Ô�Ò�×`Ó"×�Õ
ER = 0.1

å£Ô · áWÖ�Ô
Ü'×�áWÑ­Õ9õ�ÏW×£áWÑ'Ø
Ô�Ò�Ñ�Ö�Ô�Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ�è£Ô�Ü Ô%ã
íÅÓ�Ô�Þ{× ß Ô ñ�Ô�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô�Ñ­Ò`Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò`Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ­Ò`Û�Ô�Õ"Ô'Ñ�Ø
Ô�Ò�Ñ

δ = 0.1
ÔlÏWÜ'×�á�Ó�Ô�ÖWÑ Ñ�á�ðWÜ'×�Õ�Ñ

ÖW×£Õ�×�Û ß�· Ø
Ô�î�8�×�Ò)Ò�×�Ü!áWÑ­Ò)ÛWÕ�×�Ñ@Ø�ÏWÛ�Ô�Õ)Ø�Ñ­Ü!Ñ
ER
ã

p:Ô�Þ�× ß Ô`ñxæ�ú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×+ÖW×mÕ�ÏZY�á�Ô9×�Ü Ó"×�Ü'Û{Ñ²7�á · Ó"Ñ-õ�Ï�Ô�áWÖWÑ2Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò�ÓAb�Ü Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ
Î�n%Û�Ñ­áW×�áWØ · Ô ß

(2/3)
×
δ = 0.1

ã

h�ÏWÕ�Ñ­Ò �)û p3×�Ü'Û{Ñ
ψD(u, T ) ψS(u, T ) ψli(u, T ) ψls(u, T )

Î)� �)×�ÛIã
Ï|ö 4 p2ö]5 f f ã B 4 Br: f ã 4 B f c f ã 4[4 DaB f ã 4 B}ñx5 f ã f 5;D[E 4[f[f[f[f

p2öHD f f ã BrD[DdT f ã 4 DdTdB f ã 4 D 4 T f ã 4 ñdBwc f ã f 5;D35 4[f[f[f[f
δ = 0.1

Ï�ö¦D p2ö]5 f f ã=: f B 4 f ã65"Tx5[5 f ã65"c­ñ­ñ f ã65"TwD[D f ã f : 4 : 4df[f[f[f
p2öHD f f ã=:[:�ñ[c f ã=: f BrD f ã=: f[f[f f ã=: f Tx5 f ã f :[: 4 4[f[f[f[f

Ï�ö 5 f p2ö]5 f f ã f 5CBrD f ã f[4[4 5 f ã f[4 5 f f ã f[4 D35 f ã f ñx5[5 4[f[f[f[f
p2öHD f f ã f : f[4 f ã f[4 Edc f ã f[4 D�ñ f ã f[4 T[T f ã f D[E f 4[f[f[f[f
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í`á�Ô ß�· Ò"Ô�áWÖWÑ�Ô	Ó�Ô�Þ{× ß Ô�ñ�7�Ø
Ô�Ø ß Ô�Õ�Ñ�Ñ4Ü'×�Ò�Ü'Ñ�Û�Ô�ÖWÕ"ï�Ñ4Ô�á}Ó"×�Õ · Ñ­Õ�Ú@Ñ­Ï�Ò�×Oâ�Ô%Ú�Ô�Ô�ÛWÕ�Ñ"n · Ü Ô�î
ï�Ñ	Û�Ñ­Õ
Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ8æçÏWáWØ · Ñ­á�Ô8Þ{×�Ü1Û�Ô�Õ"Ô
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ã+p:Ô�Ü�Þ{å�Ü å · Ü'Û�Ñ­Õ�Ó�Ô�á�Ó"×4áWÑ�Ó�Ô�ÕCõ�ÏW× áWÑ�Ø
Ô�Ò�Ñ

u = 10
Ú.Ô

Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ¤Û�Ñ­ÕBÖ · æçÏWÒ"ï�Ñ¤æçÏWáWØ · Ñ­á�Ô¤Ü'× ß ÝWÑ­Õ.áWÑ£Ø
Ô�Ò�ÑCÖ�Ô£Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ¤×on%Û�Ñ­áW×�áWØ · Ô ß õ�ÏW×)áWÑCØ
Ô�Ò�Ñ
Ö�Ô4Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ'è£Ô�Ü Ô%ã
í Ó�Ô�Þ{× ß Ô&E�Ô�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô'Ñ­Ò-Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò)Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ­Ò)õ�Ï�Ô�áWÖWÑ�Ô�Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ4Ö�Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò

X
å£Î�n%Û{Ñ­áW×�áWØ · Ô ß ø¥: � 4 ùm× δ = 0.05

ÚWÒ�×�Ü¿áWÑ­Ò)ÛWÕ�×�Ñ@Ø�ÏWÛ�Ô�Õ-×�Üì7xnWÔ�Õ)Ñ
ER
ã

p:Ô�Þ�× ß Ô*E3æ�ú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×+ÖW×mÕ�ÏZY�á�Ô9×�Ü Ó"×�Ü'Û{Ñ²7�á · Ó"Ñ-õ�Ï�Ô�áWÖWÑ2Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò�ÓAb�Ü Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ
Î�n%Û�Ñ­áW×�áWØ · Ô ß
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×
δ = 0.05
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h�ÏWÕ�Ñ­Ò �)û p3×�Ü'Û{Ñ
ψD(u, T ) ψS(u, T ) ψli(u, T ) ψls(u, T )

Î)� �)×�ÛIã
Ï|ö 4 p2ö]5 f f ã=D f E35 f ã 4 T[T­ñ f ã 4 TdBZ5 f ã B f D[: f ã f 5 4 c 4[f[f[f[f

p2öHD f f ã=D�ñ­ñwD f ã BrE35CB f ã B}ñwD[E f ã BrE[E f f ã f 5[5"T 4[f[f[f[f
δ = 0.05

Ï�ö¦D p2ö]5 f f ã=:dcw:dT f ã=:aBrD35 f ã=:aB f : f ã=:aBwT[T f ã f 5"T[c 4[f[f[f[f
p2öHD f f ã 4 D[D[D f ã 4[f ñwD f ã 4[f 5 4 f ã 4 5[5;E f ã f 5;E f 4[f[f[f[f

Ï�ö 5 f p2ö]5 f f ã f[4 T[T f ã f ñx5"T f ã f DdTw: f ã f ñdB}ñ f ã f B[B f 4[f[f[f[f
p2öHD f f ã f c f 5 f ã f T[cx5 f ã f TdBrE f ã65 f 5CB f ã f[4 B 4 4[f[f[f[f

ú3Ñ@ÖW×�Ü'Ñ­ÒmÛ�×�Õ�Ø�×�Þ{×�Õ¹õ�ÏW×2Û�Ô�Õ"ÔCÑ	Ø
Ô�Ò�Ñ
δ = 0.05

Ô�Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�ÑCá�ï�Ñ	å`×	7�Ø · ×�á�Ó"×`×�Ü�áW×�áWÝ�ÏWÜ
ÖWÑ­Ò)Ø
Ô�Ò�Ñ­Ò�Ú�Ò�×�áWÖWÑ'õ�ÏW×

u = 10
å¤Ñ'Ø
Ô�Ò�Ñ'×�Ü!õ�ÏW×

ψD(u, T )
×
ψS(u, T )

Ü Ô · Ò¹Ò�×	Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�Ü8ã
í Ó�Ô�Þ{× ß Ô�c'Ô�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô'Ñ­Ò-Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò)Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ­Ò)õ�Ï�Ô�áWÖWÑ�Ô�Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ4Ö�Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò

X
å£Î�n%Û{Ñ­áW×�áWØ · Ô ß ø¥: � 4 ùm× δ = 0.01

ãBü-Ñ�ì�Ô�Ü'×�á}Ó"×�Ú�á�ï�Ñ�áWÑ­Ò)ÛWÕ�×�Ñ@Ø�ÏWÛ�Ô�Ü'Ñ­Ò)Ø�Ñ­Ü!Ñ4ìlÔ ß Ñ­Õ9ÖW×
ER
ã

p:Ô�Þ�× ß Ô cxæ�ú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×+ÖW×mÕ�ÏZY�á�Ô9×�Ü Ó"×�Ü'Û{Ñ²7�á · Ó"Ñ-õ�Ï�Ô�áWÖWÑ2Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò�ÓAb�Ü Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ
Î�n%Û�Ñ­áW×�áWØ · Ô ß

(2/3)
×
δ = 0.01

ã

h�ÏWÕ�Ñ­Ò �)û p3×�Ü'Û{Ñ
ψD(u, T ) ψS(u, T ) ψli(u, T ) ψls(u, T )

Î)� �)×�ÛIã
Ï|ö 4 p2ö]5 f f ã=D[E f D f ã BrD�ñwD f ã BrD f T f ã B}ñw:[: f ã f 5;: 4 4[f[f[f[f

p2öHD f f ã=E f B}ñ f ã ñx5 4 B f ã ñ f Edc f ã ñx5"c[T f ã f[f c[T 4[f[f[f[f
δ = 0.01

Ï�ö¦D p2ö]5 f f ã 4 DdTwE f ã 4[f ñ­ñ f ã 4[f 5 4 f ã 4 5[5"c f ã f 5;E f 4[f[f[f[f
p2öHD f f ã=DaB[B 4 f ã Bwc 4 ñ f ã BrE[EdT f ã Bwc[Tw: f ã f 5[5�ñ 4[f[f[f[f

Ï�ö 5 f p2ö]5 f f ã f cx5 4 f ã f T[c f f ã f TdB}ñ f ã65 f 5 4 f ã f[4 B 4 4[f[f[f[f
p2öHD f f ã=:�ñ f ñ f ã=:aBwTwD f ã=:aB[B}ñ f ã=:[DaB[B f ã f 5"T­ñ 4[f[f[f[f
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ü-×�Ò�Ó"× Ø
Ô�Ò�ÑWÚ+Ô�Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ�Û�Ñ­Õ	Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ�å Ü Ô · Ò£×	7�Ø · ×�á}Ó"× õ�Ï�Ô�áWÖWÑ
u = 10

Ú.Ô�Ò�Ò · Ü1Ø�Ñ­Ü'Ñ
Ô�Ø�Ñ­á}Ó"×�Ø�×�Ï�áWÑ�Ø
Ô�Ò�Ñ'ÖW× · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8�×�Ò)Ø�Ñ­Ü!Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ'è£Ô�Ü Ô�áWÑ�Ø
Ô�Ò�Ñ

δ = 0.01
ã

sPº»
¼ºÙ/ ��ÀOä¿�3ÀO¾65wÄ¼È
�P�3��÷[����äO¾»�	Á Â ¾ ñ �O¾»È[ÉZ����ÀO¾ÅîÍ� Â ���
í Ó�Ô�Þ�× ß Ô�T Ü'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô Ñ­Ò`Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò2Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ­Ò`õ�Ï�Ô�áWÖWÑ8Ô Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ Ö�ÔlÒ · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò

X
å

ö-á · æçÑ­Õ�Ü'×}ø 5­Ú=:­ùB×
δ = 0.1

Ú�Ï%Ó ·�ß�·�à Ô�áWÖWÑ
ER ' 0.1

ãRú:Ô�Õ"Ô�×�Ò�Ó"×£Ø
Ô�Ò�ÑWÚWÓ"×�Ü'Ñ­Ò9õ�ÏW×

E(X) = 1.5
ø 5[5�ñ­ù

×

V ar(X) = 1/12.
ø 5[5;E­ù

ü-×�Ò�Ó"×£Ø
Ô�Ò�ÑWÚ�Ñ­Ò)Û�Ô�ÕA��Ü'×�Ó"Õ�Ñ­Ò9ÖWÑ�Ü'Ñ@ÖW× ß Ñ4ÖW×£Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ�ÖW×	7�á · ÖWÑ­Ò)×�Ü1ø¥:aB�ùm× ø¥:[D­ù?ÚWÒ"ï�Ñ�Ö�Ô�ÖWÑ­Ò)Û{Ñ­Õ

β = 1.65− 1.5 = 0.15
ø 5[5"c}ù

×

σb =
√

1/12 + 2.25 = 1.5275.
ø 5[5"T}ù

� · Ü'Û�Ñ­Õ�Ó�Ô�á�Ó"×�áWÑ�Ó�Ô�ÕCõ�ÏW×
σb
áW×�Ò�Ó"×�Ø
Ô�Ò�Ñ�å Ü'×�áWÑ­ÕCõ�ÏW×�áWÑ�Ø
Ô�Ò�Ñ�Ö�Ô�Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ�è£Ô�Ü Ô8× Ö�Ô

Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ4Î�n%Û{Ñ­áW×�áWØ · Ô ß ã

p:Ô�Þ�× ß Ô Txæ�ú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×+ÖW×mÕ�ÏZY�á�Ô9×�Ü Ó"×�Ü'Û{Ñ²7�á · Ó"Ñ-õ�Ï�Ô�áWÖWÑ2Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò�ÓAb�Ü Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ
ö-á · æçÑ­Õ�Ü'×

(1, 2)
×
δ = 0.1

Úx7xnWÔ�áWÖWÑ Î)�£ã

h�ÏWÕ�Ñ­Ò �)û p3×�Ü'Û{Ñ
ψD(u, T ) ψS(u, T ) ψli(u, T ) ψls(u, T )

Î)� �)×�ÛIã
Ï|ö 4 p2ö]5 f f ã=:�ñdB}ñ f ã=:aBr:[E f ã=:35;E 4 f ã=:�ñ[c f f ã65 f B 4 5[5 f[f

p2öHD f f ã=:dcdB 4 f ã=:[E[E f f ã=:aBwTw: f ã 4[f BrE f ã65 f[f 5 5 f[f[f
δ = 0.1

Ï�ö¦D p2ö]5 f f ã f E 4[4 f ã f Edc f f ã f ñ[T­ñ f ã f c­ñ 4 f ã65 f ñwD B f[f[f
p2öHD f f ã f c­ñwD f ã65 f[f[4 f ã f c[T[T f ã65[5 f E f ã65 f[4 E 4 : f[f

Ï�ö 5 f p2ö]5 f f ã f[f[f ñdB f ã f[f :dT f ã f[f :[D f ã f[f[4 : f ã65;:dcw: c f[f[f[f
p2öHD f f ã f[f 5[5 f ã f[f[4 ñ f ã f[f[4 : f ã f[f B f f ã65[5CB[B c f[f[f[f

í Ó�Ô�Þ{× ß Ô_T9Ü'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô¹õ�ÏW×RÔ)Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ9Û�Ñ­Õ]Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ)å+Ü Ô · ÒI×	7�Ø · ×�á}Ó"×BáWÑ)Ø
Ô�Ò�Ñ
u = 5
Ú�Ò�×�Ð­Ï · ÖWÑ

ÖWÑUØ
Ô�Ò�Ñ
u = 10

ÚRævÔlÓ"ÑUÑ@Ø�Ñ­Õ�Õ · ÖWÑ Ó�Ô�Ü4Þ�å�ÜoáWÑ­Ò'Ø
Ô�Ò�Ñ­Ò Ö�Ô�Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñcè£Ô�Ü Ô ×�Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ
Î�n%Û�Ñ­áW×�áWØ · Ô ß ã�Ù`×�ì­×?þZÒ�×'Ñ­ÞWÒ�×�Õ�ìlÔ�Õ£Ñ�× ß ×�ìlÔ�ÖWÑ8á�ðWÜ'×�Õ�Ñ�ÖW×�Õ�×�Û ß�· Ø�Ô�î�8@×�Ò2áW×�Ø�×�Ò�Ò�ë�Õ · Ô�Ò¤Û�Ô�Õ"Ô�ÔlÓ · áWÐ · Õ
ÏWÜ!×�Õ�Õ�Ñ�Õ�× ß ÔlÓ · ì­Ñ

ER = 0.1282
×
ER = 0.1144

áWÑ�Ø
Ô�Ò�Ñ
u = 10

ã
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δ = 0.1
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Õ�×�Û ß�· Ø
Ô�î�8�×�Ò�ã

p:Ô�Þ�× ß ÔÏ5 f æsú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW× ÖW×�Õ�ÏZY�á�Ô ×�Ü�Ó"×�Ü'Û{Ñ�7�á · Ó"ÑKõ�Ï�Ô�áWÖWÑ6Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò�ÓAb�Ü Ö · ÒOþ
Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ4ö-á · æçÑ­Õ�Ü'×

(1, 2)
×
δ = 0.1

ã

h�ÏWÕ�Ñ­Ò �)û p3×�Ü'Û{Ñ
ψD(u, T ) ψS(u, T ) ψli(u, T ) ψls(u, T )

Î)� �)×�ÛIã
Ï|ö 4 p2ö]5 f f ã=:�ñdB}ñ f ã=:[D35CB f ã=:aB}ñ[c f ã=:[D[DdT f ã f 5"c f 4[f[f[f[f

p2öHD f f ã=:dcdB 4 f ã=:�ñwEdc f ã=:�ñ 4 : f ã=:[E[:[D f ã f 5;E 4 4[f[f[f[f
δ = 0.1

Ï�ö¦D p2ö]5 f f ã f E 4[4 f ã f c­ñ­ñ f ã f c 4 ñ f ã f c[TwD f ã f[4 B f 4df[f[f[f
p2öHD f f ã f c­ñwD f ã f TwE[D f ã f TdB[B f ã65 f[f ñ f ã f[4 5"c 4[f[f[f[f

Ï�ö 5 f p2ö]5 f f ã f[f[f ñdB f ã f[f :dc f ã f[f :[: f ã f[f[4[4 f ã65"T­ñwE 4[f[f[f[f
p2öHD f f ã f[f 5[5 f ã f[f[4[f f ã f[f :aB f ã f[f[4 D f ã65"T f T 4[f[f[f[f

ü-Ñ�ì�Ô�Ü'×�á}Ó"×9áWÑ�Ó�Ô�Ü'Ñ­Ò:õ�ÏW×-Ô¤Ô�ÛWÕ�Ñ"n · Ü Ô�î
ï�Ñ2å9Ü Ô · Ò:×	7�Ø · ×�á}Ó"×)õ�Ï�Ô�áWÖWÑ
u = 5
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Ó�Ô�Ü�Þ{å�Ü õ�ÏW×`Û�Ô�Õ"Ô
u = 3
Ú@×�Ò�Ó"×2å`Ñ	Ø
Ô�Ò�Ñ	×�Ü�õ�ÏW×¤Ô	Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ£Û{Ñ­ÕRÖ · æçÏWÒ"ï�ÑCæçÏWáWØ · Ñ­á�Ô£Ü'× ß ÝWÑ­Õ

×�Ü=Õ�× ß Ô�î
ï�Ñ�ó�Ò¤Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î�8@×�Ò£è£Ô�Ü Ô ×�Î�n%Û�Ñ­áW×�áWØ · Ô ß ã�ú3Ñ@ÖW×�Ü'Ñ­Ò2áWÑ�Ó�Ô�Õ2Ó�Ô�Ü�Þ{å�Ü=õ�ÏW×4Û�Ô�Õ"Ô�ÏWÜ
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õ�Ï�Ô�áWÖWÑ

u = 10
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íÉÓ�Ô�Þ{× ß ÔQ5[52Ô�ÛWÕ�×�Ò�×�á�Ó�Ô	Ñ­ÒRÕ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­ÒmÑ­Þ%Ó · ÖWÑ­ÒBõ�Ï�Ô�áWÖWÑ4ÔCÖ · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�ÑCÖ�Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò
X

å£ö-á · æçÑ­Õ�Ü'×
(1, 2)
×
δ = 0.05
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ã
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Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ4ö-á · æçÑ­Õ�Ü'×

(1, 2)
×
δ = 0.05

ã

h�ÏWÕ�Ñ­Ò �)û p3×�Ü'Û{Ñ
ψD(u, T ) ψS(u, T ) ψli(u, T ) ψls(u, T )

Î)� �)×�ÛIã
Ï|ö 4 p2ö]5 f f ã 4 B f c f ã 4 5�ñx5 f ã 4 5 f c f ã 4 :35 4 f ã f 5�ñ­ñ 4[f[f[f[f

p2öHD f f ã B f[f D f ã 4 ñ[T­ñ f ã 4 ñdBr: f ã 4 E[D35 f ã f 5CBrE 4[f[f[f[f
δ = 0.05
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D[:



Þ�Ñ}Ô õ�Ï�Ô�áWÖWÑ
u = 3
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(1, 2)
×
δ = 0.01

ãRü-Ñ�ì�Ô�Ü'×�á}Ó"×�Ú�á�ï�Ñ�áWÑ­Ò)ÛWÕ�×�Ñ@Ø�ÏWÛ�Ô�Ü'Ñ­Ò9Ø�Ñ­Ü!Ñ�ìlÔ ß Ñ­Õ9ÖW×
ER
ã

p:Ô�Þ�× ß ÔÏ5;:ræsú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW× ÖW×�Õ�ÏZY�á�Ô ×�Ü�Ó"×�Ü'Û{Ñ�7�á · Ó"ÑKõ�Ï�Ô�áWÖWÑ6Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò�ÓAb�Ü Ö · ÒOþ
Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ4ö-á · æçÑ­Õ�Ü'×

(1, 2)
×
δ = 0.01

ã

h�ÏWÕ�Ñ­Ò �)û p3×�Ü'Û{Ñ
ψD(u, T ) ψS(u, T ) ψli(u, T ) ψls(u, T )

Î)� �)×�ÛIã
Ï|ö 4 p2ö]5 f f ã BZ5;:aB f ã 4 Edc­ñ f ã 4 E 4 5 f ã 4 cdBZ5 f ã f 5CB[B 4[f[f[f[f

p2öHD f f ã=D�ñ f T f ã=D[:�ñwE f ã=D[:35[5 f ã=D 4 :aB f ã f 5 f E 4[f[f[f[f
δ = 0.01

Ï�ö¦D p2ö]5 f f ã65"Tw:aB f ã65"T f B f ã65"cwDdT f ã65"TdBwc f ã f : 4[4 4[f[f[f[f
p2öHD f f ã 4 ñ 4 ñ f ã 4 BwTx5 f ã 4 B 4 E f ã 4 DaBrD f ã f 5;DaB 4[f[f[f[f

Ï�ö 5 f p2ö]5 f f ã f 5CBrE f ã f : 4 B f ã f :35;E f ã f :[D35 f ã f E 4[f 4[f[f[f[f
p2öHD f f ã65 f :dc f ã65[5 f T f ã65 f E 4 f ã65[5CB[B f ã f[4 : f 4[f[f[f[f

ú3Ñ@ÖW×�Ü'Ñ­Ò�Ñ­ÞWÒ�×�Õ�ìlÔ�Õ'õ�ÏW×8õ�Ï�Ô�áWÖWÑ
u = 5

Ô�Ô�ÛWÕ�Ñ"n · Ü Ô�î
ï�Ñ�Û{Ñ­Õ4Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ�å8Ü'× ß ÝWÑ­Õ�õ�ÏW×�áWÑ­Ò
Ø
Ô�Ò�Ñ­Ò

u = 3
×
u = 10

ã`ü-Ñ�×�á}Ó�Ô�á}Ó"Ñ�×�Ò�Ó"×�Ò¤ÖWÑ · Ò`ð ß Ó · Ü�Ñ­Ò-Ô�ÛWÕ�×�Ò�×�á�Ó�Ô�Ü½Ü'× ß ÝWÑ­Õ�×�Ò2Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î�8@×�Ò
õ�ÏW×£áWÑ­Ò)Ø
Ô�Ò�Ñ­Ò9ì · Ò�Ó"Ñ­Ò)á�Ô�Ò)Ò�×�î�8@×�Ò c%ã65­ã65£×�c%ã65­ã=:@ã

sPº»
¼ºÜF � Â;Â ��äO���3�	Á;¾»��Ä¼È[ÉZ�
ü-×�Ò�Ó�Ô'Ò�×�î
ïlÑ · á}Ó"Õ�Ñ@ÖWÏ à�· Ü'Ñ�Ò¹Ñ ���?�"� z��4�����vwy�'|­��¥�� Ú%ÖW×	7�á · ÖWÑ'Ø�Ñ­Ü'Ñ

ξE =
ψD − ψS
ψS

.
ø 5;: f ù

í1Ó�Ô�Þ�× ß ÔÏ5 4 ÔsÒ�×�Ð­Ï · Õ�Ô�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô6Ñ­Ò�×�Õ�Õ�Ñ­Ò�ÖW×U×�Ò�Ó · Ü Ô�î
ï�ÑWÚ`Û�Ô�Õ"ÔsØ�Ô�Ö�ÔsÖ · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�ÑKÖ�Ô�Ò
· áWÖW×�á ·�à Ô�î�8�×�Ò�Ú�õ�Ï�Ô�áWÖWÑ

δ = 0.1
ã

� · á}Ó"×�Õ�×�Ò�Ò�Ôlá�Ó"×�áWÑ�Ó�Ô�ÕCá�Ô�Ó�Ô�Þ�× ß Ô�5 4 õ�ÏW×�Ú+õ�Ï�ÔláWÖWÑ
u = 3

Ú+ó�Ü'×�Ö · Ö�Ô8õ�ÏW×
σb
Ô�ÏWÜ'×�á}Ó�Ô%Ú.Ô

Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ�Û{Ñ­Õ£Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ+7�Ø
Ô�Ü'×�áWÑ­Ò£×	7�Ø · ×�á}Ó"×�ã ò Ï�Ô�áWÖWÑ
u = 10

Ñ­ÞWÒ�×�Õ�ìlÔ�Ü'Ñ­ÒCÑ�Ø�Ñ­Ü'Û�Ñ­Õ�Ó?Ô�þ
Ü'×�á}Ó"Ñ · á}ì­×�Õ�Ò�ÑWÚ%Ñ­Ï�Ò�×Oâ�Ô%Ú�Ô�Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ,7�Ø
Ô�Ü'× ß ÝWÑ­ÕRó�Ü'×�Ö · Ö�Ô	õ�ÏW×

σb
Ô�ÏWÜ'×�á}Ó�Ô%ã+ú3Ñ­Õ¹ð ß Ó · Ü�ÑWÚ

õ�Ï�Ô�áWÖWÑ
u = 5
Ú�Ô�Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ4å£Ü'× ß ÝWÑ­Õ¹Û�Ô�Õ"Ô4Ñ4ì�Ô ß Ñ­Õ · á�Ó"×�Õ�Ü'×�Ö · ë�Õ · Ñ�ÖW×

σb
ã

ö-Ü5ævÔlÓ"Ñ · á}Ó"×�Õ�×�Ò�Ò"Ô�á�Ó"×�Ó�Ô�Ü�Þ{å�Ü5å�õ�ÏW× õ�Ï�Ô�áWÖWÑ
u = 3

Ú
ψD
×�Ò�Ó�ë�Ò�×�Ü'ÛWÕ�×�Ò�ÏWÛ{×�Õ�×�Ò�Ó · Ü Ô�áWÖWÑ

ψS
×	õ�Ï�Ô�áWÖWÑ

u = 10
Ú
ψD
×�Ò�Ó�ë Ò�×�Ü'ÛWÕ�×	Ò�ÏWÞ{×�Ò�Ó · Ü Ô�áWÖWÑ

ψS
ã`Ù`×�Ô�Ø�Ñ­Õ�ÖWÑ Ø�Ñ­Ü�ø¥: 4 ù?Ú{á�Ô Ô�ÛWÕ�ÑCn · þ

Ü Ô�î
ï�Ñ�Û{Ñ­Õ2Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ�×�Ò�Ó�Ô�Ü'Ñ­Ò¤Ô�Ö · Ø · Ñ­á�Ô�áWÖWÑ�ÏWÜ Ô�Ø�Ñ­Ü'Û�Ñ­áW×�á�Ó"×4×�Ò�Ó"Ñ�Ø
ë�Ò�Ó · Ø
Ô8Ô�Ñ�ì�Ô ß Ñ­Õ`ÖWÑ8Ð­Ô�áWÝWÑ

D 4



p:Ô�Þ�× ß Ôv5 4 æ�Î+Õ�Õ�Ñ ÖW×�×�Ò�Ó · Ü Ô�î
ï�ÑUÛ�Ô�Õ"ÔcÔUÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×8ÖW×�Õ�ÏZY�á�Ô�×�ÜoÓ"×�Ü'Û{Ñ¡7�á · Ó"Ñcõ�Ï�Ô�áWÖWÑ
δ = 0.1

ã

h�ÏWÕ�Ñ­Ò �)û p3×�Ü'Û{Ñ ö-á · æOã
(σb ' 1.52)

è£Ô�Ü Ô
(σb ' 1.80)

Î�n%ÛIã
(σb ' 2.12)

Ï|ö 4 p2ö]5 f D
8 5"T-8 :[E
8
p2öHD f ñ-8 5CB�8 :�ñ-8

δ = 0.1
Ï�ö¦D p2ö]5 f 5;D
8 598 ñ-8

p2öHD f 5[598 B�8 5 f 8
Ï�ö 5 f p2ö]5 f E[E
8 ñ­ñ-8 D�ñ-8

p2öHD f ñdB�8 ñ 4 8 B}ñ-8

×�Ò�Û�×�Õ"Ô�ÖWÑCÛ{Ñ­Õ.ÏWá · Ö�Ô�ÖW×9ÖW×¹Ó"×�Ü'Û{Ñ¤ÖW×�ì · ÖWÑCÔ2ÏWÜ Ø�Ñ@×	7�Ø · ×�á}Ó"×)ÖW×9Ò�×�Ð­ÏWÕ"Ô�áWî
Ô
θ
×)Ô2ìlÔ�Õ · ��áWØ · Ô`ÖW×�Ò�Ó�Ô

Ø�Ñ­Ü'Û�Ñ­áW×�á�Ó"×	×�Ò�Ó"Ñ@Ø
ë�Ò�Ó · Ø
Ô ×�Ò�Ó�ë Ö · Õ�×�Ó�Ô�Ü'×�á}Ó"× ß�· Ð}Ô�Ö�Ô'Ô�Ñ Ø�Ñ@×	7�Ø · ×�á}Ó"×
σb
ã2Ù`×�Ò�Ó�Ô'æçÑ­Õ�Ü Ô'Û{Ñ�ÖW×�Ü'Ñ­Ò

Ø�Ñ­álâ�×�Ø�Ó"ÏWÕ"Ô�Õ+õ�ÏW×�Ú�Û�Ô�Õ"Ô
u = 3
Ú@Ô£ÔlÛWÕ"ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ2Û{Ñ­Õ+Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ¤Ò�×�Õ"ë¤Ü'×�áWÑ­ÒB×o7�Ø · ×�á�Ó"×)õ�Ï�Ô�á}Ó"Ñ£Ü Ô · Ñ­Õ

æçÑ­Õ9Ñ4ìlÔ ß Ñ­Õ9ÖW×
σb
ã+ûZÒ�Ó"Ñ'Û�Ñ­Õ�õ�ÏW×�Ú�áW×�Ò�Ó"×CØ
ÔlÒ"Ñ%Ú�Ø�Ñ­Ü'Ñ'Ô�ì�Ô�Õ · Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×2ÖW×

σbWb,t
å£Ü Ô · Ñ�Õ�Ú

Ut
· Õ · Ô

Ô�Þ�Ô · n%Ñ4ÖW× à ×�Õ�Ñ'Ø�Ñ­Ü!Ü Ô · Ñ­ÕRæçÕ�×�õ�ÏZb�áWØ · Ô%ã
÷ · Ø
Ô�Ø ß Ô�Õ�Ñ�Ó�Ô�Ü4Þ�å�Ü�õ�ÏW×CÛ�Ô�Õ"Ô4Ñ�Ø
Ô�Ò�Ñ

δ = 0.1
× · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò9Ø�Ñ­Ü!Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ4ö-á · æçÑ­Õ�Ü'×

(1, 2)
ÚIÔ�Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ Û�Ñ­Õ`Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ�å	Ü Ô · Ò-×	7�Ø · ×�á}Ó"×�õ�Ï�Ô�áWÖWÑ

u = 3
ã2ú.ÔlÕ�Ô · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò`Ø�Ñ­Ü

Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ�è£Ô�Ü Ô
(2.25, 1.5)

×CÎ�n%Û{Ñ­áW×�áWØ · Ô ß
(2/3)

Ô�Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ4å£Ü'× ß ÝWÑ­Õ¹õ�Ï�Ô�áWÖWÑ
u = 5
ã

í1Ó�Ô�Þ�× ß ÔÏ5CB6ÔsÒ�×�Ð­Ï · Õ�Ô�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô6Ñ­Ò�×�Õ�Õ�Ñ­Ò�ÖW×U×�Ò�Ó · Ü Ô�î
ï�ÑWÚ`Û�Ô�Õ"ÔsØ�Ô�Ö�ÔsÖ · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�ÑKÖ�Ô�Ò
· áWÖW×�á ·�à Ô�î�8�×�Ò�Ú�õ�Ï�Ô�áWÖWÑ

δ = 0.05
ã

p:Ô�Þ�× ß Ôv5CBZæ�Î+Õ�Õ�Ñ ÖW×�×�Ò�Ó · Ü Ô�î
ï�ÑUÛ�Ô�Õ"ÔcÔUÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×8ÖW×�Õ�ÏZY�á�Ô�×�ÜoÓ"×�Ü'Û{Ñ¡7�á · Ó"Ñcõ�Ï�Ô�áWÖWÑ
δ = 0.05

ã

h�ÏWÕ�Ñ­Ò �)û p3×�Ü'Û{Ñ ö-á · æOã
(σb ' 1.52)

è£Ô�Ü Ô
(σb ' 1.80)

Î�n%ÛIã
(σb ' 2.12)

Ï|ö 4 p2ö 5 f E@ã c-8 5�ñ-8 :�ñ%ã T-8
p2ö¦D f c%ã 4 8 5 4 ã T-8 : f ã6598

δ = 0.05
Ï|öHD p2ö]5 f D@ã6598 :@ã 4 8 5;D@ã B�8

p2ö¦D f f ã6598 4 ã c-8 5;D@ã T-8
Ï|ö]5 f p2ö 5 f ñ f 8 D f ã B�8 4 D@ã=D
8

p2ö¦D f 4 D
8 :dc%ã6598 5"c%ã 4 8

DaB



ú3Ñ@ÖW×�Ü'Ñ­ÒRÑ­ÞWÒ�×�Õ�ìlÔ�Õmõ�ÏW×�Ú@Ø�Ñ­Ü'Ñ	Ô�á}Ó"×�Õ · Ñ­Õ�Ü'×�á�Ó"×�Ú}õ�Ï�Ô�áWÖWÑ
u = 3
Ú@óCÜ'×�Ö · Ö�Ô¤õ�ÏW×

σb
Ô�ÏWÜ'×�á�Ó�Ô%Ú

Ô Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ'Û{Ñ­Õ-Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ�7�Ø
Ô Ü'×�áWÑ­Ò-×	7�Ø · ×�á}Ó�×lã2ú:Ô�Õ"Ô
u = 10

Ñ@Ø�Ñ­Õ�Õ�×	Ñ Ø�Ñ­á}Ó"Õ"ë�Õ · ÑWÚ�Ñ­Ï�Ò�×Oâ�Ô%Ú
ÔcÔ�ÛWÕ�Ñ"n · Ü Ô�î
ïlÑcÛ�Ñ­Õ Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ�7�Ø
Ô Ü Ô · Ò�×	7�Ø · ×�á}Ó"×�õ�Ï�Ô�áWÖWÑ

σb
Ô�ÏWÜ�×�á�Ó�Ô%ã Ù`×�æçÑ­Õ�Ü Ô�Ð­×�Õ"Ô ß Ú9Ô

Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ4Û�Ñ­Õ)Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ�æçÏWáWØ · Ñ­á�Ô4Ü'× ß ÝWÑ­Õ¹õ�Ï�Ô�áWÖWÑ
u = 5
ã

í1Ó�Ô�Þ�× ß ÔÏ5;DKÔsÒ�×�Ð­Ï · Õ�Ô�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô6Ñ­Ò�×�Õ�Õ�Ñ­Ò�ÖW×U×�Ò�Ó · Ü Ô�î
ï�ÑWÚ`Û�Ô�Õ"ÔsØ�Ô�Ö�ÔsÖ · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�ÑKÖ�Ô�Ò
· áWÖW×�á ·�à Ô�î�8�×�Ò�Ú�õ�Ï�Ô�áWÖWÑ

δ = 0.01
ã

p:Ô�Þ�× ß Ôv5;D3æ�Î+Õ�Õ�Ñ ÖW×�×�Ò�Ó · Ü Ô�î
ï�ÑUÛ�Ô�Õ"ÔcÔUÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×8ÖW×�Õ�ÏZY�á�Ô�×�ÜoÓ"×�Ü'Û{Ñ¡7�á · Ó"Ñcõ�Ï�Ô�áWÖWÑ
δ = 0.01

ã

h�ÏWÕ�Ñ­Ò �)û p3×�Ü'Û{Ñ ö-á · æOã
(σb ' 1.52)

è£Ô�Ü Ô
(σb ' 1.80)

Î�n%ÛIã
(σb ' 2.12)

Ï|ö 4 p2ö 5 f c%ã T-8 5;E@ã6598 :aBWã T-8
p2ö¦D f ñ%ã B�8 T-8 5CBWã c-8

δ = 0.01
Ï|öHD p2ö]5 f 598 5 f 8 5;E@ã 4 8

p2ö¦D f BWã6598 E@ã T-8 5;:@ã=D
8
Ï|ö]5 f p2ö 5 f 4 E@ã6598 4[f 8 5;E
8

p2ö¦D f E@ã 4 8 BWã ñ-8 B%ã B�8

ü-Ñ�ì�Ô�Ü'×�á}Ó"×�Ú�õ�Ï�Ô�áWÖWÑ
u = 3
Ú�ó�Ü'×�Ö · Ö�Ô�õ�ÏW×

σb
Ô�ÏWÜ'×�á}Ó�Ô%Ú�Ô�Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ4Û{Ñ­Õ)Ö · æçÏWÒ"ï�ÑS7�Ø
Ô

Ü'×�áWÑ­Ò-×	7�Ø · ×�á}Ó"×�ã2ú:Ô�Õ"Ô
u = 10

Ñ@Ø�Ñ­Õ�Õ�×CÑ�Ø�Ñ�á�Ó"Õ"ë�Õ · ÑWÚ�Ñ­Ï�Ò�×Oâ�Ô%ÚIÔ Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ'Û{Ñ­Õ-Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ�7�Ø
Ô
Ü Ô · Ò`×	7�Ø · ×�á}Ó"×4õ�Ï�Ô�áWÖWÑ

σb
Ô�ÏWÜ'×�á}Ó�Ô%ã	Ù`×�æçÑ­Õ�Ü Ô Ð­×�Õ"Ô ß Ú]Ô�Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ�Û{Ñ­Õ2Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ�æçÏWáWØ · Ñ­á�Ô

Ü'× ß ÝWÑ­Õ+õ�Ï�Ô�áWÖWÑ
u = 5
ã+Ù`×�ì­×�Ü'Ñ­ÒmÕ�×�Ò�Ò"Ô ß Ó�Ô�Õ+Ó�Ô�Ü�Þ{å�Ü Ô£Ü'× ß ÝWÑ­Õ"Ô¤Ò · Ð­á · 7�Ø
ÔlÓ · ì�Ô2Ö�Ô	Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ

Û�Ñ­Õ)Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ�Û�ÔlÕ�Ô
T = 50

õ�Ï�Ô�áWÖWÑ
u = 10

áWÑ'Ø
Ô�Ò�Ñ
δ = 0.01

ã

3²±¥à þ HWEõ¹2Põ¹2LONOLO_`PB_`G _`G HWh��O\`P�G�Q ^%G�Q4�	EVLO\�¶2\`L¡^%E
ü-×�Ò�Ó�Ô Ò�×�î
ï�ÑWÚ

ψD(u)
Õ�×�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô ÔcÛWÕ�Ñ­Þ�ÔlÞ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×8ÖW×�Õ�ÏZY�á�ÔU×�ÜoÓ"×�Ü'Û{Ñ · áx7�á · Ó"ÑUõ�Ï�Ô�áWÖWÑ

Ï%Ó ·�ß�·�à Ô�Ü�Ñ­Ò+Ô£Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ¤Û�Ñ­Õ+Ö · æçÏWÒ"ï�ÑWÚ
ψS(u)

å)Ô¤ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×¹ÖW×)Õ�ÏZY�á�Ô2×�Ü Ó"×�Ü'Û{Ñ · áx7�á · Ó"Ñ
Ñ­Þ%Ó · Ö�Ô2ì · Ô¤Ò · Ü�Ï ß Ô�î
ï�Ñ£ÔlÓ"Õ"Ô
ì}å�ÒBÖ�Ô£Ü4ÏWÖ�Ô�áWî
Ô¤ÖW×-Ü'×�Ö · Ö�Ô%Ú

ψli(u)
×
ψls(u)

Ò"ï�ÑCÑ­Ò ß�· Ü · Ó"×�Ò · á%æç×�Õ · Ñ­Õ
×�Ò�ÏWÛ{×�Õ · Ñ­Õ�ÖWÑ · á�Ó"×�Õ�ìlÔ ß ÑKÖW×�Ø�Ñ­áx7�Ô�áWî
ÔsÕ�×�Ò�Û�×�Ø�Ó · ì�Ô�Ü'×�á}Ó"×�ãq`2Ò · á�Ó"×�Õ�ìlÔ ß Ñ­Ò�ÖW×UØ�Ñ­áx7�Ô�áWî
ÔKÒ"ï�Ñ
Ø�Ñ­áWÒ�Ó"Õ�ÏZY�ÖWÑ­Ò9Ï%Ó ·�ß�·�à Ô�áWÖWÑ4Ø�Ñ�×	7�Ø · ×�á}Ó"×CÒ�×£Ø�Ñ­áx7�Ô�áWî
Ô

α = 0.05
ã

Î+Ü1è¤Õ"Ô�áWÖW× ß�ß ø 5"T[Tx5�ù?ÚIÑ�Ô�Ï%Ó"Ñ­Õ£Ô�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô8Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò¤Û�Ô�Õ"Ô8Ô�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×�ÖW×4Õ�ÏZY�á�Ô�×�Ü
Ó"×�Ü'Û�Ñ · áx7�á · Ó"Ñ�õ�Ï�Ô�áWÖWÑ

δ = 0
ã Î ß ×�Ü'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô�õ�ÏW×'Û�Ô�Õ"Ô8õ�ÏW× Ô8Ô�ÛWÕ�Ñ"n · Ü Ô�î
ï�Ñ�Û{Ñ�Õ£Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ�Ò�×Oâ�Ô

×	7�Ø · ×�á}Ó"×�Ú�å9áW×�Ø�×�Ò�Ò"ë�Õ · ÑCõ�ÏW×9Ñ£Ø�Ñ@×	7�Ø · ×�á}Ó"×)ÖW×9Ò�×�Ð­ÏWÕ"Ô�áWî
Ô
θ = p/λµ−1

Ò�×Oâ�Ô¤Û{×�õ�ÏW×�áWÑC×
u
Ð­Õ"Ô�áWÖW×

D[D



ÖW×¤æçÑ­Õ�Ü Ô�õ�ÏW×
θ−1 × u Ò�×Oâ�Ô�Ü!Ö�Ô�Ü'×�Ò�Ü Ô�Ñ­Õ�ÖW×�Ü�ã

ü-×�Ò�Ó�Ô�Ò�×�î
ï�Ñ�Ø�Ñ­áWÒ · ÖW×�Õ"Ô�Ü'Ñ­Ò�Ô�Ò · Ó"Ï�Ô�î
ï�Ñ�×�Ü�õ�ÏW×
δ
å�Û{Ñ­Ò · Ó · ì­Ñ ×�ÖW×�Ó"×�Õ�Ü · áZY�Ò�Ó · Ø�ÑWÚ+Ñ­ÏKÒ�×Oâ�Ô%Ú

Ø�Ñ­áWÒ · ÖW×�Õ"Ô�Ü'Ñ­Ò
σd
×�Ü ø¥:�ñ}ù · Ð­Ï�Ô ß Ô à ×�Õ�ÑWã½ê@×�áWÖWÑ�Ô�Ò�Ò · Ü�Ú¤Ô�Û ß�· Ø
Ô�Õ�×�Ü'Ñ­Ò8Ô�Ò8æçé­Õ�Ü�Ï ß Ô�ÒcøÅBrE­ù�×

ø¥D[:­ù Û�Ô�Õ"Ô ×�áWØ�Ñ­á�Ó"Õ"Ô�Õ�Ô ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×�ÖW×�Õ�ÏZY�á�Ô ×�Ü Ó"×�Ü'Û{Ñ · áx7�á · Ó"Ñ õ�Ï�Ô�áWÖWÑ6Ï%Ó ·�ß�·�à Ô�Ü�Ñ­Ò�Ô
Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ£Û�Ñ­ÕRÖ · æçÏWÒ"ï�ÑWã.ú.Ô�Õ"Ô�7�áWÒRÖW×`Ø�Ñ­Ü'Û�Ô�Õ"Ô�î�ï�ÑWÚ�Ï%Ó ·�ß�·�à Ô�Õ�×�Ü'Ñ­ÒBÔ¤Ó"å�Ø�á · Ø
ÔCÖW×-Ü�ÏWÖ�Ô�áWî
ÔCÖW×
Ü'×�Ö · Ö�Ô�ÖW×�Ò�Ø�Õ · Ó�Ô'á�Ô Ò�×�î
ï�Ñ�E@ã 4 ã 4 Û�Ô�Õ"Ô'Ñ­Þ%Ó"×�Õ-ÏWÜ Ô'×�Ò�Ó · Ü ÔlÓ · ìlÔ�Û{Ñ­á}Ó"Ï�Ô ß × · á�Ó"×�Õ�ìlÔ ß Ô�Õ)Û�Ô�Õ"Ô'×�Ò�Ò"Ô
ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×�ã¹÷�× · Ó"Ñ · Ò�Ó"ÑWÚ�×�Ò�Ó�Ô�Õ�×�Ü'Ñ­Ò`Ô�Û%Ó"Ñ­Ò-Û�Ô�Õ"Ô�ì­×�Õ · 7�Ø
Ô�Õ`Ô'×	7�Ø · b�áWØ · Ô�Ö�Ô Ô�ÛWÕ�Ñ"n · Ü Ôlî
ï�Ñ'Û�Ñ­Õ
Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ4áW×�Ò�Ó"×CØ
Ô�Ò�ÑWã
ö)Ó ·�ß�·�à Ô�áWÖWÑ Ô'áWÑ�Ó�Ô�î
ï�Ñ Ö�Ô'Ò�×�î
ï�Ñ�E@ã 4 ã 4 Ú�Ø�Ñ­áWÒ · ÖW×�Õ"Ô�Ü'Ñ­Ò-áW×�Ò�Ó�Ô Ò�×�î
ï�Ñ�õ�ÏW×

λ = 1
×	Ô�Ó�Ô;nWÔ'ÖW×

ÛWÕgb�Ü · Ñ4å£ÏWÜ Ô	æçÏWáWî
ï�Ñ ß�· áW×
Ô�Õ¹Ö�Ô4Õ�×�Ò�×�Õ�ì�Ô%Ú�Ü Ô · Ò¹ÛWÕ�×�Ø · Ò"Ô�Ü'×�á}Ó"×

p(r) = 1.65 + 0.1r.
ø 5;:35�ù

>mÑ­Ü'Ñ	ì · Ò�Ó"Ñ�á�Ô	Ò�×�î
ï�Ñ�E@ã 4 ã=:£×�Ò�Ó"×¤Ü'Ñ�ÖW× ß Ñ	å2×�õ�Ï · ìlÔ ß ×�á�Ó"×2Ô�Ñ�Ü'Ñ@ÖW× ß ÑCØ�Ñ­Ü ÛWÕgb�Ü · Ñ	Ø�Ñ­áWÒ�Ó�Ô�á}Ó"×
áWÑ4Ó"×�Ü'Û{ÑWÚWáWÑ�õ�Ï�Ô ß

λ = 1
Ú
p = 1.65

×
δ = 0.1

ãBú:Ñ­ÕCø»T[T}ù?Ú%Ó"×�Ü'Ñ­Ò9õ�ÏW×

d

dt
ru(t) = 1.65 + 0.1ru(t), ru(0) = u.

ø 5;:[:­ù

Î+á}Ó�ï�Ñ

dru(t)

1.65 + 0.1ru(t)
= dt ⇒

∫

dru(t)

1.65 + 0.1ru(t)
= t+

Ø�Ñ­áWÒ�Ó
ã

⇒ 1

0.1

∫

0.1

1.65 + 0.1ru(t)
dru(t) = t+

Ø�Ñ­áWÒ�Ó
ã

⇒ ln(1.65 + 0.1ru(t)) = 0.1t+
Ø�Ñ­áWÒ�Ó
ã

⇒ 1.65 + 0.1ru(t) = ke0.1t

⇒ ru(t) = ke0.1t − 1.65

0.1
.

ö)Ó ·�ß�·�à Ô�áWÖWÑ�Ô4Ø�Ñ­áWÖ · î
ï�Ñ · á · Ø · Ô ß
ru(0) = u

ÚWÓ"×�Ü'Ñ­Ò9õ�ÏW×

ru(t) = e0.1t

(

u+
1.65

0.1

)

− 1.65

0.1
.

ø 5;: 4 ù

sPºÙ�Pº»
 ��ÀOä¿�3ÀO¾65wÄ¼È
�P�3��÷[����äO¾»�	Á Â ¾ ñ �O¾»È[ÉZ��7+Ä¼��Ä
í5Ó�Ô�Þ�× ß Ôk5�ñ%Ú)Õ�×�Ó · Õ"Ô�Ö�ÔcÖW× í`Ò�Ü�ÏWÒ�Ò�×�áâ¨Ëü · × ß Ò�×�áÃø 5"T[TwD­ù?Ú-Ô�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô Ñ Ø
Ô�Ò�Ñ ×�Ü�õ�ÏW×�Ô�Ò

· áWÖW×�á ·�à Ô�î�8�×�Ò9ÓAb�Ü!Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ'è£Ô�Ü Ô
(2.25, 1.5)

×
δ = 0.1

ã
`2Ò)Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò)Ô�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô�ÖWÑ­Ò-á�Ô�Ó?ÔlÞ{× ß Ô+5�ñ�æçÑ­Õ"Ô�Ü Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ­Ò9Õ�×
Ô ß�·�à Ô�áWÖWÑlþZÒ�×�5 f[f[f Õ�×�Û ß�· Ø
Ô�î�8�×�Ò

ÖW×
Mτ(u)

×�ÜËø 5 f B�ù?ã9ú3Ñ@ÖW×�Ü'Ñ­Ò-Û{×�Õ�Ø�×�Þ{×�Õ2õ�ÏW×	Ô Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ�Û{Ñ­Õ-Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ'åC×	7�Ø · ×�á}Ó"×	õ�Ï�Ô�áWÖWÑ
D�ñ



p:Ô�Þ�× ß Ô�5�ñxæ�ú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW× ÖW×�Õ�ÏZY�á�Ô�×�ÜËÓ"×�Ü'Û{Ñ · áx7�á · Ó"Ñ�õ�Ï�Ô�áWÖWÑUÔ�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò�ÓAb�Ü�Ö · ÒOþ
Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ�è£Ô�Ü Ô

(2.25, 1.5)
×
δ = 0.1

ã

h�ÏWÕ�Ñ­Ò �)û
ψD(u) ψS(u) ψli(u) ψls(u) ξE

Ï|öHD f ã65;D f D f ã65;D�ñ f ã65;D[: f ã65�ñ f 4 ã=D
8
δ = 0.1

Ï|ö]5 f f ã f[f ñx5 f ã f 5�ñ f f ã f 5;D�ñ f ã f 5�ñwD ñx598
Ï�ö 5;D f ã f[f[f[f DdT[T f ã f[f 5[5 f ã f[f 5 f ñ f ã f[f 5 4 TdBWã=D
8

u = 5
Ú.á�ï�Ñ Ò�×�áWÖWÑ Ò"ÔlÓ · Ò�ævÔlÓ"é­Õ · Ô8áWÑ­Ò�Ñ­Ï%Ó"Õ�Ñ­Ò	Ø
Ô�Ò�Ñ­Ò�ã:� · á}Ó�×�Õ"×�Ò"Ò"Ô�á}Ó"×�áWÑ�Ó�Ô�Õ	õ�ÏW×�Ñ­ÒCì�Ô ß Ñ­Õ�×�Ò	Ö�Ô

ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×-ÖW×2Õ�ÏZY�á�ÔC×�Ü�Ó"×�Ü'Û{Ñ�7�á · Ó"Ñ�Ü'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô�ÖWÑ­Òmá�ÔCÓ�Ô�Þ{× ß Ô�52×`Ó�Ô�Þ{× ß Ô�:CØ�Ñ­á}ì}×�Õ�Ð­×�Ü�Û�Ô�Õ"Ô
Ñ­Ò¹ì�Ô ß Ñ­Õ�×�Ò9Ö�Ô�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×2ÖW×£Õ�ÏZY�á�Ô4×�Ü�Ó"×�Ü'Û{Ñ · áx7�á · Ó�Ñ�Ü'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô�ÖWÑ­Ò9á�Ô4Ó�Ô�Þ{× ß Ô�5�ñ%ã
í Ó�Ô�Þ�× ß Ô�5�ñ'Ó�Ô�Ü�Þ{å�Ü½Ô�ÛWÕ�×�Ò�×�á�Ó�Ô�Ñ­Ò2×�Õ�Õ�Ñ­Ò2ÖW×�×�Ò�Ó · Ü Ô�î
ï�Ñ ×�Ü

ψD(u)
õ�Ï�Ô�áWÖWÑ�Ï%Ó ·�ß�·�à Ô�Ü�Ñ­Ò`Ô

Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ Û{Ñ­Õ2Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ�×�Ü=Õ�× ß Ô�î
ï�Ñ�ó
ψS(u)
ãC÷ · Ø
Ô�Ø ß ÔlÕ"Ñ�õ�ÏW×�ó�Ü'×�Ö · Ö�Ô õ�ÏW×�Ñ�ìlÔ ß Ñ­Õ2ÖW×

u
Ô�ÏWÜ'×�á}Ó�Ô%Ú�Ô�Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ4Û{Ñ­Õ9Ö · æçÏWÒ"ï�ÑS7�Ø
Ô�Ü'×�áWÑ­Ò9×	7�Ø · ×�á�Ó"×�ã

sPºÙ�PºÙ� ��ÀOä¿�3ÀO¾65wÄ¼È
�P�3��÷[����äO¾»�	Á Â ¾ ñ �O¾»È[ÉZ����,#ôõ��À¿�3ÀO÷w¾ÅÄ¼Û
ü-×�Ò�Ó�Ô�Ò�×�î
ï�Ñ'Ï%Ó ·�ß�·�à Ô�Õ�×�Ü'Ñ­Ò¹Ñ­Ò)Ò�×�Ð­Ï · á}Ó"×�Ò ���?�"����z��������vwy�'|­��¥�� æ

ξE =
ψD − ψ(u)

ψ(u)

ø 5;:aB�ù
×

ξS =
ψS − ψ(u)

ψ(u)
,

ø 5;:[D­ù
Ñ­áWÖW×

ψ(u)
å-Ô£ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×9ÖW×)Õ�ÏZY�á�Ô¤×�ÜVÓ"×�Ü'Û�Ñ · áx7�á · Ó"Ñ¤×onWÔlÓ�Ô£Û�Ô�Õ"Ô£Ñ£Ø
Ô�Ò�Ñ	ÖW× · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò

Ø�Ñ­Ü1Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ�Î�n%Û�Ñ­áW×�áWØ · Ô ß Ú
ψS
å�Ô�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×'ÖW×�Õ�ÏZY�á�Ô�×�Ü1Ó"×�Ü'Û{Ñ · áx7�á · Ó"Ñ�Ñ­Þ%Ó · Ö�Ô

Û�× ß Ô4Ò · Ü�Ï ß Ô�î
ï�Ñ	ÖWÑ�Ü Ô�Õ�Ó · áWÐ}Ô ß ÖW×	7�á · ÖWÑ�á�Ô�×on%ÛWÕ�×�Ò�Ò�ï�Ñ�ø 5 f B�ùR×
ψD
åCÔ�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×2ÖW×¤Õ�ÏZY�á�Ô

×�Ü�Ó"×�Ü'Û�Ñ · áx7�á · Ó"Ñ4Ñ­Þ%Ó · Ö�Ô4Û{× ß Ô�Ô�ÛWÕ�Ñ"n · Ü Ô�î
ï�Ñ�Û{Ñ­Õ9Ö · æçÏWÒ"ï�ÑWã
ü-Ñ�Ø
Ô�Ò�Ñ�ÖW× · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò	Ø�Ñ­ÜËÖ · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ�Î�n%Û�Ñ­áW×�áWØ · Ô ß Ú.×�Ü�ê@ÏWáWÖ%ÓQ¨qp3×�ÏWÐ­× ß Ò�ø 5"T[TwD­ù

Ñ­Ò-Ô�Ï%Ó"Ñ­Õ�×�Ò-Ü'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô�Ü!ÏWÜ Ô4æçé­Õ�Ü�Ï ß Ô�×onWÔlÓ�Ô'Û�Ô�Õ"Ô'Ô�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×¤ÖW×CÕ�ÏZY�á�Ô�×�Ü!Ó"×�Ü'Û{Ñ · áx7�á · Ó"Ñ
õ�Ï�Ô�áWÖWÑ

δ
å ÖW×�Ó"×�Õ�Ü · áZY�Ò�Ó · Ø�ÑWã�ü-×�Ò�Ó�Ô�Ò�×�î
ï�Ñ Ï%Ó ·�ß�·�à Ô�Ü�Ñ­ÒC×�Ò�Ó�Ô�æçé�Õ"Ü�Ï ß Ô%Ú�ævÔ à ×�áWÖWÑ�ÏWÜ Ô�Û{×�õ�ÏW×�á�Ô

Ø�Ñ­Õ�Õ�×�î
ï�Ñ�á�Ô�Ü'×�Ò�Ü Ô%ÚW×¤Ø�Ñ­Ü'Û�Ô�Õ"Ô�Ü'Ñ­Ò9Ñ­Ò9Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò)×onWÔlÓ"Ñ­Ò)Ø�Ñ­Ü!Ñ­Ò)Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò)Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ­Ò9Ø�Ñ­Ü¿Ô
Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ4Û�Ñ­Õ)Ö · æçÏWÒ"ï�ÑWã)>mÑ­Ü'Ñ'Ô�á}Ó"×�Õ · Ñ­Õ�Ü'×�á�Ó"×�Ú

λ = 1
Ú
p = 1.65

×
δ = 0.1

ã

D[E



ê@×Oâ�Ô
ρ = λµ

Ú
ψ̄δ(u) = 1− ψδ(u)

ãRÙ`×	7�á · Ü'Ñ­Ò¹Ó�Ô�Ü�Þ{å�Ü

Gδ(u) =
ψ̄δ(u)− ψ̄δ(0)

1− ψ̄δ(0)

ø 5;:�ñ}ù

×

Kδ = p

(

p

δµ

)λ/δ−1

· e−p/δµΓ−1

(

λ

δ
,
p

δµ

)

.
ø 5;:[E­ù

Î+Ü1ø�ê@ÏWáWÖ%Ó ¨Hp�×�ÏWÐ­× ß Ò�Ú¿5"T[TwD­ù?Ú%Ñ­Ò-Ô�Ï%Ó"Ñ­Õ�×�Ò)Ü'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô�Ü�õ�ÏW×

ψδ(0) =
ρ

Kδ + ρ

ø 5;:dc}ù

×

ψδ(u) = ψδ(0)[1−Gδ(u)].
ø 5;:dT}ù

ý]Ñ­Ð­ÑWÚ

ψδ(u) =
ρ

p
(

p
δµ

)λ/δ−1

· e−p/δµΓ−1
(

λ
δ
, p
δµ

)

+ ρ

·
Γ
(

λ
δ
, p
δµ

+ u
µ

)

Γ
(

λ
δ
, p
δµ

)

=
Γ
(

λ
δ
, p
δµ

+ u
µ

)

1
ρ
p
(

p
δµ

)λ/δ−1

· e−p/δµ + Γ
(

λ
δ
, p
δµ

)

=
Γ
(

λ
δ
, p
δµ

+ u
µ

)

1
λµ
p
(

p
δµ

)λ/δ−1

· e−p/δµ + Γ
(

λ
δ
, p
δµ

)

=
Γ
(

λ
δ
, p
δµ

+ u
µ

)

δ
λ
p
(

p
δµ

)λ/δ

· e−p/δµ + Γ
(

λ
δ
, p
δµ

)

,
ø 5 4[f ù

Ñ­áWÖW×
Γ
å	Ô4æçÏWáWî
ï�Ñ'Ð}Ô�Ü'Ü Ô · áWØ�Ñ­Ü'Û ß ×�Ó�Ô%ãRÎ+Ü½ê@ÏWáWÖ%Ó�¨Hp3×�ÏWÐ­× ß Ò�ø 5"T[TwD­ùmÑ­Ò`Ô�Ï%Ó"Ñ­Õ�×�Ò)Ñ­Ü · Ó"×�Ü�Ñ

Ó"×�Õ�Ü'Ñ
(1/µ)λ/δ

áWÑ'ÖW×�áWÑ­Ü · á�Ô�ÖWÑ­Õ¹Ö�Ô4×on%ÛWÕ�×�Ò�Ò�ï�Ñ ø 5 4[f ù?ã
ú:Ô�Õ"Ô�Ò · Ü�Ï ß Ô�ÕRÑ­Ò¹ìlÔ ß Ñ­Õ�×�Ò¹Ö�Ô�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�ÔlÖW×`ÖW×¤Õ�ÏZY�á�Ô	×�Ü Ó"×�Ü'Û�Ñ · áx7�á · Ó"Ñ�ÖW×�ì­×�Ü'Ñ­Ò9Õ�×
Ô ß�·�à Ô�Õ

Ô�Ü4ÏWÖ�Ô�áWî
Ô�ÖW×�Ü'×�Ö · Ö�Ô%ÚIØ�Ñ­Ü'Ñ�ì · Ò�Ó"Ñ8á�Ô�Ò�×�î
ï�Ñ�E@ã 4 ã 4 ã4ú:Ô�Õ"Ô�Ñ�Ø
Ô�Ò�Ñ�Î�n%Û�Ñ­áW×�áWØ · Ô ß Ú�Ô�æçÏWáWî
ï�Ñ
γ

æçÑ · Ü'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô�Ö�Ô�áWÑ�×on%×�Ü'Û ß ÑyE@ã 4 ã65­ã�ú3Ñ�ÖW×?þZÒ�×�Ü'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô�ÕCõ�ÏW×�Ú+Û�Ô�Õ"Ô�Ñ�Ø
Ô�Ò�Ñ ÖW× · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò	Ø�Ñ­Ü
Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ-Î�n%Û{Ñ­áW×�áWØ · Ô ß

(α)
Ú�Û�Ô�Õ"Ô-Ñ­Þ%Ó"×�Õ3Ñ­Ò3Ó"×�Ü'Û�Ñ­Ò

T
×�á}Ó"Õ�×¹Ô�Ò3Ø?ÝW×�Ð}Ô�Ö�Ô�Ò:Ò�Ñ­Þ4Ô-áWÑ�ìlÔ`Ü'×�Ö · Ö�Ô%Ú

Þ�Ô�Ò�Ó�Ô4Ò · Ü4Ï ß ÔlÕ¹ÏWÜ�ìlÔ ß Ñ­Õ
Ts
Ö�Ô�Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ4Î�n%Û{Ñ­áW×�áWØ · Ô ß Ø�Ñ­Ü�Ó�Ô;nWÔ�5£×£Ø
Ô ß Ø�Ï ß Ô�Õ

T =
1

δ
ln

[

1 +

(

δTs
α

)

1

p+ δx

]

Ddc



×RÛ�Ô�Õ"Ô)Ñ­Þ%Ó"×�Õ3Ñ-ìlÔ ß Ñ­Õ�Ö�Ô · þZå�Ò · Ü'Ô · áWÖW×�á ·�à Ô�î
ï�Ñ
X|T = t

Þ�Ô�Ò�Ó�Ô-Ò · Ü�Ï ß Ô�Õ]ÏWÜ�ìlÔ ß Ñ­Õ�Ö�Ô-Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ
Î�n%Û�Ñ­áW×�áWØ · Ô ß

(1/eδt(δx+ p))
Ú�Ñ­áWÖW×

x
å£Ñ4ì�Ô ß Ñ�Õ9Ö�Ô�Õ�×�Ò�×�Õ�ìlÔ'áWÑ · áWÒ�Ó�Ô�á}Ó"× · Ü'×�Ö · ÔlÓ�Ô�Ü�×�á}Ó"×£Ô�á}Ó"×�Ò

Ö�Ô · þZå�Ò · Ü Ô	Ø�ÝW×�Ð}Ô�Ö�Ô%ã
íÃÓ�Ô�Þ{× ß Ô+5;E'Ô�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô Ñ­Ò-Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò-Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ­Ò)Û�Ô�Õ"Ô'Ô'ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×¤ÖW×	Õ�ÏZY�á�Ô�×�Ü!Ó"×�Ü'Û{Ñ

· áx7�á · Ó"Ñ�õ�Ï�Ô�áWÖWÑ'Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò¹ÓAb�Ü�Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ�Î�n%Û{Ñ­áW×�áWØ · Ô ß ø¥: � 4 ùR× δ = 0.1
ãRü`Ô	Ó�Ô�Þ{× ß Ô%Ú

�)ûRåCÔ4Õ�×�Ò�×�Õ�ì�Ô · á · Ø · Ô ß Ú
ψ(u)
åCÔ�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×2×onWÔlÓ�Ô�Ñ­Þ%Ó · Ö�Ô4ÔlÓ"Õ"Ô
ì}å�Ò)Ö�Ô�æçé­Õ�Ü4Ï ß Ô�ø 5 4[f ù?ã

p:Ô�Þ�× ß Ô�5;E3æ�ú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW× ÖW×�Õ�ÏZY�á�Ô�×�ÜËÓ"×�Ü'Û{Ñ · áx7�á · Ó"Ñ�õ�Ï�Ô�áWÖWÑUÔ�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò�ÓAb�Ü�Ö · ÒOþ
Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ4Î�n%Û{Ñ­áW×�áWØ · Ô ß

(2/3)
×
δ = 0.1

ã

h�ÏWÕ�Ñ­Ò �)û
ψD(u) ψ(u) ψS(u) ψli(u) ψls(u) ξE ξS

Ï|ö 4 f ã BrD[DdT f ã 4 ñ f D f ã 4 ñw:dc f ã 4 D 4 E f ã 4 E35"T :�ñ%ã B�8 f ã ñ-8
δ = 0.1

Ï�ö¦D f ã=:[:�ñ[c f ã=: f D[D f ã=: f :[D f ã65"T­ñwE f ã=: f c 4 5 f ã 4 8 5­ã B�8
Ï�ö 5 f f ã f : f[4 f ã f B f[f f ã f B f[4 f ã f[4 T f f ã f BZ5�ñ BwT%ã=:
8 f ã=E[D
8
Ï�ö¦: f f ã f[f[f[f[f[f E[E f ã f[f[f EaB f ã f[f[f EaB f ã f[f[f E35 f ã f[f[f E�ñ T[c%ã T-8 f ã=D
8

ú3Ñ@ÖW×�Ü'Ñ­Ò Ñ­ÞWÒ�×�Õ�ì�Ô�Õ õ�ÏW× Ô Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�ÑUÛ{Ñ­Õ'Ö · æçÏWÒ"ï�ÑcæçÏWáWØ · Ñ­á�ÔcÜ'× ß ÝWÑ­Õ�õ�Ï�Ô�áWÖWÑ
u = 5

ã
� · á}Ó"×�Õ�×�Ò�Ò"Ô�á�Ó"× áWÑ�Ó�Ô�Õ�Ó�Ô�Ü�Þ{å�Ü õ�ÏW× Ñ­Ò�ì�Ô ß Ñ­Õ�×�Ò�Ö�ÔdÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×UÖW× Õ�ÏZY�á�ÔdÔlÓ"å ÑdÓ"×�Ü'Û{Ñ
T = 50

Ô�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô�ÖWÑ­Ò�á�ÔUÓ�Ô�Þ{× ß ÔcñcØ�Ñ­á}ì­×�Õ�Ð­×�Ü Û�Ô�Õ"ÔcÑ­Ò'ì�Ô ß Ñ­Õ�×�Ò'Ü'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô�ÖWÑ­Ò á�ÔUÓ�Ô�Þ�× ß Ôv5;E@ã
Ù`×�ì­×�Ü'Ñ­Ò�áWÑ�Ó�Ô�Õ£Ó�Ô�Ü�Þ{å�Ü õ�ÏW× Ñ�×�Õ�Õ�Ñ�ÖW× ×�Ò�Ó · Ü Ô�î
ï�Ñ�õ�Ï�Ô�áWÖWÑ

u = 20
å õ�Ï�Ô�Ò�×|5 f[f 8�ãN`2Ï%Ó"Õ�Ñ

ævÔlÓ"Ñ · Ü'Û{Ñ­Õ�Ó�Ô�á}Ó"×�å�õ�ÏW×8Ñ­Ò�ì�Ô ß Ñ­Õ�×�Ò
ψS(u, T )

á�Ô�Ó�Ô�Þ{× ß Ô ñ ×�Ò�Ó�ï�Ñ Þ{×�Ü ÛWÕ�éCn · Ü'Ñ­Ò	ÖWÑ­Ò�ì�Ô ß Ñ­Õ�×�Ò
×onWÔlÓ"Ñ­Ò9áWÑ�Ø
Ô�Ò�Ñ'Î�n%Û�Ñ­áW×�áWØ · Ô ß Ú · áWÖ · Ø
Ô�áWÖWÑ4õ�ÏW×¤Ñ�Ü'å�Ó"Ñ�ÖWÑ4ÖW×£Ò · Ü�Ï ß Ô�î
ï�Ñ	Ï%Ó ·�ß�·�à Ô�ÖWÑ�Û�Ô�Õ"Ô4Ñ­Þ%Ó"×�Õ9Ô
ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×BÖW×¹Õ�ÏZY�á�Ô-×�ÜÃÓ"×�Ü'Û{Ñ�7�á · Ó"Ñ

ψS(u, T )
åmÕ"Ô à Ñ}ë�ì­× ß ãÇ`2Ò:ìlÔ ß Ñ­Õ�×�Ò:Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ­Ò:Û�Ô�Õ"Ô

ψS(u)
Ò"ï�Ñ
×on%Ø�× ß ×�á}Ó"×�Ò�Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î�8@×�Ò�Û�Ô�Õ"Ô

ψ(u)
Ú · áWÖW×�Û{×�áWÖW×�á}Ó"×�Ü'×�á�Ó"×�ÖWÑ ìlÔ ß Ñ­Õ�ÖW×

u
ã Ù`×�ì­×?þZÒ�×�áWÑ�Ó�Ô�Õ

Ó�Ô�Ü�Þ{å�Ü5Ô�Û�×�õ�ÏW×�á�Ô�Ô�Ü'Û ß�· Ó"ÏWÖW×�ÖWÑ · á}Ó"×�Õ�ì�Ô ß Ñ�Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ�Û�Ô�Õ"Ô
ψS(u)
Ú�Ü'×�Ò"Ü�Ñ8Ø�Ñ­Ü5Ô�Û{×�á�Ô�ÒQ5 f[f[f

Õ�×�Û ß�· Ø
Ô�î�8�×�Ò)Õ�×
Ô ß�·�à Ô�Ö�Ô�Ò�ã
íÃÓ�Ô�Þ{× ß Ô+5"c Ô�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô Ñ­Ò-Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò-Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ­Ò)Û�Ô�Õ"Ô'Ô'ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×¤ÖW×	Õ�ÏZY�á�Ô�×�Ü!Ó"×�Ü'Û{Ñ

· áx7�á · Ó"Ñ4õ�Ï�Ô�áWÖWÑ Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò9ÓAb�Ü!Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ4Î�n%Û{Ñ­áW×�áWØ · Ô ß ø¥: � 4 ùm× δ = 0.05
ã

ü-Ñ�ì�Ô�Ü'×�á}Ó"×£Ñ­ÞWÒ�×�Õ�ìlÔ�þZÒ�×Cõ�ÏW×CÔ'ÔlÛWÕ"ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ�Û{Ñ­Õ9Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ4æçÏWáWØ · Ñ­á�Ô4Ü'× ß ÝWÑ­Õ¹õ�Ï�Ô�áWÖWÑ
u = 5
ã

ü-Ñ�Ó�Ô�þZÒ�×+Ó�Ô�Ü�Þ{å�Ü õ�ÏW×Rõ�Ï�Ô�áWÖWÑ
u = 3
Ú
u = 10

×
u = 20

Ñ-×�Õ�Õ�Ñ`ÖW×R×�Ò�Ó · Ü Ô�î
ï�Ñ
ξE
åRÜ'×�áWÑ­Õ3õ�ÏW×RáWÑ

Ø
Ô�Ò�Ñ
δ = 0.1

ã²>mÑ­Ü'Ñ Ô�á�Ó"×�Õ · Ñ­Õ�Ü'×�á}Ó"×�Ú�Ñ­ÞWÒ�×�Õ�ì�Ô�Ü'Ñ�Ò`õ�ÏW×CÑ­Ò)ì�Ô ß Ñ­Õ�×�Ò)Ö�Ô'ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×£ÖW×CÕ�ÏZY�á�Ô
ÔlÓ"å�Ñ8Ó�×�Ü'Û{Ñ

T = 50
Ô�ÛWÕ�×�Ò�×�á�Ó�Ô�ÖWÑ­Ò	á�Ô�Ó�Ô�Þ{× ß ÔNE8Ø�Ñ­á}ì­×�Õ�Ð­×�Ü1Û�Ô�Õ"Ô8Ñ­Ò£ì�Ô ß Ñ­Õ�×�Ò£Ü'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô�ÖWÑ­Ò£á�Ô

DdT



p:Ô�Þ�× ß Ô�5"cxæ�ú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW× ÖW×�Õ�ÏZY�á�Ô�×�ÜËÓ"×�Ü'Û{Ñ · áx7�á · Ó"Ñ�õ�Ï�Ô�áWÖWÑUÔ�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò�ÓAb�Ü�Ö · ÒOþ
Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ4Î�n%Û{Ñ­áW×�áWØ · Ô ß

(2/3)
×
δ = 0.05

ã

h�ÏWÕ�Ñ­Ò �)û
ψD(u) ψ(u) ψS(u) ψli(u) ψls(u) ξE ξS

Ï|ö 4 f ã=D�ñ­ñwE f ã B}ñwDdT f ã B­ñw:35 f ã BrD[: 4 f ã BrE[: f :35­ã ñ-8 f ã c-8
δ = 0.05

Ï|öHD f ã 4 D[DdT f ã 4 5 f T f ã 4[f D35 f ã=:aTwE[E f ã 4 5;:�ñ 5CBWã B�8 5­ã c-8
Ï|ö]5 f f ã f c f[4 f ã f T­ñ f f ã f TdB 4 f ã f Tx5"c f ã f T­ñ[T 5�ñ%ã 4 8 5­ã=E
8
Ï|öH: f f ã f[f[f Tw:�ñ f ã f[f D35 f E f ã f[f D f[4 f ã f[f Bwc[c f ã f[f D35"T cx5­ã c-8 5­ã 4 8

Ó�Ô�Þ�× ß ÔS5"c%ã)>mÑ­Ü'Ñ£áWÑCØ
Ô�Ò�Ñ	Ô�á}Ó"×�Õ · Ñ­Õ�Ú}ÏWÜ ævÔlÓ"Ñ · Ü'Û{Ñ­Õ�Ó�Ô�á}Ó"×¹å-õ�ÏW×)Ñ­Ò+ì�Ô ß Ñ­Õ�×�Ò
ψS(u, T )

á�Ô¤Ó�Ô�Þ{× ß Ô
E�×�Ò�Ó�ï�Ñ�Þ�×�Ü ÛWÕ�éCn · Ü'Ñ­Ò2ÖWÑ­Ò¤ì�Ô ß Ñ­Õ�×�Ò¤×onWÔlÓ"Ñ­ÒCáWÑ8Ø
Ô�Ò�Ñ�Î�n%Û{Ñ­áW×�áWØ · Ô ß Ú · áWÖ · Ø
Ô�áWÖWÑ�õ�ÏW×'Ñ8Ü'å�Ó"Ñ@ÖWÑ
ÖW× Ò · Ü�Ï ß Ô�î
ï�Ñ�Ï%Ó ·�ß�·�à Ô�ÖWÑ�Û�Ô�Õ"Ô�Ñ­Þ%Ó"×�Õ4Ô�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×'ÖW×�Õ�ÏZY�á�Ô�×�Ü Ó"×�Ü'Û{Ñ�7�á · Ó"Ñ

ψS(u, T )
å

Õ"Ô à Ñ}ë
ì­× ß ã-ü-Ñ�ì�Ô�Ü'×�á}Ó"×�Ú{Ñ­Ò-ì�Ô ß Ñ­Õ�×�Ò-Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ­Ò-Û�Ô�Õ"Ô
ψS(u)

Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�Ü!Þ{×�Ü;Ñ­Ò-ìlÔ ß Ñ­Õ�×�Ò`ÖW×
ψ(u)
Ú

áWÑ�×�á}Ó�Ô�á}Ó"Ñ8Û�Ñ@ÖW×�Ü'Ñ­Ò2áWÑ�Ó�Ô�Õ2õ�ÏW×4õ�Ï�Ô�áWÖWÑ
δ = 0.05

Ú�Ô�Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ å · á%æç×�Õ · Ñ­Õ-×�Ü=õ�Ï�Ô ß�· Ö�Ô�ÖW×
×�Ü!Õ�× ß Ô�î
ï�Ñ�Ô�Ñ�Ø
Ô�Ò�Ñ Ô�á}Ó"×�Õ · Ñ­Õ�ã
íÃÓ�Ô�Þ{× ß Ô+5"T Ô�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô Ñ­Ò-Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò-Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ­Ò)Û�Ô�Õ"Ô'Ô'ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×¤ÖW×	Õ�ÏZY�á�Ô�×�Ü!Ó"×�Ü'Û{Ñ

· áx7�á · Ó"Ñ4õ�Ï�Ô�áWÖWÑ Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò9ÓAb�Ü!Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ4Î�n%Û{Ñ­áW×�áWØ · Ô ß ø¥: � 4 ùm× δ = 0.01
ã

p:Ô�Þ�× ß Ô�5"Txæ�ú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW× ÖW×�Õ�ÏZY�á�Ô�×�ÜËÓ"×�Ü'Û{Ñ · áx7�á · Ó"Ñ�õ�Ï�Ô�áWÖWÑUÔ�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò�ÓAb�Ü�Ö · ÒOþ
Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ4Î�n%Û{Ñ­áW×�áWØ · Ô ß

(2/3)
×
δ = 0.01

ã

h�ÏWÕ�Ñ­Ò �)û
ψD(u) ψ(u) ψS(u) ψli(u) ψls(u) ξE ξS

Ï|ö 4 f ã=E[:[D[: f ã ñdB f E f ã ñdBZ5;D f ã ñ 4[4[f f ã ñwD f[f 5 4 ã6598 f ã6598
δ = 0.01

Ï�ö¦D f ã=D[EaBwT f ã=D35;EdT f ã=D35[5;D f ã=D f[4 c f ã=Dr5"T 4 5[598 5­ã=:
8
Ï|ö 5 f f ã 4[f 5;: f ã=:dT f 5 f ã=:dc[Tx5 f ã=:dc 4 T f ã=:dTdB[B 4 ã c-8 f ã 4 8
Ï|ö¦: f f ã f ñx5"c f ã f EaBrE f ã f EaB}ñ f ã f E 4[f f ã f E�ñx5 5;E@ã=:
8 f ã6598

ú3Ñ@ÖW×�Ü'Ñ­Ò`Û{×�Õ�Ø�×�Þ{×�Õ¤õ�ÏW×
ψS(u)

Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô
ψ(u)
ÖW×	Ü Ô�áW× · Õ"Ô'×	7�Ø · ×�á}Ó"×�ã¤ûZÒ�Ó"Ñ�Ü'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô õ�ÏW×�Ñ

Ü'å�Ó"Ñ�ÖWÑ�ÛWÕ�Ñ­Û�Ñ­Ò�Ó"Ñ�×�Ü í`Ò�Ü�ÏWÒ�Ò�×�á�¨!ü · × ß Ò�×�ádø 5"T[TwD�ù`Û�Ô�Õ�×�Ø�×�æçÏWáWØ · Ñ­á�Ô�Õ£Þ�×�Ü�ã ÷ · Ø
Ô�Ø ß Ô�Õ�Ñ8õ�ÏW×
áWÑ8Ø
Ô�Ò�Ñ

δ = 0.01
Ô8Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ�Û{Ñ­Õ¤Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ�æçÏWáWØ · Ñ­á�Ô�Ü�× ß ÝWÑ­Õ2õ�Ï�Ô�áWÖWÑ

u = 10
ã�ú3Ñ@ÖW×�Ü'Ñ�Ò

Ñ­ÞWÒ�×�Õ�ìlÔ�Õ)õ�ÏW×¤áWÑ4Ø
Ô�Ò�Ñ
δ = 0.01

Ñ­Ò9×�Õ�Õ�Ñ­Ò¹ÖW×¤×�Ò�Ó · Ü Ô�î
ï�Ñ4Ò"ï�Ñ4Ü'×�áWÑ­Õ�×�Ò9ÖWÑ4õ�ÏW×£áWÑ­Ò9Ñ­Ï%Ó"Õ�Ñ­Ò¹Ø
Ô�Ò�Ñ­Ò
· áWÖW×�Û�×�áWÖW×�á�Ó"×�Ü'×�á}Ó"×£ÖWÑ�ì�Ô ß Ñ­Õ¹ÖW×

u
ã;� · á}Ó"×�Õ�×�Ò�Ò"Ô�á�Ó"×¤áWÑ�Ó�Ô�ÕmÓ�Ô�Ü�Þ{å�Ü õ�ÏW×£Ñ­Ò¹ìlÔ ß Ñ­Õ�×�Ò¹Ö�Ô4ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�þ

Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×9ÖW×`Õ�ÏZY�á�ÔCÔlÓ"å)ÑCÓ"×�Ü'Û{Ñ
T = 50

Ô�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô�ÖWÑ­Òmá�Ô£Ó�Ô�Þ{× ß Ô�c£Ø�Ñ­á�ì­×�Õ�Ð­×�Ü�Û�Ô�Õ"Ô£Ñ­ÒRìlÔ ß Ñ­Õ�×�Ò

ñ f



Ü'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô�ÖWÑ­Ò¤á�Ô�Ó�Ô�Þ{× ß Ôy5"T%ã ú3Ñ@ÖW×?þZÒ�×'Û�×�Õ�Ø�×�Þ{×�ÕCÓ�Ô�Ü�Þ{å�Ü5õ�ÏW×'Ñ­Ò¤ì�Ô ß Ñ­Õ�×�Ò
ψS(u, T )

á�Ô�Ó�Ô�Þ{× ß Ô�c
×�Ò�Ó�ï�Ñ Þ�×�Ü;ÛWÕ�éCn · Ü'Ñ­Ò)ÖWÑ­Ò)ì�Ô ß Ñ­Õ�×�Ò-×onWÔlÓ"Ñ­Ò-áWÑ Ø
Ô�Ò�Ñ�Î�n%Û{Ñ­áW×�áWØ · Ô ß Ú · áWÖ · Ø
Ô�áWÖWÑ�õ�ÏW×	Ñ Ü'å�Ó"Ñ@ÖWÑ'ÖW×
Ò · Ü�Ï ß Ô�î
ï�Ñ�Ï%Ó ·�ß�·�à Ô�ÖWÑ8Û�Ô�Õ"Ô8Ñ­Þ%Ó"×�ÕCÔ8ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×4ÖW×�Õ�ÏZY�á�Ô8×�Ü5Ó"×�Ü'Û{Ñ+7�á · Ó"Ñ

ψS(u, T )
å'Õ"Ô�þ

à Ñ}ë
ì­× ß ã)>mÑ­áWØ ß Ï · þZÒ�×-×�á}Ó�ï�ÑWÚ@Û{× ß ÑCÜ'×�áWÑ­ÒRáW×�Ò�Ó"×`Ø
Ô�Ò�ÑWÚ%õ�ÏW×`õ�Ï�Ô�á}Ó"Ñ	Ü'×�áWÑ­ÕRÑCìlÔ ß Ñ­ÕBÖW×
δ
Ú@Ü'× ß ÝWÑ­Õ�×�Ò

Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò)Ò�×�Õ"ï�Ñ'Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ­Ò9Ø�Ñ­Ü¿Ô'Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ4Û{Ñ­Õ)Ö · æçÏWÒ"ï�ÑWãu`2Þ}ì · Ô�Ü'×�á}Ó"×�Ú�Ô4õ�Ï�Ô ß�· Ö�Ô�ÖW×¤ÖW×�Ò�Ó�Ô
Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ4ÖW×�Û�×�áWÖW×	ÖWÑ�Ò9ì�Ô ß Ñ­Õ�×�Ò9ÖW×

δ
×
σb
õ�Ï�Ô�áWÖWÑ'Ñ­Ò.â�ÏWÕ�Ñ­Ò9Ò"ï�Ñ'ÖW×�Ó"×�Õ�Ü · áZY�Ò�Ó · Ø�Ñ­Ò�ã

>mÑ­Ü'Ñ	ì · Ü'Ñ­Ò9Ô�á}Ó"×�Õ · Ñ­Õ�Ü'×�á}Ó"×�Ú%Û�Ô�Õ"Ô�Ñ4Ø
Ô�Ò�Ñ
δ = 0
Ú%×�Ü¿è¤Õ"Ô�áWÖW× ß�ß ø 5"T[Tx5�ù?Ú@Ñ�Ô�Ï%Ó"Ñ­Õ9Ô�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô

Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò4Û�ÔlÕ�Ô Ô�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW× ÖW×�Õ�ÏZY�á�Ô�×�ÜËÓ"×�Ü'Û{Ñ · áx7�á · Ó"ÑWãcÎ ß ×�Ü'Ñ­Ò�Ó"Õ"Ô�õ�ÏW×8Û�Ô�Õ"Ô�õ�ÏW×
Ô8Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ�Û{Ñ­Õ¤Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ�Ò�×Oâ�Ô8×	7�Ø · ×�á�Ó"×�Ú�å4áW×�Ø�×�Ò�Ò�ë�Õ · Ñ8õ�ÏW×

θ
Ò�×Oâ�Ô�Û{×�õ�ÏW×�áWÑ�×

u
Ð­Õ"Ô�áWÖW×�ÖW×

æçÑ­Õ�Ü Ô�õ�ÏW×
θ−1 × u Ò�×Oâ�Ô�Ü Ö�Ô�Ü'×�Ò�Ü Ô�Ñ­Õ�ÖW×�Ü�ã�ú:Ô�Õ"Ô8Ñ�Ø
Ô�Ò�Ñ δ > 0

Ú:Ô�Ø�Õ�×�Ö · Ó�Ô�Ü'Ñ­Ò¤õ�ÏW× ×on · Ò�Ó�Ô
ÏWÜ Ô�Õ�× ß Ô�î
ï�Ñ�×�á}Ó"Õ�×£Ñ­Ò)Û�Ô�ÕA��Ü'×�Ó"Õ�Ñ­Ò

δ
Ú
σb
Ú
u
×
θ
õ�ÏW×CÛ�×�Õ�Ü · Ó�Ô�õ�ÏW×	Ô�Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ4Û{Ñ�Õ)Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ

Ò�×Oâ�Ô�×	7�Ø · ×�á�Ó"×�ãRú3Ñ­Õ�å�Ü¿×�Ò�Ó�Ô�Õ�× ß Ô�î
ï�Ñ�å£ÖW×�Ò�Ø�Ñ­áWÝW×�Ø · Ö�Ô'×¤å£Ñ­Þ%â�×�Ó"Ñ�ÖW×£×�Ò�Ó"ÏWÖWÑ'Û�Ô�Õ"Ô�Ñ4æçÏ%Ó"ÏWÕ�ÑWã

ñx5



< Â Ì ÈoÂ � �ËÍ>= Á Í

ú:Ñ�ÖW×?þZÒ�×C×�áWØ�Ñ­á�Ó"Õ"Ô�Õ9ì�ë�Õ · Ñ­Ò9Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò)Ò"Ñ�ÞWÕ"×CÔ�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×¤ÖW×CÕ�ÏZY�á�Ô4×�Ü�Ó�×�Ü'Û{Ñ · áx7�á · Ó"Ñ
õ�Ï�Ô�áWÖWÑ'Ô�Ó�Ô;nWÔ4ÖW×mâ�ÏWÕ�Ñ­Ò

δ
å à ×�Õ�ÑWã)�)×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò9×onWÔlÓ"Ñ­Ò)×CÔ�Ò�Ò · á}Ó"é�Ó · Ø�Ñ­Ò¹Û{Ñ�ÖW×�Ü!Ò�×�Õ)×�áWØ�Ñ­á}Ó"Õ"Ô�ÖWÑ­Ò

á�Ô ß�· Ó"×�Õ"ÔlÓ"ÏWÕ"Ô%ã:ü-ÑC×�á}Ó�Ô�á}Ó"ÑWÚ�õ�Ï�Ô�áWÖWÑ
δ > 0
Ú�×on · Ò�Ó"×�ÜVÛ{Ñ­ÏWØ�Ñ­ÒRÕ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò+Ò�Ñ­ÞWÕ�×`Ô¤ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�ÔlÖW×

ÖW×£Õ�ÏZY�á�Ô�áW×�Ò�Ò"Ô�Ò`Ø · Õ�Ø�ÏWáWÒ�Ó���áWØ · Ô�Ò�ã
ü-×�Ò�Ó"×	Ó"Õ"Ô�Þ�Ô ß ÝWÑWÚ�×�Ò�Ó"ÏWÖ�Ô�Ü'Ñ­Ò2Ô Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ�Û{Ñ­Õ-Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ ÛWÕ�Ñ­Û�Ñ­Ò�Ó�Ô'Û{Ñ­Õ`ü-Ñ­Õ�Þ{×�Õ�Ð ø 5"T[T[T}ù?ã

Î+Ü�Ò�Ï�Ô ×on%Û�Ñ­Ò · î
ï�ÑWÚ`ÑKÔ�Ï%Ó"Ñ­Õ�Ø�Ñ­áWÒ · ÖW×�Õ"Ô Ô Û�Ñ­Ò�Ò · Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×�ÖW× õ�ÏW×
δ
Ò�×Oâ�Ô ×�Ò�Ó"Ñ@Ø
ë�Ò�Ó · Ø�ÑWÚ-Ò�×�áWÖWÑ

Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�ÖWÑ£Û�Ñ­ÕRÏWÜVÜ'Ñ�ì · Ü'×�á}Ó"ÑCômÕ�Ñ"<)á · Ô�áWÑ£Ø�Ñ­Ü Ø�Ñ@×	7�Ø · ×�á}Ó"×`ÖW×)Ó"×�áWÖZb�áWØ · ÔCÛ{Ñ­Ò · Ó · ì­ÑWã.ú3Ñ­Õ�å�Ü�Ú
×�Ü áWÑ­Ò�Ò"ÑCÓ"Õ"Ô�Þ�Ô ß ÝWÑCÖ · Ò�Ø�Ï%Ó · Ü'Ñ­ÒRÔCÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×)ÖW×`Õ�ÏZY�á�Ô£ÖW×`ÏWÜ Ô£Ò�×�Ð­ÏWÕ"Ô�ÖWÑ­Õ"Ô	õ�Ï�ÔláWÖWÑ4Ô£Ó�Ô;nWÔ
ÖW×¹â�ÏWÕ�Ñ­Ò

δ
å£ÖW×�Ó"×�Õ�Ü · áZY�Ò�Ó · Ø
Ô%ã

ú:Ô�Õ"Ô Ô�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×sÖW×�Õ�ÏZY�á�Ô ×�Ü Ó"×�Ü'Û{Ñâ7�á · Ó"ÑWÚ ×�Ò�Ó"ÏWÖ�Ô�Ü'Ñ­Ò Ñ­Ò Ø
Ô�Ò�Ñ­Ò ×�ÜMõ�ÏW×ÉÔ�Ò
· áWÖW×�á ·�à Ô�î�8�×�Ò)Ô4Ò�×�Õ�×�Ü!Û�Ô�Ð}Ô�Ò9Û{× ß Ô�Ò�×�Ð­ÏWÕ"Ô�ÖWÑ­Õ"Ô4Ò"ï�Ñ · áWÖW×�Û{×�áWÖW×�á}Ó"×�Ò-× · ÖW×�á}Ó · Ø
Ô�Ü'×�á}Ó�×2Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏZY þ
Ö�Ô�Ò Ø�Ñ­Ü Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ è£Ô�Ü Ô

(2.25, 1.5)
Ú9Î�n%Û{Ñ­áW×�áWØ · Ô ß

(2/3)
× ö-á · æçÑ­Õ�Ü'×

(1, 2)
Õ�×�Ò�Û{×�Ø�Ó · ì�Ô�þ

Ü'×�á}Ó"×�ã)>mÑ­Ü Ñ · á}Ó"Ï · Ó"Ñ2ÖW×9ìlÔ ß�· Ö�Ô�Õ:Ñ­ÒBÕ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò+Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ­Ò:ì · Ô¤Ô�ÛWÕ�Ñ"n · Ü Ô�î
ïlÑ¤Û�Ñ­Õ+Ö · æçÏWÒ"ï�ÑWÚ­æçÑ­Õ"Ô�Ü
Õ�×
Ô ß�·�à Ô�Ö�Ô�ÒRÒ · Ü�Ï ß Ô�î�8@×�ÒRÖWÑ4Ü'Ñ@ÖW× ß Ñ�ø 5CB�ùB×2Ñ­Þ%Ó · Ö�Ô�Òm×�Ò�Ó · Ü Ô�Ó · ì�Ô�ÒRÛ{Ñ­á}Ó"Ï�Ô · Òm× · á�Ó"×�Õ�ìlÔ ß Ô�Õ�×�ÒmÛ�Ô�Õ"Ô�Ô
ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×�ÖW×�Õ�ÏZY�á�Ô�×�Ü Ó"×�Ü'Û�Ñ¡7�á · Ó"ÑWãdÙ`×�Ò�Ó�Ô�æçÑ­Õ�Ü Ô æçÑ · Û�Ñ­Ò�ÒgY�ì}× ß Ø�Ñ­Ü'Û�Ô�Õ"Ô�Õ'Ô�Ò�Ñ ß ÏWî
ï�Ñ
á�ÏWÜ'å�Õ · Ø
Ô�Ö�Ô�×�õ�Ï�Ô�î
ï�Ñsø 4 ñ}ù¤Ø�Ñ­ÜËÑ­Ò�Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò	Ö�Ô�Ò · Ü4Ï ß Ôlî
ï�Ñ�Ô�Ø · Ü Ô8Õ�×�æç×�Õ · Ö�Ô%ã ÷WÑ · Û{Ñ­Ò�ÒgY�ì­× ß
Ñ­ÞWÒ�×�Õ�ìlÔ�Õ õ�ÏW×�ÔUõ�Ï�Ô ß�· Ö�ÔlÖW×8ÖWÑ­Ò'Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò'Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ­Ò4ì · ÔUÔ�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ�Û�Ñ­Õ'Ö · æçÏWÒ"ï�ÑUÖW×�Û�×�áWÖW×
ÖWÑ­Ò2Û�Ô�ÕA��Ü'×�Ó"Õ�Ñ­Ò

σb
Ú
δ
×�Ö�Ô�Õ�×�Ò�×�Õ�ìlÔ · á · Ø · Ô ß

u
Ö�Ô�Ò�×�Ð­ÏWÕ"Ô�ÖWÑ­Õ"Ô%ã	ü-Ñ�×�á�Ó�Ô�á}Ó"ÑWÚ]×�Ò�Ò"Ô�Õ�× ß Ô�î
ï�Ñ�á�ï�Ñ

å4Ø�Ñ­áWÝW×�Ø · Ö�Ô�×�Ú]Û�Ô�Õ"Ô�Ñ­Ò¤Ø
Ô�Ò�Ñ­Ò£×�Ò�Ó"ÏWÖ�Ô�ÖWÑ­Ò�Ú�Ñ­ÞWÒ�×�Õ�ì­Ñ­Ï@þZÒ�×�õ�ÏW×�Ú�ÖW×�æçÑ­Õ�Ü Ô�Ð­×�Õ"Ô ß Ú]Ô8Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ
Ü'× ß ÝWÑ­Õ"Ô�õ�Ï�Ô�áWÖWÑ

δ
×
σb
Ò"ï�Ñ'Û�×�õ�ÏW×�áWÑ­Ò�ã

ú:Ô�Õ"Ô8Ô�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×�ÖW×4Õ�ÏZY�á�Ô�×�Ü=Ó"×�Ü'Û{Ñ · áx7�á · Ó"ÑWÚjæçÑ­Õ"Ô�Ü½×�Ò�Ó"ÏWÖ�Ô�ÖWÑ­ÒCÑ�Ò£Ø
Ô�Ò�Ñ­Ò£×�Ü=õ�ÏW×
Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î	8@×�Ò'Ô�Ò�×�Õ�×�ÜoÛ�Ô�Ð}Ô�Ò4Û{× ß Ô Ò�×�Ð­ÏWÕ"Ô�ÖWÑ­Õ"Ô�Ò"ï�Ñ · áWÖW×�Û{×�áWÖW×�á�Ó"×�Ò × · ÖW×�á}Ó · Ø
Ô�Ü'×�á}Ó"×�Ö · ÒOþ
Ó"Õ · ÞWÏZY�Ö�Ô�Ò.Ø�Ñ­Ü Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ£è£Ô�Ü Ô

(2.25, 1.5)
×)Î�n%Û{Ñ­áW×�áWØ · Ô ß

(2/3)
Õ�×�Ò�Û{×�Ø�Ó · ìlÔ�Ü'×�á}Ó"×�ãBü-Ñ£Ø
Ô�Ò�Ñ

×�Ü¿õ�ÏW×
δ
åCÖW×�Ó"×�Õ�Ü · áZY�Ò�Ó · Ø�ÑWÚ�ü-Ñ­Õ�Þ{×�Õ�Ð ø 5"T[TdT}ù¹×�áWØ�Ñ­á}Ó"Õ"Ô Ô�æçé­Õ�Ü�Ï ß Ô�ø¥D[:­ù¹Û�Ô�Õ"Ô'Ô�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×

ÖW×�Õ"ÏZY�á�ÔU×�ÜoÓ"×�Ü'Û�Ñ · áx7�á · Ó"ÑWÚmõ�Ï�Ô�áWÖWÑ ÑcÜ'×�Ò�Ü'ÑUÏ%Ó ·�ß�·�à Ô�ÔcÔ�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�ÑUÛ�Ñ­Õ Ö · æçÏWÒ"ï�ÑWãÉÎ+Ü
áWÑ­Ò�Ò�Ñ�Ó"Õ"Ô�Þ�Ô ß ÝWÑWÚIÏ%Ó ·�ß�·�à Ô�Ü�Ñ­Ò2×�Ò�Ò"Ô�æçé­Õ�Ü4Ï ß Ô'×�Ñ­Ò¤Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò¤Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ­Ò2×�Ü=í`Ò�Ü4ÏWÒ�Ò�×�á�¨�ü · × ß Ò�×�á
ø 5"T[TwD­ùmÛ�Ô�Õ"Ô�ì­×�Õ · 7�Ø
Ô�Õ`Ô4ì�Ô ß�· Ö�Ô�ÖW×£Ö�Ô'Ô�ÛWÕ�Ñ"n · Ü Ôlî
ï�Ñ�Û{Ñ­Õ-Ö · æçÏWÒ"ï�Ñ'õ�Ï�Ô�áWÖWÑ�Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò)ÓAb�Ü
Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�ÑCè£Ô�Ü Ô

(2.25, 1.5)
ã ò Ï�Ô�áWÖWÑ

δ = 0.1
Ú%ÔCÔ�ÛWÕ�Ñ"n · Ü Ô�î�ï�ÑCÛ�Ñ­ÕRÖ · æçÏWÒ"ï�ÑCå-Ü Ô · Ò+×	7�Ø · ×�á}Ó"×

õ�Ï�Ô�áWÖWÑ Ô4Õ�×�Ò�×�Õ�ì�Ô · á · Ø · Ô ß
u
å£Û{×�õ�ÏW×�á�Ô%ã

ú:Ô�Õ"Ô	Ñ�Ø
Ô�Ò�Ñ�ÖW× · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8�×�Ò¹Ø�Ñ­Ü�Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ	Î�n%Û{Ñ­áW×�áWØ · Ô ß
(2/3)
Ú%Ï%Ó ·�ß�·�à Ô�Ü'Ñ�ÒmÔ	Ü'×�Ò�Ü Ô

ñw:



æçé­Õ�Ü�Ï ß Ôcø¥D[:­ù£Û�Ô�Õ"Ô�Ô�ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×'ÖW×�Õ�ÏZY�á�Ô�×�Ü1Ó"×�Ü'Û{Ñ · áx7�á · Ó"Ñ�áWÑ Ø
Ô�Ò�Ñ�Ö�Ô Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ
Û�Ñ­Õ-Ö · æçÏWÒ"ï�ÑWã¹ú:Ô�Õ"Ô4ì�Ô ß�· Ö�Ô�Õ9×�Ò�Ò"Ô Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�ÑWÚWÏ%Ó ·�ß�·�à Ô�Ü�Ñ­Ò)Ô4æçé­Õ�Ü�Ï ß Ô�ø 5 4[f ù?Ú�Ô�õ�Ï�Ô ß æçÑ­Õ�áW×�Ø�×	Ô
ÛWÕ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· Ö�Ô�ÖW×	ÖW×4Õ�ÏZY�á�Ô�×onWÔlÓ�Ô�×�Ü½Ó"×�Ü'Û{Ñ · áx7�á · Ó"ÑWã	÷�Ñ · Û{Ñ­Ò�ÒgY�ì­× ß ì}×�Õ · 7�Ø
Ô�Õ2õ�ÏW×�Ñ­Ò¤Õ�×�Ò�Ï ß Ó�Ô�ÖWÑ­Ò
Ñ­Þ%Ó · ÖWÑ­ÒRì · Ô�Ô�ÛWÕ�ÑCn · Ü Ô�î
ï�Ñ	Û{Ñ­ÕmÖ · æçÏWÒ"ï�Ñ4Ò"ï�Ñ�Ü'× ß ÝWÑ­Õ�×�Ò¹õ�Ï�Ô�áWÖWÑ

δ
å2Û�×�õ�ÏW×�áWÑWã)©B×�Õ · 7�Ø�Ñ�Ï@þZÒ"×`Ó�Ô�Ü4þ

Þ�å�Ü!õ�ÏW×£Ñ4Ü'å�Ó"Ñ@ÖWÑ4ÛWÕ�Ñ­Û�Ñ­Ò�Ó"Ñ�×�Ü�í`Ò�Ü4ÏWÒ�Ò�×�á�¨ ü · × ß Ò�×�ácø 5"T[TwD­ù+æçÏWáWØ · Ñ­áWÑ­Ï8ÖW×2æçÑ­Õ�Ü Ô	×	7�Ø · ×�á}Ó"×
áWÑ�Ø
Ô�Ò�Ñ'×�Ü!õ�ÏW×	Ô�Ò · áWÖW×�á ·�à Ô�î�8@×�Ò9ÓAb�Ü!Ö · Ò�Ó"Õ · ÞWÏ · î
ï�Ñ4Î�n%Û{Ñ­áW×�áWØ · Ô ß ã

ñ 4



�@? ¾¿ÁA	sÁ ¾CB ÈoÂ Ä{» Í

í`Ò�Ü�ÏWÒ�Ò�×�áIÚjê{ã�Ú3ø 5"T[TwD­ù?ãED �@wyx Ó �"�­²�|}²�wy³´wy�vw���� ã�«cÑ­Õ ß Ö�ê@Ø · ×�á}Ó · 7�Ø�Ú�ê · áWÐ}Ô�Û{Ñ­Õ�×�ã

í`Ò�Ü�ÏWÒ�Ò�×�áIÚ�ê{ã�ÚIü · × ß Ò�×�áIÚP�Cã äUã�Ú+ø 5"T[TwD­ù?ãFD �@wyx��{���­²�|}²�wy³´wy�vw����C¦�wv|�³����"|�³:|}zgÔ��}���v� ��x��-�����.Gd��w���x��y� ã
h�Ñ­ÏWÕ�á�Ô ß Ñ�æ:í`Û ß�ß�· ×�Ö8ú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· ÓÖ­ 4d4 Ú�E 4 ñCþIE[D[D@ã

>mÝ�ÏWáWÐWÚPØ4ã ý+ã�Ú¼« ·�ß�ß�· Ô�Ü�Ò�Ú.�£ã=h%ã�Ú.ø 5"T[T f ù?ã-¨ x��v�"�
z������vw��lx��Z� µ��Z�����W|����vw�� ¨ x��Z�¡¶���|��vw��lx ã)ô · Õgª�ÝIH�ÏWÒ�×�Õ�Ú
ô¹Ô�Ò�× ß ã

Ù`×�Ð­×�Õ�Ö�Ô�Ý ß Ú¿>`ã=`�ã�ÚRø 5"TwDaB�ù?ã u ���@�?¦��KJ����	�"�����@³´�y�4wyx �y��� ���l³y³������vwy¦����y�����l�LJ����	�?w��NM ãCûZáPæ¤ú+Õ�Ñ­Þ�Ô�þ
Þ ·�ß�· ÓÖ­�Ô�áWÖ�ê�Ó�ÔlÓ · Ò�Ó · Ø�Ò�ãõp9ÝW×��`Ô�Õ�Ñ ß ÖN>mÕ"Ô�Ü'å�Õ9ì­Ñ ß ÏWÜ'×�ã)h�Ñ­ÝWá�« ·�ß ×	­­Ú�ê�Ó"Ñ@Ø�ª�ÝWÑ ß Ü�Ú%ÛIãu:[E�ñ�þ´:dT[T%ã

Ù · Ø�ª�Ò�Ñ­áIÚ]Ù	ã=>`ã äUã�Út« ÔlÓ"×�Õ�Ò�Ú#�Cã �£ã�Ú+ø 5"T[TdT}ù?ãOD �@wyx8�{�"�­²�|}²�wy³´wy�vw����-Ë+wy�y�U���l�`���l�@x{z�wyx@¶�|��������y� ã`ûZá@þ
Ò�ÏWÕ"Ô�áWØ�×dæmä�ÔlÓ"ÝW×�Ü ÔlÓ · Ø�Ò)Ô�áWÖ�Î+Ø�Ñ­áWÑ­Ü · Ø�Ò�:[D@ÚZBwT�þOñw:@ã

Î+Ü�ÞWÕ�×�Ø�Ý�Ó"Ò�Ú2ú�ã_Ø ß ÏWÛWÛ{× ß Þ{×�Õ�ÐWÚ >`ã�Ú¤ä · ª�Ñ­Ò�Ø�ÝIÚ p¤ã�Ú4ø¥: fdf[4 ù?ãQP �
z���³y³´wyx@¶�ßÇÒ­�v�����'|�³_ßm¦���x��y�>R3�l�
¨ x%���@��|�xj���C|�x{z�RBwyx{|�xj��� ã+ê@ÛWÕ · áWÐ­×�Õ�Ú�ôm×�Õ ß�· Ü8ã

Î+Ü�ÞWÕ�×�Ø�Ý�Ó"Ò�Ú.ú3ã�Ú.ê@ÝWÜ · Ö ß�· ÚO�Cã�Ú ø 5"T[TdB�ù?ãSD �@wyxd�����vwy�'|��vw��lx����l��|�¶���xj����|�³.wyx%���@��|�xj���'�?w��NM�� �
z���³ ã
í9Ö%ì�Ô�áWØ�×�Ò`Ñ�æ:í`ÛWÛ ß�· ×�Ö�ú+Õ�Ñ­Þ�Ô�Þ ·�ß�· ÓÖ­+:�ñ%ÚZB f BlþÖBr:[:@ã

è¤Õ"Ô�áWÖW× ß�ß ÚZh%ã�Ú3ø 5"T[Tx5�ù?ã u`�Z�������y����� D w��NM Î �����l�LJ ãRê@ÛWÕ · áWÐ­×�ÕOþÍ©B×�Õ ß Ô�ÐWÚ%ü-×	<UTRÑ­Õgª�ã

�`Ô�Õ�Õ · Ò�Ñ­áIÚuh%ã äUã�Ú¤ø 5"TwE[E­ù?ãVD �@wyxU�{�"�­²�³����	�+Ë+wy�y�d���l�`���l�@x{z�wyx@¶U|��������y� ãsê�Ó"Ñ@Ø�Ý�Ô�Ò�Ó · Ø�ú+Õ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�×�Ò
í`ÛWÛ ß ãMD@Ú�ñwE�þ´EdT%ã

Ø£Ô�Õ"ÔlÓ à Ô�Ò�Ú3û�ã�Ú+ê@ÝWÕ�×�ì}×�ÚBê{ã�Ú9ø 5"T[Tx5�ù?ã ±)�"�aË+x�wv|�x P �l�vw��lx6|�x{z�µ��Z�����W|����vw�� © |�³����@³´�}� Ú.ê@×�Ø�Ñ­áWÖ ×�ÖIã
ê@ÛWÕ · áWÐ­×�Õ�Ú�ôm×�Õ ß�· Ü�ã

Ø£Ô�Õ ß�· áIÚ3ê{ã�Ú�p3Ô"­ ß Ñ­Õ�ÚO�Cã�Ú¹ø 5"TwE[D­ù?ã uWRBwy�"��� © �l�@�"���'wyx µ��Z�����W|����vw�� Ó �"���?�����
��� Ú:ê@×�Ø�Ñ­áWÖ Î+Ö · Ó · Ñ­áIã
í9Ø
Ô�ÖW×�Ü · Ø£ú+Õ�×�Ò�Ò�ã

ñdB



ý]×�Õ�Ø�ÝW×�Ú��Cã �£ã�Ú�ø 5"T[c­ñ}ù?ã ±2�l�@x{z}|��LJ © �"������wyx@¶����-±)�"�aË+x�wv|�x P �l�vw���x ãmê@ÛWÕ · áWÐ­×�Õ�Ú�ôm×�Õ ß�· áIã

ü-Ñ­Õ�Þ�×�Õ�ÐWÚr�£ã�Ú{ø 5"T[T[T}ù?ãXD ��wyx	�{�"�­²�³����	�_Ë+wy�y� |��������y�-|�x{zC³´wv|}²�wy³´wy�vw����`���)z�w Y9�}��w��lx �.J���� ã+ê�Ó"Ñ@Ø�Ý�Ô�Ò�Ó · Ø
ú+Õ�Ñ�Ø�×�Ò�Ò�×�Ò2Ô�áWÖNp9ÝW× · Õ9í`ÛWÛ ß�· Ø
ÔlÓ · Ñ­áWÒ_cx5­Ú.:[D[DCþI:�ñ[T%ã

Z ª�Ò�×�áWÖ�Ô ß Ú�ô`ã�Ú�ø¥: f[f[4 ù?ã µ��Z�����W|����vw�� Þ w Y`���"��x��vwv|�³.ß9~��W|��vw��lx%� Ú�Ò · n@Ó"Ý8×�ÖIãmê@ÛWÕ · áWÐ­×�Õ�Ú�ôm×�Õ ß�· Ü�ã

�)Ñ ß Ògª · Ú�p¤ã�Ú£ê@Ø�ÝWÜ · Ö ß�· Ú��Cã�Ú£ê@Ø�Ý · Ü · Ö%Ó
Ú²©�ã�Ú*p3×�ÏWÐ­× ß Ò�h%ã ý+ãCø 5"T[T[c}ù?ã µ��Z�����W|����vw�� Ó �"�����������������l�
¨ x%���@��|�xj���C|�x{z�RBwyx{|�xj��� Ú¼h�Ñ­ÝWá+« ß�·�ß ×	­�¨ ê@Ñ­áWÒ�Ú�ü-×	<ATRÑ­Õgª�ã

�)ÏWÑ­ÝWÑ­áW×�áIÚ9äUã�Ú¤ø 5"T[c f ù?ã è xd�y���4�{�"�­²�|}²�wy³´wy�.J �����?�@wyx �����?w��NM��{�"��������������|?�}�{�"��Ò­wy� |��Z�"zc²�Jc|
z�w Y9�}��w��lx'�{�"��������� ãBê@Ø
Ô�áWÖIãBí9Ø�Ó"Ï�Ô�Õ · Ô ß ã)h%ã#5[5 4 þ�5;: f ã

ê@Ý · Õ´­}Ô�×�ì{Ú�í	ã üCã�Ú3ø 5"T[T­ñ}ù?ã Ó �"�­²�|�²�wy³ wy�[J ÚWÒ�×�Ø�Ñ­áWÖ�×�ÖIãmê@ÛWÕ · áWÐ­×�ÕOþÍ©B×�Õ ß Ô�ÐWÚWü-×	<ATRÑ­Õgª�ã

ê ·�ß ìlÔ%Ú��£ã «Ãã=>`ã�Ú¤í9Ó"ÏWáWØ
Ô�Õ�ÚCè4ã`ê{ã�Ú'ø¥: f[f B�ù?ã\P �l¦�wy� ��x��Z� ±)�"�aË+x�wv|�xj�6� |�³ ¶��@�'|��c|?�{³´w��"|­�aç���� ã
ä�Ñ­áWÑ­Ð­Õ"Ôa7�Ô£Ò�ÏWÞWÜ'×�Ó · Ö�ÔCÔ�Ñ	Ù`×�Û�Ô�Õ�Ó�Ô�Ü'×�á}Ó"Ñ	ÖW×`Î+Ò�Ó�ÔlÓAY�Ò�Ó · Ø
Ô£Ö�ÔCö-á · ì}×�Õ�Ò · Ö�Ô�ÖW×-÷�×�ÖW×�Õ"Ô ß ÖW×2ä · á�Ô�Ò
è¤×�Õ"Ô · Ò�ã

ê�Ó"Õ · ªw<m×�Õ�Ö�Ô%Ú#h%ã�Ú=>`ã�ÚBø¥: f[f B�ù?ã RBwyx�wy�Z� Þ w Y`���"��xj���CµI������� ���4|�x{z Ó |��?�vwv|�³ Þ w Y`������xW��wv|�³tß9~��W|��vw��lx%� Ú
ê@×�Ø�Ñ­áWÖ�×�ÖIãmê · Ô�Ü�ÚWú+Ý ·�ß Ô�ÖW× ß ÛWÝ · Ô@ã

ê@ÏWáWÖ%Ó
ÚWô`ã�Ú�ø 5"T[T 4 ù?ã u`x ¨ x��v�"�
z������vw���x Î �#]C�lx�°[":w ��� ¨ x%���@��|�xj��� P |��y�����'|��vw���� Ú 4 Õ�Ö�×�ÖWáIãÇ©B×�Õ ß Ô�Ð
©B×�Õ�Ò · Ø�ÝW×�Õ�ÏWáWÐ­Ò´< · Ò�Ò�×�áWÒ"Ý�ÔlæyÓ
Ú�Ø£Ô�Õ ß Ò�Õ�ÏWÝW×�ã

ê@ÏWáWÖ%Ó
Ú@ô`ã�Úrp3×�ÏWÐ­× ß Ò�Úxh%ã ß ã�ã�Ú{ø 5"T[TwD­ù?ãXD �@wyx&ßB���vwy�'|��Z��� Ê x{z���� ¨ x��Z���������^R3�l�"��� ã:ûZáWÒ�ÏWÕ"Ô�áWØ�×dæBä�ÔlÓ"Ý@þ
×�Ü ÔlÓ · Ø�Ò9Ô�áWÖ�Î+Ø�Ñ­áWÑ­Ü · Ø�Ò�5�ñ%Ú.E�þ´:[:@ã

p:ÔC­ ß Ñ­Õ�ÚWè4ã=>`ã�Ú]ø 5"T[c f ù?ã Ó ���­²�|}²�wy³´wy�.J'���-�?�@wyx�Ë+wy�y��¦l|��?wv|}²�³��B�{�"���4wy�@� ��|��Z� ãRê@Ø
Ô�áWÖ · á�Ô
ì · Ô�á�í9Ø�Ó"Ï@þ
Ô�Õ · Ô ß h�Ñ­ÏWÕ�á�Ô ß Ú¼D[E�þ´E�ñ%ã

ñwD
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ü-×�Ò�Ó�Ô�Ò�×�î
ï�Ñ Ô�ÛWÕ�×�Ò�×�á}Ó�Ô�Ü'Ñ­Ò-Ô�æçé­Õ�Ü4Ï ß Ô	ÖW×£û¡ÓA@�Ü4Ï ß Ó · þZÖ · Ü�×�áWÒ · Ñ­á�Ô ß ã
ö-Ü!Ü'Ñ�ì · Ü'×�á}Ó"Ñ�ômÕ�Ñ"<)á · Ô�áWÑ�×�Ü

R
m å£ÏWÜ Ô mþZÏWÛ ß Ô

W = {Wt = (W 1
t ,W

2
t , · · · ,Wm

t ), t ∈ R+},
Ñ­áWÖW×£Ø
Ô�Ö�Ô

W i = {W i
t , t ∈ R+}

Ú
i = 1, 2, · · · ,m ÚWå£ÏWÜ!Ü'Ñ�ì · Ü'×�á}Ó"Ñ�ômÕ�Ñ"<)á · Ô�áWÑ�×�Ü R

ã
ê@×Oâ�Ô

B(t, ω) = (B1(t, ω), ..., Bm(t, ω))
ÏWÜ1Ü'Ñ�ì · Ü'×�á}Ó"Ñ�ômÕ�Ñ"<)á · Ô�áWÑ�Ü4þZÖ · Ü�×�áWÒ · Ñ­á�Ô ß ã�ê@×

Ø
Ô�Ö�Ô�ÏWÜ;ÖWÑ­Ò-ÛWÕ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�Ñ­Ò
uij(t, ω)

×
vij(t, ω) (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ m)

Ò"ÔlÓ · Ò�ævÔ à ×�Ü;Ô'Ø�Ñ­áWÖ · î
ï�Ñ
Ö�Ô�Ö�Ô4á�Ô'Ù`×	7�á · î�ï�Ñ 4 ã=:@ã=E@ÚW×�á�Ó�ï�Ñ�Û{Ñ�ÖW×�Ü'Ñ­Ò9æçÑ­Õ�Ü Ô�Õ¹Ñ�Ò�×�Ð­Ï · á}Ó"×£ÛWÕ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�Ñ

n
ÖW×£û¡Ó�@xæ



















dX1 = u1dt + v11dB1 + · · · + v1mdBmããã ããã ããã

dXn = undt + vn1dB1 + · · · + vnmdBm.`2Ï8×�Ü!áWÑ�Ó�Ô�î
ï�Ñ�Ü ÔlÓ"Õ · Ø · Ô ß
dX(t) = udt+ vdB(t),

Ñ­áWÖW×

X(t) =











X1(t)ããã

Xn(t)











, u =











u1ããã

un











, v =











v11 · · · v1mããã ããã

vn1 · · · vnm











, dB(t) =











dB1(t)ããã

dBm(t)











.

p:Ô ß ÛWÕ�Ñ�Ø�×�Ò�Ò�Ñ
X(t)
å£Ø�Ý�Ô�Ü Ô�ÖWÑ�ÏWÜ!ÛWÕ�Ñ@Ø�×�Ò�Ò�Ñ ÖW×£û¡ÓA@�á@þZÖ · Ü'×�áWÒ · Ñ­á�Ô ß ã

�M�r� Â �3��Ä�%|º6{#º»
�ég^Iï Â �¡�OÛÅÄ¡ä¿�|�oÁ"å��¡�OÛíÁ;¾�`�äO¾Å���3ÀO�C¾Å��À¿Ä¼Û¥Ì µI�»Ô�|

dX(t) = udt+ vdB(t)

�@� �{�"������������z�� ¨ �Öë8x�°�z�wy� ��x%��w��lx{|�³�§�µI�»Ô�|
g(t, x) = (g1(t, x), · · · , gp(t, x))

�@�5�'|?�W|
C2
z��

[0,∞)× R
n
���

R
p.
ßmx��¡¥����¤�{�"�����������

Y (t, ω) = g(t,X(t))

�¡|��'²?���½�£�@� �{�"����������� z�� ¨ �Öë�¢¹z�� ~��W|�³:�'xIa@� ���"� z}|8���l�`���lxj��x��Z�
k, Yk
¢9�	z}|}z��2���l�

dYk =
∂gk
∂t

(t,X)dt+
∑

i

∂gk
∂xi

(t,X)dXi +
1

2

∑

i,j

∂2gk
∂xi∂xj

(t,X)dXidXj,

�lx{z��
dBidBj = δijdt

�
dBidt = dtdBi = 0

§
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>mÑ­áWÒ · ÖW×�Õ�×
St =

Nt
∑

i=1

Xi
Ø�Ñ­Ü'Ñ�×�Ü1ø»c}ù?ãBÎ+á}Ó�ï�Ñ

E(St) =
∞
∑

k=0

E(St|Nt = k)P (Nt = k)

=
∞
∑

k=1

E

(

Nt
∑

i=1

Xi|Nt = k

)

P (Nt = k)

=
∞
∑

k=1

E

(

k
∑

i=1

Xi

)

P (Nt = k)

= µ

∞
∑

k=1

kP (Nt = k)

= λµt

×

V ar(St) = E[V ar(St|Nt)] + V ar[E(St|Nt)]

= E[NtV ar(X)] + V ar[NtE(X)]

= E(Nt)V ar(X) + V ar(Nt)(E(X))2

= λt(σ2 + µ2)

�
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` ÛWÕ�Ñ�Ø�×�Ò�Ò�Ñ
Mt
ÖW×	7�á · ÖWÑ�á�Ô�×on%ÛWÕ�×�Ò�Ò"ï�Ñ�ø 4 :­ùBå2ÏWÜ!ä�Ô�Õ�Ó · áWÐ}Ô ß Ø�Ñ­Ü Õ�×�Ò�Û{× · Ó"Ñ4ó-7 ß Ó"Õ"Ô�î
ï�Ñ At

ã
`2Þ}ì · Ô�Ü'×�á}Ó"×�Ú · ùm× ·�· ùBÖ�Ô'Ù`×	7�á · î
ï�Ñ 4 ã65­ã B�Ò"ï�Ñ'Ò"ÔlÓ · Ò�æç× · Ó"Ñ­Ò�ã+ú.Ô�Õ"Ô ·�·�· ù?Ú%Þ�Ô�Ò�Ó�Ô4Ñ­ÞWÒ�×�Õ�ì�Ô�Õ)õ�ÏW×

E[Mt+s|At] = E

[

P

(

inf
s∈[0,u]

Xs > y|At+s

)

|At

]

= E

[

P

(

inf
s∈[0,u]

Xs > y|At

)

|At+s

]

= P

(

inf
s∈[0,u]

Xs > y|At

)

= Mt

�
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