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Resumo

O procedimento de controle on-line de processos por atributos, denominado controle on-line de
Taguchi, consiste em amostrar um item a cada m produzidos e decidir, a cada inspecéo, se houve ou ndo
a reducdo da fracdo de itens conformes produzidos. Caso o item inspecionado for ndo conforme, para-se
0 processo para ajuste. Como o sistema de inspecdo pode estar sujeito a erros de classificacao,
desenvolve-se um modelo probabilistico que classifica repetidamente o item amostrado até que se
observe uma determinada quantidade de classificagdes conformes (a) ou ndo conformes (b). O primeiro
evento a ocorrer (a conformes ou b ndo conformes) define a classificagdo final do item amostrado.
Utilizando-se as propriedades de uma cadeia de Markov ergodica, obtém-se uma expressdo do custo
médio do sistema de controle, que pode ser minimizada por trés parametros: o intervalo entre inspecdes
(m); o nimero de classificacbes conformes repetidas (a); e o nimero de classificagcbes ndo conformes
repetidas (b). O resultado 6timo é comparado com duas abordagens alternativas: a primeira consiste de
uma simples politica preventiva onde ajusta-se 0 sistema (sem a necessidade de inspecdo) a cada n
itens produzidos; a segunda diferencia-se em relagdo ao sistema aqui proposto apenas nas
classificagdes repetidas do item amostrado uma vez que este é classificado um numero fixo (r) de vezes.
Como resultado observamos que a politica aqui proposta é superior ao procedimento que fixa 0 nimero
de classificagdes repetidas no item amostrado. Também concluimos que o ajuste preventivo deve ser
sempre verificado, pois dependendo da magnitude dos erros de classificagdo e custos envolvidos, este
pode ser uma opcao mais econdmica em média do que politicas que requerem inspecdo. Um exemplo
numérico ilustra todo o procedimento proposto.

Palavras-Chave: controle on-line de qualidade por atributos; erros de classificacdo; classificacdo
repetida sequencial, cadeias de Markov.
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1. Introducéo

Taguchi et al.(1989) apresentaram um planejamento econémico para monitoramento on-line do
controle de qualidade baseado em atributos onde o sistema de inspecao é automatico e permite apenas a
coleta de um item. O objetivo foi propor uma politica de inspecdo que minimizasse 0s custos
decorrentes de uma mudanga no processo de producdo. Em um instante aleatdrio o processo migrava de
um estado onde a quantidade de pecas conformes era de 100% para um novo estado onde a quantidade
de pecas conformes era inferior a 100%. Em termos simbdlicos a probabilidade de conformidade
migrava de p; = 1 (Estado 1) para p, (Estado Il), com 0 < p, < p;. O controle constituia-se em
inspecionar 0 m-ésimo item a cada m produzidos. Se o item inspecionado fosse julgado conforme a
producdo era continuada, caso contrario o processo era ajustado. Na solucdo apresentada, Taguchi et al.

(1989) nédo assumiram explicitamente uma distribuicéo de probabilidade para a mudanca de p, =1 para

p2 e varias simplificagdes e aproximacdes foram empregadas na obtencdo do custo médio esperado e do

valor 6timo de m, que designaremos como m°.

Nayebpour & Woodall (1993) desenvolveram um procedimento alternativo, no qual assumiram
uma distribuicdo geométrica para mudanca do Estado | para Il, e concluiram que esta abordagem era
mais apropriada quando comparada aquela de Taguchi et al. (1989), principalmente no caso em que p, >
0. Segundo os autores, isto acontece porque Taguchi et al. (1989) assumiram implicitamente que a
mudanca do Estado | para o Estado Il ocorreria com distribui¢do uniforme entre as inspecdes. Este fato
permite a obtencdo da funcdo custo de forma mais simplificada, mas muitas vezes nédo representa bem

situacOes reais.



Borges et al. (2001) observaram que o procedimento de inspecao discutido em Taguchi et al.(1989)
e Nayebpour & Woodall (1993) pode apresentar erros de classificagdo, comprometendo a determinacao
do valor 6timo m°. Os autores desenvolveram uma abordagem para incorporacdo destes erros e
demonstraram o impacto econdmico decorrente da sua desconsideracdo. Entretanto, ndo consideraram a
possibilidade da realizacdo de classificacOes repetidas independentes no item inspecionado como
possivel critério de minimizagdo do custo médio esperado. Greenberg & Stokes (1995) mostram que
classificacdes repetidas podem gerar uma economia média no sistema de classificacdo quando existe a

possibilidade de erros.

Trindade et. al. (2007a,b) assumiram a possibilidade de p, <le consideraram a possibilidade de
realizacdo de r (r >1e inteiro) classificagdes repetidas no item inspecionado com julgamento final do

item em conforme se a quantidade de itens conformes (entre as r classificacdes repetidas) fosse igual a
pelo menos w (0 <w<r einteiro). A estratégia 6tima consistiu na determinacdo do intervalo entre
inspecdes (m), do numero de classificagdes repetidas do item inspecionado (r) e do nimero minimo de
classificagdes conformes (dentre as r) para julgar o item conforme (w) que minimizam o custo médio do
sistema de controle. Entretanto a politica adotada de classificagOes repetidas utilizada por Trindade et.
al. (2007a,b) pode realizar classificaces desnecessarias para julgamento final do item em conforme ou
ndo conforme. Por exemplo, se r=5 e w=1 a observacdo da primeira classificagdo repetida
conforme ja seria suficiente para uma tomada de decisdo e conseqiientemente teriamos uma economia

decorrente da ndo necessidade de realizagéo de todas as r classificagdes repetidas independentes.

Neste trabalho adotamos um procedimento discutido em Quinino & Ho (2004) que implicara na
ndo realizacdo de classificacbes repetidas desnecessarias. Consideraremos que um item serd

repetidamente e independentemente classificado até observarmos a (inteiro e a>1) conformes ou



b (inteiro e b>1) ndo conformes (admitindo a possibilidade de erros de classificagdo). O item sera
julgado conforme se primeiramente encontrarmos aconformes nas classificacdes repetidas ou seréa
julgado ndo conforme se primeiramente encontrarmos b ndo conformes nas classificacGes repetidas.
Neste sentido, 0 nUmero maximo de classificagdes repetidas por item sera a+b—1. Assim, o0 objetivo
primordial sera encontrar os valores de a, b e m que minimizam o custo médio do sistema de controle.
E nosso objetivo também comparamos os resultados com uma simples abordagem de manutencio

preventiva (ajustes previamente determinados sem a necessidade de inspecdes).

Na secdo 2, 0 modelo probabilistico para o processo de classificacdes repetidas é descrito. Na se¢do
3 um modelo de custo é desenvolvido para determinar os valores 6timos. Na secdo 4, avaliamos
economicamente a possibilidade da realizacdo de ajustes preventivos em comparacdo com a politica de
classificagdes repetidas. Um exemplo numérico para ilustrar o modelo proposto € apresentado na se¢do

5, e finalizando, as conclusdes sdo apresentados na se¢éo 6.

2. Modelo probabilistico

Considere um processo de produgdo onde os itens produzidos sdo conformes ou ndo conformes. O
sistema de controle consiste em inspecionar apenas 0 m-ésimo item a cada m produzidos. Se o item
inspecionado for julgado conforme a producéo é continuada, caso contrario o processo € ajustado. Neste
trabalho denominaremos este sistema de controle como processo de ajuste corretivo. Cada item
inspecionado sera classificado independentemente até observarmos a conformes ou b ndo conformes. O
item inspecionado, classificado repetidamente e independentemente em conforme ou ndo conforme,
sera julgado conforme se encontrarmos primeiramente @ conformes ou sera julgado ndo conforme se
encontrarmos primeiramente b n&o conformes. O numero méximo de classifica¢fes repetidas para uma

tomada de decisdo serd a+b—1. As classificacbes podem apresentar dois tipos de erros: tipo I, «, no



qual classifica-se um produto como ndo conforme quando ele na realidade é conforme e o tipo I, 4, no

qual classifica-se um produto como conforme quando na realidade é ndo conforme. Neste trabalho

consideramos « e £ menores do que 0,5 0 que é razoavel em casos reais e pode ser constatada nos

varios exemplos descritos em Johnson et al. (1991).

O processo produtivo pode mudar de uma probabilidade de conformidade p; (Estado I) para p,
(Estado I1), p, < py, de acordo com uma distribui¢cdo geométrica com parametro z,0 <z <1. Assume-

se que a probabilidade do processo de producdo mudar do Estado Il para o Estado I, sem que ocorra

uma intervengéo sobre o processo (um ajuste), é zero.

Com as consideracOes anteriores podemos modelar o processo de inspe¢do como uma Cadeia de
Markov com espaco de estados discretos(s,k), onde s e k assumem valores 1 ou 2. A varidvel s indica
se 0 processo de producdo no instante da inspecao estd no Estado | (s =1) ou no Estado Il (s=2) e a
variavel k indica se o item inspecionado foi julgado conforme (k=1) ou ndo conforme (k=2).
Usaremos os simbolos s, sy, ki e ko para indicar respectivamente as situagdes s=1, s=2, k=1 e
k=2. A Figura 1 representa esquematicamente 0s possiveis estados e migragdes no processo

markoviano aqui utilizado.
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Figura 1 — Processo de controle proposto.

As probabilidades de transi¢édo de um estado (s;k);no instante de inspecéo i para o estado (s;k)j,; no

instante de inspe¢do i+1 constituem os elementos da matriz de transicdo P, como descrito na Figura 2.

sk, sk, sk, s,k
S1;k1 /Xl /\2 /\3 /\4

::81;k2 A&l A&Z A&3 A&4

Sk | An Ay Ay Ay
SZ; kl /\41 /\42 /\A3 /\44

P

Figura 2 — Matriz de Transicdo do processo de inspecéo.



Por exemplo, Ay, indica a probabilidade de migrarmos para o estado (s =1k =1);,1 dado que o estado
anterior era (s=1k=1);, ou esquematicamente (s;;kj); = (s;;k; )i;1- Considerando as possiveis

transicOes a partir do estado (s;;kj), tem-se:

Ay = (8K = (83K ) =(1-7)" [ pBN[a,(1-a)|+(1-p)BN|a, ﬁﬂ (2.2)
A, = (85K = (57K )iy = (A= 7)" [ p,BN[b,a) |+@- p)BN[b,(1- ,B):” (2.2)

(2.3)

Ay =(8:K) = (S,K,)i = |:1_(1_77)m:|[ p,BN [b’a}"(l_ p,)BN [b’ (1_16):|:|

Ac=(5ik), = (i) =[1-0-m)" [ pBN[a 0= ]+ 0-pBN[ap] ]|

A quantidade (1—=)™ é a probabilidade de ndo haver mudanca do estado | para o estado Il entre duas

inspecgdes sucessivas (com producao de m itens).

a+b—1

(x—=1)!
— (a-D!(x—a)!

O termo BN[a,q]= 0°(1—a)** indica a probabilidade de classificarmos o

item inspecionado e submetido a classificagdes repetidas como conforme. Para entender a formula
devemos relembrar inicialmente que o nimero de classificagdes repetidas maximo € a+b-1. Como
desejamos calcular a probabilidade do item ser conforme entdo a Ultima classificacdo repetida devera

ser necessariamente conforme. Evento que acontece com probabilidade q. Fixado a ultima prova em
conforme resta-nos calcular a probabilidade de que nas (x—1) classificagcbes repetidas anteriores
tenhamos (a—1) classificagbes conformes. Tal acontecimento pode ser modelado como uma
distribuicdo binomial com pardmetros (x—1) e g. Assim, a probabilidade da pega ser considerada

8



L e : , X—
conforme na x-ésima classificagdo repetida serd qx
a_

1
1]qal(l_q)“‘. Além disso, temos que

considerar que o numero de classificacOes repetidas pode variar entre 0 minimo x=a e 0 Maximo

x=a-+b—-1. Conseqlentemente, a probabilidade de julgar a peca conforme sera

a+b—1

BN[a,q] = Z (x=1)!

= (@-D!(x~a)! q"(L-a)"".

a+b-1

Similarmente,  BN[b,q] = Z T _(1);&?1

b)lqb(l—Q)X_b indica a probabilidade de

classificarmos o item inspecionado e submetido a classificacdes repetidas como ndo conforme.
Observe que o calculo das probabilidades de transicdo dependem exclusivamente da probabilidade de
mudanca do Estado | para o Estado Il e da probabilidade do item inspecionado ser julgado conforme ou
ndo conforme. Os instantes de inspecdo em que o item é julgado ndo conforme implicam em um ajuste
do processo, levando-o necessariamente ao Estado .

Por isso, tem-se:

A= R = A Ay = Ay = Al Ag= A=A A=Ay = Ay (2.5)

Adota-se que o processo ndo muda do Estado Il para o Estado | sem que ocorra um ajuste no processo.

Como o ajuste so ocorre quando o item é julgado ndo conforme (k=2), tem-se:

= (S, k) = (5K = (2.6)

= (82 K)i = (8:Ky) i = (2.7)

Por fim, as demais transi¢Ges a partir do estado (s,;k;); séo dadas por:



Ay = (55:K); = (851K, )i = [ p,BN [b, 0!:| +(@-p,)BN [b, (1—ﬂ)]] (2.8)

Ay =(8,:K); > (S,5K)i = |: p,BN |:a’ (1—05):|+ (1-p,)BN [a,ﬂ:ﬂ (2.9)

A matriz de transicdo P é ergbdica recorrente e conseqlientemente Q=Ilim,_, P! existe e é

independente da probabilidade dos estados iniciais do processo, o que implica que todas a linhas de Q

sdo iguais. Denotaremos o vetor Y igual a primeira linha da matriz Q, sendo representado por

Y :[Yl;Yz;Yg;Y4] e podendo ser calculado atraves da equagédo (2.10) que € a solugdo do sistema de

equacdo linear dado por Y =YP e Y, +Y, +Y, +Y, =1.

Y=A'B (2.10)

onde
0
0
-1 Ais
1

As probabilidades V,,Y,,Y,eY, podem ser interpretadas como a propor¢cdo media do numero de
inspecdes nos estados (s;;k), (S;;k,), (S,:k,) € (S,;k;), respectivamente, para um ndmero

suficientemente grande de inspecdes.

10



3. Modelo para Minimizacao dos custos

Para obtencdo da funcdo de custo, algumas suposi¢des sdo necessarias. Caso um item examinado
seja declarado defeituoso serd decidido pela realizacdo de um ajuste. A decisdo de ajuste ndo é
instantanea, o que implica que L unidades serdo produzidas entre o inicio da inspecdo e a decisdo de
ajuste. A unidade inspecionada assim como as L unidades produzidas durante a inspec¢do do processo

sdo descartadas. Apos 0 ajuste o processo passa a produzir unidades conformes com probabilidade p; .

Considere 0s seguintes custos: ¢o - 0 custo de inspecionar uma vez um item produzido; ¢;- 0 custo de
produzir e ndo eliminar um item defeituoso; c; - 0 custo de ajuste; c3 - 0 custo de produzir e eliminar um
item defeituoso; ¢, - 0 custo de produzir e eliminar um item perfeito. Observe que estamos

considerando que a inspecao ¢ destrutiva, mas pode ser realizada repetidas vezes.

Em cada ciclo de inspecdo, (m-1) itens s&o enviados para 0 mercado ou para 0s proximos estagios
de producdo. Para um numero suficientemente grande de inspecgdes realizadas, Y corresponde ao vetor
de probabilidade de ocorréncia de cada estado da cadeia P. Sejam V e K as varidveis aleatorias que
indica respectivamente o custo incorrido em cada ciclo de inspe¢do e o custo por item produzido no ciclo,

entdo 0 custo médio por item produzido e ndo descartado (em cada ciclo de inspe¢éo) €:
E(K) = E(V) (3.1)
m-1

Os valores que a varidvel aleatoria V assume sdo discretos e estdo vinculados aos estados (s;k). A

Tabela 1 apresenta estes vinculos, bem como as respectivas probabilidades de permanéncia no estado.

11



Tabela 1 - Distribuicdo de probabilidades de V.

Estados Valores de V Probabilidades
(s;;k,) \'A Y,
(s;;k,) V, Y,
(s,:k,) vV, Y,
(s,:k)) Vv, Y,

Os calculos dos valores possiveis de V dependem do custo das classificacdes repetidas, da
ocorréncia de ajuste, do atraso, do nimero de itens ndo conformes enviados para o mercado e do real
estado do item inspecionado. E importante observar que a probabilidade do item inspecionado ser
realmente conforme ou n&o é condicionada ao julgamento realizado.

Consideremos inicialmente o custo Vi, ou seja, o custo do ciclo em que o estado de inspecdo é

(s,;k;) . Neste caso sdo feitas classificagdes repetidas do item inspecionado, todas os itens produzidos

no ciclo estdo no Estado | e o item inspecionado é julgado conforme, ou seja, ndo ha custo decorrente

de ajuste ou atraso. Como o item inspecionado ¢ destruido, deve-se calcular a probabilidade de que ele

seja conforme, dado que foi julgado conforme ( p1|/1) e a probabilidade do item ser ndo conforme, dado

que foi julgado conforme (pé,l). Estas probabilidades sdo dadas por 3.2 e 3.3. Para facilitar a

explicagdo defini-se uma nova varidvel aleatéria T que assume o valor 1 se a peca inspecionada for
realmente conforme e 2 caso contrario. Utilizando-se o teorema de Bayes e a propriedade de

probabilidades complementares, temos:

P,BN[a, (- a)]

I —PIT =1 ’kl =
P [T |(Sl )] plBN[a,(l—Ol)]+(1_ pl)BN[a,ﬁ]

(3.2)

Py, =PIT =2](s;k)]=1-p}, (33)

12



Assim, o custo V; é dado por:

a+b-1

V1 =Gy Z X7, + Cl(m _1)(1_ pl) + p2',103 + p1I/1C4 (3.4)

X=a

em que
X_l a X—a X_l a X—a
(1-a)'o B*(1—P)
~p a—1 - p) a—1 (3.5)
™ BN[a,(1—q)] ' BN [a,]
a+b—1
O termo Z X-Z, indica o numero esperado de classificacdes repetidas condicionado ao fato que o

X=a

item inspecionado foi julgado conforme. O numero de classificacbes repetidas necessarias para
defini¢do do item como conforme pode variar entre x=a e x=a+b—1 classificacdes. O termo z, é
a probabilidade condicional do numero de classificacdes repetidas ter sido x dado que o item foi
julgado conforme. Para facilidade do célculo do valor esperado utilizamos o teorema da probabilidade

total condicionando a peca avaliada em conforme [probabilidade p ] ou ndo-conforme [ probabilidade

Xx—1

-1
(1—p)]. As probabilidades [X ](1—@)%4Xa e [
a—1 a—1

]Bf"(l—B)Xa precisam ser “normalizadas”

respectivamente em relacdo a BN [a, (1—@)] e BN [a,B] uma vez que essas Sao menores ou iguais a

um.

O custo V, refere-se ao ciclo em que o estado de inspecéo é (s;;k,). Todos os itens sdo produzidos no

Estado I, mas o item inspecionado foi julgado ndo conforme, sendo efetuado o ajuste e ocorrendo o
respectivo atraso. As probabilidades para o estado real do item inspecionado condicionado ao

julgamento séo dadas por

13



p,BN[b,«]

| =P[T =1]|(s;;k,)] = .
P = A =S BN ol @ BN @ P o
P22 = PIT = 2| (s;;k,)1 =1~ py, (3.7)
Conseqlientemente, o custo V, é
a+b-1 | |
V2 = C0 Z X Zz + C2 +Cl(m _l)(l_ pl) + p2/203 + p1/2C4 + L(l_ pl)c3 + I—p1C4 (3-8)
x=b
em que
x—1 b x—b x—1 b ax—b
1-— 1-—
B SN 1
Y b, ] PN b, 1—B)]

O calculo do custo Vs, associado ao estado (s,;K,), néo é calculado diretamente. Entretanto, este pode

ser facilitado considerando a possibilidade do sistema de producdo no atual ciclo de inspecéo ter

produzido parte das pecas no Estado | ou todas as pecas no Estado Il. Um ciclo que termina no Estado

- - k . . .
Il pode ter iniciado no Estado Il ou no Estado I. A probabilidade [ pf:z.. ] de que na inspecdo anterior o

2k2

estado era (s,;k,)ou (s;;k,) ou (s;;k;) dado que o estado atual seja (s,;k,) e a probabilidade [ pf.ﬁ..

de que na inspecéo anterior o estado era (s,;k;) dado que o estado atual seja (s,;k,)séo calculadas em

funcdo das probabilidades de migracdo da matriz P e pelos valores estacionarios de Y . Estas

probabilidades sdo calculadas através do teorema de Bayes e sdo dadas por:

|Sz—k>2|| =P [(31; kl)ifl Y (31; k2)i—1 o (52; k2)i—1 | (32; kz)i] (3.10)

14
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sk _ A13Y1 + A23Y2 + A33Y3 _ A13 (Y1 + Yz + Ys)

U AY ALY, ALY ALY, ALY Y, +Ys) + ALY,

22 =1=P[(si; k)i U (81K, ia Y (855K, )iy (855K, )i ] (311)

-1l

sky A43Y4
ALY Y, +Y,) + ALY,

No caso em que o estado da inspecdo imediatamente anterior era (S,;k,)ou (s;;k,) ou (s;;k,), deve-se
determinar o ponto em que ocorre a mudanca no ciclo associado ao atual estado de inspecéo (s,;k,)
para que o numero de itens defeituosos enviados para 0 mercado seja adequadamente calculado. A

probabilidade de que a mudanca ocorra no t-esimo item produzido é dada por:

_ (1—7r)t_17r 21
P 1-a-o" | ! (3.12)

Deve-se também calcular as probabilidades relativas ao estado real do item inspecionado, conhecendo-

se 0 julgamento. De forma similar ao realizado na determinacao dos custos de Vi, e V,, tem-se:

no_ _ ol o\ p,BN[b, o]
Pua = PIT = = 2=l BN ol + 4 p,)BNDD. - )] ©13
P2, =PIT =2|(s =2k =2)]=1-pj, (3.14)

O custo V3 é dado por
15



a+b-1

V,=Cy D X2+, + P, {Cim} pL(t—-DA-p,)+(m-t)(1- pz)]}

Soka

Piis [C1(m _1)(1_ pz)} + p2”/2C3 + p1|/|2C4 + L(l_ pz)C3 + Lp204

em que

[:)( :i] ch (1_ OL)xfb

SN

b—1
BN b, (1—B)]

[H] 1-pyp*
La-p,)

De maneira similar, o custo V, é dado por:

a+b-1

V4 =Gy Z X+Z,+C,+ plsilll |:Clzm: pt[(t_l)(l_ pl) + (m_t)(l_ pz)]}"‘

plslzgll |:C1(m -D@A- pz):|+ p2”/1C3 + p1I/I1C4

em que

pszkl — A14Y1 + A24Y2 + A34Y3 _ A14 (Yl +Y2 + Y3)
111
A&.4Y1 + A24Y2 + A34Y3 + A44Y4 A14 (Yl +Y2 +Y3) + A44Y4

p Sk _ A44Y4
. A14(Y1+Y2 +Y3)A44Y4

P.BN[a, 1 -a)]
p.BN[a, (1-a)]+ (1~ p,)BNIa, 5)]

Py, = PIT =1|(s=2,k =1)]=

pa, =P[T=2|(s=Lk=1)]=1-p/

[X_i](l_u)aaxa
Z,= P, - +(1_ P,
BN[a, (I— )]

a—1
BN [a, 3]

[X_ﬂB%L—m*a
)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)
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Assim, E(V) pode ser calculado por

4
E(V)= zViYi (3.23)
i=1

O problema consiste em determinar os valores de

(m*,a",b%) =arg min[E(K)] (3.24)

4. Modelo de Ajuste Preventivo

Uma politica alternativa ao modelo desenvolvido no item 3 consiste em realizar ajustes preventivos
sem a necessidade de inspecdo a cada n itens produzidos. Com as consideracfes ja apresentadas
anteriormente podemos também modelar o processo de inspecdo como uma Cadeia de Markov. Seja
uma variavel s indicando se o processo de produgdo no instante do ajuste estd no Estado | (s=1) ou no

Estado Il (s=2). A figura 3 ilustra os possiveis estados e migracdes no processo markoviano aqui

utilizado.
Sl SZ
W — S'1 Wll W12
s2 W21 W22

Figura 3 — Matriz de Transicéo do processo de ajuste.

Em que w,, indica a probabilidade do processo permanecer no estado | durante a producéo de n itens.

Pode ser expressa como:

W, = (1-7)" (4.1)
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De maneira similar w,, € o complementar de w,; e indica a probabilidade do processo mudar do estado

| para o estado Il durante a producdo de n itens, sendo expressa como:

w, =1-(1-7)" (4.2)

Uma vez que a cada n pecas produzidas o processo € ajustado, voltando ao estado I, podemos concluir
que W, =W, €& W, =W,,.Assim, a matriz H=Ilim,_,., W" existe e é independente da probabilidade
dos estados iniciais do processo o que implica que todas a linhas de H sdo iguais. Denotaremos o vetor
M =[M1; Mz] igual a primeira linha da matriz estacionaria H. Particularmente a obtencdo de M
para 0 caso aqui discutido é trivial uma vez que todas as linhas da matriz W sdo iguais. Assim,
M, =w, e M, =w,. As probabilidades M, e M, podem ser interpretadas como a propor¢do média

do nimero de ajustes realizados nos estados s; e s, respectivamente.

Para acdo preventiva ndo incorremos na necessidade de inspecBes, eliminacdo de itens
inspecionados e atraso. Assim, entre 0s respectivos ajustes corretivos de tamanho n, 0s custos
envolvidos sdo decorrentes exclusivamente do efetivo ajuste (c;), que acontece a cada n itens
produzidos e de produzir itens defeituosos e ndo elimina-los. Neste sentido o custo médio associado aos

estados s, e s, podem ser respectivamente expressos pelas expressoes (4.3) e (4.4).
N, =c,+n(l-p,)c (4.3)

N, =, + > gt -D(- p)+ (1 —t+A- p,)]e, (4.4)

t=1
Em que g € a probabilidade de que a mudanca de parametro do processo [do Estado I(p,) para o

1- 7z)t_17r

m, t=1...,n.

Estado I1 ( p,)] ocorra no t-ésimo item produzido e é expressa como ¢ =
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Assim, o custo médio por unidade produzida entre ajustes preventivos (K ) pode ser expresso
como,

_M,N,+M,N, 45)
n

K

p

O problema consiste em determinar o valor de

n" =arg mnin[Kp] (4.6)

De maneira geral o objetivo desta dissertagdo € comparar a politica de ajustes corretivos com a
politica de ajuste preventivos e escolher aquela com o menor custo esperado. Isto sera feito pela

comparacdo direta das expressoes (3.24) e (4.6).

5. Exemplo numérico e discussdes

O exemplo descrito nesta secdo é baseado em Trindade et. al. (2007a,b) e tem como objetivo
avaliar o impacto dos erros de diagndsticos e dos testes repetitivos em um planejamento econémico
baseado nas politicas corretiva e preventiva desenvolvidas neste trabalho. Consideramos o caso em que
¢, =0.25; ¢ =20;¢c,=100;¢c,=2;¢c,=2; p=0,99,p, =08, 7=0.0001, «=£=0.01 e L=10. Para
realizacdo dos célculos foi implementado um programa utilizando o software MatLab 6.5 (Anexo 1).

A Figura 4 mostra o custo médio do sistema de controle por item produzido em fungéo do intervalo
entre inspecdes (m) e do nimero minimo de classificagcbes conformes (a) e ndo conformes (b) para
julgar um item respectivamente em conforme ou ndo conforme. llustramos apenas as politicas que

resultam nos seis menores custos médios locais. Os valores 6timos globais foram obtidos para
m’=46,a°=1eb°=2, 0 que resultou em um custo médio de E(K)=$0,3667. Trindade et. al.

(2007a,b) utilizando os mesmos dados e uma politica de classificar cada item inspecionado r vezes e

julga-lo conforme somente se for observado pelo menos w classificacbes conformes, obteve um custo
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médio 6timo de $0,3762 ou seja, 2,6% maior do que o valor obtido neste trabalho. A politica de
classificar o item inspecionado apenas uma vez resulta em um custo 6timo de $0,3853, ou seja, 5,1%
maior do que a politica 6tima obtida neste trabalho. Caso desprezassemos os erros de classificacdo e

utilizdssemos a politica corretiva desenvolvida neste trabalho obteriamos como politica O6tima
a’=leb =1 o que é equivalente a classificar o itens inspecionado apenas uma vez e

consequentemente geraria um custo 6timo de $0,3876 (5,7% maior do que a politica 6tima correta
considerando os erros de classificacdo). Isto mostra o quanto é importante considerar os erros de

classificagéo.

0,390
\
\
A
03851 N
ANEN
\\ \\
LN

£ NN /_//‘

0,380 1 o —~-
o N\ So //‘ -
€ N ~. S~ -
= NS . T~ (a=3;b=2;$0,3770) __ —— _--
O . ~ . T =T o
o SN N~ e— e PO - P
® S ]
5 03751 RN (a=3; b=3 ; $0,3760) _.Z
O AN P

<--. e
S iy
0,370 | (a=2 ; b=3: $0,3708)
(a=1; b=3; $0,3672
- (a=1 ; b=2 ; $0,3667)
0,365

35 45 m 55 65

Figura 4 — Gréfico de Custo Médio em funcéo de m,a,b.

As Figuras 5 a 14 mostram a comparacdo entre os custos médios obtidos pela politica corretiva
(E(K)) e pela politica preventiva (K ) . Cada parametro é analisado dentro de uma faixa que apesar de
arbitraria é ampla o suficiente para ser Gtil para o estudo de sensibilidade. Para cada caso supde-se que

o0s demais parametros sdo mantidos constantes nos valores utilizados no exemplo numérico do inicio da
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secdo. Comparando as duas politicas de manutencdo, observamos que o aumento dos custos c; , C3 €

dos erros de classificacdo o e 3 ndo alteram a politica de controle, permanecendo mais vantajoso a

politica corretiva. Para valores pequenos de « e dos custos g e C4, a politica de ajuste corretivo obtém
custos 6timos menores, mas com aumento destes ocorre uma inversao e a politica de ajustes preventivos
passa a obter custos 6timos menores. Comportamento oposto € observado com o aumento de ¢, para
valores menores 0s ajustes preventivos geram menor custo, mas depois ha uma inversdo e 0s ajustes

corretivos passam a gerar menor custo.

40 07
35 - Ajuste
0,6 Preventivo
30 )
Ajuste
25 1 Preventivg, 05 \
20 . S TR B TR IILIIIIIIILILE
15 y 04
10 Ajuste 03 | Ajuste /
051 7 Corretivo ’ Corretivo
00 ; ‘ ‘ ‘ 02 ; ; | ‘ ‘
0,000 0,005 0,010 0,055 0,020 0,0 0,1 02 0,3 04 05
T a
Figura 5 — Gréfico de E(K)vs K em funcdo de . Figura 6 - Gréafico de E(K)vs Kpem funcdo de .
07 20
Ajuste
06 4 Preventivo 100 . .. Ajuste
ce. Preventivo
8,0
05 \ Tl
""""""""""""""""""""""""" 60 o)
04 - Ajuste
4,0 4 Corretivo
031 \Ajuste 2,0 4
Corretivo
0.2 ; : : : ‘ 0,0 ‘ ‘ ‘ | ;
0,0 0,1 0,2 03 04 05 05 06 0.7 08 0.9 10
P Py
Figura 7 - Grafico de E(K)vsKem funcao de /. Figura 8 - Grafico de E(K)vs K em funcdo de p;.
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0,7

S-- Ajuste
06 1 Treell Preventivo

05 Ajuste Treel ,/
Corretivo Teel. .
04 - /

e
0,3 -
0,2 T T T T
05 0,6 0,7 038 09
P,
Figura 9 - Grafico de E(K)vs K em funcao de p..
16 - i
Ajuste L -
12 4 Preventivo N
0,8 -
Ajuste
04 | Corretivo
0,0 T T
0 50 100

Figura 11 - Grafico de E(K)vs K, em funcéo de c;.

0,50
oss | \
Ajuste
Preventivo
0,40 +
0,35 - \
Ajuste
Corretivo
0,30 T T T T
0 5 ) b 20
CS

Figura 13 - Grafico de E(K)vs K, em fungéo de cs.

0,6

Ajuste

Preventivo
05 - \
04 1 Ajuste

Corretivo
03 T T . . .
0 2 4 6 8 D
CO

Figura 10 - Grafico de E(K)vs K, em funcéo de co.

0,6

Ajuste
05 - Preventivo

—_—
03 T \
.-
. Ajuste

024+ Corretivo

0,1

0,0 T T

0 50 100
C2

Figura 12 - Grafico de E(K)vs K, em fungéo de c,.

0,70

Ajuste
0,60 1 Corretivo

N

0,50 4

0,40 4

Ajuste
Preventivo
0,30 4
0,20 . T T T
0 5 0 5 20

Figura 14 - Grafico de E(K)vs K, em fungdo de c..

As figuras 15 a 24 mostram os valores 6timos para m, a e b, variando-se apenas um parametro por

vez, com 0s demais valores mantido constantes conforme o exemplo numérico do inicio desta secao.
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Os parametros a° e b° mostram-se insensiveis aos custos Co, C1, C2 € €3 nas faixas utilizadas,

enquanto o aumento do custo de produzir e eliminar um item conforme (cs) leva a um aumento do
namero de classificacBes necessarias para determinar o julgamento final do item inspecionado. Ja o
pardmetro m apresenta um comportamento distinto para cada um dos custos avaliados. Um aumento no

custo de inspecéo (Co), no custo de ajuste (Cz) e no custo de produzir e eliminar um item conforme (c4)
leva a0 aumento de m°, reduzindo a frequéncia das inspecdes. Para a faixa pesquisada, o custo de

produzir e eliminar um item ndo conforme (c3) altera levemente o parametro m° em relacdo a estratégia
6tima de inspe¢do. Um aumento no custo de envio de itens defeituosos para o mercado (c;) leva a
reducdo do intervalo entre inspec@es, ou seja, aumento na freqiiéncia das inspe¢des, com o objetivo de
detectar mais prontamente a ocorréncia da mudanca de estado do processo.

Uma reducédo na fragdo de itens conformes produzidos no estado | (p;) leva a um aumento no
intervalo entre inspecdes e na diminuicdo do nimero de classificacbes ndo conformes necessarias para
declarar um item ndo conforme. Isso ocorre porque, com mais itens ndo conformes sendo produzidos no
estado I, aumenta a ocorréncia de ajustes desnecessarios, pois mais itens ndo conformes sdo amostrados.

Ja para a fracdo de itens conformes produzidos no estado Il (p;) , alteragdes em seu valor ndo
mudam a politica 6tima de classificacdo dos itens, a°e b°, mas leva a um aumento do intervalo entre
inspegdes visto que a diferenga na proporcgéo de itens conforme produzidos no estado I e Il diminui.

O aumento do pardmetro (=) leva inicialmente a redugdo no intervalo entre inspe¢des, pois em

média a mudanca de estado ( I — Il ) passa a ocorrer apos um menor numero de itens produzidos pelo
processo, a° e b° sdo sofrem alteracdo. Entretanto, se ~ se tornar muito grande passa a ser melhor, em

termos econdmicos, que o intervalo entre inspecdes cresca.

Um aumento de « eleva a probabilidade de declarar um item conforme como ndo conforme. A
estratégia 6tima contrapde este aumento exigindo que um nimero maior de classificacdes repetidas por
item inspecionado resulte em ndo-conformidade (b°) para julgar o item como ndo conforme.
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Comportamento oposto é observado com o aumento de g, classificar um item defeituoso como

conforme, exigindo que um nimero maior de classificacdes repetidas por item inspecionado resulte em

conformidade (a") para julgar o item como conforme.

50 3
40 1+ b

X L,
30 +

-
20 +

0 4

0 ‘ ‘ ‘ ‘ 0
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020

T
Figura 15 — Gréfico de valores 6timos param, aeb

em funcdo de =
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Figura 17 — Gréfico de valores 6timos param, aeb

em funcdo de g.
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Figura 16 - Gréafico de valores étimos param, aeb

em funcdo de .
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Figura 18 - Gréafico de valores 6timos param,aeb

em funcéo de p;.
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Figura 19 — Gréfico de valores 6timos param, aeb

em funcéo de p,.
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Figura 21 — Gréfico de valores 6timos param, aeb

em funcdo de c;.
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Figura 23 — Gréfico de valores 6timos param, aeb
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Figura 20 - Gréafico de valores étimos param,aeb
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Figura 22 - Gréafico de valores étimos param,aeb

em funcdo de c,.
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Figura 24 - Gréafico de valores étimos param, aeb

em funcdo de c,.
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6. Conclusao

Nos casos em que existem erros de classificacdo no sistema de inspegdo por atributos, o modelo
probabilistico, desenvolvido nesta dissertacdo, que classifica repetidamente o item amostrado até que se
observe uma determinada quantidade de classificagdes conformes (a) ou ndao conformes (b) apresentou
uma politica mais eficiente que 0 modelo de inspecdo proposto por Trindade et. al. (2007) onde fixa-se
0 numero de classificagdes repetidas a priori. O que determina o quao mais eficiente é a combinagéo
especifica dos fatores de custo, das probabilidades de produgédo nos estados | e 1l, da probabilidade de
mudanca de estado e dos erros de inspecdo do sistema de controle em questdo. Em relagdo ao ajuste
Preventivo observamos que o0s custos de inspecdo e a probabilidade de mudanca do estado | para o
estado Il (w) mostraram-se fundamentais para uma escolha da politica Preventiva em substituicdo a
politica Corretiva. Em linhas gerais, o nimero de pardmetros é muito grande e torna-se muito
complicado a avaliagdo das interagdes no custo medio. Diante deste cenério recomendamos a avaliagdo
das duas politicas (corretiva e preventiva) por meio de um estudo de sensibilidade focado no particular
problema em andlise. Para tanto disponibilizamos um programa em Matlab para facilitar a

operacionalizacdo dos modelos discutidos nesta dissertacéo.
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Anexo |

clear all;
c0=0.25;
c1=20;
c2=100;
c3=2;
c4=2;
pi=0.0001;
pl1=0.99;
p2=0.8;
alpha=0.01;
beta=0.01;
mmax=1000;
mmin=2;
L=10;
k1l=1;

k=1;

for m=mmin:mmax

vt=(1:1:m);
pt=(1-pi) - Mvt-1)*pi./(1-A-pi)"™m); %(3.-12)

0

%Inicio da Manutencdo Preventiva
0

summation=sum(cl.*pt.*((vt-1).*(1-pl)+(m-vt+l) . *(1-p2))); % summation (4.4)
Al=1-pi)”™m; % (4.1)

A2=1-(1-pi)"™m; % (4.2)

Vi=c2+c1l*m*(1-pl) ;% (4.3)

V2=c2+summation; % (4.4)

EK(K)=(A1*V1+A2*V2)/m; % (4.5)

nn(k)=m;

k=k+1;

%

%Fim da Manutencdo Preventiva
0

0

%Inicio da Manutencdo Corretiva
0

summation=sum(cl.*pt.*((vt-1).*(1-pl)+(m-vt) .*(1-p2))); % summation(3.15)e (3.17)

esta=(1-pi)”™m;
estb=1-esta;
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for a=1:3

for b=1:3

r=a+b-1;

Pl1l=nbincdf(b-1,a,1-alpha); % (2.1) to (2.9)
P21=nbincdf(b-1,a,beta);
P12=nbincdf(a-1,b,alpha);
P22=nbincdf(a-1,b,1-beta);
Al=esta*(p1*(P11)+(1-p1)*(P21)); % (2.1)
A2=esta*(pl*(P12)+(1-p1)*(P22)); % (2.2)
A3=estb*(p2*(P12)+(1-p2)*(P22)); % (2.3)
Ad=estb*(p2*(P11)+(1-p2)*(P21)); % (2.4)
A15=(p2*(P12)+(1-p2)*(P22)); % (2.8)
A16=(p2*(P11)+(1-p2)*(P21)); % (2.9)
A(1,1)=A1-1; A(1,2)=A1; A(1,3)=Al; A(1,4)=0;
A(2,1)=A2; A(2,2)=A2-1; A(2,3)=A2; A(2,4)=0;
A(3,1)=A3; A(3,2)=A3; A(3,3)=A3-1; A(3,4)=A15;
A(4,1)=1; A(4,2)=1; A(4,3)=1; A(4,4)=1;

B=[0;0;0;1];

Y=A\B; %(2.10)

Y=Y";

plla = pl1*P11/(pl1*(P11)+(1-pl)*(P21)+eps); % (3.2)
p2la = 1-plla; % (3.3)

pl2a = p1*(P12)/(p1*(P12)+(1-p1)*(P22)+eps); % (3.6)
p22a = 1-pl2a; % (3.7)

pllb = p2*P11/(p2*(P11)+(1-p2)*(P21)+eps); % (3.13)
p2lb = 1-pllb; % (3.14)
p12b = p2*(P12)/(p2*(P12)+(1-p2)*(P22)+eps); % (3.20)
p22b = 1-p12b; % (3-21)
J=(a:r);i=(0:b-1);pal=nbinpdf(i,a,l-alpha) " ;pa2=nbinpdf(i,a,beta)";
res=j*(pl*(pal/P11)+(1-pl)*(pa2/P21)); %(3.5)
V(1)=(res*cO+cl*(m-1)*(1-pl)+p2la*c3+plla*cd); % (3.4)
k3=(b:r);i=(0:a-1);pbl=nbinpdf(i,b,alpha)*; pb2=nbinpdf(i,b,1-beta)";
res=k3*(p1*(pb1/P12)+(1-pl)*(pb2/P22)); %(3.9)
V(2)=(res*c0+c2+cl*(m-1)*(1-pl)+p22a*c3+pl2a*c4+L*(1-pl)*c3+L*pl*c4) ;%(3.8)
ps2k21tol 1I=A3*(Y(L)+Y(2)+Y(3))/ (A3*(Y(1)+Y(2)+Y(3))+A15*Y(4)); % (3-10)
ps2k211tol 1=A15*Y (4)/ (A3*(Y(1)+Y(2)+Y(3))+A15*Y(4)); % (3.11)
res=k3*(p2*(pb1/P12)+(1-p2)*(pb2/P22)); %(3.16)
V(3)=res*c0+c2+ps2k2itol 1*(summation)+p22b*c3+pl2b*c4+
L*(1-p2)*c3+L*p2*ca+ps2k2l 1tol 1*c1*(m-1)*(1-p2); (3.15)
ps2k11tol 1I=A4*(Y(D)+Y(2)+Y((R))/ (A4*(Y(D)+Y(2)+Y(3))+AL16*Y(4)); % (3-18)
ps2k111tol 1=A16*Y(4)/(A4*(Y(1)+Y(2)+Y(3))+A16*Y(4)); % (3.19)
res=j*(p2*(pal/P11)+(1-p2)*(pa2/P21)); %(3.22)
V(4)=res*c0+p2lb*c3+pllb*c4+ps2kiltol I*(summation)+
ps2kllltol1*(c1*(m-1)*(1-p2)); % (3-17)
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VC=V()*Y(D)+V(R)*Y()+V(B)*Y(R)+V(4A)*Y(4); % (3.23)
VT=m-1; % (3.3)

EKM(k1)=VC/VT; % (3.1)

aa(kl)=a;
bb(k1)=b;
mm(k1)=m;
kl=k1+1;
end
end
end

EKMmin, index]=min(EKM); % (3.24)
aoptimum=aa(index)
boptimum=bb(index)
moptimum=mm{index)
costCoptimum=EKM(index)

0

%Fim da Manutencdo Corretiva
04

[EKmin, index]=min(EK); % (4.6)
noptimum=nn(index)
costPoptimum=EK(index)

SaidaGeral=[aa;bb;mm;EKM];
SaidaGeral=SaidaGeral " ;

SaidaGeral2=[nn;EK];
SaidaGeral2=SaidaGeral2";

"Fim"
save SaidaGeral.txt SaidaGeral -ASCII
save SaidaGeral2.txt SaidaGeral2 -ASCII



