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Resumo

A utilizagdo dos testes de hipdtese multivariados, em lugar de varios testes univariados feitos
simultdneamente, é mais apropriada uma vez que consideram a correlacdo existente entre as
variaveis. Nesta dissertacdo, serd apresentado um estudo detalhado de alguns testes estatisticos
para a matriz de covariancias para p=2, 3 e 5 varidveis. Os testes estatisticos tradicionais
utilizados na literatura, da razao de verossimilhanca e da variancia generalizada, serdao comparados
a alguns testes propostos nesta dissertacdo a saber: adapta¢es do teste de Sullivan et al.
(2007) usando a distribuicdo qui-quadrado e as idéias de Hayter e Tsui (1994), trés testes que
utilizam os autovalores da matriz de covariancias e o teste da transformacdo da informacdo
contida na matriz de covariancias para uma varidvel univariada Y. Nessa compara¢ao, também
foram usados os testes exatos, exceto para os testes da transformacdo de Y, que foram feitos
utilizando a distribuicdo normal como aproximacdo. As comparacdes foram realizadas em termos
do tamanho do teste, do poder e do valor do ARL (Average Run Lenght). Alguns exemplos em
controle estatistico de processos serdo apresentados, pela vasta aplicabilidade dos testes nessa

area.

A avaliacdo do desempenho dos testes propostos e a comparacdo com os testes tradicionais,
foram feitas através de simulacdo Monte Carlo. Pelo estudo de simulacdes, verificou-se que
os testes propostos nesta dissertacdo se mostraram mais efetivos que o teste da varidncia
generalizada, em todos os tamanhos de amostras, e da razao de verossimilhanca, em peque-

nas amostras, exceto os testes da transformacdo de Y.

Palavras-chave: Testes Estatisticos Multivariados; Matriz de covariancias; Variancia

generalizada; Controle de Qualidade; Monte Carlo.



Abstract

The use of multivariate hypothesis tests, instead of several univariate tests made simultaneously,
is more appropriated because they take into account the correlation among the variables. In this
dissertation, we will show a detailed study of some covariance matrix statistical tests for p=2,
3 and 5 variables. A comparison is performed between the standard statistical tests used in
the literature, such as, the likelihood ratio and the generalized variance, with some tests pro-
posed in this dissertation: adaptation of the Sullivan et al. (2007) test (using the chi-squared
distribution and Hayter and Tsui’s (1994) methodology, three tests based on the eigenvalues
of covariance matrix and the transformation of information contained in the covariance matrix
test to an univariate variable Y. In the comparison, the exact tests were also used, except the Y
transformation test. The comparisons were performed in terms of power, type | error and ARL
(Average Run Lenght). Some examples in statistical process control will be presented due to its

wide applicability in this area.

Monte Carlo simulation was used to evaluate the proposed tests and to compare them with
the standard tests. The results of the simulation study showed that proposed tests are more
effective than generalized variance test, for all sample sizes, and better than likelihood ratio, for

small size samples, except the Y transformation.

Key words: Multivariate Statistical Tests; Covariance Matrix; Generalized Variance; Quality

Control; Monte Carlo.
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Capitulo 1

Introducao

O teste de hipdtese é uma das técnicas importantes de inferéncia estatistica, muito utilizado
em vérias 4reas do conhecimento. E realizado quando se deseja verificar se algum parametro
da distribuicdo da varidvel de interesse condiz com um valor especificado. Para isso, algum
estimador do parametro cujo valor é obtido a partir dos dados amostrais é usado para testar essa

afirmacao.

H3a situagdes em que vdrias varidveis sao medidas numa mesma populagdo. Uma alternativa
seria realizar um teste para cada varidvel separadamente. No entanto, essa metodologia pode
levar a erros na tomada de decisdo, pois as variaveis, em geral, sao correlacionadas entre si e
quanto maior o niimero de varidveis, mais complexa torna-se a andlise por métodos comuns de
estatistica univariada. A utilizacdo dos testes multivariados, em lugar de testes univariados feitos
simultdneamente somente foi possivel devido ao recente avanco das tecnologias computacionais e
da aquisicao de dados. Assim, a mensuragao de varias varidveis conjuntamente, em qualquer linha
de pesquisa, vem se mostrando cada vez mais eficaz e os medidores mais precisos, fornecendo

maior confiabilidade nas medidas.

O teste de hipdtese multivariado é utilizado no controle estatistico de processos (CEP) na érea
da Estatistica industrial. A exigéncia do consumidor e a competicdo do mercado faz com que as
empresas necessitem de testes eficientes para monitorar as diversas caracteristicas de qualidade

presentes no processo produtivo e de servigos.
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Outras aplicagoes ocorrem na Engenharia Elétrica (Ramirez et al., 2004), na Economia
(Lima e Issler, 2003), na Psicologia, na Quimica, na Fisica, nos estudos com dados geolégicos
e espaciais (Teruiya et al., 2001), nos estudos epidemioldégicos (Costa et al., 2003) etc. Pela
sua aplicabilidade em diversas areas de pesquisa, torna-se relevante estuda-los. Na maioria
dos casos, o objetivo dos testes multivariados é identificar mudancas no vetor de médias ou

na matriz de covariancias populacionais.

Um dos testes de hipéteses multivariados mais conhecidos é o T? de Hotelling (1947),
usado para comparacao de vetores de médias populacionais. Assumindo que a distribuicao de
probabilidade conjunta das p varidveis aleatérias é mnormal p-variada, pode-se
construir o elipséide de confianca que permite verificar se o processo esta ou nao sob
controle considerando-se todas as caracteristicas simultaneamente. A estatistica de teste
T2, é estimada de forma a fornecer valores que medem a distancia entre cada observacao
do processo e o vetor de média amostral (sendo essa distancia ponderada pela inversa da
matriz de covariancias do processo) e estd relacionada com a equagao deste elipsdide de con-
fianca. Assim, a estatistica proposta por Hotelling, além de incorporar a correlagao entre as
variaveis, permite que o nivel de significancia global do teste permaneca fixo, ao contrario
dos testes univariados multiplos que exigem uma correcao do nivel de significancia usado em

cada teste, sendo que em geral, a corregao ¢ a de Bonferroni(1936).

Em controle de qualidade é comum comparar o poder dos testes por meio da medida
de desempenho denotada por Average Run Length (ARL) traduzido em alguns textos como
NMA - nimero médio de amostras - (Ver Costa et. al, 2005). Sob a hipétese nula, tem-se
o ARL sob controle que representa o niumero esperado de amostras a serem observadas do
processo até a ocorréncia de um alarme falso, isto é, um problema é sinalizado sem que de
fato ocorra; sob hipdtese alternativa, o ARL fora de controle representa o nimero esperado
de amostras a serem observadas do processo até a ocorréncia de um alarme verdadeiro, isto

é, o grafico sinaliza uma mudanca no processo.

A maioria das pesquisas tem foco no monitoramento do vetor de médias com consideravel
atencao na estatistica 7% de Hotelling. O monitoramento de mudancas na variabilidade dos

processos multivariados tem recebido uma menor atencao na literatura, apesar do fato de
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que ser capaz em detectar mudancas na variabilidade do processo é muitas vezes mais critico
na sua melhoria de qualidade que a detec¢ao de mudancgas no vetor de médias (Yeh et al.,
2004). Uma revisao detalhada de alguns métodos estatisticos para testar a estrutura de

variabilidade de processos multivariados é apresentada em Yeh et al. (2006).

Para testar se a matriz de covariancias do processo ¢ igual a uma matriz particular,
Alt (1985) apresenta uma forma de monitoramento que é a extensao direta do gréafico de
controle univariado da variancia amostral S?. Na estatistica de teste W, o trago (tr(S)) e o
determinante (|.S|) da matriz de covariancias amostral aparecem. O teste proposto por Alt é

na realidade o teste da razao de verossimilhanca no caso da distribuicao normal multivariada

(Anderson, 1958, 2003).

Dado um processo multivariado de interesse, a variabilidade, descrita pela matriz de co-
variancias 3, é usualmente monitorada pelo gréafico |S| baseado no determinante da matriz
de variancias-covariancias amostral que segundo Djauhari (2005) leva a uma estimagcao vi-
ciada dos limites de controle. Djauhari, apresenta um novo grafico de controle melhorado
tendo seus limites nao viciados, menor Comprimento Médio da Sequéncia (ARL) e sendo
mais sensivel que o teste tradicional |S| a detec¢ao de mudangas na variabilidade do pro-
cesso, o que foi verificado nos resultados obtidos nesta dissertagao. O gréfico tradicional |S)|
assume a distribuigdo normal como a distribuigao do |S|. No entanto, sabe-se que |S| tem
distribuicao aproximadamente normal apenas para grandes amostras, mas em controle de
qualidade é comum o uso de pequenas amostras (ver Aparisi et al., 1999; Silva e Mingoti,
2008). E importante destacar que o teste tradicional da variancia generalizada pode apresen-
tar falhas na detecgao de matrizes diferentes, ja que, essas podem ter o mesmo determinante;

um exemplo serd dado na Secao 2.4.2.

Apds a deteccao da presenca de causas especiais no processo estatistico, existe a ne-
cessidade de identificar qual (quais) caracteristica (s) provocou (provocaram) o problema
detectado, o que é facilitado por um passo diagnéstico que procura identificar quando a
mudanca ocorreu e quais parametros mudaram. Existem varias formas de tentar identificar
os parametros que alteraram causando a rejeicao de Hy. Uma delas é fazer o grafico de

controle univariado para cada um dos parametros da matriz de covariancias. Souza e Rigao
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(2005) apresentam uma outra forma que utiliza a anélise de componentes principais.

Outro teste de hipdtese, proposto recentemente por Sullivan et al. (2007) considera um
vetor de parametros 6 formado pelos elementos do vetor de médias e pelos elementos da
matriz de covariancias tedrica do processo. Os parametros sao estimados maximizando
a funcao de verossimilhanca sob a hipdétese de normalidade p-variada. O interessante no
teste de Sullivan et al. (2007) é a possibilidade de comparagao dos parametros da matriz
de covariancias um a um, percebendo assim, a ocorréncia de uma mudanca e quais os
parametros foram responsaveis por ela, em vez de usar-se apenas uma medida de reducao
da matriz de covariancias como nos testes do determinante e do trago. O método pode ser

utilizado mesmo que as observagoes sejam provenientes de uma distribuicao nao normal.

Em Yeh et al. (2004) é proposto o uso do grafico de controle da razao da log-verossimilhanga
movel exponencialmente ponderada (EWMLR), para monitorar pequenas mudangas de vari-
abilidade nos processos normais multivariados, baseado na média mével exponencialmente
ponderada (EWMA) do logaritmo da razao de verossimilhanga para processos normais mul-

tivariados.

Recentemente, Grigoryan e He (2005) propuseram um grafico de controle do |S| para
o caso de amostragem dupla. Chang e Zhang (2007) propuseram uma forma de controle
da variabilidade para processos multivariados autocorrelacionados. Machado et al. (2008)
apresentaram o grafico de controle VMAX, baseado na maior das variancias amostrais das
caractaristicas de qualidade, para o monitoramento de processos normais bivariados. O
grafico VMAX também é proposto com amostragem dupla. Segundo os autores, o grafico
VMAX possui um desempenho melhor que o grafico da variancia generalizada e melhor
capacidade de diagnéstico, e no caso de amostragem dupla, em geral, possui um desempenho
melhor que o grafico de |S], exceto em alguns casos onde as duas varidveis sao afetadas pela

causa especial e o tamanho da segunda amostra é muito grande.
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1.1 Objetivos

Esta dissertacao tem como objetivo principal avaliar o teste proposto por Sullivan et
al. (2007), no que, se refere a testar apenas a matriz de covariancias; comparé-lo com os
testes estatisticos ja existentes na literatura, como o teste do determinante e o de razao de
verossimilhanca (Morrison, 1976; Alt, 1985); e estendé-lo para situagdes, nas quais, se tem
um nimero de variaveis maior que 2, uma vez que Sullivan et al. (2007) abordaram apenas

o caso de p=2 e nao realizaram nenhuma comparacao com outros testes estatisticos.

Além disso, tem-se objetivos secundarios relacionados a construcao de novos testes de
hipéteses, que sdo uma adaptagao do teste de Sullivan et al. (2007) usando as idéias dos testes
T? de Hotelling e de Hayter e Tsui (1994), originalmente propostos para comparar o vetor de
médias populacional; um teste fundamentado na transformacao da informagao da matriz de
covariancias em uma variavel univariada possibilitando assim, o uso de graficos de controle
univariados para monitorar a estrutura de variabilidade de processos multivariados e outros
trés testes que utilizam os autovalores da matriz de covariancias, sendo dois desses uma
adaptacao dos testes de Hayter e Tsui (1994) e de Hotelling (1947), e por tltimo um que usa
o numero de condi¢ao (Campos, filho, 2007 e Greene, 1997). A idéia de se usar autovalores,
é devida ao fato que matrizes diferentes com o mesmo determinante podem ter autovalores
diferentes, o que poderia permitir ao teste com autovalores detectar uma diferenca que nao é
percebida pelo teste do determinante. Os graficos de controle multivariados abordados nessa
dissertagao foram construidos através da distribuicao assintética e exata das estatisticas de

teste quando possivel.

Com o objetivo de comparar a eficacia dos testes na sinalizacao de alarmes verdadeiros
quando o processo esta fora de controle e de alarmes falsos quando o processo estd sob
controle, foram estimados as probabilidades de erros do tipo I e II, o poder do teste e os

valores do ARL sob controle e do ARL fora de controle via simulagao de Monte Carlo.

Devido a importancia dos testes multivariados para a matriz de covariancias em controle
de qualidade, os testes estatisticos abordados também foram avaliados visando identificar

quais seriam os mais apropriados para utilizagao nessa area considerando-se a questao de
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implementacao pratica.

Vale ressaltar que na pesquisa bibliografica realizada nao foi encontrada, na literatura
nenhuma comparacgao dos testes estudados nesta dissertacao e uma outra contribuicao deste

trabalho, é a elaboracao de novos testes para o monitoramento da matriz de covariancias.

O estudo de simulagao desenvolvido nesta dissertacao foi implementado no software

MATLAB R2007b.

1.2 Organizacao

O contetdo desta dissertacao estd organizado em cinco capitulos e dois apéndices. No
Capitulo 2, sao abordados alguns conceitos gerais e os testes multivariados que serao uti-
lizados para o monitoramento da variabilidade com exemplos de aplicacao. No Capitulo 3,
¢é desenvolvida a estratégia de execugao das simulagoes dos processos normais bivariados e
apresentado os resultados obtidos da comparacao dos testes, de modo a identificar aqueles de
melhor desempenho. No Capitulo 4, é desenvolvida a estratégia de execugao das simulagoes
dos processos normais p-variados com p=3 e 5, sendo apresentados os resultados obtidos da
comparacao dos testes, de modo a identificar aqueles de melhor desempenho. No Capitulo
5, sao apresentadas as consideracoes finais deste trabalho e finalmente, no Apéndice A sao
apresentadas as tabelas de fatores para construgao de graficos de controle univariados para
desvios padrao e para amplitudes, e da distribuigao acumulada da amplitude relativa W, no
Apéndice B sao mostrados os cédlculos dos poderes teéricos para os testes, nos quais, isso é
possivel e no Apéndice C sao apresentados os resultados obtidos para os processos bivariados

com tamanho de amostra n=>5.



Capitulo 2

Testes estatisticos multivariados para

observacoes independentes

Este capitulo apresenta os gréficos de controle que s3o técnicas estatisticas usadas para
descrever o que se entende por controle estatistico e o ARL (Average Run length), uma me-
dida utilizada para avaliar a qualidade da carta de controle. Serdo discutidos alguns métodos
de monitoramento da variabilidade no caso multivariado, fundamentados na distribuicdo normal,

que serao tratados nesta dissertacao.

2.1 Cartas ou graficos de controle

Convivemos com a variagdo em todos os aspectos de nossas vidas. Oscilam os precos, as
cotacbes nas bolsas, as taxas de inflacdo, as caracteristicas dos produtos gerados ao longo
dos processos de producdo, tanto em manufatura quanto em servicos, os faturamentos das
empresas, €, muitas vezes, os humores das pessoas. Assim, é necessario aprender a identificar as
variabilidades, buscar as suas causas e tomar agoes corretivas, pois a variacao tenta dizer algo a

respeito de um processo e quando a variabilidade é reduzida a qualidade é melhorada.



Capitulo 2. Testes estatisticos multivariados para observacdes independentes 9

Na década de 1920, Walter Andrew Shewhart interpretou a variabilidade como sendo
passivel de duas possibilidades, aquela que ocorre dentro dos limites definidos pelo acaso e
aquela que estd fora destes limites. Estando fora dos limites ele acreditava que as causas
pudessem ser identificadas, ou seja, elas seriam assinaldveis. Desta forma, para verificar a
estabilidade e a existéncia de causas especiais que atuam sobre o processo, é comum utilizar
as cartas de controle univariadas de Shewhart (1926). Essas cartas sdo construidas a partir
do valor de uma estatistica T'(z) que é calculada para cada amostra do processo e logo em

seguida os valores dessa estatistica sao colocados em um grafico ou carta de controle.

A partir da média ou da variabilidade do processo sao estabelecidos os limites de controle.
Considerando-se que a distribuicao da caracteristica de qualidade seja normal, os limites de

controle para o grafico de X sdo definidos por:

LSC =p+ko/vn
LC =p (2.1)
LIC =pu—ko/v/n

onde LSC e LIC sao os limites superior e inferior de controle, respectivamente, LLC ¢ a linha
central que representa p, a média do processo, o ¢ o desvio padrao e n ¢ o tamanho da
amostra também chamado em controle de qualidade de subgrupos racionais. E comum,
utilizar-se o valor k = 3 para a obtencao dos limites o que gera uma carta de controle com

probabilidade de erro do tipo I (alarme falso) igual a a = 0, 0027.

Na pratica, os parametros p e o sao desconhecidos e estimados através de amostras
aleatérias do processo de interesse. Esta é chamada Fase 1 em controle de qualidade. Apds
determinados os valores de p e o, os limites em ({2.1)) passam a ser usados para monitorar o
processo, o que ¢ chamado de Fase 2. Nesta dissertagao, entretanto, sera abordado apenas

a situacao em que os parametros a serem monitorados ja estao pré-especificados.

A carta de controle é um instrumento que, ao longo do século XX, provou ser altamente

efetivo no monitoramento da variacao dos processos sendo de simples utilizacao.

E comum que um produto ou processo possua varias caracteristicas de qualidade que
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precisam ser monitoradas conjuntamente. Os graficos univariados de Shewhart passam a nao
serem os mais adequados, pois as caracteristicas de qualidade podem apresentar correlacao
entre si, o que prejudica o desempenho destes para sinalizar uma falta de controle e pode

levar a erros na tomada de decisoes.

Suponha p caracteristicas da qualidade estatisticamente independentes para um deter-
minado produto. Se o grafico & com P(Erro tipo I) = a é mantido para cada uma das
p caracteristicas, entao a probabilidade de erro do tipo I para o procedimento de controle

conjunto é:
Qpotal = 1 — (1 —a)?

e a probabilidade de que todas as p médias tedricas estejam simultaneamente dentro de seus
limites de controle é (1—«)?. Considere duas cartas de controle construidas separadamente,
com a probabilidade de erro do tipo I igual a a = 0,0027, de um processo normal bivari-
ado. A probabilidade de erro do tipo I para o procedimento de controle conjunto é igual
a Qota] = 0,00539 que é praticamente duas vezes maior que o « pré-estabelecido original-
mente. Portanto, é importante estudar-se cartas de controle multivariadas, ja que, procuram
manter o valor de ayqt, fixado pelo pesquisador, levando-se em consideragao as correlacoes

existentes entre as caracteristicas de qualidade. Esse assunto serd apresentado na Segao [2.3]

2.2 Average Run Length (ARL)

O desempenho de um gréafico de controle pode ser avaliado em termos da sensibilidade
para detectar desvios nos parametros que estao sendo monitorados. Esta sensibilidade pode
ser medida pelo nimero esperado de amostras a serem coletadas até que o grafico sinalize
a ocorréncia de um desvio, isto é, pelo Comprimento Médio da Seqiiéncia (ARL), também
conhecido como NMA, que representa o nimero médio de amostras necessario até que a

primeira sinalize uma condicao fora de controle. O (ARL) pode ser expresso como:

1
P(o valor de T'(z) esteja fora dos limites de controle)

ARL =
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Esse sinal pode ser um alarme falso, sendo que a probabilidade de que um valor amostral
de T(z) esteja fora dos limites de controle por razdes puramente aleatdrias e nao devido
a mudancas no processo ¢ igual a a; ou um alarme verdadeiro, sendo que a probabilidade
de detectar-se no grafico de controle uma mudanca significativa no processo quando ela de
fato existe é dada por 1 — (3, onde 3 a probabilidade de erro do tipo II que ocorre quando
o processo estd fora de controle, mas nao ha qualquer sinalizagao sobre o fato no gréfico
de controle. Duas medidas de desempenho sao utilizadas para avaliar a qualidade da carta
de controle, o ARL sob controle (Average Run Length in control) e o ARL fora de controle

(Average Run Length out of control). Essas medidas sao definidas, respectivamente, por:

ARL sob controle = l
a

1

ARL fora de controle = m

Os valores de ARL sao fundamentados nos seguintes fatos: considerando-se a varidvel
aleatoria Y como o nimero de amostras aleatorias independentes observadas do processo
até que se obtenha o primeiro alarme falso, entao Y tem uma distribuicao geométrica com

esperanca e variancia dadas por:

1l -«

Analogamente, se Z é a variavel aleatéria que representa o numero de amostras aleatorias
observadas do processo até que se obtenha o primeiro alarme verdadeiro, entao Z tem uma
distribuicao geométrica com esperanca e variancia dados por:
1 p
E(Z)= —— e Var(Z) = ——3
1-4 (1-2)
Se o processo estda sob controle, o tempo necessario para o grafico de controle emitir um
alarme falso devera ser aumentado para que a taxa de alarmes falsos seja reduzida e se
estiver fora de controle, este tempo deverd ser curto para que a mudanca seja detectada

rapidamente.
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Como ilustragao, suponha uma carta de controle de Shewhart com probabilidade de erro
do tipo I especificada em o = 0,1 e de erro do tipo II especificada em 3 = 0,8594. Quando

0 processo esta sob controle estatistico, o Comprimento Médio da Seqiiéncia seré:

1 1
ARL sob controle = — = — =10
a 0,1
Esse valor do ARL obtido indica que se o processo se mantiver sob controle um sinal de fora
de controle ocorrera, em média, apos 10 amostras, isto é, um alarme falso ocorre, em média,
a cada 10 amostras. Quando o processo esta fora de controle estatistico, o Comprimento

Médio da Sequiéncia sera:

1
1—3 1-0,8594

ARL fora de controle = = 17,1124,
ou seja, é necessario, em média, aproximadamente 7 amostras para a carta detectar a mu-

danca real no processo, a partir de sua ocorréncia.

A Figura apresenta uma ilustragao das situagoes descritas. Em (a) nenhuma mudanga
foi realizada na média do processo, mas a 10 2 amostra apresenta um valor fora dos limites
de controle. Ja em (b), ocorreu uma mudancga na 10 2 amostra que foi detectada, somente

na 7 2 amostra coletada ap6s o momento da mudanga.

AR A
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|
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rreu mudanga no processo

Lic

LiC

I I I I I I I I I I I I I
6 7 8 9 10 2 4 6 8 10 12 14 16

I I I I
1 2 3 4 5
observagoes observacoes

a) ARL sob controle b) ARL fora de controle

Figura 2.1: Carta de controle para a média do processo

A anélise conjunta do ARL sob controle e do ARL fora de controle indica a eficdcia da

carta de controle. Quanto maior for o ARL sob controle e menor for o ARL fora de controle
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mais eficiente é a carta, pois consegue perceber rapidamente a falta de controle do processo
quando ele sofre alguma modificacao e demora a acusar falta de controle quando ele nao

sofre qualquer modificagao.

2.3 Distribuicao normal multivariada

A funcao densidade de uma distribuicdo normal univariada com média p e variancia o

pode ser escrita como:

1 1 [(x—p\’
flz) = exp{—§ (x M) },sendo —o0<r <00, —00 <pu< oo e o>0.
o
Seja X = [X;,..., X, o vetor aleatério contendo p varidveis aleatérias, g = 1, - - ., ip)

o vetor de médias de X e ¥ a matriz de variancias e covariancias de X, positiva definida.

A funcao densidade da distribuicao normal p-variada é dada por:

!/

1 1

Ti,... %) = —————— exps —=(x — p) D H(x — ,
o) = e e { =3xS )
sendo —oo < x; < 00, —00 < p; < 00, |X| é o determinante da matriz de covariancias X,

de dimensao p x p , e j=1,2, ..., p.

s . . ~ . ! .
No caso de um vetor aleatério de dimensao 2, ou seja, X = (X, Xy) diz-se que tem
. . .~ . . ’ 7. ! . PN .
distribuigdo normal bivariada com vetor de médias g = (pq, 12) e matriz de covariancias

Yox2, € a sua func¢ao densidade é usualmente expressa por (Johnson e Wichern, 2002):

fovn) =3 et ) ) s

sendo x1, 29 € (—00,00), u € R?, 011,092 € R e |p12] <1, que representa o coeficiente de

correlagao entre as varidveis X; e X, onde 0;; = 0]2- denota a variancia da varidvel X.
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As Figuras (a) e (b) mostram alguns gréficos genéricos da distribui¢do normal bivari-
ada. Os graficos foram gerados com os mesmos valores do vetor de médias e das variancias.
Percebe-se que quando o coeficiente de correlacao p é proximo de 1, a superficie de resposta
fica mais concentrada ao redor do vetor de médias da distribuicao e quando p é zero, a

superficie fica mais dispersa ao redor do vetor de médias. E possivel mostrar que para X

0.20

0.15

dens2
0.10

0.05

0.00

a) gy =p2 =0, 011 =0p=1epp=0

dens

-3 -2 -1 0 1 2 3

x1

b),u1=ll2=0, 0112022216P12=0,9

Figura 2.2: Distribuicao normal bivariada

conhecida a distribuicio da varidvel (X — p)' 2~ (X — p) tem distribuicio qui-quadrado
com p graus de liberdade (Anderson, 2003). Assim, uma elipse de confianca para o vetor de
médias p1, com (1 — a)100% de confianga é dada por:

(xeERP: (x—p) S M (x—p) < X;gz?,(lfa)} onde X;,(lfa) é tal que, P[x2 < X;(lfa)] =1-a.

Quando n=1 essa é a equacao que define a regiao de confianca para a média.

Para ilustrar a utilizagao de cartas de controle univariadas para o controle do processo

multivariado, considere um processo, no qual, X tem distribui¢ao normal bivariada com as



Capitulo 2. Testes estatisticos multivariados para observacdes independentes 15

médias das varidveis iguais a zero, as variancias iguais a 1 e a correlacao entre as variaveis
igual a 0,9. Quando sobrepomos os limites de controle univariados calculados através das
expressoes definidas na equagao com k=3 (o que equivale a utilizar um nivel de sig-
nificancia individual de o = 0,0027 para cada carta) sobre a elipse de confianca do processo
(obtida através da distribui¢ao qui-quadrado com p graus de liberdade a um nivel de sig-
nificancia global de ov = 0,0027), obtém-se os resultados da Figura , na qual, observa-se
que existe uma diferenca entre as regioes de controle fornecidas pela elipse de confianca e o
cruzamento dos limites de controle univariados. Percebe-se que existe uma regiao que possui
amostras fora dos limites de controle univariados, porém estao dentro da elipse de confianca
e outra regiao que possui amostras dentro dos limites de controle univariados, mas estao fora
da elipse de confianca. Esse fato mostra a importancia de se utilizar a densidade conjunta

das variaveis quando se faz o monitoramento de processos multivariados.

LIC LsC

3k Lic

Figura 2.3: Comparacao da elipse de confianca com os limites de controle univariados

2.3.1 Estimacgao do vetor de médias e matriz de covariancias

Em geral, os parametros p e > sao desconhecidos e estimados a partir das amostras
aleatorias observadas no processo. Suponha uma amostra aleatéria de tamanho n > 1,

denotada por Xy, Xa, ..., X,, sendo X; = (X;1, Xi2, ..., Xjp) 0 i-ésimo vetor amostral onde
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Xi; é a observacgao da j-ésima varidvel no elemento amostral i, j =1,2,..., p;e =1,2,..., n.

A média amostral da j-ésima varidvel é dada por:
1 n
Xj=- z; X
1=

e o vetor de médias amostral X = (X, Xo,...,X,). A matriz de variancias e covariancias

amostral é dada por:

St Sig Stp
g So1 a2 Sap
i Sp1 Sp2 Spp ]

1 _
onde Sj; = — Z (Xi; — X;)?, j=1,2,...,p 6 a estimativa da variancia da varidvel
. Z (X — X)) (X — Xi), jk=1,2,...,p(j #k) & a estimativa

i=1
da covariancia entre as varidveis X; e Xj.

n —

Esses estimadores sao nao-viciados para p e 3 (ver Anderson, 2003). Existem outros esti-
madores para a matriz de covariancias > como de maxima-verossimilhanca e o de diferencas
sucessivas, entre outros. No entanto, nesta dissertacao usaremos apenas a matriz S. Maiores

detalhes, sobre outros estimadores, podem ser obtidos em Timm (2002) e Anderson (2003).

A matriz de correlacao amostral é dada por:

[ 1 Ry - Ry |
. Ry 1 -+ Ry,
I Ry Ry --- 1 |
onde R;; = Sig -1 < R; <1, 4,5=12,...,p, é a correlagao amostral entre

as varidveis X; e X; e ¢ um estimador da matriz de correlacao teérica das varidveis

X;,j=12...,p.
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2.3.2 DMatriz de informacao de Fisher para a normal multivariada

Seja Xy, ..., X, uma amostra aleatéria de uma populacao normal p-variada com vetor de
médias p e a matriz de covariancias X, ou seja, Xi,...,X, ~ N(u,Y). Como Xj,..., X,
sao independentes e identicamente distribuidos a funcao de densidade conjunta é o produto

das densidades marginais (que também sao normais). Entao, pode-se escrever que

n

flar..... z,) = H 1 g (3w )

Sendo x; um vetor pxl. Apds algumas manipulagoes algébricas (ver Johnson e Wichern,

)

que vista como funcao de p e X é a funcao de verossimilhanga de uma amostra de tamanho

2002, cap. 4) a expressao acima pode ser reescrita como

= (2n) 2|8 2exp (—%tr [E—l (Z (i — &) (x; — ) +n(x—p)(x— u)')

=1

n de uma distribui¢cao normal multivariada. O logaritmo da funcao de verossimilhanca pode
ser escrito como (Johnson e Wichern, 2002; Seber, 1984)

n

log (1, ) = ~"Liog(2m)~ 2 log S~ [E—l (Z (@: - @)(@; — @) +n(@ - p)(@ - u)')

=1

= ~Llog(an) - Tlog(|5]) - 5tr(S7(Q + (@ — ) — ')

2
= ~"iog(2m) ~ Slog(|5]) — 5r{27Q) — e[S (@ — )(@ — 1))
Q_(n-1

= S, a matriz de covariancias amostral, e X, a média amostral, sao as estima-
n n

tivas de maxima-verossimilhanga de p e X, respectivamente. De Seber (1984), o logL(u, %)

é maximo para qualquer >, nao nula e positiva definida, quando g = X.

) n n n [X7!
logL(i.%) = ~"Llog(2m) — log(|=) — Lir [ Q]

n
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Se 6; e 6; sao elementos ou fungao de elementos de ¥ 7!, entao, estimativas de 3 podem ser

obtidas das relagoes (Beyer, 1978)

o 1 oz
R Y e ONUNS BN Y. ) B
g6,00, 9L E) = 5tr(G g ) (B = Q)+ ot B =R 5

2

0

A matriz de informacao de Fisher para a distribuicao normal multivariada tem uma forma
especial. Seja p(0) = [p1(0), u2(0), ..., 1y(0)] e X(0) a matriz de covariancias. Entao, o
elemento tipico I; ;,0 <, j < p, da matriz de informacao de Fisher para X ~ N(u(6),3(0))
através do Wikipédia on-lind!] (10 dez. 2008) ¢

ou o, op 1 L, 0X 0%
I = 221 Sy |8 n-12=
M 90,7 90, 2”{ 20,~ 90,
B 821,1 82172 82171) 7
00, 00 00
0%, OF o%
O [ dus Oy oy LR L R
onde = e = 00; 00; 00,
00, |00, 00; 06, 00 : S :
0S50 052 0%,
L 00, 09, 90,

2.4 Testes estatisticos existentes para matrizes de co-

variancias tratados nesta dissertacao

Monitorar a variabilidade é uma parte importante de qualquer procedimento de controle.
Segundo Montgomery (2004, p.338), “assim como é importante monitorar o vetor de médias
do processo p no caso multivariado, é também importante monitorar a variabilidade do

processo”, o que é representada pela matriz de covariancias . A seguir serao apresentados

thttp://en.wikipedia.org/wiki/Multivariate_normal_distribution
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alguns testes estatisticos existentes para matrizes de covariancias, objetos de discussao desta

dissertacao.

2.4.1 Teste da razao de verossimilhanca

Uma forma de monitoramento da variabilidade é apresentada por Alt (1985). Equivale
a um teste de hipétese, no qual, a matriz de covariancias do processo é igual a uma matriz
particular, X, isto é, Hy: ¥ = ¥ versus H;: X # 3. Dada uma amostra de tamanho n,
a estatistica de teste é dada por:

W= |4 -
= —pn+pnin(n) —nlin o +tr(3, " A)
0

onde A = (n —1)S, S é a matriz de covariancias amostral e tr é o operador traco. Sob
normalidade p-variada, se o valor de W estiver acima do limite superior de controle definido

por LSC = x2 o entao o processo sera considerado fora de controle.

p+1)/22

Embora este teste tenha sido apresentado por Alt (1985) dentro do contexto de controle
de qualidade, ele é anterior a esta data sendo encontrado em Anderson (1958) e Morrison
(1976). Korin (1968) propés uma correcdo para a estatistica W com vista a melhorar
a aderéncia para a distribui¢ao qui-quadrado, principalmente para tamanhos de amostras

menores. A estatistica W modificada, chamada de W*, é dada por (ver Timm, 2002)

W= {1 - 6552?59111)] (n— 1) [In|Zo] — In|S| + tr(SZ5) — p]
= |+~ 2" +3p =1 n— n@ r -1y _
N [1 6(n — 1)(p+1)] (n=1) {l 5] ! (S%57) —p

2.4.2 Teste do determinante

Outra abordagem se baseia na variancia amostral generalizada, |S|. O gréfico de con-

trole para o determinante da matriz de covariancias tedrica ||, quando ¥ é previamente
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estabelecida, a (1 — «)100% é definido por:

LSC = |3 (1 + zm?)
1

= |2 (2.2)

LIC = max (0, 1Z] (1 - za/g\g—g))
1

p
onde by n—lpg n—1)

{ﬁnw ffo»)

Jj=1 Jj=1

:@

by =
(n—1) (n—1)
=1

Em geral, os limites de controle sao obtidos pelo uso da distribuigdo normal assintética

de |S]. Pode-se mostrar que (Djauhari 2005):

E(S]) =bi|Z| e Var(|S]) = bo|S[*.

Assim, |S|/b; é um estimador nao viciado de |X|; onde |S| é o determinante da matriz de
covariancias amostral S. Em termos praticos de controle de qualidade para cada amostra i
de tamanho n do processo, a estatistica |.S;| é determinada e seu valor é colocado num gréfico
que tem os limites como na equagao . O processo é declarado como fora de controle
se |S;| ultrapassar algum dos limites. Embora a variancia amostral generalizada seja uma
medida de dispersao multivariada amplamente usada, ela apresenta falhas na deteccao de
matrizes diferentes, pois estas podem ter o mesmo determinante. Como ilustracao, observe

as seguintes matrizes de covariancias:

10 2,32 0,4
El = [§ 22 =
01 0,4 0,5
Os determinantes dessas matrizes sao || = |s| = 1, no entanto, essas matrizes trans-

mitem informacoes diferentes sobre a variabilidade do processo e sobre a correlacao entre
as variaveis. No caso de X; a correlagao entre X; e X5 ¢é zero, enquanto que em X5 a cor-
relagao é 0,37. Além disto, para a construgao do grafico de controle é assumido que |S| tem

distribuicao normal, sendo que na verdade esta distribuicao é apenas assintética.
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Anderson (1958; 2003) mostra a distribuicao exata de |S|. Seja Xy, ..., X, uma amostra
aleatéria de uma distribuicao normal p-variada. O determinante da matriz de covariancias

amostral |S| tem a mesma distribuicao que a varidvel aleatéria

{n—l ]HZ’“ (2.3)

onde 7, sdo independentes e Z;, ~ X2 ,; k=1,2,...,p.

Na Secao [2.4.3] sera apresentado um estudo sobre a distribuicao exata e assintética de

|51

Djauhari (2005) propoe o gréafico de controle melhorado para |X| , no qual, os limites de

controle a (1 — a)100% sdo dados respectivamente por:

b, [ b,
LSC = |3 Py .
| 0‘( /2 b§+b4>

LC = |%| b (2.4)
LIC = max <0,|ZO| (Z—;—za/z bejb4>)
onde b3 = n—l}pH{ —k+1} e
by = {(n o L H{ (n—1)—i+1}x H{(n—l)—j+3}—H{(n—1)—j+1}

Segundo Djauhari, os limites calculados desta forma sao mais precisos que os usados
para o grafico do determinante. Embora, tenha construido uma correcao para os limites
de controle, a distribuicao por ele utilizada para a construcao do grafico, continua sendo a

normal p-variada.



Capitulo 2. Testes estatisticos multivariados para observacdes independentes 22

2.4.3 Estudo sobre a distribuicao exata de |95]

E importante verificar qual é a distribuicao do determinante da matriz de covariancias
amostral, |S|, pois a ndo utilizagao da distribuicao exata para amostras menores pode provo-
car erros, na determinagao dos limites de controle. Como ilustracao, na Figura [2.4] sao
apresentados alguns histogramas, construidos para valores amostrais |S|. Os histogramas

foram gerados a partir de amostras aleatérias de tamanho n de uma distribuicao normal
2,32 04
0,4 05

bivariada com vetor de médias nulo e matriz de covariancias dada por >y =

Foram considerados valores de n=5, 7, 10, 25, 50 e 100.
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@
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Figura 2.4: Distribui¢ao exata do |S|

r T T 1
05 10 15 20

Para verificar a adequacao da distribuicao normal aos dados amostrais foi realizado o

teste de aderéncia de Shapiro-Wilk para a distribuigdo normal (ver Tabela .

Tabela 2.1: Resultados do teste de normalidade de Shapiro-Wilk

n

10

25

20

100

p-valor

0,0000

0,0000

0,0000

0,0747

0,5699

0,8447

Observa-se que a distribuicao do |S| para pequenas amostras nao se aproxima da dis-



Capitulo 2. Testes estatisticos multivariados para observacdes independentes 23

tribuigdo normal. Apenas para n> 50, o determinante da matriz de covariancias amostral

tem distribuigdo préxima a normal (Anderson 2003).

2.4.4 Teste de Sullivan et al.

Sullivan et al. (2007) propuseram um procedimento de andlise que pode ser aplicado
para dois grupos de observagoes homogéneas consecutivas quaisquer, sendo um grupo de
observagoes que antecede e um apds o ponto de mudanca identificado, dos parametros do

Processo.

Suponha que as distribuigdes antes (A) e depois (B) da mudanga sejam descritas pelo
vetor de parametros ¢, com kg elementos. Para observacoes independentes e identicamente
distribuidas, provenientes de uma normal multivariada, 6 consiste dos elementos do vetor de
médias p e da matriz de covariancias ». Por exemplo, para uma distribuicao normal bivari-
ada terfamos 0 = (u, 2, 07, 019,03) ou, alternativamente, como 6 = (uy, 2, 01, p1.2,02)’ -
Desta forma, 04 representa o vetor de parametros para o grupo A e o vetor 0,4 contém as
estimativas de maxima verossimilhanca desses parametros. Analogamente, para o grupo B,

tem-se 0 e éB.

A diferenga dos vetores de parametros 6 = (04 — ) é estimada por 6 = (04 —0p), tendo
ko diferencas entre os parametros estimados. Os estimadores de méaxima verossimilhanca
dos parametros tém distribuicao assintoticamente normais multivariadas de acordo com as

condigoes de regularidade gerais (ver Casella e Berger, 2002).

A forma quadratica X?ax, 5 =0T 25_1 0 tem distribuicao assintotica qui-quadrado com kg
graus de liberdade, onde ¥; e X5 sao as matrizes de covariancias teérica e estimada de ¢,

respectivamente.

A hipétese nula corresponde a nao mudanca no vetor de parametros, ou seja, um vetor

diferenca, 6 =04 — g = 0.

A matriz de covariancias X; usada por Sullivan et al. (2007) em suas simulacoes, ¢ a
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matriz de informacao de Fisher, satisfeitas as condigoes de regularidades (Ver Casella e
Berger, 2002). Essa matriz é estimada encontrando-se uma expressao algébrica para o valor
esperado da matriz Hessiana, que é entao avaliada nos valores dos estimadores de maxima

verossimilhanca.

E importante ressaltar, que nesse artigo os autores consideraram apenas o caso bivariado
através de exemplos, tanto para distribuicao normal quanto para dados nao normais, mas

nao realizaram comparagoes com outros testes.

2.5 Testes propostos e avaliados nesta dissertacao

Nesta secao serao apresentadas algumas propostas de testes para matrizes de covariancias
que sao objetivos desta dissertacao, com o intuito de avaliar se estas tém um bom desem-
penho. A primeira é uma adaptagdo do teste de Sullivan et al. (2007) considerando-se
a distribuigao x?, como também a estatistica proposta por Hayter e Tsui (1994) na com-
paracao do vetor de médias. A segunda ¢ uma adaptacao da estatistica 72 de Hotelling e do
teste de Hayter e Tsui para os autovalores da matriz de covariancias X e a terceira ¢ uma

transformacao da informacao contida em ¥ numa variavel univariada.

2.5.1 Adaptacgao do teste de Sullivan et al. (2007) testada nesta

dissertacao

No artigo de Sullivan et al. (2007) é descrito um procedimento para encontrar os
parametros que provavelmente sao responsaveis pela rejeicao da hipdtese nula, quando isto
ocorre. Nesta dissertacao nao serd abordado esse procedimento. No entanto, pretende-se
fazer uma adaptacao do teste de Sullivan para o caso, no qual, se tem uma amostra de
tamanho n e o objetivo é testar Hy: ¥ = ¥ versus H;: ¥ # ¥j. Supondo o vetor de

médias p sob controle, o objetivo é avaliar apenas .

Seja 0% = (01,09,..., 0p,pij, i F 4)". Entdo, a hipétese nula pode ser escrita como



Capitulo 2. Testes estatisticos multivariados para observacdes independentes 25

Hy: 0 = 6 versus Hy: 0* # 6, onde 65 = (010, 020, - - -, Tpo, Pijo, & F 4)" é pré-estabelecido.
Utilizando-se as idéias propostas no artigo de Sullivan et al. (2007) dado uma amostra de

tamanho n, a estatistica de teste seria dada por:

~ ~

X* = (07— 605) 250 (0" — 05) (2.5)

sendo 0* o estimador de maxima-verossimilhanca de 0 e E;*l a matriz de covariancias es-
timada de 6*. Sob Hy a estatistica 1' teria distribuicao assintética 2 com ko graus de

liberdade, onde ky é o nimero de parametros estimados em 6.

A possivel vantagem deste teste em relacao ao de razao de verossimilhanga de Alt (1985)
e do determinante amostral |S|, vem do fato que a estatistica em compara todos os
parametros um a um com suas estimativas amostrais, nao havendo assim, uma reducao da
informacao da matriz de covariancias estimada via determinante ou trago. Inicialmente,
espera-se que um teste como esse apresente um poder maior que o teste de Alt e do deter-
minante, o que sera discutido no capitulo 3 desta dissertacao. Vale lembrar, que até onde se
tem conhecimento, esta idéia ainda nao foi testada por outros autores. Essa adaptacao foi

testada para o caso bivariado e para valores de p iguais a 3 e 5.
a) Adaptacao usando a distribui¢ao qui-quadrado

Como um exemplo, seja 8 = (1, p2, 01, p12,02)" 0 vetor de parametros para uma dis-
tribuicao normal bivariada. Considerando-se 1 e o pré-especificados, este estudo esta
voltado para o vetor de parametros que contém apenas os elementos da matriz de co-

- A . . * . / A* Va Va . . 7 .
variancias. Assim, 0* = (01, p12,02)" e 0* é o vetor que contém as estimativas de méxima

verossimilhanca dos parametros em 6*.

Para testar se Hy: 6* = 6 versus H;: 0" # 6, o que é equivalente a Hy: 6*— 65 =0*=
0 versus Hj: 0*— 605 = 6" # 0 necessita-se da matriz de covariancias de o que pode ser
obtida através da matriz de Informagao de Fisher (ver Segao . A estatistica de teste
sera dada por 2 = ) 23_1 5, que sob Hg, tem distribuicao assintética Xzo’ onde ko ¢é

o numero de parametros estimados em 6*. Para o caso de p = 2 e uma amostra de tamanho
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n, pode ser mostrado que sob Hy (Sullivan et al., 2007), tem-se:

d —e f
= —e ho—g (2.6)
fo—g
onde d— 0_%7 o — 01,2(/?%,2 - 1)‘717 f= Pi2<710'2’ g = Pl,z(p%,g — 1)02’ B (pi2 — 1)2
2n 2n 2n 2n n

0.2

e 1= ﬁ, sendo os valores oy, 02, p12, 0%, 03, 012 como especificados em Hy.

Na Figura [2.5] é apresentada a comparacao de alguns histogramas, construidos para
valores amostrais da estatistica x? de Sullivan et al. em comparacdo com os valores da
distribui¢do qui-quadrado. Para cada situagao, mostrada na Figura [2.5] foram geradas
10000 amostras de tamanho fixo n=5, 7, 10, 25, 50 e 100 com p=2 varidveis sendo que, as

amostras geradas tinham distribui¢do normal bivariada com vetor de médias = (0,0) e

2,32 04
com matriz de covariancias >y = . Para cada n, a estatistica x? foi calculada
0,4 05
da seguinte forma:
2 N * ' —1/)% *
X" = amostral — Qte(’)rico) Zé* ( mostral — 9teérico> (2.7)
onde 07 .. = (1,5232, 0,3714, 0,7071)", considerando 65 = (o1, p12,02), e
d —e f
Yg=|—-e h —g
fo—g i
d_2,32 e—_0’58 f_0,26 ~—0,24 h_0,53 o Z,_O,_5
T T Ty T T YT T Ty 2

Para verificar a adequacao da estatistica qui-quadrado como distribuicao da estatistica
de teste, foi calculada a fungao de densidade tedrica da distribuicao x3 g5, tracada sobre o
histograma da estatistica e realizado o teste de Kolmogorov-Sminorv para aderéncia em
relagao a distribuigdo qui-quadrado com 3 graus de liberdade (ver Tabela . Percebe-se

que para n=>5, 7, 10 e 25 a distribuicao da estatistica x? de Sullivan et al. nao se aproxima da
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Figura 2.5: Comparacao da estatistica de teste com a distribuicao qui-quadrado

distribuicao tedrica qui-quadrado. Para n=>50 e 100 observa-se que a distribui¢ao amostral

de (2.7) aproxima-se da qui-quadrado. Como é comum o uso de amostras menores que 50 em

controle de qualidade, a utilizacao da x? como distribuicao de referéncia nao seria adequada.

Tabela 2.2: Teste de aderéncia para Qui-quadrado

Teste de Kolmogorov-Smirnov

n
) 7 10 25 100
0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0406 | 0,4781

b) Adaptagao usando o teste de Hayter-Tsui

Seja o vetor X ~ N,(u,3p). Com base no artigo de Hayter e Tsui (1994), para cada

variavel X; os limites de (1 — a) 100% de confianga para a média p;, 0 < o < 1, sao dados

pela equacgao:

P (‘Xj — Wy
Vi

< CRroa; paratodolﬁjgp) =1—«

o que significa dizer que a probabilidade de que o intervalo [ X; —./0;; Cra : X;++/0;; Cr.al
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contenha o verdadeiro valor p;, para 1 < j < p é igual a 1 — a. A escolha do valor critico
CRr,a, depende da matriz de correlagao tedrica P,, do vetor aleatério X. Desse modo, o

processo é considerado fora de controle, em relagao ao vetor de médias, quando:

X. — 0
M = max 2 > CRra
1<j<p A /O'jj
sendo u? o valor pré-estabelecido para p; sob Hy, 7 = 1,..., p. O valor de Cg, ¢ obtido

através de um algoritmo que envolve a simulacao de amostras de uma populagao normal

p-variada com vetor de médias zero e matriz de covariancias P,y ,. (ver Mingoti e Gléria,

2005).

Hayter e Tsui propoem que intervalos de confianca sejam feitos separadamente para cada
variavel levando-se em consideracao a correlacao existente entre as variaveis medidas. Esses
intervalos permitem a identificacao automatica das variaveis responsaveis pela situacao de

falta de controle do processo no que se refere ao vetor de médias.

Nesta dissertacao, é proposta a seguinte adaptagao para testar o vetor que contém apenas

os parametros da estrutura de variabilidade do processo.

Seja o vetor de médias p fixo e 0* = (01,09,..., 0p,prj,k # j). Para testar
Ho: 0*= 65 versus H;: 6% 6, sendo 6 = (010,020, ..., Opo, Prjo, k # J)', 0 vetor com
valores pré-especificados para 6*. Para facilitar a expressao, seja 05y, = 0jo, j=1,..., pe

Oor; = Prjos kK # J,j=1,..., p.

Entao, adaptando o teste para o vetor de médias de Hayter e Tsui, Hy sera rejeitada se:

B éij — o
M= e [Var Qo )]1/2 > Crao-
1<j<p 0kj

O valor de Cg,, ¢ tal que,

g

é(]kj — Ooi;j
[Var (o)) /2

< Cpa» 1<j<pe 0§k§p>=1—a
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0 < a < 1. Os valores de Var(éij) serao determinados pela matriz de informagao de Fisher

assim, como na adaptagao apresentada em (a) desta Segao.

Como ilustracao, seja uma amostra de tamanho n e suponha p=2. Neste caso,
/ . ~
0* = (01,09, p12) . Sendo assim, 0%y, = 010, 0G5 = 020 € 655 = p120, sS40 os valores

pré-estabelecidos para os parametros em 6;.

A estatistica de teste serd:

M=m
0<k<p
1<5<p

éij — o - Cp
[Var (Gox;)] /2 “

que é equivalente a

020 — 020

P120 — P120
’ [V&I‘(a'go)]l/2

010 — 010 ‘
" [Var(pig0)] /2

[Var(d9)]'/2

M = max H

|

sendo os valores de Var(dy), Var(piao) e Var(dy) obtidos de acordo com a matriz de co-
variancias dada em ([2.6)), p. . O valor da constante Cp , serd determinado por um processo
de simulagao de acordo com o algoritmo da Tabela[2.3] A matriz de correlagao P serd obtida

a partir da matriz de covariancias descrita em ([2.6)).

Tabela 2.3: Obtencao da constante C'r, no caso da distribuicao normal ky-variada

1. Gere M=10000 (ou mais) vetores de observagoes de uma distribuicao normal ko
variada, com vetor de médias nulo e matriz de covariancias igual a P dada por 1D
sob Hy, isto é, Z¢ = (Z1,Za, ..., Zx,), i=1,2,..., M.

2. Para cada amostra i calcule a estatistica M = maxi<i<k \Zz\

3. Ordene os valores de M, i =1,..., M, e encontre a ordenada (quantil)

correspondente a probabilidade (1 —a), 0 < o < 1. Esse valor corresponde ao Cp 4.
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2.5.2 Adaptacgao do teste de Hayter e Tsui (1994) para os

autovalores de X

A matriz ¥,,, pode ser escrita em termos dos seus autovalores e seus autovetores da

forma

p
prp:z)‘ieie;> AL >N 2> 20 >0

=1

Quando X tem distribuicao normal p-variada, pode-se mostrar que os \; sao assintotica-

mente independentes e (Anderson, 1958; 2003):

A —
L % N(0,1), j=1,....p
/2= 1)
onde 5\j ¢ o autovalor j da matriz de covariancia amostral Sy, 5\1 > 5\2 > > 5\;,, > 0.

Assim, a matriz de correlagao dos \;, assintoticamente, ¢ a identidade.

Deste modo, pode-se pensar em construir um teste de hipdtese para comparacao de ma-
trizes de covariancias de uma forma mais detalhada, envolvendo os autovalores, ou seja, nao
apenas através de medidas de redugao como o determinante e o traco. Isso vem do fato
que embora existam matrizes diferentes com o mesmo determinante e trago, em geral, os
autovalores sao diferentes. Como ilustra¢ao, no exemplo mostrado na Segao [2.4.2] p. [20]
onde as matrizes ¥; e Y, foram consideradas, os determinantes sao iguais a um, porém os
autovalores sao diferentes, pois \; = Ay = 1 para a matriz 3; e Ay = 2,4040 e \y = 00,4160

para a matriz Y.

Considere \ = (5\1,5\2, o j\p)/ e as hipoteses Ho: A = A\g versus Hj: A # )\ onde
Ao = (MosA20,---5Ap0) € o vetor que contém os autovalores tedricos de X,

Ao = Agg > -+ > Apo.

Novamente, baseando-se no trabalho de Hayter e Tsui (1994) para comparagao do vetor

de médias, propde-se que os limites de controle de (1 — ) 100%, 0 < o < 1, para cada \;,



Capitulo 2. Testes estatisticos multivariados para observacdes independentes 31

sejam dados por:

g

2 . “ .
onde, sob Hy, o5, = Ajor/ p— J=1...,p, A > Xy >--- > \,. Assim, Hj ¢ rejeitada e
n —

o processo ¢ considerado fora de controle se

A — Ao

O’;\j

< CRroa; para1§j§p> =l-a

0'5\]_

M = max

> (C
1<j<p R

O valor de Cr, ¢ obtido por meio de uma simulagao da normal p-variada com vetor
de médias pp = (0,...,0) e matriz de covariancias P,y, igual a matriz identidade, por um

procedimento semelhante ao descrito na Tabela [2.3]

Pode ser mostrado que a distribuicao exata dos autovalores 5\]-, J =1,..., p, nao é
normal (ver Anderson, 1958). No entanto, dado a complexidade da distribuicao exata, nesta

dissertacao sera utilizada apenas a distribuicao assintotica.

2.5.3 Adaptacao do teste T? de Hotelling para autovalores de ¥

Uma outra adaptagao que pode ser trabalhada para testar Hy: A = Ao contra Hy: A # A,
¢ a do teste T? de Hotelling originalmente construido para comparacao do vetor de médias

da distribuigao normal p-variada (Anderson 2003).

Sob Hy, a distribuicao da estatistica
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é uma qui-quadrado com p graus de liberdade, sendo E;\l dado por:

— n _ 1 —
o - 0 .. 0
n—1
0 —_— 0
S
n—1
0 0 —_—
i 235

A idéia de se utilizar os testes T? de Hotelling e de Hayter e Tsui para o vetor de
autovalores de ¥ ja foi introduzida e avaliada no trabalho de Silva (Silva e Mingoti, 2008)
sob orientagao da Prof. Sueli A. Mingoti num projeto de Iniciacao Cientifica. No entanto, a
avaliacao foi feita para poucos casos e necessita de um aprimoramento, sendo uma motivacao

para a inclusao desses testes nesta dissertacao.

2.5.4 Teste dos autovalores usando o niimero de condicao

Medir a quase singularidade de uma matriz A pelo seu determinante nao é confiavel, ja
que, um determinante préximo de zero nao indica necessariamente que a matriz é malcondi-

cionada. Por exemplo, considere as matrizes

1075 10~ 5| 10,0 198
1074 1075 10,0 19,9

sendo det(A) = —9,9x107° e det(B) = 1. No entanto, A é bem-condicionada ¢ B ¢ mal-

condicionada.

O malcondicionamento de uma matriz estd associado a proximidade da singularidade da
matriz. Para medir o quanto uma matriz é malcondicionada é mais apropriado o uso do

niimero de condigao, k(A) = ||A]|.]|A7!||, onde ||.|| significa uma norma qualquer. Um caso



Capitulo 2. Testes estatisticos multivariados para observacdes independentes 33

particular é

A /
T se A=A
O_min
max /
Cse A#A

Omin

>

ra(A) = [JA|-[| A7 |2 =

pois A(A™!) = A71(A), sendo os \; os autovalores de A e ; os seus valores singulares. Uma
matriz é considerada malcondicionada se o ntiimero de condigao for grande, k(A) > 1, para

alguns autores k(A) > 20 ja é considerado um valor elevado (Greene, 1997).

Suponha uma matriz C, com autovalores A(C') = (10;0,1)" e det(C) = 1, indicando que

)\maz 10 . s o . .
C' é nao singular e ky(C) = N o0l 100, logo, a matriz C' é malcondicionada. Mais

informagoes sobre condicionamento de matrizes podem ser obtidas em Campos, filho (2007).

No exemplo mostrado na Secao [2.4.2] p. [20] as matrizes ¥; e ¥y consideradas apresentam
determinantes semelhantes e iguais a um, porém os ntimeros de condig¢ao sao diferentes, pois
Ro(X1) = 1 e ko(X2) = 5,7788. Assim, a idéia é criar um teste de hipdtese para comparagao
de matrizes de covariancias utilizando o nimero de condicao, ja que, matrizes diferentes com

o mesmo determinante, em geral, apresentam niimeros de condi¢ao diferentes.

2.5.5 Transformacgao da informagao contida na matriz de

covariancias para uma variavel univariada

Uma outra idéia sugerida por Silva e Mingoti (2008) é a transformacao da informagao
contida na matriz de covariancias em uma variavel unidimensional que pudesse avaliar se o
processo esta ou nao sob controle estatistico no que se refere a sua estrutura de variabilidade.
Para facilitar o entendimento, considere p=2 e a variavel Y = X; 4+ X, sendo X; e X, as

variaveis aleatorias de interesse. Entao,
Var(Y) = Var(X; + X,) = Var(Xy) + Var(Xz) + 2 cov(Xy, Xa) = 07 + 05 + 2019

Assim, se Xy é conhecida, tem-se a variancia teérica de Y (0%). Para testar:
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C2 2 .2 2
Hy: 0y =05 contra H;: oy # o

pode-se usar o teste qui-quadrado univariado. Dada uma amostra de tamanho n do vetor
aleatorio X os limites do gréfico de controle de (1 — a) 100% para a variabilidade de Y sao

dados por (Costa et al., 2005):

7%

LSC = n—1 X?‘L—l,a/Z
LC =02 (2.8)
2
o
LIC = n _O 1 X%Lfl,lfa/2

sendo Xzz,—l,a/2 e Xi—l,(l—a)/Q os quantis de ordem «/2 e 1 — a/2, respectivamente da dis-

tribui¢ao qui-quadrado com (n — 1) graus de liberdade.

Alternativamente, pode-se testar Hgy: oy = o9 contra H; : oy # 0. Nesse caso, é
possivel construir um gréafico de controle univariado para monitorar o desvio padrao de Y.
Isto pode ser feito através do uso do desvio padrao amostral ou da amplitude amostral.
Seja Y1,Yo, ..., Y, as observacoes independentes de Y. Define-se amplitude amostral como
R = max(Yy,..., Y,) —min(Yy,..., Y,). Utilizando-se a aproximagao normal para a
distribuigao de R, tem-se que os limites de controle, a (1 — «) 100%, para a amplitude de Y

sao dados por:

LSC = d2 oo + Za/gdg (o))
LC = dQ o))
LIC = max{ 0, dQ og — Za/gdg Uo}

onde dy e d3 sao constantes tabeladas para diferentes valores de n (ver Apéndice A) e que
tem a funcao de construir um estimador nao viciado para oy, uma vez que E(R) = dyoq e

o desvio padrao de R é d3oy.

Também é possivel monitorar-se o desvio padrao de Y através do grafico do desvio padrao
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amostral de Y, S, cujos limites a (1 — ) 100% s@o dados por (Costa et al., 2005):

LSC = ¢4 00 + zaj2\/1 — 5 0

LC =¢4 o (29)
LIC = max {0, c109 — Zaj2y/1 — ¢} 00}

onde ¢4 é uma constante tabelada para diferentes valores de n (ver Apéndice A) e que tem a

funcao de construir um estimador nao viciado para oy, uma vez que E(S) = c40¢ e o desvio

padrao de S é y/1 — c2oy.

Pode-se generalizar esta idéia para p > 2 como segue. Seja a varidvel Y = X; +--- + X,

sendo Xi,..., X, as varidveis aleatérias de interesse. Entao,

p
Var(Y) = Z ol + Z Tkj-
j=1

k<j

e os limites de controle para g% ou oy seriam calculados como em e . Estudos mais
aprofundados sobre os graficos de amplitude e desvio padrao amostral para observagoes inde-
pendentes, podem ser obtidos em Costa et al. (2005) e Montgomery (2004). Sabe-se que as
distribuicoes da amplitude e desvio padrao amostrais sao normais apenas assintoticamente,
sendo que para pequenas amostras ha uma diferenca acentuada entre os limites calculados
pela distribuicao normal e pela distribuicao exata. Nesta dissertagao serao estudados os

graficos construidos pela distribuicao exata e pela distribui¢cao normal.

O interesse em reduzir a informacgao da matriz de covariancias numa varidvel unidimen-
sional é devido a simplificacao do teste construido, uma vez que os usuarios de controle de
qualidade conhecem os gréficos dados em (2.8)) e (2.9), mas sdo menos familiares com os

testes multivariados.
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2.6 Exemplos de aplicacao

Serao apresentadas duas situacoes para demostrar a aplicabilidade dos testes em detectar
mudancas na variabilidade de um processo normal bivariado. No exemplo 1, serao utilizados
os testes do determinante, da razao de verossimilhanca, dos autovalores de X, das adaptagoes
do teste de Sullivan et al. (2007) e da transformacao da informacao contida na matriz
de covariancias para uma varidvel univariada tratados nesta dissertagao. No exemplo 2,
apenas os testes do determinante, da razao de verossimilhanca e de Sullivan et al. usando
a distribuicao qui-quadrado serao utilizados para demonstrar a aplicacao em controle de

qualidade.

2.7 Exemplo 1

Para estudar a estabilidade no processo de producao é realizada uma analise usando uma
amostra contendo n=10 espécimes de fibra. As importantes caracteristicas de qualidade que
devem ser monitoradas conjuntamente, sao a forga de resisténcia (X;) e o diametro de uma
fibra textil (X3). Suponha que se queira testar Hy: X = ¥ contra Hj: ¥ # X5, Seja

1,23 0,79 2,8 2,69

a matriz de covariancias tedrica >y = e S= a matriz
0,79 0,83 2,69 2,8

de covariancias amostral proveniente da amostra de tamanho n=10, sendo p;s = 0,7818 a
correlacao tedrica entre X; e X5, e p1o = 0,9607 a correlacao amostral. Observando-se S
e Yo, percebe-se claramente que a matriz de covariancias do processo foi alterada. Neste

sentido, é importante avaliar quais testes seriam capazes de detectar essa diferenca.

Baseando-se no gréfico de controle tradicional para a variancia amostral generalizada |S]|,

tem-se os limites de controle a 99,73%:
LSC = 1,2616; LC =0,3968; LIC = 0.

Como o determinante da matriz de covariancias amostral, |S|, é igual a 0,6039 e esta dentro

dos limites de controle, a nivel de 0,27% de significancia, pode-se concluir que nao houve



Capitulo 2. Testes estatisticos multivariados para observacdes independentes 37

mudangca na variabilidade do processo (p-valor= 0,2729 > «).

A mesma conclusao é obtida pelo teste proposto por Djauhari (2005) uma vez que os

limites de controle a 99,73%, neste caso sao:

LSC = 1,0964; LC = 0,3968; LIC =0

e o determinante da matriz de covariancias amostral |S| estd dentro dos limites de controle.

Utilizando o teste proposto por Alt (1985), o valor da estatistica de teste é W = 12,3334
e W* = 11,6313. Assumindo o = 0,27%, o limite critico X§70,0027 = 14,1563. Como
W e W* sao menores que esse valor, entdo nao se rejeita Hy (p-valor= 0,0063 > «).
Logo, pode-se concluir, a 0,27% de significancia, que a matriz de covariancias do pro-
cesso é igual a Xy, ou seja, nao houve mudanca na sua estrutura de variabilidade. Con-

sidere o vetor de parametros que contém os elementos da matriz de covariancias amostral

0* = (o1, p12,02) = (1,6733,0,9607,1,6733)". A diferenca dos vetores de parametros é
0,0615 0,0169 0,0309
d=0"—06;=(0,5643,0,1788,0,7623) e 5. = | 0,0169 0,0151 0,0138
0,0309 0,0138 0,0415

Para testar Hy : 6 = 0 contra H; : § # 0, sob Hp, o valor da estatistica de teste é
x* = 14,6005. Assumindo o = 0,27%, o limite critico X7 , = X30002r = 14,1563. Como
2 = 14,6005 > 14,1563, entao a hipétese nula é rejeitada (p-valor = 0,0022< «). Logo, a
0,27% de significancia, ha evidéncias de que houve mudanca na matriz de covariancias do

processo.

Suponha o vetor de médias pré-especificado, p' = (115,59, 1,06), e 6* = (o4, p1.2,09)’
= (1,6733, 0,9607, 1,6733)". Para testar Hg: 6* = 6} contra H,: 6* # 6}, sob Hy, a

estatistica de teste é dada por:

M= m o — b0y || _
9sk=r || [Var(Qor;)] 1/



Capitulo 2. Testes estatisticos multivariados para observacdes independentes 38

:max[

O valor de Cr o = 3,2542 ¢ obtido a partir de um procedimento de simulagao semelhante

ao explicado na Segao (Tabela 2.3 p. 29). A matriz de correlagdo P utilizada no

0,7623
0,204

0, 5643
0,248 |’

0,1788
0,123 |’

‘]:::17419

procedimento para o célculo do Cr, é dada a partir da matriz de covariancias descrita em
1,0000 0,5529 0,6113

([2.6) P= | 0,5529 1,0000 0,5529
0,6113 0,5529 1,0000

Como M = 3,7419 > 3,2542, rejeita-se a hipdtese nula(p-valor = 0,0002 < «). Logo,
a nivel de 0,27% de significancia, pode-se concluir que houve mudanca na matriz de co-

variancias do processo.

Seja Ho: A = A\g contra Hj: X # A onde Ay = (1,8449, 0,2151)" é o vetor que contém

os autovalores tedricos de X, em ordem decrescente.

Usando a adaptacao do teste de Hayter e Tsui (1994), os limites de controle a 99,73%

para cada \;, sao dados por:

g

onde 75, = 0,8697 e 75, = 0,1014,.

95

échmpma1§j§p>=1—a

J

O valor de Cr,, = 3,2093 ¢ obtido a partir de um procedimento de simulagao semelhante
ao explicado na Secao m (Tabela , p- . A matriz de correlacao P utilizada no

procedimento para o célculo do Cr, ¢ a matriz identidade.

Os autovalores da matriz de covariancias amostral sdo \ = (5,49, 0,11)". A estatistica

= max(4,1912, 1,0365) = 4,1912.

Xi—=Xjo
o5

M= max o
J

Como esse valor é maior que 3,2093, entdo, rejeita-se a hipétese nula (p-valor = 0,0001 <

«). Entao, a nivel de 0,27% de significancia, pode-se concluir que o processo nao esté sob

controle estatistico, no que, se refere a matriz de covariancias.
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Pelo teste usando a estatistica T? tem-se:

~

T? = (A= Xo) B (A = o) = 18,6399

n—1
e U 1,3221 0 A
oo = e (A= o) = (3,6451, —0,1051).
—— 0 97,2805
273,

-1
onde Z;\ =

Assumindo o = 0,27%, o limite critico é dado por X7, , = X§ o272 = 11,8290. Como
T? = 18,6399 > 11,8290, entdo, rejeita-se Hy (p-valor = 0,000089 < «). Portanto, a 0,27%
de significancia, ha evidéncias de que o processo nao esta sob controle com respeito a matriz

de covariancias do processo.

Usando o nimero de condicao tem-se:

Amaz 5,49
ra(8) = 57 = T = 49,9091,

Os limites de controle a 99,73% sao:

LSC = 108, 1198; LIC = 1,3871. Como o valor de k3(S) = 49,9091 esta dentro
dos limites de controle, ndo se rejeita a Hy (p-valor = 0,0153 > «). Assim, pode-se concluir,a

0,27% de significancia, que nao houve mudanca na estrutura de variabilidade.

Para testar Hy: 0% = 02 contra H;: 0% # o2 sendo o2 = 3,64, pode-se usar o teste

qui-quadrado univariado. Os limites de controle a 99,73% para a variabilidade de Y, sao:
LSC = 10,9577; LC = 3, 64; LIC = 0, 5020.

Pela matriz de covariancias amostral S tem-se que a variancia estimada de Y 0% = 2,8 +
2,8 +2(2,69) = 10,9800 . Como esse valor esta fora dos limites de controle, rejeita-se
a hipdtese nula. Assim, com 0,27% de significancia, ha evidéncias de que a variancia da
variavel transformada Y difere da variancia tedrica, indicando que o processo nao esta sob

controle com relagao a matriz de covariancias.

Suponha que se deseja testar Hy: 0y = 09 versus Hj: oy # 0. Para monitorar o desvio
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padrao de Y através do grafico de desvio padrao amostral S, os limites de controle a 99, 73%,

Sa0:

LSC = 3, 1841; LC = 1, 8558; LIC = 0, 5275.

Assim, 0y = 3, 3136 esta fora dos limites de controle. Portanto, com 0,27% de significancia,
h& evidéncias de que o desvio padrao da varidvel transformada Y difere do desvio padrao
tedrico, indicando que o processo nao esta sob controle, no que, se refere a matriz de co-
variancias. Este exemplo ilustra a efetividade das adaptagoes propostas para o teste de
Sullivan et al. (2007) comparadas com os testes tradicionais da variancia generalizada e da
razao de verossimilhanca, pois estas foram capazes de perceber a alteragao da matriz de
covariancias postulada na hipotése nula. Em termos de probabilidade de significancia, pela
Tabela [2.4], verifica-se que os testes de Sullivan adaptado usando as idéias de Hayter e Tsui,
dos autovalores adaptados usando Hayter e Tsui e T? de Hotelling sdo os mais sensiveis na

percepcao de mudanca na estrutura de variabilidade.

Tabela 2.4: Significancia dos testes (p-valor)
Testes | DT | DD | RV SQ | SHT | AHT | ATH | ANC | TV | TDP
p-valor || 0,2729 | 0,2729 | 0,0063 | 0,0022* | 0,0002% | 0,0001* | 0,0001* | 0,0153 | 0,2771 | 0,0005*
(*) significativo a 0,27%

2.8 Exemplo 2

A titulo de ilustragao do uso dos testes em controle de qualidade, considere agora que
m=20 amostras independentes foram coletadas com n=10 espécimes de fibra em cada. Na
Tabela[2.5] sdo apresentadas as médias amostrais, as variancias e covariancias, os valores das
estatisticas correspondentes aos testes da variancia generalizada, da razao de verossimilhanca
e de Sullivan adaptado usando a distribui¢ao qui-quadrado. Os limites criticos de cada teste
estao apresentados no rodapé. A matriz ¥y é a mesma considerada no exemplo 1, assim

como, os limites de controle construidos anteriormente de acordo com cada teste.

A 72 coluna da Tabela [2.5] apresenta os determinantes das matrizes de covariancias



Capitulo 2. Testes estatisticos multivariados para observacdes independentes 41

Tabela 2.5: Dados para o Exemplo 2

Médias Amostrais Variancias e Covariancias Estatistica do Grafico de Controle
Amostra i Forca de resisténcia (z1) Didmetro (z2) S?,  S2, S12i |Si| w; wi x?
1 115,25 1,04 1,25 0,87 0,80 0,4475 0,0388  0,0477  0,0586
2 115,91 1,06 1,26 0,85 0,81 0,4149 0,0672 0,0042 0,0051
3 115,05 1,09 1,30 0,90 0,82 0,4976  0,0391 0,1456 0,1794
4 116,21 1,05 1,02 0,85 0,81 0,2109  2,3155 1,4498 1,4249
5 115,90 1,07 1,16 0,73 0,80 0,2068 2,1580 11,2869  1,2483
6 115,55 1,06 1,01 0,80 0,76 0,2304 11,6399 0,9097 0,9911
7 114,98 1,05 1,25 0,78 0,75 0,4125 0,1342 0,0606 0,0765
8 115,25 1,10 1,40 0,83 0,80 0,5220 0,2068 0,3439  0,4350
9 116,15 1,09 1,19 0,87 0,83 0,3464 0,3950 0,1398  0,1543
10 115,92 1,05 1,17 0,86 0,95 0,1037 7,5001 5,5653  3,0030
11 115,75 0,99 1,45 0,79 0,78 0,5371 0,4638 0,6064 0,7815
12 114,90 1,06 1,24 0,82 0,81 0,3607 0,2536  0,0469 0,0533
13 116,01 1,05 1,26 0,55 0,72 0,1746  3,5784  2,4376  2,6278
14 115,83 1,07 1,17 0,76 0,75 0,3267  0,4022 0,0925 0,1108
15 115,29 1,11 1,23 0,89 0,82 0,4223 0,0832 0,0352 0,0428
16 115,63 1,04 1,24 091 0,83 0,4395 0,0718 0,0614 0,0749
17 115,47 1,03 1,20 0,95 0,70 0,6500 1,1801 1,4408  2,1995
18 115,58 1,05 1,18 0,83 0,79 0,3553 0,2706  0,0487 0,0573
19 115,72 1,06 1,31 0,89 0,76 0,5883 0,4242 0,6538 0,9071
20 115,40 1,04 1,29 0,85 0,68 0,6341 1,0490 1,2974 2,0812
LSC = X2 (p11)/2, o = Xk, o = X3, 0,0027 = 14,1563.

amostrais que foram representados no grafico da Figura 2.6, Nota-se que nenhum ponto
excedeu os limites de controle, podendo-se concluir que o processo estda sob controle, no
que, se refere a matriz de covariancias, de acordo com o teste tradicional da variancia

generalizada.

LSC =1,0964

18|

A AN J\/
IIWAVAVARE

0 Lc=0

I I I I I I I I I I

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
ndmero da amostra

Figura 2.6: Gréafico de controle |S| para a forca de resisténcia e o diametro
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A estatistica W, e a estatistica modificada W} se encontram, respectivamente, na 8 e
na 92 colunas da Tabela 2.5l A Figura apresenta o grafico de controle da razao de
verossimilhanca, com relagao a estatistica W;. Apesar de nenhum ponto exceder o limite

superior de controle, percebe-se que a 10* amostra esta destoante em relacao as demais.

LSC = 14,1563

I I I I I I
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
namero da amostra

Figura 2.7: Grafico de controle da razao de verossimilhanca para a forga de resisténcia e o

diametro

Os valores amostrais da estatistica de teste y? = 3; Zgl d; estdo apresentados na 102
coluna da Tabela [2.5] e o gréfico de controle estd na Figura 2.8 Nota-se que nenhum ponto
excedeu o limite superior de controle, podendo concluir-se que o processo esta sob controle

estatistico.

16

LSC =14,1563
14F - - =|

12F 3

101 B

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
namero da amostra

Figura 2.8: Grafico de controle x? adaptado para a forca de resisténcia e o diametro



Capitulo 3

Comparacao dos testes estatisticos:

caso da distribuicao normal bivariada

3.1 Estimacao da probabilidade de rejeicao de H; sob

a hipotese nula e sob a hipétese alternativa

A avaliacdo do desempenho de todos os testes foi realizada via simulagdo de Monte Carlo.
Amostras de tamanho n foram geradas sob a hipétese nula e sob a hipdtese alternativa com o
objetivo de estimar-se o nivel de significincia do teste (probabilidade de alarme falso em controle
de qualidade) e o poder do teste (probabilidade de alarme verdadeiro em controle de qualidade).
Para cada teste a regido critica foi construida utilizando-se o nivel de significincia nominal de 5%
(valor escolhido para efeito de comparagdo). Para cada tamanho de amostra n, foram geradas
10.000 amostras independentes (sob Hy e sob H; ) sendo contabilizada a propor¢do de rejeicdes
de Hy. Esse procedimento foi repetido 50 vezes, tendo-se no final o valor médio e mediano das
probabilidades estimadas do erro do tipo | e do poder do teste. Além disso, o poder tedrico foi

calculado nos testes para os quais isso era possivel de modo a validar a simulagdo (como sera

visto na Se¢do [3.4.2)).

Para alguns testes o desempenho foi avaliado quando a distribuicao da estatistica de teste

43
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era aproximada por alguma distribui¢do conhecida (normal para o teste do determinante;
qui-quadrado para os testes de Sullivan et al. adaptado, da razao de verossimilhanca e dos
autovalores) como também quando a regiao critica foi construida sob a distribuigdo exata

da estatistica de teste sob Hy.

A distribuicao exata da estatistica de teste foi obtida via simulacao para os testes do
determinante, da razao de verossimilhanga, de Sullivan adaptado e dos autovalores. Para
determinar os limites de controle dos denominados testes exatos, foram geradas M=50000
amostras aleatérias de tamanho fixo n=>5, 10, 25, 50 e 100 com p variaveis sendo que, as
amostras geradas tinham distribuicao normal p-variada com vetor de médias nulo e com

matriz de covariancias ¥ estipulada na hipétese nula Hy.

Em cada teste, para cada amostra i (i = 1,2,..., M), a estatistica de teste foi calculada.
A distribuicdo empirica foi entao construida com base nesses M valores e as ordenadas
que determinam a regiao critica do teste, foram determinadas de acordo com o nivel de
significancia nominal estipulado para o teste. Assim, para o teste do determinante foram
obtidos os limites superior e inferior e para os testes da razao de verossimilhanga, de Sullivan

adaptado e dos autovalores foi obtido os limites superiores.

3.2 Estimacao do ARL

Em cada seqiiéncia de 10.000 amostras de tamanho n, o nimero de amostras geradas até
a ocorréncia da primeira rejeicao de Hy foi utilizada como uma estimativa do ARL. Quando
as amostras eram geradas sob Hy, esta representava a estimativa do ARL sob controle,
que teoricamente deveria ser igual a 20 = 1/0,05, e quando eram geradas sob a hipdtese
alternativa, a estimativa representava o ARL fora de controle. Apés as 50 repetigdes desse

procedimento, foi obtido o ARL médio sob controle e fora de controle.
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3.3 Modelos simulados da distribuicao normal

bivariada

A hipotese nula é a de que a matriz de covariancias do processo é igual a uma matriz
particular, Hy: X =233, pré-estabelecida. Para cada 3, foram geradas amostras de tamanho
n=>5, 10, 25, 50 e 100, conforme o descrito na Secao As matrizes de covariancias nos
modelos simulados foram escolhidas de acordo com o determinante (|X|), o traco (¢r), os
autovalores (\), o nimero de condigao (ks), a correlagdo entre as varidveis (p) e a variancia
(05) da variavel Y = Xy + X5, de modo a possibilitar a comparacao dos testes com relacao
ao poder de percepcao de mudancas na variabilidade e na correlagao. Os modelos utilizados
nas simulagoes estao apresentados na Tabela [3.1] ordenados de acordo com os valores do

determinante de X1, matriz estabelecida na hipotese alternativa.

Em cada caso as estruturas diferem na correlagao e na variancia da variavel X,. Os
casos 2, 3, 4 e 5 apresentam determinantes aproximadamente iguais, |X;| = |Xo| = 1, mas
no caso 2 as variaveis apresentam uma correlacao negativa, no caso 3 as variaveis nao sao
correlacionadas, no caso 4 as varidveis sao bem correlacionadas e com valor bem diferente
de Hy e no caso 5 as variaveis sao pouco correlacionadas. Nos casos 6, 7, 8 e 9 as varidveis
tém aproximadamente a mesma correlacao e similares a correlagao em Hy. A matriz ¥; dos
casos 1, 2 e 5 apresenta apenas uma mudanca na estrutura de correlacao em relacao a .
J& a matriz »; dos casos 6 e 7 apresenta uma mudanca consideravel na variancia da variavel

X, em relacao a Xy e dos casos 8 e 9 tem-se uma mudanga brusca na variancia da varidvel

Xs.

Inicialmente as amostras foram geradas para o caso em que a hipdtese nula
(Ho: X = Xy) era verdadeira, isto ¢, as amostras eram provenientes da distribuigdo normal
bivariada com vetor de médias nulo, p = (0,0)" e matriz de covariancias ¥y. Posteriormente,
as amostras foram geradas sob a hipétese alternativa (H;: X = 31), ou seja, agora a matriz
de covariancias era dada de acordo com cada caso apresentado na Tabela[3.1], situagoes onde
ocorreram mudanc¢as na matriz de covariancias, com o objetivo de avaliar o desempenho

dos testes em detectar tais mudancas. Essas mudancas foram divididas em trés situagoes,
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a primeira representa os casos (6 e 9) onde ocorreram mudangas apenas na variancia, a
segunda representa os casos (1, 2 e 5) onde ocorreram mudangas apenas na correlagdo e a

terceira com os casos (3, 4, 7 e 8) onde ocorreram mudangas na variancia e na correlagao.

Tabela 3.1: Modelos simulados com p=2 variaveis

Simulagdo sob a hipdtese nula

|20 | Tl’a(;O 0'%, )\1 )\2 P12 K2
2,32 0,40
o= 1 2,82 3,62 | 2,404 | 0,4159 | 0,371 | 5,7802
0,40 0,50
Simulagdo sob a hipédtese alternativa
Caso [31] Traco | o2 A1 A2 P12 K2
2,32 0,65
Y= 1 0,7375 2,82 4,12 | 2,528 0,292 0,60 8,6575
0,65 0,50
2,32 —-0,4
1= 2 1 2,82 2,02 | 2,4040 | 0,4159 | -0,371 | 5,7793
-0,4 0,5
1 0
Yi= 3 1 2 2 1 1 0 1
0 1
2,32 0,90
¥ = 4 1,0460 3,12 4,92 | 2,7380 | 0,3820 | 0,6606 | 7,1675
0,90 0,80
2,32 0,30
1= 5 1,07 2,82 3,42 | 2,3682 | 0,4518 | 0,2785 | 5,2417
0,30 0,50
2,32 0,45
1= 6 1,259 2,95 3,85 | 2,432 0,517 0,372 | 4,7041
0,45 0,63
2,32 0,50
1= 7 1,49 3,07 | 4,07 | 2,466 0,604 0,379 | 4,0828
0,50 0,75
2,32 0,57
1= 8 1,99 3,32 4,46 | 2,534 0,785 0,374 | 3,2280
0,57 1,00
2,32 0,80
¥ = 9 4 4,32 5,92 | 2,975 1,344 0,371 2,2135
0,80 2,00

A Tabela apresenta os modelos simulados levando-se em consideragao a razao entre
os determinantes, os tracos, os desvios padrao e as variancias da variavel Y, os maiores
autovalores, os menores autovalores, as correlagoes de X; e X5 e os nimeros de condi¢ao sob
a hipétese alternativa e sob hipdtese nula. Na Tabela [3.3|tem-se a distancia de Mahalanobis,
ds = (0, — 60)’251(91 — b)), para o teste de Sullivan, e dy = (A — )\0)’2;1()\ — o) para o teste
dos autovalores, sendo 0; = (071, p12,02)’, 6y = (010, P120,020)', § = 01 — Oy, A = (A1, A2) e

)\O = (>\107 /\20)/-
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Tabela 3.2: Medidas de comparacgao entre os modelos simulados sob Hyg e H; - p = 2

Caso ‘ 121]/]%0] ‘ Traco, /Tracog ‘ oy1/0y0 ‘ chl/chO ‘ A1/A10 ‘ A2 /A20 ‘ p1/po ‘ K21 /K20

0,74
1,00
1,00
1,05
1,07
1,26
1,49
2,00
4,00

© 00 N O Ut s W N =

1,00
1,00
0,71
1,11
1,00
1,05
1,09
1,18
1,53

1,07 1,14
0,75 0,56
0,74 0,55
1,17 1,36
0,97 0,94
1,03 1,06
1,06 1,12
1,11 1,23
1,28 1,64

1,05
1,00
0,42
1,14
0,99
1,01
1,03
1,05
1,24

0,70 1,63 1,50
1,00 | -1,00 1,00
2,40 0,17
0,92 1,78 1.24
1,09 0,75 0,91
1,24 1,00 0,81
1,45 1,02 0,71
1,89 1,01 0,56
3,23 1,00 0,38

Tabela 3.3: Distancia de Mahalanobis entre os parametros em Hy e H; para os testes de

Sullivan et al. adaptado e dos autovalores - p = 2

Distancia de Mahalanobis

Caso

Sullivan et al.

Autovalores

n=10 | n=25 | n=50 | n=100

n=10 | n=25 | n=50 | n=100

0,8250
8,4480
9,0478
2,1366
0,1320
0,3233
1,0771
3,6960

21,6000

oG RN B NEE <, B JUR R

2,0625
21,1200
22,6194
5,3415
0,3300
0,8081
2,6927
9,2400
54,0000

4,1250
42,2400
45,2389
10,6829

0,6600

1,6163

5,3854
18,4799
108,0000

8,2500
84,4800
90,4778
21,3659

1,3200

3,2326
10,7709
36,9599
216,0000

0,4137
0
10,4058
0,1168
0,0344
0,2695
0,9253
3,6111
22,6607

1,1031
0
27,7488
0,3114
0,0918
0,7187
2,4674
9,6295
60,4285

2,2521
0
56,6538
0,6357
0,1875
1,4673
5,0377
19,6603
123,3748

4,5502
0
114,4638
1,2845
0,37883
2,9645
10,1782
39,7218
249,2674

3.4 Analise dos resultados das observacgoes simuladas

da distribuicao normal bivariada

Nesta secao, serao apresentados os resultados obtidos nas simulagoes dos dados gerados a

partir da distribuicao normal bivariada. Inicialmente, serd mostrado o poder dos testes com

o nivel de significancia nominal de 5%. Em seguida, serd comparado o poder tedrico com

o obtido nas simulacoes dos testes da transformacao Y = X; + Xs; de Sullivan adaptado

usando a distribuicao qui-quadrado e dos autovalores usando 7% de Hotelling. Por fim, é

apresentada a andlise dos ARL sob controle e fora de controle.



Capitulo 3. Comparagdo dos testes estatisticos: caso da distribuicdo normal bivariada 48

3.4.1 Resultados dos processos bivariados (p=2)

A proporcao média, das 50 repeticoes, de rejeicoes da hipdtese nula para cada um dos
testes discutidos nesta dissertacdo (Capitulo 2) sob a hipétese nula e alternativa estao
apresentadas nas Tabelas e Em todas as tabelas o sinal “*” indica as situacoes
simuladas, nas quais, o determinante da matriz de covariancias sob Hy ¢ igual ou préximo
do determinante sob H; e o sinal “0” indica que o trago de ¥ é igual ou proximo ao traco
de ¥;. Para amostras pequenas, n=>5 (ver Apéndice C) e n=10, nota-se que o teste da
razao de verossimilhanca aproximado pela qui-quadrado apresenta uma taxa de rejeicao
sob Hy (19% e 10%, respectivamente) muito acima do valor nominal (5%) e as adaptagoes
propostas para o teste de Sullivan et al. apresentaram uma taxa muito acima (10%) para
amostras de tamanho n=>5 e uma taxa acima, porém mais razoavel (7%) para n=10. Isto é
perfeitamente explicado, pelo fato de que a aproximacao da qui-quadrado, é valida apenas
para grandes amostras. Uma alternativa, utilizada em controle de qualidade, para reduzir
o risco de alarmes falsos @ = P(ERRO tipo I) das adaptagoes propostas para o teste de
Sullivan et al. seria aumentar a amplitude dos limites de controle. O teste da razao de
verossimilhanca aproximado, atingiu o nivel de significancia estimado de 5% somente para
amostras de tamanho 100. Sendo assim, a comparacao deste teste com os demais serd
realizada apenas para amostras de tamanho 25, 50 e 100, ja que, o aumento do nivel de
significancia tende a aumentar o poder e neste caso, a comparacao estaria prejudicada se
considerarmos o nivel de significancia nominal de 5% estabelecido a priori para construgao

dos testes.

A Tabela mostra as siglas utilizadas para os testes e as respectivas estatisticas de
teste. Nesta os testes, nos quais, aparece a palavra “exato’se referem aqueles em que a
distribuicao exata da estatistica de teste foi obtida via simulacao, como descrito na Sec¢ao (3.1

deste capitulo.

Para facilitar a discussao inicialmente serao apresentados, de um modo geral, os resulta-
dos obtidos para cada teste separadamente e posteriormente sera apresentada uma anélise

conjunta.
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Tabela 3.4: Abreviacoes utilizadas para os testes de hipdteses

Testes ‘ Abreviacao ‘ Estatistica de teste
Determinante tradicional DT =]
Determinante Djauhari DD |2
Determinante exato DE |2
Razao de verossimilhanca aproximada RV W = —pn+pnin(n) —nlin ( |(n|£(1)‘)5|> + tr(Zal(n —1)5)
Razao de verossimilhanga exata RVE W = —pn+pnin(n) —nlin (%) + tr(Zal(n —1)S)
Sullivan et al. usando 2 SQ X2 = 5’2;15
Sullivan et al. usando Hayter-Tsui SHT M= max?é?éﬁ % }
Sullivan et al. exato SE X2 = 5’5)8_15
Autovalores usando Hayter-Tsui AHT M = maxi<j<p Ai=jo
Autovalores usando T2 Hotelling ATH T2 = () — AO)IZ§1(X ]— o)
Autovalores usando nimero de condigao ANC Ko = )\:j:
Autovalores exato AE T2 = (A - )\o)/Zj\_l(j\ — o)
Transformagao variancia TV 02 = cr% + ag + 2012
Transformagao desvio padrao TDP oy
Transformagao amplitude TA R = max(X; + X2) — min(X; + Xb)

A) Teste do determinante

Percebe-se que a medida em que Hy se distancia de H; o poder dos testes que utilizam
o determinante aumenta para todos os tamanhos de amostra. Nos casos onde a matriz >y,
diferente de Yy mas, apresenta determinante préximo do 3], o teste do determinante nao
consegue perceber essa diferenciagao, mesmo para as amostras maiores. Os testes que usam
o determinante tiveram os piores desempenhos, com excecao do caso 7, para amostras de
tamanho n=10 e 25, do caso 8, para amostras de tamanho n=25, 50 e 100, e do caso 9,
para amostras de tamanho n=25, 50 e 100, onde ocorreram mudancas mais expressivas na
variabilidade de X; e sao situagoes, nas quais, o determinante de 3 é bem diferente do ||
(1,5 vezes maior). Em geral, o teste melhorado do |X| proposto por Djauhari apresentou um
desempenho melhor que o teste do determinante tradicional. Vale ressaltar que o teste de
Djauhari teve um pior desempenho em relagao ao determinante exato, somente no caso 1
em todos os tamanhos de amostra. Assim, a aproximacao da distribuicao do determinante
pela distribuicao normal nao é o fato responséavel pelos valores de poder inferiores obtidos

pelos testes do determinante tradicional e do melhorado proposto por Djauhari.

B) Teste da razao de verossimilhanca
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Nota-se que a medida em que Hy se distancia de H; o poder do teste da razao de
verossimilhanca exata aumenta, para todos os tamanhos de amostra e o poder do teste
da razao de verossimilhanca aproximada pela distribuicao y?, aumenta para os tamanhos
de amostra n=25, 50 e 100. Percebe-se também, que com o aumento dessa distancia entre
Hy e H; e do tamanho de amostra, n=25, 50 e 100, a diferenca entre o poder dos testes da
razao de verossimilhanca aproximada e da razao de verossimilhanca exata diminui, o que é
esperado, ja que, com o aumento do tamanho de amostra a distribuicao da estatistica de
teste do teste da razao de verossimilhanca tem uma aproximacao cada vez mais proxima da
distribuicao x2. No caso 2, embora o determinante e o traco sejam semelhantes em Yg e X1, o
teste da razao de verossimilhanca apresenta um poder alto (minimo de 0,91), para amostras
de tamanho n> 25. Nas amostras de tamanho n=10, o teste da razao de verossimilhanca
exata apresenta desempenho superior aos testes que usam o determinante. Isso porque o
teste da razao de verossimilhanca usa o traco da matriz ;' juntamente com o |Xg| com-
parados com |S| e tr(S), da matriz de covariancias amostral S. Assim, consegue perceber
diferencas internas da matriz, o que o teste do determinante nao consegue. Ja no caso 5, os
testes da razao de verossimilhanga e do teste do determinante nao apresentaram um bom
desempenho porque internamente as matrizes X e X7 sao muito semelhantes. A matriz de
covariancias >; do caso 3, apresenta uma mudanca expressiva tanto na variabilidade quanto
na correlagao, porém o |3, = |Xg| e a razao entre os tragos = 0,71. O teste da razao de
verossimilhanca apresenta um valor de poder muito superior ao teste do determinante, isto
é, consegue perceber uma informacao que o teste do determinante nao consegue. Portanto,
o teste da razao de verossimilhanca é mais eficaz que o teste do determinante, pois consegue
captar diferencas dos elementos da matriz. Em geral, o teste da razao de verossimilhanca
apresentou os maiores valores de poder depois dos testes de Sullivan adaptados. Nos casos
6 e 7 apresentou poderes inferiores (de 0,10 a 0,15 e de 0,22 a 0,40, respectivamente), para

as amostras de tamanho até n=>50, sendo superior apenas ao teste da transformacao de Y.
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Tabela 3.5: Estimativas do Nivel de Significancia e Poder dos testes - p=2; n=10, 25

n=10
Média da proporcao de rejeicoes da hipétese nula
DT \ DD \ DE \ RV \RVE\ sQ \SHT\ SE \AHT\ATH\ANC\ AE \ TV \TDP\ TA
2,32 0,40
o 0,03 0,05 0,05 | 0,10 | 0,05 | 0,07 | 0,07 | 0,05 | 0,05 | 0,04 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05
0,40 0,50
2,32 0,65
ol | ¥1= 0,01 |0,01|0,06 | 0,18 | 0,10 | 0,06 | 0,04 | 0,04 | 0,04 | 0,05 | 0,08 | 0,05 | 0,07 | 0,07 | 0,07
0,65 0,50
2,32 —0,40
0* 2[5 = 0,03 0,05 0,05 | 0,53 | 0,39 | 0,64 | 0,66 | 0,59 | 0,05 | 0,04 | 0,05 | 0,05 | 0,15 | 0,11 | 0,08
—0,40 0,50
10
*3 = 0,03 0,05 0,05 | 0,63 | 0,49 | 0,65 | 0,53 [ 0,60 | 0,17 | 0,16 | 0,33 | 0,17 | 0,16 | 0,11 | 0,09
0 1 |7 T
2,32 0,90
*q | v = 0,04 |0,06|0,05| 0,27 | 0,16 | 0,17 | 0,17 | 0,13 | 0,07 | 0,07 | 0,06 | 0,08 | 0,13 | 0,15 | 0,14
0,90 0,80
2,32 0,30
0*5| B = 0,04 |0,06| 0,05 | 0,10 | 0,05 | 0,10| 0,10 [ 0,07 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,06 | 0,05 | 0,04 | 0,04
0,30 0,50 -
2,32 0,45
06 | Ti= 0,07|0,10| 0,07 | 0,10 | 0,05 | 0,11 | 0,11 [ 0,08 | 0,08 | 0,08 | 0,06 | 0,09 | 0,06 | 0,06 | 0,06
0,45 0,63
2,32 0,50
7 | o= 0,12|0,16|0,11 | 0,14 | 0,07 | 0,17| 0,17 | 0,14 | 0,13 | 0,12 | 0,07 | 0,13 | 0,07 | 0,07 | 0,07
0,50 0,75
2,32 0,57
8 | o= 0,23]0,28|0,20 | 0,27 | 0,18 | 0,36 | 0,35 [ 0,31 | 0,26 | 0,25 | 0,10 | 0,27 | 0,09 | 0,10 | 0,10
0,57 1,00 - Rl
2,32 0,80
9 | o= 0,60|0,66| 0,57 | 0,77 | 0,69 | 0,84 | 0,83 [ 0,81 | 0,64 | 0,63 | 0,19 | 0,65 | 0,24 | 0,26 | 0,24
0,80 2,00
n=25
Média da proporgao de rejeicoes da hipétese nula
DT \ DD \ DE \ RV \RVE\ sQ \SHT\ SE \AHT\ATH\ANC\ AE \ TV \TDP\ TA
2,32 0,40
S0 = 0,03 0,04 0,05 | 0,07 | 0,05 | 0,06 | 0,06 | 0,05 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05
0,40 0,50
2,32 0,65
ol | Ti= 0,01|0,02|0,10 | 0,28 | 0,23 | 0,11| 0,10 | 0,10 0,08 | 0,09 | 0,25 | 0,10 | 0,08 | 0,09 | 0,08
0,65 0,50
2,32 —0,40
0* 2%, = 0,04 0,05 0,05 | 0,01 | 0,89 | 0,95 | 0,96 [ 0,94 | 0,04 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,43 | 0,40 | 0,24
~0,40 0,50
10
*3 = 0,03 |0,04|0,05 | 0,96 | 0,95 | 0,96 | 0,91 [ 0,96 | 0,66 | 0,75 | 0,97 | 0,77 | 0,45 | 0,41 | 0,24
0 1 e -
2,32 0,90
¥4 | 5= 0,05 |0,06|0,05 | 0,52 | 0,47 | 0,41 0,39 | 0,38 0,09 | 0,09 | 0,14 | 0,09 | 0,22 | 0,24 | 0,18
0,90 0,80 Rl Al Sl Bl
2,32 0,30
0*5| S1= 0,05 | 0,06 | 0,06 | 0,08 | 0,06 | 0,10| 0,10 [ 0,09 | 0,06 | 0,06 | 0,11 | 0,06 | 0,05 | 0,05 | 0,04
0,30 0,50
2,32 0,45
06 | Ti= 0,11]0,13]0,09 | 0,10 | 0,08 | 0,13| 0,13 | 0,11 ] 0,13 | 0,12 | 0,14 | 0,13 | 0,06 | 0,06 | 0,06
0,45 0,63
2,32 0,50
7 | $i= 0,22|0,25(0,18 0,22 | 0,19 | 0,28 | 0,28 | 0,26 | 0,26 | 0,25 | 0,21 | 0,26 | 0,08 | 0,09 | 0,08
0,50 0,75
2,32 0,57
8 | == 0,48 | 0,51 0,42 | 0,57 | 0,53 | 0,64 | 0,64 | 0,62 | 0,59 | 0,58 | 0,40 | 0,59 | 0,13 | 0,15 | 0,12
0,57 1,00 - - |7 -
2,32 0,80
9 | w= 0,94 (0,94|0,92 0,99 | 0,99 [0,99 | 0,99 | 0,99 | 0,97 | 0,97 | 0,72 | 0,97 | 0,46 | 0,48 | 0,35
0,80 2,00
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Tabela 3.6: Estimativas do Nivel de Significancia e Poder dos testes - p=2; n=50, 100
n=50
Média da proporcao de rejeicoes da hipétese nula
DT \ DD \ DE \ RV \RVE\ sQ \SHT\ SE \AHT\ATH\ANC\ AE \ TV \TDP\ TA
2,32 0,40
S0 = 0,04 [ 0,05 | 0,05 | 0,06 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,04 | 0,05 | 0,05 | 0,05 |0,05| 0,05 | 0,05
0,40 0,50
2,32 0,65
ol | ©i= 0,06 | 0,08 | 0,16 | 0,50 | 0,47 | 0,32 | 0,28 | 0,30 | 0,19 | 0,21 | 0,40 | 0,22 | 0,11 | 0,12 | 0,09
0,65 0,50
2,32 —0,40
0* 2|5 = 0,04 [ 0,05 | 0,05 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,79 | 0,77 | 0,41
—0,40 0,50
10
*3 = 0,04 [ 0,05 | 0,05 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,99 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,80 | 0,78 | 0,42
0 1 == || |
2,32 0,90
¥4 | v = 0,05 | 0,06 | 0,05 | 0,84 | 0,82 | 0,78 | 0,71 | 0,76 | 0,11 | 0,12 | 0,19 | 0,12 | 0,37 | 0,39 | 0,23
0,90 0,80 -
2,32 0,30
0*5| = 0,06 | 0,07 | 0,06 | 0,09 | 0,08 | 0,12 | 0,11 | 0,11 | 0,07 | 0,07 | 0,12 | 0,07 | 0,05 | 0,05 | 0,04
0,30 0,50
2,32 0,45
06 | Ti= 0,17 (0,18 | 0,13 | 0,15 | 0,14 | 0,18 | 0,17 | 0,17 | 0,19 | 0,19 | 0,18 | 0,19 | 0,07 | 0,07 | 0,06
0,45 0,63 -
2,32 0,50
7 | mi= 0,36 | 0,37 | 0,30 | 0,40 | 0,38 | 0,46 | 0,45 | 0,45 | 0,44 | 0,43 | 0,32 | 0,44 | 0,10 | 0,11 | 0,08
0,50 0,75
2,32 0,57
8 | == 0,74 [ 0,75 | 0,68 | 0,87 | 0,85 | 0,00 | 0,80 | 0,80 | 0,86 | 0,85 | 0,64 | 0,86 | 0,20 | 0,22 | 0,14
0,57 1,00 = || e
2,32 0,80
9 | o= 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,95 | 1,00 | 0,72 | 0,73 | 0,45
0,80 2,00 - - -
n=100
Média da proporcao de rejeicoes da hipotese nula
DT \ DD \ DE \ RV \RVE\ sQ \SHT\ SE \AHT\ATH\ANC\ AE \ TV \TDP\ TA
2,32 0,40
S0 = 0,04 [ 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,04 | 0,05 | 0,05 | 0,05 |0,05| 0,05 | 0,05
0,40 0,50
2,32 0,65
0ol | ©i= 0,20 [ 0,22 0,30 | 0,83 | 0,82 | 0,73 | 0,69 | 0,72 | 0,48 | 0,49 | 0,64 | 0,50 | 0,17 | 0,17 | 0,10
0,65 0,50
2,32 —0,40
0*2 %= 0,05 | 0,05 | 0,05 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,98 | 0,98 | 0,61
—0,40 0,50 e e =
10
*3 = 0,04 [ 0,05 | 0,05 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,99 | 0,98 | 0,62
0 1
2,32 0,90
¥4 | = 0,06 | 0,07 | 0,06 | 0,99 | 0,99 | 0,08 | 0,97 | 0,98 | 0,16 | 0,18 | 0,28 | 0,18 | 0,61 | 0,62 | 0,29
0,90 0,80 e e -
2,32 0,30
0*5| = 0,07 [ 0,08 | 0,07| 0,13 | 0,13 | 0,16 | 0,15 | 0,16 | 0,08 | 0,08 | 0,14 | 0,09 | 0,06 | 0,06 | 0,04
0,30 0,50 el e
2,32 0,45
06 | Si= 026 [ 0,27 | 0,22 | 0,27 | 0,26 | 0,30 | 0,30 | 0,30 | 0,30 | 0,31 | 0,27 | 0,32 | 0,08 | 0,08 | 0,07
0,45 0,63 -
2,32 0,50
7 | mi= 0,57 0,580,553 071|070 | 0,74 | 0,74 | 0,74 | 0,70 | 0,71 | 0,53 | 0,71 | 0,14 | 0,15 | 0,09
0,50 0,75 Dl Bl Rl Bl el B -
2,32 0,57
8 | == 0,94 [ 0,95 | 0,93 | 0,99 | 0,99 | 0,09 | 0,99 | 0,99 | 0,99 | 0,99 | 0,89 | 0,99 | 0,34 | 0,35 | 0,17
0,57 1,00
2,32 0,80
9 | ¥i= 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,94 | 0,94 | 0,58
0,80 2,00 - - == |7




Capitulo 3. Comparagdo dos testes estatisticos: caso da distribuicdo normal bivariada 53

C) Teste de Sullivan

As adaptagoes propostas nesta dissertagao para o teste de Sullivan et al. (2007) apre-
sentaram poder superior em relagao aos demais testes em estudo. O teste de Sullivan et al.
adaptado usando a distribuicao qui-quadrado apresentou os poderes maximos nas amostras
de tamanho n=10, exceto no caso 1, onde ocorreu mudanca apenas na correlacao entre as
varidveis. Para amostras maiores (n=50 e 100), em geral, estd entre os testes que tiveram os
poderes maximos (minimo de 0,12) em todos os casos. O teste de Sullivan et al. adaptado
usando as idéias de Hayter e Tsui em comparacao com todos os testes, em geral, apresentou
maiores poderes em todos os tamanhos de amostra, juntamente com o teste de Sullivan et
al. adaptado usando a distribuicao qui-quadrado e da distribuicao exata. No caso 2, as
adaptacoes para o teste de Sullivan et al. e o teste de Sullivan et al. exato apresentaram um
poder alto (minimo de 0,59) para amostras de tamanho n> 10, conseguindo captar apropri-
adamente a diferenca de X, para . E importante salientar que as adaptacoes propostas
para o teste de Sullivan et al. usando a distribuicao qui-quadrado e as idéias de Hayter e
Tsui e a distribuicao exata apresentaram desempenhos bem semelhantes. Apesar de terem
apresentado poderes maiores que os outros testes nos casos 5 e 6, os valores sao muito baixos
em todos os tamanhos de amostra (em torno de 0,10 para n=10 e 25; e 0,18 para n=>50.

Apenas para n=100 alcan¢a um poder de 0,30 no caso 6).

Nota-se que nas amostras pequenas, n=10, as adaptagoes propostas para o teste de Sulli-
van et al. e a distribuicao exata sao melhores que o teste da razao de verossimilhanca exata
mesmo para pequenas distancias entre Hy e H;. Com o aumento dessa distancia os poderes
obtidos para as adaptagoes propostas para o teste de Sullivan et al. aumentam numa escala
muito maior que do teste da razao de verossimilhanca exata. A medida que o tamanho de
amostra aumenta as adaptacgoes propostas para o teste de Sullivan et al. e o teste da razao
de verossimilhanca apresentam desempenhos semelhantes para todas as distancias entre Hy
e Hy. Pode-se perceber também, que os testes de Sullivan et al. adaptados sao melhores
que os testes que utilizam o determinante para qualquer distancia entre Hy e H; inclusive
para amostras menores. Com o aumento do tamanho de amostra os testes de Sullivan et
al. propostos nesta dissertacao e os testes que utilizam o determinante tem desempenhos

semelhantes nos casos onde as distancias entre Hy e H; sao maiores, como ja é esperado.



Capitulo 3. Comparagdo dos testes estatisticos: caso da distribuicdo normal bivariada 54

Com o aumento do tamanho de amostra a diferenca entre o poder dos testes de Sullivan
et al. adaptado usando a distribuicao qui-quadrado e usando a distribuigao exata diminui, o
que ¢é explicado pelo fato de que a aproximacao qui-quadrado é valida somente para grandes
amostras. Em alguns casos, o teste de Sullivan et al. adaptado usando a distribuicao qui-
quadrado teve um desempenho levemente melhor que aquele usando a distribuicao exata,
para amostras de tamanho n=10 e 25, mas isso pode ser devido ao fato que o valor do nivel

de significancia estimado era levemente maior que 5% (a = 0,07 e 0,06 para n=10 e 25).

Em relacao ao bom desempenho da adaptacao proposta nesta dissertacao, para o teste
de Sullivan et al. de acordo com as idéias de Hayter e Tsui (1994), é importante salientar
que esse fato é muito positivo uma vez que este teste permite que o usuario identifique
automaticamente qual o parametro estd em desacordo com a hipdtese nula quando esta é
rejeitada. No entanto, isto nao é imediato no teste de Sullivan et al. adaptado usando
a distribuicao qui-quadrado e a exata, tendo-se neste caso a necessidade de buscar outros
meios para identificar os parametros responsaveis pela rejeicao de Hy. Sob esse aspecto o
teste de Sullivan et al. adaptado usando as idéias de Hayter e Tsui leva vantagem em relagao

aos outros testes.
D) Teste dos autovalores

Uma diferenga mais significativa em relagao a ¥y nos modelos simulados no que se refere
aos autovalores, pode ser percebida nos casos 1, 3, 4, 7, 8 e 9. Os poderes dos testes dos
autovalores de ¥ usando a adaptacao do teste de Hayter e Tsui, usando a adaptacao do
teste T2 de Hotelling com distribuicao qui-quadrado e exata sdao praticamente iguais para
todos os tamanhos de amostra. O teste dos autovalores de ¥ usando o nimero de condigao
tem o poder maior em relacao aos demais que utilizam os autovalores no caso 1, para todos
os tamanhos de amostra (minimo=0,08 e méximo=0,64); no caso 3, para os tamanhos de
amostra n=10 e 25 (minimo=0,33 e maximo=0,97); e nos casos 4 e 5, para amostras de
tamanho n=25, 50 e 100 que embora o seu poder seja maior que dos outros testes que usam
os autovalores, esse poder nao ¢ alto (para n=100 é 0,28 para o caso 4 e 0,14 para o caso 5).
E importante ressaltar, que o teste do nimero de condicao apresentou um poder maior nos

casos onde ocorreu uma mudanca positiva na correlacao das variaveis envolvidas no processo
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de simulacao. O teste dos autovalores usando o niimero de condicao foi melhor que os testes
que utilizam autovalores nos casos 1, 3, 4 e 5. Nos casos 2 e 6, onde r2(X) é préximo do
Ko(Xo) todos os testes dos autovalores apresentaram poderes baixos (méximo de 0,05 para
o caso 2 e de 0,32 para o caso 6) e bem proximos aos obtidos pelos testes que utilizam o

determinante (maximo de 0,05 para o caso 2 e de 0,27 para o caso 6).

Nas amostras de tamanho n=10, as adaptacoes propostas para o teste dos autovalores
baseadas nas idéias de Hayter e Tsui e no teste 72 de Hotelling sao melhores que o teste do
determinante tradicional ( teste da variancia generalizada) para todas as distancias entre Hy
e H;. Com o aumento dessas distancias o desempenho desses testes é semelhante aos que
utilizam o determinante. O teste dos autovalores usando o niimero de condi¢ao é melhor que
o teste da variancia generalizada nos casos onde as distancias entre Hy e H; sao pequenas,

para todos os tamanhos de amostra.

A diferenca entre o poder dos testes dos autovalores de ¥ usando a adaptacao do teste T2
de Hotelling e dos autovalores de > exato, diminui com o aumento do tamanho de amostra,
j& que, a estatistica utilizada pelo primeiro teste tem aproximacao pela x? para grandes

amostras.

E importante salientar que os testes dos autovalores foi implementado considerando-se
que os autovalores estimados S\i,i =1,2,..., p, sao aproximadamente independentes e com
distribuicao normal. Essa suposicao somente se verifica para grandes amostras. Assim, uma
possibilidade de melhoria de desempenho dos testes dos autovalores seria implementa-lo sem
a suposigao de normalidade e independéncia buscando usar a distribui¢ao exata (Anderson,

2003).
E) Teste da transformacao

Os testes que usam a transformagao Y = X; + Xy nao tiveram bom desempenho de
um modo geral, perdendo em alguns casos para os testes do determinante. Apenas para
amostras maiores o poder melhora nos casos em que Hy e H; eram bem diferentes, no que
se refere a variancia de 02. Com o aumento do tamanho de amostra o desempenho do teste

da transformacgao Y quando se usa a amplitude amostral piora em relagao aos que usam o
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desvio padrao amostral e a variancia (na faixa de 0,07 a 0,10). Nota-se que a medida em
que Hy se distancia de H; os poderes dos testes da transformacao Y quando se usa o desvio
padrao amostral e a variancia aumentam, para todos os tamanhos de amostras. Estes tém
desempenhos inferiores e bem parecidos, exceto nos casos 2, 3 e 4, onde apresentaram um
poder superior (minimo de 0,11 para os casos 2 e 3, e de 0,13 para o caso 4) ao dos testes que
utilizam o determinante (minimo de 0,03 para os casos 2 e 3, e de 0,04 para o caso 4) e mais
préximo do poder obtido pelas adaptagdes propostas para o teste de Sullivan et al. (2007)
para amostras de tamanho n> 50 (casos 2 e 3) e para amostras de tamanho n=10 (caso 4).
Nos casos 6, 7, 8 ¢ 9 tiveram um desempenho pior que o teste da variancia generalizada, em
todos os tamanhos de amostra, e melhor nos casos 1, 2, 3 e 4. A medida em que o tamanho
de amostra aumenta, o poder do teste da transformacao para o desvio padrao Y quando se

usa a amplitude, é menor que dos outros testes que utilizam a transformacao.
F) Conclusoes gerais sobre o caso p=2

Na Tabela [3.7] a situacao 1 engloba as matrizes que possuem determinantes préximos do
|X0| (casos 1, 4 e 5), a situacdo 2 engloba as matrizes que possuem determinantes inter-
medidrios (casos 6 e 7), a situacao 3 engloba as matrizes que possuem determinantes bem
maiores que o |Yg| (casos 8 e 9), as situacgoes 4 e 5 englobam as matrizes que possuem
determinantes similares ao |¥y| (casos 2 e 3, respectivamente). Sendo que no caso 2 tem-se
uma mudanca na correlagdo, inclusive de sinal, e no caso 3 tem-se variaveis nao correla-
cionadas. Nesta tabela, apresenta-se os valores (médios) minimos e maximos observados
para os testes, sendo que os maiores valores sao destacados em negrito. Percebe-se que as
adaptagoes propostas para o teste de Sullivan et al. (2007) e a distribui¢ao exata possuem
valores (minimos e maximos) de poder maiores em todas as situagoes. Os testes da razao
de verossimilhanca aproximada pela qui-quadrado e exata possuem valor minimo de poder
inferior ao de Sullivan apenas nas situagoes 1 e 3. Mas apresenta um dos maiores valores
(méximos) de poder em todas as situagdes. Na situagao 3, somente o teste da transformacao
de Y quando se usa a amplitude obteve valor méximo de poder inferior (0,62) em relagao
aos demais testes em estudo. Os testes da transformacao de Y quando se usa a variancia
e o desvio padrao esta entre os testes que obtiveram valores maximos de poder superiores

(minimo=0,94), nas situagoes 3, 4 e 5, e inferiores na situagao 2 (maximo=0,15).
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Tabela 3.7: Estimativas do Poder minimo e méaximo dos testes - p=2
Média da proporgao de rejeicoes da hipétese nula
Situacio | DT \ DD \ DE \ RV \ RVE \ sQ \ SHT \ SE \AHT \ ATH \ ANC \ AE \ TV \TDP

TA

1| MIN | 001|002/ 005|008 |0,05|0,10|0,10 | 0,09 | 0,06 | 0,06 | 0,11 | 0,06 | 0,05 | 0,05 | 0,04
MAX | 0,20 | 0,22 | 0,30 | 0,99 | 0,99 | 0,98 | 0,97 | 0,98 | 0,48 | 0,49 | 0,64 | 0,50 | 0,61 | 0,62 | 0,29
2| MIN | 0,11 | 0,13 | 0,09 | 0,10 | 0,08 | 0,13 | 0,13 | 0,11 | 0,13 | 0,12 | 0,14 | 0,13 | 0,06 | 0,06 | 0,06
MAX | 0,57 | 0,58 | 0,53 | 0,71 | 0,70 | 0,74 | 0,74 | 0,74 | 0,70 | 0,71 | 0,53 | 0,71 | 0,14 | 0,15 | 0,09
3| MIN | 0,48 | 0,51 | 0,42 | 0,57 | 0,53 | 0,64 | 0,64 | 0,62 | 0,59 | 0,58 | 0,40 | 0,59 | 0,13 | 0,15 | 0,12
MAX | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,94 | 0,94 | 0,58
4| MIN | 0,04 | 0,05 | 0,05 | 0,91 | 0,89 | 0,95 | 0,96 | 0,94 | 0,04 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,43 | 0,40 | 0,24
MAX | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,98 | 0,98 | 0,61
5| MIN | 0,03 | 0,04 | 0,05 | 0,96 | 0,95 | 0,96 | 0,91 | 0,96 | 0,66 | 0,75 | 0,97 | 0,77 | 0,45 | 0,41 | 0,24
MAX | 0,04 | 0,05 | 0,05 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,99 | 0,98 | 0,62

Os casos em que as distancias entre os parametros sob as hipéteses nula e alternativa sao
pequenas, os testes apresentaram comportamentos muito semelhantes para as amostras de
tamanho n=10. As diferencas de poder sao mais expressivas para os tamanhos de amostra
maiores, nos testes de Sullivan adaptado usando a distribuicao qui-quadrado, adaptado
usando as idéias de Hayter e Tsui e Sullivan exato (ver Tabela[3.2). No caso 3, onde a matriz
31 é muito diferente da matriz ¥y, nas amostras de tamanho n=10 somente os testes de
Sullivan usando a distribuicao qui-quadrado e exato conseguiram perceber essa diferenciacao,
mas com desempenhos moderados (65% e 60%, respectivamente). Em geral, os testes da
transformacao da variavel Y tiveram o pior desempenho para todos os tamanhos de amostra,
porém apresentaram desempenhos superiores aos obtidos pelos testes do determinante. Nos
casos onde ocorreram alteragoes mais expressivas no coeficiente de correlacao, os testes dos
autovalores usando o numero de condi¢ao e da razao de verossimilhanga exata apresentaram
valores de poder maiores em relacao aos demais testes em estudo. Os testes que utilizam o
determinante apresentaram os menores poderes. Entre eles o teste melhorado do |X| proposto
por Djauhari é o melhor. Em geral, para pequenas amostras n=10, o teste Sullivan adaptado
usando a distribuicao qui-quadrado se destaca em relacao aos outros testes em estudo, exceto
no caso 1, onde houve uma mudanca apenas no coeficiente de correlagao, sendo os testes dos
autovalores usando o nimero de condi¢ao e da razao de verossimilhanca exata os melhores
(poder=0,08 e 0,10, respectivamente). A medida que se aumenta o tamanho de amostra
o teste da razao de verossimilhanca apresenta desempenho cada vez mais proximo ao do

teste de Sullivan. As adaptagoes propostas nesta dissertacao para o teste de Sullivan se
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mostraram mais efetivas que os testes tradicionais da variancia generalizada e da razao de

verossimilhanca, principalmente nas amostras de tamanho n=10.

Os testes de Sullivan (adaptado usando a distribuigdo qui-quadrado, usando as idéias de
Hayter e Tsui e exato) sao os melhores para o caso bivariado seguido do teste da razao
de verossimilhanca. Os testes que utilizam os autovalores apresentaram um desempenho
superior ao teste do determinante tradicional, porém inferior ao desempenho dos testes de
Sullivan e da razao de verossimilhanca. Os resultados obtidos indicam que para o caso
bivariado os testes que utilizam a transformacao Y = X; + X, nao sao recomendaveis, ja
que, existem outros testes melhores que eles, se o proposito for identificar a mudanca na

primeira amostra logo apds a sua ocorréncia.
G) Conclusoes em controle de qualidade sobre o caso p=2

Em controle de qualidade as amostras sao retiradas rotineiramente. As informagoes ao
longo do tempo vao sendo combinadas de modo que, em algum momento apds a mudanca,

essa serd percebida, mesmo que nao seja na primeira amostra.

Seja Y: o numero de amostras até que se obtenha o primeiro sucesso. (sucesso = alarme
verdadeiro)
Y~ Geométrica (1-3)
PlY=y] = (1-8)(8)Y1,y=0,1,2,...; poder do teste = 1 — 3.
A probabilidade de que o teste consig@a captar a mudanca de parametros nas m primeiras

amostras apds a sua ocorrencia sera Z P[Y = y|. Na Tabela |3.8| essas probabilidades estao

y=1
apresentadas para as m=3 primeiras amostras de cada teste. Para o teste do determi-

nante, foram mostrados apenas os valores para o teste exato, ja que, os testes do determi-
nante tradicional e proposto por Djauhari obtiveram um poder menor ou igual (0,04 e 0,05,

respectivamente).

Como ilustracao, considere os casos 2, 3 e 5 para p=2, n=25. Percebe-se que no caso 2, na
terceira amostra apds a ocorréncia da mudanca os testes da transformacao de Y quando se
usa a variancia e o desvio padrao sao competidores com os testes da razao de verossimilhanca

e as adaptacgoes do teste de Sullivan et al. No caso 3, com 2 amostras apds a ocorréncia
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Tabela 3.8: Probabilidade de percepcao da mudanga de parametros nas m primeiras amostras
p=2 - n=25

caso 2 caso 3 caso 5

Testes | m=1 ‘ m=2 ‘ m=3 m=1 ‘ m=2 ‘ m=3 m=1 ‘ m=2 ‘ m=3

DE | 0,0500 | 0,0975 | 0,1426 | 0,0500 | 0,0975 | 0,1426 | 0,0600 | 0,1164 | 0,1694
RV | 0,9100 | 0,9919 | 0,9993 | 0,9600 | 0,9984 | 0,9999 | 0,0800 | 0,1536 | 0,2213
RVE | 0,8900 | 0,9879 | 0,9987 | 0,9500 | 0,9975 | 0,9999 | 0,0600 | 0,1164 | 0,1694
SQ | 0,9500 | 0,9975 | 0,9999 | 0,9600 | 0,9984 | 0,9999 | 0,1000 | 0,1900 | 0,2710
SHT | 0,9600 | 0,9984 | 0,9999 | 0,9100 | 0,9919 | 0,9993 | 0,1000 | 0,1900 | 0,2710
SE | 0,9400 | 0,9964 | 0,9998 | 0,9600 | 0,9984 | 0,9999 | 0,0900 | 0,1719 | 0,2464
AHT | 0,0400 | 0,0784 | 0,1153 | 0,6600 | 0,8844 | 0,9607 | 0,0600 | 0,1164 | 0,1694
ATH | 0,0500 | 0,0975 | 0,1426 | 0,7500 | 0,9375 | 0,9844 | 0,0600 | 0,1164 | 0,1694
ANC | 0,0500 | 0,0975 | 0,1426 | 0,9700 | 0,9991 | 1,0000 | 0,1100 | 0,2079 | 0,2950
AE | 0,0500 | 0,0975 | 0,1426 | 0,7700 | 0,9471 | 0,9878 | 0,0600 | 0,1164 | 0,1694
TV | 0,4300 | 0,6751 | 0,8148 | 0,4500 | 0,6975 | 0,8336 | 0,0500 | 0,0975 | 0,1426
TDP | 0,4000 | 0,6400 | 0,7840 | 0,4100 | 0,6519 | 0,7946 | 0,0500 | 0,0975 | 0,1426

da mudanca os testes que utilizam os autovalores sao comparaveis com os testes da razao
de verossimilhanca e as adaptacoes do teste de Sullivan et al. E com 3 amostras, os testes
da transformagao de Y quando se usa a variancia e o desvio padrao também podem ser

considerados bons testes para os casos 2 e 3.

Como em controle de qualidade o processo de coleta de dados é repetido ao longo do
tempo, a escolha do melhor teste deve visar os custos, o tempo de coleta e a sua dificul-
dade de implementacao. Sendo assim, se critérios como o apresentado na Tabela forem
considerados, para o caso bivariado, testes que nao possuem um poder muito elevado na
primeira amostra podem eventualmente se tornarem alternativas interessantes como por
exemplo, o teste da transformagao Y = X; + Xy que transforma um problema multivariado

em algo univariado.

3.4.2 Comparacao do poder tedrico com o obtido via simulacao

Foi realizado um estudo comparativo entre o valor do poder tedrico e o obtido nas
simulagoes para os testes de Sullivan e dos autovalores adaptados usando a distribuigao
Y2, e para os testes da transformacao Y, ja que, para esses testes é possivel calcular o poder

analiticamente, como é mostrado no Apéndice B desta dissertacao. O objetivo era avaliar se
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os valores de poder obtidos nas simulagoes eram semelhantes ao poder tedrico desses testes.

Os resultados obtidos sao mostrados nas Figuras (3.1 onde as curvas representam o
poder tedrico e simulado. Através dessas, pode-se perceber que o poder obtido nas simulagoes
para todos os modelos é praticamente idéntico ao valor do poder tedérico. O poder obtido
via simulacao para o teste de Sullivan usando a distribuicao qui-quadrado nas pequenas
amostras, n=10, diferencia do poder tedrico, o que era esperado, ja que, a estatistica de
teste, x?, utilizada por este tem distribuicao qui-quadrado apenas para grandes amostras.
No eixo das abcissas estao expressos os valores A\;,7 = 1,2,..., 9 para cada teste. Para
os testes da transformacgao de Y quando se usa a variancia, o desvio padrao e a amplitude
esses valores representam o fator de aumento sofrido pelo desvio padrao, indo de o para
um valor o1 = Aoy e pela variancia, indo de o2 para um valor o? = %02 (Ver Tabela [3.2]
p. . Nos testes de Sullivan e dos autovalores usando a distribuicao qui-quadrado, para
cada n os valores \;;i =1,2,..., 9 sdo as distancias expressas na Tabela [3.3] p. 7]

Curva poder teérico — Transformagéo variancia Curva poder amostral — Transformagao variancia
1 T T T T T T 1 T T T T T T
n=10 n=10

—%— n=25 ] —%—n=25 o]
09t — _ n-so b . 091 - - —-n=50 4 )
—O— n=100 e —O—-n=100 e

08 P 1 08 P 1
0.7 2 < n| 0.7
06F : S . 1 06-

0.5 0.5

Poder
i
Poder

0.4

0.2

0.1f

I I
0.9 1 11 12 13 1.4 15 16 17 0.9 1 11 12 13 14 15 1.6 17
lambda lambda

(a) Curva poder tedrico (b) Curva poder da simulagao

Figura 3.1: Curva poder para o teste da transformacao para variancia
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Figura 3.4: Curva poder para o teste de Sullivan usando a distribuicao x? - n=10 e 25
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Curva poder tedrico - Sullivan usando Xz
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3.4.3 Analise dos ARL sob controle e fora de controle

As médias dos ARL sob controle e fora de controle para cada modelo simulado estao
apresentadas nas Tabelas e B.10 O teste ideal é aquele que tem o maior ARL sob
controle e menor ARL fora de controle. Assim, é capaz de detectar rapidamente a falta
de controle do processo quando ele sofre alguma modificacao e demora a acusar falta de
controle quando ele nao sofre modificacao. As conclusoes obtidas pela analise dos resultados
dos ARL’s sao semelhantes a andlise do poder. E possivel observar que o teste tradicional
da variancia generalizada apresentou maiores ARL fora de controle que o teste melhorado
|X| proposto por Djauhari. Para n=10 percebe-se que o teste da razao de verossimilhanga
apresentou o menor ARL sob controle devido ao fato que obteve um nivel de significancia
estimado de 10% e nao 5% como deveria ser, e o teste do determinante tradicional apresentou
o maior ARL sob controle devido ao fato que teve um nivel de significancia estimado igual

a 3%.

Nota-se que as adaptagoes propostas para o teste de Sullivan se mostraram mais eficientes
que os outros testes, ja que, apresentaram os menores ARL fora controle e ARL sob controle
préoximo de 20. Os testes da transformacgao de Y apresentaram elevados ARL fora controle
em relagao aos outros testes propostos nesta dissertacao. No caso 3 os testes da razao de
verossimilhanga, as adaptagoes propostas para o teste de Sullivan e dos autovalores usando o

numero de condicao sao os mais eficientes, ja que, apresentaram menores ARL fora controle.
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Tabela 3.9: ARL sob controle e fora de controle de processos com distribui¢gao normal bivariada

n=10
Testes ARL sob controle ARL fora de controle

caso 1 ‘ caso 2 ‘ caso 3 ‘ caso 4 ‘ caso 5 ‘ caso 6 ‘ caso 7 ‘ caso 8 ‘ caso 9

D. Trad 31,82 126,06 | 36,46 | 31,82 | 25,24 | 24,24 | 16,88 | 10,54 4,58 1,50
D. Djau 22,78 69,74 | 18,84 | 22,78 | 19,88 | 18,42 | 11,92 | 7,58 3,26 1,40
D. Ex 21,16 14,22 | 22,32 | 21,16 | 20,44 | 18,76 | 16,06 | 11,38 | 5,88 | 1,58

R. Vero 8,92 4,56 1,84 1,76 3,64 8,64 | 11,36 | 9,16 3,58 1,28
R. Vero Ex 18,78 8,78 2,58 2,08 5,54 | 22,04 | 19,40 | 16,38 | 5,90 1,46
Sul. x2 14,28 17,68 | 1,50 | 1,66 | 6,32 | 11,82 | 12,02 | 7,52 | 2,56 | 1,18
Sul. HT 17,06 27,58 1,48 1,90 6,28 | 13,02 | 12,28 | 7,36 2,74 1,16
Sul. Ex 20,32 23,12 1,50 1,80 8,20 15,58 | 14,44 9,06 2,74 1,18
Auto HT 24,76 26,12 | 20,26 | 6,14 | 19,98 | 20,88 | 12,78 | 7,68 3,86 1,54
Auto T2H 25,82 27,46 | 20,24 | 6,90 | 16,60 | 26,14 | 15,24 | 8,42 | 4,30 | 1,48
Auto NCond 19,50 6,82 19,66 | 1,98 9,66 9,58 9,34 8,48 6,48 2,94
Auto Ex 22,26 20,22 | 18,32 | 6,48 | 16,20 | 20,98 | 13,32 | 7,44 | 3,84 | 1,48
T. Var 20,66 15,40 7,04 6,94 8,08 21,04 | 17,10 | 14,42 | 12,02 5,14
T. Desv Pad 20,24 14,50 | 8,36 8,22 7,64 | 22,08 | 15,68 | 13,88 | 11,16 | 4,60
T. Amp 18,88 13,98 | 10,84 | 11,54 9,10 21,22 | 17,14 | 12,94 | 12,06 4,96

n=25
Testes ARL sob controle ARL fora de controle

caso 1 ‘ caso 2 ‘ caso 3 ‘ caso 4 ‘ caso 5 ‘ caso 6 ‘ caso 7 ‘ caso 8 ‘ caso 9

D. Trad 24,18 135,70 | 26,82 | 24,18 | 19,88 | 17,14 | 8,80 5,40 1,86 1,06
D. Djau 20,60 46,90 | 20,02 | 20,60 | 16,52 | 14,80 | 8,10 4,48 1,76 1,06
D. Ex 18,40 10,54 | 19,36 | 18,40 | 17,52 | 15,78 | 10,64 | 6,16 2,12 1,08

R. Vero 15,68 3,42 1,02 1,06 1,76 11,74 | 10,66 | 5,20 1,68 1,06
R. Vero Ex 18,60 4,42 1,02 1,10 1,90 | 14,72 | 11,96 | 6,08 1,94 1,06
Sul. x2 16,78 8,74 1,02 1,04 2,46 10,36 | 7,50 3,68 1,50 1,04
Sul. HT 14,98 9,14 | 1,02 | 1,08 | 2,14 | 10,58 | 7,92 | 3,48 | 1,48 | 1,04
Sul. Ex 17,50 11,64 1,02 1,06 2,50 | 11,10 | 7,92 4,36 1,58 1,04
Auto HT 23,18 12,96 | 25,80 | 1,46 | 11,36 | 17,60 | 8,44 3,08 1,58 1,10
Auto T2H 24,58 11,08 | 22,32 1,28 | 12,04 | 19,50 | 7,96 3,48 1,60 1,08
Auto NCond 20,64 3,06 | 20,64 | 1,00 5,46 10,38 | 8,18 4,58 2,78 1,52
Auto Ex 21,24 10,60 | 20,86 | 1,24 | 10,92 | 17,18 | 7,64 3,36 1,60 1,08
T. Var 16,70 11,40 | 2,38 | 2,30 | 3,84 | 14,88 | 14,58 | 13,16 | 7,36 | 1,68
T. Desv Pad 16,76 11,08 | 2,70 2,36 3,36 | 15,44 | 14,80 | 11,98 | 7,00 1,62
T. Amp 19,58 10,82 | 3,80 3,98 4,06 | 25,68 | 16,42 | 12,86 | 9,90 2,56
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Tabela 3.10: ARL sob controle e fora de controle de processos com distribuigao normal bivariada

n=50
Testes ARL sob controle ARL fora de controle

caso 1 ‘ caso 2 ‘ caso 3 ‘ caso 4 ‘ caso 5 ‘ caso 6 ‘ caso 7 ‘ caso 8 ‘ caso 9

D. Trad 25,10 17,84 | 30,50 | 25,10 | 20,06 | 18,22 | 6,68 2,54 1,32 1,00
D. Djau 22,70 13,24 | 26,62 | 22,70 | 17,94 | 16,34 | 6,40 2,38 1,28 1,00
D. Ex 21,46 5,86 | 27,16 | 21,46 | 19,80 | 21,22 | 8,50 3,38 1,46 1,00

R. Vero 16,38 1,90 1,00 1,00 1,20 | 11,50 | 6,64 2,04 1,14 1,00
R. Vero Ex 19,10 2,04 1,00 1,00 1,22 12,08 | 6,94 2,06 1,16 1,00
Sul. x2 17,56 3,32 | 1,00 | 1,00 | 1,38 | 7,10 | 526 | 1,82 | 1,10 | 1,00
Sul. HT 18,26 3,72 1,00 1,00 1,40 7,72 6,70 1,90 1,12 1,00
Sul. Ex 18,14 3,94 1,00 1,00 1,40 7,72 5,78 1,82 1,10 1,00
Auto HT 24,16 4,68 26,36 1,02 7,24 15,42 5,20 1,86 1,12 1,00
Auto T2H 21,58 4,40 | 24,38 | 1,00 7,68 | 14,70 | 5,36 1,98 1,14 1,00
Auto NCond 16,84 2,54 | 23,54 | 1,00 6,84 8,10 5,46 2,98 1,42 1,04
Auto Ex 21,08 4,06 | 23,70 | 1,00 | 7,54 | 14,26 | 5,04 | 1,96 | 1,14 | 1,00
T. Var 16,66 8,06 1,28 1,10 3,08 | 16,42 | 13,96 | 8,46 5,04 1,44
T. Desv Pad 17,10 6,84 | 1,28 | 1,16 | 3,06 | 15,14 | 13,62 | 8,26 | 5,02 | 1,42
T. Amp 22,50 8,22 3,16 1,72 3,84 21,48 | 14,12 | 10,04 5,90 2,34

n=100
Testes ARL sob controle ARL fora de controle

caso 1 ‘ caso 2 ‘ caso 3 ‘ caso 4 ‘ caso 5 ‘ caso 6 ‘ caso 7 ‘ caso 8 ‘ caso 9

D. Trad 19,72 4,90 | 23,52 | 19,72 | 16,22 | 13,28 | 3,56 1,58 1,04 1,00
D. Djau 17,58 4,56 | 22,36 | 17,58 | 15,30 | 11,42 | 3,52 1,58 1,04 1,00
D. Ex 18,26 2,80 18,88 | 18,26 | 16,04 | 14,36 4,42 1,68 1,04 1,00

R. Vero 21,56 1,22 1,00 1,00 1,02 8,08 3,80 1,48 1,00 1,00
R. Vero Ex 22,20 1,22 1,00 1,00 1,02 8,08 4,02 1,50 1,00 1,00
Sul. x2 20,06 1,30 1,00 1,00 1,02 6,04 3,14 1,32 1,00 1,00
Sul. HT 20,66 1,48 | 1,00 | 1,00 | 1,04 | 7,36 | 3,28 | 1,28 | 1,00 | 1,00
Sul. Ex 20,06 1,34 1,00 1,00 1,02 6,34 3,14 1,40 1,00 1,00
Auto HT 20,16 1,90 | 20,32 | 1,00 6,20 | 16,04 | 3,40 1,44 1,00 1,00
Auto T2H 23,18 1,84 | 21,26 | 1,00 4,86 | 13,98 | 3,16 1,40 1,00 1,00
Auto NCond 23,18 1,60 | 22,28 | 1,00 3,54 6,26 3,46 1,82 1,10 1,00
Auto Ex 22,78 1,84 | 20,70 | 1,00 4,86 | 13,42 | 3,12 1,40 1,00 1,00
T. Var 19,94 582 | 1,06 | 1,00 | 1,62 | 14,52 | 14,16 | 7,32 | 2,26 | 1,08
T. Desv Pad 20,58 5,68 1,08 1,00 1,62 16,24 | 13,26 | 6,56 2,26 1,08
T. Amp 17,36 9,82 1,62 1,52 3,32 21,48 | 17,64 | 11,26 6,06 1,62




Capitulo 4

Comparacao dos testes estatisticos:

caso da distribuicao normal p-variada

4.1 Modelos simulados da distribuicao normal

multivariada

A hipdtese nula é a de que a matriz de covaridncias do processo € igual a uma matriz particular,
Ho: X=X, pré-estabelecida. Para cada Y, foram geradas amostras de tamanho n=10, 25, 50 e
100, conforme o descrito na Secdo do Capitulo 3. As matrizes de covariancias nos modelos
simulados foram escolhidas novamente de acordo com o determinante (|X|), o trago (¢r), os

autovalores (), o niimero de condicdo (r2), a correlagdo entre as varidveis (p) e a varidncia (o)
P

da varidvel Y = E X;, considerando p=3 e 5 varidveis, de modo a possibilitar a comparagao
1/:1 . ape

dos testes com relacdo ao poder de percepcdo de mudancas na variabilidade e na correlag3o.

Os modelos utilizados nas simulagdes para p=3 varidveis estdo apresentados na Tabela [4.7]

ordenados de acordo com os valores do determinante de X;, matriz estabelecida na hipdtese

alternativa.

69
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Tabela 4.1: Modelos simulados com p=3 variaveis
Simulacdo sob a hipétese nula
[SZo| | Tragco | o2 | X1 A2 A3 | p12 | p13 | p23 K2
1 06 06
Yo=[0,6 1 08| 022 7 | 234|046 | 0,20 | 0,60 | 0,60 | 0,80 | 11,69
0,6 0,8 1
Simulacdo sob a hipétese alternativa
Caso | |Z1| | Traco | o2 A1 A2 A3 P12 P13 P23 K2
1 07 06
Y1=[0,7 1 0,9 1 | 0,096 | 300 | 7,40 | 2,47 | 0,437 | 0,088 | 0,70 | 0,60 | 0,90 | 27,8747
0,6 09 1
1 —-0,6 —0,8
Li=|-0,6 1 0,8 2 0,13 | 300 | 1,80 | 247 | 040 | 0,13 | -0,60 | -0,80 | 0,80 | 19,07
-0,8 0,8 1
103 0,2
=[0,3 1 —0,75 3 0,22 | 300 | 250 | 1,76 | 1,13 | 0,11 | 0,30 | 0,20 | -0,75 | 16,09
0,2 —0,75 1
2 0 0
Y1=[0 0,5 0 4 | 025 | 275 | 275 | 200 | 050 | 025 0 0 0 8,00
0 0 0,25
1 03 02
1=[0,3 1 0,8 5 033 | 3,00 | 560 | 1,93 | 087 | 0,19 | 0,30 | 020 | 0,80 | 10,02
0,2 08 1
1 0 0
1={0 1 0,8 6 0,36 | 3,00 | 4,60 | 1,80 | 1,00 | 0,20 0 0 | 08 | 9,00
0 08 1
1,2 0,72 0,72
Y1=[0,72 1,2 0,96 7 | 037 | 360 | 840 | 281 | 055 | 024 | 0,60 | 0,60 | 0,80 | 11,69
0,72 0,96 1,2
1 05 05
1=[0,5 1 0,5 8 0,50 | 3,00 | 6,00 | 2,00 | 0,50 | 0,50 | 0,50 | 0,50 | 0,50 | 4,00
0,5 0,5 1
1 03 03
1=[0,3 1 0,4 9 0,73 | 3,00 | 500 | 1,67 | 0,73 | 0,60 | 0,30 | 0,30 | 040 | 2,78
0,3 0,4 1
1 06 06
Y1=[0,6 4 0,8 10 | 2,14 | 6,00 | 10,00 | 4,36 | 1,25 | 0,39 | 0,30 | 0,60 | 0,40 | 11,10
0,6 0,8 1
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Os casos 1-10 representam situacoes onde ocorreram mudancas na matriz de covariancias,
com o objetivo de avaliar o desempenho dos testes em detectar tais mudancas. Essas mu-
dangas foram divididas em trés situagoes, a primeira representa o caso (10) onde ocorreu
mudanga apenas na variancia da varidvel X,, a segunda representa os casos (1, 2, 3, 5, 6,
8 e 9) onde ocorreram mudangas apenas nas correlagoes e a terceira sendo os casos (4 e 7)

onde ocorreram mudancas nas variancias e nas correlagoes.

Em cada caso as estruturas diferem na correlacao e nas variancias das varidveis Xy, Xy e
X3. O caso 3 apresenta 31| = [Xg] = 0,22 e tr(X;) = tr(Xy) = 3,00, mas as varidveis X; e
X3 sao altamente correlacionadas negativamente. Os casos 1, 2, 5, 6, 8 e 9 apresentam tragos
iguais, tr(¥X;) = tr(3p) = 3,00, mas no caso 2 as varidveis sdo altamente correlacionadas
negativamente, no caso 6 somente as variaveis Xy e X3 sao correlacionadas, no caso 1 ocorreu
um aumento nas correlagoes entre X; e X, e entre Xy e X3, no caso 5 somente Xy e X3 sao
altamente correlacionadas e nos casos 8 e 9 as varidaveis sao pouco correlacionadas. A matriz
Y1 do caso 7 apresenta uma mudanca nas variancias das variaveis X;, Xy e X3 em relacao a

>lo.

A Tabela apresenta os modelos simulados levando-se em consideracao a razao entre
os determinantes, os tracos, as variancias da variavel Y, os autovalores, as correlagoes e os
nimeros de condigao sob a hipétese alternativa e sob hipétese nula. Na Tabela [4.3] tem-se a

distancia de Mahalanobis para os testes de Sullivan et al. e dos autovalores.

Tabela 4.2: Medidas de comparagao entre os modelos simulados sob Hy e H; - p = 3

Caso ‘ [Z1]/]Z0] ‘ tr(X1)/tr(Zo) ‘ 0'21/0'50 ‘ A1/A10 ‘ A2/A20 ‘ Az /As0 ‘ p12/p120 ‘ P13/P130 ‘ P23/ P230 ‘ K21 /K20

1 0,44 1,00 1,06 1,06 0,95 0,44 1,17 1,00 1,13 2,38
2 0,59 1,00 0,26 1,06 0,87 0,65 -1,00 -1,33 1,00 1,63
3 1,00 1,00 0,36 0,75 2,46 0,55 0,50 0,33 -0,94 1,38
4 1,14 0,92 0,39 0,85 1,09 1,25 0 0 0 0,68
5 1,50 1,00 0,80 0,82 1,39 0,95 0,50 0,33 1,00 0,86
6 1,64 1,00 0,66 0,77 2,17 1,00 0 0 1,00 0,77
7 1,68 1,20 1,20 1,20 1,19 1,20 1,00 1,00 1,00 1,00
8 2,27 1,00 0,86 0,85 1,09 2,50 0,83 0,83 0,63 0,34
9 3,32 1,00 0,71 0,71 1,59 3,00 0,50 0,50 0,50 0,24
10 9,73 2,00 1,43 1,86 2,72 1,95 0,50 1,00 0,50 0,95
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Tabela 4.3: Distancia de Mahalanobis entre os parametros em Hy e H; para os testes de

Sullivan et al. e dos autovalores - p = 3

Distancia de Mahalanobis

Caso Sullivan et al. Autovalores

n=10 | n=25 | n=50 | n=100 | n=10 | n=25 | n=50 | n=100
1 1,7147 4,2867 8,5734 17,1468 1,4203 | 3,7875 | 17,7329 15,6235
2 74,6914 | 186,7284 | 373,4568 746,9136 0,6540 | 1,7439 | 3,5604 7,1935
3 305,1586 | 762,8965 | 1,5258x103 | 3,0516x103 || 10,7144 | 28,5716 | 58,3338 | 117,8580
4 78,1158 | 195,2894 | 390,5788 781,1575 0,4059 | 1,0825 | 2,2100 4,4652
5 5,7099 14,2747 28,5494 57,0988 3,6974 | 9,8597 | 20,1303 | 40,6715
6 | 15,5556 | 38,8889 | 77,7778 155,5556 || 6,3447 | 16,9192 | 34,5434 | 69,7919
7 0,5466 1,3665 2,7329 5,4659 0,5400 | 1,4400 | 2,9400 5,9400
8 11,4506 | 28,6265 57,2531 114,5062 10,2497 | 27,3325 | 55,8038 | 112,7464
9 22,1056 | 55,2641 110,5281 221,0562 19,8951 | 53,0535 | 108,3176 | 218,8457
10 83,4328 | 208,5820 | 417,1639 834,3278 || 20,5501 | 54,8003 | 111,8840 | 226,0514

4.2 Analise dos resultados das observacoes simuladas

da distribuicao normal multivariada

Nesta secao sao apresentados os resultados de desempenho dos testes obtidos nas
simulagoes dos dados gerados a partir da distribuicao normal multivariada para p=3 e 5

varigveis.

4.2.1 Resultados dos testes estatisticos para os processos multi-

variados (p=3)

As Tabelas — mostram a proporcao média de rejeigao da hipdtese nula para cada
um dos testes tratados nesta dissertacao sob a hipotese nula e alternativa. Em todas as
tabelas o sinal “*” indica as situacoes simuladas, nas quais, o determinante da matriz de
covariancias sob Hy é igual ou préximo do determinante sob Hy e o sinal “o” indica que o
trago de X1 € igual ou proximo ao traco de X. E possivel perceber que para amostras de
tamanho n=10 os testes da razao de verossimilhanca aproximada, de Sullivan et al. adaptado
usando a distribuigao qui-quadrado e as idéias de Hayter e Tsui apresentaram uma taxa de

rejeicao sob Hy muito acima do valor nominal (14%, 14% e 11%, respectivamente). O teste de
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Sullivan et al. adaptado usando as idéias de Hayter e Tsui atingiu o nivel de significancia de
5% somente para amostras de tamanho n=100, enquanto os outros testes mencionados ainda
apresentam nivel de significancia acima de 5% para n=100 (6%). Os testes do determinante
tradicional e proposto por Djauhari apresentaram nivel de significancia abaixo de 5% para
n=10 e 25 (3%) gerando consequéncias no poder destes testes. Sendo assim, nas pequenas
amostras, n=10, serao utilizadas as distribuicoes exatas dos testes do determinante, da
razao de verossimilhanca e de Sullivan et al. adaptado para comparacao com os demais
testes em estudo, ja que, conseguiram atingir o nivel de significancia de 5% mantendo-se

uma comparagao justa.

Todos os testes sao pouco poderosos para distancias pequenas entre Hy e H; em peque-
nas amostras, n=10 (maximo=0,16). Nota-se que o poder dos testes aumenta a medida
que o tamanho de amostra aumenta, como era esperado. Com o aumento do tamanho de
amostra, n=50 e 100, os poderes dos testes da razao de verossimilhanga aproximada pela
qui-quadrado e da razao de verossimilhanca exata sao semelhantes, o0 mesmo ocorre com os
testes de Sullivan et al. adaptado usando a distribuicao qui-quadrado e exato. O teste dos
autovalores usando o nimero de condigao apresenta maiores valores de poder dentre os testes
que utilizam os autovalores nos casos 1, 2, 4, 8 ¢ 9 em todos os tamanhos de amostra. O
aumento do nimero de variaveis afetou negativamente o desempenho dos testes que utilizam
o determinante que obtiveram poderes muito baixos em relacao aos demais testes em estudo.
Nos casos 3 e 4, obtiveram um poder méaximo de 0,05 e 0,11, respectivamente, enquanto os
testes da razao de verossimilhanca exata e de Sullivan et al. exato ja apresentam poder 1,00

nas amostras de tamanho n=10.



Capitulo 4. Comparagdo dos testes estatisticos: caso da distribuicdo normal p-variada 74
Tabela 4.4: Estimativas do Nivel de Significancia e Poder dos testes - p=3, n=10
n=10
Média da proporcdo de rejeicoes da hipotese nula
pT | DD | DE [ RV [RVE| 5Q |SHT[ SE |AHT|[ATH|ANC]| AE | TV [TDP] TA
1 0,6 06
So=[0,6 1 0,8 0,02 | 0,03 |0,05|0,14|0,05|0,14 | 0,11 [0,05| 0,04 | 0,04 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05
0,6 0,8 1
1 0,7 06
ol | Si=lo7 1 0,9 0,0005 | 0,0013 [ 0,11 | 0,35 | 0,16 | 0,10 | 0,07 | 0,02 | 0,04 | 0,06 | 0,15 | 0,09 | 0,06 | 0,06 | 0,06
0,6 0,9 1
1 -0,6 —0,8
02 |Ti=|-0,6 1 0,8 || 0,002 0005|007 |1,00]097|1,00|0,99 |1,00]| 0,04 |0,05]| 0,08 |0,07|0,69]| 0,60 |0,48
0,8 0,8 1
103 0,2
o*3L1=|0,3 1  —0,75]|| 0,02 | 003 [0,05|1,00{1,00|1,00/1,00 1,00 0,29 |0,30| 0,06 |0,34|0,42 | 0,34 | 0,26
0,2 -0,75 1
2 0 0
o*4| Ti=lo0 05 0 0,03 | 0,05 |0,06 0,96 0,88 |1,00|0,99 0,98 0,04 | 0,03 | 0,07 |0,04 0,35 0,27 | 0,21
0 0 0,25
10,3 0,2
o5 | Si=[0,3 1 0,8 0,05 | 0,09 0,090,331 0,16 [0,50| 0,31 [0,30| 0,19 | 0,18 | 0,05 | 0,21 | 0,06 | 0,04 | 0,04
0,2 0,8 1
1 0 0
06 Yi=|0o 1 0,8 0,07 | 0,11 |0,10]0,52|0,34|0,75 | 0,63 [ 0,57 | 0,24 | 0,23 | 0,05 | 0,26 | 0,10 | 0,07 | 0,05
0 08 1
1,2 0,72 0,72
7 | Si=|0,72 1,2 0,96 0,07 | 0,12 |0,11]0,13|0,05|0,19 | 0,18 [ 0,07 0,12 | 0,11 | 0,05 | 0,14 | 0,08 | 0,09 | 0,09
0,72 0,96 1,2
1 05 05
o8 | Yi=|05 1 0,5 0,4 | 0,20 |0,19[0,41 0,24 |0,66 | 0,52 [0,48| 0,13 | 0,13 | 0,18 [ 0,16 | 0,05 | 0,04 | 0,04
0,5 0,5 1
1 03 0,3
09 | T1={0,3 1 0,4 0,26 | 0,34 0,32[0,59 0,41 |0,84|0,71 [0,70| 0,32 | 0,32 | 0,34 [ 0,36 | 0,08 | 0,05 | 0,04
0,3 0,4 1
1 06 0,6
10 | Ti=l06 4 0,8 0,70 | 0,77 |0,75 0,98 [ 0,95 | 0,99 | 0,95 | 0,97 | 0,73 | 0,74 | 0,05 | 0,77 | 0,16 | 0,17 | 0,16
0,6 0,8 1
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Tabela 4.5: Estimativas do Nivel de Significancia e Poder dos testes - p=3, n=25

n=25
Média da proporcdo de rejeicoes da hipétese nula
DT | DD | DE | RV |RVE| 5Q [SHT | SE |AHT |ATH|ANC| AE | TV [ TDP| TA
1 0,6 0,6
So=|06 1 0,8 0,03 | 0,03 [0,05]0,08|0,05|0,09]0,07|0,05| 0,04 |0,04|005]|0,05 0,05 0,05 |0,05
0,6 0,8 1
1 0,7 0,6
o1 | =i=lo7 1 009 0,0001 | 0,004 | 0,31 0,58 | 0,49 | 0,16 | 0,04 | 0,08 | 0,27 | 0,26 | 0,51 | 0,32 | 0,06 | 0,06 | 0,06
0,6 0,9 1
1 —0,6 -0,8
02 |Z1=[—0,6 1 08 ||0001|0,002|0,15]1,00]1,00|1,00]1,00]|1,00| 008 |0,11|0,20]0,14|1,00| 1,00 |0,93
0,8 0,8 1
1 03 02
o*3[=1={03 1 —0,75|| 0,03 | 0,04 |0,05]1,001,001,00]1,00]|100| 0,79 |086]0,12]|0.88|0,93| 0,91 |0,70
0,2 —0,75 1
2 0 0
0%4| =0 05 o0 0,05 | 0,07 [0,06|1,00|1,00]1,00|1,001,00] 0,07 | 0,07 | 0,13 [0,08|0,86 | 0,84 | 0,60
0 0 025
1 0,3 0,2
05| =i=lo3 1 08 0,14 | 0,17 [0,14]0,55 | 0,49 | 0,73 | 0,45 | 0,65 | 0,52 | 0,52 | 0,06 | 0,54 | 0,10 | 0,08 | 0,05
0,2 0,8 1
1 0 0
06 Si=lo 1 08 0,19 | 0,22 |0,19|0,87| 0,84 | 0,96 | 0,91 | 0,93 | 0,67 | 0,67 | 0,08 | 0,69 |0,24| 0,21 | 0,12
0 08 1
1,2 0,72 0,72
7 | Si=lo72 1,2 0,96| | 021 | 024 [0,21]0,11{0,08 0,18 0,15 |0,11| 0,18 | 0,18 | 0,05 | 0,20| 0,11 | 0,13 | 0,11
0,72 0,96 1,2
1 0,5 0,5
o8 | mi=los 1 05 0,41 | 0,45 |0,41]0,74|0,69 0,89 | 0,79 | 0,84 | 0,55 | 0,55 | 0,53 [ 0,57 | 0,07 | 0,06 | 0,04
0,5 0,5 1
1 0,3 0,3
09 | =i=|0,3 1 04 0,60 | 0,73 |0,69 | 0,93 0,91 | 0,98 | 0,94 | 0,97 | 0,88 | 0,90 | 0,87 | 0,91 | 0,17 | 0,15 | 0,09
0,3 0,4 1
1 0,6 0,6
10| Si=lo6 4 o058 0,99 | 0,99 [0,991,00|1,00]|1,00]1,00 1,00/ 0,98 |0,99 005099028/ 0,30 |0,22
0,6 0,8 1
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Tabela 4.6: Estimativas do Nivel de Significancia e Poder dos testes - p=3, n=50

n=50

Média da proporcdo de rejeicoes da hipétese nula

DT | DD | DE | RV |RVE| 5Q [SHT| SE | AHT [ ATH|ANC]| AE | TV [TDP| TA

1 0,6 0,6
=06 1 0,8 0,03 | 0,04 | 0,05 | 0,06 | 0,05 | 0,07 | 0,06 | 0,05 | 0,04 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05
0,6 0,8 1
1 0,7 06
ol Si=l0,7 1 0,9 0,20 | 0,32 0,59 | 0,91 | 0,89 | 0,47 | 0,15 | 0,37 | 0,87 | 0,80 | 0,83 | 0,82 | 0,06 | 0,07 | 0,06
0,6 0,9 1
1 -0,6 —0,8
02 |S1=| —0,6 1 0,8 |]0,06|0,11|0,29 |1,00| 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,26 | 0,30 | 0,37 | 0,32 | 1,00 | 1,00 | 0,99
-0,8 0,8 1
1 0,3 0,2
0*3[21=|0,3 1 —0,75 || 0,03 |0,04|0,05|1,00| 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,99 | 1,00 | 0,20 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,90
0,2 —0,75 1
2 0 0
o*4| Si1=l0 05 0 0,07 | 0,08 | 0,08 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,15 | 0,15 | 0,24 | 0,16 | 1,00 | 1,00 | 0,84
0 0 0,25
1 0,3 0,2
05 | 1=[0,3 1 0,8 0,250,271 0,23|0,86 | 0,84 [ 0,93 | 0,71 | 0,92 | 0,83 | 0,83 | 0,08 | 0,84 | 0,17 | 0,15 | 0,07
0,2 0,8 1
1 0 0
06 Si=|lo 1 0,8 0,34 0,37 0,33 0,99 | 0,99 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,94 | 0,94 | 0,13 0,95 | 0,49 | 0,46 | 0,21
0 0,8 1
1,2 0,72 0,72
7 | S1=|0,72 1,2 0,96 | |0,38|0,41|0,37|0,17| 0,14 | 0,24 | 0,20 | 0,20 | 0,29 | 0,30 | 0,05 | 0,31 | 0,17 | 0,18 | 0,12
0,72 0,96 1,2
1 0,5 0,5
08 | Zi=l05 1 0,5 0,70 | 0,72 | 0,68 | 0,96 | 0,96 | 0,99 | 0,96 | 0,98 | 0,93 | 0,93 | 0,89 | 0,93 | 0,10 | 0,09 | 0,05
0,5 0,5 1
1 0,3 0,3
09 | Li=[0,3 1 0,4 0,94 | 0,95 (0,93 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,33 | 0,31 | 0,14
0,3 0,4 1
1 0,6 0,6
10 Si=l0,6 4 0,8 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,05 | 1,00 | 0,47 | 0,48 | 0,28
0,6 0,8 1
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Tabela 4.7:

Estimativas do Nivel de Significancia e Poder dos testes - p=3, n=100

n=100

Média da proporcdo de rejeicoes da hipétese nula

DT | DD | DE | RV |RVE| 5Q [SHT| SE | AHT [ ATH|ANC]| AE | TV [TDP| TA

1 0,6 06
So=[0,6 1 0,8 0,04 | 0,04 | 0,05 | 0,06 | 0,05 | 0,06 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05
0,6 0,8 1
1 0,7 06
o1 Si=|0,7 1 0,9 0,79 | 0,82 0,90 | 1,00 | 1,00 | 0,98 | 0,70 | 0,96 | 1,00 | 1,00 | 0,99 | 1,00 | 0,07 | 0,08 | 0,06
0,6 0,9 1
1 -0,6 -0,8
02 |S1=|-0,6 1 0,8 |]0,36|0,40 | 0,54 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,67 | 0,69 | 0,67 | 0,70 | 1,00 | 1,00 | 1,00
-0,8 0,8 1
1 0,3 0,2
0*3[21=|0,3 1 —0,75 || 0,04 [ 0,05 | 0,05 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,37 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,98
0,2 —0,75 1
2 0 0
o*4| Ti=|0 0,5 0 0,10 | 0,11 0,09 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,29 | 0,32 | 0,46 | 0,33 | 1,00 | 1,00 | 0,95
0 0 0,25
1 0,3 02
o5 | ©i=[03 1 0,58 0,43 0,44 0,39 | 0,99 | 0,99 | 1,00 | 0,94 | 1,00 | 0,99 | 0,99 | 0,12 0,99 | 0,32 | 0,30 | 0,11
0,2 0,8 1
1 0 o0
06 si=lo 1 0,8 0,59 | 0,60 | 0,55 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,25 | 1,00 | 0,82 | 0,81 | 0,34
0 08 1
1,2 0,72 0,72
7 | ©i=lo,72 1,2 0,96 | |064|0,66]061|0,33|0,31|040]|0,31|0,37| 0,45 | 0,50 | 0,05 | 0,51 [ 0,28 | 0,29 | 0,14
0,72 0,96 1,2
1 05 05
o8 | ©i=l05 1 0,5 0,93 0,94 |0,92 1,00 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,17 | 0,16 | 0,07
0,5 0,5 1
1 03 03
09 | Li=l0,3 1 0,4 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,62 | 0,61 | 0,22
0,3 0,4 1
1 06 06
10 Ti=|0,6 4 0,8 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,06 | 1,00 | 0,73 | 0,74 | 0,36
0,6 0,8 1
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Na Tabela a situacao 1 engloba as matrizes que possuem determinantes similares ou
proximos do || (casos 3 e 4), a situagao 2 engloba as matrizes que possuem determinantes
intermediarios (casos 1, 5, 6 e 7), a situagao 3 engloba as matrizes que possuem determinantes
maiores que o |¥o| (casos 8 e 9), a situacdo 4 engloba a matriz cujo determinante é bem
maior que o |¥]| (caso 10) e a situagao 5 engloba a matriz que carrega informagoes contrarias
a Yo (casos 2). Nota-se que o teste de Sullivan et al. exato obteve os maiores valores
(minimo e maximo) de poder em todos as situagoes, exceto na situacdo 2, onde obteve
valor minimo de poder inferior (0,02) aos demais testes em estudo. O teste da razao de
verossimilhanga exata apresentou valores minimos de poder baixos nas situagoes 2 e 3 (0,05
e 0,24, respectivamente). Na situagao 3 todos os testes apresentaram altos valores maximos
de poder exceto os testes da transformacao de Y (maximo=0,62). Em geral, os testes que
usam os autovalores apresentaram poder méaximo superior aos do teste do determinante

exato, em todas as situacgoes.

Tabela 4.8: Estimativas do Poder minimo e méaximo dos testes - p=3

Média da propor¢cao de rejeicoes da hipétese nula

Situacio | DE \RVE\ SE \AHT\ATH\ANC\ AE \ TV \TDP\ TA

1| MIN | 0,05 | 0,88 | 0,98 | 0,04 | 0,03 | 0,06 | 0,04 | 0,35 | 0,27 | 0,21
MAX | 0,09 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,46 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,98
2| MIN | 0,09 | 0,05 | 0,02 | 0,04 | 0,06 | 0,05 | 0,09 | 0,06 | 0,04 | 0,04
MAX | 0,90 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,99 | 1,00 | 0,82 | 0,81 | 0,34
3| MIN | 0,19 | 0,24 | 0,48 | 0,13 | 0,13 | 0,18 | 0,16 | 0,05 | 0,04 | 0,04
MAX | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,62 | 0,61 | 0,22
4| MIN | 0,75 | 0,95 | 0,97 | 0,73 | 0,74 | 0,05 | 0,77 | 0,16 | 0,17 | 0,16
MAX | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,06 | 1,00 | 0,73 | 0,74 | 0,36
5| MIN | 0,07 | 0,97 | 1,00 | 0,04 | 0,05 | 0,08 | 0,07 | 0,69 | 0,60 | 0,48
MAX | 0,54 | 1,00 | 1,00 | 0,67 | 0,69 | 0,67 | 0,70 | 1,00 | 1,00 | 1,00

Percebe-se que o teste de Sullivan et al. exato é o melhor para o caso p=3 variaveis,
seguido do teste da razao de verossimilhanga exata. Apesar de terem apresentado desem-
penhos melhores que no caso p=2 variaveis, os testes da transformacao de Y, em geral,
resultaram em poderes inferiores em relagao aos outros testes, sendo pior que o teste do de-
terminante em alguns casos (1, 7, 8, 9 e 10), situagoes 2, 3 e 4 na Tabela (apresentando

poder minimo=0,05 e maximo=0,82).

Como o caculo do poder tedrico para p=3 variaveis ¢ similar ao que foi mostrado para

p=2 no Apeéndice B, os resultados desse caculo nao serao mostrados nesta dissertacao.
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Conclusoes em controle de qualidade sobre o caso p=3

Na Tabela [4.9| estao apresentadas as probabilidades de percepgao de mudancas dos
parametros nas m=3 primeiras amostras de cada teste. Para os testes do determinante, da
razao de verossimilhanca e adaptacoes de Sullivan et al., foram mostrados apenas os valores
para o teste exato, j& que, apresentaram um nivel de significancia diferente (0,03; 0,08 e

0,09, respectivamente) do nivel de significAncia nominal de 5%.

Como ilustracao, considere os casos 3, 6 e 10 para p=3,n=25. Percebe-se que no caso 3, na

Tabela 4.9: Probabilidade de percepcao da mudanca de parametros nas m primeiras amostras
p=3 - n=25

caso 3 caso 6 caso 10

Testes | m=1 ‘ m=2 ‘ m=3 | m=1 ‘ m=2 ‘ m=3 | m=1 ‘ m=2 ‘ m=3

DE | 0,05 | 0,10 | 0,14 | 0,19 | 0,34 | 0,47 | 0,99 | 0,99 | 1,00
RVE | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,84 | 0,97 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00
SE | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,93 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00
AHT | 0,79 | 0,96 | 0,99 | 0,67 | 0,89 | 0,96 | 0,98 | 1,00 | 1,00
ATH | 0,86 | 0,98 | 1,00 | 0,67 | 0,89 | 0,96 | 0,99 | 1,00 | 1,00
ANC | 0,12 | 0,23 | 0,32 | 0,08 | 0,15 | 0,22 | 0,05 | 0,10 | 0,14
AE | 0,88 | 0,99 | 1,00 | 0,69 | 0,90 | 0,97 | 0,99 | 1,00 | 1,00
TV | 093 | 1,00 | 1,00 | 0,24 | 0,42 | 0,56 | 0,28 | 0,48 | 0,63
TDP | 091 | 0,99 | 1,00 | 0,21 | 0,38 | 0,51 | 0,30 | 0,51 | 0,66

segunda amostra apds a ocorréncia da mudanca todos sao bons testes, com excecao do teste
dos autovalores usando o nimero de condicao e do determinante exato. No caso 6, com 2
amostras apds a ocorréncia da mudanca os testes que utilizam os autovalores, exceto o teste
que usa o numero de condicao, sao comparaveis com os testes da razao de verossimilhanca
exata e de Sullivan et al. exato. Nos casos 6 e 10, os testes da transformacao de Y nao sao

bons, pois sé irao detectar a mudanga com muito atraso.

4.2.2 Analise dos ARL sob controle e fora de controle - p=3

Nas Tabelas e sao apresentadas as médias dos ARL sob controle e fora de con-
trole para cada modelo simulado, para p=3. Em termos de ARL sob controle, os testes do

determinante tradicional e de Djauhari apresentaram os maiores valores, isso porque tém
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um nivel de significancia estimado igual a 0,02 para n=10, enquanto que os testes da razao
de verossimilhanca e de Sullivan et al. adaptado usando a distribuicao qui-quadrado apre-
sentaram valores baixos, devido ao fato que para n=10 tém nivel de significancia estimado
igual a 0,14 e nao 5%, como deveria ser. Pode-se perceber que os testes de Sullivan et al.
exato, da razao de verossimilhanca exata e dos autovalores exatos sao os mais eficientes, por
apresentarem os menores ARL fora de controle e ARL sob controle préximo de 20 = é. Os
testes da transformacao de Y apresentaram ARL fora de controle elevados em relagao aos

demais, como no caso p=2 variaveis.
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Tabela 4.10: ARL sob controle e fora de controle de processos com distribuigao normal p=3

n=10
Testes ARL sob controle ARL fora de controle
caso 1 ‘ caso 2 ‘ caso 3 ‘ caso 4 ‘ caso 5 ‘ caso 6 ‘ caso 7 ‘ caso 8 ‘ caso 9 ‘ caso 10
D. Trad 71,94 2204,10 | 435,78 | 68,00 | 48,22 | 19,54 | 16,20 | 15,72 | 7,14 3,52 1,36
D. Djau 36,74 796,40 | 204,24 | 34,42 | 21,60 | 12,36 | 9,60 9,26 4,76 2,80 1,24
D. Ex 19,92 1,08 15,48 | 20,26 | 1,64 | 13,30 | 10,72 | 10,16 | 5,26 2,96 1,28
R. Vero 8,32 2,58 1,00 1,00 1,06 3,10 2,04 8,12 3,32 1,80 1,00
R. Vero Ex 23,16 1,82 1,02 1,00 1,00 5,92 2,70 | 21,98 | 5,10 2,86 1,04
Sul. x2 6,66 9,02 1,00 1,00 | 1,00 | 1,88 | 1,30 | 4,74 | 1,66 | 1,18 1,00
Sul. HT 7,96 12,88 1,00 1,00 1,02 2,80 1,52 6,90 1,96 1,34 1,04
Sul. Ex 21,96 16,32 1,00 1,00 1,00 3,14 1,76 | 13,26 | 2,26 1,48 1,00
Auto HT 29,96 21,04 23,54 3,98 | 22,98 | 5,68 4,00 8,72 8,62 3,00 1,48
Auto T2H 28,84 15,62 18,30 3,82 | 26,28 | 5,50 4,44 9,30 8,10 3,24 1,42
Auto NCond 18,66 1,30 12,58 | 23,82 | 4,62 | 25,54 | 27,00 | 18,66 | 5,80 2,86 21,46
Auto Ex 21,46 7,62 14,34 | 3,48 | 14,32 | 4,88 | 4,02 | 7,18 | 7,42 | 2,88 1,34
T. Var 18,42 20,50 1,02 1,36 3,06 | 14,60 | 9,78 | 13,54 | 17,88 | 11,96 6,20
T. Desv Pad 18,24 27,88 1,04 1,48 3,92 | 19,88 | 16,36 | 13,64 | 20,88 | 14,74 5,20
T. Amp 20,44 17,50 2,46 3,70 4,08 | 26,02 | 19,86 | 12,26 | 26,04 | 18,74 6,42
n=25
Testes ARL sob controle ARL fora de controle
caso 1 ‘ caso 2 ‘ caso 3 ‘ caso 4 ‘ caso 5 ‘ caso 6 ‘ caso 7 ‘ caso 8 ‘ caso 9 ‘ caso 10
D. Trad 37,44 2948,20 | 1270,64 | 37,44 | 18,96 | 6,32 5,40 5,00 3,02 1,56 1,02
D. Djau 26,58 276,32 | 426,58 | 25,74 | 14,90 5,74 4,68 4,18 2,28 1,48 1,02
D. Ex 21,30 1,00 5,50 21,22 | 1,08 6,06 5,14 4,74 3,02 1,56 1,02
R. Vero 12,06 1,58 1,00 1,00 1,00 2,08 1,18 8,78 1,54 1,22 1,00
R. Vero Ex 18,94 1,20 1,00 1,00 1,00 2,20 1,20 | 11,62 | 1,60 1,26 1,00
Sul. x? 10,90 6,66 1,00 1,00 1,00 1,42 1,04 5,00 1,28 1,16 1,00
Sul. HT 14,08 28,74 1,00 1,00 | 1,00 | 2,72 | 1,14 | 6,78 | 1,42 | 1,28 1,00
Sul. Ex 23,10 1,18 1,00 1,00 1,00 1,74 1,08 9,28 1,32 1,18 1,00
Auto HT 21,72 4,08 11,92 | 1,24 | 1452 | 1,72 | 1,32 | 3,84 | 212 | 1,24 1,04
Auto T2H 25,74 3,72 6,90 1,18 | 15,54 | 1,80 1,30 4,90 2,12 1,16 1,00
Auto NCond 17,12 1,00 3,92 7,24 4,36 | 18,16 | 16,88 | 17,12 | 2,00 1,30 22,86
Auto Ex 20,92 1,62 6,18 1,18 7,24 1,80 1,28 4,28 2,12 1,16 1,00
T. Var 24,12 15,64 1,00 1,02 | 1,18 | 11,36 | 4,60 | 7,40 | 17,10 | 6,10 2,90
T. Desv Pad 25,42 16,24 1,00 1,02 1,28 12,52 5,32 6,92 17,72 6,70 2,54
T. Amp 25,08 22,30 1,02 1,54 1,66 | 18,52 | 7,00 9,58 | 23,70 | 12,06 4,16
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Tabela 4.11: ARL sob controle e fora de controle de processos com distribuigao normal p=3

n=50
Testes ARL sob controle ARL fora de controle
caso 1 ‘ caso 2 ‘ caso 3 ‘ caso 4 ‘ caso 5 ‘ caso 6 ‘ caso 7 ‘ caso 8 ‘ caso 9 ‘ caso 10
D. Trad 27,90 5,56 | 17,24 | 27,62 | 14,38 | 4,58 3,36 2,90 1,32 1,04 1,00
D. Djau 23,14 3,48 8,64 22,50 | 11,82 4,28 2,92 2,66 1,30 1,04 1,00
D. Ex 19,52 1,00 3,48 | 20,10 | 1,02 4,70 3,52 3,04 1,36 1,04 1,00
R. Vero 15,00 1,12 1,00 1,00 1,00 1,10 1,00 6,28 1,04 1,02 1,00
R. Vero Ex 17,46 1,02 1,00 1,00 1,00 1,10 1,00 7,22 1,04 1,02 1,00
Sul. x2 11,50 2,34 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,06 | 1,00 | 4,02 | 1,02 | 1,02 1,00
Sul. HT 18,66 7,30 1,00 1,00 1,00 1,42 1,00 5,06 1,06 1,02 1,00
Sul. Ex 16,56 1,00 1,00 1,00 1,00 1,08 1,00 4,78 1,02 1,02 1,00
Auto HT 21,94 1,18 4,04 1,00 6,68 1,16 1,02 4,02 1,12 1,00 1,00
Auto T2H 22,62 1,22 3,94 1,00 6,20 1,14 1,02 3,98 1,08 1,02 1,00
Auto NCond 19,56 1,00 2,92 6,66 3,02 12,76 | 8,36 | 19,56 | 1,14 1,02 14,20
Auto Ex 20,44 1,06 | 3,94 | 1,00 | 412 | 1,14 | 1,02 | 3,80 | 1,08 | 1,00 1,00
T. Var 24,06 13,76 | 1,00 1,00 1,00 5,86 2,44 6,16 8,74 3,78 2,16
T. Desv Pad 24,96 14,46 1,00 1,00 1,00 6,36 2,52 6,16 9,54 4,22 2,16
T. Amp 21,40 19,40 1,06 1,14 1,12 12,42 3,88 9,14 22,08 8,56 3,70
n=100
Testes ARL sob controle ARL fora de controle
caso 1 ‘ caso 2 ‘ caso 3 ‘ caso 4 ‘ caso 5 ‘ caso 6 ‘ caso 7 ‘ caso 8 ‘ caso 9 ‘ caso 10
D. Trad 19,76 1,18 2,44 | 19,48 | 9,60 2,58 1,94 1,84 1,06 1,00 1,00
D. Djau 18,64 1,14 2,28 | 18,42 | 8,74 2,50 1,88 1,82 1,06 1,00 1,00
D. Ex 15,08 1,00 1,80 | 17,04 | 1,00 3,30 2,10 1,86 1,08 1,00 1,00
R. Vero 21,14 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 3,58 1,00 1,00 1,00
R. Vero Ex 22,76 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 3,62 1,00 1,00 1,00
Sul. x2 13,72 1,02 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 2,68 1,00 1,00 1,00
Sul. HT 23,10 1,38 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,02 | 1,00 | 3,58 | 1,00 | 1,00 1,00
Sul. Ex 17,80 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 2,76 1,00 1,00 1,00
Auto HT 22,22 1,00 1,52 1,00 3,42 1,00 1,00 2,78 1,00 1,00 1,00
Auto T2H 22,04 1,00 1,32 1,00 3,18 1,00 1,00 2,46 1,00 1,00 1,00
Auto NCond 20,88 1,00 1,58 2,72 2,18 8,66 3,90 | 20,88 | 1,00 1,00 17,60
Auto Ex 21,90 1,00 1,32 1,00 2,34 1,00 1,00 2,26 1,00 1,00 1,00
T. Var 19,58 10,70 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 4,04 | 1,16 | 460 | 7,68 | 1,52 1,50
T. Desv Pad 19,64 12,12 | 1,00 1,00 1,00 4,30 1,18 4,38 8,06 1,56 1,48
T. Amp 19,16 11,80 | 1,00 1,02 1,02 8,64 3,06 7,60 | 13,44 | 5,36 3,62
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4.2.3 Resultados dos testes estatisticos para os processos multi-

variados (p=>5)

O modelo usado para simulagdo sob a hipdtese nula é apresentado na Tabela [4.12]
Os casos de 1-7, mostrados na Tabela foram utilizados nas simulacoes sob a hipétese
alternativa e estao ordenados de acordo com o |¥1|. As matrizes de covariancias nos modelos
simulados foram escolhidas de modo que na sua composicao se tenha altas correlagoes, baixas

correlagoes e misturas dessas.

O caso 3 apresenta |Xq| = [Xo] = 0,04 e tr(3;) = tr(Xy) = 5,00, mas a matriz 4
apresenta uma mudanca na estrutura de correlagao em relacao a Xy. Os casos 4 e 7 também
apresentam tragos semelhantes, tr(X;) = tr(3y) = 5,00, porém no caso 4 as varidveis sao
correlacionadas e no caso 7 as variaveis sao nao correlacionadas. A matriz ; dos casos 2 e
6 apresenta uma mudanca apenas na estrutura de correlacao em relacao a Y. Ja a matriz
Y1 dos casos 2 e 5 apresenta uma mudanca consideravel na variabilidade das variaveis em

relagao a .

Cada caso apresentado na Tabela[d.12] representa uma situagao onde ocorreram mudangas
na matriz de covariancias que foram divididas em trés situacoes. A primeira representa os
casos (2 e 5) onde ocorreram mudangas apenas na estrutura de variabilidade, a segunda
representa os casos (3, 4 e 7) onde ocorreram mudangas apenas nas correlagoes e a ter-

ceira sendo os casos (1 e 6) onde ocorreram mudangas nas estruturas de variabilidade e de

correlacao.
Tabela 4.12: Modelos simulados com p=>) variaveis
Simulagdo sob a hipétese nula
Autovalores Correlacées |Zo| | Trago | o2 K2
1 0,534 0,731 0,703 0,712 3,56 p12 = 0,534; p13 =0,731
0,534 1 0,730 0,585 0,512 0,60 p14a = 0,703; p15 =0,712
$o=]0,731 0,730 1 0,618 0,588 |[A=|0,36 | | p23 =0,730; pos =0,585 |0,04 | 500 |17,77| 20,45
0,703 0,585 0,618 1 0,673 0,31 | | pas =0,512; psq = 0,618
0,712 0,512 0,588 0,673 1 0,17 | | p3ss =0,588; pa5 = 0,673
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Tabela 4.13: Modelos simulados com p=>5 variaveis
Simulagdo sob a hipdtese alternativa
Caso | Autovalores Correlagdes |31] | Traco o-%, Ko
1,16 0,42 0,85 0,82 0,83 3,74 | pi12=0,389 pi3=0,787
0,42 1 0,55 0,68 0,59 0,69 | | p1a=0,757 pi5=0,767
£1=|0,8 0,55 1 0,62 0,68 L [A=|0,36 || p23 =0,547 poy =0,679 | 0,02 | 516 |18,56 |49,48
0,82 0,68 0,62 1 0,67 0,31 | | pes =0,594 p3q = 0,617
0,83 0,59 0,68 0,67 1 0,08 | | p3s =0,682 pys =0,673
0,950 0,507 0,695 0,668 0,676 (3,381 | p12=0,534 p13=0,731
0,507 0,950 0,694 0,556 0,486 0,566 || pi1a =0,703 p15 =0,712
$1=|0,695 0,694 0,950 0,587 0,559 || 2 [A=|0,340 || p23 =0,730 pos =0,585 |0,03 | 4,75 |16,88|20,45
0,668 0,556 0,587 0,950 0,639 0,298 || p2s =0,512 p3s = 0,618
0,676 0,486 0,559 0,639 0,950 10,165 || pas = 0,588 pas = 0,673
1 0,8 05 0,3 03] (3,058 | p12=0,8 p13=0,5
0,8 1 0,5 0,6 0,3 0,989 p1a=0,3 p15=0,3
1={0,5 0,5 1 0,7 0,6 3 M=|0,546 p23 =0,5 p2a=0,6 0,04 | 5,00 | 15,20 | 38,22
0,3 0,6 0,7 1 0,5 0,327 p2s = 0,3 p3a =0,7
10,3 0,3 0,6 0,5 1 | | 0,080 | p3s = 0,6 pss =0,5
1 0,8 03 03 03] [ 2,876 ] p12=0,8 p13=0,3
0,8 1 0,5 0,6 0,3 0,980 p1a=0,3 pi5=0,3
1={0,3 0,5 1 0,7 0,3 4 [A=| 0,740 p23 = 0,5 p2s =0,6 0,07 | 5,00 | 14,20 (26,77
0,3 0,6 0,7 1 0,5 0,296 p25 = 0,3 p3a =0,7
10,3 0,3 0,3 0,5 1 | | 0,107 | p35 =0,3 pa5 = 0,5
[ 1,16 0,619 0,848 0,816 0,826 ] [4,128 1| p12=0,534 p13 =0,731
0,619 1,16 0,847 0,679 0,594 0,691 || p1a=0,703 pi5 =0,712
$1=|0,848 0,847 1,16 0,717 0,682 || 5 =] 0,415 || p23 =0,730 pos =0,585 |0,09 | 580 |20,62 20,45
0,816 0,679 0,717 1,16 0,781 0,364 || p2s =0,512 p3g = 0,618
0,826 0,594 0,682 0,781 1,16 | 1 0,202 || p35 = 0,588 pas = 0,673
[ 1 0,534 0,731 0,703 0,712 ] (3,048 1| p12 =0,534 pi3 =0,731
0,534 1 0,730 0,585 0,512 1,129 || p1a = 0,703 p15 = 0,504
$1=|0,731 0,730 1 0,618 0,588 || 6 [A=|0,451 || p23=0,730 pos =0,585 | 0,11 | 6,00 |19,33 22,31
0,703 0,585 0,618 1 0,952 0,295 || p2s =0,362 p3s = 0,618
0,712 0,512 0,588 0,952 2 | 10,177 || p3s = 0,416 pys = 0,673
1 0 0 0 O 1,00 p12=0 p13=0
0O 1 0 0 O 1,00 p1a=0 pi15=0
Ti=|{0 0 1 0 0 7 |A=|1,00 p23 =0 p2a =0 1,00 | 5,00 | 5,00 | 1,00
00 0 1 0 1,00 P25 =0 pag=0
0 0 0 0 1 1,00 p3s =0 pas =0
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A Tabela apresenta os modelos simulados levando-se em consideragao a razao entre
os determinantes, os tracos, as variancias da variavel Y e os numeros de condicao sob a
hipétese alternativa e sob hipétese nula. Na Tabela tem-se a distancia de Mahalanobis

para os testes de Sullivan et al. e dos autovalores.

Tabela 4.14: Medidas de comparacao entre os modelos simulados sob Hy e H; - p =5
Caso | [21/I50] | tr(B1) /tr(Do) | 02, /02, | k21 /K20

1 0,50 1,03 1,04 2,42
2 0,75 0,95 0,95 1,00
3 1,00 1,00 0,86 1,87
4 1,75 1,00 0,80 1,31
5 2,25 1,16 1,16 1,00
6 2,75 1,20 1,09 1,09
7 25,00 1,00 0,28 0,05

Tabela 4.15: Distancia de Mahalanobis entre os parametros em Hg e H; para os testes de

Sullivan et al. e dos autovalores - p = 5

Distancia de Mahalanobis
Caso Sullivan et al. Autovalores

n=10 | n=25 | n=50 | n=100 n=10 | n=25 | n=50 | n=100
1 5,6370 14,0925 | 28,1850 56,3700 1,5598 4,1595 8,4923 17,1579
2 0,0641 0,1603 0,3206 0,6411 0,0562 0,1500 0,3062 0,6187
3 84,2342 | 210,5854 | 421,1708 842,3417 4,6179 12,3145 25,1420 50,7972
4 102,1448 | 255,3621 | 510,7241 | 1,0214 x 103 7,8422 20,9126 | 42,6966 86,2645
5 0,5934 1,4835 2,9670 5,9341 0,5760 1,5360 3,1360 6,3360
6 | 11,4582 | 28,6456 | 57,2912 | 114,5825 3,9878 | 10,6341 | 21,7112 43,8656
7 157.6014 | 394.0036 | 788.0071 | 1.5760 x 103 || 141.8413 | 378.2434 | 772.2470 | 1.5603 x 103

A Tabela mostra a propor¢ao média estimada de rejeicao da hipétese nula para cada
um dos testes tratados nesta dissertacao sob a hipdétese nula e alternativa. Nesta o sinal “*”
indica as situagoes simuladas, nas quais, o determinante da matriz de covariancias sob Hg é
igual ou proximo do determinante sob H; e o sinal “0” indica que o traco de ¥ é igual ou
proximo ao trago de ¥5. Novamente, para amostras de tamanho n=10, percebe-se que o teste
da razao de verossimilhanca aproximada pela qui-quadrado e as adaptacoes propostas para
o teste de Sullivan et al. apresentaram uma taxa de rejeicao sob Hy muito acima do valor
nominal (minimo=7% e maximo=30%). Enquanto, os testes do determinante tradicional e
proposto por Djauhari apresentaram uma taxa muito abaixo do valor nominal (0,1%), nao

conseguindo atingir o nivel de significancia de 5% nem para as amostras de tamanho n=100.
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Tabela 4.16: Estimativas do Nivel de Significancia e Poder dos testes - p=>5 variaveis
n=10

Média da proporcao de rejeicoes da hipétese nula
DT | bD | DE | RV [RVE| 5Q [SHT| SE | AHT |ATH|ANC| AE | TV [TDP] TA
Sob Ho | 0,001 | 0,004 | 0,05 (0,30 | 0,05 (0,23 |0,19 | 0,05 | 0,04 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05
* 1 [0,0001 | 0,001 | 0,07|0,63| 0,19 | 0,35 | 0,26 | 0,10 | 0,07 | 0,11 | 0,09 | 0,11 | 0,05 | 0,06 | 0,05
o*2 | 0,001 |0,002]0,05]0,32]0,05|0,23] 0,18 |0,05| 0,03 | 0,04 | 0,05 |0,04|0,05 | 0,04 | 0,04
0*3 | 0,001 |0,005]0,05|0,98| 082094067 |079| 021 | 027|006 |0,27]0,05| 0,04 | 0,04
o4 | 0005 | 0,02 |0,08]097|0,82|097|0,75(086| 0,27 | 0,33 | 0,04 | 0,33 | 0,06 | 0,04 | 0,04
5 | 0,01 |003|011[029]005|027]022[006]| 0,110,113 0,05 [0,12]0,07| 0,08 | 0,08
6 | 0,02 | 004[013]0,62]025]063|049|022|031]0,33]0,05]0,33|0,06| 0,06 | 0,06
07 | 040 | 054 [0,73]0,99093]1,00(1,00]1,00] 0,66 |0,70]058|0,70][0,61|052]042
n=25
Média da proporcao de rejeicoes da hipétese nula
DT | bD | DE | RV [RVE| 5Q [SHT| SE | AHT [ATH|ANC| AE | TV [TDP ] TA
Sob Ho | 0,01 | 0,02 |0,05(0,11|0,05(0,13|0,11 0,05 0,04 | 0,05 | 0,05 [ 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05
* 1 |0,0002 0,001 | 0,15 [ 0,85 | 0,73 | 0,54| 0,32 | 0,33 | 0,31 | 0,33 | 0,43 | 0,33 [ 0,06 | 0,06 | 0,06
0*2 | 0,003 |0,005|0,06|0,12] 0,06 |0,13] 0,11 | 0,05 | 0,03 | 0,04 | 0,05 | 0,04 | 0,05 | 0,05 | 0,04
0*3 | 0,01 | 002 0,05|1,00]1,00 1,00090|1,00] 059 |072]|023]0,72007| 0,06 |0,04
o4 | 005 | 008 [012]1,00]1,00]1,00]095]|1,00]| 068|080 0,07 |080]0,10] 008 |0,06
5 | 0,11 | 015 |0,21]0,13]0,06|0,20] 0,16 [0,08] 0,16 | 0,15 | 0,05 [0,15|0,10| 0,10 | 0,09
6 | 018 | 023]030]0,84(076|088|073]0,75|0,620,63]0,05]|0,63]0,07| 007|007
o7 | 099 | 099 |1,00][1,00]1,001,00]1,00(1,00]| 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 (0,99 | 0,99 | 0,88
n=50
Média da proporgao de rejeicées da hipétese nula
DT | DD | DE | RV [RVE| 5Q [SHT| SE |AHT |ATH|ANC| AE | TV [TDP] TA
Sob Ho | 0,02 | 0,02 |0,05(0,07|0,05|0,10 0,08 0,05 0,04 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05
*1 10,0002 | 0,03 |0,29]1,00|0,99 | 0,89 | 0,50 | 0,79 | 0,88 | 0,78 | 0,82 | 0,79 | 0,06 | 0,06 | 0,06
o*2 | 0,003 |0,007|0,09|0,09]|006 0,10 0,08|0,05| 003 |0,05]|0,05|0,05]0,05| 005 |0,04
0*3 | 0,02 | 003 |0,05|100] 1,00 1,001,00|100| 096|098 051|098 0,10/ 0,10 |0,05
o4 | 0,14 | 0,16 |0,19|1,00| 1,00 |1,00|1,00|1,00| 0,96 | 0,99 | 0,13 | 0,99 | 0,17 | 0,16 | 0,07
5 | 031 |035(038[0,14]0,11(0,22]0,16[0,13] 0,22 | 0,23 | 0,05 [0,24|0,13| 0,14 | 0,10
6 | 046 | 0,50 [0,54|0,99]0,98 0,99 0,95 |098]| 0,87 | 087 | 0,06 | 0,88 | 0,08 | 0,08 | 0,07
o7 | 1,00 | 1,00 | 1,00{1,00] 1,00 | 1,00 1,00 | 1,00| 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,98
n=100
Média da propor¢cao de rejeicoes da hipétese nula
DT | oD | DE | RV [RVE| 5Q [SHT| SE [AHT [ATH|ANC| AE | TV |TDP| TA
Sob Ho | 0,02 | 0,03 | 0,05 | 0,06 | 0,05 | 0,07 | 0,07 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05 (0,05 | 0,05 | 0,05
*1 0,270,336 0,53 1,00 1,00 | 1,00 | 0,81 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,99 | 1,00 | 0,06 | 0,07 | 0,06
0*2 [0,03]0,05]0,12(0,09]0,07 | 0,08 0,07 |0,05] 0,05 | 0,06 | 0,05 |0,07|0,06 | 0,06 |0,04
0*3 |0,03]0,04]0,05 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00] 1,00 | 1,00 | 0,85 | 1,00 | 0,18 | 0,17 | 0,07
o4 |029]0,31]0,33]1,00]1,00]1,00] 1,00 |1,00] 1,00 | 1,00 | 0,25 [ 1,00 | 0,32 | 0,30 | 0,11
5 |0,610,64[0,66[024]021(0,32] 022024037042 [0,05|043[0,20] 0,21 |0,12
6 |081|082|0,84]1,00]1,00]|1,00| 1,00 |1,00] 0,99 | 0,99 | 0,07 [0,99 | 0,10 | 0,10 | 0,08
o7 |100]100]1,00[1,00] 1,00/ 1,00] 100100 1,00 | 100 | 100 100100 1,00 [ 1,00
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O teste da razao de verossimilhanga aproximada pela distribuigao qui-quadrado apresen-
tou uma taxa acima, porém razoavel para amostras de tamanho n=50 e 100 (7% e 6%,
respectivamente). Os testes de Sullivan et al. adaptado usando a distribui¢ao qui-quadrado
e as idéias de Hayter e Tsui apresentaram uma taxa razoavel apenas para amostras de
tamanho n=100 (7%). Assim, apesar de nao atingirem o nivel de significancia de 5%, o
teste da razao de verossimilhanga aproximado pela qui-quadrado é comparavel com os de-
mais para amostras de tamanho n=50 e 100, e as adaptagoes propostas para o teste de

Sullivan et al., somente é comparavel para amostras de tamanho n=100.

E importante salientar que teoricamente um tamanho de amostra n=10 nao ¢é adequado
para realizar testes multivariados que envolvem a matriz de covariancias para p=>5. Isso

vem do fato que para p=>5, o nimero de parametros envolvidos na estimacao da matriz de

1 5(6
covariancias tedrica Y é p(p;— ) = (2 ) = 15, ou seja, seria necessario n> 15 para qualquer

estimacao. O efeito do tamanho de amostra menor que 15 é maior em testes que usam

em sua formulagao a inversao da matriz de covariancias amostral, como o teste da razao
de verossimilhanga, por exemplo. Deste modo, a inflagao do nivel de significancia para os

testes desta natureza ja era esperado para p=>5.

O teste dos autovalores usando 72 de Hotelling apresentou maior poder dentre os demais
que utilizam os autovalores, exceto no caso 1, onde percebe-se que o teste dos autovalores
usando o nimero de condicdo é melhor. O teste dos autovalores usando 7? de Hotelling

apresentou um poder muito préximo do obtido pelo teste exato dos autovalores.

Os testes que utilizam o determinante tiveram o pior desempenho em relagao aos outros
testes em estudo. Entre eles, como nos casos de p=2 e 3, destacou-se o teste do |X| proposto
por Djauhari, que com o aumento do tamanho de amostra obteve poderes cada vez mais
proximos dos valores obtidos pelo teste do determinante exato. O teste da transformagcao
de Y quando se usa a variancia apresentou um melhor desempenho que os demais testes que
usam a transformagao, mas permaneceu com poderes baixos em relacao aos outros testes
tratados nesta dissertacao mesmo em casos onde ocorreram grandes mudancgas, como em
p=2 e 3. A medida que o tamanho de amostra aumenta o poder do teste da razao de

verossimilhanca se aproxima do poder do teste da razao de verossimilhanca exata. No caso
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2, os testes nao conseguiram perceber a diferenciacao da matriz ¥, porque é igual a X
em termos de correlagdo, embora sejam diferentes em termos de covariancias. Os testes de
Sullivan et al. exato e da razao de verossimilhanca exata apresentam comportamentos muito
proximos e sao os melhores comparados com os demais testes em estudo, para amostras de
tamanho n=10 e 25. Para amostras maiores, os testes da razao de verossimilhanca, razao
de verossimilhanga exata, de Sullivan et al. adaptado usando as idéias de Hayter e Tsui,

usando a distribuicao qui-quadrado e exato sao semelhantes.

A qualidade das aproximagoes pela distribuicao qui-quadrado e pela distribuicao normal
é influenciada pelo ntmero de varidaveis, pois o aumento do numero de variaveis afetou
drasticamente o nivel de significancia dos testes que utilizam tais aproximacoes. Para os
testes que usam o determinante o nivel de significancia estimado ficou muito abaixo de 5%
e para os testes da razao de verossimilhanca e de Sullivan et al. adaptado ficou muito acima
de 5%. Portanto, o uso da distribuicao exata nestes casos é essencial quando se tem p > 2
variaveis, ja que, é teoricamente mais adequada em relacao as aproximagoes pela distribuigao

qui-quadrado ou pela distribuicao normal.
Conclusoes em controle de qualidade sobre o caso p=5

Na Tabela estao apresentadas as probabilidades de percepcao de mudancas dos
parametros nas m=3 primeiras amostras. Foram mostrados apenas os valores para o teste ex-
ato, ja que, os testes do determinante, da razao de verossimilhanca e adaptacgoes de Sullivan
et al. apresentaram um nivel de significancia diferente (0,02; 0,11 e 0,13, respectivamente)

do nivel de significaincia nominal de 5%.

Como ilustracao, considere os casos 1, 3 e 6 para p=5, n=25. Nota-se que no caso 1, na
terceira amostra apds a ocorréncia da mudanca os testes que usam os autovalores sao bons
competidores ao teste da razao de verossimilhanca exata. Enquanto, nos casos 3 e 5 eles ja
sao comparaveis a partir da segunda amostra, exceto o teste que usa o nimero de condicao,

que nao é um bom teste para esses casos, pois so vai detectar a mudancga com muito atraso.

Quanto maior o nimero de variaveis envolvidas no processo, maior tera que ser o tamanho

de amostra para que se tenha um resultado confidvel. Assim, os testes que utilizam os
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Tabela 4.17: Probabilidade de percep¢ao da mudanca de parametros nas m primeiras amostras
p=5 - n=25

caso 1 caso 3 caso 6

Testes | m=1 ‘ m=2 ‘ m=3 | m=1 ‘ m=2 ‘ m=3 | m=1 ‘ m=2 ‘ m=3

DE | 0,15 | 0,28 | 0,39 | 0,05 | 0,10 | 0,14 | 0,30 | 0,51 | 0,66
RVE | 0,73 | 0,93 | 0,98 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,76 | 0,94 | 0,99
SE | 033|055 | 070 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,75 | 0,94 | 0,98
AHT | 0,31 | 0,52 | 0,67 | 0,59 | 0,83 | 0,93 | 0,62 | 0,86 | 0,95
ATH | 0,33 | 0,55 | 0,70 | 0,72 | 0,92 | 0,98 | 0,63 | 0,86 | 0,95
ANC | 0,43 | 0,68 | 0,81 | 0,23 | 0,41 | 0,54 | 0,05 | 0,10 | 0,14
AE | 033|055 | 070|072 092|098 |063] 086 | 095

autovalores, da razao de verossimilhanca exata e de Sullivan et al. exato merecem destaque
em termos de implementacao, ja que, podem ser usados inclusive para amostras pequenas.
E também, os testes que usam as idéias de Hayter e Tsui, pois estes mostram os parametros

que provocaram a mudanca.

4.2.4 Analise dos ARL sob controle e fora de controle - p=5

As médias dos ARL sob controle e fora de controle estao apresentadas nas Tabelas
e de cada modelo simulado, para p=>5. E possivel observar, como na analise do poder,
que para p> 2 é necessario a utilizagao da distribuicao exata para o determinante, ja que, os
testes do determinante tradicional e de Djauhari apresentaram valores altissimos de ARL sob
controle, devido ao fato do nivel de significancia estimado destes ser muito abaixo do nivel
de significancia de 5% (0,001 e 0,004, respectivamente) para n=10. Nota-se que os testes
da razao de verossimilhanga e de Sullivan et al. usando a distribuicao qui-quadrado tiveram
valores baixos de ARL sob controle, ja que, apresentaram um nivel de significancia estimado
muito acima do valor nominal de 5%, para n=10 tém &=0,30 e 0,23, respectivamente.
Pode-se perceber que os testes que utilizam a distribui¢ao exata (Sullivan et al., da razao de
verossimilhanca e dos autovalores) apresentaram menores ARL fora de controle e ARL sob
controle préximo de 20 = é, sendo assim, os mais eficientes. Os testes da transformacao de
Y apresentaram ARL fora de controle elevados em relacao aos demais, como no caso p=2 e

3 variaveis.
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Tabela 4.18: ARL sob controle e fora de controle de processos com distribui¢ao normal p=5

n=10

Testes ARL sob controle ARL fora de controle

caso 1 ‘ caso 2 ‘ caso 3 ‘ caso 4 ‘ caso 5 ‘ caso 6 ‘ caso 7

D. Trad 1024,78 2558,14 | 2256,26 | 905,72 | 251,84 | 127,08 | 82,96 | 2,52
D. Djau 257,12 1932,72 | 476,40 | 230,80 | 85,70 | 47,12 | 30,14 | 1,86
D. Ex 15,98 11,50 14,66 16,58 | 13,02 | 8,70 7,70 1,30

R. Vero 3,22 1,62 2,64 1,10 1,10 3,50 1,64 1,00
R. Vero Ex 16,78 4,50 16,16 1,24 1,26 | 21,14 | 4,16 1,08
Sul. x2 4,06 2,82 4,18 1,10 | 1,06 | 3,76 | 1,94 | 1,00
Sul. HT 4,86 4,08 4,94 1,58 1,40 4,26 1,98 1,00
Sul. Ex 17,36 7,10 18,26 1,28 1,26 15,34 | 4,38 1,00
Auto HT 24,72 15,40 30,32 5,24 3,88 10,18 | 4,16 1,58
Auto T2H 19,76 8,38 25,44 3,10 3,26 9,76 3,66 1,52
Auto NCond 16,48 13,46 16,48 16,50 | 18,74 | 16,48 | 19,20 | 1,74
Auto Ex 19,96 8,90 25,76 | 3,20 | 3,46 | 9,76 | 4,08 | 1,52
T. Var 20,92 22,56 24,20 15,64 | 13,50 | 13,40 | 18,30 | 1,72
T. Desv Pad 20,78 18,24 | 24,86 | 22,46 | 20,00 | 11,90 | 15,02 | 2,14
T. Amp 22,30 17,60 25,86 26,62 | 22,98 | 14,18 | 16,50 2,42

n=25
Testes ARL sob controle ARL fora de controle

caso 1 ‘ caso 2 ‘ caso 3 ‘ caso 4 ‘ caso 5 ‘ caso 6 ‘ caso 7

D. Trad 106,06 2583,02 | 425,86 | 98,66 | 15,26 | 7,92 5,48 1,00
D. Djau 72,58 1491,46 | 245,86 | 64,62 | 11,54 | 6,32 3,68 1,00
D. Ex 18,88 6,60 14,70 18,82 7,54 3,94 3,06 1,00

R. Vero 7,98 1,18 7,08 1,00 1,00 6,42 1,18 1,00
R. Vero Ex 24,36 1,52 16,48 1,00 1,00 15,12 1,26 1,00
Sul. x2 7,58 1,90 7,56 1,00 1,00 4,18 1,14 1,00
Sul. HT 9,20 2,88 9,74 1,02 | 1,00 | 592 | 1,34 | 1,00
Sul. Ex 21,74 2,90 22,46 1,00 1,00 10,54 1,26 1,00
Auto HT 26,08 3,04 40,96 1,66 1,44 6,66 1,40 1,00
Auto T2H 20,18 2,80 22,82 1,40 1,28 5,92 1,46 1,00
Auto NCond 19,76 2,24 19,76 4,48 13,18 | 19,76 | 19,24 | 1,00
Auto Ex 20,18 2,80 22,82 1,40 1,28 5,92 1,46 1,00
T. Var 17,72 16,90 | 18,48 | 14,70 | 10,68 | 11,30 | 17,14 | 1,00
T. Desv Pad 19,74 15,72 18,36 18,66 | 11,62 | 10,54 | 18,04 | 1,00
T. Amp 24,24 17,76 26,96 24,84 | 20,88 | 12,18 | 16,24 1,04




Capitulo 4. Comparagdo dos testes estatisticos: caso da distribuicdo normal p-variada 91

Tabela 4.19: ARL sob controle e fora de controle de processos com distribuigao normal p=5

n=50
Testes ARL sob controle ARL fora de controle
caso 1 ‘ caso 2 ‘ caso 3 ‘ caso 4 ‘ caso 5 ‘ caso 6 ‘ caso 7
D. Trad 70,76 2914,86 | 276,90 | 46,08 | 8,38 2,98 2,12 1,00
D. Djau 43,98 47,90 | 126,00 | 34,18 | 6,56 2,68 2,06 1,00
D. Ex 17,74 3,46 13,16 | 17,86 | 5,14 2,52 1,98 1,00
R. Vero 18,16 1,00 13,74 | 1,00 1,00 8,52 1,00 1,00
R. Vero Ex 23,64 1,00 18,94 | 1,00 1,00 | 11,28 | 1,02 1,00
Sul. x2 11,62 1,04 | 10,96 | 1,00 | 1,00 | 4,70 | 1,00 | 1,00
Sul. HT 11,86 1,58 11,52 1,00 1,00 6,04 1,04 1,00
Sul. Ex 22,02 1,18 24,50 1,00 1,00 8,22 1,02 1,00
Auto HT 26,70 1,10 37,78 1,02 1,06 4,18 1,10 1,00
Auto T2H 20,02 1,20 | 23,74 | 1,00 | 1,00 | 3,44 | 1,12 | 1,00
Auto NCond 20,18 1,20 20,18 1,96 8,26 | 20,18 | 22,36 1,00
Auto Ex 19,76 1,18 | 21,14 | 1,00 | 1,00 | 3,32 | 1,12 | 1,00
T. Var 19,42 16,82 | 20,48 | 10,68 | 6,84 6,44 | 15,10 | 1,00
T. Desv Pad 19,72 16,64 | 21,70 | 11,60 | 7,56 6,18 | 13,04 | 1,00
T. Amp 23,32 20,44 22,30 | 22,22 | 16,96 | 10,66 | 16,62 1,02
n=100
Testes ARL sob controle ARL fora de controle
caso 1 ‘ caso 2 ‘ caso 3 ‘ caso 4 ‘ caso 5 ‘ caso 6 ‘ caso 7

D. Trad 35,14 3,56 29,18 | 30,10 | 3,30 1,62 1,36 1,00
D. Djau 28,42 2,82 14,70 | 26,52 | 2,76 1,54 1,30 1,00
D. Ex 19,46 1,94 8,34 16,82 2,68 1,54 1,22 1,00
R. Vero 14,08 1,00 10,56 1,00 1,00 3,74 1,00 1,00
R. Vero Ex 18,40 1,00 14,50 1,00 1,00 4,32 1,00 1,00
Sul. 2 10,48 1,00 | 10,38 | 1,00 | 1,00 | 2,72 | 1,00 | 1,00
Sul. HT 12,26 1,18 | 13,24 | 1,00 | 1,00 | 4,60 | 1,00 | 1,00
Sul. Ex 20,12 1,00 17,42 1,00 1,00 3,70 1,00 1,00
Auto HT 18,70 1,00 14,50 1,00 1,00 2,42 1,00 1,00
Auto T2H 17,62 1,02 13,12 1,00 1,00 2,30 1,00 1,00
Auto NCond 19,76 1,00 19,76 1,08 3,48 | 19,76 | 13,16 1,00
Auto Ex 16,46 1,02 12,14 | 1,00 1,00 2,30 1,00 1,00
T. Var 16,90 17,94 | 19,00 | 6,30 | 3,68 | 530 | 11,52 | 1,00
T. Desv Pad 19,24 16,68 19,42 | 6,60 3,74 4,82 10,90 | 1,00
T. Amp 18,34 14,06 20,24 | 13,54 | 10,52 8,78 11,24 1,00




Capitulo 5

Consideracoes finais

5.1 Comentarios gerais sobre os resultados

Durante as simulagbes realizadas nos processos bivariados, foi possivel observar de uma
maneira geral, que as adaptagOes propostas nesta dissertacdo para o teste de Sullivan et al.
se mostraram mais efetivas na percepcdo de alteracdo na matriz de covaridncias, sendo mais
adequadas para o monitoramento da estrutura de variabilidade de processos multivariados. Verifica-
se que o teste melhorado do || proposto por Djauhari tem um desempenho melhor que o teste
tradicional da varidncia generalizada, confirmando a afirmagao do autor, mas ainda insatisfatério
na maioria dos casos em termos de poder. E importante salientar que os resultados obtidos no
estudo de simulagao, evidenciam a fragilidade do teste da variancia generalizada, que ainda é um

teste muito utilizado em situagdes praticas.

O teste da razdo de verossimilhanca aproximado pela qui-quadrado possui a caracteristica de
apresentar as proporcoes de rejeicdo da hipétese nula, quando esta é verdadeira, acima do nivel
de significancia nominal especificado para amostras de tamanho n=10, nos processos bivariados,
e para amostras de tamanho n=10 e 25, nos processos com p=3 e 5 varidveis. Assim, ndo é um

bom teste para situacdes onde as amostras s3o pequenas.

92
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As adaptacoes propostas para o teste de Sullivan et al. tiveram resultado satisfatorio,
apresentando os maiores poderes, nos processos simulados com p=2 e 3 variaveis, e resultado
insatisfatorio para p=>5 variaveis, pois as taxas de rejeicao da hipdtese nula foram muito
acima do nivel de significancia nominal de 5%. Neste caso, o teste de Sullivan et al. exato

¢ o indicado para p=>5.

Os testes fundamentados na transformagao da informacao da matriz de covariancias em
uma variavel univariada Y tiveram o desempenho melhorado com o aumento do niimero de
variaveis envolvidas no processo (p=3 e 5), porém continuaram nao aconselhdveis para uso
geral. Mas para o caso bivariado, sao recomendaveis, embora menos poderoso, para uso em

controle de qualidade pela sua facilidade de implementacao.

Percebe-se que o aumento do nimero de variaveis afeta o nivel de significancia dos testes
do determinante, que utiliza a aproximacao normal, da razao de verossimilhanca e das
adaptacoes do teste de Sullivan et al., que utiliza a aproximacao qui-quadrado, sendo fun-

damental a utilizacao da distribuicao exata, nestes casos.

Os testes que utilizam os autovalores com o aumento do nimero de varidaveis apresen-
taram poderes cada vez mais superiores em relagao aos testes que usam o determinante.
Nos casos bivariados, o teste dos autovalores usando o nimero de condicao é mais efetivo,
apresentando poderes maiores, que os outros testes que usam os autovalores na detecgao de
mudancas na matriz de covariancias, porém os poderes foram inferiores ao teste da razao de
verossimilhanca e as adaptacoes propostas nesta dissertacao para o teste de Sullivan et al.
Nos casos onde ocorrem mudancas apenas na correlagao entre as variaveis o teste dos auto-
valores usando o numero de condicao apresentou um desempenho superior, exceto no caso

2 para p=2 variaveis, onde ocorreu uma mudanca de sinal na correlagao entre as variaveis.

Com o intuito de orientar o leitor na escolha de qual teste utilizar, elaboramos os
fluxogramas que sao apresentados nas Figuras b.3] A situagdo I representa os casos
onde ocorrem mudangas apenas na variancia, a situagao II onde ocorrem mudancas apenas
na correlagao e a situacao III onde ocorrem mudancas na variancia e na correlagao. Os
casos referentes a cada situacao para p=2 variaveis estao descritos na pagina |46, para p=3

variaveis na pagina (71| e para p=>b5 na pagina
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E importante lembrar que o uso dos testes discutidos nesta dissertacao é amplo, ou seja,

nao esta restrito apenas a controle de qualidade.

> n=10 —_— SE, SQ*, SHT*

RV*, RVE, SQ,

- S B — > |SHT, SE, AHT,

ATH, AE, DT, DD

— n=10 E— SQ*, SHT*, SE

- — SQ, SHT, SE,
p=2 Situacdo Il _l | &v* RVE ANC

— n=10 E— SQ*, SHT*, SE

B - SQ, SHT, SE, RV*,
L——— | Situacio Ill S n=25| —— RVE

SQ, SE, SHT, RV,

L~ — > |RVE, AHT, ATH,

AE

Figura 5.1: Fluxograma de escolha dos testes nos processos bivariados

« Testes com valor do nivel de significancia um pouco acima de 5% (aproximadamente 7%)
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e [Sel] - [2H]

N =

DE, RVE, SHT*, SE,
AHT, ATH, AE

— [0 ———— [sEE]

p=3 Situacio Il| ———— — > [SE SHT*, RVE

- [®]

e [50]

SQ*, SE, SHT, RV,
RVE, AE, ATH, AHT

— [l ——— [sERE

L~ |Situacio ll| ——F— — > [SHT*, SE, RVE

]SQ*, SHT, SE, RV, RVE\

Figura 5.2: Fluxograma de escolha dos testes nos processos multivariados (p=3)

« Testes com valor do nivel de significancia um pouco acima de 5% (aproximadamente 7%)
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=5 . = RV*, RVE, SE, ATH,
p= Situacdo Il e n=50| ——
AE, AHT

I n=10 —— ATH, AE, AHT

L - — -~ [DE, AE, ATH, AHT

— N ——

- — > |RVE, SE, ATH, AE

RV*, RVE, SQ*, SHT*,
— n=100 E—— SE, ATH, AE, AHT,
ANC

- — > |RVE, SE, ATH, AE

—— |Situagdo lll| ———— ——> [RVE SE

L — s [RV* RVE SE

Figura 5.3: Fluxograma de escolha dos testes nos processos multivariados (p=5)

« Testes com valor do nivel de significancia um

pouco acima de 5% (aproximadamente 7%)
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5.2 Propostas para trabalhos futuros

Sugere-se para trabalhos futuros:

(1) a possibilidade de combinar os testes de modo a obter um de melhor qualidade;

(2) estudar o comportamento do teste de Sullivan et al. proposto nesta dissertagao para
0S casos em que p > 5 variaveis, ja que, aparentemente esse sofre um pouco o efeito

do aumento do niimero de variaveis.
(3) estudar o efeito da ndo normalidade nos testes propostos;

(4) melhorar os testes dos autovalores utilizando a distribuigao exata em vez da dis-

tribuigdo normal aproximada e com suposi¢ao de independéncia (Anderson, 2003).

Seria também interessante comparar os melhores testes estudados nesta dissertacao com

o teste VMAX proposto por Machado et al. (2008).



Apéndice A

Tabelas

Tabela A.1: Fatores para construcao de graficos de controle para variaveis
Graficos para desvio padrao  Graficos para amplitude

Observagdes na amostra c4 do ds
2 0,7979 1,128 0,853
3 0,8862 1,693 0,888
4 0,9213 2,059 0,880
5 0,9400 2,326 0,864
6 0,9515 2,534 0,848
7 0,9594 2,704 0,833
8 0,9650 2,847 0,820
9 0,9693 2,970 0,808
10 0,9727 3,078 0,797
11 0,9754 3,173 0,787
12 0,9776 3,258 0,778
13 0,9794 3,336 0,770
14 0,9810 3,407 0,763
15 0,9823 3,472 0,756
16 0,9835 3,532 0,750
17 0,9845 3,588 0,744
18 0,9854 3,640 0,739
19 0,9862 3,689 0,734
20 0,9869 3,735 0,729
21 0,9876 3,778 0,724
22 0,9882 3,819 0,720
23 0,9887 3,858 0,716
24 0,9892 3,895 0,712
25 0,9896 3,931 0,708

~ An—1)
Para n > 25 cy = m
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Tabela A.2: Distribuicao acumulada da amplitude relativa W

Wo

n

5 | 10 [ 15 [ 20 [ 25 [ 30 [ 40 [ 50 | 60 [ 70 | 80 | 90 | 100 |

1,00
1,05
1,10
1,15
1,20

0,0450
0,0535
0,0629
0,0733
0,0847

0,0005
0,0008
0,0011
0,0016
0,0022

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0001

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

1,25
1,30
1,35
1,40
1,45

0,0970
0,1104
0,1247
0,1400
0,1562

0,0030
0,0041
0,0054
0,0071
0,0092

0,0001
0,0001
0,0002
0,0003
0,0005

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

1,50
1,55
1,60
1,65
1,70

0,1733
0,1913
0,2101
0,2296
0,2498

0,0117
0,0148
0,0184
0,0227
0,0278

0,0007
0,0010
0,0014
0,0020
0,0027

0,0000
0,0001
0,0001
0,0002
0,0003

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

1,75
1,30
1,85
1,90
1,95

0,2706
0,2920
0,3138
0,3361
0,3587

0,0336
0,0403
0,0479
0,0565
0,0661

0,0037
0,0049
0,0065
0,0084
0,0108

0,0004
0,0006
0,0008
0,0012
0,0017

0,0000
0,0001
0,0001
0,0002
0,0003

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

2,00
2,05
2,10
2,15
2,20

0,3816
0,4046
0,4277
0,4508
0,4739

0,0768
0,0886
0,1015
0,1155
0,1307

0,0137
0,0173
0,0215
0,0265
0,0323

0,0023
0,0032
0,0043
0,0058
0,0076

0,0004
0,0006
0,0009
0,0012
0,0018

0,0001
0,0001
0,0002
0,0003
0,0004

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

2,25
2,30
2,35
2,40
2,45

0,4969
0,5196
0,5421
0,5643
0,5861

0,1470
0,1645
0,1829
0,2025
0,2229

0,0390
0,0468
0,0556
0,0655
0,0766

0,0099
0,0127
0,0161
0,0202
0,0251

0,0024
0,0034
0,0045
0,0061
0,0080

0,0006
0,0009
0,0013
0,0018
0,0025

0,0000
0,0001
0,0001
0,0002
0,0002

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

2,50
2,55
2,60
2,65
2,70

0,6075
0,6283
0,6487
0,6685
0,6877

0,2443
0,2665
0,2894
0,3130
0,3372

0,0890
0,1025
0,1174
0,1335
0,1509

0,0309
0,0377
0,0455
0,0545
0,0647

0,0104
0,0135
0,0172
0,0216
0,0270

0,0034
0,0047
0,0063
0,0083
0,0109

0,0004
0,0005
0,0008
0,0012
0,0017

0,0000
0,0001
0,0001
0,0002
0,0003

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

2,75
2,80
2,85
2,90
2,95

0,7063
0,7242
0,7415
0,7581
0,7739

0,3617
0,3867
0,4119
0,4372
0,4625

0,1696
0,1894
0,2103
0,2323
0,2553

0,0762
0,0890
0,1031
0,1186
0,1355

0,0333
0,0407
0,0492
0,0590
0,0702

0,0141
0,0181
0,0229
0,0287
0,0355

0,0024
0,0034
0,0048
0,0065
0,0089

0,0004
0,0006
0,0009
0,0014
0,0021

0,0001
0,0001
0,0002
0,0003
0,0005

0,0000
0,0000
0,0000
0,0001
0,0001

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
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Tabela A.3: Distribuicao acumulada da amplitude relativa W

Wo

n

5 | 10 [ 15 [ 20 [ 25 [ 30 [ 40 [ 50 | 60 [ 70 | 80 | 90 | 100 |

3,00
3,05
3,10
3,15
3,20

0,7891
0,8036
0,8174
0,8305
0,8429

0,4878
0,5129
0,5378
0,5623
0,5864

0,2792
0,3039
0,3292
0,3551
0,3814

0,1538
0,1734
0,1942
0,2163
0,2396

0,0827
0,0966
0,1120
0,1288
0,1472

0,0435
0,0528
0,0634
0,0754
0,0889

0,0119
0,0156
0,0203
0,0257
0,0323

0,0031
0,0045
0,0063
0,0087
0,0117

0,0008
0,0013
0,0019
0,0029
0,0042

0,0002
0,0004
0,0006
0,0010
0,0015

0,0001
0,0001
0,0002
0,0003
0,0005

0,0000
0,0000
0,0001
0,0001
0,0002

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000
0,0001

3,25
3,30
3,35
3,40
3,45

0,8546
0,8657
0,8761
0,8859
0,8951

0,6099
0,6329
0,6553
0,6769
0,6978

0,4080
0,4348
0,4617
0,4885
0,5150

0,2638
0,2890
0,3150
0,3417
0,3688

0,1669
0,1881
0,2105
0,2342
0,2591

0,1039
0,1205
0,1386
0,1582
0,1793

0,0399
0,0488
0,0591
0,0710
0,0844

0,0155
0,0202
0,0257
0,0323
0,0399

0,0059
0,0081
0,0109
0,0143
0,0184

0,0022
0,0032
0,0046
0,0063
0,0084

0,0008
0,0013
0,0019
0,0027
0,0038

0,0003
0,0005
0,0008
0,0012
0,0017

0,0001
0,0002
0,0003
0,0005
0,0008

3,50
3,55
3,60
3,65
3,70

0,9037
0,9117
0,9192
0,9261
0,9326

0,7180
0,7373
0,7558
0,7735
0,7903

0,5413
0,5672
0,5926
0,6173
0,6414

0,3964
0,4242
0,4522
0,4801
0,5078

0,2849
0,3115
0,3390
0,3669
0,3954

0,2018
0,2257
0,2508
0,2769
0,3040

0,0995
0,1162
0,1346
0,1547
0,1764

0,0489
0,0595
0,0716
0,0854
0,1010

0,0234
0,0293
0,0362
0,0443
0,0538

0,0111
0,0144
0,0183
0,0232
0,0290

0,0052
0,0070
0,0092
0,0119
0,0153

0,0024
0,0033
0,0045
0,0061
0,0080

0,0011
0,0016
0,0022
0,0031
0,0041

3,75
3,80
3,85
3,90
3,95

0,9386
0,9441
0,9493
0,9540
0,9583

0,8062
0,8212
0,8355
0,8488
0,8614

0,6648
0,6874
0,7090
0,7299
0,7497

0,5352
0,5623
0,5887
0,6146
0,6397

0,4241
0,4528
0,4816
0,5102
0,5384

0,3320
0,3605
0,3896
0,4189
0,4484

0,1996
0,2242
0,2502
0,2774
0,3055

0,1183
0,1373
0,1583
0,1807
0,2049

0,0649
0,0783
0,0939
0,1114
0,1308

0,0360
0,0444
0,0545
0,0665
0,0807

0,0196
0,0250
0,0316
0,0399
0,0501

0,0105
0,0138
0,0181
0,0236
0,0307

0,0056
0,0076
0,0102
0,0139
0,0187

4,00
4,05
4,10
4,15
4,20

0,9623
0,9660
0,9693
0,9724
0,9752

0,8731
0,8841
0,8943
0,9038
0,9126

0,7686
0,7866
0,8036
0,8196
0,8347

0,6640
0,6874
0,7099
0,7315
0,7520

0,5661
0,5932
0,6197
0,6454
0,6702

0,4779
0,5071
0,5360
0,5645
0,5923

0,3345
0,3643
0,3945
0,4250
0,4556

0,2306
0,2576
0,2859
0,3151
0,3452

0,1519
0,1749
0,1996
0,2258
0,2535

0,0972
0,1157
0,1363
0,1588
0,1830

0,0624
0,0770
0,0941
0,1137
0,1350

0,0397
0,0508
0,0643
0,0803
0,0988

0,0251
0,0334
0,0438
0,0565
0,0718

4,25
4,30
4,35
4,40
4,45

0,9777
0,9800
0,9821
0,9840
0,9857

0,9208
0,9283
0,9352
0,9416
0,9474

0,8488
0,8620
0,8744
0,8858
0,8964

0,7715
0,7899
0,8074
0,8237
0,8391

0,6941
0,7169
0,7387
0,7594
0,7790

0,6194
0,6457
0,6710
0,6954
0,7186

0,4861
0,5164
0,5462
0,5755
0,6040

0,3760
0,4071
0,4385
0,4700
0,5013

0,2825
0,3124
0,3432
0,3748
0,4067

0,2090
0,2364
0,2654
0,2954
0,3265

0,1575
0,1818
0,2080
0,2358
0,2635

0,1198
0,1431
0,1685
0,1957
0,2216

0,0897
0,1099
0,1325
0,1572
0,1836

4,50
4,55
4,60
4,65
4,70

0,0873
0,9887
0,9899
0,9911
0,9921

0,9527
0,9576
0,9620
0,9660
0,9696

0,9062
0,9153
0,9236
0,9313
0,9383

0,8534
0,8668
0,8792
0,8906
0,9012

0,7976
0,8150
0,8313
0,8465
0,8607

0,7408
0,7618
0,7817
0,8005
0,8180

0,6317
0,6585
0,6842
0,7088
0,7322

0,5322
0,5625
0,5922
0,6210
0,6491

0,4388
0,4708
0,5027
0,5342
0,5650

0,3584
0,3907
0,4234
0,4561
0,4887

0,2956
0,3270
0,3593
0,3922
0,4254

0,2500
0,2799
0,3111
0,3432
0,3761

0,2114
0,2405
0,2705
0,3012
0,3326

4,75
4,80
4,85
4,90
4,95

0,9930
0,9938
0,9945
0,9952
0,9958

0,9729
0,9759
0,9786
0,9810
0,9832

0,9446
0,9505
0,9557
0,9605
0,9649

0,9110
0,9199
0,9281
0,9356
0,9425

0,8738
0,8860
0,8972
0,9075
0,9170

0,8344
0,8497
0,8639
0,8771
0,8892

0,7545
0,7754
0,7952
0,8137
0,8310

0,6757
0,7014
0,7258
0,7490
0,7709

0,5951
0,6243
0,6525
0,6794
0,7052

0,5208
0,5524
0,5833
0,6132
0,6421

0,4570
0,4916
0,5242
0,5563
0,5875

0,4095
0,4444
0,4767
0,5101
0,5430

0,3645
0,3968
0,4294
0,4622
0,4951
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Tabela A.4: Distribuicao acumulada da amplitude relativa W

Wo

n

5‘10‘15‘20‘25‘30‘40‘50‘60‘70‘80‘90‘100‘

5,00
5,05
5,10
5,15
5,20

0,9963
0,9967
0,9971
0,9975
0,9978

0,0851
0,9869
0,9884
0,9898
0,9911

0,9688
0,9723
0,9755
0,9783
0,9809

0,9487
0,9543
0,9594
0,9640
0,9681

0,9257
0,9336
0,9407
0,9472
0,9531

0,9004
0,9106
0,9199
0,9285
0,9362

0,8470
0,8619
0,8757
0,8884
0,9000

0,7913
0,8107
0,8286
0,8453
0,8608

0,7297
0,7528
0,7746
0,7951
0,8141

0,6698
0,6963
0,7214
0,7452
0,7676

0,6178
0,6470
0,6734
0,7017
0,7270

0,5752
0,6079
0,6382
0,6659
0,6940

0,5279

,5604
0,5923
0,6234
0,6535

5,25
5,30
5,35
5,40
5,45

0,9981
0,9983
0,9985
0,9987
0,9989

0,9922
0,9931
0,9940
0,9948
0,9954

0,9832
0,9852
0,9870
0,9886
0,9900

0,9718
0,9751
0,9781
0,9807
0,9831

0,9584
0,9632
0,9675
0,9713
0,9747

0,9432
0,9496
0,9553
0,9605
0,9651

0,9106
0,9203
0,9290
0,9371
0,9443

0,8750
0,8880
0,9001
0,9107
0,9208

0,8318
0,8482
0,8633
0,8772
0,8899

0,7885
0,8080
0,8262
0,8430
0,8584

0,7509
0,7734
0,7945
0,8140
0,8321

0,7206
0,7458
0,7696
0,7917
0,8137

0,6825
0,7101
0,7363
0,7609
0,7839

5,50
5,55
5,60
5,65
5,70

0,9990
0,9992
0,9993
0,9994
0,9995

0,9960
0,9965
0,9970
0,9974
0,9977

0,9913
0,9924
0,9934
0,9943
0,9950

0,9852
0,9871
0,9887
0,9902
0,9914

0,9778
0,9805
0,9830
0,9851
0,9870

0,9692
0,9729
0,9762
0,9792
0,9818

0,9508
0,9566
0,9618
0,9665
0,9707

0,9299
0,9381
0,9454
0,9520
0,9580

0,9017
0,9120
0,9216
0,9303
0,9380

0,8725
0,8855
0,8973
0,9080
0,9176

0,8487
0,8625
0,8781
0,8909
0,9025

0,8316
0,8504
0,8653
0,8816
0,8938

0,8053
0,8252
0,8436
0,8604
0,8759

5,75
5,80
5,85
5,90
5,95

0,9995
0,9996
0,9997
0,9997
0,0997

0,9980
0,9983
0,9985
0,9988
0,9989

0,9957
0,9963
0,9968
0,9972
0,9976

0,9926
0,9936
0,9944
0,9952
0,9958

0,9887
0,9902
0,9915
0,9926
0,9936

0,9841
0,9861
0,9879
0,9895
0,9908

0,9744
0,9777
0,9806
0,9832
0,9855

0,9633
0,9681
0,9722
0,9739
0,9791

0,9450
0,9513
0,9569
0,9599
0,9663

0,9265
0,9344
0,9415
0,9478
0,9534

0,9131
0,9227
0,9313
0,9390
0,9459

0,9061
0,9175
0,9275
0,9380
0,449

0,8901
0,9030
0,9147
0,9253
0,9349

6,00
6,05
6,10
6,15
6,20

0,9998
0,9998
0,9998
0,9999
0,9999

0,9991
0,9992
0,9993
0,9994
0,9995

0,9979
0,9982
0,9985
0,9987
0,9989

0,9964
0,9969
0,9974
0,9977
0,9981

0,9945
0,9952
0,9959
0,9965
0,9970

0,9920
0,9931
0,9940
0,9948
0,9955

0,9874
0,9892
0,9907
0,9921
0,9933

0,9821
0,9846
0,9870
0,9889
0,9907

0,9702
0,9737
0,9768
0,9795
0,9818

0,9585
0,9629
0,9669
0,9703
0,9734

0,9521
0,9576
0,9625
0,9667
0,9706

0,9524
0,9589
0,9647
0,9712
0,9745

0,9435
0,9512
0,9581
0,9642
0,9696

6,25
6,30
6,35
6,40
6,45

0,9999
0,9999
0,9999
0,9999
0,9999

0,9996
0,9996
0,9997
0,9997
0,9998

0,9990
0,9992
0,9993
0,9994
0,9995

0,0984
0,9986
0,9988
0,9990
0,9991

0,9974
0,9978
0,9981
0,9984
0,9986

0,9961
0,9966
0,9971
0,9975
0,9978

0,0943
0,9951
0,9959
0,9966
0,9971

0,9922
0,9935
0,9946
0,9956
0,9965

0,9839
0,9857
0,9873
0,9886
0,9900

0,9743
0,9784
0,9805
0,9822
0,9820

0,9724
0,9768
0,9794
0,9816
0,9823

0,9786
0,9822
0,9852
0,9879
0,9903

0,9744
0,9786
0,9823
0,9855
0,9884

6,50
6,55
6,60
6,65
6,70

1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000

0,9998
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999

0,9996
0,9996
0,9997
0,9997
0,9998

0,9993
0,9994
0,9995
0,9996
0,9996

0,9988
0,9990
0,9991
0,9993
0,9994

0,9981
0,9984
0,9986
0,9987
0,9989

0,9977
0,9981
0,9984
0,9987
0,9990

0,9972
0,9979
0,9984
0,9989
0,9992

0,9908
0,9918
0,9925
0,9932
0,9937

0,9851
0,9863
0,9873
0,9881
0,9889

0,9853
0,9867
0,9864
0,9891
0,9901

0,9924
0,9943
0,9956
0,9971
0,9984

0,9909
0,9930
0,9949
0,9965
0,9979

6,75
6,80
6,85
6,90
6,95
7,00

1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000

0,9999
0,9999
0,9999
1,0000
1,0000
1,0000

0,9998
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
0,9999

0,9997
0,9998
0,9998
0,9998
0,9999
0,9999

0,9995
0,9995
0,9997
0,9997
0,9998
0,9998

0,9990
0,9992
0,9992
0,9993
0,9994
0,9995

0,9992
0,9994
0,9996
0,9998
0,9999
1,0000

0,9997
0,9999
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000

0,0942
0,9946
0,9950
0,9953
0,9956
0,9958

0,9895
0,9901
0,9906
0,9910
0,9913
0,9916

0,9909
0,9916
0,9922
0,9927
0,9932
0,9935

1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000

0,9991
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000




Apéndice B

Poder teodrico

B.1. Poder teédrico para adaptacio do teste 72 de Hotelling para autovalores X

Seja T2 = (A — M)’ S 7" (A — Ag). Se Ho: A =X vs Hy: A # Ao, onde Ao = (Aig, .., Apo)’
€ o vetor que contém os autovalores tedricos de X, Aig > Agp > - -+ > Apo.
T? é uma forma quadrética com A = £7!, posto(A)=p, AVA = L71E¥E71 = ¥71 = A ou
AY. ¢ idempotente, logo, sob Hg, T2 = (A — A)'S 1A — o) ~ X5

Seja ¢ o valor critico, tal que, P[T? > c|Ho]=a, 0 <a < 1.
Seja Hp A= X=X\ +d;d = (dy,...,d,).
X ~ N,(0,%). Entdo, o poder do teste sera dado por:

PI(A = A)Z7 (A = Ag) > ¢ | X ~ Ny(0,%); A*]. Mas
n—1

~ ~ 2
T2 = (A = X)L (A" = o) ~ 2, onde 51 = | Ao
0

0
n—1
p = posto(¥;) - graus de liberdade - e A\ = d’Y7'd é o pardmetro de n3o centralidade.

B.2. Poder tedrico para o teste de Sullivan adaptado usando a distribuicao qui-

quadrado

Seja X2 = (é — 90)’2_1(é — 90), onde 0 = (O’l,plg,O'Q)/. Se HOZ 0= 90 vs Hli 0 7é 90
X2 é uma forma quadratica com A = X7}, posto(A)=k, AVA = X71¥E 1 =371 = A ou

102
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AY. é idempotente, logo, x2 = (0 — 6,)S71(0 — 6y) ~ 2.

Seja c o valor critico, tal que, P[x*> > c|Ho]=a, 0 <a < 1.
SejaHi: 0 = 0" =0p+d;d = (di,da, ..., dppt1)/2)"-
X ~ N,(0,%). Entdo, o poder do teste sera dado por:
P[(6 — 00)'S71(0 — 6p) > c| X ~ N,,(0,51);6"]
Y2 = (0" — 0SS0 — 6) ~ X onde p = posto(¥;) - graus de liberdade -, A = d'S7"d é

o _ p12(pip—1on 130102
2n 2n 2n
N o . _ 2 _ 2 _1)2 2
o parametro de n3o centralidade e X! = —p12(p122n Do (p12n 1) —W
p2,0102 _pl2(p%2—1)02 U_%
2n 2n 2n

B.3. Poder teérico para transformacao da informacao contida na matriz de covariancias
para uma variavel univariada

a) Variancia de Y (0%)

Seja Hy: 03 = 0%y vs Hy: 0% # 0%

Sob Hy, P[s3- > cs] + P[s3- <c1]=a, 0<a<1

n—1)s% (n—1)c (n—1s% (n—1)¢
P[ > } + P[ < }

2 2 2 2
0% 09 o) o)

P{(n_ Dsy > (n_21)02 | X ~ N(O;U?/)} + P{(n_ o < (n_21)61 | X~ N(0;07)

2
o) o) g9 )

_ 2
o? N o2 ™ Xn-1
_ n—1)s? n—1)c n—1)s? n—1)c
SobHl,opoderdotesteélgualaP[( 2)Y>( 2)2}+P{( 2)Y<( 2)1
o3 o3 o3 o3
022 N
¢ =15C= =P e o =LIC= ==
1 1
r 2.2 2.2
00X1-a 2;n—1 ToXa 2;n—1
| g1 01
o7
0? = \o2, logo, A\ = po)
0
r 2 2
Xl—a 2;n—1 on 2;n—1
=P Xi—1>+ +Plx2_, < //\ ]
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b) Desvio padrao de Y (oy)

Seja Hy: oy = 0yg vs Hi: oy # oyg

b.1) usando o desvio padrao amostral

Sob Hg, P[sy > LSC] + P[sy <LIC]=qa, 0<a<1
1 < .
Sy = — (Y; — Y)2

n—14%
=1

P[s? > LSC?] + P[s? < LIC?] = «

(n — 1)5%/ =1

2
—1)s2 —1)c2 — sy — Vet
P[(n Doy (o 2)02!x~N<0;a%>]+P{(n < z)cl'x”'\“o”’%)]

2 2 2 < 2

Sob H;, o poder do teste é dado por P[
01 01

¢y = LSC = 400 + 202/ 1 — G0 = 09(ca + 2zay2y/1 — 1), logo, 3 = o3(ca + za2\/1 — ¢3)?
c1 = LIC = c400 — 24/2\/1 — chog = 00(ca — 2ay20/1 — ¢3), logo,cf = 0§(cs — zaj2/1 — ¢})?

(n—1)s} <n—1>c§} [<n—1>s% (n—l)cf]

) (n —1)og(cs + za2n/1 — c3)? ) (n—1)og(ca — za2/1 — ¢3)?
:P Xn71> 2 +P Xn71< 2
o7 g1
2
02 = \o?, logo, A= %
0
) (n —1)(ca + 2ay2y/1 — 3)? ) (n—1)(c4 — 2ay2y/1 — 3)?
:PXTL—1> )\ +P Xn—1< )\

b.2) usando a amplitude amostral (R)

Sob Hy, P[R < ¢1] + P[R > o] = P{E < c—l} + P[E > 9}: a, 0 <a<1,sendo
c1 = LIC = (dy — 24/2d3)00 v v
co = LSC = (dy + 24 /2d3) 09
Sob H;, Poder do teste = P [E <

01 01

(dy — Za/2d3)00:| n P{R < (da + Za/2d3)00}

01 01
01

g1 = )\0'07 |Og0, A= —
0o

dy — 2a)2d dy + 2a)2d
_plw < (2= Fp2d) i/z 3)]+P[W>—<2+i/2 3)]



Apéndice C

Processos bivariados - n=5

Tabela C.1: Estimativas do Nivel de SignificAncia e Poder dos testes - p=2; n=5

n=5

Média da propor¢ao de rejeicoes da hipétese nula

DT | D | DE | RV |RVE| 5Q |SHT| SE | AHT|[ATH | ANC| AE | TV [TDP] TA

2,32 0,40
Y= 0,02 [0,05|0,05|0,19| 0,05 | 0,10 0,10 | 0,05| 0,05 | 0,04 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,04 | 0,04

0,40 0,50
2,32 0,65

ol | ¥1= 0,009 | 0,02 | 0,05 | 0,24 | 0,07 | 0,07 | 0,06 | 0,03| 0,05 | 0,05 | 0,06 | 0,05 | 0,06 | 0,07 | 0,07
0,65 0,50
2,32 —0,40

0*2|9= 0,02 | 0,05|0,05|0,38| 0,14 | 0,43 | 0,43 | 0,31 | 0,05 | 0,04 | 0,05 | 0,05 | 0,07 | 0,03 | 0,03
—0,40 0,50

1 0
*3 T = 0,02 |0,05|0,05|0,43 | 0,18 | 0,43 | 0,36 | 0,32 | 0,05 | 0,04 | 0,10 | 0,05 | 0,07 | 0,03 | 0,03
0 1

2,32 0,90

¥4 | 3= 0,03 0,05 |0,05|0,26|0,08|0,13| 0,14 | 0,07| 0,07 | 0,07 | 0,05 | 0,08 [0,10 | 0,11 | 0,11
0,90 0,80 - -
2,32 0,30

0*5| By = 0,03 0,06 |0,05|0,18| 0,05 |0,13| 0,12 | 0,07 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,05 | 0,04 | 0,04
0,30 0,50
2,32 0,45

06 | O1= 0,04 [0,08|0,06|0,18| 0,05 |0,13| 0,12 | 0,07 | 0,06 | 0,06 | 0,05 | 0,07 | 0,06 | 0,05 | 0,05
0,45 0,63
2,32 0,50

7| o= 0,06 | 0,110,08|0,19| 0,05 | 0,17 | 0,16 | 0,10 | 0,08 | 0,08 | 0,06 | 0,09 | 0,06 | 0,06 | 0,06
0,50 0,75 |7 il el -
2,32 0,57

8 | &= 0,11 | 0,17 0,13 |0,23 | 0,08 | 0,27 | 0,26 | 0,19 | 0,13 | 0,12 | 0,06 | 0,14 | 0,08 | 0,08 | 0,08
0,57 1,00 - -
2,32 0,80

9 | == 0,29 (0,39 10,31 0,51 0,30 | 0,61 0,59 |0,53| 0,30 | 0,30 | 0,08 | 0,32 0,16 | 0,18 | 0,17
0,80 2,00 -
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Tabela C.2: ARL sob controle e fora de controle de processos com distribuigao normal bivariada

n=>5
Testes ARL sob controle ARL fora de controle

caso 1 ‘ caso 2 ‘ caso 3 ‘ caso 4 ‘ caso 5 ‘ caso 6 ‘ caso 7 ‘ caso 8 ‘ caso 9

D. Trad 37,34 100,76 | 37,34 | 37,34 | 31,82 | 31,82 | 22,68 | 14,40 | 9,64 2,94
D. Djau 17,62 37,88 | 17,62 | 17,62 | 14,66 | 14,66 | 12,28 | 9,60 | 5,94 | 2,14
D. Ex 17,82 17,90 | 17,82 | 17,82 | 17,26 | 17,32 | 13,18 | 10,78 8,34 2,54

R. Vero 5,38 4,02 2,66 2,60 4,22 4,68 6,54 5,38 4,72 1,94
R. Vero Ex 21,26 14,00 5,34 5,32 15,56 | 21,64 | 20,82 | 21,08 | 11,34 3,02
Sul. x2 9,46 14,94 | 2,08 2,18 7,32 6,52 7,02 5,72 3,84 1,52
Sul. HT 9,14 16,40 | 2,34 2,70 6,94 7,58 7,14 6,38 3,36 1,54
Sul. Ex 25,14 39,48 | 2,90 2,96 | 13,84 | 15,52 | 14,84 | 10,76 | 5,58 1,68
Auto HT 17,72 21,10 | 21,10 | 24,68 | 13,86 | 16,38 | 12,92 | 10,78 | 8,08 | 3,32
Auto T2H 21,30 19,80 | 20,08 | 28,94 | 13,86 | 19,68 | 15,20 | 12,78 | 8,70 3,30
Auto NCond 17,16 17,14 | 19,14 | 12,64 | 18,86 | 16,46 | 13,80 | 14,46 | 14,70 | 14,98
Auto Ex 17,22 18,66 | 19,46 | 26,40 | 12,40 | 17,80 | 13,82 | 10,30 | 7,82 2,98
T. Var 21,32 14,70 | 19,90 | 16,80 8,44 20,40 | 18,20 | 16,22 | 11,76 5,92
T. Desv Pad 19,76 13,50 | 37,60 | 40,32 | 848 | 27,32 | 16,76 | 14,92 | 10,44 | 5,32
T. Amp 19,04 13,08 | 43,28 | 46,68 | 7,26 | 25,16 | 16,82 | 13,04 | 9,94 | 5,42
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