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Resumo

Esta Tese introduz uma nova familia de métodos pertencentes a classe dos algoritmos de
Ezxclusao de Semi-FEspaco baseados no método FElipsoidal e aplicaveis a problemas contin-
uos, discretos ou mistos discretos e continuos, escalares ou vetoriais associados a funcoes
quasi-convexas. Esta nova familia de métodos é aqui denominada de familia de métodos
Poliedro-FElipsoidais. Quando da aplicacao dos métodos aqui propostos para a solucao
de problemas continuos, a aceleracao do processo de convergéncia se fundamenta na uti-
lizacao de cones baseados nas condi¢oes de Kuhn-Tucker para eficiéncia, construidos com
informacoes correntes ou com informacoes ja previamente calculadas, para a contracao da
regiao de interesse de busca. Para estes problemas, as fun¢des também poderao ser nao
necessariamente diferenciaveis. Quando da aplicagao dos métodos aqui propostos para a
solugao de problemas discretos ou mistos continuos e discretos, a garantia de convergéncia
global se fundamenta na utilizacao de uma funcao de enumeracao implicita ou explicita
de pontos inteiros concomitantemente ao algoritmo FElipsoidal. Ja a aceleracao do pro-
cesso de convergéncia para estes problemas discretos e mistos se concretiza na definicao
de um algoritmo de Branch-and-Cut. Testes computacionais para os casos escalares ex-
ibirao uma significativa melhoria dos parametros de convergéncia, tais como tempo de
calculo, taxa de reducao do volume e niimero de acessos da funcao-objetivo, desempenho
este com tendéncia de se tornar ainda melhor, comparativamente, a medida que o es-
forco de avaliagao das informacgoes do problema se tornar mais significativo. Esta nova
familia de métodos também mostrara ser aplicavel, eficientemente, para encontrar pontos
nao-dominados em problemas vetoriais, bem como para determinar a factibilidade de um

problema.
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Abstract

This Thesis will introduce a new class of methods that belongs to the Semi-Space Exclud-
ing class and are based on FEllipsoidal algorithm. This new methods’ class is suitable for
solving continuous, integer or mixed integer variables problems with single or vector cost
functions in which all functions can be quasi-convex non necessarily differentiable. This
new methods’ class is here called Polyhedron-Fllipsoid class. When this new methods’
class is applied on continuous variables problems, the convergence speed-up is supported
by using KTE cones for compressing the search region, assembled from current or already
calculated information. When this new methods’ class is applied on integer or mixed
integer variables problems the global convergence is guaranteed by an implicit or explicit
enumeration function together with the FEllipsoid algorithm. For these integer or mixed
integer problems the convergence speed-up is supported by a Branch-and-Cut algorithm.
Computational tests, for single-objective problems, will exhibit an significant improve
in convergence performance parameters as calculation time, volume reduction tax and
number of objective-function calls. The results point to enhanced ones whether the prob-
lem evaluation effort increases. The proposed methods’ class will also prove to be useful
for finding, efficiently, non-dominated points in vector-objective problems as well as for

demonstrating that a problem is feasible or not.
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Lista de Acréonimos

As principais abreviagoes e ou acronismos usados nesta Tese sao listados a seguir. Algu-

mas siglas consagradas na literatura internacional foram mantidas em Inglés.

BIP
CDF
CNF
CDO
EAIP
ECAO
ECT

GDC
HISPE

INF
P
KKTO
KTE
LI
LIC
LGQ
LMI
LSC
MCE
MEDR
MEEE
MINLP

MIP
MPEH
MPESC
NIP
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: Binary Integer Programming ou Programacao Binaria ou Zero-Um.
: Cone de Diregoes Factibilizantes.

: Condicoes Necessarias para Infactibilidade.

: Cone de Direcoes Otimizantes.

: Esfor¢o de Avaliacao das Informagoes do Problema .

: Esfor¢o de Calculo do Algoritmo de Otimizacao.

: Esforco Computacional Total para a determinagao da solugao

Otima.

. Geometric Derived Cuts ou Cortes Derivados Geometricamente.
: Historical Intersection Search Polyhedron Ellipsoid Method ou Método

Poliedro-Elipsoidal com Poliedro de Busca com Histoérico de

Intersecgoes.

: Condicoes necessarias e suficientes de infactibilidade .

: Integer Programming ou Programacao Discreta.

: Condigoes de Karush-Kuhn-Tucker para otimalidade.

: Condicoes de Kuhn-Tucker para eficiéncia.

: Indicacao de Independéncia Linear para vetores.

: Limite Inferior de Convergéncia .

. Linear Quadratic Gaussian ou Gaussiano Quadrético Linear.
. Linear Matriz Inequalities ou Desigualdades Matriciais Lineares.
: Limite Superior de Convergéncia.

: Método Cone-Elipsoidal.

: Método Elipsoidal com Dimensao Reduzida.

: Método Elipsoidal com Enumeracao Explicita.

: Mized Integer Nonlinear Programming ou Programacao Mista Discreta

e Continua Nao-Linear;

: Mized Integer Programming ou Programacgao Mista Discreta e Continua.
: Método Poliedro-Elipsoidal por Hiperesfera.
: Método Poliedro-Elipsoidal por Seqiiéncia de Cortes profundos e rasos.

. Nonlinear Integer Programming ou Programacao Discreta Nao-Linear.
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POAC : Projeto de Otimizagao Assistido por Computador
QCND : Quasi-Convexo Nao necessariamente Diferenciavel.
VOP : Vectorial Optimization Problem ou Problema de Otimizacao Vetorial,

ou Problema de Otimizacao Multi-objetivo.
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Lista de Simbolos

Nesta Tese, vetores sao indicados por letras latinas mintisculas em negrito. Escalares sao

representados por letras mintisculas gregas ou latinas em italico com ou sem sub-indice.

Matrizes sao indicadas por letras latinas maitsculas. A seguir sao listados os principais

simbolos usados neste trabalho. Simbolos especificos serao definidos in loco.

T := transposicao de vetores ou matrizes.

1) := conjunto das funcoes-objetivo de um problema. Neste trabalho
estas funcoes devem ser consideradas fungoes quasi-convexas
nao necessariamente diferenciavel quando nenhuma outra defini¢ao
estiver explicita.

g(*) := conjunto das func¢des-restricdo de um problema. Neste trabalho
estas funcoes devem ser consideradas fungoes quasi-convexas
nao necessariamente diferenciavel quando nenhuma outra definicao
estiver explicita.

X := vetor correspondente ao conjunto das varidveis de decisao,
incluindo as variaveis continuas e discretas quando existirem.

Q := espaco dos parametros factiveis de um problema. Tal espaco sera
sempre identificado, neste trabalho, com um subconjunto de R".

QO := conjunto de solugoes eficientes, ou Pareto-6timas, de um problema.
O conjunto 2* é um subconjunto do espaco de parametros (2.

X := solucao 6tima continua de um problema, onde x* € Q*.

x** := solucao 6tima mista continua e discreta de um problema, onde

f(x*) < f(x**) para problemas de minimizagao.

:= k-ésimo elemento de uma seqiiéncia de vetores x.

:= nimero de variaveis continuas de um problema.

:= numero de variaveis discretas de um problema.

—= dimensao de um problema (z 4+ d = n).

= namero de restrigoes de um problema, onde g;(-) |7 < p.

3"633\1&5

:= numero de objetivos de um problema, onde f;(-)|i < m.
dist(x, Q) : distancia euclidiana entre o ponto x e 0 conjunto convexo

compacto Q.

max() :=— funcao méaximo valor dentre um conjunto de argumentos.
min() := funcao minimo valor dentre um conjunto de argumentos.
rank(M)  := fungdo posto da matriz M.

col(M) := coluna ¢ de uma matriz M, tal que a matriz M € R"*9.
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x11

Hgaxk
Hy
HE
conv(X)
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funcao dimensao de um conjunto Y.

arredondamento para o menor inteiro proximo a Xx.
arredondamento para o maior inteiro préximo a x.
arredondamento para o ponto inteiro mais préximo a X;

conjunto dos niimeros inteiros seqiienciais de « até § incrementados
por 1;

subconjunto composto por algumas coordenadas de w, onde
representa o conjunto dos indices dos elementos do vetor.
sub-matriz de (), onde 7 representa as linhas que serao mantidas e
v representa as colunas.

um vetor pertencente ao conjunto dos subdiferenciais da funcao
f(+) avaliado no ponto x e podendo se tratar de um subderivativo,
gradiente ou subgradiente desta funcao.

um hiperplano ortogonal a £ que contém xy, tal que €7 (x — x;,) = 0.

— um semi-espaco no qual Hfr’xk 2 IxeR" | M (x —x;) >0},

— um semi-espaco no qual H* £ {xeR" | T(x —x3) < 0}

conver hull ou casca convexa de um conjunto de pontos X.
conjunto dos indices das varidveis que nao estao submetidas a
restricoes de igualdade, também denominado de conjunto das
variaveis livres.

elipsoide de centro no ponto x; e matrix Hessiana inversa ().
funcao volume do elipséide E}.

curva de nivel da fungao f(-), tal que f(-) = .
(

<‘
conjunto das curvas de nivel da fun¢ao f(-), tal que f(-) < a.

operador < sobre w ey € R" tal que w(i) <y(i)Vi=1,...,n
operador > sobre w e y € R" tal que w(i) >y(i)Vi=1,...,n
operador < sobre w ey € R" tal que w(i) <y(i)Vi=1,...,n.
operador > sobre w e y € R" tal que w(i) > y(i)Vi=1,...,n
operador # sobre w e y € R" tal que w(i) # y(i) para algum

1=1,...,n.
operador < sobre w ey € R" tal que w(i) <y(i)Vi=1,...,n
e w(j) <y(j) para algum j =1,... n.

negacao de w < y.

operador > sobre w e y € R” tal que w(i) > y(i) Vi

I
\'}—‘
=

e w(j) > y(j) para algum j =1,...,n.
negacao de w > y.

operador relacional de igualdade.
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Ri(m) = fungio (n/(n+ 1))(n?/ (n? — 1)" D2
- n2 n o232 n/2 a2 32)1/2
Rp(a, B,n) = fungao ((n%rl) (2 I 1)) /2(2 B +p/2)a+ép 2+a?+?)
() = matriz [ Vfi(-) V() ... V()]
G() = matriz [ Vgi(-) Vga() ... Vgy() |-
T = parametro que controla o tamanho da busca por valores ja

calculados para o método HISPE.
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Capitulo 1

Introducao

Esta Tese tem por finalidade a construgao e a avaliacao de novos algoritmos pertencentes
a classe de exclusao de semi-espagos que corroborem a proposicao: as informagoes calcu-
ladas ao longo da convergéncia de um algoritmo, podem, e devem, ser reutilizadas para
aumentar o desempenho da convergéncia destes, a despeito do acréscimo de esfor¢o com-
putacional necessdrio para identificd-las. Desta feita, um novo algoritmo pertencente a
familia dos algoritmos Cone-FElipsoidais é proposto, bem como uma nova familia de al-
goritmos denominada Cone-Elipsoidais Historicos é apresentada, tanto para a aplicagao
em problemas mono-objetivos como para problemas vetoriais.

Para situar o leitor quanto a relevancia do tema, este capitulo apresentara inicialmente
a discussao do problema em questao. Em seguida sera apresentada uma descri¢ao das teses
propostas para serem estudadas no decorrer deste trabalho. Por fim, serd apresentada a
estruturagao dos capitulos, bem como um resumo inicial de cada um deles.

Maiores detalhes sobre os temas tratados nas secoes apresentadas neste capitulo podem
ser conseguidos nas referéncias (Rockafellar n.d., Heing 1982, Luenberger 1984, Nemhauser
& Wolsey n.d., Floudas n.d., Takahashi 2003).

1.1 Motivacoes deste Estudo

O desenvolvimento nas tltimas décadas das diversas linhas de pesquisa incluidas na area
de conhecimento definida pela Teoria de Otimizacao foi fortemente influenciado pelo
aparecimento, evolugao e popularizagido dos computadores digitais (Luenberger n.d.). Por
questoes historicas, muitos dos problemas classicos da otimizagao inicialmente surgiram
a partir de problemas da fisica (Luenberger n.d.) definidos por grandes matematicos,
tais como Gauss, Lagrange, Euler e Bernouli. Hoje o desenvolvimento e aplicacao da

Teoria de Otimizacao se estende por intimeras areas de conhecimento, tais como En-
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genharia, (Wolsey n.d., Parker. & Rardin 1988), Administragdo (Nemhauser & Wolsey
n.d., Smith n.d.), Bioquimica (Floudas n.d., Duran & Grossmann 1986), Economia (Li &
Sun n.d., Moura & Leal 2005), etc.

Mesmo com esta evolucao da Teoria de Otimizacao, construir um método de otimiza-
cao que possa ser usado de forma robusta e eficiente em todos os tipos de problemas
existentes, ¢ um desejo que, embora antigo, ainda encontra-se sem qualquer perspectiva
de tornar-se realidade (Ho & Pepyne 2002). Embora esta afirmagdo possa ser vista por
alguns como um fator desestimulante para a pesquisa e o desenvolvimento de novas teo-
rias, e suas respectivas implementagoes através dos algoritmos, para outros tantos ela é
o desafio que os moverd na busca e construcao do novo. Assim sendo, diferentes idéias e
heuristicas tém sido utilizadas com sucesso para a resolucao de problemas ou classes de
problemas especificos ao longo do desenvolvimento da historia da otimizacao.

Deve-se ressaltar que, nao obstante a existéncia de um nimero consideravel de proble-
mas que podem ser classificados como quasi-convexos (Roberts & Varberg n.d., Floudas
n.d.), h& apenas uns poucos algoritmos capazes de resolver estes problemas com garantia
de convergéncia global (Westerlund & Pérn 2002), principalmente para os problemas com
varidveis discretas. Por conseguinte, o desenvolvimento de algoritmos com a capacidade
de solucionar problemas quasi-convexos, nao necessariamente diferenciaveis, constituiu o

ponto chave da motivacao do desenvolvimento desta Tese.

1.2 Conceitos Preliminares

1.2.1 Fungoes Quasi-Convexas

Por este trabalho tratar de métodos de otimizacao a serem aplicados a problemas cu-
jas funcoes-objetivo e restrigoes sao pertencentes a classe de fungoes quasi-convexas, as
seguintes definicoes e caracteristicas tornam-se essenciais para o bom entendimento das

proposicoes aqui apresentadas.

1.2.1.1 Definicao

A classe das func¢oes denominadas por quasi-convexas pode ser definida pelas seguintes
descri¢oes (Soleimani-damaneh 2007, Floudas n.d., Roberts & Varberg n.d.):

i) Seja S um conjunto convexo nao vazio definido no R™. A funcao f(x) sera quasi-

convexa se

A = Xw + Av) < maz([f(w) f(v)]) (1.1)

PPGEE Moura Jr., A. S. (2008) UFMG
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VAe0,1]andVw,veS

ii) Dada uma funcao f(-) : R® —— R, considere J como o menor intervalo (aberto ou
fechado, finito ou infinito) que contenha todos os valores de f(-). Defina o conjunto

subnivel L¢<, como:
Lica = {x €R"| f(x) < a} (1.2)

Assim,

f(+) € quasi-conveza se Ly, € convera para cada o € J

A figura 1.1 mostra um exemplo de uma funcao de custo quasi-convexa para um
problema quasi-convexo nao necessariamente diferenciavel (QCND). Como pode ser ob-

servado, todas as curvas de nivel sao convexas.

f(x) = max([ (1-exp(-:3)) (1-exp(-x3) ]

14- -

1.2

0.8

f(x)

0.6

Figura 1.1: Exemplo de uma fun¢ao quasi-convexa.
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1.2.1.2 Caracteristicas das Curvas de Nivel

As curvas de nivel sdo definidas por:
Ljca = {x €R" | f(x) = a} (1.3)

Dado um vetor £ e um ponto x; o hiperplano ortogonal a £ que contém x;, é definido
como H®* £ {x € R" | ¢T(x — x;) = 0}. Analogamente, os dois semi-espacos sao
definidos como HE** 2 {x € R | ¢7(x — x;) <0} e HY* 2 {x ¢ R" | T (x — x;) > 0}.

Uma vez que qualquer conjunto subnivel de uma fungao quasi-convexa é um conjunto

convexo, qualquer vetor sub-derivativo n avaliado no ponto x; garante que

XL e H"* Y XL € szf(xk) (1.4)

dado que f(x") = f(xk) = 7" (x" — xp).

1.2.2 Esforco para Avaliacao do Problema de Otimizacao versus

Esforco para Calculo do Algoritmo de Otimizacao

Para balizar a discussao sobre o esfor¢co computacional necesséario para solucionar um pro-
blema de otimizacao, inicialmente deve-se restringir a discussao ao esforco computacional
associado exclusivamente aos problemas. Para tanto, a figura 1.2 exibe um mapeamento
funcao da dimensao de um problema de otimizacao e do esforco necesséario para avaliar em
um tnico ponto as funcoes que modelam este problema. Este mapeamento é apresentado,
com um propo6sito puramente didatico, para agrupar nas sete regioes indicadas grandes
classes de problemas de otimizagao. Estas regioes foram escolhidas para que seja pos-
sivel discutir intuitivamente a aplicabilidade de uma familia de métodos com respeito a
dimensao dos problemas em relacao as especificidades destes problemas. Estas caracteris-
ticas especificas dos problemas, tais como convexidade, diferenciabilidade e existéncia de
equacoes analitica, determinam uma variacao no esfor¢co computacional necessario para a
avaliacao das funcoes que modelam os problemas.

Assim, propoe-se classificar as regioes indicadas como sendo:

R1 : Regiao que agrupa os problemas considerados de pequena dimensao e baixo es-
forco computacional para a avaliacao das func¢oes matematicas que expressam os
problemas. Como referéncia, estes sao problemas com dezenas de varidveis e com
tempo de avaliacao de funcoes menor que um segundo. Atualmente, existem algu-

mas pesquisas relacionadas com a otimizacao de problemas situados nesta regiao,

PPGEE Moura Jr., A. S. (2008) UFMG



1.2 Conceitos Preliminares 5

<
I T .
el |
e [ !
ol | :
< R3 | R7
Q |
xg |
= | !
(<P} |
- S
A :\\
| AN
I N
| AN
| N
R2 NN
| AN
| R6 \\
| AN
| N
N
_____ :____________\__________
|
|
Rl | R4 : R5
|
| ! »

Esfor¢o de Avaliacdo de um Unico Ponto

Figura 1.2: Classificacao dos problemas dada a dimensao e o esfor¢o computacional associado a

R2

PPGEE

avaliacao das funcoes, que os modelam, para um tnico ponto xy.

nos quais as fungoes apresentam caracteristicas especiais. Destacam-se as fungoes
com caracteristicas multimodais, com possibilidade de multiplas escalas, nao di-
ferencidveis e descontinuas. Alguns dos novos algoritmos que continuam a ex-
plorar problemas situados nesta regiao pertencem a classe dos algoritmos evolu-
tivos (Holland 1975, Goldberg 1989). Existem ainda algoritmos deterministicos,
da classe de otimizagao global, que tém sido construidos para lidar com problemas
desta regido, em particular alguns algoritmos do tipo Branch-and-Bound (Land &
Doig 1960, Dakin 1965). Para a classe de problemas nao-convexos com variaveis
discretas, ou mistas continuas e discretas, alguns métodos se baseiam ainda em

aproximagoes convexas sucessivas (Tawarmalani & Sahinidis 2001).

Regiao que agrupa os problemas de tamanho médio e baixo esfor¢o computacional
para a avaliacao das fungoes. Como referéncia, estes sao problemas com centenas
ou alguns milhares de varidveis. Os problemas tratados nesta classe incluem os uni-
modais diferenciaveis, solucionaveis por métodos Quasi-Newton (Luenberger 1984),
Programag¢ao Quadrdtica Seqiiencial (Boggs 1995) e Trust Region (Conn, Gould &
Toint 1987), e os convexos, solucionaveis pelos métodos de Programagao Conveza

(Boyd & Vandenberghe 2004). Para qualquer dos casos, as dificuldades existentes
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estao relacionadas com lidar com estabilidade numérica e matrizes esparsas.

Regiao que agrupa os problemas de tamanho elevado e baixo esforco computacional
para a avaliacdo das funcoes. Atualmente estes problemas atingem a ordem de
grandeza de 10° variaveis. Esta classe de problemas ¢ constituida basicamente por
problemas quadraticos convexos e problemas lineares. Dentre as ferramentas de
otimizagao para o tratamento dos problemas desta regiao destacam-se os algoritmos
de Pontos Interiores (Karmarkar 1984) e variagoes do algoritmo Simplex (Dantzig
2002).

Regiao que agrupa os problemas de pequena dimensao e esfor¢co computacional me-
diano para a avaliacao das fungoes. Como referéncia estes sao problemas com tempo
de avaliacao de funcoes menor que uma hora por avaliacao. Os mesmos métodos
mencionados para a regiao R2 sao aplicados nesta regiao, observando-se a ressalva
de que é atribuida menor importancia aos quesitos de estabilidade numeérica e ar-
mazenamento de informagoes, uma vez que o foco das preocupagoes passa a ser a
aplicagao de operagoes exatas que conduzirao a obtencao da solu¢ao com um nimero
menor de iteracoes. Para alguns problemas desta classe os algoritmos evolutivos po-

dem ser aplicados, dependendo da natureza da funcao-objetivo.

Regiao que agrupa os problemas de esfor¢co computacional elevado para a avali-
acao das funcoes. Como referéncia estes sao problemas com tempo de avaliacao de
funcoes da ordem de dias por avaliacao. Esta classe é essencialmente constituida
por problemas de projetos de engenharia que utilizam modelos mateméaticos com-
putacionais, nos quais a representacao de um dispositivo a ser otimizado implica na
resolucao de equacoes diferenciais parciais ou na utilizacao intensiva da simulacao de
Monte Carlo (Liu 2001). Os mesmos métodos discutidos para R4 com o mesmo foco
na velocidade de convergéncia sao aplicados nesta regiao. Existem também alguns
desenvolvimentos particularmente associados a problemas especificos ou métodos
hibridos, no intuito de utilizar toda e qualquer informacao disponivel para produzir

a aceleragao da convergéncia. Nesta regiao encontram-se os problemas tipo Black
Boz (Jones, Schonlau & Welch 1998).

Regiao que agrupa os problemas de dimensao mediana e esforco computacional medi-
ano para a avaliacao das fungoes. O mesmo contexto e os mesmos algoritmos citados
para a regiao Rb5 sao aplicados neste caso, com a preocupacao adicional dos quesitos
de estabilidade numérica e armazenamento de informagoes, tal como na regiao R2.

Como conseqiiéncia disto, os problemas de maior dimensao desta regiao podem ser
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solucionados apenas quando associados a pequenos esforcos computacionais para a
avaliacao das funcoes, assim como os problemas de esforcos computacionais mais
elevados para a avaliacao das fungoes podem ser solucionados apenas quando asso-

ciados a pequenas dimensoes.

R7 : Regiao que agrupa os problemas de dimensao elevada e esforco computacional ele-
vado para a avaliacao das funcoes. Atualmente, nao existem algoritmos capazes de

lidar com os problemas desta regiao.

Para se realizar a anélise do esfor¢o computacional referente a solucao de um problema
de otimizacao faz-se necessario o conceito de esfor¢co computacional total (ECT) para a

solucao de um problema. Como ECT, considera-se a soma de dois diferentes esforcos:

EAIP: O Esforco de Avaliagao das Informacoes do Problema representa todo custo
computacional relacionado as informacoes que caracterizam e definem o problema,
demandadas pelo algoritmo no processo de convergéncia, tal como avaliacao das

funcoes de custo, restricoes, gradientes, hessianas, etc;

ECAO: O Fsforco de Cdlculo do Algoritmo de Otimizacao representa o esforco com-
putacional relacionado a execugao do algoritmo de otimizacao. Assim, ele engloba
todo o esfor¢o computacional relacionado a busca, classificacao, manipulacao e oper-
acoes de calculo que caracterizam o processo utilizado pelo algoritmo de otimizagao

para encontrar a solucao 6tima.

Para proposicao de um novo método de otimizacgao, qualquer esforco computacional
decorrente da teoria que fundamenta o método deve ser sustentado pelo resultado que
esta nova abordagem de solucao do problema podera produzir na reducao do esforco
computacional total para determinacdo da solugao 6tima (ECT = EAIP + ECAO).

Conseqilientemente, o fato de um algoritmo de otimizagao consumir menor esforgo
computacional para completar uma iteracao, comparado a um segundo algoritmo, nao
significa, necessariamente, que este primeiro algoritmo apresentard menor tempo de con-
vergéncia total. A figura 1.3 apresenta uma curva, didatica, onde dois pontos distintos
sao identificados para exibir graficamente este raciocinio. Uma vez que a solu¢ao minima
de uma funcao soma, tal como definido para o esforco total, é definido por um vetor de
dimensao n com todos os valores correspondentes a -1, fica claro que o ponto de minimo
ECT nao coincide com o ponto que representa o menor esforco ECAQO. Este raciocinio
também permite pressupor que algoritmos que demandem maior EACO podem resultar

em menor ECT.
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Esforco de Calculo do
Algoritmo de Otimizagao

A
Curva de Esfor¢o Total = ECAO + EAIP
Solugado

Minima para Ponto de Minimo Esfor¢o Total
f{x) = Soma-

N Ponto de Minimo Esforco ECAO

-

1

-
*’

y

Esfor¢o de Avaliacgao das Informagdes do Problema'

Figura 1.3: Esforgo total para a solu¢ao de um problema de otimizacao.

1.2.3 Projetos de Otimizacao Assistidos por Computador

Na lingua portuguesa, otimizar significa "tirar o méaximo partido de; obter o melhor
resultado de; tornar 6timo; planejar ou desenvolver com o méaximo de eficiéncia" (DLPO
2005). Analogamente, no contexto da Engenharia, os sistemas de otimizagao se destinam
a empregar técnicas e métodos para determinar a melhor solucao de problemas abstratos,
para os quais seja exeqiiivel quantificar o grau de adequagao de cada possivel solucao as
necessidades que os causaram (Takahashi 2003).

O uso cotidiano do termo otimizar acabou por confundi-lo com o sentido de melhorar.
Certamente a otimizacao conduz a uma inequivoca melhora, ja que a solucao 6tima é
melhor no sentido superlativo, ou seja, melhor que todas as demais solucoes. Todavia a
reciproca, via de regra, nao ¢ verdadeira. Esta discussao faz-se necessaria para o correto
entendimento do termo Otimizacao no contexto da Engenharia, o qual esta sempre associ-
ado a busca e obtencao da melhor solucao, entre todas as possiveis, para um determinado
problema. Qualquer mecanismo que melhore uma solugao, mas nao obtenha a melhor, nao
deve ser caracterizado como um projeto de otimizagao assistido por computador (POAC).
Neste caso, o uso do termo "a melhor solu¢ao"é entendido como sendo a melhor solu¢ao
pratica, a qual nao necessariamente coincidente com a solugao tedrica 6tima.

Um sistema pode ser definido como um conjunto de principios reunidos de modo a
que formem um corpo de doutrina ou como combinacao de partes coordenadas entre
si e que concorrem para um resultado ou para formarem um conjunto (DLPO 2005).
O desenvolvimento de um sistema que pretenda gerar uma solugao 6tima esta intima-
mente relacionado com a qualidade e verossimilhanca da representacao a ser realizada

para o problema. As caracteristicas de um problema que ocorre no mundo real deverao
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ser traduzidas para um mundo matematico. A representacao do problema no ambiente
matematico é denominada por modelo do problema ou simplesmente modelo. Nas diversas
areas da engenharia esta denominacao pode variar, como exemplo, na érea de mineragao
e metalurgia o termo mais utilizado é modelo matemdtico. A existéncia, portanto, de um
modelo nao caracteriza a obtencao de uma solucao 6tima, sendo apenas um pré-requisito
para a implementacao do sistema que a obterd. Neste mesmo mundo matematico, um
método de otimizacao compreende a teoria que embasa a abordagem proposta para a
solucao do problema, enquanto uma implementacgao particular de um método de otimiza-
¢ao ocorrera na forma de um algoritmo de otimizacao. Um algoritmo de otimizagao sera
capaz de obter apenas a melhor solugao para o modelo representado, portanto, quanto pior
o modelo, maior serd o erro entre a solucao 6tima obtida e a solucao 6tima continua do
problema. Por outro prisma, um modelo que pretenda descrever fidedignamente um pro-
blema muito complexo podera inviabilizar, por tempo ou custo, a obtencao de um sistema
de otimizacao capaz de resultar uma solucao 6tima. Um modelo é normalmente conside-
rado deterministico quando especificar exatamente o comportamento de um experimento
e é considerado probabilistico quando buscar descrever experimentos aleatorios ou com
variagoes imprevisiveis (Garcia 1989). Na maioria dos casos praticos a formaliza¢ao de um
modelo, deterministico ou probabilistico, para o problema ja esta consolidada por teorias
bem estabelecidas (Verhoeven 1975, Reed-Hill/Abbaschian & Abbaschian 1991, Hartman
& Mutmansky 2002, Kou 2003, Narenda & Parthasarathy 1990, Caminhas, Pereira &
Tavares 1998, Braga, Carvalho & Ludemir 2000) e nao sera objeto deste trabalho.

Supondo a existéncia de um tnico objetivo a ser considerado, um conceito a ser es-
tabelecido em otimizacao diz respeito & quantificacao da adequacao de uma solugao ao
problema em questao. Cada possivel solucao para um problema é simbolizada por um
vetor das n variaveis do modelo que representa o problema. A quantificacdo é usualmente
associada ao objetivo do projeto (Takahashi 2003) ou, em outras palavras, a uma fungao
matematica que expressa esta adequacao, usualmente denominada de funcao-objetivo
(Luenberger 1984) e neste caso representada por f(-) : R” — R. Conseqiientemente al-
cancar a solugao 6tima, x*, para um problema significa encontrar matematicamente, den-
tre os diversos valores de x aquele que maximiza ou minimiza o valor da fun¢ao-objetivo.
Nesta Tese sera sempre considerado o termo otimizacao correspondente a minimizacao, ja
que maximizar uma fun¢do f(-) equivale a minimizar — f(-), bem como as fun¢oes asso-
ciadas aos problemas serao sempre pertencente a classe de fungoes quasi-convexas e nao
necessariamente diferenciaveis. A formulacdo matematica onde nao existem limites para
as variagoes das variaveis representadas por x caracteriza os problemas de Otimizagao

Irrestrita € e representada por (1.5).
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min f(x) (1.5)

Nas aplicacoes praticas as variaveis estao sempre sujeitas a limitacoes fisicas, tecnolog-
icas ou financeiras. Para representar estas restricoes das solucoes, definem-se equacoes
de desigualdades ou igualdades matematicas representadas por g¢;(+) | i« = 1,...,p, que
delimitam a regiao onde a solucao 6tima deve estar contida. Esta regiao, representado
por 2, usualmente é denominado de regido factivel (Takahashi 2003). Um problema no
qual se deseja encontrar o minimo da fungao-objetivo f(-), mas cujo vetor de parametros
X, esta sujeito a regiao factivel Q definida pelas p restrigoes g(-), caracteriza os problemas

de Otimizacao Restrita e é representado por (1.6).

min f(x) (1.6)
sa. Q={xeR"|g(x) <0}
onde g(-) : R" — RP e Q C R™

Um caso particular da apresentacao da equagao 1.6 é encontrado quando todas as
funcoes envolvidas sao lineares, podendo portanto o problema para a Otimiza¢ao Linear
(Luenberger 1984, Dantzig 2002, Simmons 1972, Bradley, Hax & Magnati 1977), ser ex-

presso pela equacgao 1.7.

min ¢’ x (1.7)
saa. Q={xeR} | Ax =b}

onde ¢ € R" e b € RP representam vetores de constantes e A € R™*P representa uma

matriz de constantes.

Eliminando-se a condicao, inicialmente definida, de que o problema a ser otimizado
possui apenas um objetivo associado, ter-se-4 nao apenas uma funcao-objetivo para re-
presentar a adequacao da solu¢ao, mas um conjunto de fungoes-objetivo. Os problemas
onde existem apenas uma funcao-objetivo caracterizam a Otimizacao Mono-objetivo ou
Escalar, enquanto os casos que contenham mais de uma funcao caracterizam a Otimizacao
Multiobjetivo ou Vetorial (Chankong & Haimes 1982, Benson 1984, Adan & Novo 2003).

O problema VOP representado por (1.8) pode ser definido como a obtengao do vetor

x* e do conjunto €2*.
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min f(x) (1.8)
s.a. Q ={x" € Q|fx € Qtal que f(x) < f(x*) e f(x) # f(x)}
Q={g9(x)<0|xeR"}

onde, f(:): R" — R™e g(:) : R" — RP.

Como conseqiiéncia da existéncia de um vetor de objetivos desejados, nao havera
apenas uma solucao 6tima para o problema mas um conjunto de solucoes 6timas, dado
que em diversos casos nio se podera afirmar que uma possivel solucdo x* produzira um
resultado melhor do que outra x? para todas as funcoes objetivos. Este conjunto de
solugdes 6timas, denominado como conjunto Pareto ou conjunto Pareto-Otimo (Ehrgott
2000), é representado por Q* em (1.8).

Quando da obtencao de Q*, em virtude da existéncia de mais de uma solucao 6tima
passivel de ser implementada, surge o problema da decisao (Takahashi 2003), o qual con-
siste em restringir este conjunto a apenas uma solugao por meio de um decisor. A indicacao
da preferéncia de um decisor por uma determinada solucao 6étima, poderé ocorrer a poste-
riori, a priori ou de forma progressiva ao processo de obtencao de 2*. Ressalta-se ainda
que a acao do decisor devera ocorrer de forma consistente, ou seja, partindo da apresen-
tacao sistematica de um subconjunto de alternativas, ter-se-4 o afunilamento seqiiencial
das opgoes disponiveis para que seja possivel convergir para uma escolha final. Mate-
maticamente, o modelo deste comportamento consistente é formalizado por uma funcao
denominada fung¢ao-utilidade. Nesta classe de problemas de otimizacao vetorial destacam-
se as formulagoes Py, P., P, Pxrp e P* (Takahashi 2003, Ehrgott 2000, Dias 2003) que
permitem a utilizacao de um algoritmo escalar para que seja encontrado um ponto per-
tencente ao conjunto 2.

Como abordagem final para a implementacao de um POAC, é possivel integrar os pro-
jetos aos problemas reais de forma off-line ou on-line. Em ambos os casos se encontrarao
os elementos ja definidos: modelo do problema, célculo dos objetivos a serem otimizados
e algoritmo de otimizacao.

Na integracao off-line o POAC nao possui qualquer conexao com o problema real,
sendo normalmente utilizado como ferramenta de auxilio & solugao de problemas ou pro-
jetos assistidos por computador. Neste caso, cabe a um projetista a tarefa de associar
a solugao 6tima determinada pelo sistema ao processo de solucao do problema real em
questao. Um diagrama da integracao off-line é exibido na figura 1.2.3.

Ja na integracao on-line o POAC esta diretamente conectado a um processo produtivo,

com ou sem a interferéncia humana, através de um sistema de controle. Neste caso, a
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solugao Otima sera utilizada para determinar a regiao de operagao mais eficiente para o

processo, tendo por referéncia os objetivos pré-determinados. E comum, nestes sistemas,

que um operador especializado no processo substitua a figura do projetista, bem como a

inclusao de um processo de validacao do modelo, dada a disponibilidade de dados reais

de processo e dados resultantes do modelo. Um diagrama da integragao on-line é exibido

na figura 1.5.

1.3 Teses Propostas

Este trabalho propoe as seguintes teses quanto a atual formulagao dos algoritmos perten-

centes & familia dos métodos baseados em Flipsdide:

PPGEE
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Tese i) E possivel construir uma variante de um método baseado em Elipsdide, que
resultard em um elipsoide de menor volume do que o proposto pelos métodos atuais
de posto 1 e posto 2 existentes na literatura, quando da existéncia de mais de dois

hiperplanos que restringem a regiao de interesse de busca da iteracao atual *.

Tese ii) Ezistem informagoes jd calculadas, ao longo da convergéncia do algoritmo que,
embora tteis a restricao da regiao de interesse de busca da iteracao atual, sao des-

constderadas pelos métodos baseados em Elipsoide existentes na literatura.

Tese iii) E possivel construir uma variante de um método baseado em Elipsdide com
tempo de convergéncia total inferior aos tempos obtidos pela proposi¢ao original e
variagoes atuais de posto 1 e posto 2 existentes na literatura para algumas classes

de problemas.

Tese iv) E possivel construir uma variante de um método baseado em Elipsdide com
garantia de convergéncia global para problemas vetoriais quasi-convexos nao neces-

sariamente diferencidveis.

Tese v) E possivel definir e formalizar condicoes de infactibilidade que sejam necessdrias
e suficientes para demonstrar que um problema seja infactivel, bem como permitam
construir uma variante de um método baseado em FElipsoide o qual decorrido um
numero finito de iteracoes caracterizard um ponto que atenda a estas condigoes,

quando da sua aplicagao em um problema infactivel.

Tese vi) E possivel definir e formalizar uma variante de um método baseado em FElip-
soide capaz de soluctonar problemas com varidveis mistas discretas e continuas, com

funcoes quasi-convexas e com garantia de convergéncia global.

Tese vii) FE possivel definir e formalizar um método Branch-and-Cut, que utiliza uma
variante de um método Elipsoidal para a solucao do problema obtido por relaza-
cao, capaz de solucionar problemas com varidveis mistas discretas e continuas, com

funcoes quasi-convexas e com garantia de convergéncia global.

1.4 Estrutura desta Tese

Para permitir a contextualizacao desta Tese no ambito da teoria de otimizacao com va-
riaveis continuas, ¢ apresentada no capitulo 2 uma introducao dos métodos Ezclusao de

Semi-Fspacos. Em seguida é apresentado o método Elipsoidal e, por sua relevancia neste

'Para a existéncia de dois hiperplanos, vide os métodos descritos na secio 3.
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trabalho, é detalhada a construcao do novo elipséide Ej,; pela proposicao de Shor e
pela utilizagao de cortes profundos. Também é descrita a forma com a qual este método
trata as restricoes, bem como algoritmos de fatorizacao para a melhora da estabilidade

numérica deste método.

No capitulo 3 sao apresentadas alternativas, existentes na literatura atual, de calculo
do novo elipsdide Fj,q, através do Corte Paralelo e do Corte em Cunha, quando da
existéncia de dois semi-planos para restringir a regiao de interesse de busca. Neste capitulo
3 também é apresentado o método Dois Subgradientes Sucessivos para problemas de
otimizacao escalar e o método Método Cone-Elipsoidal para problemas vetoriais. No
fim do capitulo é proposta uma variante para o método Dois Subgradientes Sucessivos
e é apresentada uma falha para a garantia de convergéncia do método Método Cone-
Elipsoidal.

No capitulo 4 é inicialmente apresentada uma revisao bibliografica referente as condig¢oes
de eficiéncia de Kuhn-Tucker. Em seguida é proposta uma nova condigao necessaria e sufi-
ciente de infactibilidade para problemas nao-lineares escalares e vetoriais quasi-convexos,
por similaridade estrutural as condicoes de eficiéncia. Também sao definidos os cones

complementares, quando da nao satisfacao das condicoes de eficiéncia e infactibilidade.

No capitulo 5 sao propostos os fundamentos para os métodos Poliedro-Elipsoidais para
a solucao de problemas escalares e vetoriais com fun¢des quasi-convexas e nao necessaria-
mente diferencidveis com variaveis continuas. No seu decorrer, os conceitos do poliedro de
busca e do poliedro de busca com historico de intersecgoes sao formalizado por definigoes e
teoremas, através dos quais seré garantida a convergéncia global desta familia de métodos
propostos.

No capitulo 6 sao propostos o método Poliedro-FElipsoidal por Hiperesfera, o método
Poliedro-Elipsoidal por Seqiiéncia de Cortes Profundos e Rasos e o método Historical In-
tersection Search Polyhedron Ellipsoid Method, os quais constituem a familia dos métodos
Poliedro-Elipsoidais. Estes algoritmos constituem a mais significante contribuicao desta

Tese para a solucao de problemas com varidveis puramente continuas.

O capitulo 7 encerra a primeira parte desta Tese, a qual se concentra na solucao de
problemas de otimizacao com varidveis puramente continuas. Neste capitulo sao exibidos
os problemas escalares e vetoriais com variaveis puramente continuas utilizados como teste
e discutidos os respectivos resultados obtidos pelos algoritmos Poliedro-Elipsoidais e pelos
algoritmos de referéncia para comparacao.

O capitulo 8 inicia a segunda parte desta Tese, a qual estuda os problemas escalares
com variaveis discretas e mistas discretas e continuas. Neste capitulo sao apresentados os

fundamentos para o entendimento dos métodos de otimizacao que solucionam problemas
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com variaveis discretas e mistas discretas e continuas e sao discutidas as limitagoes da
aplicagao direta dos métodos elipsoidais para a solucao desta classe de problemas.

No capitulo 9 é apresentada a teoria para a geracao de novas restricoes, na forma
de hiperplanos de corte, que permitem a obtencao da solucao problema com variaveis
discretas a partir da movimentacao do limite inferior de convergéncia correspondente a
solugao obtida por relaxacao. Em seguida é apresentada uma variacao de um método
baseado em FElipsdide capaz de resolver problemas escalares discretos.

No capitulo 10 é apresentada a teoria para a obtencao de métodos para a solucao de
problemas com variaveis discretas e mistas através do processo de enumeracao, implicita
ou explicita. Neste capitulo, inicialmente é definido um método baseado em enumeracao
explicita para a solugao de problemas discretos nao-lineares. No decorrer do capitulo, é
apresentada uma introducao ao método Branch-and-Bound, bem como a busca proposta
por este método é aplicada para a implementacao de uma nova variacao de um método
baseado em FElipsoide com enumeracao. Um método Branch-and-Cut também é definido
e utilizado para criar duas variacoes de métodos baseados em Elipsdide para a solucao de
problemas com variaveis continuas e mistas. Os quatro algoritmos propostos neste capitulo
concluem a contribuicao desta Tese para a solucao de problemas escalares discretos e
mistos.

No capitulo 11 sao exibidos os problemas escalares com varidveis discretas e mis-
tas utilizados como teste e discutidos os respectivos resultados obtidos pelos algoritmos
Poliedro-Elipsoidais e pelos algoritmos de referéncia para comparagao.

Por fim, o capitulo 1.2 apresenta as conclusao finais referentes a esta Tese e propoe

algumas das mais promissoras idéias para a continuidade desta linha de pesquisa.
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Capitulo 2

Métodos de Exclusao de Semi-Espaco e
Elipsoidal

Neste capitulo é apresentada uma revisao bibliografica referente a classe dos algoritmos de
Ezclusao de Semi-FEspacos, com destaque ao algoritmo Elipsoidal por sua relevancia neste
trabalho. Também serao apresentados trés métodos de fatorizacao que colaboram com o
processo de manutencao da caracteristica de positividade da matriz hessiana inversa do
elipsoide.

Maiores detalhes sobre os temas tratados nas secoes apresentadas neste capitulo podem
ser conseguidos nas referéncias (Gill, Murray & Saunders 1975, Bierman 1976, Bierman
1977, Shor & Gershovich 1979, Khachiyan 1979, Bland, Goldfarb & Todd 1981, Luenberger
1984, Takahashi 2003).

2.1 Visao Geral sobre Métodos de Exclusao de Semi-
Espaco

A classe dos métodos de Fzxclusao de Semi-Espacos utiliza a propriedade na qual o espaco
pode ser dividido em dois semi-espacos por um hiperplano. Considerando-se que este
hiperplano é definido por um ponto x e por um vetor V f(x) pertencente ao conjunto
subdiferencial de um funcional quasi-convexo f(-) avaliado em x, em um destes dois semi-
espacos o valor do funcional necessariamente aumenta em relacao ao ponto avaliado.

O problema (1.5) sera aqui tratado e é apresentado abaixo para a comodidade do

leitor:

min f(x) (2.1)
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20 Métodos de Exclusao de Semi-Espaco e Elipsoidal

Portanto, para o problema definido por (2.1), o algoritmo genérico para a classe de
métodos de Exclusao de Semi-FEspacos parte de um ponto inicial xg # x* e uma regiao
inicial Ry que contenha o minimo x*. Em seguida o algoritmo ird gerar uma seqiiéncia

de pontos xi, tal que x; tenda a x* através da exclusao de parte da regiao inicial Ry que
vf(xk:)vxk

nao pertenca ao semi-espaco H . A estruturacao deste algoritmo é apresentada no

algoritmo 1:

Algorithm 1 Geral para os Métodos de Ezclusao de Semi-espaco

Input: Uma regido inicial de busca Ry, tal que x* € Ryp. Um ponto inicial xg.
Output: O ponto atual x*, ndo necessariamente factivel.

1: function FEzclusao de Semi-espaco(Rp)

2 k0

3 loop ) > Laco de exclusao de semi-espaco.
4: Ryt — V(Ry, 0 HYT 00

5: Xg+1 — T(Rp11)

6 if Critério de parada then

7 return xz > Termine o algoritmo.
8 end if

9 k—k+1

10: end loop

11: end function

Deve-se observar que a individualizacao dos métodos dar-se-a pela defini¢ao das fun¢oes
T(-), a qual determina a nova estimativa para a solu¢ao a partir de uma regiao de busca

Ry, e V(+), que estabelece o procedimento de construgao da nova regiao de busca Ry, a
vf(Xk),Xk

partir da regiao atual e do semi-espaco H . Como decorréncia de sua caracteris-
tica construtiva, os algoritmos de Ezclusao de Semi-Espagos apresentam como garantia
de valor decrescente o volume da regiao de interesse de busca e nao o valor da funcao
objetivo, que podera oscilar ao longo da convergéncia.

Dentro desta classe de métodos, os algoritmos denominados de Planos de Corte foram
0s primeiros a serem propostos, sendo posteriormente apresentado o algoritmo Elipsoidal,
o qual foi precursor dos algoritmos de Pontos Interiores desenvolvidos para problemas
lineares e, mais recentemente, para problemas nao-lineares. Para uma referéncia mais

detalhada dos algoritmos de planos de corte vide (Luenberger 1984).

2.2 Algoritmos de Plano de Corte

Os métodos de Planos de Corte sao aplicados a problemas definidos por (2.2):
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2.2 Algoritmos de Plano de Corte 21

min f(x) =c’'x (2.2)
s.a.x € §
Q) £ ¢ um conjunto convexo fechado

Quando da utilizacao deste método em problemas cuja funcao objetivo é convexa e €2
é um conjunto convexo compacto, faz-se necessaria a utilizacao de uma variavel auxiliar

X para reescrever o problema no formato (2.3).

X 2{[rx]"|x e R"™Mer ¢ R} (2.3)

Assim, o problema assume a forma (2.4):

min f(x) =r (2.4)

s.a.x € €
QO 2{xe R fx)-r<0]|x € Q}

O algoritmo geral dos métodos de Planos de Corte pode ser construido, considerando-
se um erro € e um dado politopo inicial Py, tal que Py D €, conforme a estruturacio a

seguir:

Algorithm 2 Geral para os Métodos de Planos de Corte

Input: Um politopo inicial Py, tal que Py D Q. Um ponto inicial xo. Um valor da precisiao para
o teste de parada € > 0.

Output: O ponto atual x*, ndo necessariamente factivel.

1: function Planos de Corte(Py,¢)

2 k0

3 X, = arg ming ¢’ x | x € P

4 loop

5: Determinar H¢** que separa x; de Q, onde (c7¢) > 0

6 Piy1 = P, HS™*

7 Xpy1 = argming ¢’'x | x € Pryq

8 if dist(xy, Q) < e then

9: return xx > Termine o algoritmo.
10: end if
11: k—k+1

12: end loop
13: end function
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Quanto aos algoritmos de Planos de Corte, deve-se ainda registrar que a seqiiéncia de
convergéncia dos pontos x dar-se-4 de forma assintética e externamente ao conjunto €,
uma vez que as solucoes da etapa de otimizacgao linear sempre determina pontos referentes
a um dos vértices do novo politopo P,.1 que contém ). Ao se avaliar o processo de cons-
trucao do novo politopo Py 1, verifica-se a inclusao de uma nova restricao, determinada
pelo acréscimo do plano Hé** que separa x de Q, a cada iteracio. Esse crescimento do
conjunto de restricoes impoe ao algoritmo uma velocidade de convergéncia considerada
ineficiente se comparada a outros métodos propostos posteriormente.

A figura 2.1 exibe uma seqiiéncia de convergéncia para um algoritmo de Planos de
Corte.

Figura 2.1: Tlustracao de uma seqiiéncia de convergéncia para um algoritmo de Planos de Corte.

A principal diferenca entre os algoritmos da familia de Planos de Corte, diz respeito a
forma na qual o plano H&** é determinado. Assim, mesmo partindo de condicoes iniciais
idénticas, diferentes algoritmos de Planos de Corte podem resultar em distintas seqiiéncias

de convergéncia para os pontos x e diferentes tempos para a obtencao da solucao.

2.2.1 Algoritmo de Plano de Corte de Kelley

A proposicao de Kelley (Kelley 1960) para a escolha dos planos de corte H** é aplicada
a solucao de problemas da forma apresentada por (2.5), com a premissa de que g(-) :
R"” —— RP:
min f(x) =c'x (2.5)
s.a.x € €
QO =2{x e R |gkx)<0Vi=1,...,p}

Assim, temos como vélida a desigualdade exibida em (2.6). Considerando-se que i
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representa o indice da restri¢io mais violada, o plano H¢** devera ser calculado por (2.7)

e utilizado para calcular o novo politopo Py, tal como mostrado no algoritmo 2.

gi(v) > gi(w)+Vg(v—w) Vv,w (2.6)
H% = { g;(xx) + Vgi(xk)(x — xz) = 0} (2.7)

2.3 Meétodo Elipsoidal

O desenvolvimento do método Elipsoidal é baseado nos precedentes algoritmos de Relaza-
¢ao para Desigualdades, proposto simultaneamente por Agmon (Agmon 1954) e Motzkin
e Schoenberg (Motzkin & Schoenberg 1954), método do Subgradiente e Dilatag¢ao do
FEspago, proposto por Shor (Shor 1964, Shor 1970b, Shor 1970a), e pelo método das
Segoes Centrais, desenvolvidos independentemente por Levin (Levin 1965) e Newman
(Newman 1965).

A primeira descricado do método FElipsoidal é encontrada, embora nao de forma ex-
plicita, em Tudin e Nemirovskii (Iudin & Nemirovskii 1976). Neste mesmo artigo, é in-
dicado que o método Elipsoidal constitui um caso especial do algoritmo de Dilatagao do
Espaco de Shor, o qual posteriormente acabou por apresentar a proposicao explicita do
método Elipsoidal (Shor 1977), tal como conhecido atualmente. A partir da importante
demonstracao por Khachiyan de que o algoritmo Flipsoidal apresentava a capacidade de
resolver um problema linear em tempo polinomial (Khachiyan 1979), o algoritmo ganhou
notoriedade e passou a ser amplamente estudado e aplicado para a resolucao de problemas
de otimizacao associados a funcoes quasi-convexas. Maiores detalhes sobre o método Elip-
soidal podem ser encontrados na pesquisa elaborada por Bland, Goldfarb e Todd (Bland
et al. 1981).

2.3.1 Algoritmo Elipsoidal

Considere o problema descrito a seguir, onde f(-) : R" — R, g(:) : R" —— RP e

determina uma regiao factivel para do problema:

min f(x) (2.8)
sa.x € Q

Q é{x € R"|yg;(x) <0,Vj=1,...,p}
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O algoritmo FElipsoidal comega com uma elipse Ey, vide (2.9), centrada no ponto xg,

que contenha x* .

Ey2{x € R"| (x —x0)7Qp*(x — x0) < 1} (2.9)

Tal como ja descrito na se¢do 2.1, considerando-se f(x) e g;(x), Vj =1,...,p funcoes

. L . v
quasi-convexas, pode-se afirmar que o minimo x* pertence ao semi-espaco H "™,

HY 2 (x € R* |V (x—x;) < 0} (2.10)

onde, V;, representa um vetor pertencente ao conjunto subdiferencial de uma das funcoes
?gj(xk), quando x;, & €2, ou um vetor pertencente ao conjunto subdiferencial de V f(x3),

nos demais casos. O tratamento das restricoes sera detalhado na secao 2.3.3.

Aplicando-se as formulas recursivas abaixo descritas, obter-se-4 uma seqiiéncia de
pontos X1 correspondentes ao centro dos elipsoides Fy 1, resultantes da interseccao do

semi-espaco HY’“’X’“ com o elipsoide Ey, tal que Ex 1 D (Ex N HY’“X’f),

X1 = Xk — T(QuVi/(VEQr Vi) %)

Qi1 = 0[Qk — 5(QrVr)(QrVr)"/ (Vi Qr V)] (2.11)
onde, 7 = n%rl ¢ chamado de parametro de passo, o = T%Ll de parametro de dilatagao e
0= n;"”—il de parametro de expansao.

A figura 2.2 exibe a construgao de um elipsoide Fj,; a partir da preservacao do semi-
elipsoide determinado por bind #*k - exibindo uma visdo geométrica para os parametros
supracitados. Como pode ser observado, para o caso de Ej ser uma hiperesfera de raio
unitario, o novo elipsoide Fj; resultard da contracao de Fj na direcao oposta ao vetor
Vi e na proporgio de (6(1 —0))/2 =n/(n + 1), enquanto as demais diregdes ortogonais

a direcdo de V), sofrerdo uma expansio na propor¢io de 6'/2 = n/(n? — 1)Y/2.

Uma vez que o elipsoide inicial Ej contém a solucao 6tima x* e que a seqiiéncia
dos elipsoides gerados por (2.11) preserva o semi-espago que o contém, verifica-se que a
convergéncia conduzird a um elipséide de volume zero e, quando este contiver um tnico

ponto, este ponto seri x*.

O algoritmo Elipsoidal proposto por Shor é apresentado a seguir:
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Figura 2.2: Tlustracao de uma iteragao do método Elipsoidal e interpretagao geométrica dos seus
parametros.

2.3.2 Algoritmo Elipsoidal com Deep Cut

A primeira proposta para a utilizacdo de Deep Cuts para aumentar a velocidade de
convergéncia do algoritmo FElipsoidal foi apresentada por Shor e Gershovich (Shor &
Gershovich 1979).

. . . S . v
Considere uma variante para o hiperplano HV*** e para o semi-espaco H ' ***  tal

como definida a seguir:

H(a,Qu)V¥ £ {x € R" | VI(x —x;) = a(VIQLVi)"?} (2.12)
H_ (0, Qp)VF* 2 {x € R"| VI (x —xp) < a(VEQiVi)?} (2.13)

onde o parametro « é denominado de profundidade do corte e representa a distancia do

hiperplano H(a, Q;)V*** ao ponto x; na métrica correspondente & matriz Q.

Como o semi-espago H_(a, Q;)V*** ndo mais contém o ponto X; que representa o
centro do elipséide Ej, verifica-se que a intersecgio entre H_(a, Qr)V*** N Ey nao mais
preserva a metade do elipsoide Ej. Por conseguinte, o elipsoide E},, gerado possui volume

inferior ao que seria obtido no algoritmo Elipsoidal de Shor, descrito por (2.11).

Com o conjunto de equagoes abaixo, obter-se-4 uma nova seqiiéncia de pontos xji1
associados ao centro dos elipsoides Ej .1, resultantes da interseccao do semi-espaco

H (o, Qk)m’xk com o elipsoide E.
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Algorithm 3 Flipsoidal proposto por Shor

Input: Um elipsoide inicial Ey, onde a solucdo 6tima x* serd procurada de acordo com o pro-
blema definido por (2.8).

Output: A melhor solucio factivel continua x/ encontrada. Para um problema infactivel ou
para x* & E ter-se-a x/ = () .

1: function Shor(Ep)
2 k0
3 x! — () > Zere a melhor solugio factivel.
4 loop
5: if gi(x) <0Vi=1,...,p then
6: Vi — Vf(xk)
7 xf — x;, > Melhor solucao factivel até o momento.
8 if Vi, =0 then
9: return x/ > Termine o algoritmo.
10: end if
11: else
12: Vi « Vgi(xx) para algum g;(x) >0, |[i=1,...,p
13: end if B
14: Ejq1 — (B N HYP k) > Vide (2.11)
15: if vol (Ex4+1) ~ 0 ou vol(Eg4+1) ~ vol(E)) then
16: return x/ > Termine o algoritmo.
17: end if
18: k—k+1

19: end loop
20: end function

Xk+1 = Xk — T(kak / (vZkak)l/2>

Qi1 = 0[Qr — 8(QrVi)(Qe Vi) / (Vi Qi Vi) (2.14)
onde, 7 = 17:3:’1“ é2chamad0 de parametro de passo, o0 = % de parametro de
dilatagao e 6 = (4= )(1 — a?) de parametro de expansao.

Deve-se observar que, embora as expressoes que atualizam X1 € Q11 sejam corres-
pondentes as utilizadas para o calculo convencional do algoritmo, o célculo dos parametros
T, 0 e 0 sera fungdo do novo parametro a que define H_(a, Qk)?’“xk.

Para a determinacao de Ej,1, a equagao (2.14) é valida no intervalo { —1/n < a < 1},
dado que para valores a < —1/n ter-se-d Fy.; = Ej. Para valores de 0 < o < 1,
denominados de Cortes Profundos ou Deep Cuts, verifica-se que o novo calculo conduzira
a uma aceleragao da contracao do volume de Ej 1, sendo que para o = 1 o elipséide Ejq

degenera para um ponto. Deve-se contudo observar que os Deep Cuts nao garantem que a
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solugao otima seré preservada em todas as iteracoes. A faixa de valores { —1/n < a < 0}
define um conjunto de cortes considerados rasos, ou Shallow, uma vez que estes preservam
mais da metade do elipsoide anterior E;. Embora pouco explorados pela literatura até o
presente momento, estes cortes serao, tal como demonstrado em capitulo futuro, de grande
utilidade para a construcao dos métodos Cone-FElipsoidais e Historico-Cone-Elipsoidais.

A figura 2.3 exibe dois exemplos de cortes deslocados do centro x; para a construcgao

do novo elipsoide Ej .

RiO =1 RiO =1 \\\H

a) Seqiiéncia com Deep Cut. o
b) Seqiiéncia com Shallow Cut.

Figura 2.3: Tlustracao de duas iteragoes do método Elipsoidal com corte deslocado do centro xy.

2.3.3 Tratamento das Restricoes

A classe dos métodos de exclusao de semi-espaco tem como caracteristica particular o
tratamento direto das restricoes associadas ao problema e, portanto, nao possui as desvan-
tagens resultantes da utilizacao de fungoes barreira ou penalidade, tais como mal condi-
cionamento numérico ou aproximacao inexata das fun¢oes restrigoes.

Assim, embora o tratamento de restricoes nao lineares genéricas continue sendo um
desafio consideravel mesmo para os métodos de otimizacao atualmente conhecidos
(Luenberger 1984), a estrutura do algoritmo Elipsoidal lThe permite para o calculo de um
ponto fora da regido factivel, x;, & Q, a simples atribuicido de V, por um vetor pertencente
ao conjunto dos sub-diferenciais de uma restricao violada. Isto se deve ao fato de que
para um conjunto de restrigoes quasi-convexas, e conseqiientemente {2 um conjunto quasi-
convexo, um vetor pertencente ao conjunto dos sub-diferenciais de uma restricao violada

sempre determinard o semi-espaco que conterd, necessariamente, o conjunto ).
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A regiao factivel €2 pode ser definida como a interseccao das regioes de sub-nivel zero

das funcoes-restricao:

Q= LyoN...0 Ly (2.15)

Analogamente, (2 pode ainda ser interpretada como a regiao de sub-nivel zero de uma

fungao g(-), definida como:

9(x) = max({g;(x), Vi =1,...,p}) (2.16)

Notoriamente, a minimizagao de g(x) ira excluir, a cada passo em que x;, seja infactivel,
um semi-espaco totalmente infactivel, convergindo para um ponto factivel, caso este exista.

Definindo-se uma fungao s(-) : R® —— R, tal que:

s(+) = (2.17)

3()  se g(x) > 0.
Desta feita, a otimizagdo de s(x) convergird para o 6timo x*, uma vez que, para
um ponto x;, factivel ocorreré a exclusao do semi-espago que nao contém a solugao 6tima,
enquanto que, para um ponto infactivel, ocorrera a exclusao de um semi-espago totalmente

infactivel.

2.3.4 Fatorizacao de Cholesky, LDLT e UDUT

Em (2.11) o elipsoide Ej.; centrado no ponto Xjy; é representado pela matriz simétrica
definida positiva QJxy1. Uma vez que a convergéncia do algoritmo é obtida através de
uma implementagao em lago, com o recalculo de Q);,1 a cada iteragao, é inevitavel que a
precisao finita dos computadores acarrete arredondamento, os quais poderao conduzir a
perda da positividade de @y, caso o critério de parada nao seja previamente satisfeito.

Uma forma de aumentar a estabilidade numérica do algoritmo é implementar uma
fatorizacdo (Bland et al. 1981, Gill et al. 1975, Bierman 1976, Bierman 1977) para o

calculo de Q1. Duas das possiveis opcoes sao:

Fatorizacao de Cholesky: Uma vez que () é matriz simétrica definida positiva, pode
ser utilizada a fatorizacdo Q = JJT, onde J é uma matriz triangular inferior. Esta
perspectiva resultard na utilizacao de um menor volume de memoria necesséaria para
armazenar () e de um menor nimero de operacoes matematicas para a atualizacao

de J1. Assim, as equagoes de atualizacao de Fj . serao:
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Xpa1 = X — TI(J Vi) [ (VE Tk Vi)
Jesr = 0PI = (1= (1= ) IV /(VE TV
i1 = ChOl@SkZl(j;eHj;cTH) (2.18)

onde I é a matriz identidade de ordem n e cholesky(-) representa a funcao de
fatorizagao de Cholesky, sendo que Ej.; passa a ser definida pela matriz Jy,1, ou

seja:

B 2 x € B | (x = xe) (o) Mx —x0) €13 (219)

Fatorizacao LDL" e UDU”: Uma forma ainda mais eficiente de estabilizar a matriz )
é considerar Q@ = LDLT, onde L é uma matriz unitaria triangular inferior e D é
uma matriz diagonal definida positiva. Um algoritmo numérico para a atualizagao de
D11 que garante que a matriz seja positiva definida pode ser encontrado em (Gill
et al. 1975). Analogamente, pode-se considerar que @Q = UDUT, onde U é uma
matriz unitaria triangular superior e D é uma matriz diagonal definida positiva.

Assim, as equagoes de atualizagdo de Ej, 1 serao:

X1 = X, — TQrVi/(VEQrVi) '/

Dyy1 = o[Dy, — (D ULV ) (DWUEV )T /(VEULDUL VL))
[Uss1, Dit1] = ud(Dy 1)

Ups1r = UpUg s

Qrt1 = ﬁk+1l~)k+1ﬁkT+1 (2.20)
onde, [Up, Do] = ud(Qo)-

Um algoritmo para a implementagao da fungao de fatorizagao ud(M) é exibido no

apéndice 12.2.
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A figura 2.4 mostra o resultado' comparativo de uma implementacao do algoritmo
Elipsoidal de Shor e com a utilizando da fatorizacao de Cholesky, e da fatorizagao
UDUT. Para tanto, foi utilizado um problema irrestrito quadrético do tipo f(x) =
(x — x.)TB(x — x.) onde, claramente, x. representa a solu¢do minima para f(x).
Nao foram definidos critérios de parada, de modo que os algoritmos executassem
até a ocorréncia de falha. Tal como esperado, verifica-se que a fatorizacao UDUT
conseguiu produzir um maior nimero de iteracoes, o que corresponde a obtencao de
um menor volume final do elipsbéide que contém a solucao do problema. Percebe-se
que a fatorizagao de Cholesky também proporcionou maior estabilidade de calculo
ao algoritmo Elipsoidal. Em ambos os casos de utilizacao da fatorizacao a solugao
Otima encontrada com tempos equivalentes e com x* foi igual & solugao do problema
no limite da precisdo do computador, ou seja, (x.—x*)7(x.—x*) = 0. Assim, ambos
os algoritmos de fatorizacao apresentarao desempenho equivalente para aplicacoes

praticas.

2.4 Conclusoes do Capitulo

Neste capitulo foi apresentada uma revisao bibliografica referente a classe dos algoritmos
de FEzclusao de Semi-Fspacos, com destaque ao algoritmo Elipsoidal por sua relevancia
neste trabalho. Também foram apresentados trés métodos de fatorizacao que colaboram
com o processo de manutencao da caracteristica de positividade da matriz hessiana inversa
do elipsoéide.

Neste capitulo foram inicialmente apresentados a classe dos algoritmos de ezxclusao de
semi-espacos e o algoritmo Elipsoidal de Shor e Deep Cut. Em seguida foram revistos
os métodos de fatorizacao para manutencao da caracteristica de positividade da matriz
hessiana inversa do elipsoide.

No capitulo seguinte serao detalhados os métodos derivados do algoritmo FElipsoidal
classico que utilizam a proposicao de posto 2 para a definicao do novo elipsbide, uma
vez que estes sao os precursores do conceito de utilizagao de mais de uma informacao
simultanea sobre a restricao da regiao de interesse de busca, para produzir a aceleragao

da velocidade de convergéncia do método.

IMédia dos valores obtidos com a solucio de 10 problemas cujos parametros B e x. foram gerados
aleatoriamente para cada dimensao utilizada.
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Figura 2.4: Comparacao dos métodos de fatorizacao para aumento da estabilidade de algoritmo
Elipsoidal.






Capitulo 3

Métodos que Usam Simultaneamente
Mais de Um Vetor Subdiferencial para
Calculo de Ej,

Neste capitulo ¢ apresentada uma revisao da principal literatura existente sobre os méto-
dos derivados do algoritmo Elipsoidal que utilizam mais de um vetor subdiferencial, si-
multaneamente, para o calculo do novo elipséide Ej. 1.

Inicialmente é caracterizado o Corte Paralelo e a formulacao para célculo do novo
elipsoide para este corte. Em seguida é apresentado o Corte em Cunha, bem como as
equacgoes para determinacgao do novo elipsbide para este corte. Também é descrito o algo-
ritmo Elipsoidal que utiliza Dois Subgradientes Sucessivos para a aceleracao da contragao
do volume do novo elipsbide Fy 1. Por fim é apresentado o Método Cone-Elipsoidal para
problemas vetoriais.

Maiores detalhes sobre os temas tratados nas secoes apresentadas neste capitulo podem
ser conseguidos nas referéncias (Todd 1982, Ech-Cherif & Ecker 1984, Kim, Kim & Chang
1994, Dias 2003).

3.1 Cortes Paralelos

Tal como descrito na segao 2.3, o algoritmo FElipsoidal utiliza apenas um tnico subgra-
diente que determina o semi-espaco H_v’“’x’“, vide (2.10), para a determina¢do do novo
elipsdide Eji,; por (2.11). Conseqiientemente, ocorre a preservacao de metade do elip-
soide atual, fazendo com que a redugao deste volume se dé em uma taxa constante durante
a seqiiéncia de convergéncia. Em (3.1) exibe-se a taxa de redugao do volume do método

Elipsoidal e na figura 3.1 mostra-se a taxa de reducao do volume em fungao do aumento
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da dimensao de um problema.

vol(Bjtr) /vol(Ey) = (n/(n +1))(n®/(n? — 1))~V (3.1)

Método Elipsoidal
1 T T T

0951

Rt/

09

0.85F

Taxa de Redugao Volume

0.8

0.75 | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Dimensé&o do Problema

Figura 3.1: Taxa de reducao do volume do método Elipsoidal em funcao do aumento da dimensao
do problema.

Quando da existéncia de dois hiperplanos paralelos H(—a, Q;)V¢*F e H(3, Q) V>
determinados por um vetor Vj, pode-se definir um novo conjunto
H(a, ], Qr)V¥™ = Ep N H_(—a, Q) V¥ N H_(3, Q1) V¥ que contera a interseccio
destes semi-espacos com o elipséide atual Ej, tal como indicado nas equagoes abaixo. O
conjunto H([a, (], Q) V+** define o chamado Corte Paralelo (Todd 1982).

H_(—a,Qp)V"™ £ {x € R"|VI(x—xz) < —a(VIQuV)?} (3.2)
H_(8,Qr) " 2 {x € R"| —= V{(x —x;) < B(ViQ:Vi)'/?} (3.3)
H(la, B, Qp) " & {x € E|a(VIQV)? < —VI(x—x;) < B(VIQ:Vi)/?} (3.4)

onde, {—-1<a< <1}

A utilizacdo dos parametros o, 3, Vj e Ej permite o célculo do elipsdéide minimo
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Exi1 D H([o, 5], Qk)w”‘k ! como exibido na equacdo abaixo, onde se considera que a < 3
de modo que o elipsdide Ej,; tenha volume positivo. O caso especial no qual o = (3

resultara no elipsoide de dimensao R"~!.

Xp+1 = X + T(Qk?k)/(vg@cvk)l/?
Qi1 = 0[Qr — 8(QiVi)(QrVi)T)/(VEQe Vi)
Epa ={x € R"| (x = x451) (Qp41) " (x — xp41) < 1} (3.5)

onde,

i) Para aff < —1/n, o elipsdide Ejp,; serd minimo se 7 = ¢ = 0 e § = 1, ou seja,
By = By

ii) Paraa+ =0, a < feaf > —1/n, o elipsdide Ey 1 serd minimo se:

1— @2

Ty (3.6)
=0 (3.7)
s (3.8)
logo, ( |

%_ 2" \n-1)/ o (n—1)/

vol (Ey,) = 2(71— 1) V(L - g (3.9)
iii) Paraa+ 0 #0,a<feaf > —1/72, o elipsoide Ej 1 serd minimo se:
p=(4(1—a®)(1 =) +n?(F° - a?)?)'/? (3.10)
2(1—af)+n(a+ B —p

° (n+1)(a+ B)? (3.11)
7= @ (3.12)
L 3.13
= opEop e e (3.13)

1A demonstracdo completa do calculo do elipséide minimo Ej; pode ser encontrada nos Teoremas 1
e 2 de (Todd 1982).

PPGEE Moura Jr., A. S. (2008) UFMG



Meétodos que Usam Simultaneamente Mais de Um Vetor Subdiferencial para
36 Calculo de Ejy

logo,

vol(Ej41) 1

_( n? ap(2—a® =B+ p/2)"(p -2+ 0 + )12
vol(Ey,) n+1

2(n2—1)) a+p

)'3(
(3.14)

Como pode ser facilmente verificado, o conjunto de equagoes utilizadas para o calculo
do novo elipsdide no método Elipsoidal de Shor, vide (2.11), é o caso particular de corte
paralelo considerando-se que @ = 0 e § = 1. Analogamente, o conjunto de equagoes
utilizadas para o calculo do novo elipsédide utilizando-se um Deep Cut, vide (2.14), é o
caso particular de corte paralelo considerando-se que a =0e 0 < g < 1.

A figura 3.2 mostra um exemplo de céalculo do elipséide Ej,; para o« = 0 e § =
1/(n+1).

Método Elipsoidal com Cortes Paralelos

151
HB.Qk)
il E,
g Vk, xk
/ H(-0,Qk)
0.5+
N
x
O |-
0.5 -
Ek+l
1.5 1 0.5 0 0.5 1

x1

Figura 3.2: Tlustracao de uma iteragdo do método FElipsoidal com Cortes Paralelos.

3.1.1 Calculo do Novo Elipséide para Dois Vetores nao Paralelos

O raciocinio desenvolvido para a elaboracao de um elips6ide minimo Ej,; da secao 3.1

parte do pressuposto da existéncia de dois semi-espacos definidos através de um mesmo

PPGEE Moura Jr., A. S. (2008) UFMG



3.1 Cortes Paralelos 37

vetor Vi e dois parametros « e § que determinam o afastamento entre eles na métrica do
elipsoide atual Q.
Extrapolando-se a premissa de que os dois semi-espacos sao definidos por um mesmo

vetor, teremos como definicdo dos semi-espacos as equacoes:

H_(—a, Q)Y Vi Xk £2ix € R"|Vi(x—x) < —a(?f@k?k)lﬂ} (3.15)

H(8,Q) "™ £ {x € R"| = VI(x—x) < B(VIQxV.)"*} (3.16)
VT V.
Vil Vol

Pode-se, entao, utilizar (3.17) a (3.23) para determinar um novo elipsoide Ey,; D
(ExNH_(—a, Qk)m’xk NH_(j, Qk)_m’xk ) que contenha a intersec¢ao dos semi-espagos
H,(—a,@k)@kvxk e H_ (5, Qk)_%’xk com Ej. O volume do elipsoide Ej,; podera ser

inferior ao volume do elipsoide Fjy,; que poderia ser obtido com o uso de quaisquer dos

onde -1 < < 1.

dois vetores V}, ou V,, individualmente, empregando-se o conjunto de equacdes do método
FElipsoidal de Shor.

As equagoes, a seguir, definem o calculo do elipsoide Ej,; 2, considerando-se que
VIQyVi <0.

X1 = X + 7(Q QrVi w)/ ka Qi Vi w)1/2

(
)

Qi = 3101 = Q) (@) )/ (VF, QT )

B 2 fx € B (= 300)(@1t) (x = 3000) < 1) (3.17)
onde,

I Al 19
§= (o + - (oo 20— (3.19)
p= (41— 0?1 - ) £ (5" ) (3.20)
e
_cloth) (3.22)
5= 20;—2_1)(2 —a%— B+ p/n) (3.23)

2A demonstracio completa do calculo de Ej1 pode ser encontrada no Lema 4.1 em (Kim et al. 1994).
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logo,

Erq1 1

_ (( n? wp2=0? = B4 p/2" 2 (p -2+ a® + 7)1

2(n2—1)) a+ 03

)2 (3.24)

Claramente, deve-se acrescentar as ja existentes restricoes para os possiveis valores
de a e 3, que resultam em vol(Fx.1) < vol(Ejyy1), uma nova restrigdo quanto ao angulo
maximo que poderd existir entre os dois vetores Vi e V. Este angulo maximo também
é fungao da dimensao n. A figura 3.3 mostra a variacao da relagao

v0l(Ej11) /vol(Eyy1) em funcio do angulo Z(Vy, V,,) e da dimensio n.

Cortes Paralelos

vol(E,,,) 35
0.5

vol (2? k) .

Dimenséao

Figura 3.3: Variacdo do volume gerado por Cortes Paralelos em fungao do Z(Vy, V) e da di-

mensao n. o
Nesta figura, os valores iguais a zero do eixo Z(Vy, V,,) representam os casos onde

0ol (Eji1) = vol(Ejiq).

A figura 3.4 mostra duas iteragoes exemplo da aplicacao dos Cortes Paralelos. No
exemplo a é mostrado um par de vetores V e V,, com angulo tal que produz o elip-
soide Ej ;. No exemplo b, para o mesmo elipsbide inicial Ej e o mesmo semi-espago

H (—«, Qk)v’“x’ﬂ, é definido um novo semi-espaco H_(/3, Qk)_m’xk que resultara no elip-
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L. b b a . .
soide Ey,; com volume vol(E}, ) < vol(E}, ). Assim, verifica-se que, para um mesmo
valor de 3, a medida em que o angulo entre os vetores Vi e V,, aumenta, o valor de 3

também aumenta. Este fato também provoca o aumento do volume do elipséide calculado.
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Cortes Pararalelos: Elipse para angulo dos vetores = 144°
15F
1 | -
051
¥ of
05
1+
15 1 1 1 1 J
A5 -1 05 0 05 1
x1
- .. o
a) Iteracao que resulta no elipséide E}, ;.
Cortes Pararalelos: Elipse para angulo dos vetores = 171°
151
1 =
05}
Vo
¥ of
05
1+
~Vw, xk
H(B,Qk)
15 1 1 1 1 J
5 -1 -0.5 0 05 1
x1
~ . L. b
b) Iteragao que resulta no elipséide £ ;.
Figura 3.4: Tlustracao de duas iteragoes do método Elipsoidal com Cortes Paralelos.
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3.2 Corte em Cunha

O algoritmo Elipsoidal e suas variantes, que utilizam apenas um vetor V;, para a correcio
do elipsoide Fj de modo a torna-lo Ej.1, sao denominados algoritmos de posto 1, dado
que rank(VyVT) = 1. Tal como ja mostrado em (3.1) e pela figura 3.1, estes algoritmos
apresentam uma a taxa de reducao do volume que é funcao apenas da dimensao em

questao.

Considerando-se a existéncia de dois semi-espagos HY e HY“** determinados
por dois vetores linearmente independentes Vj e V., pode-se definir um novo conjunto
H Vel o (ExNH Vixk v “Xk) que conterd a intersecgao destes semi-espagos com o
elipsoide atual Fj, tal como indicado nas equacoes abaixo. O conjunto H[i’“’%]’x’“ define
o chamado Corte em Cunha (Ech-Cherif & Ecker 1984).

HYwxs A {x € R"|Vi(x—x;) < 0} (3.25)
HY* & {x ¢ R"| VT (x —x;) < 0} (3.26)
HYWVI & 0y ¢ B | VI(x—x) <0 e VI(x—x) < 0} (3.27)

A utilizacdo simultanea dos vetores Vj, e V., permite o calculo do elipséide de volume
Vi, Volxe 3

minimo Ky, D H com a correcao através de uma matriz (clvkvg + CQVWVZ:),

onde ¢ e ¢y sao constantes, com posto igual a dois, o que justifica o nome destes métodos

como algoritmos de posto 2.

As equagoes abaixo demonstram o calculo do elipsoide de volume minimo Ej,; para

dimensao n > 2:

a, = Vi/(VEQiVi)"? + V., / (VIQuV.) 2
an = Vi/(ViQuVi)? = Vo /(VIQV,)

Xk+1 = Xk + ngkap (328)
Qur1 = 0"Qr + (v — §")Qrayal Qr/(a) Qray)
+(w* = 6)Qramal Qr/(al Qranm) (3.29)

B 2 {x € R"[(x = Xp41)(Qr+1) ™' (X = Xp11) < 1}

onde, definindo-se ¢ = w “14((n?=n)/2)1/2

temos:
n—2

*
7eq -

3A demonstragao completa do calculo de Ek+1 pode ser encontrada em (Ech-Cherif & Ecker 1984).
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i) Para ¢ < ¢*

((n+2)g + (n+3) — ((n+2)¢* +2(n* — 3n — 2)g + (n — 1)*)'/?)

= Tt (3.30)
v=(01-2)" (331)
="/ - (2332) (3.32)
N e
ii) Para ¢ > ¢"
2= nzfl (3.34)
= 271(5171;11))2(12 (3.35)
"= Z(?)anz B) (3.36)
W = % (3.37)

Deve-se observar que embora nao esteja mencionado em (Ech-Cherif & Ecker 1984), as
equacoes acima podem ser empregadas para a dimensao n = 2 utilizando-se ¢* = /3 /2 e
§* = 0, uma vez que nao existem vetores fora do plano definido por V; e V,,. Outro ponto

em questdo é que a utilizagdo de (3.17) a (3.23) para valores de &« = = 0 nao produz
[?kvva

um elipsoide de volume minimo que contém o conjunto H *kdiferentemente do que
ocorre em (3.28) a (3.37). Por outro lado, (3.28) a (3.37) somente pode ser utilizado para
a=[p=0.

Demonstra-se que,

vol(Fky1)

wol(By) (O (3.38)

Considere Ek+1 um elipsoéide correspondente ao que poderia ser obtido com o uso de
quaisquer dos dois vetores V}, ou V,,, individualmente, empregando-se (2.11) referente ao
método FElipsoidal de Shor. Deve-se observar que, embora a desigualdade vol(Fgi1) <
vol (Ek+1) seja sempre mantida, a razao entre os dois volumes sera fun¢ao da dimensao
n e do angulo entre os dois vetores Vj, e V,,. A figura 3.5 mostra a variacdo da relacio
v0l(Ej41)/vol(Epy1) em funcao do angulo Z(Vy, V,,) e da dimensio n.

A figura 3.6 mostra duas iteragoes como exemplo da aplicacao dos Cortes em Cunha.

No exemplo da subfigura 3.6.a é mostrado um par de vetores V}, e V,, com angulo que
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Figura 3.5: Variacdo do volume gerado por Cortes em Cunha em funcio do /(Vy,V,) e da

dimensao n.

produzird um valor de ¢ menor que o valor critico ¢*. Portanto sdo utilizadas (3.30) a

(3.33) para o célculo de Fjpi1. No exemplo da subfigura 3.6.b, para o mesmo elipsoide

inicial Ej e 0 mesmo semi-espago

PPGEE

H?k Xk

Moura Jr., A. S. (2008)

é definido um novo semi-espaco H_m’x’“, tal que
q > ¢*. Assim, sao utilizadas (3.34) a (3.37) para o calculo de Fj1.
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15 Corte em Cunha: Elipse para angulo dos vetores = 162 °©
_15 1 1 1 1 1 1 1 1 1 J
-1 08 06 0.4 02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x1
a) Iteragdo com ¢ < ¢*.
Corte em Cunha: Elipse para angulo dos vetores = 30 °
15F
1L
05F
X or
05
-1 F
15 I I I I ]
a5 -1 05 0 05 1
x1
b) Iteragdo com ¢ > ¢*.
Figura 3.6: Tlustracao de duas iteragoes do método Elipsoidal com Cortes em Cunha.
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3.3 Algoritmo dos Dois Subgradientes Sucessivos

A utilizacao dos possiveis cortes, quer sejam Deep Cuts de Shor e Gershovich, Cortes
Paralelos de Todd ou Cortes em Cunha de Ech-Cherif e Ecker, para a implementacao
de variantes do método FElipsoidal é feita independentemente. Todavia, uma vez que no
transcorrer da convergéncia para a solu¢ao 6tima podem surgir ocorréncias diversas dos
trés tipos de corte supracitados, um algoritmo capaz de identificar, dentre os tipos de
corte, aquele que propiciara a maior redugao possivel para a contracao do volume do novo
elips6ide minimo Fj 1, deve também resultar em menor esforco ECT, quando comparada

a implementacao individual dos cortes.

O algoritmo Dois Subgradientes Sucessivos (Kim et al. 1994) utiliza a avalia¢ao do
gradiente em dois pontos consecutivos da seqiiéncia de convergéncia x;, e Xj1. Os subgra-
dientes V}, e V,,, calculados nos respectivos pontos, sao utilizados para avaliar a possibili-
dade de se construir um corte tipo Deep Cut ou Paralelo ou Cunha que geraré o elipsoide
Ej 1. Tendo por referéncia o elipsoide Ek+2 4, pretende-se entdo obter um elipséide K},

de volume inferior ao do elipsdide Ej,o.

O problema (2.8) serd aqui tratado e é representado abaixo para a comodidade do

leitor:

min f(x) (3.39)
s.a.x € Q

QO =2{x € R"|gi(x) <0,Vji=1,...,p}

A estruturagao geral para o algoritmo Dois Subgradientes Sucessivos € apresentada
a seguir. As corregoes de erros existentes em (Kim et al. 1994) e incluidas no algoritmo a

seguir representam a primeira contribuicao desta Tese:

4Eli_pséid_e correspondente ao que poderia ser obtido com a utilizagao em seqiiéncia dos dois subgradi-
entes Vi e V,,, empregando-se (2.11) referente ao método Elipsoidal de Shor.
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Algorithm 4 Dois Subgradientes Sucessivos

Input: Um elipsoide inicial Ej, onde a solucao 6tima x* serd procurada de
acordo com o problema definido por (3.39). Um erro € > 0.
Output: A melhor solucdo factivel continua x/ encontrada. Para um problema

infactivel ou para x* ¢ Fj ter-se-4 x/ = .

function Dois Subgradientes Sucessivos(Ejp, €)
Passo 0: > Calculo dos parametros.
ToO < — 7

0y — —=

0y
g e ZLtntn)
oy — —.
>Defini¢ao de fungoes.

g;(*) para algum g;(x) >0, j=1,...,p.
f() caso contrario.
Passo 1: > Calculo de Vj, e de um ponto temporario X ;.
Passo la: V), « Vs(xp).

if Vi, = 0 then return x;.

dy — 1/(VEQrV i)'

if (VIQ,V;)'/? <0 then return x;, > Perda positividade de Q.
Passo 1b: X4 « X, — 70dpQi Vi

Passo 2: > Construcao de elipsbide Ej ;.
Vo — Vs(Xpt1).
if V, = 0 then return x;,.
Jk+1 A 1/(ngkvw>1/2
if (VZQ,V.,)"? <0 then return x;, > Perda positividade de Q.
if 70d,(VZQrVy) > 0 then go to passo 2c.

Passo 2a: g« —d;ﬂkHﬁng@k

B (771)7 + 1= ()71 21 = g9)'?
if Rp(0,3,n) > Rt(n)? then go to passo 2e.
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Passo 2b: > Cortes Paralelos, (3.5) a (3.14).
a0

p— (41 —a?)(1—g%) +n*(g*—a®)?)'/?
2(1—af)+n(a+B)?—p
(n+1)(a+9)2
o(a+B)
2

o —
T
0 — #%(2—042—324-,0/71)

X1 — X + 7(Qr Vi) /(VEQi Vi) /2

Qi1 — 0[Qk — o (QrVi)(QrVi)T)/(VEQr V)]

go to passo 3.

Passo 2c: > Deep Cut, (2.14).
ay, — Todkdi11(VIQi V).
if ap < ap then go to passo 2d.

a <—

1+na
n+1

T «—
2(14+na)
(n+1)(14a)

0 (ngi1>(1 - 042)
Xpr1 < X — T(Qrgr/ (gF Qrgr)?)
Qi1 — o[Qr — 0(Qrgr) (Qrgr)”/ (8} Qrer)]

go to passo 3.

g <

Passo 2d:  q« ((1 — (n+ 1)ayg)/2)Y/2.
if ¢ < ¢* then go to passo 2e.
> Corte em Cunha, (3.28) a (3.37).
a, — Vi/(VEQrVi)? + G/ (G Qrgi) '
anm < Vi/(VEQiVi)"? — /(9] Qxgr) "

¥ 2
ZO — n——gl )
* 271 TL—l
T (§z+1))2q
% n(n—1)
0" — nt1)(n-2)
2n(1-¢)
n+1

Xp1 < Xp + 25Qray

Qi1 — 0*Qr + (v — 0)Qrapal Qi /(a] Qray)
+(w* = ") Qranay, Qr/(al,Qram)

go to passo 3.

w* —
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Passo 2e: Xpy1 — Xpy1
Gt — Ve
> Shor, por (2.11).
Qr+1964+1 — 00(Qr8rr1 — 00k (Qr8r) (Qr8r) " 8rs1
Xk+2 < Xg+1 — To(Qk+1gk+1)/(g£+1(Qk+1gk+1))1/2

Qit2 — 00[Qr — 50(Qk+1gk+1>(Qk+1gk+l)T/<gg+1(QkJrlngrl))]
k—k+1

Passo 3:  if vol (Ej41) ~ 0 ou vol(FEg11) =~ vol(Ey) then return xj. o
?k — ?w
dy = dis1
k—k+1
go to passo 1b.

Como pode ser verificado no algoritmo 4, o objetivo do método Dois Subgradientes
Sucessivos é verificar se uma seqiiéncia de construcao de dois elipsoides consecutivos pelo
método de Shor pode ser substituida por uma tunica iteracao do algoritmo Deep Cut,
utilizando o vetor V,,, ou do algoritmo de Cortes Paralelos ou do algoritmo de Cortes em
Cunha.

A figura 3.7 mostra duas iteragoes exemplo da aplicacao do algoritmo Dois Subgradi-
entes Sucessivos. Nesta figura, Ek+2 representa o elipsoide obtido pela seqiiéncia de dois
calculos consecutivos pelo método de Shor aplicadas ao elipsdide Ey. O primeiro calculo
obtém o elipsoide Ek+1, ndo mostrado nas subfiguras, a partir de Ej, e Vj. O segundo
calculo, obtém o elipsoide Ek+2 a partir de Ej4; e V. Ja o elipséide Ej 4, é obtido pela
execucdo do passo 2b, referente a utilizacdo dos dois vetores Vj e V,, para a aplicacao dos
Cortes Paralelos. Na subfigura 3.7.a é mostrado um par de vetores V;, ou V,, com angulo
tal que produz um elipséide Ej.; com volume inferior a Ek+2. No segundo exemplo, o
par de vetores V}, e V,, possui um angulo que produzird um elipséide Ej,; com volume

superior Fy .
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Dois Subgradientes Sucessivos: Elipse para angulo dos vetores = 175 °

0.5

15 L L L L ]
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1

x1

a) Tteracao com Ejyiq < Eppo.

Dois Subgradientes Sucessivos: Elipse para angulo dos vetores = 135°

0.5

15 Il Il Il Il J
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1

x1

b) Iteracio com Ejyq > Ejps.

Figura 3.7: Ilustracao de duas iteragoes do método Dois Subgradientes Sucessivos.
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3.3.1 Proposicao de uma Variante do Algoritmo dos Dois Sub-
gradientes Sucessivos Quando Existem Duas Restrigoes Vi-

oladas

Como pode ser observado pela estruturacao do algoritmo Dois Subgradientes Sucessivos,
embora este utilize a formulacao dos Cortes em Cunha, este corte nao é aplicado para o
caso em que existam duas restri¢oes violadas gx(-) e ¢g.(-) | A e p € [1,p], apesar desta
sugestao ja existir em (Ech-Cherif & Ecker 1984). Esta alteragao do algoritmo, certamente
acrescentara mais uma possibilidade de reducao do volume do novo elipsbide e pode ser
facilmente implementada através da inclusao do passo la’ com o calculo do novo elipsoide
através de (3.28) a (3.37).

As alteragoes para a estruturacao geral para a variante do algoritmo Dois Subgradi-
entes Sucessivos, quando da existéncia de duas restricoes violadas, sao apresentadas a
seguir e constituem o primeiro algoritmo proposto por esta Tese. A fungao VmaxZ(g(x))
define as duas restriges violadas que produzirado o menor elipséide Fj; a partir de (3.28)
a (3.37)

Algorithm 5 Dois Subgradientes Sucessivos 2.R. A.

Input: Um elipsoéide inicial Ej, onde a solucao 6tima x* serd procurada de
acordo com o problema definido por (3.39). Um erro ¢ > 0.
Output: A melhor solucdo factivel continua x/ encontrada. Para um problema

infactivel ou para x* ¢ Fj ter-se-a x/ = .

function Dois Subgradientes Sucessivos 2.R.A. (Ey, €)

Passo 0: > Calculo dos parametros.
T i

2

n+1

TL2

n2—1

—1+((n*~n)/2)'/?

n—2

gp <
60 —
q" —
1
Qg < el
>Defini¢ao de fungoes.
Re(y,0,w) = (v(9) " P w)'/?

Ind(g(x)) = {j9;(x) >0Vj=1,....p}
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[Vgi(x), Vgi(x)] | Ind(x) = [i],

Y = N/ (- vZy Vgi(x)TVg;(x) Ve (x)T Vg, (x)
VmazZ(g(x)) [V9:(x), Va;(3)] | 15,00 T 00T < Toarvios 0T 159G

|i# 4, VleInd(r) e Ve Ind(r).
g;(+) para algum g¢;(x) >0, j=1,...,p.
() caso contrario.
Vf(x),Vf(x)] se Ind(r)=0,
Vmaz/(r) se Ind(r) # 0.
Passo 1: > Calculo de V, e de um ponto temporario X 1.
Passo la:  [Vi, V1] « Vs2(xy).
if Vi = V1 = 0 then return x;.
if Vi # V7 then go to passo la’.
Vi« Vi
dy — 1/(VEQrVy)'/?
if (VIQLV;)Y? <0 then return x;, > Perda positividade de Q.
go to passo 1b.

Vs2(x) =

Passo la‘: > Corte em Cunha para duas restri¢oes violadas, por (3.28) a (3.37).
Vo — Vi
V=Vl
2

a, «— Vi/(VEQrVi)'? + Vi, /[ (VEQk V)2
Ay, vk/(vZkak)l/Z - vw/(ngkvw)lm
if ¢ < ¢* then

((n+2)g+(n+3)— ((n+2)2¢>+2(n*—3n—2)q+(n—1)%)/2)
4(n+1)

q<—

20
7 e (1= 2)?
0" ="/ (v" = (25)%)

(1-¢?)7*

e A RSB
else

* 2

20 < ,

* 2n(n—1)q

v (nt1)2

* n(n—1)

0 (n+1)(n—2)

* 2n(1—-¢?)

w n+1
endif

if Re(y*,0%,w*) > Rt(n)? then
Vi = (Vi/ Vi D+ (Vi/ 1 Vi I
go to passo 1b.

endif
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X1 < Xk + 250Gk

Qrr1 — 0*Qr + (v — 0")Qraya) Qr/ (ay Qray)
+(w* = 0)Qrana,Qr/(al,Qran)

k—k+1

go to passo 3.

Passo 1b: Tal como mostrado para o algoritmo 4

Passo 2:  Tal como mostrado para o algoritmo 4

Passo 3:  if vol (Ejy1) ~ 0 ou vol(Exi1) ~ vol(Ey) then return x., o
k—k+1

go to passo la.

A figura 3.8 exibe uma iteragdo exemplo da aplicagdo da proposicao da Variante
do Algoritmo dos Dois Subgradientes Sucessivos 2.R.A.. Nesta figura, o elipsoide Fjiq
representa o elipséide obtido pela execucao do passo 2b, referente & utilizacao dos dois
vetores V;, ou V,, para a aplicacio dos Cortes Paralelos. Ja o elipséide Ej, representa
o elipsodide obtido pela execucao do novo passo la’ que utiliza duas restricoes violadas no
calculo do novo elipsoide pela aplicacao do Corte em Cunha. Como pode ser observado
a variagao aqui proposta do algoritmo Dois Subgradientes Sucessivos é capaz de produzir
um elipsoide de volume inferior ao volume do elipséide que seria obtido pelo algoritmo

proposto originalmente em (Kim et al. 1994).

Uma vez considerada a possibilidade de se utilizar, caso existam, as informacoes de
mais de um subgradiente nos pontos x; e X;1, abre-se um leque de variantes para o algo-
ritmo Dois Subgradientes Sucessivos utilizando-se a pesquisa dos possiveis cortes obtidos

com as diversas combinagoes dos gradientes existentes em xj € Xj 1.

3.4 Método Cone-Elipsoidal

Proposto inicialmente por Dias (Dias 2003) para problemas vetoriais convexos diferen-
ciaveis, o Método Cone-Elipsoidal, MCE, é baseado apenas nas definicoes do Cone de
Direcoes Otimizantes e Cone de Direcoes Factibilizantes para implementar uma variacao
do Algoritmo Elipsoidal de Shor na qual a dire¢ao do corte do elipsoide atual Ej, ird pro-
duzir um novo elipsbéide Ej.1 cujo centro X;,1 necessariamente estara no interior do cone

utilizado.
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Cortes para a Proposicao de uma Variante do Algoritmo dos Subgradientes Sucessivos

15+
1+
0.5+
S of V, <
0.5 -
Ak
15 1 1 1 1 |
-1.5 1 0.5 0 0.5 1

x1

Figura 3.8: Ilustracao de uma iteragdo da variante proposta para o método Dois Subgradientes
Sucessivos.

3.4.1 Formalizacao do Cone de Diregcoes Otimizantes e do Cone

de Direcoes Factibilizantes

O problema (1.8) sera aqui tratado e é representado abaixo para a comodidade do leitor:

min f(x) (3.40)

s.a. O ={x* € Q|fx € Qtal que f(x) < f(x*) e f(x) # f(x)}

Q= {g(x) <0|x € R"}

onde, f(:): R" — R™e g(:) : R" — RP.
Considere as defini¢oes e teoremas, tal como propostos por Dias:

Definicao 1 - Cone de Diregées Otimizantes (CDO): Considere C(xy) um cone com vér-

tice no ponto xy. Este cone serd um CDO, CO(xy), do problema definido por (8.40) se:
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Vx € C(x¢)de>0 | f(xp+e(x—xk)) < f(xp)eg(xp+e(x—x) <0 (3.41)

Definicao 2 - Cone de Diregoes Factibilizantes (CDF): Considere C(xy) um cone com

vértice no ponto X;. Este cone serd um CDF, CY(xy), do problema definido por (3.40) se:

Vx € C(xx) Je >0 | g(xp +e(x—xx)) < g(xx) (3.42)
A partir das Defini¢des 1 e 2, temos os seguintes Teoremas:

Teorema 1 : Considere o problema definido por (3.40) e um ponto X | gi(xx) <
0; Vi=1,...,p. Define-se o conjunto ¥ 2 {i | gi(x) = 0}, sendo que h repre-
senta o numero elementos que o compoe. Suponha fi(-) e gy(-) diferencidveis em Xy e a

matriz Go definida como indicado a sequir:

Go =—[Vfi(xx) ... Vfn(xx) vg\P(l)(Xk) ng/(h)(xk)] (3.43)

O cone CDO, em xy, € definido como:

x € COx;) <= GL(x—x4) >0 (3.44)
Prova:

i) Uma vez que f;(-) é diferencidvel em xy, o vetor V f;(xy) define um hiperplano tangente

a superficie de nivel da funcgao f;.

ii) O hiperplano corresponderd, por conseguinte, & aproximagao de primeira ordem para
a hipersuperficie. Consegiientemente a equagio V fj(x)T(x — x;) < 0 define o

semi-espaco tal que:

Vx | Vfi(Xk)T(X — Xk) <03de>0 | f(X]C +5(X — Xk)) S f(Xk) (345)

iii) O cone C(xy) € a interseccao de todos os semi-espagos associados a fi(+) e gy(-)°.

Conseqiientemente C(xy,) € equivalente G CO(xy).

Um primeiro exemplo da ilustragdo geométrica do Teorema 1, para um ponto {x |
gi(xx) <0, Vi=1,23} éexibido na figura 3.9. Como pode ser observado, o Cone CDO

é definido pela matriz Gp = —[ Vf1(x) V fa(x) ], formada exclusivamente dos gradientes

5As mesmas defini¢des realizadas em "i"e "ii"podem ser estabelecidas para gy.
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das funcoes-objetivo, uma vez que o ponto x se encontra no interior, e nao na borda da

regido factivel. Os pontos minimos irrestritos das func¢oes fi(-) e fao(-).

Figura 3.9: Tlustracao da existéncia de um Cone CDO em um ponto X no interior da regiao
factivel.

Ja o segundo exemplo, figura 3.10, ilustra o Teorema 1 para um pontox | ¥ = {2,3}.
Assim, o Cone CDO é definido pela matriz Go = —[V f1(x) V fa(x) Vga(x) Vgs(x) |, uma
vez que o ponto x se encontra na borda da regiao factivel. Em ambos os exemplos, a area
colorida mostra, parcialmente, o Cone CDO definido pela matriz Go. Os pontos p; e po

respectivamente representam os pontos minimos irrestritos das fungoes fi(-) e fa(+).

Teorema 2 : Considere o problema definido por (3.40) e um ponto {xx | gi(xx) >
0; paraalgum i = 1,...,p}. Define-se o conjunto ¥ = {i | gi(x;) > 0}, sendo que v
representa o nimero elementos que o compoe. Suponha f;(-) e g-) diferencidveis em x;, e

a matriz Gg definida como indicado a sequir:

Gr=—[Vgun)(xx) --- Vo) (Xr)] (3.46)

O cone CDF, em x;, € definido como:
x € Cf(xp) <= GL(x—xz) >0 (3.47)

Prova:

Analogamente ao demonstrado para o Teorema 1.

Um exemplo da ilustra¢ao geométrica do Teorema 2, para dois pontos X, X, | ¢;(Xx4) >

0 egi(xp) >0, Vi =1,2,3 } é exibido na figura 3.11. Neste caso, o primeiro Cone
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Figura 3.10: Tlustragdo da existéncia de um Cone CDO em um ponto x na borda da regiao
factivel.

CDF ¢ definido pela matriz Gp(x,) = —[Vg2(X.) Vgs3(X,)], enquanto o segundo Cone

CDF ¢ definido pela matriz Gp(x,) = —[Vgi1(xp) Vgs(xp)]. A éarea colorida mostra,
parcialmente, os Cones CDF's definidos pelas matrizes Gp(x,) e Gp(Xp).
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Figura 3.11: Tlustragao da existéncia de dois Cones CDF's associados aos pontos X, e X, exteriores
a regiao factivel.
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3.4.2 Algoritmo

O objetivo principal é o de possibilitar a utilizagao do algoritmo MCE na aplicagao de
casos de problemas vetoriais, partindo do pressuposto que um cone CDO, ou CDF, definido
em um ponto X, qualquer, sempre ilumina uma parte do conjunto de solugoes 6tima €2*.
A transcri¢ao do algoritmo MCE, baseado nas Defini¢coes 1 e 2 e nos Teoremas 1 e 2, é

exibida a seguir.

Algorithm 6 Cone-Elipsoidal

function MCE(E))

Inicializar o centro do elipsbide, Xy e a matriz descritora do elipséide,
(o, de forma a que o elipsbide inicial contenha pontos pertencentes ao

conjunto Pareto-Otimo do problema.

Inicializar a variavel logica EXCONE que indica a existéncia de um cone

no valor verdade.

while EXCONE
if x; infactivel then
montar matriz GG com subgradiente das restri¢oes ativas.
else montar (G, com subgradiente das restri¢oes ativas mais subgradiente das
funcoes-objetivo
endif
calcular €, no interior do cone definido por Gy, simultaneamente verificando
se tal cone existe.
if cone existe then
calcular um vetor £ dentro do cone.
utilizar a féormula do método elipsoidal de Shor baseada no vetor —¢ para
atualizar o centro do elipsoide, X1, € a matriz do elipsoide, Q1
else
EXCONE « falso
endif

endwhile

Deve-se ressaltar, todavia, que uma vez que nao ¢ formalizado o Cone de Busca, o

algoritmo pode nao convergir quando o elipsoide inicial nao contém todo o conjunto de
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solugoes Otimas.

Um exemplo desta falha de convergéncia ¢ exibido na figura 3.12 para problema vetorial
irrestrito de duas funcoes quadraticas com centros sobre o eixo x;. Para o elipsbide inicial
Ey exibido (Eq N Q*) # (). Como pode ser observado, ap6s poucas iteragoes o elipsoide
Ej11 nao mais contém qualquer ponto do conjunto de solugoes 6timas 2%, indicado pela
reta com os minimos irrestritos de f;(-) indicados por asteriscos. Embora o exemplo
aqui apresentado nao defina Ey D 0*, mesmo para esta condicao inicial o método pode

apresentar falhas.

X, VOP: Elipse na iteracao k=5

0.45
04
0.351

0.3

0.25
0.2
0.151
o~
0.1
0.05 :
I .
2 0

1.5

/

I I I I I I X,
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

-0.05 |-

1

-0.4 -0.

Figura 3.12: Ilustragdo de um problema vetorial com condigoes iniciais que induzem o algoritmo
Cone-Elipsoidal a falha.

3.5 Conclusoes do Capitulo

Neste Capitulo foram apresentadas as variantes do método Elipsoidal que utilizam mais
de um vetor subdiferencial para o cdlculo do novo elipsoide.
Para a atualizagao de posto 1 da matriz Q. foi descrito o método de Corte Paralelo

enquanto que para a atualizacao de posto 2 foi descrito o método de Corte em Cunha.
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Em seqiiéncia, foi apresentada o algoritmo Dois Subgradientes Sucessivos que determina,
dentro da seqiiéncia de convergéncia, qual o melhor corte possivel para o incremento
da contracao do volume do novo elipsoide Ej,;. Uma variacao para o algoritmo Dois
Subgradientes Sucessivos, a qual possibilita utilizar a construcao de um Corte em Cunha
quando da existéncia de duas restri¢coes violadas simultaneamente em uma iteragao, foi
proposta. Por fim foi apresentado o Método Cone-Elipsoidal para problemas vetoriais.
No capitulo seguinte sera apresentada uma revisao referente as condicoes de eficiéncia
de Kuhn-Tucker, seré proposta uma nova condi¢ao necesséria e suficiente de infactibilidade
para problemas escalares e vetoriais quasi-convexos, bem como também serao definidos

os cones complementares.
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Capitulo 4

Infactibilidade Estrita,
Pareto-Otimalidade e Condicoes

Complementares

Neste capitulo é apresentada uma revisao bibliografica referente as condicoes de eficiéncia
de Kuhn-Tucker. Em seguida, iniciam-se as contribuicoes desta Tese a partir de um
proposta, por similaridade estrutural as condicoes de eficiéncia, de uma nova condi¢ao
necessaria e suficiente de infactibilidade para problemas nao-lineares quasi-convexos.

Em seguida, sao definidos os cones complementares, quando da nao satisfacao das
condicoes de eficiéncia e infactibilidade, utilizados para convergir uma seqiiéncia de pontos
para: (i) um ponto factivel, em problemas de factibilidade; (ii) um ponto do conjunto
Pareto-Otimo, em problemas de otimizagdo, ou (iii) um ponto em que exista a condigio
necessarias e suficientes de infactibilidade (INF).

Maiores detalhes sobre os temas tratados nas secoes apresentadas neste capitulo po-
dem ser conseguidos nas referéncias (Topkis & Veinott 1967, Bazaraa & Shetty 1979,
Rockafellar n.d., Chankong & Haimes 1984, Luenberger 1984, Benson 1984, Benson &
Aksoy 1991, Miettinen n.d., Sergienko, Lebedeva & Semenova 2000, Adan & Novo 2003,
Takahashi 2003).

4.1 Introducao

Os conceitos de otimalidade e eficiéncia podem ser definidos matematicamente por diver-
sas formas (Heing 1982, Luc n.d., Miettinen n.d., Takahashi 2003). Esta Tese é princi-
palmente baseada na defini¢ao do cone de diregoes factiveis proposto por (Miettinen &

Maikel&d 2001) e derivada do cone contingente definido por (Rockafellar n.d.). Embora nao
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explicitamente referenciadas por (Dias 2003), a Defini¢ao 1 (pagina 53) e a Definigao 2

(pagina 54) sao derivadas dos cones supracitados.

A analise estrutural das condigoes de eficiéncia de Kuhn-Tucker (KTE) permite propor
por similaridade uma nova visao de uma condicao necessaria e suficiente de infactibilidade
(INF) para problemas nao-lineares escalares e vetoriais estritamente quasi-convexos. A
principal idéia é caracterizar infactibilidade como a impossibilidade de alcangar simul-
taneamente valores menores para as restricoes que se encontram violadas. Neste caso,
a existéncia de um ponto, no qual esta impossibilidade ocorre, pode ser caracterizada
por uma condicao aqui denominada como INF. Assim, a condicao INF pode ser inter-
pretada como uma simples adaptagao das tradicionais condi¢oes KTE! (Chankong &
Haimes 1984).

Como serda mostrado na secao 4.2, a nao satisfacao de ambas as condicoes KTE e
INF em um ponto definird os cones complementares. Estes cones, definidos por vetores
subdiferenciais que serao utilizados para testar as condicoes KTE e INF, representam
regioes do espaco nas quais as condi¢coes KTE, INF, ou ainda factibilidade, poderao ocor-
rer. Desta forma, estes cones podem ser utilizados para estabelecer exclusao de regioes
do espago e criar algoritmos que, de forma deterministica, terminarao em: (i) um ponto
factivel, em problemas de factibilidade; (ii) um ponto do conjunto Pareto-Otimo, em pro-
blemas de otimizagao, ou (iii) um ponto em que exista a condigdo necessaria e suficiente

de infactibilidade, para ambos os tipos de problemas.

O conceito dos cones complementares que é utilizado aqui de forma anédloga ao tradi-
cional conjunto de dire¢oes factiveis (i.e., do inglés feasible direction set) para otimizagao
mono-objetivo (Topkis & Veinott 1967, Bazaraa & Shetty 1979, Luenberger 1984, Mietti-
nen & Mikeld 2001), o qual deu origem aos métodos de projecao (i.e., do inglés projective
methods). Estes métodos de projegao se baseiam na proje¢ao de um ponto dentro de de-
terminados conjuntos. Na andlise convexa moderna a programacao conica (i.e., do inglés
conic programming) tem sido estruturada com base em certos cones que contém conjuntos
convexos (Ben-Tal & Nemirovski 2001). Este fato tem permitido a extensao de diversos
resultados da programacao linear para problemas convexos gerais, incluindo relacoes de
dualidade. Também tem permitido a generalizagao do método de pontos interiores para
a solugao de problemas nao-lineares convexos (Nesterov, Todd & Ye 1999, Ben-Tal &
Nemirovski 2001). Os cones complementares aqui empregados sao relacionados aos cones

tangentes (i.e., do inglés tangent cones) da andlise convexa.

'Deve-se notar que as condicdes de Karush-Kuhn-Tucker para otimalidade no caso de problemas
mono-objetivo sao um caso particular das condigoes KTE.
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No contexto da otimizacao vetorial, conceitos analogos tem sido empregados no esta-
gio de decisdo de problemas de programagao linear (Benson 1984, Benson & Aksoy 1991),
para o propoésito de caracterizacao de condigoes que descrevam a existéncia de solucoes
eficientes em problemas nao-lineares (Sergienko et al. 2000), ou para de solugoes eficientes
(Adan & Novo 2003). Nesta Tese os cones complementares sao apresentados como obje-
tos complementares associados & nao satisfacao da condigoes de eficiéncia KTE nem da
condicao de infactibilidade INF.

As condicoes KTE sao verificadas, em problemas factiveis, em pontos eficientes per-
tencentes ao conjunto Pareto-Otimo. A condicdo de infactibilidade, dada a sua forma
similar em estrutura as condi¢oes KTE, sao verificadas em um conjunto de pontos nao
convexo. Sob a condicao de que o nimero de funcoes-objetivo independentes seja maior
que a dimensao do espaco de variaveis, sabe-se que o conjunto Pareto-Otimo possui volume
nao zero(Chankong & Haimes 1984). Analogamente, os pontos nos quais sao verificadas
a condicao de INF determinam um conjunto de volume nao zero quando o nimero de

restrigoes violadas é maior que a dimensao do espaco de variaveis.

Um resultado tradicional da programacao linear é a construgao de certificados de in-
factibilidade (i.e., do inglés infeasibility certificates) baseados na nogao de dualidade
(Luenberger 1984, Ben-Tal & Nemirovski 2001). Na literatura recente sobre anélise con-
vexa, alguns certificados de infactibilidade tém sido obtidos para a programacao conica
por meio de dualidade conica (i.e., do inglés conic duality) (Nesterov et al. 1999, Ben-Tal
& Nemirovski 2001). A condi¢ao INF, aqui proposta, é equivalente a um certificado de
infactibilidade em espacos de dimensao finita e apresenta a singularidade de ser derivada
unicamente de varidveis primais. Ressalta-se ainda que a condicao INF é provida de
uma estrutura particular, a qual serd discutida nas préximas secoes, bem como que esta
regiao podera ser procurada com algoritmos (Kiwiel 1995, Liao & Todd 1996, Goffin &
Vial 1999, Shor 1977) utilizados para procurar a regiao factivel.

4.2 Definicao da Condicao de Infactibilidade

O problema (1.8) sera aqui tratado e é representado abaixo para a comodidade do leitor:

min f(x) (4.1)
sa. O ={x" € Q|#x € Qtal que f(x) < f(x*) e f(x) # f(x)}

Q= {g(x) <0|xcR")
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onde, f(:): R" — R™e g(-) : R" — RP.

Considere o problema descrito por (4.1). O objetivo principal de um problema de
otimizagao vetorial é encontrar algum ponto x* € 2* que descreva o melhor compromisso
entre as diferentes fung¢des-objetivo que definem f(-). Isto também significa que nao ex-
iste outro ponto x € 2* no qual alguma funcao-objetivo f;(-) do vetor f(-) pode ter seu
valor melhorado, quando comparado ao valor f;(x*), sem a piora do valor de alguma
outra funcao-objetivo presente no mesmo vetor f(-). O conjunto dos pontos que apre-
sentam esta caracteristica é chamado conjunto Pareto-Otimo ou Pareto, Q*, e seus pon-
tos sdo chamados de soluces Pareto-Otimo, eficientes, ndo-dominadas ou nao-inferiores
(Luc n.d., Miettinen n.d., Takahashi 2003). O conceito de dominancia é apresentado a

seguir a partir da seguinte notacao:

w <y = operador < sobre w ey € R" tal que w(i) <y(i)Vi=1,...,n
ew(j) <y(j) para algum j =1,...,n.

w Ay = negacao de w <y.

w =y = operador > sobre w ey € R" tal que w(i) > y(i)Vi=1,...,n
e w(j) > y(j) para algum 7 =1,... n.

w ¥y = negacao de w > y.

Definicao 3 - Domindncia : Diz-se que o ponto x; domina o ponto Xg se f(x1) < f(Xa2).

Assim, para o problema definido por (4.1) e um ponto qualquer X, uma das quatro

condicoes abaixo iré ocorrer:

(a) x € Q* o que significa que as condigoes de eficiéncia KTE sao satisfeitas (Chankong
& Haimes 1984), ou, para algum A € R™ e u € R?:

MFER)+u"G(x) = 0
A=0, >0

g;(x) <0;Vj=1,....p
p(i)gi(x) = 0; Vi=1,...,p

(KTE) (4.2)

A figura 4.1 apresenta uma ilustracao de um ponto x* que satisfaz as condicoes de
eficiéencia de Kuhn-Tucker. Como pode ser visto geometricamente, existe um con-
junto de multiplicadores ndo negativos A, p, tal que (A(1)V f1(x*) + A(2)V fo(x*) +
p(1)Vgi(x*) + p(2)Vga(x*)) = 0.
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gi(x) >0
gi(x) <0

-
-
-
-
-
-
-

=~ Curvas de

nivel de f1(x)

Curvas de i
nivel de f(x) / P

i !

Figura 4.1: Ilustracao de um ponto x* que satisfaz KTE.

(b) x € A, com A definido como o conjunto de pontos nos quais:

34| gs(%) >0
(INF) ﬁiff)zo (4.3)

9i(X) <0 = p; =0

para algum multiplicador p € R™.

A figura 4.2 apresenta uma ilustracao de um ponto x; com trés restri¢coes violadas e
que satisfaz as condic¢oes para infactibilidade. Como pode ser visto geometricamente,

existe um conjunto de multiplicadores positivos p(1) > 0, ©(2) > 0 e p(3) > 0, tal
que (u(1)Var(xk) + 1(2)Vga(xe) + 1(3)Vgs(xx)) = 0.

() REQex &0

(d) x¢€Qex¢A.

Um exemplo, no qual nem a condi¢ao de infactibilidade INF nem a condicao de
eficiencia de KTE sao atendidas no ponto Xy, é exibido na figura 4.3. Como pode

ser observado, nao existe um conjunto de multiplicadores positivos A\ e pu, tal que
(AVfi(xk) + 1(1) Vi (xx) + 1(2)Va(xy)) = 0.
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g3(x) > 0\ &(x) <0

2(x) < 0[g2x) >0

Figura 4.2: Ilustracao de um ponto x; que satisfaz INF.

Curvas de™~-_
nivel de fi(x) -~

N

%
~
=
~
A
S
/
/

Figura 4.3: Tlustracao de um ponto Xz, no qual KTE e INF nao sao Satisfeitfxs.
A area colorida mostra, parcialmente, o Cone Complementar definido por V fi(xy),
Vgl(xk) e Vgg(xk).
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4.3 Condicoes de Decisao

Lema 1 : Considere os conjuntos A e Q tal como definido por (4.3) e (4.1). Entdo:
reA=Q=10 (4.4)

Prova:

Esta conclusao pode ser obtida pela observacao de que, interpretando-se as funcoes-restricao
violadas g;(-) como fungoes-objetivo de um problema vetorial irrestrito auziliar, as condigoes
INF sao equivalentes a considerar X como sendo um ponto nao-dominado deste problema
auxiliar. Isto significa que, no problema original, cada funcao violada somente deizard de
ser violada ao custo de violar ainda mais outra restricao. A converidade das conjuntos

subniveis das fungoes g(-) garantem que a condi¢ao de infactibilidade INF é global.

O Lema 1 estabelece uma condigao suficiente para a existéncia do conjunto A para

problemas definidos por (4.1). O Lema seguinte estabelece a condi¢do necesséria.

Lema 2 : Seja ¢;(-) : R" — R uma func¢do quasi-convera. Considere o problema de
factibilidade:

encontre X
(4.5)
s.a. x € Q)
no qual o conjunto ) € definido tal que:
Q2 {xeR"|g(x)<0,i=1,...,p} (4.6)
Considere também o conjunto I' como sendo um conjunto nao vazio e definido por:
Fr2{xeR"|gx)<0,i=1,...,r} (4.7)
para v < p. Por fim considere o conjunto A tal como definido por (4.3). Entao:
Q=0=>A#0 (4.8)

Prova:

Para Q = () temos que r < p. Existem dois casos a serem considerados:

(i) 3 k < p tal que o conjunto ® = {x € R" | gp(x) < 0} determina que @ NT = 0.
Neste caso, defina um problema auziliar de otimizagao vetorial (minimizagao) com

as fungoes max {g1(x),...,9.(x)} e gp(x). O conjunto Pareto-Otimo do problema
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auxiliar é uma curva que intercepta a fronteira de I', e aproxrima, ao menos assin-
toticamente, a fronteira de ®. FEste conjunto Pareto-Otimo é composto por pontos

que pertencem a A.

(ii) Ak < p tal que o conjunto O, = {x € R" | gr(x) < 0} determina &, NT = (. Neste
caso, defina o conjunto WV =T NPy N DPpo N ... N Dy, incluindo todos os possiveis
conjuntos Pr; de modo que ¥ permaneca nao vazio. Utilize agora qualquer @, tal
que YN, =0, e defina o problema vetorial auxiliar (minimizag¢ao) com as fungoes
max {g1(x), ..., 9-(X), gr1(X), gr2(X), . . ., Gro(X)} € ga(x). O conjunto Pareto-Otimo
deste problema auxiliar é uma curva que intercepta a fronteira de V e ®,. FEste

conjunto Pareto-Otimo é composto por pontos que pertencem a A.

O mais importante resultado com respeito as condi¢oes INF é apresentado no Teorema

3 a partir dos Lemas 1 e 2.

Teorema 3 - Conjunto Infactivel : Considere o problema de otimizacao definido por
(4.1), o conjunto A definido por (4.3), o conjunto Q* definido pelas condigoes KTE e o

conjunto € tal como definido no Lema 2. Entao:

A=0Q£0 Q" #£0
(4.9)
AN4DeQ=0c0" =0

Prova:

Diretamente dos Lemas 1 e 2.

A partir do Teorema 3, a existéncia do conjunto A torna-se uma condicao de decisao
para um problema definido por 4.1. As condi¢coes KTE e INF podem ser consideradas
condicoes de decisao, uma vez que estas podem ser utilizadas em um algoritmo para
decidir se um problema ¢é infactivel ou se um ponto pertence ao conjunto Pareto-Otimo.
Alcancada quaisquer destas condigoes, um algoritmo que esteja sendo executado para
solucionar um problema definido por (4.1) ou um problema de factibilidade, pode ser

interrompido.

4.3.1 Cones e Condicoes Complementares

Nos casos (c) e (d) apresentados na se¢ao 4.2, no qual um ponto T nao satisfaz qualquer
das condicoes de decisao, algumas condicoes complementares a KTE e INF podem ser

estabelecidas. A condicao associada a nao satisfacao da condicao KTE é dada por:
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Corolario 1 : Considere o cone C°(X), com vértice em X, formalizado pela Defini¢io 1
(pagina 53), o conjunto Q definido por (4.6) e o conjunto QX* definido por (4.1). Sex €
e X &0, entao CO(X) NQ* £ 0.

A existéncia do cone C9(X) é complementar as condi¢oes KTE no sentido de que este
cone existe se e somente se as condicoes KTE nao sao satisfeitas em um ponto qualquer x.
Similarmente, uma condicao complementar pode ser estabelecida para o caso da condicao

INF nao ser satisfeita.

Corolario 2 : Considere um cone C'(x), com vértice X, formalizado pela Defini¢io 2
(pdgina 54) e o conjunto Q0 definido por (4.6). Suponha que X € Q e x & A. Entao:

i. Se Q#0, tem-se que C¥'(X) D Q;
i. Se A+ 0, tem-se que CT(X) N A # 0.

De forma analoga ao caso anterior, a existéncia do cone C;(T) existe se e somente se
a condigdo INF ndo é satisfeita em um ponto qualquer z. Ambos os cones C°(%) e C¥'(%)
indicam regides nas quais as condi¢coes KTE e INF poderao ser satisfeitas.

Por conseguinte, algumas notas referentes a estrutura dos conjuntos €2, Q2* e A devem
ser ressaltadas. As primeiras trés notas sao correspondentes entre si, sendo a Nota 1 bem

conhecida.

Nota 1 : Suponha as fungoes g;(-) quasi-convezas. Entao, o conjunto Q0 é um conjunto

vazio, um simples ponto no R™ ou uma regiao de volume nao zero neste espaco.

Nota 2 : Suponha as fungoes g;(-) quasi-convezas e defina o conjunto Q,(¢p) para um
dado vetor ¢ € R™, ¢ > 0:

Qq(¢) £ {x eR" | g(x) < ¢} (4.10)

Entao, o conjunto Q4(¢) € um conjunto vazio, um simples ponto no R™ ou uma regio de

volume nao zero neste espago.

Nota 3 : Suponha as funcgoes g;(-) quasi-convezas e considere um ¢ € RP. FEntdo, o

congunto Q¢(€), definido por
04(0) 2 {x €R" | f(x) < e} (411)

€ um conjunto vazio, um simples ponto no R™ ou uma regiao de volume nao zero neste

espaco.
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A Nota 4 é um resultado conhecido (Chankong & Haimes 1982, Chankong & Haimes

1984). Dada a estrutura similar de Q* e A, a Nota 5 também ¢ verdadeira.

Nota 4 : Para qualquer € € R?, tal que o conjunto Qs(€) seja nao vazio, a relagio a
sequir € verdadeira.
Qre)nQ* #10 (4.12)

Nota 5 : Para qualquer ¢ € R™, tal que os conjuntos ,(¢) e A sao nao vazios, a relagao

a sequir € verdadeira.

Qy(@) NA#0 (4.13)

A nota 4 é, de fato, a base para o método P. encontrar amostras do conjunto Pareto-
Otimo (Chankong & Haimes 1982). A idéia primordial por tras deste método pode ser

re-escrita pela seguinte nota:

Nota 6 : Considere um € € R? tal que o conjunto Qs(€) é nao vazio. Entao, existe um

vetor w € RP e um escalar A € R tal que w > 0, A > 0 e:
Qe — Iw) € QF (4.14)

Neste caso, Qy € reduzido a um tunico ponto de Q* para o mdzrimo X\ no qual (4.14)

permanece verdadeira.

Como outra conseqiiéncia da similaridade entre 2* e A, tem-se como verdadeira a nota

a seguir:

Nota 7 : Considere um vetor ¢ € R™ tal que o conjunto Q,(¢) € nao vazio. Considere

também que A # (). Entao, existe um escalar X € R, X > 0 tal que:
Q,(\p) € A (4.15)

Neste caso, §, serd reduzido a um unico ponto de A para o mdzimo A\ no qual (4.15)

permanece verdadeira.

Isto significa que a condicao de infactibilidade pode ser caracterizada de forma similar
a forma na qual o conjunto Pareto-Otimo pode ser encontrado. Adicionalmente, tem-se
que a busca por pontos factiveis conduzird a um ponto que caracterize a condicao de
infactibilidade, caso este exista.

Por fim, pode-se ainda registrar algumas notas com respeito a dimensao dos conjuntos
Q, Q" e A.
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Nota 8 : Nos casos nao-degenerados, dim(€)) = n.
Nota 9 : Nos casos nao-degenerados, dim(Q*) = min({m — 1,n}).

Nota 10 : Considere que um problema tem p restri¢oes violadas. Nos casos nao-degenerados,

dim(A) = min({p — 1,n}).

As notas 8 e 9 sao bem conhecidas. Como conseqiiéncia da similaridade estrutural

entre 2 e A, a nota 10 pode ser diretamente estabelecida.

4.4 Conclusoes do Capitulo

Neste Capitulo foi apresentada uma revisao bibliogréfica referente as condi¢oes KTE e pro-
posta uma nova condicao necesséria e suficiente INF para problemas escalares e vetoriais
quasi-convexos. Em seqiiéncia, foram definidos os cones complementares que permitem a
definicao de condi¢oes complementares as condi¢oes KTE e INF. Um conjunto de Lemas,
Teoremas e Notas associadas as idéias propostas foram também apresentados.

No capitulo seguinte serao detalhados os fundamentos propostos para os métodos
que utilizarao a construcao de cones complementares para definir a familia de métodos

Poliedro-Elipsoidais.
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Capitulo 5

Fundamento dos Métodos
Poliedro-Elipsoidais para Problemas

Continuos

Neste capitulo sao propostos os fundamentos para os métodos Poliedro-Elipsoidais para
a solucao de problemas escalares e vetoriais com funcoes quasi-convexas e nao neces-
sariamente diferencidveis (QCND) com varidveis continuas. Inicialmente o conceito do
poliedro de busca é formalizado por defini¢coes e teoremas, os quais permitirao construir
uma variante de um método baseado em FElipsoide para a solucao de problemas escalares
ou vetoriais QCND. Em seqiiéncia, é proposto o poliedro de busca com histérico de inter-
seccoes que definird a menor regiao de interesse de busca, sob certas consideragoes, para
a determinacao de um novo elipsdide Ej.; que certamente preservara parte do conjunto
Pareto-Otimo.

Outros detalhes sobre estes temas podem ser conseguidos na referéncia (Moura &
Takahashi 2007).

5.1 Formalizacao do Poliedro de Busca

O problema (1.8) serd aqui tratado e é representado abaixo para a comodidade do leitor:

min f(x) (5.1)
sa. O ={x" € Q|#x € Qtal que f(x) < f(x*) e f(x) # f(x)}

Q= {g(x) <0|xcR")
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onde, f(:): R" — R™e g(-) : R" — RP.

O cone C9(x) define um conjunto de dire¢oes que podem melhorar a solugao obtida em
um ponto X. Da definicdo do conjunto Q*, ndo existe um cone C° para um ponto x* € Q.
Tal como formalizado pela Defini¢do 1 (pagina 53) para um dado ponto x; ¢ Q* existe
algum ponto x;, + ad que melhore f(xy). Para qualquer funcao-objetivo f;(-) tem-se que
Li—fix) C H Y6 Analogamente, considerando o conjunto ¥ £ {i | gi(xx) = 0},
para qualquer funcao-restricdo g¢;(-) | ¢ € ¥ o conjunto Lg—g,x,) C HY9 )Xk poy

conseguinte, para um conjunto Pareto-Otimo nio vazio existe ao menos um ponto
x* € (H?fl(xk)vxk AN H_?fm(xk)’xk N H_vg\ll(xk)ﬁ(k). (5‘2)

Embora a interseccao dos semi-espacos, apresentada acima, possa ser utilizada para
definir um algoritmo de otimizacao baseado em direcao de busca, esta interseccao nao
pode ser utilizada diretamente para definir um método baseado em elipsoéide. A razao
fundamental para esta restricao encontra-se na limitacao da regiao de busca, a qual é
definida pelo elipsoide corrente. Durante o processo de convergéncia, o volume do elipsoide
é comprimido em um volume cada vez menor, mas que sempre deve conter a solucao do
problema. Diretamente da Defini¢ao 1 (pagina 53), para problemas factiveis, existe um
ponto x* dentro do cone C® definido em todo ponto {x | x € Q e x ¢ Q*}, todavia nao
necessariamente o ponto x* se encontra dentro do elipsbide corrente. Este fato justifica a
falha do método M C'E discutido na secao 3.4.

A figura 5.1 exemplifica a limitagao da construgao de um método baseado em FElipsdide
diretamente da utilizagdo da Defini¢do 1 (pagina 53) para um problema hipotético com
n = 2, m = 2. Na figura, o primeiro elipséide E} intercepta parte do conjunto Pareto-
Otimo que se encontra dentro do cone C%(x;). O novo elipséide Ej,; também contém
o subconjunto Pareto-Otimo CP(x;) N Q*, entretanto o cone C?(x;,1) ndo intercepta o
subconjunto Pareto-Otimo que se encontra dentro do elipséide Ejyy1. Os pontos p; e po
respectivamente representam os pontos minimos irrestritos das fungoes fi(-) e fa(-).

Para superar esta limitacao em problemas com varidveis continuas, durante o pro-
cesso de convergéncia de um método baseado em FElipsoide, é necessario que ao menos
um ponto nao-dominado permaneca compartilhado pela interseccao de todos os semi-
espacos utilizados. Para garantir a convergéncia de um método baseado em FElipsoide
para problemas vetoriais QCND, primeiramente deve-se ter (EyNC®(xo) N*) # (), onde
Ey representa o elipsoide inicial. Em seguida, o proximo elipsdide FEj.; deve ser con-
struido de tal forma que (Ey N Ej.1 NQ*) # () para todo k até que um critério de parada

seja satisfeito. Dado que a interseccio de dois cones C?(x;) e C°(x,,1) ndo garante que
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Figura 5.1: Limitacao da construcao de um método baseado em Elipsoide pela utilizagao direta
de CO(Xk) e CO(Xk+1).

um ponto nao-dominado serd preservado, a seqiiéncia de elipsdides deve ser baseada em
uma defini¢do complementar a Defini¢do 1 (pagina 53). Todavia, a intersec¢ao dos semi-
espacos que definiram os cones C° nos diversos pontos da seqiiéncia de convergéncia pode
ser utilizada para definir um conjunto de pontos, no qual existe ao menos um ponto x*.
A regiao de busca definida por este conjunto de pontos é aqui denominada de poliedro de
busca (i.e., do inglés search polyhedron) e representa a regiao que deve ser contida pelo
novo elipsoide para que um ponto x* seja preservado. Um poliedro de busca é formali-

zado pela Defini¢ao 4 e pelo Teorema 4, tal como proposto em (Moura & Takahashi 2007).

Defini¢ao 4 - Poliedro de Busca : Considere o problema definido por (5.1), a Defini¢ao
1 (pagina 53) e a Definicao 2 (pagina 54). Suponha um ponto v & Q* um ponto w & 2.
Defina um conjunto © = {j | fj(w) > f;(v)V j = 1,...,m}. Considere um conjunto

convexo de volume finito nao nulo T, tal que

COV)NTNO) €D seve;
FCR"S COwW)NTNQ)¢0 seweQev g (5.3)
rnQ*) &0 nos demais casos;
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O poliedro de busca € definido por:

(T NCo(w)neo(v), Fw) < f(v) e {w,v} € Q.
rneco(w )OCO(V) fv) =< f(w)e{w,v} €.
Pov.T) & LAY HY Y ACO(v), f(w) A F(v), f(v) £ f(w) e {w,v} € Q.
rnco(w)nct(v), weQevgN.
rnct(w)nco(v), wgQevell
| TNCh(w)nchi(v), {w,v} &Q.

(5.4)

Teorema 4 - Poliedro de Busca : Um poliedro de busca formalizado pela Definicao 4
garante que (Py(v,T) NQ*) #£ 0.

Prova:

i) Para os pontosw € Qv € Q| f(w) < f(v), (C°(v)NT NQ*) D (CO(w)NT NO).
Como por definicio (CO(v)NT NQ*) £ 0, entdo (Py(v,T)NQ*) £ 0.

ii) Para os pontos w € Qv € Q| f(v) < f(w), (C°(v)NQ*) C (CO(w)NQ*). Como
por definicio (CO(v) NT NQ*) # 0, entao (P (v,T) N Q%) # 0.

iii) Para os pontos w € Q v € Q| f(w) £ f(v) e f(v) £ f(w), (CO(v)NQ*) C
ﬂ HY Y Como por defini¢io (CO(v)NTNQ*) # 0, entdo (Py(v,T)NQ*) #£ 0.

iv) Para os pontosw € Qv & Q| f(w) £ f(v) e f(v) £ f(w), CF'(v) D Q*. Como por
definiciao (CO(w)NQ*) # 0, entdo (P (v,T) N Q%) # (.

v) Para os pontosw & Qv € Q| f(w) £ f(v) e f(v) £ f(w), (CO(v)NQ*) C CF(w).
Como por definicio (CO(v)NT NQ*) £ 0, entdo (Py(v,T)NQ*) # 0.

vi) Para os pontos w € Qv & Q| f(w) £ f(v) e f(v) £ f(w), Q* C CF(w). Como
por definicao (CT(v) NT NQ*) #£ 0, entdo (Py(v,T)NQ*) # 0, o que completa a

demonstracao do teorema.

A figura 5.2 ilustra a idéia de um poliedro de busca em um problema vetorial hipotético
comn =2, m=2ep=2, para a ocorréncia de dois pontos factiveis, sendo que o ponto
w nao domina e nem é dominado por v. Os pontos p; e p, respectivamente representam
os pontos minimos irrestritos das funcoes fi(-) e fa(-).

A partir da otica de um método baseado em elipsoide sobre a Definicao 4 e sobre o
Teorema 4, o Teorema 5 definird o novo elipsoéide Ej,; que contém ao menos um ponto

*

X",
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" Poliedro de Busca ',
Pwwv,T)

Cone C°(v)

Figura 5.2: Tlustracao de um poliedro de busca para w e v factiveis.

Teorema 5 - Elipsoide dado um Poliedro de Busca : Considere o problema definido por
(5.1), a Defini¢ao 4 e o Teorema 4. Defina o conjunto convezo de volume finito nao nulo
definido pelo elipsoide Ey. Considere o elipsdide inicial {Ey C R" | Ey D Q*}. Para
uma iteracao qualquer k, tal que x; € Q*|i =0,...,k, 0 novo elipsdide Ey,1 para o qual

necessariamente (Eyy1 NQ*) #£ (0 deve ser tal que:

By Dka(Xs,Ek) (55)
k—1, Ax; gQVj=0,....k—1
onde s = ¢ min({j}), Ix;,€Qe Ax, € Q| f(x;) < f(x;)Vji=0,....k—1lei<k.
7, ElXjEQ@HXi€Q|f<XZ'>‘<f(Xj)\V/j:O,...,l€—1€i<k.
(5.6)

Prova:

i) Para um ponto x;, & Q e x, & Q dado que (Eg D Q%) # 0 e que o0s semi-espagos
Vgi(x;),X;
H J J

nao excluiram qualquer ponto x € Q para todo gi(x;) > 0 | i =

PPGEE Moura Jr., A. S. (2008) UFMG



78 Fundamento dos Métodos Poliedro-Elipsoidais para Problemas Continuos

{1,...,p} Vi ={0,...,k =1}, entao Q* C Py, (xs, Ex) € (Ext1 NQ*) # 0.

ii) Para um ponto xx € Q e x5 & 2, o Teorema 4 garante que (Px,(Xs, Ex) N Q*) # 0
uma vez que pelo item (i) (Ey D Q) Vit ={1,....,k—1} e que (Ey D Q). Entao
(Brs1 N Q) # 0.

iii) Para um ponto xi, & Q2 e x5 € Q, o Teorema 4 garante que Py, (Xs, Ey) D (E, N QF).
Entao, desde que (E, NQ*) # 0, o novo elipsdide (Egyn NQ*) # 0.

iv) Para um ponto x;, € Q e x4 € ) existem duas hipdteses:

a) Caso f(xs) A f(x;)Vj=0,....k—1ei <k tem-se que x5 corresponde ao
primeiro ponto factivel da seqiiéncia 0, ... k. Conseqiientemente (Fqy1§2*) #

0 diretamente pelo item (ii). Pelo Teorema 4 e pelo item (iii) tem-se que
(Py, (x5, E5) D (Es 1)V s < t < k. Logo, o novo elipsdide (Exi1 N Q%) # .

b) Caso f(xs) < f(x;)V j =0,....k—1ei < k tem-se que x; domina todos
0s demais pontos da seqiiéncia 0,..., k. Nomeando-se Xy o primero ponto
factivel da seqiiéncia 0, ...k, o item (ii) garante que (E;1Q2*) # 0. Pelo
Teorema 4 e pelo caso (a) tem-se que (Px, (xp, Ef) N Q*) D (Ep1Y*) e que
(Px, (X5, Ej) D (Es419Q") ¥V s <t < k. Logo, o novo elipsdide (Ex1 N Q%) 0.

v) Por fim, embora os itens (iii) e (iv) sejam interdependentes temos que (Py, (Xs, E) N
Q%) £ 0 ou por estes itens ocorrerem apds o item (ii) ou porque Xg € Q e Ey D QF,

o que completa a demonstracao do teorema.

Deve-se ainda observar que o elipsoéide Fj; mantém o mesmo subconjunto Pareto-
Otimo (Ej, NQ*) quando Ej, foi definido por (i) e (iii), e que preserva parte do subcon-
junto Pareto-Otimo (E; N X)), tal que j = maz({0,...,k —1}) | x; € Q, quando Ej,
foi definido por (i7) e (iv).

Nota 11 : Todo poliedro de busca define um conjunto convexo de volume finito nao nulo.

5.2 Formalizacao do Poliedro de Busca com Hzistorico

de Interseccoes

Uma, vez formalizado o poliedro de busca, também deve ser definido o conjunto resultante
da interseccao de diversos poliedros de busca de iteracoes passadas, aqui denominado
poliedro de busca com historico de intersecgoes (i.e., do inglés historical intersection search

polyhedron). A Defini¢do e o Corolario formalizam este conceito.
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Definicao 5 - Poliedro de Busca com Historico de Intersecgoes : Considere o problema
definido por (5.1) e a Defini¢do 4. Defina um conjunto ( = {[xo,...,Xx]} e suponha
(CNQ*) = 0. Calcule o indice s por (5.6) e suponha (Px, (x5, 1) NQ*) = 0. Define-se o
poliedro Py(xy,I') pela intersec¢ao de todos os poliedros de busca dos pontos do conjunto

¢, tal como apresentado a Sequir.

¢
PC(X&F) = { mej (XS,F) } (57)

Corolario 3 : A partir da Definicao 5, o novo elipsdide Eyy1, para o qual garantidamente
(Ery1 N Q) #£ 0, pode ser definido por:

Ejt1 D Pe(x,,1) (5.8)

Nota 12 : Todo poliedro de busca com historico de intersecgoes também define um con-

jqunto convexo de volume finito nao nulo.

A partir das Defini¢des 4 e 5 e do Teorema 5 e do Corolario 3, temos os seguintes Lemas:

Lema 3 : Considere o problema definido por 5.1, a Definicao 5, o Coroldrio 3 e uma
regiao limitada pelo elipsdide Ey definido por (5.3). Entdo, a menor regiao de interesse
de busca, R*, que pode ser determinada pela avaliagao de f(-) e g(-) nos pontos xi € X

€ definida por:

R* < P:(xs, Ey) (5.9)

Prova:

Diretamente do Teorema 5 e do Coroldrio 3.

Lema 4 : Considere o caso mono-objetivo, m = 1, derivado do problema definido por
por 5.1 para o Lema 3. Considere o conjunto Y = {j Vx; € QV j € {1,...,k}} e um
conjunto U £ {iVx; ¢ QOVi€ {1,...,k}} Entdo, a menor regido de interesse de busca,

R*, que pode ser determinada pela avaliagao de f(-) e g(-) nos pontos do conjunto ¢ é

definida por:
T o
R & { B [)Cx)) [)C"(x:) } (5.10)
j i
Prova:
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Para o caso mono-objetivo, o Teorema 4 se restringe aos casos (i) e (iv). Assim,
para xi € Q, tem-se que Py, (x0,[') <= CO(xx) V k > 0. Para x;, & 0, tem-se que
Py,

por (5.9) torna-se (5.10), o que completa a demonstra¢ao.

(x0,T) <= CF(x}) V k > 0. Logo, a a menor regido de interesse de busca descrita

Um exemplo da ilustracao geométrica do Lema 4 ¢ exibido na figura 5.3 para os pontos
X1 € Xg € Q, um ponto {x3 € 2} e um conjunto convexo de volume finito I". Neste caso,
verifica-se que o poliedro de busca é definido pela intersecciao C°(x;)NCP(x;)NCH (x3)NT
e representa a menor regiao de interesse de busca resultante da avaliagao de f(-) e g(+)

em { x; X5 € X3 }.

Curvas de g/(x) <0
nivel.de fix)

-

gi(x) >0

-
-~
- -
- -

Figura 5.3: Tlustracao de um poliedro de busca resultante da interseccao CP(x1) N CP(x2) N
CF(x3) NT para o caso mono-objetivo.

Como pode ser verificado, os métodos Corte Paralelo, Corte em Cunha, Dois Subgra-
dientes Sucessivos e Cone-FElipsoidal apresentados no capitulo 3 sao, todos eles, baseados
em casos particulares do aqui proposto poliedro de busca com historico de interseccoes.
Para o caso do Corte Paralelo tem-se que os cones definidos em v e w sao substituidos
por simples hiperplanos e os problemas limitados aos casos escalares. Ja para o Corte

em Cunha, utiliza-se um cone composto por apenas dois hiperplanos definidos somente
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no ponto w e os problemas limitados aos casos escalares. Quanto aos Dois Subgradi-
entes Sucessivos, este é composto pelo Corte Paralelo, pelo Corte em Cunha e pelo
Deep Cut aplicados exclusivamente aos problemas escalares. Neste caso, para o Deep
Cut tem-se que os cones definidos em v e w sao substituidos por simples hiperplanos e
f(w) < f(v). Por fim, no Cone-FElipsoidal a defini¢do se restringe, erroneamente, ao caso
em que f(w) < f(v)e{w,v} € Q.

5.3 Conclusoes do Capitulo

Neste Capitulo foram propostos os fundamentos para os métodos Poliedro-FElipsoidais
para a solucao de problemas escalares e vetoriais QCND. No seu desenvolvimento foram
propostos Teoremas, Lemas e Corolarios e Definicoes que formalizam os conceitos do
poliedro de busca e do poliedro de busca com historico de interseccoes, bem como per-
mitem determinar um novo elipsoéide Ej,; que certamente preservara parte do conjunto
Pareto-Otimo.

No capitulo seguinte serao detalhados os algoritmos que se fundamentam nas definicoes,

aqui apresentadas, para implementar a familia de métodos Poliedro-FElipsoidais.
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Capitulo 6

Familia dos Métodos
Poliedro-Elipsoidais para Problemas

Continuas

Neste capitulo serao propostos os algoritmos que constituem a familia dos métodos Poliedro-
Elipsoidais , a partir dos Teoremas e Corolarios definidos no capitulo 5, para a solucao de
problemas escalares e vetoriais com varidveis puramente continuas, quasi-convexos e nao
necessariamente diferenciaveis.

No seu desenvolvimento, sao apresentadas as implementacoes do método Poliedro-
Elipsoidal por Hiperesfera, do método Poliedro-FElipsoidal por Seqiiéncia de Cortes Pro-
fundos e Rasos, e do método Historical Intersection Search Polyhedron FEllipsoid Method.

Outros detalhes sobre estes temas podem ser conseguidos na referéncia (Moura &
Takahashi 2007).

6.1 Meétodos Elipsoidais com Poliedro de Busca

A formalizagao do poliedro de busca, vide a Definigao 4 (pagina 75) e o Teorema 4 (pagina
76), permite gerar um método baseado no algoritmo Elipsoidal, tal como demonstrado no
Teorema 5 (pagina 77). A justificativa para a proposi¢do de um novo método baseado
no algoritmo Elipsoidal se deve & perspectiva de que a utilizacao do poliedro de busca
Py, (x5, Ex) podera produzir uma acelera¢do no processo de convergéncia para a solugao.
Em func¢ao da provavel utiliza¢ao de mais de um semi-espago na construcao de Py, (Xs, Ey)
ter-se-a para estes métodos um maior esforco computacional ECAO tendo como referéncia
o algoritmo de Shor. Por consequinte, o poliedro de busca deve ser utilizado principal-

mente para as classes de problemas nas quais o EAIP é maior que o ECAQO, tal como
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84 Familia dos Métodos Poliedro-Elipsoidais para Problemas Continuas

apresentado na secao 1.2.2.

Deve-se ainda enfatizar que, mesmo com a utilizacao da mesma regiao de interesse
de busca Py, (Xs, Fx), ¢ possivel gerar mais de uma variante de um método baseado em
Elipscdide. Isto ocorre porque nao existe uma féormula analitica para definir um elips6ide
Ei11 D Py, (x4, Ey). Assim, cada maneira de se calcular Ejq D P, (X5, E) definird uma
variante de um método baseado em FElipsdide.

A seguir sao apresentadas algumas abordagens para o célculo de Ej,; a partir do
poliedro de busca Py, (x5, Ef).

O problema (1.8) sera aqui tratado e é representado abaixo para a comodidade do

leitor:

min f(x) (6.1)
s.a. Q' ={x" € Q|fx € Qtal que f(x) < f(x*) e f(x) # f(x)}
0= {g(x) <0 | xR}

onde, f(:): R" — R™e g(-) : R" — RP.

6.1.1 Meétodo Poliedro-Elipsotdal por Hiperesfera: M PEH

A primeira proposta de utilizar o conceito do poliedro de busca para acelerar a reducao
do volume do novo elipsdide FEj,;, consiste em utilizar as coordenadas no qual o elip-
soide Fj, é uma hiperesfera para calcular o novo elipséide. Para tanto, faz-se necessério
uma simplificacao do poliedro de busca para um cone polar determinado por hiperplanos

avaliados em um tnico ponto, tal como apresentado a seguir:

Definicao 6 - Cone de Busca : Considere da Defini¢ao 4 (pdgina 75) os conjuntos ', ©

e U, bem como o0s pontos v e w. O cone de busca € definido por:

([ TNCO(w), f(w) < f(v)e{w,v} € Q.
FﬁCO(YV), f(v) < f(w)e{w,v} € Q.
Co(v,T) & 4 TAFHI™ 0 f(w) A f(v), F(V) A f(w)e{wvpeQ.  (62)
rncH(w), weQevg
[ T'NCH(w), w ¢ (.
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Corolario 4 - Cone de Busca : Um cone de busca formalizado pela Defini¢cao 6 garante

que (Py(v,T) N Q*) # 0.

Nota 13 : O cone de busca Cy(v,I') nao necessariamente corresponde ¢ minima regido
de interesse de busca R* definida por (5.9).

O conceito bésico deste método é calcular uma esfera que contenha o cone de busca
Cx, (xs, Ex). O processo inicia-se com o calculo da matriz M¢, que caracteriza o cone
de busca na iteragdo k corrente. A matriz Mg, ¢ definida por (6.3) e suas colunas
correspondem aos vetores Vf; ou Vg; que compdem a intersecgio de semi-espagos que

definem o cone de busca.

Cy,. (Xs, E) <= Mc] (x —x3) >0 (6.3)

Quando a matriz Mgy, possui posto maior ou igual que a dimensao do problema, é
possivel calcular um elipsdide Sii1, tal que vol(Sky1) < 'Uol(EkH). Neste caso, i
corresponde a um elipsoide que poderia ser obtido com o uso de quaisquer dos dois ve-
tores que definem as colunas de M¢y, individualmente, empregando-se (2.11) referente ao
método Elipsoidal de Shor.

Para o calculo de Sk, 1, € realizada uma transformacgao de coordenadas onde o elipsoide
E}, é uma hiperesfera de raio unitario, representada por Ej,. Nas novas coordenadas o cone
C’xk (xs, ) representa o cone de busca transformado. Uma hiperesfera Spt1 D @xk (xs, Ex)
é entao calculada, e esta hiperesfera transformada para as coordenadas originais definira
o elipsoide Si;.

Quando a matriz Mg, possui posto menor que a dimensao do problema ou quando
vol(Sk41) > vol(EkH) o novo elipsdide Ej . serd Ek+1. Caso contréario o novo elipsoide
Ej 11 serd Siyq.

Este método, portanto, pode ser entendido como uma generalizacao do método de
Cortes em Cunha, apresentado no capitulo 3 e aplicavel quando da existéncia de dois
subgradientes.

A estruturacao geral do algoritmo que implementa o método Poliedro-Elipsoidal por
Hiperesfera, MPE-H, é exibida a seguir. Através da andlise deste algoritmo pode-se
verificar que sua complexidade permanece equivalente & complexidade polinomial do
algoritmo FElipsoidal de Shor, ja que a transformacao de coordenadas e o calculo da
hiperesfera Sy, sao de complexidade polinomial. Neste algoritmo, a funcao Rt(n) =

(n/(n +1))(n?/(n?* — 1))("=1/2 representa a relacio de reducdo do volume do elipsoide
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entre duas iteracoes sucessivas para o algoritmo Elipsoidal de Shor. Para facilitar a re-
presenta¢ao do algoritmo, define-se que f(0) = ooy e Cy(0,T) = Cy(v,T'). Pelo mesmo

motivo foi excluido o critério de parada x; € Q*.

Algorithm 7 Poliedro-Elipsoidal por Hiperesfera

Input: Um elipsoide inicial Ey, onde a solucdo 6tima x* serd procurada de acordo com o pro-
blema definido por (6.1).

Output: A melhor solucdo factivel continua x/ encontrada. Para um problema infactivel ou
para x* ¢ E ter-se-a x/ = () .

1: function M PEH (E))
2 k0
3 x! — () > Zera o melhor ponto factivel
4 loop
5: Mcy, +— Cx, (xt, Ep) > Calcula o cone de busca e a matriz M¢y,.
6 if x;, € Q" e f(xx) < f(x/) then
7 xf — x;, > Novo melhor ponto factivel.
8 end if
9 if rank(Mcy) > n then > Cx, (x£, Ek).
10: Skt1 « (BEx N Cx, (x¢, Ex)) > Hiperesfera nas coordenadas transformadas.
11: if vol(Syy1)/vol(Ey) > Rt(n) then
12: go to linha 22
13: else
14: Ski1 < Qk§k+1 > Retorna as coordenadas iniciais.
15: Ey11 = Sk
16: go to linha 24
17: end if
18: else
19: go to linha 22
20: end if '
21: V=2 HAJ\Z[%E;;II > Garante xj41 dentro de Cx, (x¢, E).
22: Epi1 — (Ep N HYPXF) > Vide (2.11)
23: if vol (Ex+1) =~ 0 ou vol(Ek4+1) =~ vol(E)) then
24: return x/ > Termine o algoritmo.
25: end if
26: k—k+1

27: end loop
28: end function

A figura 6.1 exemplifica a utilizagao do método M PEH. A subfigura 6.1.a exibe, tanto
para as coordenadas transformadas quanto para as coordenadas originais, uma iteragao
onde o elipséide Sj.; possui volume inferior ao elipsoide Ekﬂ. Ja a subfigura 6.1.b exibe

a situacao oposta, na qual o elipsodide Sj; possui volume superior ao elipsdide Ej ;.
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b2) Elipsoide Sy.1 nas coordenadas originais.

b) Tteracao com vol(Siy1) > vol(Eji1).

Figura 6.1: Tlustracao de duas iteracoes de calculo do método Poliedro-Elipsoidal por Hiperesfera.

PPGEE

Moura Jr., A. S. (2008)

UFMG



6.1 Métodos Elipsoidais com Poliedro de Busca &9

6.1.2 Meétodo Poliedro-Elipsotdal por Seqiiéncia de Cortes Pro-
fundos e Rasos: MPESC

Uma segunda opcao de implementacao do conceito do poliedro de busca consiste em
utilizar uma seqiiéncia de cortes profundos e cortes rasos (i.e., do inglés Shallow Cuts)
definidos por (2.14) para calcular Ej,. Esta seqiiéncia utilizara sucessivamente os vetores
suporte do poliedro de busca, ou seja, os vetores que definem as faces deste poliedro.
Embora o uso destes cortes rasos seja pouco expressivo na literatura para o célculo de um
novo elipsoide, dado que seu volume contém sempre mais da metade do elipsoide atual, no
contexto do poliedro de busca estes cortes passam a ser de grande utilidade. Isto ocorre
porque, durante a seqiiéncia de cortes a maior parte destes cortes serd de cortes rasos.
Como ganho adicional tem-se que o algoritmo resultante é de facil compreensao e bom
desempenho.

Para a construcao do algoritmo M PESC faz-se necessaria a seguinte definicao.

Defini¢ao 7 - Matrizes Mp;, e Mx,, : Considere pela Defini¢ao 4 (pdgina 75) um poliedro
de busca Py, (X5, Ex). Mpy, corresponde a uma matriz cujas colunas sao os vetores suporte

de Py, (Xs, Ey). Mxy, corresponde a uma matriz de mesma dimensao de Mpy, tal que

Mo, A { Mx(:,1) = xg, Mpy(:,1) corresponde a um subdiferencial calculado em xy.
Xk =

Mx (5, 7) = x5, Mpy(:, ) corresponde a um subdiferencial calculado em x;.
Por esta definicao, tem-se que:

col(Mpy,)

Py (xo, Ey) <= (B, (1) HMret) M) (6.4)
=1

A estruturagao geral do algoritmo Seqiiéncia de Cortes Profundos e Rasos, SCPR, é
apresentada no algoritmo 8. Através da analise deste algoritmo pode-se verificar que sua
complexidade corresponde exatamente & complexidade do algoritmo FElipsoidal de Shor.

Como pode ser deduzido, a inclusdo do teste a < —1/n existe para impedir que o
algoritmo tente calcular um novo elipséide cujo volume nao sofreré reducao. Outro ponto
a se observar é a utilizacao de uma funcao de fatorizacao sobre a matriz ;1. Tal como
descrito na secao 2.3.4, o processo de fatorizacao ird aumentar a estabilidade numérica do
algoritmo e reduzir a perda de positividade de ()1 por erros de arredondamento. Dado
que nos testes realizados, vide figura 2.4, observou-se um desempenho equivalente para
a fatorizacao de Cholesky e a fatorizacao UDU, qualquer um destes métodos pode ser

utilizado. Como comentario final, embora o teste vol(Eyy1) =~ vol(E)) ndo seja necessario
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do ponto de vista tedrico, na implementacao pratica do algoritmo ele serd muito ttil. Este
fato decorre da desaceleragdo da taxa de redugao do volume vol(Ej1)/vol(Ey) com o
passar das iteragoes. Conseqiientemente, o teste vol(Ejyy1) =~ vol(E})) permite definir se o
calculo de um novo elipsoide sera justificado pela reducao de volume que ele proporcionara.

O Lema 5 demonstrara que o elipsoide Ejq obtido pela fungdo SCPR(Ey, Mpy, Mx},),
é tal que vol(Fyi1) < Ek+1. Neste caso, Ek+1 corresponde a um elipsoide que poderia ser
obtido com o uso de quaisquer dos dois vetores suporte de Py, (X5, F)), individualmente,

empregando-se (2.11) referente ao método Elipsoidal de Shor.

Lema 5 - Sucessivos Cortes Profundos e Rasos : Considere um elipsdide E), como um
conjunto convezo de volume finito nao nulo e o poliedro de busca Py, (xs, Ey) definido
por (4). Calcule as matrizes Mp,, e My, definidas por Py, (Xs, Ex). O elipsdide Eyyq =
SCPR(Ey, Mpy, Mx,,) corresponde a dilatagao n do mdzimo elipsdide contido em Py, (Xs, Ek).
Prova:

O algoritmo 8 comprimird o elipsdide E) através de (2.14) até que a distancia de todos

0s hiperplanos HMpPrC)Mxi(3) estejam a uma distdncia 1/n, nas coordenadas onde o
elipsdide Ey,q € uma hiperesfera de raio unitdrio. Conseqiientemente, a contra¢do n da
hiperesfera de raio unitdrio estd contida no poliedro de busca pxk (x5, Ex), que corresponde

a Py, (x5, Ey) nas coordenadas onde Ey1 € uma hiperesfera de raio unitdrio.

Corolario 5 Quando Py, (xs, Ex) C Ejy e é um simplex, o elipsdide Ey1 resultante da

fungao SCPR(Ey, Mpy,, Mx},) serd o elipsdide de volume minimo que contém Py, (X, Ey).

A figura 6.2 exemplifica em seis passos a utilizacao do algoritmo 8 do processo de
calculo do elipsoide Ej 1. Como pode ser visto na subfigura 6.2.a, existem dois subgradi-
entes que definem o poliedro de busca. Dado que o elipsoéide inicial E}, é uma hiperesfera
e os vetores suporte do poliedro de busca definem n — 1 lados de um tetraedro regular, o
elipsoide E,ij? representa a hiperesfera que corresponde ao menor elipsdide que contém o
tetraedro. Ao se utilizar o primeiro hiperplano HV/1(%)*t para realizar o corte de Ej, ¢
gerada a primeira estimativa do novo elipsbdide Fj 1. Em seguida na subfigura 6.2.b exibe
o elipsodide Ek como a representacao da estimativa Fj; do passo anterior. Este elipsoide
Ek serd cortado pelo segundo hiperplano H Vi2(xk) %k o g gerada a segunda estimativa do
novo elipsdide Ej.,. Prossegue-se a seqiiéncia de geracao dos elipsoides Ey ;1 e Ek, até
que estes elipsbides convirjam para um tnico elipséide, como mostrado na subfigura 6.2.f.
Uma alternativa para que o elipséide Ej.; seja sempre minimo consiste em adicionar
como fungoes-restricao o hiperparalelepipedo definido pelos limites superiores e inferiores
das variaveis do problema. Assim sendo, nunca havera um face do poliedro definida por

um setor do elipsbide, dado que as faces do poliedro estarao sempre contidas no elipsoide
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Algorithm 8 Seqiiéncia de Cortes Profundos e Rasos

Input: Um elipsbide inicial Ey, uma matriz Mp; e uma matriz Mxy,.

Output: O elipsoide Ej 1.

1: function SCPR(Ey, Mpy,, Mx},)
2 Eji1 — Eg
3 loop
4: 71
5: a——1/n
6: 10
7 repeat > Célculo de a.
8 aj — Mpy(:, 5) Xk — Mpi(, 5)" Mxi (5 5)/(Mpy (5, 5) T QrMpy(:, 5)) /2
9: if a; <a then
10: o — aj > Melhor Corte.
11: 1 J
12: end if
13: j—j3+1
14: until j > numero colunas Mpy,
15: if « < —1/n then
16: return Ey > Termine o algoritmo.
17: else
18: Epy1 — (Ej, 0 HMorGDMxi(0)y > Vide (2.14)
19: Qi1 < Fatorizao(Qpr+1) > Vide (2.18) e (2.20)
20: end if
21: if vol(Ey41) ~ vol(E)) then
22: return x/ > Termine o algoritmo.
23: end if
24: Ey — Ep4q

25: end loop
26: end function

corrente. Logo, na seqiiéncia de poliedros de busca todo poliedro da seqiiéncia sera um

simplex.

O algoritmo 9 exibe a estruturacao geral do método de Poliedro-Elipsoidal por Se-
qiiéncia de Cortes Profundos e Rasos, M PESC. Tal como definido para o algoritmo 8,
considera-se que Mp, e Mx, sdo definidas pelo poliedro de busca P, (x5. Para facilitar a
representagio do algoritmo, define-se que f(()) = ooy e Cy(0,T) = Cy(v,T). Pelo mesmo
motivo foi excluido o critério de parada x; € €2*. Deve-se ainda observar que, embora
mais complexo, este algoritmo mantém pelo menos a mesma classe de complexidade poli-
nomial do algoritmo Elipsoidal de Shor. Isto ocorre porque a cada iteracao foi acrescida
a execucao do algoritmo 8 e este possui complexidade igual a complexidade do algoritmo

Elipsoidal de Shor e o nimero de iteracoes € menor ou igual ao deste.
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Algorithm 9 Poliedro-FElipsoidal por Seqiiéncia de Cortes Profundos e Rasos

Input: Um elipsoide inicial Ey, onde a solucdo 6tima x* serd procurada de acordo com o pro-
blema definido por (6.1).

Output: A melhor solucido factivel continua x/ encontrada. Para um problema infactivel ou
para x* & E ter-se-a x/ = () .

1: function Shor(Ep)
2 k<0
3 x! — () > Zere a melhor solugio factivel.
4 loop
5: Py, (xf, Ex) > Calcula o poliedro de busca a partir de xf, Ex, f(-) e g(-) por (5.4).
6: Mpy, « Py, (xt, Ey) > Vide (6.4).
7 My, — Py, (xf, Ep) > Vide (6.4).
8 if x, € Qe f(xx) < f(x/) then
9: xf — x;, > Novo melhor ponto factivel.
10: end if
11: Ejy1 « SCPR(Ey, Mpy, Mx},) > Vide Alg.(8)
12: if vol (Ex+1) ~ 0 ou vol(Ex4+1) ~ vol(E)) then
13: return x/ > Termine o algoritmo.
14: end if
15: k—k+1

16: end loop
17: end function

Comparando-se o algoritmo M PESC com o algoritmo Dois Subgradientes Sucessivos
verifica-se que este tltimo pode ser considerado como um caso particular do primeiro. Isto
porque o algoritmo M PESC sera sempre capaz de produzir uma regiao de busca igual
ou menor & definida no algoritmo Dois Subgradientes Sucessivos. Para o caso especifico
de um problema com variaveis continuas, escalar irrestrito, as regioes de busca definidas
a cada iteragao por ambos os métodos serao quase sempre iguais. A diferenca ocorreréd
quando os vetores subdiferenciais definirem um corte com vetores nao paralelos, sendo
que o elipsoide gerado pelo algoritmo M PESC' serd o de menor volume. Para este tipo
de problema, deve-se observar que ambos os métodos utilizarao sempre um ou dois semi-
espacos para definir o elipsbdide Ej ;. Como observacao final, ressalta-se que para este tipo
de problemas irrestritos, ou para aqueles de baixa dimensao e complexidade, é provavel que
o algoritmo Dois Subgradientes Sucessivos apresente menor tempo de convergéncia, dada

a utilizacao de equagoes analiticas para o calculo do Ej.; em contraposicao a utilizagao
da fungao SCPR.
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Figura 6.2: Ilustracao do célculo de Ey1 pelo algoritmo Seqiiéncia de Cortes Profundos e Rasos.
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6.2 Haistorical Intersection Search Polyhedron FEl-
lipsord Method

A utilizacao da definicao do poliedro de busca permite a determinacao da menor regiao de
busca possivel de ser obtida com as informacoes disponiveis em um determinado ponto w e
um ponto v. Todavia, deve ser observado que durante a seqiiéncia de convergéncia de um
método Poliedro-FElipsoidal foram gerados "k"poliedros de busca, os quais representam
informacoes ja calculadas. Portanto, desde que estas informacgoes sejam armazenadas, elas
poderao ser utilizadas para se tentar obter uma regiao de interesse de busca ainda menor,
ou seja, definir o poliedro de busca com historico de interseccoes, tal como formalizado
na Defini¢ao 5 (pagina 79) e no Corolario 3 (pagina 79). A utilizagao deste poliedro de
busca com historico de intersec¢oes definird um novo método baseado em FElipsdide, aqui
denominado HISPE (i.e., do inglés Historical Intersection Search Polyhedron Ellipsoid
Method) por referéncia a (Moura & Takahashi 2007).

Na secao 1.2.2 foi apresentada a existéncia de certas classes de problemas que justificam
um acréscimo no esforco de calculo do algoritmo de otimizacao, ECAQO, para reduzir o
numero de avaliagoes de informacoes do problema. Este esforco de célculo extra pode
ser entendido no presente contexto como: armazene e utilize as informacoes ja calculadas
referente aos poliedros de busca das iteracoes passadas para o calculo do novo elipsbide

Epya.

A construgao do método HISPF inicia-se com a verificagao de quais sao os vetores
suporte que definem o poliedro de busca com historico de interseccoes para a iteracao cor-
rente, a partir das informacoes ja calculadas nas iteracoes passadas. Todavia, a Definicao
5 (pagina 79) pressupde a utilizagdo de todas as informacoes previamente calculadas para
os pontos do conjunto (. Isto implica que o algoritmo HISPE deverd armazenar todos
0s pontos X e os respectivos vetores subdiferenciais avaliados nestes pontos. A Definicao 8

define duas matrizes com as informacoes que deverao ser armazenadas para a construcao
do algoritmo HISPFE.

Definicao 8 - Matrizes Myp e Myx : Considere pela Definicao 5 (pdgina 79) um con-
junto ¢ = {[xo,...,xx]} e um poliedro de busca P:(xs, Ey). Da Definicio 6 considere
Mey, e defina Moy, correspondente a uma matriz de mesma dimensao de Mypy, cujas
colunas representam o ponto onde os vetores Mc(:,i) foram avaliados. Define-se Myp e

Mpyx, tal que
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¢
Myp = Me; (6.5)
J
¢
Mpyx = | Mcx; (6.6)
J
Por esta definicao, tem-se que:
col(Mgp) ' .
Py(x,, By) <= (B, () HMurGOMuxt) (6.7)
i=1

Deve-se esperar que a medida que o elipsoide atual tenha seu tamanho contraido,
existirao poliedros de busca calculados em iteracoes anteriores que conterao integralmente
o poliedro de busca da iteracao atual. Conseqiientemente, alguns dos poliedros de iteracoes
anteriores em nada contribui para a determinacao de P;(x,, E). Este fato torna provavel a
hipotese de que na préatica havera um limite, algum ponto x € (, a partir do qual nao mais
serd possivel encontrar informacgoes titeis nos poliedros de busca calculados anteriormente
a este ponto.

Por conseguinte, pode-se definir um parametro 7 que limitara a utilizagdo das infor-
macoes armazenadas nas matrizes Myp e Mpyx. Este parametro é aqui denominado por

tamanho da busca histoérica. Assim,

k—7
Pe(xy, By) C (B, () HMArGoMaxCi) (6.8)
i=k—1

Deve ser enfatizado que nao existe uma definicao prévia de que a partir de um deter-
minado ponto do historico os valores garantidamente nao mais serao reaproveitaveis para
os cortes atual e futuros. Isto é decorrente do fato de que um hiperplano, definido por
vetor subdiferencial de uma das func¢oes do problema avaliado em um ponto qualquer da
seqiiéncia de convergéncia, pode constituir uma face do poliedro P (xs, Ej).

Quando aplicado a solucao de problemas de caracteristicas pouco conhecidas associ-
adas aos objetivos e restricoes ou de elevado custo de avaliagao, a busca deve ser realizada
até o primeiro poliedro de busca gerado. Nos demais casos, como podera ser verificado
nos resultados praticos que serao apresentados no capitulo seguinte, a heuristica de se
estabelecer o valor de 7 =~ 3n representa uma boa relacao entre esfor¢co computacional de
busca com o ganho real de reducao do volume. Esta discussao sera retomada quando da

apresentacao dos resultados obtidos.
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O algoritmo 10 exibe a estruturacao geral do método de Poliedro-Elipsoidal por Se-
qiiéncia de Cortes Profundos e Rasos, M PESC. Tal como definido para o algoritmo 8,
considera-se que Mpyp;, e Mpyx; sao definidas pelo poliedro de busca Pk, (xs, Ej). Para
facilitar a representagao do algoritmo, define-se que f(0)) = ooy e Cy(0,T) = Cy(v,T).
Pelo mesmo motivo foi excluido o critério de parada x;, € 2*. Deve-se ainda observar
que este algoritmo mantém pelo menos a mesma classe de complexidade polinomial do
algoritmo FElipsoidal de Shor. A cada iteragdo é executado o algoritmo 8 e este possui
complexidade igual a complexidade do algoritmo FElipsoidal de Shor, resultando em um

niimero menor ou igual de iteracoes.

Algorithm 10 Historical Intersection Search Polyhedron Ellipsoid

Input: Um elipséide inicial Eg, onde a solugao 6tima x* serd procurada de acordo com o pro-
blema definido por (6.1). O tamanho 7 > 0 para a busca de valores historicos.

Output: A melhor solucio factivel continua x/ encontrada. Para um problema infactivel ou
para x* ¢ E ter-se-a x/ = () .

1: function Shor(Ep)
2: k0
3 x! — () > Zere a melhor solucao factivel.
4: Mgp «— 0 > Zere as matrizes com informagdes ja calculadas.
5: Mpyx «— 0
6: loop
7 Py, (xf,Ey) > Calcula o poliedro de busca a partir de xt, Ey, f(-) e g(-) por (5.4).
8 Mgy, « Py, (xF, Ey)
9: Mexy — ka (Xf, Ek)
10: Mpgp [MHP MC’k]
11: Mpx <« [Mgx Mcxy) > Vide Defini¢ao 8 (pagina 79).
12: if x;, € Qe f(xp) < f(x/) then
13: xI — x4, > Novo melhor ponto factivel.
14: end if
15: Fiiq HSCPR(Ek,(Ek,MHP<:,{]€—7',...,k‘}),MHx(:,{k‘—T,...,k})) > Vide
Alg.(8)
16: if vol (Ex4+1) ~ 0 ou vol(Eg4+1) ~ vol(E)) then
17: return x/ > Termine o algoritmo.
18: end if
19: k—k+1

20: end loop
21: end function
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6.3 Conclusoes do Capitulo

Neste Capitulo foram apresentados os métodos que implementam as variantes do método
Elipsoidal e que se fundamentam nos conceitos do poliedro de busca e do poliedro de
busca com historico de intersecgoes. Em seguida, os métodos propostos foram codificados
nos algoritmos MPEH, MPESC e HISPE.

No capitulo seguinte serao exibidos os problemas restritos e irrestritos, escalares e ve-
toriais utilizados como simulacao de teste dos métodos propostos, bem como os resultados

alcancados.
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Capitulo 7

Resultados Computacionais para

Problemas com Variaveis Continuas

Neste capitulo sao exibidos os problemas de simulacao com varidveis continuas, escalares
ou vetoriais, quasi-convexos nao necessariamente diferenciaveis propostos para a validagao
dos algoritmos que constituem a familia dos métodos Poliedro-FElipsoidais.

No seu desenvolvimento sao mostrados os resultados obtidos pelos algoritmos Poliedro-
Elipsoidais apresentados no capitulo 6 e desenvolvidos a partir das definicoes, corolarios,
lemas e teoremas apresentados no capitulo 5.

Para referéncia da avaliacao do desempenho dos algoritmos propostos, os resultados
obtidos serao exibidos conjuntamente com os correspondentes resultados para os algo-
ritmos: FElipsoidal proposto por Shor e o algoritmo dos Dois Subgradientes Sucessivos
proposto por Kim. Ressalta-se aqui que o algoritmo M PEH nao foi incluido entre os
algoritmos avaliados por ter apresentado resultados muito préoximos ao algoritmo Shor.
J4a os algoritmos Cortes Paralelos e Cortes em Cunha nao foram utilizados na comparacao
porque constituem um caso particular do algoritmo Dois Subgradientes Sucessivos.

Quando a implementacgao dos algoritmos, foi utilizada a fatorizacao UDU para melho-
rar a estabilidade numérica do algoritmo, reduzindo os erros que conduzem a perda da
positividade de @ antes de uma convergéncia satisfatoria’. Ja quanto & parametrizacao
do tamanho da busca histérica o algoritmo serd indicado por HISPE;;. A indicacao
de 7 como kmaz determina que a busca historica ocorreu em todo o conjunto de va-
lores historicos disponiveis em cada iteracao k. Foram apresentadas duas configuracoes
para o algoritmo HISPE, porque a configuragao com 7 = 3n representa a configuragao

padrao recomendada para o valor de 7, enquanto 7 = kmax representa a configuracao

Nos testes realizados para problemas com variaveis continuas observou-se um desempenho equivalente
para a fatorizacao de Cholesky e a fatorizacao UDU.
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recomendada para problemas onde o ECAQO é insignificante em comparacao ao EAIP.

Como detalhe da implementacao, deve-se registrar que todos os algoritmos foram
codificados utilizando-se a linguagem MatLab®, em sua versio 6.5, tal como todos os
testes computacionais foram executados em um computador Intel Pentium IV® 2.40GHz
com Microsoft Windows® XP.

Como critérios de parada para os lagos dos algoritmos FElipsoidais foram utilizados a
estabilizacdo para o conjunto ¥ = {xy,...,Xz_4 | x € R"} tal que a funcio erro definida
como £(-) = {max(x; —x;) | Vi€ V|V j €I} apresentasse valor inferior a um parametro
€ = 1079 fornecido, bem como a perda de positividade de Q.

Em todos os testes propostos, os limites de x foram definidos por um hipercubo C C
R? de lado lado® igual a 20, sendo que o elipsoide E, foi inicializado com a menor
hiperesfera que continha o hipercubo, centralizado em um ponto x, gerado aleatoriamente
de modo que ( By NQ*) # (. Nao foi definido um nimero maximo de iteragoes, de modo
que o algoritmo sempre parasse por um dos critérios definidos.

De modo a gerar uma analise estatistica preliminar dos resultados, cada problema
definido por uma dimensao especifica foi testado com um conjunto de 10 parametros
distintos gerados aleatoriamente, sendo que os resultados apresentados a seguir indicarao,
salvo quando explicitamente informado, o valor médio dos resultados obtidos em cada
teste.

Nas tabelas de resultados temos as seguintes informacoes apresentadas como parame-

tros de avaliacao de desempenho dos métodos:

Iteragoes (k) := Representa o numero de iteragoes alcangado até a ocorréncia de um

dos critérios de parada previstos.

Tz Reducao Volume := Indica a taxa de reducao de volume obtida durante a con-

vergéncia do algoritmo apo6s as k iteragoes. Calculado por:
[Ti-p vol(E:) fvol(Ei—y) )/ 0;

Acessos a f(x) := ntumero de vezes em que a fun¢io objetivo foi avaliada. Esta infor-
macao é usada como medida do esfor¢co computacional para avaliacao do modelo

matemaético do problema.

Tempo Total:= tempo total em segundos para se encontrar a solugao 6tima x*. Esta
informacgao é usada como medida da soma do esfor¢co computacional para avaliacao
do modelo matematico do problema e do esforco computacional do algoritmo du-

rante o processo de convergéncia para a solugao 6tima. Para validar este parametro,
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a solucao 6tima encontrada por todos os métodos foi comparada. Considerando-se
x* a melhor solugao encontrada dentre todos os algoritmos testados e x* a solugao
encontrada por um algoritmo, o erro quadratico (X* — x*)T(x* — x*) para cada

algoritmo em cada problema testado foi sempre inferior a 1074

% Solucées Nao-Dominadas :—= Exclusivamente para o problema PCVQC e para o
problema Hy/H,, representa o percentual, em relagdo ao niimero total de problemas
testados, das solucoes encontradas por um determinado algoritmo e que nao foram
dominadas por quaisquer outras solucoes encontradas por qualquer ponto avaliado
por qualquer algoritmo utilizado para solucionar aquele problema em especifico.
Para este teste, foi considerado um valor de precisao das solucoes igual a 10~* para

o valor normalizado das fungoes-objetivo.

||Vf1 (@ VE@E) ). — Exclusivamente para o problema PCVQI, representa a norma da

L+
Vi) ' V()]
soma dos vetores V fi(x) e V fo(x) para cada solugdo encontrada por um dos méto-

dos propostos como medida do erro desta solugao. Dado o problema ser irrestrito,
quadratico e composto por dois objetivos, estes vetores devem ser paralelos de sen-

tido oposto para os pontos do conjunto Pareto-Otimo.

7.1 Problemas Escalares com Variaveis Continuas

Duas classes de problemas escalares foram utilizadas para avaliar o desempenho dos al-
goritmos propostos. A primeira classe é composta por problemas QCND de diversas
dimensoes nos quais os parametros foram gerados de forma aleatoria. Nesta classe de
problemas também foram testadas as subclasses de problemas convexos nao diferenci-
aveis e de problemas convexos diferencidaveis. A segunda é composta por problemas de
Engenharia Quimica. A defini¢ao destes problemas e os resultados alcancados sao exibidos

nas proximas secoes.

7.1.1 Problema Quasi-Convexo Nao Necessariamente Diferenci-

avel com Parametros Aleatorios

O problema continuo, vetorial e quasi-convexo nao necessariamente diferenciavel é aqui
denominado PCEQC e representado por (7.1). Todas as variaveis sao restritas ao hiper-

cubo C C R” e canto inferior esquerdo no ponto {0,...,0} € R™.

min f(x) = maz({—(1 4+ eAOEDFDINY |5 =1 p (7.1)
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sa. Q={g(x)<0|xeR"}

gi(x) = (x —%)T(Q) '(x—%) | i=1,....n+1
9(%) = gigns1(x) = —x(i) |i=1,...,n

Givons1(X) = x(i) — lado® |i=1,...,n

ondexeX; €C,0< )\ <107 e Ql € R™ "™ ¢ uma matriz simétrica definida positiva.
Os centros X; dos elipsbdides, o minimo irrestrito X e o multiplicador A sao gerados de
forma aleatoéria. As matrizes QZ sao construidas com autovalores aleatorios de modo a
garantir que (E’l n... En+1) # (), onde E; representa o elipsoide definido pelo centro X; e
pela matriz CZ

Para criar as tabelas e graficos de resultados, os problemas PCEQC foram gerados
para dimensoes n = {5, 15,25, 35}.

A partir dos resultados obtidos dos algoritmos propostos M PESC e HISPFE e dos
algoritmos de referéncia Shor e Kim foram geradas as tabelas 7.1 a 7.4. Deve-se observar
que foram utilizadas duas configuracoes do parametro tamanho da busca histérica, ou

seja, 3n e kmazx.

Algoritmos | Iteragoes | Tx Redugao | Acessos | Tempo
(k) Volume f(x) Total
Shor 1121 0.9042 373 1.90
Kim 385 0.8774 118 0.71
MPESC 747 0.8775 303 1.23
HISPE;; 90 0.5857 48 0.28
HISPFEynmax 85 0.5648 48 0.37

Tabela 7.1: Resultados comparativos dos algoritmos Shor, Kim, MPESC e HISPE para um

problema PCEQC de dimensao 5.

Algoritmos | Iteragoes | Tx Redugao | Acessos | Tempo
(k) Volume f(x) Total
Shor 7774 0.9672 1790 | 101.59
Kim 3217 0.9623 739 40.83
MPESC 2251 0.9579 658 26.72
HISPE,; 618 0.6360 312 10.45
HISPFEmax 561 0.6151 301 20.95

Tabela 7.2: Resultados comparativos dos métodos Shor, Kim, MPESC e HISPFE para um

PPGEE

problema PCEQC de dimensao 15.
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Algoritmos | Iteragoes | Tx Redugao | Acessos | Tempo
(k) Volume f(x) Total
Shor 18926 0.9802 2546 | 838.09
Kim 8159 0.9778 1221 | 339.15
MPESC 4501 0.9729 865 173.25
HISPE; 441 0.6671 197 24.45
HISPEyax 435 0.6605 199 74.18

Tabela 7.3: Resultados comparativos dos métodos Shor, Kim, MPESC ¢ HISPE para um
problema PCEQC de dimensao 25.

Algoritmos | Iteragoes | Tx Redugao | Acessos | Tempo
(k) Volume f(x) Total
Shor 35323 0.9858 5195 | 3971.78
Kim 15515 0.9835 2625 | 1599.83
MPESC 5551 0.9773 1416 499.08
HISPE 600 0.6704 259 76.82
HISPEymaz 569 0.6535 254 692.36

Tabela 7.4: Resultados comparativos dos métodos Shor, Kim, MPESC e HISPFE para um
problema PCEQC de dimensao 35.

O primeiro resultado que pode ser verificado nas tabelas 7.1 a 7.4 é referente ao para-
metro de desempenho taxa de reducao do volume do elipséide. Como era esperado, vide
secoes 6.1 e 5.2, os métodos MPESC e HISPFE apresentaram uma consideravel melhora
desta taxa para todas as dimensoes testadas. Claramente, a defini¢cao do poliedro de busca
cumpriu sua fungao conceitual de produzir uma regiao de interesse de busca menor que
aquela definida pelos métodos baseados em Elipsoide existentes na literatura. Comparado
ao algoritmo Shor as duas configuragoes do algoritmo HISPE produziram uma melhora
média de 30% para a taxa de reducao do volume do elipsdide, que se manteve com o
aumento da dimensao dos problemas. Outro ponto que pode ser observado nas tabelas
é que o algoritmo HISPFE, em ambas as configuragoes, apresentou melhor taxa de re-
ducao do volume do elipséide em comparagao ao algoritmo M PESC. Conseqiientemente
é plausivel afirmar que a definicao do poliedro de busca com histoérico de interseccoes efe-
tivamente produziu uma regiao de busca menor que aquela definida apenas pelo poliedro
de busca. Da mesma forma, observa-se que a configuracao para o algoritmo HISP Eya.
sempre apresentou melhores resultados para a taxa de reducao do volume do elipsoide do
que a configuracao HISPFEj3,. Como comentario final sobre este parametro de anélise,
registra-se os bons resultados do algoritmo Kim em comparacao ao algoritmo Shor, tal

como apresentados em (Kim et al. 1994).
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Em concordancia com a argumentacao descrita acima para o parametro taxa de re-
ducao do volume do elipsoide tem-se os resultados do parametro de desempenho do ntimero
de iteragoes necessarias para alcancar um dos critério de parada utilizados. Dado que a
proposicao do poliedro de busca produz uma regiao de busca menor, espera-se que oS
algoritmos baseados nesta idéia convirjam em um ntimero menor de iteragoes. Esta ex-
pectativa é confirmada pelos valores apresentados nas tabelas 7.1 a 7.4, nas quais se
verifica que os algoritmos propostos M PESC e HISPFE apresentaram valores muito in-
feriores aos algoritmos Shor e Kim. Ressalta-se que a razao entre o niimero de iteragoes
de um algoritmo proposto em relacao ao nimero de iteragoes do algoritmo Shor ou Kim
diminui consideravelmente com o aumento da dimensao dos problemas, para ambos os
algoritmos MPESC e HISPE. Também foi observado que o algoritmo HISPE, em
ambas as configuracoes, apresentou menor nimero de iteracoes em comparacao ao algo-
ritmo M PESC. Quanto a comparacgao entre a configuracao do algoritmo HISP Ej ey € &
configuracao HISPFEj, para este parametro de desempenho, verifica-se que os resultados

sao similares.

O terceiro ponto passivel de discussao é determinado pelos resultados apresentados
nas tabelas 7.1 a 7.4 para o parametro de desempenho referente ao ntimero de acessos
a fungao f(-). Novamente, verifica-se que os algoritmos propostos M PESC e HISPE
apresentaram valores muito inferiores aos dos algoritmos Shor e Kim. Também pode ser
constatado que a razao entre o ntimero de acessos a func¢ao f(-) de um algoritmo proposto
em relacao ao ntimero de acessos a fungao f(-) do algoritmo Shor ou Kim diminui com
o aumento da dimensao dos problemas, para ambos os algoritmos M PESC e HISPFE.
Uma vez que esta informacao pode ser utilizada como medida do EAIP, a grande diferenca
constatada gera boas perspectivas para a definicao da classe de problemas para os quais
os algoritmos propostos apresentarao bom desempenho. Esta afirmacao se apoéia na logica
de que, se a razao entre os resultados dos algoritmos propostos em relacao aos algoritmos
de referéncia reduz com o aumento da dimensao, tanto para o niimero de iteracoes quanto
para o nimero de acessos a fun¢do f(-), temos efetivamente uma menor demanda por
avaliagoes das informacoes de f(-) e g(-) de um problema. Por conseguinte, ndo apenas
para problemas com demanda de esforco computacional similar aos aqui testados, mas
também com demanda superior, os algoritmos MPESC e HISPFE deverao apresentar
resultados superiores aos que seriam obtidos com os algoritmos Shor ou Kim. O algoritmo
HISPE, em ambas as configuracoes, também foi superior ao algoritmo M PESC' tendo

como base de comparacao o parametro niimero de acessos a fungao f(-).

Finalmente, o parametro referente ao tempo total para convergéncia apresentou os

resultados que mais devem ser destacados. Isto porque a proposicao do poliedro de busca
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e do poliedro de busca com histoérico de interseccoes necessariamente implica num au-
mento de ECAQ. Portanto, para que ocorresse uma reducao do parametro tempo total
para convergéncia é necessario que o ganho com a reducao do EAIP supere o aumento
de ECAO. Dado que os problemas PCEQC aqui testados sao representados por equacoes
analiticas, nao era possivel pressupor, a priori, que estes problemas estariam inclusos na
classe de problemas onde os algoritmos Poliedro-Elipsoidais produziriam tempo total para
convergéncia inferiores aos dos métodos Shor e Kim. Este fato é ainda mais significa-
tivos para a configuracao com 7 = kmax do algoritmo HISPFE, ja que nesta configuragao
temos o maximo valor do ECAO. As mesmas andlises sobre o desempenho dos algorit-
mos MPESC e HISPFE em relacao aos algoritmos Shor e Kim podem ser confirmadas
para este parametro de desempenho, o que colabora para consolidar o bom desempenho
dos algoritmos aqui propostos. Quanto a comparacao do tempo total para convergéncia
entre a configuracao do algoritmo HISP FEj... € a configuracao HISPFEj3,, verifica-se
que os valores obtidos pela configuracao HI1SPFEj3, sao sempre melhores que os obtidos
HISPFEyy... Este fato era previamente esperado, dado que o ECAO da configuracao
do algoritmo HISPFEs, deve ser sempre igual ou maior que o ECAO da configuragao do
algoritmo H ISP Ey ... Cabe ainda comentar que no problema de dimensao 5 o algoritmo
Km apresentou um menor tempo total de convergéncia do que o obtido pelo algoritmo
MPESC. Este fato se deve ao maior esforco computacional requerido pela funcao SCPR
em relagao a utilizacao de equacoes analiticas pelo algoritmo Kim. Como o problema é de
baixa dimensao e complexidade este resultado era esperado, tal como pode ser verificado

na argumentacao apresentada no fim da secao 6.1.2.

Os resultados obtidos para todos os problemas testados sao mostrados em valores
percentuais nas figuras 7.1 e 7.2, tendo por base de referéncia os resultados do algoritmo
Shor. A figura 7.1 permite uma melhor visualizacao da tendéncia de queda da razao
dos resultados do nimero de acessos a fun¢ao f(-) dos algoritmos M PESC e HISPE
em referéncia aos resultados Shor, com o aumento da dimensao do problema. Resultado
similar para o parametro tempo total de convergéncia é exibido na figura 7.2. Claramente
esta figura permite confirmar, para os problemas testados, que & medida que a dimensao
dos problemas aumenta o EAIP, para o algoritmo M PESC e para a configuragao do
algoritmo HISPEj,, reduz em uma taxa muito maior que aumenta o ECAQO. Como
conseqiiéncia, os valores percentuais exibidos nas figuras apresentam tendéncia de queda
com o aumento da dimensao dos problemas. Quanto & oscilacdo do valor percentual
para o tempo total para convergéncia apresentado para a configuracao HI1S Py,.., dada
a utilizacao de toda a informacao historica disponivel, para problemas com baixo ECAO

é possivel que esta relacao inclusive aumente com o aumento da dimensao. Deve-se ainda
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notar que para o algoritmo Kvm nao ha a tendéncia de redugao dos valores percentuais
com o aumento da dimensao dos problemas para nenhum dos parametros de desempenho

exibidos nas figuras.

Comparagéao de Resultados - PREQC
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Figura 7.1: Resultados percentuais para o ntmero de acessos a f(x) dos algoritmos Kim,
MPESC e HISPFE, em referéncia a Shor, para problemas PCEQC.

Para avaliar o desempenho do algoritmo HISPE em funcao do tamanho da busca
historica a ser realizada, foram repetidos os testes dos problemas, cujos resultados foram
exibidos nas figuras 7.1 a 7.4, variando-se o tamanho da busca por valores historicos 7.
O tamanho do parametro 7 foi variado desde zero, ou seja, correspondendo ao algoritmo
MPESC, até um valor de 7 no qual o nimero de acessos a func¢do f(-) permanecesse
estabilizado. A figura 7.3 exibe os resultados.

Cabe ressaltar que os resultados exibidos na figura 7.3 permitem definir uma heurfs-
tica para o parametro do tamanho da busca por valores historicos 7. Embora a busca
historica possa ser realizada em todo o conjunto de informacoes disponiveis, o parametro
7 que produz o melhor conjunto de resultados para os parametros de desempenho se en-
contra limitado a um valor de 7 =~ 3n. Claramente as subfiguras 7.3.a a 7.3.d permitem
verificar que, apos determinado valor de 7, a taxa de reducao do volume do elipsoide se
estabiliza. Portanto, o algoritmo nao mais conseguiu localizar alguma informacao que

permitisse construir poliedros de menor volume. Concomitantemente, os valores para
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Comparagéo de Resultados - PREQC
70

100*(Tempo Total Kim)/(Tempo Total Shor)
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Figura 7.2: Resultados percentuais para o tempo total para convergéncia dos algoritmos Kim,
MPESC e HISPFE, em referéncia a Shor, para problemas PCEQC.

numero de iteragoes e numeros de acesso a fungao f(-) também se estabilizam. Um com-
portamento diferente exibe o parametro tempo total para convergéncia. Uma vez que
nao mais existem informacoes historicas titeis para a construcao dos poliedros apos certo
ponto do histérico de valores ja calculados, buscar informacoes além deste ponto somente
resulta em aumento do tempo total para convergéncia. Um comportamento ainda nao
explicado é caracterizado pelas oscilacoes observadas nas subfiguras 7.3.a a 7.3.d para a
tendéncia de aumento do tempo total para convergéncia. Este fato foi relegado a segundo
plano pois, dada a predominancia de se adotar valores de 7 ~ 3n, os valores de 7 que

definem o intervalo onde ocorrem as oscilacoes deixam ter relevancia.
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Figura 7.3: Desempenho do algoritmo HISPE mediante a variagdo do tamanho da busca histérica

para
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o problema PCEQC de dimensoes 5, 15, 25 e 35.
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7.1.1.1 Influéncia do Aumento do Niimero de Restricoes no Desempenho dos

Algoritmos Poliedro-Elipsoidais

Devido ao fato de que os métodos Poliedro-FElipsoidais utilizam todas as informacoes dos
vetores subdiferenciais avaliados no ponto corrente, deve ser também analisado o compor-
tamento destes métodos quando do aumento do nimero de restricoes de um problema.
Para permitir esta analise, foi utilizado o problema PCEQC representado por 7.1. To-

davia, o conjunto de restrigoes g(-) foi redefinido, tal como indicado a seguir.

gi(x) = (x iz) (Q) (X_ii)|i:17"'v¢
9(x) = gire(x) = —x(i) |i=1,...,n (7.2)
(x

Gitn+o(X) =x(i) —lado® |i=1,...,n

onde todos os parametros permanecem tal como anteriormente descritos e acrescenta-se o
novo parametro ¢. Desta feita, o nimero de restricoes passa a variar controlado por este
parametro. Deve-se ainda afirmar que as matrizes @l sao construidas com autovalores
aleatorios de modo a garantir que (El N ...En¢) # (), onde E, representa o elipsoide
definido pelo centro X; e pela matriz QL

Para criar as tabelas e graficos de resultados, os problemas PCEQC foram gerados para
dimensées n = {5, 10, 15} e nimero de restri¢oes determinado por ¢ = {100, 200, 300, 400, 500}.

A partir dos resultados obtidos dos algoritmos propostos M PESC e HISPFE e dos
algoritmos de referéncia Shor e Kim foram geradas as tabelas 7.5 a 7.7. Deve-se observar
que foram utilizadas duas configuracoes do parametro tamanho da busca histérica, ou
seja, 3n e kmazx.

Como pode ser constatado nos resultados exibidos nas tabelas 7.5 a 7.7, o ja esperado
aumento do parametro tempo total para convergéncia ocorre para todos os algoritmos
utilizados. Todavia, faz-se necessario observar que os parametros nimero de iteracoes,
taxa de redugao do volume do elipsoide e niimero de acessos a f(-) ndo necessariamente
apresentam valores melhores & medida que o niimero de restricoes do problema aumenta.
Esta observacao se deve ao fato de que um maior niimero de restri¢oes nao significa neces-
sariamente um maior nimero de hiperplanos suporte disponiveis para definir o poliedro de
busca e conseqiientemente restringir a regiao de interesse de busca, durante o processo de
convergéncia. Quanto a comparagao dos resultados do parametro tempo total para con-
vergéncia obtidos pelos métodos propostos, verifica-se que a configuracao do algoritmo
HISPE com o parametro 7 = 3n, apresentou sempre os melhores resultados. Como a
configuracao HISPFEj, apresentou melhores resultados que o algoritmo M PESC e como

esta configuragao limitou fortemente o nimero de informagoes armazenadas, é plausivel
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supor que seqiiéncias de pontos factiveis devem ter existido e que as informacoes ja calcu-
ladas destes pontos em muito colaboraram para a reducao da regiao de interesse de busca.
Esta suposicao também justificaria os bons resultados do algoritmo Kim em comparac¢ao
aos resultados do algoritmo M PESC. Ressalta-se que, caso as informagoes resultantes
do grande nimero de restricoes fossem sempre suficientes para gerar uma consideravel
reducao do poliedro de busca, o algoritmo M PESC' deveria ter apresentado os melhores
resultados para o tempo total de convergéncia. Isto ocorreria uma vez que este algoritmo
possui um menor ECAO do que o correspondente ECAO do algoritmo HISPE. Outro
ponto que fica claro para estes problemas é que o grande niimero de restri¢des provoca na
configuracao HISP Ejp,q, um aumento do ECAO muito superior ao ganho obtido com a
reducao da regiao de interesse de busca resultante da utilizacao de todas as informacoes
ja calculadas. Por fim, os resultados das tabelas 7.5 a 7.7 permitem supor que, através do
controle do parametro 7 é possivel evitar que o aumento do niimero de restricoes restrinja
a aplicabilidade do algoritmo HISPE.
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Algorimos ¢ | Iteragoes | Tx Redugao | Acessos | Tempo
(k) Volume f(x) Total
Shor 100 1086 0.9042 203 25.55
Kim 100 378 0.8760 63 9.03
MPESC 100 803 0.8725 190 18.48
HISPE:5 100 135 0.6471 53 2.96
HISPEy;.. | 100 89 0.5582 44 5.23
Shor 200 1100 0.9042 202 55.42
Kim 200 381 0.8766 61 19.72
MPESC 200 783 0.8663 192 36.93
HISPE;; 200 135 0.6395 55 6.04
HISPEj4: | 200 95 0.5628 45 17.69
Shor 300 1106 0.9042 208 83.70
Kim 300 367 0.8744 59 29.06
MPESC 300 752 0.8659 184 55.79
HISPE;; 300 139 0.6453 57 9.06
HISPEy; .. | 300 91 0.5549 45 34.52
Shor 400 1055 0.9042 229 109.00
Kim 400 372 0.8736 69 39.77
MPESC 400 842 0.8809 219 85.22
HISPE;; 400 142 0.6475 59 13.30
HISPE4: | 400 100 0.5787 47 58.49
Shor 500 1132 0.9042 242 158.02
Kim 500 373 0.8729 69 54.11
MPESC 500 T 0.8613 225 101.27
HISPE;; 500 135 0.6375 57 15.74
HISPEj; 4. | 500 88 0.5576 44 121.30

Tabela 7.5: Resultados comparativos dos algoritmos Shor, Kim, MPESC e HISPFE para um

PPGEE
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Algorimos ¢ | Iteragoes | Tx Redugao | Acessos | Tempo
(k) Volume f(x) Total
Shor 100 4063 0.9511 591 204.50
Kim 100 1492 0.9447 198 76.68
MPESC 100 2495 0.9211 555 120.92
HISPEjy, 100 249 0.6691 97 11.13
HISPEy;q. | 100 150 0.5567 74 128.49
Shor 200 3982 0.9511 770 398.90
Kim 200 1474 0.9435 261 151.00
MPESC 200 2647 0.9264 736 255.05
HISPEjy, 200 265 0.6664 108 23.29
HISPEjq4: | 200 153 0.5615 7 575.84
Shor 300 4035 0.9511 649 662.79
Kim 300 1510 0.9443 222 251.60
MPESC 300 2543 0.9231 614 402.18
HISPFE; 300 256 0.6696 101 35.41
HISPEj 4. | 300 154 0.5605 7 1085.82
Shor 400 4068 0.9511 576 1029.72
Kim 400 1505 0.9435 198 381.45
MPESC 400 2471 0.9190 548 592.81
HISPEjy 400 245 0.6596 97 50.16
HISPEy4: | 400 145 0.5389 73 1552.12
Shor 500 4267 0.9511 727 1544.40
Kim 500 1530 0.9432 244 578.29
MPESC 500 2378 0.9170 650 759.42
HISPE; 500 254 0.6570 105 71.11
HISPEj4.: | 500 145 0.5340 75 3307.12

Tabela 7.6: Resultados comparativos dos algoritmos Shor, Kim, MPESC e HISPFE para um

PPGEE
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Algorimos ¢ | Iteragoes | Tx Redugao | Acessos | Tempo
(k) Volume f(x) Total
Shor 100 8526 0.9672 1330 698.78
Kim 100 3416 0.9626 536 281.57
MPESC 100 5018 0.9474 1191 405.22
HISPE;; 100 704 0.6645 311 47.98
HISPEy;.. | 100 508 0.5784 268 964.25
Shor 200 8314 0.9672 1341 1450.51
Kim 200 3688 0.9618 610 639.99
MPESC 200 4789 0.9431 1263 788.78
HISPE,; 200 684 0.6469 314 90.99
HISPEj4: | 200 493 0.5477 270 3723.67
Shor 300 8578 0.9672 998 2652.50
Kim 300 3754 0.9628 433 1180.18
MPESC 300 4443 0.9373 925 1339.13
HISPE;; 300 703 0.6536 299 165.69
HISPEj 4. | 300 475 0.5414 250 7968.23
Shor 400 8662 0.9672 1182 4094.75
Kim 400 3791 0.9628 512 1816.38
MPESC 400 4600 0.9399 1074 2035.01
HISPE;; 400 703 0.6514 309 245.61
HISPEj 4. | 400 476 0.5352 257 12170.35
Shor 500 8113 0.9672 1645 5104.21
Kim 500 3739 0.9625 755 2332.63
MPESC 500 5565 0.9520 1589 3183.60
HISPE;; 500 719 0.6708 328 325.93
HISPEj; 4. | 500 502 0.5741 280 18683.33

Tabela 7.7: Resultados comparativos dos algoritmos Shor, Kim, MPESC e HISPFE para um
problema PCEQC de dimensao 15, em funcdo do aumento do ntumero de restricoes.

A partir dos resultados apresentados nas tabelas 7.5 a 7.7 foi gerada a figura 7.4. Como
pode ser observado, embora a configuracao H ISP FEy,,.. resulte em um tempo total para
convergéncia cada vez maior que o tempo obtido pelo algoritmo Shor, a medida que
o numero de restricoes do problema aumenta, a configuracao HI1SPFEs, apresenta um
resultado oposto. Com o aumento do nimero de restricoes do problema, o tempo total
de convergéncia da configuracao HISPFEs, se torna cada vez menor que o tempo obtido
pelo algoritmo Shor. O mesmo comportamento, de ambas as configuracoes do algoritmo
HISPE em relacao ao algoritmo Shor, se mantém para o aumento da dimensao dos

problemas, porém de forma menos acentuada.
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b) Diferenca entre o tempo total para convergéncia obtido pelo algoritmo Shor e o
tempo total para convergéncia obtido pelo algoritmo HISPFEs,.

Figura 7.4: Resultados comparativos para problemas PCEQC em fun¢ao do aumento do nimero
de restrigoes.
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7.1.1.2 Problema Irrestrito

Devido ao fato de que os métodos Poliedro-Elipsoidais utilizam todas as informacoes dos
vetores subdiferenciais avaliados no ponto corrente, a reducao do nimero de informagoes
disponiveis em um ponto pode constituir um cenario prejudicial ao desempenho deste
métodos. Este raciocinio implica na necessidade de se avaliar os métodos propostos para
problemas irrestritos. Uma vez que nos problemas irrestritos o ntimero de informagoes
j& calculadas é inferior ao nimero de informacoes que existiriam caso o mesmo problema
fosse restrito, deve-se analisar o desempenho dos métodos propostos neste contexto. Para

permitir esta analise, foi utilizado o problema PCEQC representado por 7.1 com p = 0.

Para criar as tabelas e graficos de resultados, os problemas PCEQC irrestrito foram
gerados para dimensoes n = {5,15,25,35}. A partir dos resultados obtidos dos algoritmos
propostos MPESC, HISPE, Shor e Kim foram geradas as tabelas 7.8 a 7.11. Tal como
realizado para o caso restrito, foram utilizadas duas configuragdes do parametro tamanho

da busca historica, ou seja, 3n e kmazx.

Algorimos [teragoes | Tx Reducao | Acessos | Tempo
(k) Volume f(x) Total
Shor 682 0.9042 682 0.27
Kim 601 0.8780 600 0.28
MPESC 283 0.7634 282 0.23
HISPFE:5 154 0.5863 153 0.35
HISPE 4z 133 0.5328 133 0.53

Tabela 7.8: Resultados comparativos dos métodos Shor, Kim, MPESC e HISPFE para um
problema PCEQC irrestrito de dimensao 5.

Algorimos Iteragoes | Tx Reducao | Acessos | Tempo
(k) Volume f(x) Total
Shor 3055 0.9672 3055 3.67
Kim 3579 0.9523 3579 4.88
MPESC 465 0.9253 464 0.71
HISPE,; 319 0.8733 319 2.06
HISPFEmax 308 0.8473 307 4.57

Tabela 7.9: Resultados comparativos dos métodos Shor, Kim, MPESC e HISPFE para um
problema PCEQC irrestrito de dimensao 15.
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Algorimos [teragoes | Tx Reducao | Acessos | Tempo
(k) Volume f(x) Total
Shor 5439 0.9802 5439 14.18
Kim 7308 0.9698 7308 23.12
MPESC 519 0.9704 518 0.95
HISPE; 499 0.9664 498 3.06
HISPEyax 500 0.9588 499 9.32

Tabela 7.10: Resultados comparativos dos métodos Shor, Kim, MPESC ¢ HISPE para um
problema PCEQC irrestrito de dimensao 25.

Algorimos [teragoes | Tx Reducao | Acessos | Tempo
(k) Volume f(x) Total
Shor 8025 0.9858 8025 39.30
Kim 12783 0.9780 12783 | 81.27
MPESC 765 0.9777 764 2.47
HISPE 747 0.9754 746 8.42
HISPFEymax 700 0.9716 699 26.92

Tabela 7.11: Resultados comparativos dos métodos Shor, Kim, MPESC e HISPFE para um
problema PCEQC irrestrito de dimensao 35.

Como pode ser verificado nas tabelas 7.8 a 7.11, mesmo para o caso irrestrito, os
métodos propostos demonstraram a validade da utilizacao das informacoes ja calculadas
para reduzir a regiao de interesse de busca. Os parametros nimero de iteragoes, taxa de
reducao do volume do elipsoide e nimero de acessos a f(-) sempre obtiveram melhora com
o aumento do tamanho da busca histérica 7. Ja& quanto ao parametro tempo total para
convergéncia, constata-se que o algoritmo M PESC sempre produziu os melhores resulta-
dos. Também é possivel observar que a medida que o EAIP aumenta, também aumenta
o ganho proporcionado pela utilizagao do poliedro de busca para reduzir a regiao de inte-
resse de busca, durante o processo de convergéncia. Faz-se importante observar que para
esta classe de problemas o algoritmo Kim é um caso particular do algoritmo M PESC.
Isto ocorre porque ambos os algoritmos utilizam sempre os mesmos dois hiperplanos para
reduzir a regiao de interesse de busca. A diferenca entre eles ocorre por dois pontos. O
primeiro se deve ao fato do algoritmo Kim utilizar uma equagao analitica para o calculo
do novo elipsdide, enquanto o algoritmo M PESC utiliza a funcao SCPR. O segundo
ocorre quando da existéncia de dois hiperplanos nao paralelos, onde o algoritmo M PESC
calcula um elipsoide de volume inferior ao calculado pelo algoritmo Kim. Assim, entre os
métodos Kim e M PESC para esta classe de problemas, a obten¢ao do menor tempo total

de convergéncia serd funcao do EAIP do problema em questao. Cabe ainda a observacao
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que, embora o algoritmo HISPFE tenha sempre apresentado os melhores resultados para
os parametros numero de iteracoes, taxa de reducao do volume do elipsbide e ntimero de
acessos a f(+), o ganho obtido com a utilizacdo das informagoes ja calculadas foi insufi-
ciente para superar o esforco computacional correspondente & sua utilizacao, nos casos

dos problemas analiticos aqui considerados.

7.1.2 Problema Convexo Nao Diferencidvel com PariAmetros Ale-
atorios

Dados os bons resultados obtidos para os problemas quasi-convexos, os métodos propostos
foram também avaliados quanto ao seu desempenho para a solucao de problemas convexos
nao diferenciaveis. O problema com variaveis continuas, escalar e convexo nao diferencia-
veis é aqui denominado PCECN e representado por (7.3). Todas as varidveis sdo restritas

ao hipercubo C C R e canto inferior esquerdo no ponto {0,...,0} € R".

min f(x) = mazr({(x = %;)"(Q;) ' (x=%)} [j=1....n (7.3)
s.a. Q={g(x) <0|xeR"}

gi(x) = (x—%)7(Q) '(x—%) |i=1,...,.n+1
9(%X) = Girn1(x) = —x(i) |i=1,...,n

Givons1(X) = x(i) —lado® |i=1,...,n

onde X; e X; € C, Qj e Qz € R™ "™ sao matrizes simétricas definidas positivas. Os centros
X; dos elipsoides e X; sao gerados de forma aleatéria. As matrizes Qj sao construidas
com autovalores aleatorios. As matrizes QZ sao construidas com autovalores aleatorios
de modo a garantir que (El N... En+1) + (), onde E; representa o elipsoide definido pelo
centro X; e pela matriz Ql

Da mesma forma que definido para os problemas quasi-convexos, o elipséide inicial Ej
foi definido de modo a garantir que Fy D 2. Novamente, para criar as tabelas e graficos
de resultados, os problemas PCECN foram gerados para dimensdes n = {5, 15,25,35}.

As tabelas 7.12 a 7.15 foram geradas a partir dos resultados obtidos dos algoritmos
propostos MPESC e HISPE e dos algoritmos de referéncia Shor e Kim. Também
foram utilizadas duas configuracoes do parametro tamanho da busca historica, ou seja,
3n e kmax.

Os resultados obtidos para todos os problemas testados sao mostrados em valores per-
centuais nas figuras 7.5 e 7.6, tendo por base de referéncia os resultados do algoritmo

Shor. Diferentemente da tendéncia observada na figura 7.1, a figura 7.5 nao permite
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Algoritmos | Iteragoes | Tx Redugao | Acessos | Tempo
(k) Volume f(x) Total
Shor 1195 0.9042 317 2.27
Kim 374 0.8691 83 0.77
MPESC 657 0.8394 192 1.26
HISPE;; 86 0.5564 44 0.27
HISPFEymax 76 0.5190 43 0.36

Tabela 7.12: Resultados comparativos dos métodos Shor, Kim, MPESC ¢ HISPE para um
problema PCEQN de dimensao 5.

Algoritmos | Tteragoes | Tx Reducao | Acessos | Tempo
(k) Volume f(x) Total
Shor 9843 0.9672 1501 149.81
Kim 3348 0.9608 459 48.90
MPESC 1584 0.8880 287 21.49
HISPE,; 447 0.5269 222 9.64
HISPFEmax 383 0.4859 202 27.80

Tabela 7.13: Resultados comparativos dos métodos Shor, Kim, MPESC ¢ HISPE para um
problema PCEQN de dimensao 15.

concluir que existe uma tendéncia de reducao da razao dos resultados do niimero de aces-
sos & func¢do f(-) dos algoritmos MPESC e HISPE em referéncia aos resultados Shor.
Todavia, também nao existe uma tendéncia clara de aumento para a razao dos resultados
dos algoritmos propostos, diferentemente do que é verificado para o algoritmo Kim. O
perfil apresentado para os resultados do algoritmos M PESC e HISPFE permitem pres-
supor que nao havera uma aproximagao consideravel do nimero de acessos a funcao f(-)
destes algoritmos em relagdo aos niimero de acessos a funcao f(-) do algoritmo Shor,
a medida que a dimensao dos problemas aumente. Ja os resultados exibidos na figura
7.6 sao bem proximos dos exibidos na figura 7.2. Esta figura também permite confirmar
o melhor desempenho da configuracao do algoritmo HISPFs, para o parametro tempo
total para convergéncia, bem como a reducao da razao deste parametro com referéncia
aos respectivos resultados do algoritmo Shor. Na figura 7.2 para a configuragao do al-
goritmo HISPFEy,,.. a razao destes resultados, em relacao aos respectivos resultados do
algoritmo Shor, também apresenta tendéncia de reducao. Ja quanto aos resultados do
método Kim, o perfil dos resultados apresentados apresenta uma pequena tendéncia de
aumento. Por conseguinte, a diferenca entre os resultados do algoritmo HISPFE e os
resultados do algoritmo Kim deve se tornar cada vez maior com o aumento da dimensao
destes problemas.

Tal como realizado para os problemas PCEQC, para avaliar o desempenho do algo-
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Algoritmos | Iteragoes | Tx Redugao | Acessos | Tempo
(k) Volume f(x) Total
Shor 24644 0.9802 2931 | 1178.93
Kim 9203 0.9782 988 414.79
MPESC 4054 0.9335 570 166.05
HISPE5 301 0.5744 141 23.36
HISPFEinmax 274 0.5467 135 114.66

Tabela 7.14: Resultados comparativos dos métodos Shor, Kim, MPESC ¢ HISPE para um
problema PCEQN de dimensao 25.

Algoritmos | Iteragoes | Tx Reducao | Acessos | Tempo
(k) Volume f(x) Total
Shor 46614 0.9858 2817 | 5872.12
Kim 17537 0.9852 1276 | 2046.21
MPESC 5551 0.9550 643 592.67
HISPEy; 539 0.6244 223 88.37
HISPEymax 435 0.5603 208 647.79

Tabela 7.15: Resultados comparativos dos métodos Shor, Kim, MPESC e HISPFE para um
problema PCEQN de dimensao 35.

ritmo HISPFE em funcao do tamanho da busca histérica a ser realizada, foram repetidos
os testes dos problemas PCECN variando-se o tamanho da busca por valores histéricos 7.
A figura 7.7 exibe os resultados. Mais uma vez a heuristica de definir um valor de 7 ~ 3n,

para o tamanho da busca de valores ja calculados demonstra sua eficacia.

PPGEE Moura Jr., A. S. (2008) UFMG



7.1 Problemas Escalares com Variaveis Continuas 121

Comparagao de Resultados — PRECN
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Figura 7.5: Resultados percentuais para o numero de acessos a f(x) dos algoritmos Kim,
MPESC e HISPE, em referéncia a Shor, para problemas PCECN.
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Comparagao de Resultados — PRECN
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Figura 7.6: Resultados percentuais para o tempo total para convergéncia dos algoritmos Kim,
MPESC e HISPE, em referéncia a Shor, para problemas PCECN.
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Figura 7.7: Desempenho do algoritmo HISPE mediante a variagdo do tamanho da busca histérica
para o problema PCECN de dimensoes 5, 15, 25 e 35.
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7.1.3 Problema Convexo Diferenciidvel com Paradmetros Aleato-

rios

As se¢oes anteriores deste capitulo mostraram que os métodos Poliedro-Elipsoidais foram
efetivos em reduzir o tempo total para convergéncia de problemas escalares quasi-convexos
e convexos nao diferenciaveis. Entao, para a continuidade da avaliagao dos métodos
propostos, também foram definidos problemas de teste escalares convexos diferenciaveis

complementares, como serd descrito a seguir.

7.1.3.1 Problema Quadratico com Restricoes Quadraticas

O problema com variaveis continuas, escalar e convexo diferenciaveis com funcao-objetivo
quadratica e funcoes-restricao quadraticas é aqui denominado PCEQQ e representado por
(7.4). Neste problema de teste todas as variaveis sao restritas ao hipercubo C C R’ e

canto inferior esquerdo no ponto {—10,...,—10} € R™.

min f(x) = (x = %) (@)~ (x — X) (7.4)
s.a. Q={g(x)<0|xeR"}

(%) = (x—%)7(Q) Yx—%) |i=1,...,n+1
9(x) =9 gigns1(x) = —x(i) |i=1,...,n

gi+2n+1(x) = X<Z) - ladOC ‘ 1= 17 sy N

onde X e X; € C, Q e Cu)z € R™*" sao matrizes simétricas definidas positivas. Os centros X;
dos elipsodides e X sao gerados de forma aleatéria. A matriz Q) é construida com autovalores
aleatorios. As matrizes (; sdo construidas com autovalores aleatérios de modo a garantir
que (El N ---En—i-l) # (), onde E; representa o elipsoide definido pelo centro X; e pela
matriz Qz

Da mesma forma que definido para os problemas quasi-convexos, o elipséide inicial Ej
foi definido de modo a garantir que Ey D 2. Novamente, para criar as tabelas e graficos
de resultados, os problemas PCEQQ foram gerados para dimensées n = {5, 15,25, 35}.

As tabelas 7.16 e 7.17 foram geradas a partir dos resultados obtidos dos algoritmos
propostos MPESC e HISPE e dos algoritmos de referéncia Shor e Kim. Também

foram utilizadas duas configuracoes do parametro tamanho da busca historica, ou seja,

3n e kmax.
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Algorimos [teragoes | Tx Reducao | Acessos | Tempo
(k) Volume f(x) Total
Shor 3301 0.9672 2421 12.17
Kim 3304 0.9662 2448 12.63
MPESC 2251 0.9669 1672 3.62
HISPE,; 1551 0.9245 839 9.72
HISPEy 639 0.8152 331 51.14

Tabela 7.16: Resultados comparativos dos algoritmos Shor, Kim, MPESC e HISPFE para um

problema PCEQQ de dimensao 15.

Algorimos Iteragoes | Tx Reducao | Acessos | Tempo
(k) Volume f(x) Total
Shor 14939 0.9858 10750 | 338.92
Kim 16361 0.9858 11822 | 392.97
MPESC 5551 0.9858 3994 43.24
HISPFE s 4454 0.9455 2648 178.98
HISPEymaz 2097 0.8632 1220 | 5791.00

Tabela 7.17: Resultados comparativos dos algoritmos Shor, Kim, MPESC e HISPFE para um
problema PCEQQ de dimenséao 35.

Os resultados obtidos para todos os problemas testados sao mostrados em valores per-
centuais nas figuras 7.8 e 7.9, tendo por base de referéncia os resultados do algoritmo
Shor. A figura 7.8 permite uma melhor visualizacao da tendéncia de queda da razao dos
resultados do nimero de acessos a fungao f(-) dos algoritmos M PESC e HISPE em
referéncia aos resultados Shor, com o aumento da dimensao do problema. Porém, para os
resultados do algoritmo Kvm, a tendéncia de aumento da razao dos resultados deste algo-
ritmo, em relacao aos respectivos resultados do algoritmo Shor, é mais proeminente que a
verificada nos problemas PCEQC e PCECN. Possivelmente este fato decorre da reducao
do EAIP para este problema, em relacao ao EAIP dos problemas PCEQC e PCECN.
Este mesmo fato parece determinar o perfil dos resultados apresentados na figura 7.9.
Nesta figura, os resultados dos algoritmos Kim, M PESC e da configuracao do algoritmo
HISPFEj3, apresentam um perfil com tendéncia de queda. Ja o resultado da configura-
cao do algoritmo HISP Ejp,., apresentam um perfil com tendéncia de grande elevagao.
Considerando-se que os valores apresentados na figura 7.9 sao valores percentuais, tendo
por base de referéncia os resultados do algoritmo Shor, uma hipdtese é reforcada. Esta
hipotese pressupoe que a medida que o EAIP diminui, diminuem as possibilidades de que
um método com maior ECAO possa produzir um menor ECT. Baseado neste raciocinio,

o algoritmo Kim deve apresentar melhores resultados que o algoritmo M PESC' para
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problemas de baixo EAIP. Analogamente, o algoritmo M PESC também deve apresentar
melhores resultados que o algoritmo HISPE para problemas de baixo EATP.

Comparacéao de Resultados - PREQQ

Kim)/(Ac. f(x) Shor)
MPESC)/(Ac. f(x) Shor)
HISPESn)/(Ac. f(x) Shor)

70
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Dimenséo do Problema

Figura 7.8: Resultados percentuais para o numero de acessos a f(x) dos algoritmos Kim,
MPESC e HISPFE, em referéncia a Shor, para problemas PCEQQ.

Mais uma vez, para avaliar o desempenho do algoritmo HISPFE em fun¢ao do tamanho
da busca historica a ser realizada, foram repetidos os testes dos problemas PCECN
variando-se o parametro 7. Novamente, a heuristica de definir um valor de 7 ~ 3n,
para o tamanho da busca de valores ja calculados, demonstra sua eficacia. A figura 7.10

exibe os resultados para problemas de dimensao 35.
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Figura 7.9: Resultados percentuais para o tempo total para convergéncia dos algoritmos Kim,
MPESC e HISPFE, em referéncia a Shor, para problemas PCEQQ.
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7.1.3.2 Problema Quadratico com Restricoes Lineares

O problema com variaveis continuas, escalar e convexo diferenciaveis com fungao-objetivo
quadratica e funcoes-restricao lineares ¢ aqui denominado PCEQL e representado por
(7.5). Novamente, neste problema de teste todas as varidveis sdo restritas ao hipercubo

C C R e canto inferior esquerdo no ponto {—10,...,—10} € R".

min f(x) = (x —%)"(Q) 7' (x — %) (7.5)
s.a. Q={g(x)<0|xeR"}

gi(x) =A(i,:)(x=by) |i=1,...,n+1
9(X) =9 girn1(x) = —x(i) |i=1,...,n

Givons1(X) = x(i) —lado® |i=1,...,n

onde b; e X € C, A* € RPtD*n ¢ ) € R™". O centro % do elipsoide e os pontos b;
sdo gerados de forma aleatéria. A matriz ) é construida com autovalores aleatorios. A

matriz A é uma matriz simétrica definida positiva e é construida com valores aleatorios
. A(:,1),b A(: 1),b,
de modo a garantir que (HPt, gAGTTPay g

Da mesma forma que definido para os problemas das secoes anteriores, o elipsoide
inicial Fy foi definido de modo a garantir que Fy D (2. Novamente, para criar as
tabelas e gréaficos de resultados, os problemas PCEQL foram gerados para dimensoes
n = {5,15,25,35}. As tabelas 7.18 e 7.19 foram geradas a partir dos resultados obti-
dos dos algoritmos propostos MPESC e HISPFE e dos algoritmos de referéncia Shor e
Kim. Mais uma vez foram utilizadas duas configuracoes do parametro tamanho da busca

historica, ou seja, 3n e kmax.

Algorimos Iteragoes | Tx Reducao | Acessos | Tempo
(k) Volume f(x) Total
Shor 3441 0.9672 2972 11.06
Kim 3108 0.9651 2695 10.20
MPESC 2551 0.9670 2213 3.53
HISPE,; 1352 0.9151 906 8.92
HISPFEmax 536 0.8092 272 32.50

Tabela 7.18: Resultados comparativos dos algoritmos Shor, Kim, MPESC e HISPFE para um
problema PCEQL de dimensao 15.
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Algorimos Iteragoes | Tx Reducao | Acessos | Tempo
(k) Volume f(x) Total
Shor 15471 0.9858 13703 | 317.70
Kim 13100 0.9851 11617 | 240.99
MPESC 10501 0.9856 9304 80.29
HISPE s 3952 0.9395 2912 149.72
HISPFEinmax 2082 0.8920 1118 | 3996.58

Tabela 7.19: Resultados comparativos dos algoritmos Shor, Kim, MPESC e HISPFE para um
problema PCEQL de dimensao 35.

Os resultados obtidos para todos os problemas testados sao mostrados em valores
percentuais nas figuras 7.11 e 7.12, tendo por base de referéncia os resultados do algo-
ritmo Shor. Deve-se observar que os resultados exibidos nas figuras 7.11 e 7.12 sao bem
semelhantes aos discutidos para o problema PCEQQ, apresentados nas figuras 7.8 e 7.9.
As principais diferencas estao nos perfis dos resultados obtidos pelos algoritmos Kim e
MPESC exibidos na figura 7.11. Para os problemas PCEQL, os perfis dos algoritmos
Kim e MPESC passam a apresentar uma tendéncia de estabilizacao da razao dos re-
sultados do nimero de acessos a fungdo f(-), em referéncia aos resultados Shor, com o
aumento da dimensao. Novamente, a hipotese que pressupoe que a medida que o EAIP
diminui, diminuem as possibilidades de que um método com com maior ECAO possa
produzir um menor ECT, também pode ser observada na figura 7.12.

Mais uma vez, para validar a heuristica de definir um valor de 7 ~ 3n, para o tamanho
da busca de valores ja calculados, avaliou-se o desempenho do algoritmo HISPE em

funcao do 7. A figura 7.10 exibe os resultados para problemas PCEQL de dimensao 35.
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Comparagao de Resultados — PREQL

120
100*(Ac. f(x) Kim)/(Ac. f(x) Shor)
_s 100*(Ac. f(x) MPESC)/(Ac. f(x) Shor)
100*(Ac. f(x) HISPE, )/(Ac. f(x) Shor)
100 e 100°(Ac. f(x) HISPE, __)/(Ac. f(x) Shor)
x
©
8 80
2
[0}
Q
< N
© ™ X
b
o
o 60
[
2
[
3
@
o
@ 40t
S
©
>
%
20F
—5
0 1 1 1 1 1 J
5 10 15 20 25 30 35

Dimensao do Problema

Figura 7.11: Resultados percentuais para o numero de acessos & f(x) dos algoritmos Kim,
MPESC e HISPE, em referéncia a Shor, para problemas PCEQL.
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Figura 7.13: Desempenho do algoritmo HISPE mediante a variacdo do tamanho da busca
histérica para o problema PEQL de dimensao 35.
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7.1.4 Problemas com Variaveis Relaxadas para Processo Quimico

de Sintetizacao

Como serd discutido detalhadamente nos capitulos 8, 9, os problemas com variaveis nao
exclusivamente continuas precisam ser resolvidos com a relaxagao das variaveis que devem
ser discretas tomadas como variaveis continuas. Este processo faz parte de diversos méto-
dos de otimizacao discreta. Conseqiientemente, estes problemas com variaveis relaxadas
podem ser utilizados como casos de teste quasi-convexos com varidveis continuas.

Dois problemas referentes ao processo quimico de sintetizagdo (Duran & Grossmann
1986) sao representados por (7.6) e (7.7). Estes problemas representam casos reais de
problemas de engenharia para a classe de problemas escalares quasi-convexos, apesar do

fato dos problemas serem realmente pseudo-convexos.

7.1.4.1 Processo de Sintetizacao 1 com Variaveis Relaxadas
O primeiro problema associado a um processo quimico de sintetizacao é apresentado a
seguir com variaveis relaxadas, ou seja, exclusivamente continuas.
min f(x) = 5x(1) 4+ 6x(2) + 8x(3) + 10x(4) — 18In(x(5) + 1) +
—7x(6) — 19.2In(x(4) — x(5) + 1) + 10 (7.6)
s.a.Q={g(x) <0|xe RS}

g1(x) = —0.8In(x(5) + 1) — 0.96In(x(4) —x(5) + 1) + 0.8x(6) <0

—In(x(5) +1) = 1.2xIn(x(4) —x(5) + 1) + x(6) +2*x(3) =2 <0
g2(x) =x(5) —x(4) <0
g3(x) =x(5) —2x(1) <0

gsvi = —x(1) |i=1,...,6
g =x(1)—2|i=1,2
\914=X(6)—1

O elipsoide inicial Ey foi definido de modo a garantir que Ey D €. A tabela 7.20 exibe
os resultados para o problema de sintetizacao 1 alcancados pelos algoritmos M PESC,
HISPE, Shor e Kim, tal como nos testes apresentados nas secoes anteriores.

Os resultados apresentados na tabela 7.20 deixam claro que os métodos Poliedro-
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Algoritmos | Iteragoes | Tx Redugao | Acessos | Tempo
(k) Volume f(x) Total
Shor 1604 0.9308 1630 2.05
Kim 785 0.9191 799 1.06
MPESC 725 0.8926 745 1.13
HISPEs 193 0.5558 204 7.84
HISPEy 142 0.4801 152 11.67

Tabela 7.20: Resultados comparativos dos métodos Shor, Kim, MPESC ¢ HISPE do pro-
blema de sintetizacao 1.

Elipsoidais conseguiram reduzir a regiao de busca durante o processo de convergéncia.
Comparando-se os resultados dos parametros nimero de iteracoes, taxa de reducao do
volume do elipsdide e nimero de acessos a f(-), é notério o aumento da eficiéncia em re-
duzir a regiao de busca nas iteracoes com a utilizacao de um maior niimero de informagoes
historicas. Entretanto, como o modelo deste processo de sintese é baseado em equacoes
analiticas de baixa complexidade e dimensao, o aumento do ECAO nao foi compensado
pela reducao do EAIP. Assim, na ordem direta em que aumentou a eficiéncia em reduzir
a regiao de busca, também aumentou o tempo total para convergéncia. Cabe ressaltar
que, apesar da simplicidade do modelo, o algoritmo M PESC' convergiu em um tempo
55% inferior ao algoritmo Shor. Todavia, o algoritmo M PESC' apresentou um tempo
total para convergéncia similar ao obtido pelo algoritmo Kim, mas superior. Deve-se
ainda observar que, para problemas desta mesma classe e cujos modelos exijam maior
ECAOQ, provavelmente os métodos Poliedro-Elipsoidais apresentariam menor tempo total

de convergéncia.

7.1.4.2 Processo de Sintetizacao 2 com Variaveis Relaxadas

O segundo problema associado a um processo quimico de sintetizacao é apresentado a

seguir com variaveis relaxadas.

min f(x) = 5x(1) 4+ 8x(2) + 6x(3) + 10x(4) + 6x(5)+
—10x(6) — 15x(7) + 15x(8) + 5x(9) — 15x(10) — 20x(11) (7.7)

s.a. Q= {g(x) <0|xeR}
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(

—In(x(8) +x(9)+1) <0

—x(6) = x(7) — x(10) + x(9) + 2x(11) < 0
—x(6) — x(7) — 0.75x(10) + x(8) + 2x(11) <0
x(10) —x(11) <0

2x(10) — x(8) — 2x(11) < 0

—0.5x(8) +x(9) <0

0.2x(8) — x(9) < 0

e —10x(1) <0

ex(M/12 _10x(2) <0

1.25%(10) — 10x(8) < 0

—2x(8) + 2x(11) — 10x(5) < 0

x(1) +x(2) —1=0

x(4) +x(5)—1<0

2
>

Similarmente ao realizado para o problema 1, o elipsbide inicial Ej foi definido de
modo a garantir que Ey; D ). A tabela 7.21 exibe os resultados para o problema de
sintetizacao 2 alcancados pelos algoritmos pelos algoritmos M PESC, HISPE, Shor e
Kim

Algoritmos | Iteragoes | Tx Redugao | Acessos | Tempo
(k) Volume f(x) Total
Shor 3838 0.9555 4184 10.09
Kim 1718 0.9483 1941 4.55
MPESC 1541 0.9172 4695 4.19
HISPFE;s;3 386 0.6638 2860 56.25
HISPFEynmax 221 0.4924 2306 89.97

Tabela 7.21: Resultados comparativos dos métodos Shor, Kim, MPESC ¢ HISPE do pro-
blema de sintetizacao 2.
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A argumentacao, apresentada para o problema de sintetizacao 1, na qual é esperado
dos métodos Poliedro-Elipsotdais uma melhoria do tempo de convergéncia total mediante
o aumento do ECAO é reforcada pelos resultados apresentados na tabela 7.21. Embora
o problema de sintetizagao 2 continue sendo definido por equacoes analiticas de baixa
complexidade, o aumento da dimensao no problema de sintetizacao 2 foi suficiente para a
melhora dos resultados apresentados pelos algoritmos Poliedro-Elipsoidais. Comparando-
se os resultados dos parametros numero de iteracoes, taxa de reducao do volume do
elipsdide e nimero de acessos a f(-), novamente é notério o aumento da eficiéncia em
reduzir a regiao de busca nas iteragoes com o aumento da utilizacao de informacoes
historicas. Por fim, deve ainda ser ressaltado que os valores percentuais para o tempo total
para convergéncia também melhoraram, sendo que, para este teste, o melhor desempenho

foi apresentado pelo algoritmo M PESC.

7.2 Problemas Vetoriais com Variaveis Continuas

Trés classes de problemas vetoriais foram utilizadas para avaliar o desempenho dos algorit-
mos propostos. A primeira classe é composta por problemas QCND de diversas dimensoes
nos quais os parametros foram gerados de forma aleatoria. Nesta classe de problemas tam-
bém foi testada a subclasse de problemas convexos diferenciaveis. A segunda classe de
problemas é composta por problemas de Engenharia de Controle. A terceira classe de
problemas é composta por problemas de factibilidade. A definicao destes problemas e os

resultados alcancados sao exibidos nas proximas secgoes.

7.2.1 Problema Quasi-Convexo Nao Necessariamente Diferenci-

avel com Parametros Aleatorios

O problema continuo, vetorial e quasi-convexo nao necessariamente diferenciavel é aqui
denominado PCVQC e representado por (7.8). Todas as variaveis sao restritas ao hiper-

cubo C C R e canto inferior esquerdo no ponto {0,...,0} € R™

min f(x) = [fi(x) ... fm(x)]"s (7.8)
s.a. Q={g(x) <0|xeR"}

£3(00) = maa({=(1+ S OEOBOM) [ 1|V
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g(x) = (x—%)7(Q) Yx—%) |i=1,...,n+1
9(x) =9 gign1(x) = —x(i) |i=1,...,n

Givons1(X) = x(i) — lado® |i=1,...,n

onde X; e X; € C, \; € R*|0 < \;(t) < 107!, e Q; € R™" & uma matriz simétrica definida
positiva. Os centros X; dos elipsbides, os minimos irrestritos X; e os multiplicadores A;
sao gerados de forma aleatéria. As matrizes Q, sao construidas com autovalores aleatorios
de modo a garantir que (El Nn... En+1) # (), onde E; representa o elipsoide definido pelo
centro X; e pela matriz Ql

Para criar as tabelas e graficos de resultados, os problemas PCVQC foram gerados
para dimensoes n = {5,15,25} e para m = 2. Deve-se observar que foram utilizadas duas
configuracoes do parametro tamanho da busca historica, ou seja, 3n e kmazx. A partir
dos resultados obtidos dos algoritmos propostos M PESC e HISPFE foram geradas as
tabelas 7.22 a 7.24.

Algorimos Iteragoes | Tx Reducao | Acessos | Tempo % Solugoes
(k) Volume f(x) Total | Nao-Dominadas
MPESC 924 0.9042 923 1.43 100.00
HISPE:; 37 0.3051 38 0.25 100.00
HISPFEymax 37 0.3054 38 0.28 100.00
Tabela 7.22: Resultados comparativos dos algoritmos M PESC e HISPFE para um problema

PCVQC de dimensao 5.

Algorimos Iteragoes | Tx Reducao | Acessos | Tempo % Solugoes
(k) Volume f(x) Total | Nao-Dominadas
MPESC 8380 0.9672 8379 42.92 100.00
HISPE,; 352 0.4733 351 11.28 100.00
HISPFEymax 342 0.4653 341 18.96 100.00
Tabela 7.23: Resultados comparativos dos algoritmos M PESC e HISPFE para um problema

PCVQC de dimensao 15.

Algorimos Tteragoes | Tx Reducao | Acessos | Tempo % Solucoes
(k) Volume f(x) Total | Nao-Dominadas
MPESC 20639 0.9802 20638 | 235.54 100.00
HISPE; 288 0.5393 289 26.18 100.00
HISPE 4. 284 0.5370 284 45.36 100.00

Tabela 7.24: Resultados comparativos dos algoritmos M PESC e HISPFE para um problema
PCVQC de dimensao 25.
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Os resultados apresentados nas tabelas 7.22 a 7.24 reforcam algumas observagoes ja
realizadas para os problemas escalares apresentados na secao 7.1. Tal como esperado, a
utilizacao de informacoes ja calculadas permitiu a reducao da regiao de interesse de busca
durante o processo de convergéncia do algoritmo HISPE. Assim, pode-se verificar nas
tabelas que os parametros nimero de iteragoes, taxa de convergéncia e nimero de acessos
a f(-) apresentaram melhores resultados & medida que aumentou-se o valor do parametro
7, relacionado ao tamanho da busca historica. Conseqiientemente, para estes trés para-
metros, temos que os resultados do algoritmo HISPE com a configuracao 7 = kmax
foram melhores que os do mesmo algoritmo com a configuracdo 7 = 3n que, por sua vez,
também foram melhores que os resultados do algoritmo M PESC. Quanto ao parametro
tempo total de convergéncia, novamente a heuristica de definir o parametro 7 = 3n como
melhor custo beneficio entre EAIP e ECAO se mostrou adequada. Em todos os casos, esta
configuracao do algoritmo HISPFE obteve os menores tempos totais para convergéncia.
Deve-se ainda ressaltar que o algoritmo HISPFE com a configuracao 7 = kmax apresen-
tou, para todos os problemas testados, menor tempo total para convergéncia do que o
tempo obtido pelo algoritmo M PESC'. Este resultado mais uma vez reforca a hipotese de
que o algoritmo HISPFE produz melhores resultados que o algoritmo M PESC" & medida
que o EATP aumenta. Estas mesmas observacoes podem ser verificadas graficamente nas

figuras 7.14 e 7.15 mostradas a seguir.

Por fim, dada a utilizacao de parametros gerados aleatoriamente, nao é possivel pré-
definir se um ponto factivel pertence ou nao ao conjunto Pareto-Otimo. Assim, o critério
adotado para avaliar se uma solugao encontrada por um método pertence ao conjunto
Pareto-Otimo foi determinar se a solucdio em questdo nio é dominada por algum ponto
avaliado por qualquer outro algoritmo que também solucionou o problema. Este critério,
quantificado pelo parametro percentual de solu¢oes nao-dominadas, permite concluir que,
em todos os testes realizados, os algoritmos propostos encontraram 100% de solugoes

nao-dominadas.

A figura 7.16 exibe os pontos avaliados pelos algoritmos M PESC e HISPE para um
PCVQC testado com n = 5 e m = 2. Durante a convergéncia dos métodos, verifica-se que
as duas configuragoes do algoritmo HISPFE convergiram para a mesma solu¢ao, enquanto
o algoritmo M PESC convergiu para uma solugao mais afastada. Todavia, em todos os
casos as solucoes encontradas nao sao dominadas por qualquer outro ponto avaliado por
qualquer dos outros algoritmos. Esta afirmagao é mais perceptivel pela observacao de que
nao existe qualquer ponto no interior da regiao demarcada por linhas pontilhadas a partir
das solucoes encontradas pelos algoritmos. Assim, verifica-se que as solucdes encontradas

sao pontos nao-dominados por quaisquer dos outros pontos exibidos na figura 7.16.
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Figura 7.14: Resultados para o nimero de acessos & f(x) dos algoritmos M PESC e HISPE
para problemas PCVQC.

Uma vez demonstrada na secao 7.1 a validade da heuristica proposta para o parametro
de busca histérica 7, nao foram realizados os testes de desempenho do algoritmo HISPFE
em funcao da variagao do parametro 7 da busca historica.
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Comparagéo de Resultados — PRVQC
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Figura 7.15: Resultados para o tempo total para convergéncia dos algoritmos M PESC e HISPE
para problemas PCVQC.
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Figura 7.16: Conjunto dos pontos avaliados durante a convergéncia dos métodos M PESC e
HISPE para um problema PCVQC, m = 2.
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7.2.1.1 Problema Quadratico Irrestrito

Com o objetivo de avaliar por uma métrica diferente da apresentada na secao anterior a
capacidade dos algoritmos M PESC e HISPE encontrar pontos nao-dominados, foi pro-
posto o problema com varidveis continuas vetorial quadratico irrestrito, aqui denominado
por PCVQI, é representado por (7.9).

min f(x) = [ f1i(x) ... fu(x)]": |:
fi(x) = (x = %;)"(Q;) "

onde X; € C, ; € R™" sao matrizes simétricas definidas positivas. Os centros X; dos

x € R"; (7.9)

(x—%;) [V

elipstides sao gerados de forma aleatoéria. As matrizes (), sao construidas com autovalores

aleatorios.

Para criar as tabelas e graficos de resultados, os problemas PCVQC foram gerados para
dimensdes n = {5,15,25} e para m = 2. Novamente foram utilizadas duas configuracoes
do parametro tamanho da busca historica, ou seja, 3n e kmax. A partir dos resultados
obtidos dos algoritmos propostos M PESC e HISPFE foram geradas as tabelas 7.25 a
7.27.

Algorimos Tteragoes | Tx Reducao | Acessos | Tempo Erro

(k) Volume f(x) Total | | éﬁ =t ‘gﬁg*gl
MPESC 452 0.9042 451 0.16 1.09e-003
HISPE:5 175 0.7454 174 0.85 8.72e-004
HISPFEmaz 58 0.4067 57 3.10 9.23e-004

Tabela 7.25: Resultados comparativos dos algoritmos M PESC e HISPFE para um problema
PCVQI de dimensao 5.

Algorimos Tteragoes | Tx Reducao | Acessos | Tempo Erro

(k) Volume f(x) Total | | éﬁ @i&%
MPESC 3132 0.9672 3131 3.92 7.64e 004
HISPE,; 830 0.8659 829 16.04 5.58e-004
HISPFEy4: 177 0.5094 176 98.61 4.93e-004

Tabela 7.26: Resultados comparativos dos algoritmos M PESC e HISPFE para um problema
PCVQI de dimensao 15.
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Algorimos Iteragoes | Tx Reducao | Acessos | Tempo Erro

(k) Volume f(x) Total | | ;Q 83‘ + \%EM
MPESC 8178 0.9802 8177 30.05 4.59e-004
HISPE; 1650 0.8976 1649 75.14 4.75e-004
HISPEmax 335 0.5908 334 644.49 4.54e-004

Tabela 7.27: Resultados comparativos dos algoritmos M PFESC e HISPFE para um problema
PCVQI de dimensao 25.

Os resultados apresentados nas tabelas 7.25 a 7.27 apresentam um comportamento
para os parametros nimero de iteragoes, taxa de convergéncia e ntimero de acessos bem
similar aos resultados ja discutidos para o problema PCVQC. Todavia, para o problema
PCVQI as configuragoes do algoritmo HISPFE para 7 = 3n e 7 = kmax apresentam
maior tempo de convergéncia total ao se comparar os resultados com os obtidos pelo
algoritmo M PESC. Uma vez que existe uma menor quantidade de informacoes ja calcu-
ladas disponiveis para a reducao do poliedro de busca, dado o problema ser irrestrito, este
melhor desempenho do algoritmo M PESC nao constitui um fato novo. Para permitir a

visualizagao grafica destas mesmas observagoes, sao exibidas as figuras 7.17 e 7.18.

Comparagéo de Resultados — PRVQI
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1000

5 10 15 20 25
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Figura 7.17: Resultados para o numero de acessos a f(x) dos algoritmos MPESC e HISPE
para problemas PVEQI.
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Comparagao de Resultados — PRVQI
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Figura 7.18: Resultados para o tempo total para convergéncia dos algoritmos M PESC e HISPE
para problemas PVEQI.

Para a analise dos resultados exibidos pelo parametro Mgﬁg; + Igﬁgi:;‘ |, ressalta-se

que os vetores V f1(x) e V fo(x) devem ser paralelos para os pontos do conjunto Pareto-
Otimo. Este fato é decorrente do problema ser irrestrito, quadratico e composto por dois
objetivos. Por conseguinte, para todos os testes realizados, verifica-se que os métodos
MPESC e HISPFE apresentaram resultados com boa precisao, ja os valores exibidos nas

tabelas 7.25 a 7.27 sdo quase sempre da ordem de 5x107%.

7.2.2 Controlador com Norma H,/H,,

Durante o processo de projeto de um sistema de controle a especificacao simultanea das
caracteristicas de robustez e desempenho pode ser acompanhada pelo critério das normas
H,, e H,. Por conseguinte, este problema pertence a classe dos problemas vetoriais. A
realiza¢ao de um espago de estados para uma planta P(s) é representada por (7.10). O es-

paco de estados para o sistema de controle em malha fechada para u = Kv é representado
por (7.11).
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v = Av+ Byw + Byu
200 — C’lv + D11W + D1211 (710)
V) = CQV —+ D22u

onde w € R2 ¢ o vetor das variaveis de entrada externa, u € R? ¢ o vetor de variaveis
de entrada por realimentacio , v € R2 é o vetor de variaveis de estado, z,, € a variavel
de saida para o objetivo H e zo é a variavel de saida para o objetivo Hy. As matrizes A,
By, By, Cy, Cy, Dy1, D15 e Dyy dizem respeito a planta P(s).

v = (A+BQK)V+31W
oo — (Cl + Dng)V + D11W (711)
Z9 == (02 + DQQK)V

O problema com variaveis continuas, vetorial e nao-diferenciavel proposto, denominado

por problema Hs/H.,, é representado por (7.12).

min f(x) ={ 2z 2o }|x=[vl u’]" (7.12)

ondex € R", A € R2*2, B, € R2*2, B,K € R:*2, C}, € R™*z, C, € R™*%, Dy, € R1*%,
D, K € R™3 e Doy K € R 3. Todos os valores das matrizes sio gerados aleatoriamente,
mas de modo a garantir um sistema em malha fechada estavel.

Para a solugao do problema de controle com ganho Hs/H, definido por (7.10) e (7.12),
duas abordagens distintas sao utilizadas.

A primeira abordagem utiliza as bem conhecidas fun¢ées do médulo de controle do
MatLab® baseadas em LMI. Nesta abordagem, primeiramente os minimos escalares dos
problemas individuais H, e H,, sao encontrados. Em seguida, dado que a abordagem por
LMI permite que um parametro v seja utilizado como uma restricao do problema H.,
uma seqiiéncia de 20 valores crescentes de v ¢ utilizada para se obter um conjunto de
solugoes por esta abordagem.

A segunda abordagem utilizou o proposto algoritmo HISPFE para solucionar o pro-
blema Hy/H,,. Um conjunto de 20 elipsdides iniciais Fy é utilizado para gerar diferentes
solucoes para esta abordagem. Cada elipsoide Ej é definido como uma hiperesfera que
contém um hipercubo de lado 10° e canto inferior esquerdo {0,...,0} € R". Os centros
dos elipséides iniciais Ey foram distribuidos aleatoriamente sobre a linha que conecta as
solucoes dos problemas individuais Hy e H..

Neste caso em particular, os testes foram executados em um computador com proces-
sador AMD Athlon™ 64.

A figura 7.19 mostras os resultados para um problema de dimensao n = 8 e solucionado
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pelas abordagens LM I e HISPE. Nesta figura, uma marca representada por um ponto foi
desenhada para definir as solu¢oes nao-dominadas. Como pode ser verificado, nao existe
sequer uma solucao obtida pela abordagem HISPFE que foi dominado por uma solucao
obtida pela abordagem LM I. Devido ao fato do modulo de controle do MatLab® baseado
em LMI ser compilado, nao é possivel a comparacao do desempenho dos métodos com

respeito ao parametro tempo total para convergéncia.

Espaco dos Objetivos
0.29
A
0.285
A Minimos Escalares
O Solugdes LMI
0O Solugdes HISPE
8 - Pontos Nao—Dominados
0.28}

Norma H

0275 %é%

o)
%@Eoo o
Elg O o
o A
027 1 1 1 1 1 1 1 1 J
0.36 0.37 0.38 0.39 0.4 0.41 0.42 0.43 0.44 0.45

Norma H2

Figura 7.19: conjunto Pareto-Otimo das solucdes obtidas pelos algoritmos LM e HISPE para
o problema Hy/Ho.

Uma vez verificado que a abordagem HISPFE apresentou bons resultados para o pro-
blema Hs/H.,, um conjunto de 10 problemas H,/H., de dimensao n = 8 foi utilizado
para avaliar o desempenho dos algoritmos propostos. Novamente foram utilizadas duas
configuracoes do parametro tamanho da busca historica, ou seja, 3n e kmax. A partir
dos resultados obtidos dos algoritmos propostos M PESC e HISPE foi gerada a tabela
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7.28.
Algoritmos | Iteragoes | Tx Reducao | Acessos | Tempo % Solugoes
(k) Volume f(x) Total | Nao-Dominadas
MPESC 1816 0.9393 1815 69.80 100.00
HISPE,, 181 0.5739 178 16.00 100.00
HISPE, 156 0.3603 155 27.80 100.00

Tabela 7.28: Resultados comparativos dos algoritmos M PFESC e HISPFE para um problema
Hy/H de dimensao 8.

Os resultados apresentados na tabela 7.28 apresentam o mesmo comportamento ja
descrito nos testes para o problema PCVQC. Mais uma vez a configuragao do algoritmo
HISPE para ™ = kmax apresentou os melhores resultados para os parametros nimero
de iteracoes, taxa de convergéncia e nimero de acessos. Ja para o parametro tempo total
para convergéncia, o menor valor foi obtido pela configuracao do algoritmo HISPFE para
7 = 3n, o que reafirma a heuristica proposta para o valor do parametro 7. Por fim, o
parametro percentual de solucoes nao-dominadas permite concluir que, em todos os testes

realizados, os algoritmos propostos encontraram 100% de soluc¢ées nao-dominadas.

7.2.3 Problema de Factibilidade

Para avaliar a capacidade do método HISPFE de identificar a infactibilidade de um pro-
blema, foi definido um problema vetorial quadratico com restricoes quadraticas que se
tornaria infactivel, ou nao, dependendo de um parametro gerado aleatoriamente. Este
problema vetorial de factibilidade com varidveis continuas é denominado de PCVF e
definido por (eq.PCVF).

min f(x) = [ fi(x) ... fu(x)]"; (7.13)
s.a. Q= {g(x)<0|xeR"}
f(x) = (x = %;)7(Q) " (x = %) |V j
gi(x) = (x —%)T(Q) '(x—%) | i=1,...,n+1

9(X) =< Gisn(x) = —x(@) |i=1,...,n

Givons1(X) = x(i) —lado® |i=1,...,n

onde X; e X; € C, (); € R™" sao matrizes simétricas definidas positivas e ¢); € R™"

sao matrizes diagonais. Os centros X; dos elipséides sao gerados de forma aleatéria. As

PPGEE Moura Jr., A. S. (2008) UFMG



7.2 Problemas Vetoriais com Variaveis Continuas 149

matrizes ; e (); sao construidas com autovalores aleatorios. Os centros X; dos elipsoides

sao calculados em fungao de um parametro aleatorio p de modo que:

{Q—@ se p < 0; (7.14)

Q#0D sep>0;

Para estes problemas de factibilidade, os elipséides iniciais F foram definidos de modo
a garantir que Ey D (). Para os problemas de factibilidade o algoritmo HISPFE foi sempre
configurado com o parametro 7 = 3n. Para criar a tabela 7.29, os problemas PCVF foram
gerados para dimensdes no intervalo n = [5,10]. Cada um dos dez problemas testados
para cada dimensao é exibido em uma das colunas P, a P;,. Para cada problema testado,
quando o algoritmo HI1SPFE encontrou um ponto pertencente ao conjunto A, definido por
(4.3) para a nova condigdo de infactibilidade proposta, a tabela 7.29 exibe o resultado
A # (). Para os demais resultados, a tabela 7.29 exibe o resultado € # (). Como pode
ser claramente observado na tabela 7.29, tendo por referéncia os valores gerados para o
parametro p e a defini¢ao de Q por (7.14), em todos os problemas testados o algoritmo
HISPE determinou corretamente se o problema era factivel ou nao. Este fato permite
afirmar que a nova condicao necesséria e suficiente de infactibilidade se mostrou adequada

para definir a infactibilidade de um problema, para o conjunto dos problemas testados.

Testess | P | P | B | P, | B | B | PP | P | P | Pu
n=2>5

P > = =
HISPE |A#0 | Q#D | Q#D | A#D | Q#AD | A£D | A£D | Q#D | Q#D | A#D

n —

p >0 >0 <0 <0 | >0 | >0 <0 <0 <0 <0
HISPE | Q#0 | Q#D | A#D | A#£D | Q#AD | Q#AD | AAD | A#D | A#D | A#D
n—=
p >0 >0 <0 <0 | >0 | <0 >0 <0 >0 >0
HISPE | Q#0 | Q#D | A#D | A#D [ Q#D | A#£D | QA0 | A£D | Q#D | Q#0
n—=
p >0 >0 >0 >0 | <0 | >0 <0 >0 >0 >0
HISPE | Q#0 [ Q#0 | Q#0 | Q#D | A#£D | Q#AD | A#D | QA | Q#D | Q#0
n=9

p <0 <0 <0 >0 <0 <0 <0 >0 >0 <0
HISPE |A#0 | A#Q | A4D | QAD | AAD | AZD | AAD | QA0 | Q#D | A#D
n =10

p >0 >0 <0 >0 >0 >0 >0 <0 >0 <0
HISPE | Q#0 | Q#D | A£D | Q#AD [ Q#D | QD | QAD | AAD | QA0 | A#D

Tabela 7.29: Resultados dos problemas PCVF paras as dimensdes n=|5:10] obtidos pelo algoritmo
HISPE.
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7.3 Conclusoes do Capitulo

Neste Capitulo foram apresentados os resultados obtidos mediante a aplicacao dos al-
goritmos que implementam a familia dos métodos Poliedro-FElipsoidais e dos algoritmos
utilizados como referéncia para a avaliacao do desempenho associados a solucao dos pro-
blemas QCND com varidveis exclusivamente continuas.

Inicialmente, foi definida a classe de problemas PCEQC para a analise dos resultados
dos algoritmos propostos MPESC e HISPE. Os resultados exibidos na secao 7.1.1
demonstraram o bom desempenho dos algoritmos propostos, com destaque a configuracao
do algoritmo HISPFE com o parametro 7 = 3n. Para esta configuracao do algoritmo
HISPFE, os resultados indicaram ainda uma tendéncia de melhora destes resultados, em
comparacao aos resultados do algoritmo Shor, & medida que a dimensao dos problemas
aumenta. Em seqiiéncia, a secao 7.1.2 definiu um conjunto de problemas PCECN para
testes e confirmou os bons resultados apresentados para os algoritmos propostos. Ja a
secao 7.1.3 apresentou os resultados obtidos para os problemas PCEQQ e PCEQL. Para
estes casos, embora a configuragao do algoritmo HISPFE com o parametro 7 = 3n sempre
apresentasse resultados superiores aos resultados dos algoritmos Shor e Kim, os melhores
resultados para o parametro tempo total para convergéncia foram obtidos com o algoritmo
MPESC. Este fato é atribuido a reducao do EAIP para os problemas de teste. Para
encerrar os testes com problemas escalares, a secao 7.1.4 apresentou os resultados dos
algoritmos propostos para dois problemas de Engenharia Quimica.

Em continuidade aos testes, a classe de problemas PCVQC foi definida na secao 7.2.1.
Nesta mesma secao, duas métricas distintas foram apresentadas para testar a capacidade
dos métodos Poliedro-Elipsoidais em encontrar pontos do conjunto Pareto-Otimo. A

primeira avaliou a dominancia entre as solucoes encontradas pelos métodos propostos. A

V fi(z*) V fa(z*)
VhE T VR

pelos métodos propostos, tendo o valor zero como referéncia. Para os problemas testados,

segunda mediu a norma do valor do vetor | | para as solugoes encontradas
os melhores resultados se alternaram entre o algoritmo M PESC e a configuracao do
algoritmo HISPE com o parametro 7 = 3n, em funcao do EAIP dos problemas testados.
Para problemas com maior EAIP, destacou-se a configuracao do algoritmo HISPFE com
o parametro 7 = 3n. Para os problemas com menor EAPI, destacou-se o algoritmo
MPESC. Em seguida, a secao 7.2.2 exibiu os resultados para o problema de Engenharia
de Controle, referente ao projeto de um controlador considerando-se simultaneamente as
normas Hy e H,,. Esta secao demonstrou as vantagens de se utilizar uma abordagem
vetorial com a utilizacao do algoritmo HISPFE em relagao & abordagem com utilizacao
de LMI. Por fim a secao 7.2.3 demonstrou que a nova condi¢ao necessaria e suficiente de

infactibilidade, proposta no capitulo 4, pode ser utilizada como critério de parada de um
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algoritmo por infactibilidade do problema testado.
No capitulo seguinte serao apresentados os fundamentos para o entendimento dos
métodos de otimizagao que solucionam problemas onde as varidveis associadas nao sao

exclusivamente variaveis continuas.
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Capitulo 8

Métodos Baseados em Elipsoéide
Aplicados a Programacao Discreta e a

Programacao Mista

Neste capitulo sao apresentados os fundamentos para o entendimento dos métodos de
otimizacao que solucionam problemas onde as variaveis associadas nao sao exclusivamente
variaveis continuas.

Em seguida sao discutidas as limitagoes da aplicacao direta dos métodos elipsoidais
para a solucao de problemas discretos e mistos continuos e discretos, bem como apre-
sentadas as defini¢oes dos limites de convergéncia superior e inferior. Estes limites serao
utilizados para a implementacao de um método FElipsoidal capaz de solucionar problemas
discretos e mistos discretos e continuos.

Maiores detalhes sobre os temas tratados nas secoes apresentadas neste capitulo podem
ser conseguidos nas referéncias (Salkin & Mathur n.d., Floudas n.d., Papadimitriou &
Steiglitz n.d.).

8.1 Introducao a Programacao Discreta e Mista Con-

tinua e Discreta

Um grande ntimero de problemas de otimizagao possui a restricao de que parte, ou to-
das, as varidveis envolvidas devem assumir valores discretos. Problemas associados ao
agendamento de equipes ou de rotas, processos quimicos de sintese, alocacao e estocagem
de materiais, agendamento e planejamento de processos em batelada, desenvolvimento

de produtos bioquimicos e determinacao de topologia de transportes em redes, sistemas
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de controle, selecao do portifélio de investimentos, processo de evacuacao de pessoas em
emergéncia e propagacao da frente de chama de incéndios descrevem a vastidao da pre-
senga das variaveis discretas nas areas da ciéncia (Wolsey n.d., Floudas n.d., Nemhauser
& Wolsey n.d., Parker. & Rardin 1988, Papadimitriou & Steiglitz n.d., Parker. &
Rardin 1988, Li & Sun n.d., Smith n.d.).

Apesar das ultimas duas décadas terem sido memoraveis para o desenvolvimento da
capacidade de encontrar, ou de aproximar, solucoes 6timas para diversos dos problemas
praticos supracitados, ainda hoje muitas aplicacoes praticas consistem apenas em for-
malizar e encontrar uma solucao factivel. Este procedimento acaba sempre por conduzir
a perdas desnecessarias, as quais poderiam ser reduzidas mediante a melhor compreensao
do porque alguns problemas sao mais dificeis de resolver do que outros, de como algumas
das possiveis formulagoes de um problema podem ser melhores que as outras e de como a
utilizacdo de diferentes algoritmos podem produzir solu¢oes mais efetivas (Wolsey n.d.).

A estrutura geral dos problemas mono-objetivos nos quais existe a presenca de varidveis

discretas é descrito por (8.1).

min f(x) (8.1)
s.a.x € Q
Q& {x(1:2)elex(z+1:2+d) eR?|gi(x) <0Vi=1,...,p}

onde, z+d=mn, f(-): R" — Reg(-): R" — RP.

Define-se como o problema relaxado para (8.1), um sub-problema no qual permite-
se que parte do conjunto das variaveis discretas, ou todo este conjunto, assuma valores
continuos. A solucao de um sub-problema, obtida por relaxacao, é indicada por x*.

A partir de (8.1) definem-se quatro grandes subclasses de problemas. A primeira e mais
genérica subclasse constitui a classe onde existem simultaneamente variaveis continuas e
discretas nos problemas e ¢ denominada de Programagao Mista Discreta e Continua ou
MIP. Se considerarmos que o conjunto de variaveis continuas é vazio, ou seja d = 0,
teremos os problemas associados a programacao discreta ou IP. No caso especial em que
todas as variaveis discretas sao binarias, x € {0, 1}#, teremos os problemas de programagao
binaria BIP ou também chamada de programacao zero-um. Por razoes historicas do
desenvolvimento da area de pesquisa operacional, os nomes IP e MIP sao comumente
associados ao caso particular onde todas as fungoes envolvidas sao lineares, ficando os
problemas discretos nao lineares conhecidos por NIP e os problemas mistos nao lineares
conhecidos por MINLP (Wolsey n.d., Floudas n.d.).
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Deve-se ainda observar que todo problema MIP ou IP pode ser transcrito para um

problema equivalente BIP. O Teorema 6 formaliza esta afirmacao:

Teorema 6 - Equivalente BIP (Salkin € Mathur n.d.) : Suponha em um problema MIP
(ou IP) que cada varidvel x(j) < wu;, sendo u; correspondente a um discreto positivo e
j < z. Entao o programa BIP equivalente serd obtido pela substitui¢ao de cada x(j) por:
(a) 3,7 ty;, onde ty; representa uma varidvel bindria, e pela omissao da restrigio x(j) <
u; dado que >.,7 | ty; poderd no mdzimo assumir o valor uj, ou (b) ZZ:O 2115, onde ty;

representa uma varidvel bindria e l; é o menor inteiro tal que Y ;_,2F = (21 — 1),

A estrutura do problema descrito por (8.1) pode induzir a idéia da solugao deste atraveés
de métodos de otimizacao para variaveis continuas e do posterior arredondamento das va-
ridveis que precisam ser discretas para a obtencao da solucdo mista ou discreta final.
Todavia, deve ser observado que normalmente este processo demonstra ser insuficiente
para a obtengao da solugao 6tima do problema. A figura 8.1 exibe graficamente um pro-
blema onde a solucao discreta x**, encontra-se visivelmente afastada da solucao continua
x* obtida pelo problema relaxado. Sendo assim qualquer solu¢ao na vizinhanca de x* nao
correspondera a uma boa aproximacao da solugao x**. Por vizinhanca, entende-se neste
contexto, o hipercubo de aresta unitaria e de vértices puramente compostos por valores
discretos que contém o ponto x*. Em problemas com varidveis binarias este afastamento
é, normalmente, ainda mais significativo para a obtencao da solugao por arredondamento.
Todavia, para os problemas onde o intervalo de variagao das varidveis discretas seja consid-
eravelmente longo, a ponto de que a fracao correspondente ao valor arredondado produza
um valor insignificante no valor da funcao-objetivo, o processo de arredondamento da
solugao continua ird produzir solucoes discretas com aproximacao aceitéavel.

Uma vez que a factibilidade de um problema MIP ou IP depende da existéncia de uma
solucao x** internamente a regiao factivel ), a figura 8.1 também demonstra que para os
problemas onde as fun¢oes envolvidas sao convexas, ou quasi-convexas, obrigatoriamente
teremos a solugao do problema MINP ou NIP em uma curva de nivel da fun¢ao-objetivo
de valor superior! ao valor correspondente & solucdo x*. O teorema 7 e seu corolrio

formalizam esta afirmacao:

Teorema 7 - Limite Inferior ("Lower Bound") (Salkin € Mathur n.d.) : O minimo
valor da func¢ao-objetivo de um problema MIP ou IP solucionado como um problema de
varidveis puramente continuas, ou seja x(1 : z) € R?, constitui o limite inferior de

qualquer solugcao mista, ou discreta, factivel.

!Para problemas de maximizacao a solucio ocorrera obrigatoriamente em uma curva de nivel de valor
inferior ao valor correspondente & solucao x*.
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Figura 8.1: Exemplo comparativo da solucao discreta de um problema x** e da solugdo obtida
pelo arredondamento da solucao continua x*.

Corolario 6 - Factibilidade do MIP ("Feasibility of MIP") (Salkin & Mathur n.d.) : Se
um problema MIP ou IP solucionado como um problema de varidveis puramente continuas

€ infactivel, entao também serd infactivel o problema MIP ou IP.

Embora a enumeracao por valores 0 ou 1 dos elementos que compoem as variaveis
x(j)|j < z possa conduzir a obtencao do resultado 6timo de um problema MIP ou IP, ex-
iste uma dificuldade intrinseca a ser considerada. Esta dificuldade é traduzida no grande
esforco computacional para a solucao do problema em virtude da caracteristica combi-
natoria associada as variaveis discretas. Desta forma em muitos casos a abordagem por
forca bruta para a enumeracgao das solugoes se torna proibitiva. Como exemplo, supondo
a existéncia de 100 varidveis binarias para a solucao de um problema, isto implicara na

2100 possibilidades de solucdao por enumeracao completa.

solucao das

A despeito da complexidade da analise do grande numero de solugoes parciais, decor-
rentes da natureza combinatoéria dos problemas MIP ou IP, diversas classes de algoritmos
tém sido propostas com éxito para a solugao destes problemas. Para a solucao de proble-

mas MIP ou IP (Nemhauser & Wolsey n.d.) se destacam:

i) Métodos Branch and Bound: nestes métodos uma arvore binaria ¢ utilizada para a
representacao das varidveis discretas por sua combinagao 0-1, sendo entao a regiao
factivel particionada subsequentemente em subdominios com a definicao de limites

validos de limites superiores e inferiores da solucao em diferentes niveis desta arvore
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binaria?.

ii) Métodos de Plano de Corte: nestes métodos a regiao factivel nao é dividida em
subdominios, mas sim novas restri¢coes, usualmente denominadas de cortes, sao adi-
cionadas ao problema inicial de modo a reduzir a regiao factivel até a obtencao da

solucao discreta 6tima?.

iii) Métodos de Decomposigao: nestes métodos a estrutura matematica dos modelos é
explorada através do particionamento de variaveis, dualidade e métodos de relaxa-

¢ao.

iv) Métodos Baseados em Logica: nestes métodos restrigoes disjuntivas ou técnicas de

inferéncia simbodlica sao utilizadas pela sua expressao através de variaveis binarias.

Tal como ocorrido para os problemas lineares, significativos progressos também foram
obtidos para a solucao de problemas MINLP ou NIP do ponto de vista tedrico e computa-
cional. Como resultado, um grande niimero de problemas, que permeiam por diferentes
disciplinas da ciéncia, tém sido solucionados pelos diversos algoritmos propostos. Uma

colecao representativa destes algoritmos propostos é apresentada a seguir:

i) Decomposicdo Generalizada de Benders - GDE: neste algoritmo duas seqiiéncias de
atualizacao de limites, um superior obtido pela solucao do problema que considera
as variaveis x(1 : z) € R* e um inferior obtido pela teoria da dualidade, sdo criadas

e convergem para um valor limite desejado em um niimero finito de iteracoes.

ii) Branch and Bound - BB: este algoritmo considera a soluc¢ao da relaxac¢ao do problema
MIP em varidveis continuas e realiza a subseqiiente enumeracao implicita na forma
de arvore onde uma combinacao do conjunto de varidveis discretas é fixada em cada
no?.

iii) Aproximacdo Externa - OA: este algoritmo trata de problemas com desigualdades
nao lineares e cria uma seqiiéncia de limites inferiores e superiores de forma similar
ao algoritmo GDE. Contudo, utiliza uma linearizacao das funcoes objetivo e re-
stricoes no ponto 6timo da solucao primal para a definicao dos limites superiores.
J& a obtencao dos limites inferiores ocorre pela linearizagao das fungoes objetivo e

restricoes nos pontos da solucao 6tima primal generalizada.

20 método Branch and Bound serd detalhado no capitulo 10.
30s métodos de Plano de Corte serdo detalhados no capitulo 9.
40 método Branch and Bound sers detalhado no capitulo 10.
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iv) Abordagem por Factibilidade - FA: este algoritmo arredonda a solugao relaxada do
problema nao linear com a menor degradacao local por sucessivas imposicoes de
que as variaveis super-bésicas se tornem varidveis nao-bésicas da funcao-objetivo

reduzida.

v) Aproximagao Externa com Relaxagao de Igualdades OA /ER: este algoritmo estende
o algoritmo OA para incluir a capacidade deste em lidar com igualdades nao lineares

por meio da relaxacao destas em desigualdades.

vi) Aproximacdo Externa com Relaxagao de Igualdades e Aumento de Penalidades
OA/ER/AP: este algoritmo introduz uma fun¢ao de penalidade aumentada nos

subproblemas de limite inferior para a abordagem AO/ER.

vii) Aproximacao Externa Generalizada - GOA: este algoritmo estende o algoritmo OA

com a introducao de fungoes de penalidade exatas.

viii) Decomposigao Cruzada Generalizada - GCD: este algoritmo simultaneamente uti-
liza as informacoes dos problemas primal e dual pela utilizacao das vantagens das

decomposigoes Dantzig-Wolfe e Benders generalizada.

Deve-se ressaltar que, nao obstante a existéncia de um nimero consideravel de pro-
blemas MINP classificados como quasi-convexos (Roberts & Varberg n.d., Floudas n.d.),
h4 apenas uns poucos algoritmos capazes de resolver estes problemas com garantia de
convergéncia global (Westerlund & Pérn 2002). Dentre os algoritmos capazes de garantir
convergéncia global para problemas MINP classificados como quasi-convexos, destacam-
se os algoritmos baseados em Branch-and-Bound e Planos de Corte. Por conseguinte, o
desenvolvimento de algoritmos com a capacidade de solucionar problemas MINP quasi-
convexos e nao necessariamente diferenciaveis constituiu um ponto chave da motivagao

do desenvolvimento desta pesquisa.

8.2 Restricao da Aplicacao Direta dos Métodos Basea-
dos em Elips6ide a Problemas Inteiros e Mistos In-

teiros e Continuos

Excluindo-se os casos em que é valida a heuristica de se arredondar o valor resultante
da solucao continua de um problema (x*) para a obtengao da solugao discreta ou mista

(x**), a familia dos algoritmos derivados do método FElipsoidal ndo pode ser aplicada
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diretamente na solucao de problemas MINP ou NIP. De forma ainda mais genérica, os
métodos que utilizam exclusivamente a direcao de um vetor pertencente ao conjunto
subdiferencial para determinar a direcao de busca ou restringir o espaco de busca nao
podem ser aplicados diretamente na solucao de problemas MINP ou NIP. Entende-se aqui
que estes métodos que nao podem ser aplicados a problemas MINP ou NIP nao incluem
duas classes de métodos. A primeira classe é formada pelos métodos que adicionam
restrigoes para garantir a existéncia de uma solugao mista (ou discreta) valida no semi-
espaco a ser utilizado. A segunda classe é formada pelos métodos que garantem que as
solucoes parciais de todas as iteracoes devem apresentar valores discretos para as variaveis
que devem ser discretas.

A principal limitacao da utilizacdo de métodos que dependem da direcao de um vetor
pertencente ao conjunto subdiferencial na solucao de problemas MINP e NIP é resultante
da nao linearidade intrinseca a obrigatoriedade de que parte, ou todas, as varidveis do
problema sejam discretas. Ao se adotar a direcao oposta a um vetor pertencente ao
conjunto subdiferencial existe uma pressuposicao implicita. Esta pressuposicao é definida
pela idéia de que, dada a existéncia de um conjunto nao nulo resultante da interseccao da
regiao factivel {2 com o semi-espago definido pela direcao oposta ao vetor pertencente ao

(%),

. . . v . . . . .
conjunto subdiferencial HYY *k & sobre este conjunto interseccao que deve ser realizada

a busca de uma solugao melhor que a existente no ponto atual. Todavia, para os problemas
vf(x)vxk

MINP ou NIP deve-se acrescentar a interseccao do semi-espaco H e da regiao
factivel Q o subconjunto das variaveis obrigatoriamente discretas (x(1: z) € I*) de forma
a garantir que a direcao utilizada possa conter uma solucao que domine a atual.

A figura 8.2 ilustra um exemplo de um problema NIP. As equacoes de restri¢ao estao
indicadas na figura, sendo a regiao factivel composta por um setor do elipsoide

(x —x)TQ7 ' (x — x.) < 1 com I". O subconjunto definido pelo semi-elipsdide Ej N
Hﬁf(xk)vxk

nao contém qualquer ponto discreto, tal como exibido na figura 8.2a. O préximo

elipsoide Ej.; deve ser construido pelo semi-elipsoide Ej N Hff (X’“)’X’“, tal como mostrado

na figura 8.2b.

8.3 Principios Basicos da Aplicacao de Métodos Basea-
dos em Elips6ide a Problemas Inteiros e Mistos In-

teiros e Continuos

A existéncia de uma restricao para a utilizacao direta de métodos elipsoidais a problemas

MINP ou NIP nao deve ser entendida como um impossibilidade definitiva. Esta restricao
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implicard apenas na necessidade de aumento da complexidade dos algoritmos elipsoidais
de modo a que a convergéncia global para a solugao discreta, ou mista discreta e continua,
seja assegurada.

Durante a convergéncia de um algoritmo baseado em FElipsoide para a solucao de um
problema MNIP ou NIP torna-se necessaria a definicao de limites superiores e inferiores.
Estes limites sao relativos ao valor das solucoes existentes em qualquer iteracao k do
algoritmo FElipsoidal para os sub-problemas obtidos por relaxagao. Estes limites balizarao
a convergéncia do algoritmo na convergéncia para a solucao discreta, ou mista discreta e
continua.

A seguir, sao apresentadas as defini¢oes que formalizam o conceito dos limites, inferior
e superior, associados & convergéncia dos métodos elipsoidais para a solucao discreta, ou

mista discreta e continua.

Defini¢ao 9 : Limite Inferior de Convergéncia (LIC): Para um problema definido por
(8.1), considere o conjunto X composto pelas solugoes dtimas factiveis de um conjunto nao
nulo de sub-problemas obtidos por relazacio. Considere o ponto x'* = {x"* € X | f(x*) >
f(xX)V (x € X) e(x #x)}. O limite inferior de convergéncia é definido como o semi-

(xlb)’xlb

espaco Hff

Definicao 10 : Limite Superior de Convergéncia (LSC): Para um problema definido por
(8.1), considere o conjunto X = {x € Q| x(1: z) € I}. Considere o ponto x** = {x** €
X|f(x"™) < f(X)V (x € X) e(x #x")}. O limite superior de convergéncia é definido

. \V4 ub , ub
como o semi-espaco H />

Como pode ser observado pela Definicao 10, para o caso em que X = Q, o ponto x“
correspondera a x**. Para os demais casos, onde X é um subconjunto de €, o ponto x*
representa a melhor solucao no subconjunto X. Deve-se ainda ser ressaltado que, durante
a convergéncia de um método Elipsoidal para a solucao discreta, ou mista discreta e
continua, a interseccao entre os semi-espacos definidos pelos limites inferior e superior de

V f(xL1CY xLIC V f(xLSCY xLSC
convergéncia e pela regiao factivel, (Hff <, nHY/ )

N ), define a regiao

do espaco de variaveis onde pode ser encontrada a solucao 6tima do problema.
Conseqiientemente, a estratégia a ser adotada para a adaptagao dos métodos elip-

soidais aos problemas MINP ou NIP consiste em identificar os valores dos limites du-

rante o processo de convergéncia e prover a continua contracao da regiao definida por
@ LiC , Lic @ LSC , LSC
<H+f(x )M VIR x

regiao de interesse de busca qualquer solucao discreta, ou mista discreta e continua, de

N Q) até que seja possivel garantir que ndo exista nesta

valor inferior & definida pelo limite superior da iteracao corrente.

PPGEE Moura Jr., A. S. (2008) UFMG



8.3 Principios Basicos da Aplicacao de Métodos Baseados em Elipsoide a
Problemas Inteiros e Mistos Inteiros e Continuos 163

Seguindo esta linha de raciocinio, no capitulo 9 serd apresentada uma variacao do
método FElipsoidal que permitird a obtencao da solucao 6tima para problemas NIP baseada
na movimentagao do LIC, pela inclusao de novas restri¢oes definidas por planos de corte,
e da movimentacao do LSC, pela avaliagao dos pontos discretos que se encontram na
vizinhanca do centro atual do elips6ide. Um fluxograma geral de um algoritmo FElipsoidal
alterado para que ocorra a inclusao de novas restricoes baseadas em planos de cortes é
apresentado na figura 8.3. Pode-se observar que os objetos sombreados representam as
alteracoes implementadas no algoritmo HISPE para permitir que este solucione problemas
NIP.

Em seqiiéncia, no capitulo 10 serao apresentadas trés variacoes do método HISPE que
possibilitarao encontrar a solucao 6tima tanto para problemas NIP quanto para problemas
MINP com base na movimentacao de ambos os limites LIC e LSC através da enumera-
¢ao de um ponto discreto, ou misto discreto e continuo, existente em uma determinada
regiao de interesse de busca. Um fluxograma geral de um algoritmo Elipsoidal alterado
para enumerar um ponto discreto, ou misto discreto e continuo, é apresentado na figura
8.4. Novamente pode-se observar que os objetos sombreados representam as alteragoes

implementadas no algoritmo HISPE para permitir que este solucione problemas MINP e
NIP.
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vf(x/ﬁ:)vxk: .

a) Semi-elipsdide incorreto definido por H

b) Correto elipsoide Ej.1 que contém a solu¢ao 6tima x** definido por Hff (ock) 2k

Figura 8.2: Falha do método FElipsoidal quando aplicado a problemas MINP e NIP.
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Escolha um ponto inicial x,
e um elipséide inicial E;

_Calcule o vetor
Vgi(x,) para todas
as restri¢oes violadas
€ encontre
os valores historicos

‘Calcule o vetor
Vf(x,) € encontre

os valores historicos

A 4

Atualize x € Q,

Encontrado novo
limite superior

Figura 8.3: Fluxograma geral de um algoritmo Elipsoidal alterado para a inclusao de novas

Procure um ponto inteiro na
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Calcule o novo elipsoide E__|
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Criterio de parada v
p Nao
satisfeitq

Solugdo ¢ inteira
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Escolha um ponto inicial x,
e um elipsoide inicial E;
Se ;

Calcule o vetor Sim

Vgi(x,) para todas
as restri¢Oes violadas Calcule o vetor

€ encontre Vf(x,) € encontre

os valores historicos os valores histéricos

v

Procure um ponto misto inteiro e real na
vizinhang¢a de x, e que esteja dentro do

semi-elipsoide definido por H_ '/ X10:Xx

&

encontrado

Factivel

Enumere novo ponto inteiro ¢
real dentro do semi-elipsoide

definido por H /X1 Xk

l

Calcule o novo elipsoéide E
€ 0 novo centro x, |

k+1

Found new upper bound
A 4
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encontrado ¢ a solugdo 6tima
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30 encontrado
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e real é factivel

VAx,) = - VAx,)

Figura 8.4: Fluxograma geral de um algoritmo Elipsoidal alterado para enumerar um ponto dis-

creto, ou misto discreto e continuo.
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8.4 Conclusoes do Capitulo

Neste capitulo foram apresentados os fundamentos para o entendimento dos métodos de
otimizacao que solucionam problemas onde as variaveis associadas nao sao exclusivamente
variaveis continuas.

Em seqiiéncia foram discutidas as limitacoes da aplicacao direta dos métodos basea-
dos em FElipsoide para a solucao de problemas MINP e NIP, bem como apresentadas as
definicoes dos limites de convergéncia superior e inferior, os quais devem ser utilizados
para a implementagao de um método baseado em FElipsdide capaz de solucionar problemas
MINP e NIP.

No capitulo seguinte sera apresentada a teoria para a obtengao de novas restri¢oes que
permitem a obtencao da solugao discreta de um problema NIP a partir da movimentagao
do limite inferior de convergéncia pela solucao continua obtida por relaxagao das varidveis

discretas.
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Capitulo 9

Métodos Elipsoidal e
Poliedro-Elipsoidal com Hiperplanos de

Corte Aplicados a Problemas Discretos

Neste capitulo é apresentada a teoria para a geracao de novas restricoes, na forma de
hiperplanos de corte, que permitem a obtencao da solucao de um problema com variaveis
discretas a partir da movimentacao do limite inferior de convergéncia correspondente a
solucao obtida por relaxacao.

No decorrer do capitulo também é apresentada uma variacao de um método baseado
em FElipsoide capaz de resolver problemas discretos com restricoes quasi-convexas nao ne-
cessariamente diferenciaveis baseada em hiperplanos de corte. Este algoritmo é a primeira
contribuicao desta Tese para a solucao de problemas NIP.

Maiores detalhes sobre os temas tratados nas secoes apresentadas neste capitulo po-
dem ser conseguidos nas referéncias (Salkin & Mathur n.d., Floudas n.d., Papadimitriou
& Steiglitz n.d., Wolsey n.d., Tui 1964, Young 1968, Marchand, Martin, Weismantel &
Wosley 2002).

9.1 Hiperplanos de Corte Aplicados a Problemas MIP
e IP

A teoria da geracao e adicao de novos cortes a um determinado problema, para permitir a
obtenc¢ao da solugao discreta, remonta aos trabalhos de Gomory (Gomory 1958, Gomory
1960), Young (Young 1968), Balas (Balas 1969), Chvatal (Chvatal 1973) e Glover (Glover
1973).
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Nesta secao serao apresentados os cortes oriundos da visao geométrica de Chvatal-
Gomory e da derivagao geométrica para cortes convexos generalizada por Glover. Estes
cortes apresentam a caracteristica comum de que nao sao baseados em qualquer parti-
cularidade de um problema especifico, sendo portanto aplicados a qualquer estrutura de
problemas lineares. Em seguida, como contribuicao deste trabalho, estes cortes serao im-
plementados em conjunto para a obtencao de um algoritmo capaz de solucionar problemas

com funcao de custo discreta e restrigoes quasi-convexas.

9.1.1 Cortes Convexos e Derivados Geometricamente

Através da analise geométrica pode-se construir restricoes de desigualdade capazes de per-
mitir a solucao de problemas lineares MIP ou IP. Estas desigualdades foram inicialmente
propostas por (Tui 1964), embora em um contexto distinto. Posteriormente estas desigual-
dades foram estendidas pelo chamado corte hipercilindrico (i.e., do inglés Hypercylindrical
Cut) desenvolvido por Young (Young 1968) para a solugdo de uma determinada classe de
problemas BIP e pelos chamados cortes de interseccao (i.e., do inglés Intersection Cuts)
desenvolvidos por Balas (Balas 1969). Estes tltimos, fundamentados na idéia de que os
pontos discretos, que estao ao redor de uma solugao continua relaxada, podem possibilitar
a descricao de cortes que conduzirao a solucao discreta.

A figura 9.1 exibe o principio fundamental da construgao destes cortes derivados ge-
ometricamente (GDC). Partindo da obtencdo da solugdo relaxada para variaveis con-
tinuas de um problema linear MIP ou IP, representado por x*, obtém-se o hipercubo
de aresta unitaria que contém esta solucao. Do centro deste hipercubo é definida a
hiperesfera de raio unitario. Dado o problema ser linear, existirao ao menos n re-
stricoes cujo valor na solucao relaxada continua é zero, uma vez que a solucao de um
problema linear se encontra sempre na extremidade do politopo que define a regiao fac-
tivel. Sendo assim, considerando-se a solucao do problema linear pelo algoritmo Simplex
(Dantzig 2002, Luenberger 1984, Salkin & Mathur n.d.) a tabela 6tima resultante ira
exibir as n variaveis de folga (i.e do inglés slack variables) em fungao das variaveis orig-
inais do problema. Cada variavel de folga definirA uma reta, a qual sera interceptada
pela hiperesfera. Desta intersec¢ao serao resultados n pontos u;, a partir dos quais sera
definida a equagao da nova desigualdade, exibida na figura 9.1 como g,41(x). Esta nova
desigualdade se somara as ja existentes restrigoes do problema. A repeticao sucessiva do
procedimento de obtencao da solucao relaxada continua e do acréscimo de uma nova re-
strigao derivada geometricamente conduzira a convergéncia da solugao relaxada continua
para a solugao 6tima do problema x**.

Pela descricao acima do método, verifica-se que cada ponto u; é obtido pela solugao
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Figura 9.1: Corte derivado geometricamente baseado em uma hiperesfera.

de um sistema de n — 1 equacoes lineares e uma equacao quadratica correspondente a
esfera. Uma opcao alternativa, a qual compora um sistema formado apenas por equacoes
lineares para a determinagao dos pontos de interseccao u;, pode ser obtida utilizando um
hiperoctaedro, aqui denominado de hiperdiamante. A figura 9.2 exibe a ilustracao grafica
desta variacao do método GDC.

De maneira analoga a utilizagao da esfera, num processo iterativo os cortes sao gerados
pela interseccao do hiperdiamante com n — 1 retas obtidas pelas equacoes de folga. A
solucao dos consecutivos problemas relaxados fara com que a solucao relaxada continua
convirja para a solucao 6tima do problema x**.

Posteriormente, Glover (Glover 1973) acabou por desenvolver uma teoria mais genérica,
a qual engloba as idéias propostas por Young e Balas, aplicada a uma classe mais extensa
de problemas matematicos. A principal idéia foi generalizar as regides de intersec¢ao para
qualquer fungao convexa que nao possua qualquer solucao discreta no seu interior. O
Lema a seguir descreve os cortes convexos de Glover no contexto da obtencao da solugao

continua relaxada pelo método Simplex.

Lema 6 :Corte Convexo de Glover: Seja S um dado conjunto de pontos factiveis dis-
cretos de uma regiao factivel. Se R representa um conjunto convero em cujo interior
nao contém pontos de S e se X = X* existe uma vizinhanc¢a que pode ser removida e que
se encontra no interior de R, entao para qualquer constante w; > 0, j € conjunto de

varidveis nao basicas NB, tal que os pontos
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Figura 9.2: Corte derivado geometricamente baseado em um hiperdiamante.

= —aw;)eR, Vje NB

J

onde o sao constantes, o corte convexo

Z w;/wi > 1 (¢ — cut)

JENB

excluird o ponto x = x*, mas nunca qualquer ponto em S.

9.1.2 Cortes Chvatal-Gomory

Considerando a descricao de um problema discreto, tal como apresentado a seguir, este

problema sera denominado puramente discreto quando as constantes A e b forem discretas.

y = cx|xeQ
QO 2{x € Rl |Ax=bex eI} (9.1)

onde, A é uma matriz n por p e b é um vetor de p linhas.

Por definicao tem-se que o subconjunto Ax = b restrito ao cone positivo é um politopo.
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O subconjunto das solugoes Ax = b, tal que a equacao A(i,:)x = b(i) é formada por
valores puramente discretos para algum ¢, é formado por politopos que contém ao menos
um ponto discreto em uma das faces. A casca convexa conv(x) também é um politopo
onde a equacao Ax = b é formada por valores puramente discretos. Isto corresponde ao
fato de que cada plano suporte de conv(x) contém um vetor discreto. A visdo geométrica
de Chvatal consiste em avaliar os planos suportes de Ax = b e mové-los de forma a que
se aproximem de conv(x) até que contenham um ponto discreto (Chvatal 1973). Assim,
Chvatal demonstrou que o politopo conv(x) pode ser obtido apés um niamero finito de
iteragoes.

De toda forma, o problema remanescente da geracao seqiiencial dos diversos hiper-
planos persistiu até a proposicao do algoritmo de Gomory. Este algoritmo gera cortes a
partir da solucao relaxada continua, os quais excluem a atual solucao relaxada e, paulati-

namente, conduzem a solucao discreta.

A idéia de Gomory baseia-se no simples fato de que, considerando A € RP*" e o vetor

de constantes u € R%, (9.2) é valida.

onde u.x A(:, j) = [u(1)A(L, ), ..., u(p)A(p, )" e u.xb = [u(l)b(1),...,u(p)b(p)]".
Todavia, dada a desigualdade, (9.3) também é valida.

n

D luxA( ) x <uxb (9.3)

j=1

onde, |w| representa o arredondamento de w para o menor inteiro proximo a w.

Por fim, (9.4) também ¢é valida, dado que o lado direito da desigualdade (9.3) representa

um valor discreto.

ZLu. *x A(,j) ] x < |u.* b (9.4)

A seqiiéncia a seguir mostra um exemplo do corte Chvatal-Gomory.

Considere o poliedro formado pelas equacoes abaixo:
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0.6z; + 0.8z9 < 3.6
41171 — X2 < 11
—T1 S 1

—IQS].

Dividindo as inequacoes por um dos coeficientes que as compoem, desde que diferente

de um, teremos:

0825 3.6
< -

4105 =06
0.61, 3.6
[os i t® <53
i) 11
ntlls7

Arredondando os valores do lado esquerdo das inequacgoes teremos:

x1 + 2o < ﬁj
TP =16
< L3.6

x [R—
2= 108

11

T1 — T2 < sz

Por fim arredondando o valor do lado direito das inequagoes teremos cortes definidos

por Chvétal-Gomory.

1+ 22 <6
Z’2§4

$1—$2§2

A figura 9.3 exibe a regido factivel do problema original 2, a casca convexa conv(x),
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os cortes obtidos e o novo poliedro P; definido por estes cortes.

. . . ® . Y

Figura 9.3: Cortes pela visao de Chvatal-Gomory.

9.2 Variacao do Método Elipsoidal com Hiperplanos de
Corte: MEHC

Uma vez que o método Elipsoidal permite a solucao de problemas lineares, o conceito
dos cortes derivados geometricamente facilmente pode ser implementado para criar uma
variagao do método capaz de solucionar problemas lineares discretos.

Todavia, a criagao de um algoritmo baseado em Elipsdide para a solucao de problemas
IP nao constitui um avanco. Isto ocorre porque os métodos ja existentes baseados em
Simplex ou Pontos Interiores terao desempenho muito superior em funcao do tempo
gasto para encontrar a solucao dos problemas relaxados.

Ja para a solucao de problemas NIP com funcao-objetivo linear e restricoes quasi-
convexas, um algoritmo baseado em Flipsdide passa a ter valor, ja que existem poucos
métodos capazes de garantir a convergéncia global destes problemas (Westerlund & Porn

2002), especialmente com base em hiperplanos de corte.
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Como primeiro ponto a ser considerado, uma vez que tanto os cortes derivados geome-
tricamente, quanto os cortes Chvatal-Gomory baseiam-se na existéncia de equacoes linea-
res, um conjunto destas equacoes deve ser utilizado para a determinacao do politopo ini-
cial. Qualquer politopo que contenha a regiao factivel nao linear pode ser utilizado. Para
problemas em que a determinacao deste politopo seja complexa, o hiperparalelepipedo

definido pelos intervalos de variacao das varidveis constitui uma opcao.

Em seqiiéncia, apés solucionado o problema relaxado, em virtude da existéncia de
restricoes nao lineares é provavel que a solucao 6tima do problema relaxado x* nao se
encontre na extremidade do politopo inicial. Neste caso, deve-se utilizar exclusivamente os
cortes Chvatal-Gomory para a geragao da nova desigualdade a ser adicionada ao problema
VF(x*),x*

a partir do semi-espago H

Quando a solucao 6tima do problema relaxado x* se encontrar na extremidade do poli-
topo corrente, ambos os cortes GDC e Chvatal-Gomory devem ser utilizados na obtencao
das novas restricoes. Dado que a proposicao original dos cortes GDC utiliza as variaveis
de folga para a determinagao dos pontos u;, estas varidveis devem ser substituidas pela
combinacao das n restri¢oes, que apresentam valor zero no ponto x*. Quando combinadas
em conjuntos de n — 1 restricoes, esta combinagao das n — 1 restricoes definird uma reta, a
qual sera interceptada por uma face do hiperdiamante e permitira determinar os n pontos
u;. A partir dos pontos u; sao gerados n — 1 vetores que definirao o hiperplano da nova

restricao de desigualdade a ser acrescentada ao problema.

A figura 9.4 exibe uma seqiiéncia de criagdo de uma nova restri¢ao para um algoritmo
baseado em FElipsoide, a partir do algoritmo GDC. O processo comega com uma solugao
obtida por relaxacao e um politopo inicial P apresentados na subfigura 9.4a. Em seguida,
a subfigura 9.4b exibe o hipercubo unitario que contém a solugao relaxada. Através dos
vetores que sao definidos pelos cantos do hipercubo em direcao ao centro deste, as faces
do hiperdiamante sao definidas como exibido na subfigura 9.4c. Na subfigura 9.4d sao
apresentadas as n restricoes que passam pelo solucao relaxada e, portanto, apresentam
valor nulo. Cada conjunto de n — 1 destas restricoes que intercepta uma face do hiperdia-
mante ird definir um ponto u;, tal como mostrado na subfigura 9.4e. Por fim, a subfigura
9.4f exibe os n pontos u;, os quais definirao o hiperplano cujo vetor normal é Vg, ;.

Conseqiientemente, a nova restrigao sera definida como Vg, (x —u;) < 0.

O problema (8.1) sera aqui tratado e é representado abaixo para a comodidade do

leitor:
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min f(x) (9.5)
s.a.x € Q
Q&2 {x(1:2)el ex(z+1:2+d) eR|gi(x) <0Vi=1,...,p}

onde, z+d=mn, f(-): R" — Reg(-): R" — RP.

O Algoritmo 11 representa a codificacao do método FElipsoidal com hiperplanos de
corte, M EHC', baseado no fluxograma geral exibido na figura 8.3. Como um processo de
aceleracao da busca da solugao do problema obtido por relaxagao das variaveis, foi incluida
a heuristica da vizinhanca e a reducao do elipsoide E. A heuristica tenta encontrar um
ponto factivel proximo ao centro do elipsoide corrente, na direciao do gradiente! da funcao-
objetivo. Este ponto pode ser entendido como um LSC. Uma vez encontrado um LSC
no semi-elipséide que serd preservado, pode-se reduzir o elipsoide E que sera utilizado
como elipsoéide inicial no proximo problema obtido por relaxagao. Este processo garante
que a solugao 6tima do problema x** sera preservada, caso se encontre no elipséide inicial
Ey fornecido como parametro. Também deve ser observado que o problema relaxado é
solucionado para todas as restricoes, lineares ou nao, enquanto que apenas as restricoes
lineares sao utilizadas para a adicao de novas restricoes por duas funcoes. A primeira
é a fungao ChvatalGomoryc,: que adiciona restricoes segundo a proposicao de Chvétal-
Gomory descrita na se¢ao 9.1.2 pela seqiiéncia de equagoes descritas por (9.2), (9.3) e
(9.4). A segunda é a fun¢do GDCgy; que adiciona restri¢des segundo a proposi¢ao dos
cortes descritos geometricamente descrita na secao 9.1.1 e exemplificada na seqiiéncia
exibida na figura 9.4. O critério de parada do algoritmo verifica se a solu¢ao do problema
obtido por relaxacao é uma solucao factivel. Para os casos em que durante a convergéncia
do algoritmo nao foi possivel adicionar uma nova restricao para a criacdo de um novo
problema relaxado, o algoritmo terminara com erro. Por fim, uma vez que a adicao de
novas restri¢oes constitui um dos maiores limitadores para os métodos de plano de corte,
foi incluido no algoritmo um critério de exclusao de restri¢coes baseado no fato destas

restricoes terem, necessariamente, que interceptar o elipsoéide F.

Deve-se ainda observar que a solucao do problema obtido por relaxacao pode ser adi-
cionada ao algoritmo HISPFE para criar uma versao do algoritmo M EPC' que considera

valores j& calculados para o calculo do novo elipsbide Ej, 1.

Nos problemas tratados por este método a funcdo-objetivo é linear.
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9.3 Limitacoes da Aplicacao Pratica do MEHC

Embora Gomory tenha provado que um algoritmo Simplex adicionado de uma seqiién-
cia de restricoes definidas por cortes Chvatal-Gomory converge globalmente para um
problema linear IP e MIP, o mesmo nao se pode dizer quanto ao M EHP aplicado a

problemas NIP. Assim, nao existe prova de convergéncia global para o método M EHC'.

Além disto, as restri¢oes por cortes GCD nao asseguram a convergéncia global, mesmo
quando estas restri¢oes sao associadas ao algoritmo Simplexr. A maior razao para este
fato é que muitas restricoes adicionadas nao geram reducao consideravel entre o politopo
atual que descreve a regiao factivel e a casca convexa do problemas em questao. Este fato
acarreta a existéncia de uma seqiiéncia de novas restricoes que, embora excluam a ex-
tremidade do politopo atual que define a solu¢ao do problema continuo x*, se aproximam
da forma de uma curvatura convexa que se aproxima muito vagarosamente da solugao

discreta x**.

No caso particular do algoritmo M EHC' os dois problemas supracitados sao exacerba-
dos por alguns fatos. O primeiro decorre da imprecisao da solucao x* encontrada pelo laco
do algoritmo Elipsoidal & medida que o politopo na regiao proxima x* apresenta diversos
vértices muito proximos. Embora o volume do elipsoide possa ser reduzido de acordo com
a precisao desejada, nada garante que para todos os eixos esta redugao serd similar ou
que nao havera perda de positividade da matriz (x. Outro fato é a determinacao das
restricoes que sao nulas no ponto x*. A teoria inicial dos cortes parte das varidveis de
folga, enquanto no método proposto verifica-se o valor das restri¢coes. Este procedimento
aumenta o nimero de calculos e conseqiientemente o erro por arredondamento. Pode
ainda ocorrer a existéncia de um niimero maior do que n restrigoes com valor zero, sendo
que as n restricoes que definem o vértice do politopo devem ser determinadas. Final-
mente, no corte GDC existe a solugao do sistema que define a intersec¢ao das faces do
hiperdiamante com as restricoes com valor zero, implementado aqui pelo calculo de uma
matriz inversa, e do sistema que calcula o vetor ortogonal aos pontos u; que define a
restricao a ser adicionada. Apesar deste procedimento nao possuir restricoes tedricas, na
implementacao préatica ocorreram diversos erros por arredondamento durante o processo

de convergéncia a medida que a dimensao foi aumentada.

Como observacao final sobre o método M EHC' proposto, independentemente das li-
mitagoes aqui apresentadas, o conceito de definir hiperplanos para colaborar no processo
de solucao de problemas NIP e MINP ¢ de fundamental importancia para esta pesquisa,
dado que esta idéia permitirda a construcao de novos algoritmos baseados no conceito de

Branch-and-Cut, o qual serd apresentado no capitulo 10.
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9.4 Conclusoes do Capitulo

Neste capitulo foram apresentados os fundamentos para o entendimento dos métodos de
otimizacao que solucionam problemas onde as variaveis associadas nao sao exclusivamente
variaveis continuas.

Em seqiiéncia foi apresentada a teoria para a geracao de novas restricoes que permitem
a obtencao da solucao discreta de um problema a partir da solucao obtida por relaxacao.
Através desta teoria, foi formalizado o algoritmo M EHC', bem como apresentadas e
discutidas as limitacoes para a utilizacao deste algoritmo em casos de dimensao elevada.

No capitulo seguinte serao detalhados os métodos baseados em Elipsdide para a solucao

de problemas MINP e NIP através do processo de enumeracao.

PPGEE Moura Jr., A. S. (2008) UFMG



b) Hipercubo unitario que contém x*.

’
. ’ P
X -
. x* o+
. ¥
i
Hiperdiamente formad tir d RS
) Hiper Lamente forina ’o'a batiit €o d) Conjunto de n restri¢oes cujos valores
hipercubo unitario. S0 7610
- . 1.
50
2
b : iy
e) Pontos u; definidos a partir das . . :
restrigoes e do hiperdiamante. f) Nova restrigao VQZH(X —u;) <0.

Figura 9.4: Seqiiéncia de criagdo de uma nova restricao por GDC para um algoritmo baseado em
Elipscide.



Algorithm 11 Elipsoidal com Hiperplanos de Corte

Input: Um elipsoide inicial Ep, onde a solugdo 6tima x** serd procurada de acordo com o problema definido por(9.5).

Um conjunto de restri¢ées g;(-)Vi =1,...,p sendo que g;(:/)V1=1,...

definem um politopo.

,pen <p < psao restricoes lineares que

Output: A melhor solugdo factivel x* encontrada. Para um problema infactivel ou para x** € Ey ter-se-a x* = ().

1:
2:
3:
4:
5:
6:
7
8:

9:

10:

11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:

26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:
38:
39:
40:
41:
42:
43:
44:
45:
46:
47:
48:
49:
50:
51:

52:
53:

function MEHC(Ey)

E— FEj > Menor elipséide que contém LSC.
x? — 0 > Zera o melhor ponto factivel
loop > Lago de movimentacao do LIC.
k<0
Ep — FE
loop > Lago para o problema obtido por relaxacao.
if g;(xx) <0Vi=1,...,p then
Vi «— Vf(xk) ~ _
{w? | w?(i) = [x|VVi(i) >0ei=1,....,n|w?*(j) = |x] VVi(j) <0ej=1,...,n} > Heuristica da
vizinhanga.
if w? € Qe f(w?) < f(x?) then
Vi «— Vf(w?) > Define o semi-espago para célculo do novo elipsoide.
X% — w? > Novo LSC.
if Vi, =0 then
return x* > Termine o algoritmo.
end if
else
Vi — V(xw) > Define o semi-espago para céalculo do novo elipsoide.
W — X
if V), =0 then
stop lago para o problema obtido por relaxagao.
end if
end if
else
Vi — Vgi(xz) para algum g;(x;) >0, |i=1,...,p > Define o semi-espaco para calculo do novo
elipsoide.

W? — X}
end if _ .
Bjyr — (BN HYE™")
if x* € Ep41 e x* # () then
E— Eyyq
end if
if vol (Ek4+1) ~ 0 ou vol(Ej11) ~ vol(Ey) then
stop lago para o problema obtido por relaxagao.
end if
k—k+1
end loop
if x; € Q then
return xj
end if
MYV =Vgi(xk) | gi(xx) =0V g;(-) linear

if rank(MV) # n then

MV =V f(xy) _
add restrigdes ChvatalGomorycyt(Xk, MV)
else

add restrigdes Chvatal Gomorycuyt(Xg, MV)
add restrigdes GDC oyt (X1, MV)

end if

if Naéo foi adicionada uma nova restrigao then
return xy

end if

> Vide (2.14).

> Atualiza menor elipsoide que contém LSC.

> Termine o algoritmo.

> Nao estd na extremidade de um politopo.
> Vide (9.4).

> Vide (9.4).
> Vide Fig.9.4.

> Termine o algoritmo com falha.

remove restricdes g;(-) V g;(+) linear | (HV9i(Wi):Wi 0 E) = 0 | gi(W;) =0

end loop
end function

> Exclui restrigoes intteis.







Capitulo 10

Métodos Elipsoidais e
Poliedro-Elipsoidais com Enumeracao

Aplicados a Problemas Discretos e
Mistos

Neste capitulo é apresentada a teoria para a obtencao de métodos para a solugao de proble-
mas NIP e MINP através do processo de enumeracao, implicita ou explicita, do conjunto
de pontos discretos ou mistos discretos e continuos existentes na regiao de interesse de
busca.

Neste capitulo, inicialmente é definido um método baseado em enumeracao explicita
para a solucao de problemas NIP. No decorrer do capitulo, é apresentada uma introducao
ao método Branch-and-Bound, bem como a busca proposta por este método é aplicada
para a implementagao de uma nova variacao de um método baseado em FElipsdide com
enumeracao para a solugao de problemas NIP e MINP. Um método Branch-and-Cut tam-
bém é definido e utilizado para criar duas variacoes de métodos baseados em FElipsdide
para problemas NIP e MINP. Estes quatro algoritmos, juntamente com uma variagao
do método Elipsoidal para a solucao de problemas com igualdades lineares, concluem a
contribuicao desta Tese para a solucao de problemas mono-objetivo MINP e NIP.

Maiores detalhes sobre os temas tratados nas secoes apresentadas neste capitulo podem
ser conseguidos nas referéncias (Land & Doig 1960, Little, Murty, Sweeney & Kare 1963,
Balas 1965, Dakin 1965, Crowder, Johnson & Padberg 1983, Salkin & Mathur n.d., Savels-
bergh & Nemhauser 1993, Floudas n.d., Gu, Nemhauser & Savelsbergh 1995, Linderoth &
Savelsbergh 1997, Wolsey n.d., Cordier, Marchand, Laundy & Wolsey 1999, Padberg 2005)
e no trabalho (Moura, Smith & Takahashi 2007) apresentado na conferéncia MIP 2007
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no Centre de Recherches Mathématiques da Université de Montréal.

10.1 Variacao do Método Elipsoidal com Enumeracao
Explicita: MEEE

O problema (8.1) serd aqui tratado e é representado abaixo para a comodidade do leitor:

min f(x) (10.1)
s.a.x € Q
Q&2 {x(1:2)el ex(z+1:2+d) eR|gi(x) <0Vi=1,...,p}

onde, 2 +d=mn, f(-): R" — Reg(-): R" — RP.

A forma mais simples de se criar uma variacao do método Elipsoidal capaz de solu-
cionar problemas discretos como os definidos por (10.1) para z = n, através da utilizagao
do procedimento de enumeracgao, ¢ enumerar explicitamente o conjunto das variaveis in-
teiras de um problema, conforme ja apresentado na figura 8.4. Tal como descrito na se¢ao
8.3, durante o processo de convergéncia de um algoritmo Elipsoidal na solugao de um
problema discreto, ou misto discreto e continuo, deve-se garantir a existéncia de ao menos
um ponto {x | x(1 : z) € I*} dentro da metade do elipsdide que se pretende preservar,
antes da geragao do elipsoéide da iteracao seguinte.

Uma vez garantida a existéncia de uma solugao dentro da metade do elipsbide que
serd preservada, o procedimento para a obtencao do novo centro e do novo elipsoide segue
exatamente os mesmos passos definidos para estes célculos na versao do algoritmo que
soluciona problemas com varidveis puramente continuas, vide (2.11) pagina 24. Dado
que o elipsoide define um volume compacto, pode-se afirmar que o conjunto de solucoes
inteiras que podem ser encontradas no seu interior, quando o problema em questao é
puramente discreto, é um conjunto finito. Por conseqiiéncia, a busca de uma solucao
inteira na metade do elipsbdide que se deseja preservar também serd um processo finito,
sendo também finita a convergéncia do método. Ressalta-se ainda que o processo de
divisao do elipsoide permite a avaliagao de apenas um subconjunto das possiveis solucoes
e que a enumeragao se faz necessiria apenas até que um ponto {x | x(1 : z) € I*} seja
encontrado.

Assim, para certas classes de problemas, a enumeracao explicita ocorrera em um sub-

conjunto de solu¢oes menor do que o conjunto total das solugoes inteiras factiveis para o
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problema. Claramente existem problemas onde sera necessario avaliar todo o conjunto de
solugoes , como por exemplo quando o conjunto de solugoes for unitario. Todavia, deve-se
considerar que para alguns problemas um ponto podera ser enumerado mais de uma vez

durante o processo de convergéncia. O Lema 7 formaliza este raciocinio.

Lema 7 - Convergéncia e Enumerac¢ao Finita para IP: Considere o problema definido
por (10.1) onde z = n, um elipsdide nao degenerado e de volume finito definido por
Ey={x € R"|(x—x0)7Qy'(x —x0) < 1|92 C Ep} e um subconjunto das solugdes
factiveis X 2 {Eo N Q}. Um algoritmo baseado no método Elipsoidal, com critérios de
parada vol (Eyy1) >~ 0 ou vol(Egi1) ~ vol(Ey) e que implementa o processo de enumera-
cao explicita para garantir a escolha da metade do elipsoide a ser preservado, convergird
em um numero finito de iteracoes e avaliard um nimero de pontos discretos igual ou in-

ferior ao numero de elementos do conjunto de solucoes factiveis inteiras.

Prova:

i) Dado o problema ser puramente discreto temos que X define um conjunto com um

numero finito de solugoes.

ii) Para demonstrar que a avaliagdo do nimero de pontos discretos € finita, suponha
por absurdo que a convergéncia de um algoritmo baseado no método Elipsoidal enu-
mere um numero infinito de pontos durante o seu processo de convergéncia para
um problema IP. Isto dar-se-ia por dois motivos. O primeiro ocorreria caso o al-
goritmo avaliasse em que em qualquer iteracao durante o processo de convergéncia
fosse avaliado um conjunto infinito de pontos discretos, o que contradiz o item i.
O segqundo ocorreria caso o algoritmo avaliasse um niumero finito de pontos dis-
cretos infinitas vezes. FEsta hipdtese ocorreria caso a convergéncia ocorresse num
nidmero infinito de iteragoes, o que contradiz os critérios de parada vol (Eyi1) ~ 0
ou vol(Ejyy1) ~ vol(Ey). Logo, por reductio ad absurdum a convergéncia ocorrerd

com a enumeracao de um niumero finito de pontos discretos.

iii) Para demonstrar que a avaliagdo do nimero de pontos discretos pode ser inferior ao
numero de pontos do conjunto de solugoes X, considere o conjuntos dos pontos jd
enumerados até a iteracao k denominado Xk, tal que X, C X. Considerando-se
que todo ponto x;. corresponderd ao LSC obtido por enumeracao, os pontos do sub-
conjunto 9 = {x € (H?f(x’“_l)’xk_1 NX) | x # Xp_1} ndo foram enumerados na
iteracao k — 1. Assim, durante a convergéncia do algoritmo, caso exista o subcon-
Jguntov ={x€p|x ¢ ((H’Yf(x’“)’x’c NX)U X 1) | x & Err} para alguma iteragio
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k, os pontos do conjunto v nao serao avaliados na iteracao k, nao terao sido ava-
ltados por qualquer outra iteracao anterior a k e nao serao avaliados por qualquer
iteragao posterior a k. Logo, o algoritmo terd avaliado um nimero de elementos

menor que o numero de elementos do conjunto de solucoes factiveis inteiras.

O algoritmo 12 implementa uma variacao do algoritmo Elipsoidal com enumeracao
explicita para a solucao de problemas discretos denominada M EFEE. A funcao Buscalnt
representa a rotina de enumeracao explicita de um ponto discreto factivel. Considera-se
que esta rotina serd interrompida ao primeiro ponto discreto factivel encontrado. Para
facilitar a representagao do algoritmo, define-se que f()) = oo,

O algoritmo 12 constitui-se basicamente do algoritmo FElipsoidal com a inclusao da
busca por um ponto factivel discreto para garantir a preservacao do semi-elipsoéide correto.
Trés pontos devem ser destacados nesse algoritmo. Claramente, a mesma busca por um
ponto factivel discreto pode ser adicionada ao algoritmo HISPFE para criar uma versao
do algoritmo M EEE que considera valores ja calculados para o célculo do novo elipsoide
Ej..1. Neste caso, poder-se-iam utilizar os pontos infactiveis testados na funcao Buscalnt
para o calculo dos hiperplanos que cortam o elipséide corrente.

O primeiro é definido pelo teste ((f(x*) — f(xx)) < €) ou (‘Z—a(xz —xi) < €) que
implementa dois novos critérios de parada para o algoritmo. Este teste é executado
apenas quando nao existe um ponto factivel no semi-elipsoide definido por E, N H Vi
Por conseguinte, o ponto x; define o atual LIC. Os novos critérios de parada se baseiam
na diferenca entre o valor da funcao-objetivo no LIC e no atual LSC, definido por x?, e
na proximidade de x* ao hiperplano definido por LIC. Para uma funcao-objetivo linear
com coeficientes puramente discretos a diferenca para o valor da fungao objetivo avaliada
em LIC e x* deve ser maior que um. Assim o valor do erro aceitavel pare este caso deve
ser definido como um, enquanto nos demais casos deve-se definir o valor do erro aceitavel
préoximo de zero.

O segundo ponto também diz respeito a um critério de parada adicional. O critério
incluido no teste autovalores(Qy) < % verifica se todos os autovalores de ()5 sao menores
do que meio, o que implica que o elipsoide atual E) é menor que uma hiperesfera de raio
unitario. Conseqiientemente, somente existe um tnico ponto discreto no seu interior.

(x*

O terceiro ponto é definido pelo parametro Hf > da funcao Buscalnt, o qual tenta
acelerar o término do algoritmo buscando sempre uma solu¢ao melhor que o ponto x*, o
qual define o LSC. Quando x* ja é a solucao 6tima e nao se inclui este teste, o algoritmo
realiza buscas consecutivas numa regiao onde nao existe solu¢ao melhor que x* até que o
volume do elipsoide convirja para zero.

A figura 11.1 exibe uma seqiiéncia de quatro momentos do processo de convergéncia

PPGEE Moura Jr., A. S. (2008) UFMG



10.1 Variacao do Método FElipsoidal com Enumeracao Explicita: M EEE 187

do algoritmo M EFEFE. A subfigura a apresenta o elipsoide inicial, a regiao factivel 2 e o
vetor V, tal que (H_?’“’x’“ NQN Ey) = 0. Conseqiientemente, para se obter o elipsoide Ej 4
exibido na subfigura b foi necessaria a enumeracgao de todos os pontos discretos na regiao
(H_v XN E), 0 que certamente nao constituiu um processo eficiente de enumeragao.
J& as subfiguras ¢ e d ilustram duas possibilidades de parada distintas para o método
MFEFEE. A primeira, subfigura ¢, ocorre em funcao da ocorréncia de todos os autovalores
do elipsoide Fj1 serem menores que meio. A segunda , subfigura d, ocorre em fungao de
nao existir um ponto discreto factivel entre os hiperplanos definidos pelos limites LIC e
LSC diferente de x>.
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Algorithm 12 Elipsoidal com Enumeragao Explicita

Input: Um elipsoide inicial Ey, onde a solu¢ao 6tima inteira x** serd procurada de acordo com
o problema definido por (10.1). Um valor para precisao para o teste de limites é > 0.

Output: A melhor solucdo factivel inteira x* encontrada. Para um problema infactivel ou para
x** & Ej ter-se-4 x* = () .

1: function M EEE(Ey,€)
2 k0
3 x* «— () > Zere a melhor solucao factivel.
4 loop > Lago de movimentacao do LSC.
5: if gi(x) <0Vi=1,...,p then
6: Vi — Vf(x)
7 if f(xx) > f(x*) then > Usa f(x?) como restrigao.
8 wW? — X,
9: else B ~
10: w? « Buscalnt(FE, HY’“’X’“,H_YJC(XZ)’XZ) >
wh={x|x€(QNH " NQ)exgHY =)™}
11:
12: if w* == () then .
13: if ((f(x) = f(xk)) < &) ou (h * (x* — x4) < ¢) then
14: return x? > Termine o algoritmo.
15: end if
16: ?k — *@k B ~ > x;, define o LIC.
17: w? «— Buscalnt(FE, HY’“X’“, H_Yf(xz)’xz) > Busca um ponto factivel entre
LSC e LIC.
18: if w* == () then
19: return x* > Termine o algoritmo.
20: end if
21: end if
22: X% — w*
23: Vi «— VF(x?) > Novo LSC.
24: end if
25: else
26: Vi « Vgi(xx) para algum g;(xx) >0, |i=1,...,p
27: wW? — Xy,
28: end if B
29: Epi1 — (ExNHYY) > Veja (2.11).
30: if vol (Ej41) ~ 0 ou vol(Ey41) ~ vol(Ey) ou autovalores(Qy) < 3 then
31: return x* > Termine o algoritmo.
32: end if
33: k—k+1

34: end loop
35: end function
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HISCE_Enum: k=1

_4 L L L L L

-4 -2 0 2 4 6 8

a) Elipsoide inicial Fj.

HISCE_Enum: k=20

-1 0 1 2 3 4 5

¢) Parada por autovalores de @y < %

HISCE_Enum: k=1

_4 L L L L L ,

b) Elipséide Ej; apds inversao da
diregao de V.

HISCE_Enum: k=13

kel

&2 . [ ,/l —
vy £
s E :

-1 0 1 2 3 4 5

d) Parada apos inversdo da direcao de
Vi

Figura 10.1: Ilustragdo de uma seqiiéncia de convergéncia do algoritmo M EEE.
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10.2 Variacoes do Método Elipsoidal com Enumeracao
por Branch-and-Bound: M EEBB

Embora o processo de enumeracao explicita garanta a existéncia de um algoritmo baseado
em elipsoide capaz de convergir em um ntumero finito de iteracoes, quando aplicado a um
problema NIP, este processo nao garante que o desempenho do algoritmo seja eficiente.
A medida que a dimensdo do problema aumenta, o conjunto de solucdes inteiras cresce
exponencialmente, o que acaba por inviabilizar muitas vezes a sua completa enumeracao.
Similarmente, o esforco para apenas encontrar um ponto discreto factivel no interior da
metade do elipsoide que se pretende preservar pode se tornar impraticavel em problemas
com regiao factivel pequena no interior de elipséides de grande volume. Este fato é
principalmente ocasionado pelo ntimero de pontos discretos infactiveis que serao avaliados
por iteracao até que se encontre um ponto factivel. Por fim, a restricao de solugao de
problemas puramente discretos também acaba por limitar a aplicagao pratica do método
de enumeracao explicita.

Se os fatores supracitados forem melhor avaliados, perceber-se-a4 que as limitagoes da
eficiéncia destes fatores sao definidas pela forma como a enumeracgao foi implementada
e nao pela existéncia de um procedimento de enumeracao. Conseqiientemente, a busca
por formas mais eficientes de se enumerar o conjunto de solugoes ira conduzir a4 obtencao
de um algoritmo mais eficiente. Analogamente, a limitacao da aplicacao do algoritmo de
enumeracao explicita para a solucao apenas de problemas NIP encontra-se na impossi-
bilidade de se enumerar eficientemente solucoes de problemas MINP sem a solucao do
problema por relaxacao das variaveis. Este fato é decorrente da existéncia de variaveis

continuas que definem um ntmero infinito de solugoes factiveis.

10.2.1 Introducao ao Método Branch-and-Bound

A enumeracao implicita de todas as solucoes inteiras ou mistas inteiras e continuas exis-
tentes em uma regiao de interesse de busca pode representar um esforco computacional
muito além do que pode ser considerado exeqiiivel, como ja descrito no capitulo 8. To-
davia, a avaliacao de critérios como a integralidade do problema, a exigéncia de valores
nao negativos para as variaveis ou qualquer outra restri¢cao estrutural do problema muitas
vezes pode indicar que determinados subconjuntos das variéveis inteiras do problema nao
podem produzir solugoes factiveis. Por conseguinte estes subconjuntos nao precisam ser
explicitamente avaliados, sendo portanto considerados apenas implicitamente enumerados

durante o processo de busca da solucao 6tima do problema. A utilizacao destes critérios
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de enumeracgao explicita e implicita de todos os subconjuntos existentes em uma deter-
minada regidao de interesse de busca define uma classe de algoritmos para a solugao de
problemas discretos e mistos discretos e continuos, na qual o método mais conhecido é

denominado por Branch-and-Bound.

O método Branch-and-Bound foi primeiramente apresentado no inicio da década de
1960 para a solugao de problemas lineares discretos ou misto discretos e continuos (Land
& Doig 1960), sendo em seguida apresentada uma bem sucedida implementagao computa-
cional para a solugdo do problema do caixeiro viajante (Little et al. 1963). Ja em 1965
foi apresentada uma variacao do método para a solucao de problemas binarios lineares
através de testes simples para a obtencao de limites duais e verificacao da factibilidade do
problema primal (Balas 1965). Neste mesmo ano surge o algoritmo baseado na ramifica-
¢do de duas vias (Dakin 1965) o qual acabaria por se tornar a forma de codificacdo mais
utilizada comercialmente para a solu¢ao de problemas lineares discretos (Wolsey n.d.).
Atualmente o método Branch-and-Bound é um dos algoritmos mais bem sucedidos para
a solucao de problemas discretos ou mistos discretos e continuos, nao apenas pela sua
eficiéncia para a solucao destes problemas, mas também pela existéncia de inimeras vari-
acoes deste algoritmo. Cada uma destas variagoes adota uma estratégia distinta para tirar
proveito de certas particularidades dos problemas que se destinam a resolver (Linderoth
& Savelsbergh 1997).

O principal objetivo de um algoritmo geral Branch-and-Bound é realizar a enumera-
¢ao de todo o conjunto de solucoes inteiras ou mistas inteiras e continuas sem realizar
necessariamente a avaliacao explicita das mesmas. O elemento chave para a realizagao
deste processo de enumeracao é o grupamento formado por um no6 e os ramos que dele
derivam. De um n6 podem derivar dois ou mais ramos, de acordo com as caracteristicas
do problema, ou seja, se as varidveis nao continuas sao binérias ou inteiras, e com a imple-
mentagao do algoritmo. Um conjunto de nés e ramos formara uma arvore que descreveré
todas as solugoes possiveis para o problema. Um exemplo de representacao em arvore

para um problema com varidveis binarias é apresentado na figura 10.2.

O 1nico n6 existente no nivel zero é chamado de no6 raiz. No nivel 1 existem dois nos
que ramificam do no raiz, um para o valor de x; = 0 e outro para o valor de z; = 1.
O no raiz é o no pai dos dois nés do nivel 1, sendo que cada um destes representa dois
subproblemas candidatos. No nivel 2 existem quatro nés baseados no valor das variaveis
T1 e o, onde pode-se observar que existem dois nos pais no nivel 1. Repetindo-se o mesmo

processo de ramificacao obtém-se os oito problemas candidatos para o nivel trés.

A idéia basica de um algoritmo Branch-and-Bound consiste em primeiro resolver o

problema continuo com as variaveis relaxadas. Caso a solucao deste problema relaxado
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Nivel 3

Figura 10.2: Representacao em &arvore para um problema binério.

nao resulte na obtencao da solucao inteira, ou mista inteira continua, deve-se subdividir
o problema inicial em diversos subproblemas com a intencao de que a solucao destes
problemas menores leve & obtencao da solugao otima. As ramificacdes do no raiz que
conduzem aos subproblemas representam as entradas que podem ser entendidas como uma
lista de subproblemas candidatos. Dentre os subproblemas do nivel um, um deve entao ser
selecionado e solucionado a partir da relaxacao das variaveis nao fixadas no nivel anterior.
Caso a solucao relaxada deste subproblema possua todas as variaveis x(1 : z) € I# | deve-
se retornar ao nivel anterior e selecionar outro subproblema candidato para a solucao.
Caso contrario, deve-se dividir o subproblema corrente em subproblemas menores. Um
subproblema do nivel dois deve entao ser selecionado e solucionado por relaxacao. Cada
vez que uma solu¢do que possua todas as varidveis x(1 : z) € I* é encontrada deve-se
comparar esta solucao como a melhor solucao ja encontrada em que todas as variaveis
x(1: z) € I*. A melhor destas solucoes deve ser armazenada, pois representa a solugao
candidata a 6tima do problema. Estes procedimentos devem ser repetidos até que todos
os subproblemas que podem ser gerados sejam examinados. Como pode-se concluir, a
finitude deste procedimento depende necessariamente da existéncia de um conjunto finito
de solugoes para o problema original.

De modo a evitar a enumeracao explicita de todas as solucoes, pode-se adotar os
seguintes critérios de interrupgao do processo de ramificacao. Este processo de interrupc¢ao

é comumente conhecido pelo termo em inglés Fathoming.:

Critério 1: Como visto no Corolario 6 (pagina 158), caso a solugao do subproblema

com variaveis relaxadas seja infactivel, tem-se que o problema discreto, ou misto
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discreto e continuo, também é infactivel. Conseqiientemente as ramificacoes deste

subproblema podem ser excluidas do processo de enumeracao.

Critério 2: Como visto no Teorema 7 (pagina 157), caso a solugdo do subproblema com
variaveis relaxadas de um determinado né possua valor superior ou igual ao valor da
melhor solucao ja encontrada, tem-se que todas as solucoes de subproblemas ram-
ificados do n6 em questao sempre apresentarao solucoes com valores superiores ou
iguais ao da melhor solugao ja encontrada. Logo as ramificacoes deste subproblema

podem ser excluidas do processo de enumeracao.

Critério 3: Como visto no Teorema 7 (pagina 157), caso a solugao de um subproblema
com variaveis relaxadas seja também a solugao do problema discreto, ou misto dis-
creto e continuo, tem-se que todos os subproblemas derivados do n6 em questao
terao solucoes superiores ou iguais ao valor da solucao com variaveis relaxadas. Por
conseguinte, as ramificagoes deste subproblema podem ser excluidas do processo de

enumeracao.

A figura 10.3 apresenta um fluxograma representativo da implementacao do algo-
ritmo Branch-and-Bound proposto em (Land & Doig 1960). Deve-se observar que em
cada ramo podem ser encontradas multiplas ramificagoes. Isto ocorre devido ao fato de
que a variavel selecionada para ser fixada em um determinado nivel deve assumir todos
os valores discretos dentro de uma faixa definida pelos limites superiores e inferiores, e
cada valor discreto representard um ramo para um subproblema candidato. Ja a figura
10.4 apresenta um fluxograma representativo da implementacao do algoritmo Branch-
and-Bound proposto em (Dakin 1965). Neste algoritmo cada né apresenta apenas duas
ramificagoes uma vez que, ao invés de fixar o valor de uma varidvel em um determinado
numero discreto, em cada no adiciona-se uma restricao de desigualdade correspondente
ao arredondamento para baixo do valor da varidvel selecionada (x(i) < |w]) e uma re-
stricao de desigualdade correspondente ao arredondamento para cima do valor da variével
selecionada (x(i) > [w]).

10.2.2 Enumeracao por Branch-and-Bound

Uma vez que o algoritmo Branch-and-Bound realiza a enumeracao do conjunto de solugoes
mistas discretas e continuas de forma mais eficiente, devido aos critérios de interrupcao do
processo de ramificacao, pode-se utilizar este mesmo mecanismo de enumeracao Branch-
and-Bound para construir uma variacao do algoritmo Flipsoidal capaz de solucionar pro-
blemas NIP ou MINP de forma mais eficiente.
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A figura 10.5 exibe um fluxograma do processo de busca de um ponto factivel pelo
algoritmo Branch-and-Bound proposto por Dakin. Os objetos sombreados enfatizam as
principais diferencas entre o algoritmo Branch-and-Bound e o algoritmo de enumeracao.
A busca inicia-se com o problema original P, j—o. Uma implementac¢ao similar pode ser
obtida para o algoritmo de Branch-and-Bound proposto por Land e Doig. A cada nova
restrigdo x(k) < |[x!b] para 1 < k < z a variével i é incrementada e um novo problema
P, j—o € criado. A cada nova restricdo x > (x) a variavel j é definida como 1 e um novo

roblema P; ;_; é criado.
?J

Comparando-se a figura 10.5 com a figura 10.4, a qual representa o fluxograma para
a implementacao do algoritmo Branch-and-Bound utilizado com base para a definicao do
algoritmo de enumeracao, também percebe-se que todos os testes comparativos com a
solucao de limite superior foram retirados. Isto ocorre porque a idéia da enumeracao é

encontrar apenas uma solucao factivel para o problema.

O mecanismo principal que se encontra por tras do método de enumeracao por Branch-
and-Bound é enumerar o subconjunto dos pontos contidos em Lj<s(x,) através de um
processo de ramificacdo e exclusao de ramos pelos limites LIC e LSC. Este passo da
enumerac¢ao garantird que exista ao menos uma solugao x(1 : z) € I* no semi-elipsbide
que sera utilizado para construir o novo elipsodide Ej,;. Um fluxograma geral para um
método FElipsoidal com enumeracao por Branch-and-Bound é exibido na figura 10.6. Os
objetos sombreados enfatizam as principais diferencas entre o método Elipsoidal de Shor
e o proposto método Elipsoidal com enumeracao por Branch-and-Bound. A convergéncia
global para o método proposto ¢ garantida para as mesmas condi¢oes em que ambos os

métodos Elipsoidal e Branch-and-Bound convergem.

Embora o método Elipsoidal seja adequado para a solugao de problemas quasi-convexos
e nao necessariamente diferenciaveis, de modo geral, algoritmos derivados do método Elip-
sotdal nao lidam com restri¢coes de igualdade de forma eficiente. Restri¢oes de igualdade
usualmente implicam na degeneracao do elipsoéide ao longo de uma dimensao enquanto
as demais nao sao contraidas o suficiente para permitir que o centro do elipsoide seja
um ponto representativo da solucao do problema. Certamente existem alternativas para
abordar esta caracteristica, tal como construir um algoritmo que avalie permanentemente
a relagao entre os valores dos autovalores do elipséide de modo a impedir a degeneracao

prematura do mesmo.

Dado que a enumeracao por Branch-and-Bound inclui etapas nas quais serao criadas
restricoes de desigualdade lineares, é necessaria a implementacao de uma variacao do al-
goritmo FElipsoidal que solucionara o problema continuo com variaveis relaxadas. Para o

algoritmo de busca baseado no Branch-and-Bound proposto por Lang e Doig, em cada

PPGEE Moura Jr., A. S. (2008) UFMG



10.2 Variagoes do Método FElipsoidal com Enumeracgao por Branch-and-Bound:
MFEEBB 195

nivel de ramificacao uma variavel que deve ser inteira ¢ fixada em um valor resultante
da operacao de arredondamento. Estes valores pré-fixados constituirao as restricoes aqui
denominadas de igualdades primarias do problema. J& para algoritmo de busca baseado
no algoritmo Branch-and-Bound proposto por Dakin, embora nao haja fixacao explicita
de uma variavel em valor discreto, as restricoes de igualdade primérias do problema apare-
cerdo na forma de pares x(i) > ¢ and x(i) < . Aqui, o representa um valor discreto
resultante do procedimento de arredondamento.

Outra restricao de igualdade, aqui denominada como restri¢ao de igualdade secundéria,
pode ocorrer quando a fixacao de uma variavel em um valor especifico impoe uma restri¢ao
indireta de um valor a outra variavel. Um exemplo é a restri¢ao x(a)+x(b) < 0, onde x(a)
e x(b) € Ry. Apos a ocorréncia da restrigao de igualdade priméaria x(a) = 0, um restri¢do
de igualdade secundaria x(1) = 0 acontece, uma vez que (0 + x(a)) < 0e x(b) > 0. A
existéncia de desigualdades primarias e secundérias deve ser verificada a cada acréscimo
de desigualdades na implementacao da busca baseada no algoritmo Branch-and-Bound,

antes da execugao do passo de solucionar o problema relaxado.

10.2.3 Algoritmos MEDR, BB e MEEBB

Para permitir o tratamento das restricoes de igualdade primarias e secundérias, resul-
tantes do processo de enumeracao por Branch-and-Bound, foi criada uma variacao do
algoritmo Elipsoidal para a solucao do problema obtido por relaxagao que utilizard uma
dimensao reduzida do problema, M EDR. Apos a identificacao das restri¢coes de igualdade
existentes, ¢ definido um conjunto de variaveis v C {1,...,n} cujos valores nao estao fixos
por restricoes de igualdade. Este conjunto serd utilizado como parametro de entrada do
algoritmo M EDR. Durante os passos de otimizagao, o algoritmo M EDR calculara os
vetores pertencentes ao conjunto subdiferencial e os projetara em um espaco de dimensao
reduzida. Neste espaco de dimensao reduzida sera definido e contraido o elipsoide até que
a solucao 6tima projetada do problema relaxado seja encontrada. Os valores nos quais as
variaveis nao livres estao fixadas serao correspondentes aos valores que definem o ponto
inicial xp, o qual é um parametro do algoritmo.

O algoritmo 13, mostrado a seguir, implementa a variacao do método M EDR para
o célculo de um problema relaxado continuo com dimensao reduzida. Como pode ser
facilmente verificado, a mesma idéia de se reduzir a dimensao do problema pode ser
implementada em um algoritmo HISPE para criar uma versao do algoritmo MEDR
que considera valores ja calculados para o cilculo do novo elipsbide Ej, .

O algoritmo 14 representa a codificacao do método Branch-and-Bound apresentada na

figura 10.5 e baseado na proposicao de Dakin. Um algoritmo similar pode ser desenvolvido
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com base na codificacao do método Branch-and-Bound proposto por Land e Doig. Ambos
os algoritmos podem ser utilizados na busca de um ponto discreto factivel durante o
processo de enumeracao. A estrutura de regras para a identificacao das restricoes de
igualdade secundarias ¢ definida pela matriz S € R"*, em que nc representa o nimero

de regras existentes. Para cada regra ¢ as colunas da matriz S representam:
S(i,1) : indice primario da variavel de x;

S(i,2) : valor da variavel primaria x(S(i,1));

S(i,3) : indice secundario da variavel de x;

S(i,4) : valor da variavel secundaria x(S(z, 3));

A regra da restri¢do de igualdade secundéria é definida por (10.2), bem como é definido

o significado da variavel booleana S°.

S' 2 x(S(i,1)) == S(i, 2) (10.2)
regrai = se S'defina x(S(i,3)) « S(i,4)

Para o algoritmo 14, define-se o problema F,; como constituido das restri¢oes g(-),
o conjunto de varidveis livres «, a atual solucdo x/® obtida por relaxacdo, e o indice
selecionado k da variavel x utilizado para criar a nova restricao. Adicionar um problema
a lista, significa guardar as variaveis que constituem este problema. Exclui-lo da lista,
significa apagar as variaveis. Para facilitar a representacao do algoritmo, define-se que
f(0) = ooy. Como este algoritmo pode ser utilizado tanto como enumerador de um ponto
factivel, quanto como um algoritmo Branch-and-Bound convencional, a variavel booleana
PareBusca foi incluida como parametro. Esta variavel deveré ser definida como True no
caso em que a execucao deva ser interrompida apds encontrado o primeiro ponto factivel.

Por fim, o algoritmo 15 apresenta a proposicao da variagao do método Elipsoidal com a
enumeracao de um ponto discreto ou misto continuo e discreto pelo algoritmo Branch-and-
Bound. Este algoritmo corresponde ao fluxograma geral apresentado na figura 10.6. Deve-
se salientar que a funcao BuscaBB executa uma funcao BB correspondente ao algoritmo
Branch-and-Bound. Em funcio da codificacdo utilizada BBP, baseado na proposicao de
Land e Doig, ou BBP%, baseado na proposicao de Dakin, teremos duas variacoes distintas
para o algoritmo proposto M EEBB.

Novamente, uma variacgao do algoritmo HiSCPFE pode ser desenvolvida sob os mesmos

critérios de busca de um ponto discreto ou misto discreto e continuo. Assim ter-se-4 uma
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versao do algoritmo M EFE BB que considera valores ja calculados para o calculo do novo
elipsdide Fjy;.

Uma comparagao entre os algoritmos algoritmo 15 e algoritmo 12 demonstra as seme-
lhancas existentes. Ja a principal diferenca esta no fato do algoritmo M EE BB ser capaz
de solucionar problemas MINP, em funcao do processo de busca utilizado. Todavia esta

diferenca é preponderante para permitir a solu¢ao de problemas NIP.
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Algorithm 13 FElipsoidal com Dimensao Reduzida

Input: Um elipséide inicial Ey, onde a solucao continua 6tima x* serd procurada de acordo com
o problema definido por (10.1). O conjunto de variaveis livres e 7 com tamanho g.

Output: A melhor solucio factivel x/ encontrada. Para um problema infactivel ou para x* ¢ Ej

ter-se-a x/ =0 .

1: function M EDR(Ey, ")
2: k0

3 x/ ()

4: fik — x5(7)
6.

7

8

9

loop
if gi(xx) <0Vi=1,...,p then
Vi« Vf(xx)
: Xf — Xk

10: if Vi, =0 then
11: return x/
12: end if
13: else
14: Vi < Vgi(xx) para algum g;(x;) >0, |[i=1,...,p
15: end if
16: Vi — Vi(7)
17: Epir « (Byn HY# )
18: Xp1 < AW Wt [ W(Y) = X1 | wi = %0(1) Vi gy
19: if vol(Ek+1) =~ 0 ou vol(Ej41) ~ vol(E)) then
20: if gi(xg41) <O0Vi=1,...,p then
21: x! — x;
22: end if
23: return x/
24: end if
25: k—k+1

26: end loop
27: end function

> Zera a melhor solucao factivel.

> X € RY
> O, € RI%4

> Laco principal do algoritmo.

> Termine o algoritmo.

> %k € R?
> Veja (2.11).

> Termine o algoritmo.
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Algorithm 14 Branch-and-Bound sobre proposi¢ao de Dakin

*

Input: Um elipséide inicial Ey, onde a solucao 6tima x** serd procurada de acordo com o problema
definido por (10.1). A estrutura de restrigoes de igualdade secundarias S. A variavel PareBusca.

Output: A melhor solucédo factivel x* encontrada. Para um problema infactivel ter-se-4 x* = ().

1: function BBP*(E,,S, PareBusca)
2 i 0,70
3 xZ% «— (), xéf’j — 0 > Zera o melhor ponto factivel e os pontos dos LIC.
4: vye—{l,...,n}, F<0 > Zera o conjunto de variaveis livres e forcadas.
5: IP—1 > Lista de problemas.
6: loop > Lacgo principal do branch-and-bound.
7 release todas as regras de restricoes de igualdade secundarias
8: if Jalgumkeo | xéf’j(k) <oce xlif’j(k) > o then
9: ¥ «—todososk, ~v—{l|le{l,...;n}|l&7}
10: end if
11: apply regra' V S == True > Restricoes de igualdade secundarias.
12: ¥ e— (U | VS ==True, vy« {l|le{l,....n}|Il¢&7}
13: Xo(7) — x¥(9) > Copie os valores fixos para o ponto que é o centro do elipséide.
14: xéf’j — MEDR(Ey,~) > Resolucao do problema relaxado algoritmo 13.
15: if x{% =0 ou f(x}’;) > f(x*) then
16: go to linha 32
17: end if
18: if xéf’j(l :z) € I3 then > Ponto factivel.
19: if f(xl’) < f(x*) then > Melhor solugdo até o momento.
20: X% — xi; > Atualiza LSC.
21: if PareBusca == True then
22: return x* > Termine o algoritmo.
23: end if
24: end if
25: go to linha 32
26: end if
27: k — qualquer({l |l e {1,...,z}| xéljj(l) g1}
28: add nova restricio x(k) < [xI?;(k)]
29: 1—1+1, j<0
30: add problema F; ; na lista [P
31: go to linha 07
32: loop while j =1
33: restore da lista [P o tultimo problema e remove este problema da lista | P
34: end loop
35: if [P = () then
36: return x* > Termine o algoritmo.
37: end if
38: remove ultima restricdo x(k) < inb](k)J
39: add nova restricio x(k) > [xI?; (k)]
40: remove problema P, da lista [P
41: je1
42: add problema P; ; na lista [P

43: end loop
44: end function
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Algorithm 15 FElipsoidal com Enumeracao por Branch-and-Bound

Input: Um elipséide inicial Ey, onde a solucao 6tima x** serd procurada de acordo com o problema
definido por (10.1). A estrutura de restri¢des de igualdade secundarias S. Um valor para precisao
para o teste de limites € > 0.

Output: A melhor solucao factivel x* encontrada. Para um problema infactivel ou para x** ¢ Ej
ter-se-4 x* = () .

1: function M EEBB(E,S,¢€)

2 k<0

3 x? — 0 > Zera o melhor ponto factivel
4 loop > Lago de movimentagdo do LSC.
5: if g;(xx) <0Vi=1,...,p then

6: Vi — vf(Xk)

7 if x;, € Qe f(xr) < f(x*) then

8 w? « BuscaBB(Ey, Vi, x*,S) > Procura um ponto factivel.
9: if w? = () then .

10: if ((f(x*) = f(xk)) < &) ou (g * (x* — x;) < é) then

11: return x* > Termine o algoritmo.
12: end if

13: Vi — =V > X é o novo LIC
14: w? « BuscaBB(Ey, Vi, x*,S) > Procura um ponto factivel.
15: if w* = () then

16: return x* > Termine o algoritmo.
17: end if

18: end if

19: else

20: W? — Xy,
21: end if
22: Vi «— Vf(w?)
23: X® — w? > Melhor solugao até o momento.
24: else

25: Vi « Vgi(xx) para algum g;(xx) >0, |[i=1,...,p

26: wW? «— Xy,

27: end if ~

28: Epi1 — (ExNHYY) > Vide (2.14).
29: if vol (Ej4+1) =~ 0 ou vol(Eg41) ~ vol(Ey) then

30: return x° > Termine o algoritmo.
31: end if

32: k—k+1

33: end loop
34: end function

1: function BuscaBB(FE}y,V},x* S) b Esta funcio corresponde & busca de uma melhor solugao que
x*, por Branch-and-Bound no semi-elipséide definido por Fx N H VX,

release restricoes adicionadas.
return o primeiro ponto factivel x*.
end function

2:  add restri¢do (V)T (x —x3) <0

3: if x* # () then

4: add restrigio (Vf(x*))T(x —x*) <0

5% end if

6: [x%, Ex| < BC(Ey, S, True) > Algoritmo 16
T

8:

9:
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10.3 Variacoes do Método Elipsotdal com Branch-and-
Cut

10.3.1 Introducgao ao Branch-and-Cut

A necessidade de se solucionar problemas muito dificeis foi a centelha necessaria para se
aplicar em conjunto diferentes idéias inovadoras durante o processo de solucao dos pro-
blemas (Wolsey n.d.). Um bom exemplo desta associac¢ao esta na integracao de técnicas
de plano de corte aos algoritmos de Branch-and-Bound. Para estes problemas dificeis,
tal como ja discutido na secao 1.2.2, um incremento no esfor¢o de calculo do algoritmo
de otimizacao (ECAQ) nao significa necessariamente um incremento no esforgo computa-
cional total para a determinacao da solugao 6tima (ECT). Em diversos casos, ¢ exatamente
o aumento da complexidade do algoritmo de otimizac¢ao que permitird a reducao do ECT.
O primeiro c6digo mais genérico que adotou a utilizacao de planos de corte efetivos
para serem utilizados no né raiz de um algoritmo Branch-and-Bound para a solucao de
problemas BIP de larga escala pode ser encontrado em (Crowder et al. 1983). Esta
abordagem pode ser denominada mais precisamente de um método Cut-and-Branch. J&
a idéia de Branch-and-Cut, a qual determina a geracao de planos de corte durante o
processo de ramificagdo, pode ser identificada em (Savelsbergh & Nemhauser 1993) e
posteriormente em (Gu et al. 1995). Um ntimero cada vez maior de algoritmos que
combinam técnicas de geracao de hiperplanos de corte a Branch-and-Bound podem ser
encontrados em publicagoes recentes (Wolsey n.d., Cordier et al. 1999, Padberg 2005).
Embora a geracao de planos de corte durante o processo de ramificagao de uma algo-
ritmo Branch-and-Bound possa parecer ser apenas um diferencial minimo, na pratica esta,
geracao representa uma mudanca de filosofia. O que se pretende é, nao apenas avaliar
os nodos de forma répida, mas sim gerar o trabalho que for necessario para garantir a

aproximacao dos limites LIC e LSC existentes a cada processo de ramificacao.

10.3.2 Fundamentos de Branch-and-Cut Aplicados ao Método
Elipsoidal

Uma idéia anéloga & Branch-and-Cut pode ser construida quando um método baseado
em FElipsoide é utilizado como ferramenta de solu¢ao do problema obtido por relaxacao
em um algoritmo Branch-and-Bound. Primeiramente deve-se observar que um método
Elipsoidal precisa de um elipsoide inicial para restringir a regiao de busca. Entao, para
o método de Branch-and-Cut aqui proposto, a idéia primordial sera utilizar os limites

encontrados durante o processo de ramificagdo da enumeragdo para cortar (comprimir) o
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elipsoide que sera utilizado durante o proximo processo de busca da solucao relaxada. Por
fim, tal como pretendido por um algoritmo Branch-and-Cut, este processo comprimira os
limites LIC e LSC um contra o outro.

Um corte eficiente (i.e., do inglés strong cut) é aqui definido como o semi-espago que
contém uma solucao inteira, ou mista inteira e continua, e que intercepta o corrente
elipsoide de modo que o novo elipséide com volume menor possa ser criado a partir desta
interseccao. O ponto preponderante do método Branch-and-Cut é como definir cortes
que poderao ser utilizados na compressao do elipsbide corrente. O Teorema 8 e o Lema
8 formalizam os cortes que podem ser utilizados juntamente ao algoritmo Branch-and-

Bound como cortes eficientes.

Teorema 8 - Critério de Corte para o Elipsoide:  Considere o problema descrito por

(10.1) e o elipséide {E C R™ | x* € E} , definido pelo centro X e pela matriz Q.

Defina a funcao ,X:g(k—fx)na ual & e x € R™ . Suponha o ponto {w | w(l:z) €
ﬁfcp(ﬁ)\/m—_lgqf ponha o ponto {w | w(1: 2)

IZ |w(z+1:n) € R**}, entao

i) {H_Yf(w)’w | 2= 0] w = x*} é um corte eficiente para o elipsdide E se (—% <
p(=Vf(w),w) <1).

ii) {H_@gi(w)’w | 3 algum g;(w) >0V i=1,...,p} € um corte eficiente para o elipsdide
E se (-1 < p(Vgi(w),w) <1).

iii) {H?f(w)’w | w € Q} é um corte eficiente para o elipsdide E se (=2 < p(V f(w),w) <

1).
Prova:

i) O corte por LIC global, Hff(x*)’x*, é garantido pelo Teorema 7 (pdgina 157). Desde
que (Vf(x)NT (x> —x*) < 1, x** € (H_Yf(x*)’x* NE). A funcio p(—Vf(w), w)
mede a distancia, /\, do ponto mais proximo ao hiperplano HYIW)x q16 o centro do
elipsdide x pela métrica do elipsdide. Por fim, /\ € (—%, 1] porque A > 1 implica
que xX** & Q, o que € impossivel, e N < —% resulta em um novo elipsoide com
volume igual ao volume do elipséide E, o que contradiz a defini¢cio de um corte

eficiente.

Vgi(w),w Vgi(w),w

ii) Os cortes por pontos infactiveis, H , sao garantidos por Q0 C H para

todos os gi(w) > 0. Entao x** € (H?gi(w)’w NE). O intervalo A € (—1,1] ¢

definido de forma andloga ao item i.
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iii) Os cortes das solugdes factiveis, H_?f(w)’k, sao garantidos por (V f(w))T (x**—w) <0

€ definido de forma andloga ao item 1 e completa a demonstragcao do teorema.

Lema 8 - Critério de Corte por Curva de Nivel:  Considere o problema descrito por
(10.1) e o elipsdide {E C R™ | x* € E} , definido pelo centro % e pela matriz Q~'.

Defina a funcgao p(§,x) = f/% na qual & e x € R™. Suponha um ponto {w € Q} e

um ponto {v € R" | f(v) > f(w)}. O semi-espago HYYY ¢ um corte eficiente para o
elipsdide E se (=2 < p(V)f(v),v) < 1.

Prova:

Diretamente do Teorema 8, uma vez que f(x) — f(w) < 0 pode ser considerada um

restri¢ao para o problema definido por (10.1) para todo {w € Q}.

Concomitantemente ao processo de geracao de cortes para o elipsdide, ao ser conside-
rada a reducao do volume que ocorrera durante o processo de ramificagao do algoritmo
Branch-and-Cut, é possivel definir um novo critério de interrupcao deste processo de ra-
mificagao. Este critério possibilitara a exclusao de um ramo no qual nenhum hiperplano
definido por vetores paralelos aos eixos das variaveis livres, definidas por v, intercepta
o elipsoide corrente. O Teorema 9 formaliza este critério de interrupgao do processo de

ramificacao.

Teorema 9 - Critério de Interrup¢ao do Processo de Ramificacao Aplicado a um Elip-
sdide:  Considere o problema descrito por (10.1) e o elipsdide {E C R" | x* € E} ,
definido pelo centro % e pela matriz Q1. Suponha que o ponto x'* € R"™ é a solucio de
um problema obtido por relazacio para a regido de busca definida pelo elipsdide E e que
{xP(k) e R|x"(k) ¢ 1| ke{l,...,z}. Considere a nova restri¢io definida por uma das

equagdes a sequir:
i) gpr1 = {x(k) <o ]o=|x"(k)]}.

ii) g1 = {x(k) = 0 | o = [x"(k)]}.
iii) gp1 = {x(k) =0 | o = [x"(k)]}.
iv) gpi1 = {x(k) = o | o = [x"(k)]}.

Também considere o ponto {w | w(i) = x®(@)V {i #kei=1,...,n} | w(k) = o}
eowvetor {£|E(G@) =0V {i#kei=1,...,n}|&k) = x%k)—0)}. O novo pro-

blema definido por (10.1) adicionado da restricao gy,+1 nao possui solugao factivel x* se
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’ gT(W_X) ‘ > 1

NG
Prova:

i) Como x* € E entio € (ENH*Y) #0. Dado que x** ¢ H™ ndo hd um caso em que
E C HYY. Por conseguinte (E N H&Y) # 0.

ii) Se existe um hiperplano que intercepta o elipsdide E, a distancia do ponto mais pro-
rimo que pertence ao hiperplano até o centro do elipsoide X deve pertencer ao in-
tervalo [—1,1], quando a distancia é medida pela norma do elipsdide E. O valor
1 representa o raio unitdrio, considerando-se que um elipsoide € medido como uma

hiperesfera unitdria na sua propria norma.

T (w—%) P ; &w
111) Uma vez que ———==% representa a distincia entre o hiperplano HSY na norma do
) q A /gTQTflg ) p p p
elipsdide E, se | S 22L| > 1 entao (ENHSY) =0 e x™ nao pode ser um resultado

VETQ—1e

para o problema.

Um fluxograma geral para o algoritmo Branch-and-Cut baseado na proposicao de
Branch-and-Bound de Dakin é apresentado na figura 10.7. Uma implementacao analoga
pode ser construida para a proposicao de Branch-and-Bound de Lang and Doig. A con-
vergéncia global ¢ novamente assegurada para as mesmas condi¢oes em que os métodos
Branch-and-Bound e Elipsoidal convergem. As principais diferengas entre o fluxograma
da figura 10.7 para o fluxograma de Branch-and-Bound apresentado na figura 10.5 estao
indicadas pelas caixas sombreadas. A estrutura de restricoes de igualdade secundarias

deve ser definida manualmente pela andlise das restri¢oes do problema.

10.3.3 Meétodo FElipsoidal com Enumeracao por Branch-and-Cut:
MEEBC

Um fluxograma geral para um método Elipsoidal com enumeragao por Branch-and-Cut
corresponde quase que exatamente ao fluxograma apresentado para a enumeracao por
Branch-and-Bound exibido na figura 10.6. A diferenga fica no fato de que o elipsoide
comprimido durante a funcao de busca Branch-and-Cut se sobreporé ao elipsoide corrente
E).. Tal como ocorre para a enumeragao baseada Branch-and-Bound, a convergéncia global
para o método proposto ¢ garantida para as mesmas condi¢oes em que ambos os métodos
Elipsoidal e Branch-and-Bound convergem.
O algoritmo 16 representa a codificacao do método Branch-and-Cut baseado na proposigao

de Dakin apresentado na figura 10.7. Este foi desenvolvido a partir do algoritmo 14
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acrescida a reducao do elipsoide pelos cortes definidos no Teorema 8, no Lema 8 e na nova
regra de interrupgao do processo de ramificacao definida no Teorema 9. Um algoritmo
similar pode ser codificado para a proposicao de Branch-and-Bound de Land e Doig. As
mesmas definicoes descritas para o algoritmo 14, referentes a estrutura de restricoes de
igualdade secundéarias S e a um problema P, ;, sao validas. Como este algoritmo pode ser
utilizado tanto como enumerador de um ponto factivel, quanto como algoritmo Branch-
and-Cut que encontra a solucao 6tima, a variavel booleana PareBusca foi incluida como
parametro. Esta varidvel devera ser definida como True no caso em que a execucao deve
ser interrompida apos encontrado o primeiro ponto factivel.

Este algoritmo irda acelerar o processo de busca por um ponto discreto, ou misto
continuo e discreto, na medida em que o elipséide que representa a regiao de interesse de
busca do problema obtido por relaxacao tiver seu volume efetivamente reduzido. Além
das idéias discutidas nas secoes anteriores, foi incluida no algoritmo uma heuristica de
busca de uma solucao na vizinhanca do centro do elipsbide corrente. Esta busca consiste
em arredondar todas as variaveis que devem ser inteiras do centro do elipséide corrente na
direcao oposta a direcao do vetor pertencente ao conjunto subdiferencial avaliado neste
mesmo ponto. Esta parece ser uma boa heuristica para um problema quando o centro do
elipsdide corrente possui todas as restri¢oes g(-) < 0 e o elipsdide corrente ainda possui

um volume de tamanho consideravel.

10.3.4 Método Branch-and-Cut Elipsoidal: M BCE

Como regra geral, os algoritmos baseados em FElipsdide dependem da convergéncia do
elipséide corrente para um elipsdide cujo volume tenda a zero. Embora tenham sido
criados dois novos critérios de parada para os algoritmos FElipsoidais com enumeracao,
quando da definicao de um novo LIC, os algoritmos até aqui propostos para a solugao de
problemas NIP e MINP continuam fortemente influenciados por esta regra.

Uma alternativa para este fato, é adotar o algoritmo Branch-and-Cut nao apenas para
procurar um ponto factivel, mas para concluir o processo de busca da solucao 6tima.
O método Branch-and-Cut Elipsoidal, M BCFE, aqui proposto parte desta proposicao
incluindo a adigao de um laco inicial de um algoritmo FElipsoidal e da heuristica da vizi-
nhanca de modo a procurar reduzir o elipséide que sera utilizado como elipséide inicial
no algoritmo Branch-and-Cut.

Um fluxograma geral para um método M BC'E corresponde ao fluxograma apresentado
na figura 10.8. Os objetos sombreados enfatizam as principais diferencas entre o método
Elipsoidal de Shor e o proposto método Branch-and-Cut Elipsoidal. Tal como ocorre para

os demais métodos, a convergéncia global para o método proposto ¢ garantida para as
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mesmas condicoes em que ambos os métodos Elipsoidal e Branch-and-Bound convergem.

O algoritmo 18 representa a codificagao do método M BC'E tal como apresentado pelo
fluxograma da figura 10.8. A busca pela solucao 6tima inicia-se com o método FElipsoidal
e continua até que um ponto em que todas as restrigoes g(-) < 0 seja encontrado, em cuja
vizinhanc¢a nao exista um ponto factivel. Entao, o elipsbide corrente sera utilizado como
o elipsoide inicial que define a regiao de interesse de busca do algoritmo Branch-and-Cut.
Durante o processo de ramificacao o elipsoide sera cortado (comprimido) pelos limites LIC
e LSC a medida que estes sao encontrados. Este processo ira reduzir a regiao de interesse
de busca na qual a solucao dos problemas obtidos por relaxacao deve ser encontrada.
Como ganho adicional, o elipsdide reduzido também definird um novo critério de inter-
rupcao do processo de ramificacao. O algoritmo Branch-and-Cut utilizado corresponde
ao algoritmo 18 ou uma implementacao equivalente baseada na codificacao proposta por
Land e Doig. As mesmas definicoes descritas para os algoritmos anteriormente descritos,
referentes a estrutura de restricoes de igualdade secundérias S e a um problema F; ;, sao

validas.
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Figura 10.7: Fluxograma de um método Branch-and-Cut sobre a codificacao de Dakin com

PPGEE

Defina o elipsoide inicial para busca E,
Defina o probleme P, ,, inicie /=0 and j=0.
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solucao do problema obtido por relaxacao via FElipsdide.
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Algorithm 16 Branch-and-Cut sobre proposicao de Dakin

Input: Um elipsoide inicial Ep, onde a solugdo 6tima x** serd procurada de acordo com o problema definido por (10.1).
A estrutura de restrigoes de igualdade secundarias S. A variavel PareBusca.

Owutput: A melhor solugao factivel x* encontrada. Para um problema infactivel ter-se-4 x* = (). O elipsbéide de volume
reduzido FEjy.

1: function BCP*(E,, S, PareBusca)
2: i 0,50
3 xZ% «— 0, xéf’j — 0 > Zera o melhor ponto factivel e os pontos dos LIC.
4: vy—{1,...,n}, <0 > Zera o conjunto de variaveis livres e forgadas.
5: IP—0 > Lista de problemas.
6: loop > Laco principal do branch-and-bound.
7 release todas as regras de restri¢oes de igualdade secundarias
8 if Jalgumkeo | xé{’j (k)<oce xé{’j (k) > o then
9: ¥ —todososk, ~y—{l|le{l,...,n}|l&7}
10: end if
11: apply regral ¥V 8! == True > Restrigoes de igualdade secundarias.
12: 7+~ FUD | VS ==True, ~v«{l|l€{1,...,n} |l &7}
13: Eo — Fg
14: %0 () — xé{’j @) > Copie os valores fixos para o ponto que é o centro do elipsoide.
15: xé{’j — ERD(Ejy,~) > Resolugao do problema relaxado algoritmo 13.
16: if i=0and j =0 then

V)l . s
17: By (BxyNH, 7)) > Atualize o elipséide pelo LIC global.
18: end if
19: if x,lfj =0 ou f(xlf]) > f(x*) ou Critério de Interrupgcdo de Ramificagdo é aplicavel then
20: go to linha 45
21: end if
22: if x%(1:2) €13 then > Ponto factivel.
23: if f(xi’;) < f(x*) then > Melhor solu¢do até o momento.
2 X% X?fj > Atualiza LSC.
25: if PareBusca == T'rue then
26: return x% e Ej, > Termine o algoritmo.
27: end if
28: end if
29: go to linha 36
30: end if
31: k «— qualquer({l |1 € {1,...,2} | xéf’j(l) g1}
32: add nova restrigao x(k) < [x?; (k)]
33: i—i+1l, j<0
34: add problema P; ; na lista I[P
35: go to linha 07
36: if xffj € ) then

\ZICUBELLS . e .
37: Ey — (ExNH_" "7 > Atualize o elipséide por ponto factivel.
38: else
39: loop para toda [ constraints |l =1,...,p
40: if g; (xib]) > 0 then

\CHEIS . e . )

41: Ep — (ExNH_ A > Atualize o elipséide por um ponto infactivel.
42: end if
43: end loop
44: end if
45: loop while j =1
46: restore da lista [P o tltimo problema e remove este problema da [P
47: end loop
48: if [P =0 then
49: return x% e Fy, > Termine o algoritmo.
50: end if
51: remove iltima restrigio x(k) < [x!%; (k)]
52: add nova restricao x(k) > [x’; (k)]
53: remove problema P; o da lista [P
54: j+—1
55: add problema P; ; na lista [P

56: end loop
57: end function
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Algorithm 17 FElipsoidal com Enumeracao por Branch-and-Cut

Input: Um elipséide inicial Ey, onde a solucao 6tima x** serd procurada de acordo com o problema
definido por (10.1). A estrutura de restri¢des de igualdade secundarias S. Um valor para precisao
para o teste de limites € > 0.

Output: A melhor solucao factivel x* encontrada. Para um problema infactivel ou para x** ¢ Ej
ter-se-a x* = ().

1: function M EEBC(Ey,S,€)

2: k—0

3: x? — 0 > Zera o melhor ponto factivel
4: loop > Lago de movimentagdo do LSC.
5: if g;(xx) <0Vi=1,...,p then

6: ?k — vf(Xk)

T {w? | w?(i) = [x] V V(i) > 0ei=1,....,2 | w*(j) = |x] V Vi(j) < 0ej =

1...,z|w*()=x()Vi=2+1,...,n} > Heuristica da vizinhanga.

8: if w? ¢ Qe f(w?) < f(x*) then

9: [w?, E] « BuscaBC(Ey, Vi, x*,S) > Procura um ponto factivel.
10: if w* = () then .

11: if ((f(x7) = f(xz)) <€) ou (% % (x* — x) < €) then

12: return x* > Termine o algoritmo.
13: end if

14: Vi — =V > X3 € o novo LIC
15: [w?,E] « BuscaBC(E}y, Vi,x*,8) > Procura um ponto factivel.
16: if w? = () then

17: return x~* > Termine o algoritmo.
18: end if

19: end if

20: end if

21: Vi «— Vf(w?)
22: X? — w? > Melhor solugao até o momento.
23: else

24: Vi « Vgi(xx) para algum g;(xx) >0, |[i=1,...,p
25: wW? «— Xy,
26: end if ~
27: Epi1 — (ExNHYY) > Vide (2.14).
28: if vol (Ej4+1) =~ 0 ou vol(Eg41) ~ vol(Ey) then
29: return x° > Termine o algoritmo.
30: end if
31: k—k+1

32: end loop
33: end function

1: function BuscaBC(Ey, V,x*,S) > Esta fun¢do corresponde & busca de uma melhor solu¢do que
x*, por Branch-and-Cut no semi-elipséide definido por Fj N HY#",

release restricoes adicionadas.
return o primeiro ponto factivel x* e o elipséide Ey.
end function

2:  add restri¢do (V)T (x —x3) <0

3: if x* # () then

4: add restrigio (Vf(x*))T(x —x*) <0

5% end if

6: [x%, Ex| < BC(Ey, S, True) > Algoritmo 16
T

8:

9:
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Figura 10.8: Fluxograma representativo do algoritmo Branch-and-Cut Elipsoidal.
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Algorithm 18 Branch-and-Cut Elipsoidal

Input: Um elipsoide inicial Ep, onde a solucao 6tima x** serd procurada de acordo com o
problema definido por (10.1). A estrutura de restri¢oes de igualdade secundarias S.

Output: A melhor solugao factivel x* encontrada. Para um problema infactivel ou para x** ¢ Ej
ter-se-a x* = (.

1: function M BCE(Ey,S)
2: k0
3: X — () > Zera o melhor ponto factivel
4: loop > Lago de movimentacao do LSC.
5: if gi(xx) <0Vi=1,...,p then
6: ﬁk — ?f(xk)
7: {w? | w?(i) = [x]VVi(i) >0ei=1,....,2 | w*(j) = |x] VVi(j) <0ej=
L...,z|w*({l)=x()VIi=2+1,...,n} > Heurfstica da vizinhanca.
8: if w* ¢ Qe f(w?) < f(x*) then
9: if x* # () then
10: add constraint (Vf(x*))T(x —x*) <0
11: end if
12: [w?, E| «— BC(E,S, False) > Algoritmo 16
13: if f(w?) < f(x?) then
14: X% — w*
15: end if
16: release restricoes adicionadas.
17: return x* > Termine o algoritmo.
18: end if
19: X — w* > Melhor solucao até o momento.
20: Vi« Vf(w?) > Define o semi-espago para céalculo do novo elipséide.
21: else
22: Vi « Vgi(xx) para algum g;(xx) >0, |i=1,...,p > Define o semi-espago para
céalculo do novo elipsoide.
23: wW? — Xy,
24: end if ~
25: Epi1 — (ExNHY™) > Vide (2.14).
26: if vol (Ex4+1) ~ 0 ou vol(Ej4+1) =~ vol(E})) then
27: return x* > Termine o algoritmo.
28: end if
29: k—k+1

30: end loop
31: end function
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10.4 Conclusoes do Capitulo

Neste capitulo foram apresentados os fundamentos para métodos baseados em Elipsdide
com a caracteristica de possuirem convergéncia global quando aplicados a problemas NIP
e MINP através do processo de enumeracao, quer seja implicita ou explicita.

Em seqiiéncia foram propostas quatro variacoes do algoritmo FElipsoidal, sendo a
primeira baseada em enumeragcao explicita, a segunda baseada em enumeragao por Branch-
and-Bound e as duas ultimas baseadas num método proposto de Branch-and-Cut. Tam-
bém foi proposta uma variagao do método Elipsoidal para a solucao de problemas com
igualdades lineares, a ser utilizado nos algoritmos de Branch-and-Bound e Branch-and-
Cut.

No capitulo seguinte serao detalhados os resultados obtidos com as variagoes propostas

do algoritmo FElipsoidal para a solugao de problemas NIP e MINP.
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Capitulo 11

Resultados Computacionais para

Problemas Discretos e Mistos

Neste capitulo sao exibidos os problemas de simulacao NIP e MINP e os resultados obtidos
pelas variacoes do algoritmo FElipsoidal desenvolvidos a partir das defini¢oes, lemas e
teoremas apresentados nos capitulos 8, 9 e 10.

Para referéncia da avaliacao do desempenho dos algoritmos propostos, os resultados
obtidos serao exibidos conjuntamente com os correspondentes resultados para o algoritmo
Branch-and-Bound. A escolha do algoritmo Branch-and-Bound se deve ao fato deste al-
goritmo ser considerado, pela literatura, um algoritmo eficaz para a solucao de problemas
MINP. Para a solucao dos subproblemas obtidos por relaxacao das variaveis inteiras, o
algoritmo Branch-and-Bound utilizara um algoritmo baseado em FElipsdide. Esta escolha
se justifica pelo fato dos algoritmos baseados em FElipsoide serem considerados, pela li-
teratura, algoritmos eficazes para a solucao de problemas QCND. Nas tabelas e figuras
com os resultados, a identificacio ALGORIT M O*P representa um algoritmo com a im-
plementacao do Branch-and-Bound a partir da proposicao de Land e Doig, enquanto a
identificacio ALGORITMOP* representa a proposicao de Dakin.

Quanto a codificacao do método Elipsoidal utilizado como base do processo de enume-
racao e como algoritmo para a solucao dos problemas obtidos por relaxacao, considerou-se
sempre a utilizacao do algoritmo M PESC, tal como apresentado na se¢ao 6.1.2 para o
calculo do novo elipséide. Ressalta-se que o algoritmo Branch-and-Bound de referéncia
utilizou o mesmo algoritmo M PESC' para a solucao do problema relaxado. Isto ocorreu
com a finalidade de se distinguir os ganhos obtidos pelas proposi¢oes aqui avaliadas do
ganho resultante da utilizagao dos valores historicos ja apresentados na se¢ao 7. Provavel-
mente, ao se utilizar o algoritmo HISPFE com a configuragao 7 =~ 3n obter-se-a resultados

ainda melhores do que os aqui apresentados. Assim, espera-se com os resultados aqui
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apresentados validar os métodos propostos, mesmo quando implementados com algorit-
mos baseados em Elipsoide sem a utilizacao de valores histéricos para reduzir a regiao de
interesse de busca. Também foi adotado o algoritmo de fatorizacao de Cholesky!, vide
secao 2.3.4, para melhorar a estabilidade numérica dos algoritmos propostos, evitando os
erros que conduzem a perda da positividade de () antes de uma convergéncia satisfatoria.

Como detalhe da implementacao, deve-se registrar que todos os algoritmos foram
codificados utilizando-se a linguagem MatLab®, em sua versao 6.5, assim como todos

64 X2 gobre

os testes computacionais foram executados em um computador AMD Turion
Microsoft Windows® XP.

Como critérios de parada para os lagos dos algoritmos FElipsoidais foram utilizados a
estabilizacdo para o conjunto ¥ = {xy,...,Xz_4 | X € R"} tal que a funcio erro definida
como £(-) = {max(x; —x;) | Vi € ¥|V j € 9} apresentasse valor inferior a um parametro
€ = 1079 fornecido, bem como a perda de positividade de Q.

Em todos os testes propostos, os limites de x foram definidos por um hipercubo C C
R? de lado lado® igual a 10, sendo que o elipsdide E, foi inicializado com a menor
hiperesfera que continha o hipercubo, centralizado em ponto x, gerado aleatoriamente de
modo que ( Eg N Q) # (). Nao foi definido um ntiimero maximo de iteragoes, de modo que
o algoritmo sempre parasse por um dos critérios definidos.

De modo a gerar uma andlise estatistica preliminar dos resultados, cada problema
definido por uma dimensao e para um ntmero de variaveis inteiras especifico foi testado
com um conjunto de 10 parametros distintos gerados aleatoriamente, sendo que os re-
sultados apresentados a seguir indicarao, salvo quando explicitamente informado, o valor
meédio dos resultados obtidos em cada teste.

Nas tabelas de resultados temos as seguintes informacoes apresentadas como parame-

tros de avaliacao de desempenho dos métodos:

Acessos f(x) := numero de vezes em que a funcao objetivo foi avaliada. Esta infor-
macao é usada como medida do esfor¢co computacional para avaliacao do modelo

matematico do problema.

Cdlculos Q)1 := numero de vezes em que o novo elipsoide Ej ., foi calculado. Esta
informacao é usada como medida do esfor¢co computacional do algoritmo durante
o processo de convergéncia para a solucao 6tima. Para os algoritmos Branch-and-
Bound, este parametro representa a soma do nimero de elipsbides calculados pelo

algoritmo baseado em FElipsoide durante a solucao dos subproblemas obtidos por

Nos testes realizados para problemas NIP e MINP observou-se um desempenho equivalente para a
fatorizacao de Cholesky e a fatorizacao UDU.
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relaxacao. Para os algoritmos propostos, este parametro representa a soma do
nimero de elips6ides calculados na solucao dos subproblemas obtidos por relaxacao

e do nuimero de elipsoides calculados durante as iteracoes inerentes aos algoritmos.

Tempo Total := tempo total em segundos para se encontrar a solucao 6tima x**. Esta
informacao é usada como medida da soma do esfor¢co computacional para avaliacao
do modelo mateméatico do problema e do esforco computacional do algoritmo du-
rante o processo de convergéncia para a solugao 6tima. Para validar este parametro,
a solucao 6tima encontrada por todos os métodos foi comparada. Considerando-se
Mazf o valor maximo de f(-) avaliado no ponto 6timo encontrado pelos métodos sob
comparacao e Minf o valor minimo de f(-) para os mesmos pontos 6timos encon-

Minf

NanT foi sempre menos que 1075 em todos os problemas testados.

trados, a fracao

100 * (T'empo)/(T'empo BB) := percentual do tempo total obtido com o método pro-
posto sob teste com base no tempo total obtido com o algoritmo de referéncia
Branch-and-Bound, considerando-se a mesma codificacao, quer seja pela proposi¢ao

de Dakin ou pela proposicao de Land and Doig.

11.1 Testes de Convergéncia para o Algoritmo M EHC

Em funcao das limitacoes ja descritas na secao 9.3 os resultados que aqui serao apre-
sentados para o algoritmo M FEHC pretendem apenas demonstrar a capacidade deste
algoritmo convergir para problemas NIP, com funcao-objetivo linear. Nao serao, por-
tanto, estabelecidas comparagoes de desempenho em relacao aos demais algoritmos, quer
sejam previamente existentes quer sejam propostos nesta Tese.

O problema discreto escalar com funcao-objetivo linear e restri¢oes convexas é aqui de-
nominado PIELC e a forma geral deste problema é representada pela formulagao abaixo.
Todas as varidveis sao restritas pelo hipercubo C C R com lados, neste caso em parti-

cular, igual a 4 e canto inferior no ponto {0,...,0} € R".

min f(x) = c¢'x (11.1)

st.Q={g(x)<0|xell}

g1(x) = (x=%)T(Q) ' (x - X)
g<X): gl+i(x):—x(i) |Z: RN ()
Gnr14i(x) = x(i) — lado® |i=1,...,n
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onde {c € R"||c;| <2V}, X € Ce @ € R™ é uma matriz simétrica definida positiva.
O centro x do elipsoide e o vetor C sao parametros gerados aleatoriamente. A matriz Q
foi construida com autovalores aleatorios de modo a garantir que

(E NCNIL) # 0, sendo E o elipsoide definido pelo centro X e pela matriz Q.

A figura 11.1 exibe uma seqiiéncia com os momentos inicial e final do processo de
convergéncia do algoritmo M EHC para o problema definido por (11.1). A subfigura
11.1.a apresenta as restricoes iniciais, de um problema testado, formadas pelo elipsoide E
e o hipercubo C. O ponto x* que representa a solucao do problema obtido por relaxacao
e o gradiente da funcao objeto também sao exibidos. J& a subfigura 11.1.b apresenta o
politopo resultante da adi¢ao dos diversos cortes calculados no processo de convergéncia e
que coincide com a casca convexa do problema no ponto da solucao 6tima x**. Claramente
se observa nesta subfigura a tendéncia a formar uma curvatura convexa definida pelas

restricoes adicionadas, tal como discutido na secao 9.3.

MEHC: k=27

Y g,

b) Restri¢oes finais para a solugio de
a) Restri¢oes inicialmente definidas para um problema PIELC.

um problema PIELC.

Figura 11.1: Ilustragdo de uma seqiiéncia de convergéncia do algoritmo M EHC.

Deve-se registrar ainda que no processo de teste realizado, o algoritmo M EHC' foi
capaz apenas de solucionar problemas PIELC para dimensoes onde n < 5. Este compor-
tamento estd de acordo com as limitagoes comentadas na secao 9.3. Independentemente
destas limitagoes, diversos problemas IP propostos em (Salkin & Mathur n.d., Wolsey n.d.)

e cuja dimensao era reduzida, também foram solucionados com sucesso pelo algoritmo

MFEHC.
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11.2 Problema MNIP Escalar Quasi-Convexo

Duas classes de problemas MNIP escalares quasi-convexos foram utilizadas para avaliar
o desempenho dos algoritmos baseados em enumeracao propostos. A primeira classe
é composta por problemas QCND de diversas dimensoes e combinagoes do nimero de
variaveis inteiras nos quais os parametros foram gerados de forma aleatoria. A segunda é
composta por problemas mistos com varidveis binarias de engenharia quimica. A defini¢ao

destes problemas e os resultados alcangados sao exibidos nas proximas segoes.

11.2.1 Problema Misto Continuo e Discreto com Parametros Ale-
atorios

O problema misto discreto e continuo, escalar e quasi-convexo ¢é aqui denominado PMEQC
e representado por (11.2). Todas as varidveis sao restritas ao hipercubo C C R’} e canto
inferior esquerdo no ponto {0,...,0} € R™ Nenhuma regra de restri¢cio de igualdade

secundaria foi necessaria para os problemas PMEQC.

min f(x) = maz({—(1 + M%) | i =1,. . n (11.2)
sa.Q={g(x)<0|x(1:2) €l andx(z+1:2+d) e R*|n=d+ z}

gi(x) = (x = %)T(Q) '(x—%) [i=1,...,n+1
9(X) = girni1(x) = —x() |i=1,...,n

Givoni1(X) = x(i) —lado® |i=1,...,n

naqual,XxeX; € C,0< \; <1071, e Ql € R™"™ & uma matriz simétrica definida positiva.
O centro dos elipsdides X; e o ponto X sao gerados de forma aleatéria. As matrizes Q, Sa0
construidas com autovalores aleatérios de modo a garantir que (El N...E,q N I7) # 0,
onde E; representa o elipsoide definido pelo centro X; e pela matriz ();.

O elipsoide inicial Fy foi definido como a hiperesfera que contém C. A precisao
utilizada para determinar que um valor ¢ considerado como inteiro |x(i) — (x(4))| foi
definida como 1076,

Para criar as tabelas e graficos de resultados, os problemas PMEQC foram gerados para
dimensdes do intervalo n = [3,10]. Para cada problema de uma determinada dimensao
foram testados até 5 diferentes valores do niimero de variaveis inteiras, iniciando-se com
o valor de z = 1 e terminando com z = n, o que determina um problema puramente
discreto.

Inicialmente, os problemas PM EQC foram utilizados para se estabelecer uma com-

PPGEE Moura Jr., A. S. (2008) UFMG



222

Resultados Computacionais para Problemas Discretos e Mistos

paracao de desempenho dos métodos FElipsoidais aqui propostos, MEEFE, MEFEBB,
MFEFEBC e MBCE, em relacao ao algoritmo de Branch-and-Bound. A partir desta com-
paracao, foram geradas as tabelas 11.1, 11.2 e 11.3 que exibem os resultados obtidos.
Em funcao da limitacao do algoritmo M EFEFE de solucionar somente problemas NIP, os

resultados para este algoritmo nao sao apresentados apenas os problemas com variaveis

mistas inteiras e continuas.

Algoritmos z: n | Acessos | Célculos | Tempo | 100 x (T'empo)/
f(x) Qi1 Total (Tempo BB)
MEEBB™ | 1:3] 1204 5870 1.99 320.43
MEEBC | 1:3] 3130 8029 2.86 460.16
MBCEMP 1:3 604 529 0.43 68.88
BBP 1:3 796 1293 0.62 100.00
MEEBBP | 1:3 296 985 2.02 283.94
MEEBCP* | 1:3 619 590 1.68 236.71
MBCEP® 1:3 778 867 0.61 85.51
BBPa 1:3| 1076 1011 0.71 100.00
MEEBB* | 2:3 | 1972 6718 3.23 387.59
MEEBC™ | 2: 3| 5343 10143 4.61 552.35
MBCEMP 2:3 646 813 0.51 61.39
BBIP 2:3 861 1500 0.83 100.00
MEEBBP* | 2:3 597 1821 4.62 335.66
MEEBCPe | 2: 3] 1240 1348 4.47 325.10
M BCEPe 2:3 | 1080 1836 0.91 66.37
BBPe 2:3 | 1843 2218 1.38 100.00
MEFEFE 3:3 753 865 2.50 287.07
MEEBB™ | 3:3 ] 2194 7494 3.55 407.50
MEEBCT | 3:3] 7028 12635 5.87 672.74
MBCEMP 3:3 754 849 0.55 63.24
BBP 3:3 914 1523 0.87 100.00
MEEBBP* | 3:3] 1300 3428 6.18 285.17
MEEBCP* | 3:3] 1821 2011 6.68 308.15
MBCEPe 3:3| 1601 2726 1.40 64.42
BBPa 3:3| 2674 3903 2.17 100.00
Tabela 11.1: Resultados comparativos dos métodos MEEE, MEEBB, MEEBC, MBCE e

PPGEE

BB para um problema PMEQC, dimensao 3.

Moura Jr., A. S. (2008)



11.2 Problema MNIP Escalar Quasi-Convexo

223

Algoritmos z:n | Acessos | Céalculos | Tempo | 100 x (T'empo)/
f(x) Qi1 Total (Tempo BB)
MEEBBYP | 1:4 ] 1469 8977 2.95 149.89
MEEBC*’ | 1:4 | 2784 11735 4.93 250.21
MBCEP 1:4 ] 1090 760 0.94 47.89
BBP 1:4] 2785 2578 1.97 100.00
MEEBBP® | 1: 4 263 1392 2.56 93.92
MEEBCP® | 1: 4 851 916 247 90.81
MBCEP® 1:4] 1552 1306 1.31 48.05
BB 1:4| 3933 2869 2.72 100.00
MEEBB*P | 2: 4| 3791 17856 6.05 187.59
MEEBC™ | 24| 4734 14710 6.88 213.32
MBCE*"P 2:4| 1754 2997 1.77 54.92
BBP 2:4| 3717 5814 3.22 100.00
MEEBBP* | 2: 4 714 2721 7.24 133.11
MEEBCP* | 2: 4| 1684 1912 4.87 89.52
MBCEP® 2:4| 3101 3058 2.49 45.84
BBPe 2:4| 7453 6279 5.44 100.00
MEEBBYP | 3.4 | 4027 15934 6.58 149.91
MEEBC*’ | 3: 4| 4359 12842 6.57 149.74
MBCE"P 3:4 | 2472 5099 2.59 59.10
BBP 3:4 | 4367 7344 4.39 100.00
MEEBBP* | 3:4 | 1273 3994 12.15 138.42
MEEBCP® | 3: 4| 2536 2559 6.74 76.81
MBCE"® 3:4| 5782 7016 4.82 54.94
BBPe 3:4 | 11287 11460 8.78 100.00
MEEE 4:4] 1673 1261 | 32.04 515.26
MEEBB*P | 4: 4| 5862 19158 9.25 148.75
MEEBC™’ | 4: 4| 5746 18406 8.39 134.85
MBCEP 4:4 | 4819 8908 4.86 78.17
BBP 4:4 | 6031 9735 6.22 100.00
MEEBBP® | 4.4 ] 2712 7294 19.83 128.33
MEEBCP® | 4: 4| 1767 1804 9.04 58.52
MBCEP® 44| 11522 17167 10.25 66.35
BBPe 4:4 | 18375 24973 15.45 100.00
Tabela 11.2: Resultados comparativos dos métodos MEEE, MEEBB, MEEBC, MBCE e

PPGEE

BB para um problema PMEQC, dimensao 4.

Moura Jr., A. S. (2008)
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Algoritmos z: n | Acessos | Calculos | Tempo | 100 * (Tempo)/
f(x) Qr+1 Total (Tempo BB)
MEEBB™P [ 1:5] 4536 16441 7.23 261.20
MEEBCIP [ 1:5]| 4116 15895 6.72 242.91
MBCELP 1:5] 1909 2131 1.81 65.33
BBLD 1:5] 3095 4139 2.77 100.00
MEEBBP* [ 1:5 668 2001 4.94 141.97
MEEBCP* | 1:5 668 2041 4.84 139.09
MBCEPa 1:5] 2855 2138 2.27 65.12
BBPDa 1:5] 4891 3203 3.48 100.00
MEEBBIP [ 2.5 7526 29699 12.32 246.92
MEEBCTP | 2.5 7723 28424 11.94 239.31
MBCELD 2:5] 2798 6417 3.37 67.55
BBLD 2:5] 3549 9743 4.99 100.00
MEEBBP* 2.5 1649 4762 10.73 193.60
MEEBCP® | 2.5 | 1442 4418 10.50 189.45
MBCEPe 2.5 | 4882 4570 4.06 73.24
BBDa 2:5] 6925 6039 5.54 100.00
MEEBBTP [ 3.5 11098 43095 17.79 253.91
MEEBCIP | 3.5 | 13655 48952 20.68 295.07
MBCELP 3:5| 3156 11417 4.77 68.02
BBLD 3:5| 4100 15833 7.01 100.00
MEEBBP* [ 3.5 2563 6823 21.07 242.44
MEEBCP® | 3.5 2527 6764 22.74 261.74
MBCEP® 3:5] 6829 7884 6.10 70.19
BBDa 3:5 | 10264 10081 8.69 100.00
MEEBBIP [ 4.5 13436 52392 23.94 251.23
MEEBCTP | 4.5 | 13689 53204 24.23 254.30
MBCELP | 4.5 4033 14477 6.38 66.96
BBLD 4:5 | 4730 20154 9.53 100.00
MEEBBPe | 4:5| 5101 12227 40.32 293.27
MEEBCP® | 4.5 6654 11347 | 39.33 286.04
MBCEPe 4:5 ] 10261 14291 9.83 71.48
BBDa 4:5 | 15673 16939 13.75 100.00
MEEE 5:5 ] 26951 1725 | 866.87 8898.13
MEEBBMP [ 5.5 16798 64222 30.56 313.68
MEEBCTP | 5.5 | 17041 64562 30.66 314.69
MBCELD 5:5 ] 4290 14592 6.65 68.31
BBLD 5:5 | 4835 20620 9.74 100.00
MEEBBP* 5.5 7015 16237 | 49.05 258.92
MEEBCP® | 5:5 | 6947 11339 41.55 219.34
MBCEPe 5:5 | 11449 16283 11.03 58.19
BBDa 5:5 ] 21376 24853 18.95 100.00

Tabela 11.3: Resultados comparativos dos métodos MEEE, MEEBB, MEEBC, MBCE e

PPGEE

Moura Jr., A. S. (2008)

BB para um problema PMEQC, dimensao 5.
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As tabelas 11.1, 11.2 e 11.3 mostram que os métodos baseados em enumeracao nao
apresentaram resultados superiores aos alcancados com o algoritmo Branch-and-Bound.
Como era esperado, vide secao 10.1, o método M EFEE apresentou um grande aumento
no tempo total de convergéncia a medida que a dimensao foi aumentada. Ja os métodos
MEEBB e M EFEBC apresentaram entre si resultados similares para os problemas, porém
quase sempre nao apresentaram resultados superiores aos alcancados com o algoritmo
Branch-and-Bound, tanto para a codificacao de Branch-and-Bound proposta por Land e
Doig quanto para a proposicao de Dakin. Este fato se deve primordialmente pelo lento
processo de compressao do elipséide na etapa final do algoritmo, até que um critério
de parada seja alcancado. Entretanto, a principal importancia destes métodos nao diz
respeito ao seu desempenho de tempo de convergéncia. Ela se deve a nova porta que estes
métodos abrem para a implementacao de um algoritmo que solucione problemas vetoriais
mistos discretos e continuos com funcoes quasi-convexas, de forma analoga aos métodos de
otimizagao vetorial para variaveis continuas apresentados em (Moura & Takahashi 2007).
Como observacao fundamental, as tabelas 11.1, 11.2 e 11.3 mostram o bom desempenho

do algoritmo M BC'E comparado a todos os demais métodos.
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Algoritmos | z : n | Acessos | Calculos | Tempo | 100 % (T'empo)/
f(x) Qi1 Total (Tempo BB)
MBCE*P | 1:8| 5592 6050 7.22 68.59
BBLP 1:8 | 11219 9455 10.52 100.00
MBCEP* [ 1:8| 9381 3926 8.20 57.57
BBPa 1:8 ] 19244 6657 14.25 100.00
MBCE | 3:8 | 15054 29849 21.71 83.09
BBLP 3:8 ] 21080 31490 26.13 100.00
MBCEP* | 3:8 | 37020 18876 31.56 63.61
BBPa 3:8 ] 59908 28058 49.61 100.00
MBCE*P | 5:8 | 38339 109688 | 70.49 91.49
BBLP 5: 8| 40849 118895 | 77.05 100.00
MBCEP* | 5:8 | 108770 | 76871 105.40 91.20
BBPa 5: 8 | 120961 82925 | 115.57 100.00
MBCE™P | 7:8 | 135551 | 450781 | 260.91 84.87
BBLP 7:8 | 153107 | 428537 | 307.44 100.00
MBCEP* | 7:8 | 381299 | 415929 | 426.35 82.72
BBPa 7: 8| 491778 | 457528 | 515.40 100.00
MBCE™ | 8: 8| 148877 | 459648 | 280.97 82.41
BBLP 8: 8 | 165385 | 487695 | 340.93 100.00
MBCEP® | 8: 8 | 494146 | 544825 | 537.29 72.48
BBPa 8: 8 | 727982 | 753416 | 741.31 100.00

Tabela 11.4: Resultados comparativos dos métodos M BC'E e BB para um problema PMEQC,
dimensao 8.

Para melhor analisar o desempenho do algoritmo M BCE em relagao ao algoritmo
Branch-and-Bound, novos testes foram realizados. As tabelas 11.4 e 11.5 confirmam os
bons resultados obtidos com o algoritmo M BCE em comparagao ao algoritmo Branch-
and-Bound.
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Algoritmos | z : n | Acessos | Calculos | Tempo | 100 % (T'empo)/
f(x) Qi1 Total (Tempo BB)
MBCE*P [ 1:9| 8381 7347 10.56 69.63
BBLP 1:9 | 16055 11931 15.17 100.00
MBCEP* [ 1:9| 13391 4640 11.98 56.27
BBPa 1:9 | 28109 8370 21.28 100.00
MBCE*P | 3:9 | 20503 39943 31.32 90.70
BBLP 3:9 ] 29815 36125 34.53 100.00
MBCEP* | 3:9 | 44355 17935 37.54 52.70
BBPa 3:9 ] 85021 34074 71.23 100.00
MBCE*P | 5:9 | 48870 119267 | 84.12 91.57
BBLP 5:9 | 55388 118173 | 91.86 100.00
MBCEP* | 5:9 | 128885 69519 118.53 76.62
BBPa 5:9 | 170528 | 87235 | 154.71 100.00
MBCE™ | 7: 9| 90458 | 378174 [ 219.29 89.12
BBLP 7:9] 95121 434602 | 246.05 100.00
MBCEP* | 7:9 | 335601 | 275663 | 352.95 89.32
BBPa 7:9 | 382187 | 301498 | 395.15 100.00
MBCE™P [ 9:9 | 112481 | 469341 | 279.95 88.53
BBIP 9:9 | 114402 | 559928 | 316.22 100.00
MBCEP* | 9:9 | 537762 | 533791 | 565.32 86.99
BBPa 9:9 ] 623761 | 588149 | 649.90 100.00

Tabela 11.5: Resultados comparativos dos métodos M BC'E e BB para um problema PMEQC,
dimensao 9.

Os resultados obtidos para todos os casos testados para o método M BC'E sao mostra-
dos nas figuras 11.2, 11.3, e 11.4. Na figura 11.2 um resultado comparativo dos parametros
Acessos f(x), Cadlculos Q1 e Tempo Total é apresentado como valor percentual, onde
os valores obtidos com o algoritmo Branch-and-Bound sao utilizados como valores base
para este calculo. A razao para o uso dos valores em percentuais nao se deve apenas ao
fato de todos os valores serem apresentados com referéncia ao mesmo eixo do grafico. A
razao também se deve a necessidade de se calcular um tnico valor representativo para
cada dimensao. As linhas de valores do grafico sao geradas dividindo-se os resultados
do algoritmo M BCFE pelos resultados do algoritmo Branch-and-Bound para a mesma

codificacao, Dakin ou Land and Doig.
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Problema PMEQC, m < n

160
~B- 100*(Tempo MBCEP?)/(Tempo BEP?)
~£— 100*(Acessos f(x) MBCEP?)/(Acessos f(x) BBP?)
~>- 100*(Calculos Qk+1 MBCEP?)/(Calculos Qk+1 BBP?)
140+ -6~ 100*(Tempo MBCE-P)/(Tempo BB-P)
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Figura 11.2: Resultados percentuais de Tempo, Acessos f(x) e Calculos Qpy1: MBCEMP x

PPGEE

BB'P x MBCEP® x BBP¥ para problemas PMEQC.
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Os valores percentuais de Acessos f(x) e Tempo Total permaneceram quase sempre
abaixo de 90%, o que representa um consideravel ganho obtido pelo algoritmo M ECB
proposto. Todavia observa-se uma tendéncia de redugao dos ganhos a4 medida que a dimen-
sao aumenta, o que pode significar que este ganho poderd desaparecer para problemas de
grande dimensao. Uma vez que o método Elipsoidal perde eficiéncia concomitantemente
ao aumento da dimensao do problema, este comportamento é de certa forma esperado.
O Teorema 8 (pagina 206) define uma distancia A que deve estar compreendida no in-
tervalo (—%, 1] para que seja criado um corte eficiente. Como este intervalo se contrai
quando do aumento da dimensao do problema o nimero de cortes capazes de reduzir o
elipsoide corrente diminui simultaneamente ao aumento da dimensao. Conseqiientemente,
este fato pode reduzir a eficiéncia do método de Branch-and-Cut aqui proposto para di-
mensoes elevadas. O parametro Cdlculos (Qx1 demonstra que o tempo total do método
Branch-and-Cut foi inferior ao total do método Branch-and-Bound mesmo quando o al-
goritmo M BCE despendeu mais esfor¢co computacional por calcular um maior ntimero

de elipsoides.

A figura 11.3 e a figura 11.4 ilustram o crescimento exponencial do esfor¢o computa-
cional para resolver os problemas PMEQC com o aumento da dimensao e do ntimero de
variaveis inteiras, nas subfiguras 11.3.a e 11.4.a. Como pode ser observado, o tempo total
para convergéncia aumenta de forma exponencial em funcao da dimensao do problema
independentemente do ntimero de variaveis inteiras z existentes. Em funcao do tempo
total para convergéncia aumentar exponencialmente e do valor percentual do tempo total
tender para 100%, a diferenca em segundos dos resultados do tempo total de convergéncia,
(ATempo = Tempo Total BB - Tempo Total M BEC'), é mostrada nas subfiguras 11.3.b
e 11.4.b. Este resultado é particularmente interessante, uma vez que os graficos mostram
a mesma tendéncia de comportamento exponencial para ATempo. Conseqiientemente,
isto permite a interpretacao de que o método de Branch-and-Cut aqui proposto pode ser

considerado eficiente quando comparado com o método de Branch-and-Bound.

J& a figura 11.5 mostra a contracao do volume do elipsoide corrente utilizado para o
céalculo dos problemas obtidos por relaxacao das varidveis, durante o processo de Branch-
and-Cut para os algoritmos M BCEP* ¢ MBCE*P. Considerou-se como base para o
volume do elipsoéide corrente o determinante da matriz ). Para um problema PMEQC
especifico, no qual a dimensao é n = 4 e o nimero de varidveis inteiras z = 3, o algoritmo
Branch-and-Cut baseado na proposicao de Dakin produziu uma contracao mais eficiente
do volume do elipsbide corrente. Este fato também contribuiu para reduzir o niimero de
problemas obtidos por relaxacao das variaveis que foram avaliados. Isto pode ser afirmado

uma vez que a linha do grafico para o algoritmo M BCEP? ¢ a menos extensa.
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Problema PMEQC, MBCEP?

Tempo total [seg]

. o 0 o0
Variaveis Inteiras: m Dimens&o: n

a) Tempo total para M BCEPe.

Problema PMEQC, (Tempo Total BB - Tempo Total MBCE?)

A Tempo [seg]

Variaveis Inteiras: m

Dimenséo: n

b) A Tempo total para M BCEP* e BBP4,

Figura 11.3: Resultados dos problemas PMEQC para BBP? e M BCEP?: ntmero de variaveis
inteiras z x dimensao n.
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Problema PMEQC, MBCE-P
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b) A tempo total para M BOCELP e BBLP.

Figura 11.4: Resultados dos problemas PMEQC para BBYP ¢ MBCE™P: ntimero de variaveis
inteiras z x dimensao n.
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Volume do elipséide

10

Numero de avaliagdes dos problemas obtidos por relaxamento das variaveis

%10 Contragao do volume do elipséide corrente para um problema PMEQC
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Figura 11.5: Contracao do volume do elipséide para os algoritmos M BCEP* e MBCEP, di-

PPGEE

mensaon =4 e z = 3.
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11.2.2 Problema Binario para Processo Quimico de Sintetizacao

Dois problemas referentes ao processo quimico de sintetizagao (Duran & Grossmann 1986)
sao representados por (11.3) e (11.4). Estes problemas representam a classe de problemas
binarios escalares quasi-convexos, PBEQC, apesar do fato dos problemas serem realmente
pseudo-convexos. O objetivo da utilizagao destes problemas como teste se deve nao apenas
ao fato de se tratarem de casos reais, mas também por serem problemas binarios, os quais
teoricamente constituem a classe de problemas mais dificeis de serem solucionados pelos

métodos propostos com ganhos de desempenho.

11.2.2.1 Processo de Sintetizacao 1

O primeiro problema associado a um processo quimico de sintetizacao é apresentado a

seguir:
min f(x) = 5x(1) + 6x(2) + 8x(3) + 10x(4) — 18In(x(5) + 1) +
—7x(6) — 19.2In(x(4) — x(5) + 1) + 10 (11.3)
sa. Q={g(x)<0|x(1:3)€{0,1}’ex(4:6) € R}
(gl(x) = —0.8In(x(5) + 1) — 0.96In(x(4) — x(5) + 1) + 0.8x(6) < 0
go(x) = —=In(x(5) + 1) = 1.2 x In(x(4) —x(5) + 1) + x(6) + 2% x(3) =2 <0
g3(x) :=x(5) —x(4) <0
o(x) 2 ga(x) :=x(5) —2x(1) <0
g5(x) :==x(4) —x(5) —2x(2) <0
gs(x) :==x(1)+x(2) <1
goti = —x(1) <0|i=1,...,6
| G12+4i = x(1)—1<0]i=1,2,3

O elipsoide inicial Ej foi definido de modo a garantir que Ey D (). Deve-se registrar
que o hipercubo C neste caso ¢ um hiperparalelepipedo de lado lado® igual a 10 para
as variaveis continuas e lado® igual a 1 para as variaveis inteiras. A solucdo 6tima é
previamente conhecida como x** = [0 1 0 1.30097 0 1]7. A precisio utilizada para
determinar que um valor é considerado como inteiro |x(i) — (x(7))| foi definida como 1075.

A tabela 11.6 exibe os resultados para o problema de sintetizagao 1 alcancados pelos
algoritmos BBP*, BB*P, M BCEP®, and MBCE*. Em acréscimo aos parametros ja

utilizados para a medi¢do de desempenho, um novo parametro Af/f(x**) foi incluido.
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Este parametro representa o valor médio do erro entre a diferenca da solucao 6tima
conhecida x** e da solucao obtida pela execucao de cada algoritmo dividida pelo valor da

solugao 6tima conhecida x**.

Algoritmos | z : n | Acessos | Calculos | Tempo | 100 x (T'empo)/ | Af/
f(x) | Qrq | Total | (TempoBB) | f(x*)
MBCE® | 3:6| 17218 0217 4.63 96.92 7.8e-006
BBP 3:6 | 17776 5686 4.78 100.00 7.7e-006
MBCEP* | 3:6 | 17373 2379 4.72 97.42 8.1e-006
BBP® 3:6 | 17707 5699 4.85 100.00 7.7e-006

Tabela 11.6: Resultados do problema de sintetizacao 1.

Os resultados para este teste indicam uma pequena diferenca em favor dos métodos
propostos, para um mesmo patamar de erro Af/f(x**) alcangado. A principal razdo para
a pequena melhora estd no fato de existirem poucos cortes eficientes gerados durante o
processo de convergéncia. Uma vez que o problema ¢é bindrio, nao hd muitas oportunidades
para encontrar diferentes pontos associados ao LSC e solugoes infactiveis de subproble-
mas, os quais poderiam ser utilizados para gerar cortes eficientes. Este resultado ¢ uma
indicagao preliminar de que o algoritmo M BC'E perde eficiéncia para problemas binérios,

entretanto o método permanece como uma alternativa véalida para a solucao de problemas

PBEQC.

11.2.2.2 Processo de Sintetizagao 2

O segundo problema associado a um processo quimico de sintetizacao é apresentado a

seguir:

min f(x) = 5x(1) 4+ 8x(2) + 6x(3) + 10x(4) + 6x(5)+
—10x(6) — 15x(7) + 15x(8) + 5x(9) — 15x(10) — 20x(11) (11.4)

s.a. Q={g(x) <0|x(1:5)€{0,1}’ ex(6:11) € RS}
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(

—In(x(8) +x(9)+1) <0
(6) —x(7) —x(10) +x(9) 4 2x(11) < 0
(6) — x(7) — 0.75x(10) + x(8) + 2x(11) < 0
x(10) —x(11) <0
2x(10) — x(8) — 2x(11) < 0
—0.5x(8) + x(9) < 0
0.2x(8) — x(9) <0
e —10x(1) <0

ex(M/12 _10x(2) <0
Q £ ¢ 1.25x(10) — 10x(8) < 0
—2x(8) 4 2x(11) — 10x(5) < 0
x(1)4+x(2) —1=0
x(4) +x(5)—1<0

—X
—X

Similarmente ao realizado para o problema 1, o elipsbide inicial Ej foi definido de
modo a garantir que Ey D 2. Novamente deve-se registrar que o hipercubo C neste caso
¢ um hiperparalelepipedo de lado lado® igual a 10 para as varidveis continuas e lado®
igual a 1 para as varidveis inteiras. A solucao 6tima é previamente conhecida como
x*=[01110020.6520 0.3260 1.0784 1.0784]". A precisdo utilizada para determinar

que um valor é considerado como inteiro |x(i) — (x(2))| foi definida como 107°.

A tabela 11.7 exibe os resultados para o problema de sintetizacao 2 alcancados pe-
los algoritmos BBP¢, BB*P M BCEP?®, and MBCE". Ressalta-se que o novo novo

parametro de avaliacdo de desempenho Af/f(x**) também foi incluido.

Novamente os resultados para este teste indicam uma pequena diferenca em favor dos
métodos propostos, para um mesmo patamar de erro Af/f(x**) alcangado. Todavia, o

método permanece como uma alternativa valida para a solucao de problemas PBEQC.
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Algoritmos z:n | Acessos | Calculos | Tempo | 100 % (Tempo)/ | Af/
fx) | Qe | Total | (TempoBB) | f(x)
MBCE*P | 5: 10| 158026 | 31573 38.29 99.07 3.2e-006
BBLP 5 : 10 | 159178 | 32967 38.65 100.00 3e-006
MBCEP* | 5: 10 | 154205 | 34070 39.04 99.50 1.9e-005
BBPa 510 | 153847 | 35260 39.24 100.00 1.9e-005

Tabela 11.7: Resultados do problema de sintetizacao 2.

11.3 Problema MNIP Escalar Convexo

Em funcao dos resultados obtidos para os problemas quasi-convexos, os métodos propostos
foram também avaliados quanto ao seu desempenho para a solucao de problemas convexos.
O problema misto discreto e continuo, escalar e convexo ¢ aqui denominado PMEC e
representado por (11.5). Todas as variaveis sao restritas ao hipercubo C C R e canto
inferior esquerdo no ponto {0,...,0} € R™ Nenhuma regra de restri¢cio de igualdade

secundaria foi necessaria para os problemas PMEQC.

min f(x) = maz({(x — Sij)T(Qj)_l(x -xX))ji=1....,n (11.5)

sa.Q={g(x)<0|x(1:2) el ex(z+1:24+d) e R|n=d+ 2}

g(x) = (x—%)7(Q) Y x—%) |i=1,...,n+1
9(%X) = Girn1(x) = —x(i) |i=1,...,n

Givons1(X) = x(i) —lado® |i=1,...,n

na qual, X; e X; € C, Qj e QvZ € R™"™ sao matrizes simétricas definidas positivas. Os cen-
tros X; e X; dos elipsoides sao gerados de forma aleatéria. As matrizes Qj sao construidas
com autovalores aleatorios. As matrizes QZ sao construidas com autovalores aleatorios de
modo a garantir que (El N...E, 1 NI%) # 0, onde E; representa o elipsoide definido pelo
centro X; e pela matriz Ql

Similar ao definido para os problemas quasi-convexos, o elipsoide inicial Ej foi definido
como a hiperesfera que contém C. A precisao utilizada para determinar que um valor é
considerado como inteiro |x(7) — (x(i)}| foi definida como 107°.

Para criar as tabelas e graficos de resultados, os problemas PMEC foram gerados para
dimensées do intervalo n = [3,11]. Para cada problema de uma determinada dimensao
foram testados até 5 diferentes valores do ntimero de variaveis inteiras, iniciando-se com
o valor de z = 1 e terminando com z = n, o que determina um problema puramente

discreto.
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Algoritmos | z : n | Acessos | Calculos | Tempo | 100 % (T'empo)/
f(x) Qi1 Total (Tempo BB)
MBCE* [ 1:5 1475 3852 2.00 56.48
BBLP 1:5 ] 3456 5942 3.54 100.00
MBCEP* [ 1:5 1943 3169 2.15 59.99
BBPa 1:5 ] 3797 4810 3.58 100.00
MBCE*P | 2: 5| 2155 8308 3.54 53.77
BBLP 2:5 | 6458 10996 6.59 100.00
MBCEP* | 2: 5| 3355 5819 3.66 43.02
BBPa 2:5 ] 9050 11328 8.51 100.00
MBCE*P | 3:5| 3368 12295 5.16 54.10
BBLP 3:95 | 9684 16227 9.53 100.00
MBCEP* | 3:5| 6608 10250 6.67 41.48
BBPa 3:5 | 18046 20891 16.09 100.00
MBCE™P | 4:5 | 5478 17613 8.26 60.16
BBLP 4:5 | 14194 21295 13.73 100.00
MBCEP® | 4: 5| 14174 19944 13.22 47.84
BBPa 4:5 | 32848 36826 27.63 100.00
MBCE*P | 5:5| 5607 18977 8.65 58.17
BBLP 5:5 | 15409 23188 14.87 100.00
MBCEP* | 5:5 | 18149 25014 16.34 43.22
BBPa 5: 5 | 47349 49981 37.82 100.00

Tabela 11.8: Resultados comparativos dos métodos M BCE e BB para um problema PMEC,

PPGEE

dimensao 5.
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As tabelas 11.8, 11.9 e 11.10 exibem os resultados obtidos pelo método M BC'E em

comparacao ao algoritmo Branch-and-Bound, tanto para a codificacao de Branch-and-

Bound proposta por Land e Doig quanto para a proposicao de Dakin. Tal como ocorrido

para os problemas quasi-convexos, observa-se claramente que o algoritmo M BCFE apre-

sentou sempre os melhores resultados.

Algoritmos | z : n | Acessos | Célculos | Tempo | 100 % (T'empo)/
f(x) Qi1 Total (Tempo BB)
MBCE*P | 1: 7| 2346 9660 5.52 71.36
BBLP 1:71] 5713 10678 7.73 100.00
MBCEP* [ 1: 7| 3491 5136 4.56 59.16
BBPa 1:7 ] 7273 7458 7.71 100.00
MBCEM | 2: 7] 4213 19062 10.10 62.45
BBLP 27| 12239 22657 16.18 100.00
MBCEP* | 2: 7| 6782 10977 9.03 47.40
BBPa 2:7 | 18490 18461 19.05 100.00
MBCE* | 3:7| 6344 29403 15.13 59.51
BBLP 3:7 | 19474 35841 25.43 100.00
MBCEP® [ 3: 7| 12037 18361 15.19 42.27
BBPa 3:7 | 36232 34843 35.93 100.00
MBCE | 4: 7| 12904 47599 24.99 66.03
BBLP 4.7 | 30469 54364 37.85 100.00
MBCEP* | 4: 7| 23803 32954 27.52 45.97
BBPa 4:7 | 63102 58450 29.87 100.00
MBCE | 7: 7| 47774 109072 | 61.21 60.66
BBLP 77| 87255 133663 | 100.91 100.00
MBCEP* | 7: 7| 114361 | 120779 | 97.47 48.37
BBPa 77| 246861 | 205611 | 201.53 100.00

Tabela 11.9: Resultados comparativos dos métodos M BCE e BB para um problema PMEC,

PPGEE

dimensao 7.
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Algoritmos | z : n | Acessos | Calculos | Tempo | 100 % (T'empo)/
f(x) Qi1 Total (Tempo BB)
MBCE* [ 1:9 | 3481 14985 8.89 65.82
BBLP 1:9 | 8218 16047 13.50 100.00
MBCEP* [ 1:9| 5026 7588 7.35 60.87
BBPa 1:9 9638 10860 12.08 100.00
MBCE™ | 3:9 | 10554 56647 30.72 64.59
BBLP 3:9 | 27035 62343 47.56 100.00
MBCEP* | 3:9 | 22249 30306 28.99 43.42
BBPa 3:9 | 59768 07184 66.77 100.00
MBCE | 5:9 | 19194 96441 52.10 63.59
BBLP 5:9 | 45172 112757 | 81.93 100.00
MBCEP* | 5:9 | 49862 57355 58.05 39.37
BBPa 5: 9| 139440 | 119992 | 147.46 100.00
MBCE* | 7:9 | 64071 284864 | 150.11 65.74
BBLP 7:9 | 151077 | 307268 | 228.35 100.00
MBCEP* | 7:9 | 157071 | 193837 | 186.20 49.19
BBPa 7:9 ] 370560 | 309877 | 378.51 100.00
MBCE™ [ 9: 9| 64544 298585 | 158.12 62.10
BBLP 9:9 | 165758 | 335799 | 254.61 100.00
MBCEP® | 9: 9| 184945 | 233147 | 215.62 34.33
BBPa 9:9 ] 670569 | 511411 | 628.15 100.00

Tabela 11.10: Resultados comparativos dos métodos M BCE e BB para um problema PMEC,
dimensao 9.

Os resultados obtidos para todos os casos testados para o método M BC'E sao exibidos
nas figuras 11.6, 11.7, e 11.8, de forma analoga ao apresentado para os problemas quasi-

convexos.

Os valores percentuais de Acessos f(x) e Tempo Total foram superiores aos apresen-
tados na figura 11.2 para o caso de problemas PMEQC e permaneceram quase sempre
abaixo de 75%. Todavia a mesma tendéncia de redugdo dos ganhos & medida que a
dimensao aumenta é observada. Esta tendéncia mantém aberto o questionamento do

desempenho do método M BC'E para problemas de dimensao elevada.
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Problema PMECN, m < n
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b) Problema discreto convexo.

Figura 11.6: Resultados percentuais de Tempo, Acessos f(x) e Calculos Qpy1: MBCEMP x
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BBP x MBCEP® x BBPT para problemas PMEC.
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Problema PMECN, MBCE-?
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Figura 11.8: Resultados dos problemas PMEC para BB e MBCE"P: ntumero de variaveis
inteiras z x dimensao n.
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A figura 11.7 e a figura 11.8 ilustram o crescimento exponencial do esfor¢o computa-
cional para resolver os problemas PMEC com o aumento da dimensao e do nimero de
variaveis inteiras, nas subfiguras 11.7.a e 11.8.a. J& as subfiguras 11.7.b e 11.8.b. mostram
que, para os casos testados, a diferenca de tempo de convergéncia total entre os algoritmos
propostos e o algoritmo Branch-and-Bound também exibe a mesma tendéncia de compor-
tamento exponencial para ATempo. Conseqiientemente, isto permite a interpretacao de
que o método de Branch-and-Cut aqui proposto possa ser considerado eficiente quando

comparado com o método de Branch-and-Bound para a solucao de problemas PMEC.

11.4 Avaliacao da Utilizagcao de Informacoes Histoéricas
no Algoritmo M BCFE

Tal como informado no inicio deste capitulo, o proposto algoritmo M BCEFE utilizou o
algoritmo M PESC' para a solucao dos problemas obtidos por relaxagao das varidveis
inteiras. O algoritmo M PESC' também foi utilizado em conjunto com o algoritmo de
referéncia de desempenho Branch-and-Bound. Desta feita, foi possivel realizar a analise
das proposicoes aqui apresentadas sem que o método que solucionava o problema relaxado
influenciasse positivamente ou negativamente no resultado global dos testes realizados.

Entretanto, uma vez concluida a andlise dos resultados obtidos para os algoritmos
Branch-and-Bound e M BC'E associados ao algoritmo M PESC, inevitavelmente surge
a pergunta de como seriam os resultados do algoritmo M BCE quando da utilizagao do
proposto algoritmo HISPE, apresentado na secao 6.2, para a solucao dos problemas
relaxados e para a obtencao de cortes eficientes. FEsta pergunta é inevitavel dados os
bons resultados do algoritmo HISPFE obtidos na segao 7?7, em funcao da utilizacao de
informacoes historicas para a reducao da regiao de interesse de busca que deve conter a
solucao.

Para criar as tabelas de resultados 11.11 e 11.12 desta anélise, o problema PREQC re-
presentado por (??) foi parametrizado com os mesmos parametros gerados aleatoriamente
propostos na secao ?7?7. Os resultados sao apresentados para o algoritmo de referéncia de
desempenho Branch-and-Bound e para o algoritmo proposto M BC'E, ambos utilizando
o algoritmo M PESC para a solucao dos problemas relaxados, bem como para a confi-
guragao do algoritmo proposto M BC' Eyspr, 0 qual utilizou o algoritmo HISPFE com a
heuristica do parametro de busca historica 7 = 3n para a solucao dos problemas relaxa-
dos. As informacoes histéricas também foram utilizadas pela configuracao do algoritmo
proposto M BC Eyrspr para gerar cortes eficientes, vide o Teorema 8, de modo a reduzir o

volume do elips6ide inicial dos problemas relaxados. Os problemas PREQC foram gerados
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para as dimensoes n = {8,9}.

Algorithm ni : n | Acessos
f(x)
BBIP 1:8 11219
MBCE*P 1:8 5592
MBCE# spp | 1:8 1566
BBPa 1:8 19244
MBCEP® 1:8 9381
MBCE{$spp | 1:8 9319
BB'P 3:8 | 21080
MBCEP 3:8 | 15054
MBCEED. .. | 3:8 | 4419
BBPa 3:8 | 59908
MBCEP 3:8 | 37020
MBCERpp | 3:8 | 38901
BBLP 5:8 | 40849
MBCE*P 5:8 | 38339
MBCEEYcpp | 5:8 | 14081
BBPa 5: 8 | 120961
MBCEP® 5:8 | 108770
MBCERtspp | 5:8 | 95218
BBLP 7:8 | 153107
MBCE*P 7:8 | 135551
MBCE# spp | 7:8 | 98716
BBPa 7:8 | 491778
MBCEP® 7:8 | 381299
MBCERSspp | 7:8 | 372816
BBYP 8:8 | 165385
MBCE*®P 8: 8 | 148877
MBCEED. .. | 8:8 | 108223
BB 8:8 | 727982
MBCEPe 8: 8 | 494146
MBCERpp | 8: 8 | 488408

Tabela 11.11: Resultados comparativos dos métodos M BCEprsprp, M BCE e BB para um pro-
blema PMEQC, dimensao 8.
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Algorithm ni : n | Acessos
f(x)
BBLP 1:9 | 16055
MBCEP 1:9 8381
MBCER cpp | 1:9 1840
BBPe 1:9 | 28109
MBCEP 1:9 | 13391
MBCERe.,, | 1:9 | 12018
BBP 3:9 | 29815
MBCEP 3:9 | 20503
MBCER spp | 3:9 5315
BBPe 3:9 | 85021
MBCEP 3:9 | 44355
MBCER%spp | 3:9 | 47165
BBMP 5:9 | 55388
MBCE"P 5:9 | 48870
MBCE#7spp | 5:9 | 15146
BBPe 5:9 | 170528
MBCEPe 5:9 | 128885
MBCEH4pr | 5:9 | 143157
BB'P 7:9 95121
MBCEP 7:9 | 90458
MBCEEY cpp | 7:9 | 39734
BBPe 7:9 | 382187
MBCEP 7:9 | 335601
MBCER}spp | 7:9 | 328987
BBLP 9:9 | 114402
MBCEP 9:9 | 112481
MBCEE cpp | 9:9 | 49979
BBPe 9:9 | 623761
MBCEP 9:9 | 537762
MBCERtspp | 9:9 | 487561

Tabela 11.12: Resultados comparativos dos métodos M BCEgrspr, MBCE ¢ BB para um pro-
blema PMEQC, dimensao 9.

Os resultados exibidos nas tabelas 11.11 e 11.12 confirmam a expectativa de que a
utilizacao do algoritmo proposto HISPE contribuiria para a aceleragao do processo de
convergéncia dos problemas relaxados e para a obtencao de cortes eficientes. Como pode
ser observado nas tabelas 11.11 e 11.12, a configuracao M BC' Eyrspr sempre encontrou
as solu¢oes utilizando um menor ntimero de chamadas da fung¢ao f(x). Por serem os pro-

blemas utilizados de baixa dimensao e definidos por equacoes analiticas, nao foi avaliado

PPGEE Moura Jr., A. S. (2008) UFMG



246 Resultados Computacionais para Problemas Discretos e Mistos

nesta anélise o parametro tempo total para convergéncia. Também nao foi analisado o
parametro calculos Q)x,1, dado que necessariamente o algoritmo HISPE executa mais
calculos do elipsodide Ej.; do que o algoritmo M PESC.

Dentre os resultados exibidos, destaca-se o melhor desempenho da codificacao proposta
por Land e Doig com a configuracaio M BC'Ey;spp. Para alguns problemas, a configu-
racdo M BC Eyspr reduziu em até 80% o numero de chamadas da funcao objetivo, em
comparacao a configuragcao M BCE e ao algoritmo Branch-and-Bound. Conseqiiente-
mente, é razoavel supor que em problemas com elevado EAIP o desempenho da configu-
racao M BCEygspr tornar-se-a substancialmente superior ao desempenho do algoritmo
Branch-and-Bound. Comparando-se a tabela 11.11 com a 11.12, outro ponto a se ressaltar
é que a diferenca percentual entre os resultados obtidos pela configuracao M BC Egrspe
e os resultados do algoritmo Branch-and-Bound aumentou com o aumento da dimensao
do problema, para os problemas testados. Este fato também corrobora a idéia de que, em
problemas com elevado EAIP, o desempenho da configuracao M BC'Eyspp tornar-se-a
substancialmente superior ao desempenho do algoritmo Branch-and-Bound.

Por fim, a implementacao proposta por Dakin com a configuracao M BCEy;spE, em-
bora tenha apresentado melhores resultados que os obtidos com a configuracao M BCE
e com o algoritmo Branch-and-Bound, nao apresentou ganhos tao relevantes. A principal
razao para este fato deve estar relacionada com a estrutura de criagao de desigualdades
do processo de branch. Diferentemente da proposicao de Land e Doig que fixa a varia-
vel inteira em um valor e reduz a dimensao do problema relaxado a ser solucionado, a
proposicao de Dakin apenas acrescenta uma desigualdade com o valor arredondado de
uma variavel inteira. Assim, a precisao que define se uma variavel é considerada inteira
ou nao pode determinar que uma variavel gere duas restri¢oes de desigualdades antes
que o valor da solucao para esta varidvel seja considerada inteira. Este fato certamente
aumentara o niumero de acessos a funcao f(x), tal como pode ser visto nas tabelas 11.11
e 11.12.

11.5 Conclusoes do Capitulo

Neste Capitulo foram apresentados os resultados obtidos mediante a aplicacao dos algorit-
mos que implementam familia dos métodos Flipsoidais e dos algoritmos utilizados como
referéncia para a avaliacao do desempenho associados a solucao dos problemas QCND
com variaveis inteiras e mistas inteiras e continuas.

Inicialmente, foi definida a classe de problemas PIELC para a analise da caracteristica

de convergéncia do algoritmo M EHC'. Os resultados exibidos na se¢ao 11.1 demonstraram
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que, embora o algoritmo M EHC seja capaz de resolver problemas PIELC, em funcao
dos erros inerentes ao processo de geragao de novas restricoes o algoritmo apresentou
problemas de convergéncia para dimensoes maiores que n = 4. Por conseqiiéncia, sua
utilizacao pratica se torna bem restrita.

Em continuidade aos testes, a classe de problemas PMEQC foi definida na secao
11.2.1. Os problemas PMEQC foram inicialmente utilizados para comparar os algoritmos
propostos MEEBB, MEEBC e M BCFE entre si, bem como compara-los ao algoritmo
BB utilizado como referéncia de desempenho. A partir dos resultados obtidos, pode ser
observado que todos os métodos propostos sao capazes de solucionar problemas PMEQC.
Todavia, apenas o método M BCE apresentou resultados superiores aos obtidos pelo
algoritmo BB, tanto para problemas puramente discretos quanto para problemas com
variaveis mistas inteiras e continuas. Estes resultados superiores ocorreram para ambas
as propostas de codificacao do algoritmo BB. Um resultado a ser ressaltado nestes testes
diz respeito ao comportamento exponencial apresentado pelo parametro de desempenho
ATempo = Tempo Total MBEC - Tempo Total BB com o aumento da dimensao dos
problemas testados.

Em seguida, a se¢ao 11.2.2 definiu o problema quimico de sintetizagao e apresentou os
resultados obtidos para dois casos existentes na literatura. Mesmo sendo estes problemas
referentes & classe de problemas binérios, o algoritmo M BCFE apresentou os melhores
resultados para o parametro tempo total para convergéncia.

Em continuidade, a secao 11.3 demonstrou os mesmos bons resultados apresentados
anteriormente para os problemas PMEQC agora para os problemas PMECD. Novamente,
o método M BCE apresentou resultados superiores aos obtidos pelo algoritmo BB em
todos os casos testados.

Por fim, a secao 11.4 analisou a influéncia da utilizacao do algoritmo HISPFE com a
heuristica do parametro de busca histérica 7 = 3n para a solugao dos problemas relaxa-
dos. Tal como era esperado, a configuracao do algoritmo M BC Eyspr, a qual utiliza o
algoritmo HISPE, apresentou os melhores resultados para os problemas PMEQC testa-
dos, com destaque para a implementacao do algoritmo pela proposicao de Land e Doig.
Também foi discutida a hipotese de que, em problemas com elevado EAIP, o desempenho
da configuracdo M BC' Eyspr tornar-se-a substancialmente superior ao desempenho do
algoritmo Branch-and-Bound.

No capitulo seguinte serao indicadas as conclusoes desta Tese, bem como recomendados

trabalhos futuros para a continuidade desta linha de pesquisa.
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Capitulo 12

Conclusoes e Trabalhos Futuros

12.1 Conclusoes

Esta Tese investigou a utilizacao da formulagao do poliedro de busca e a reutilizacao de
informacoes ja calculadas no decorrer da convergéncia de um algoritmo baseado em Elip-
soide para definir uma nova familia de métodos de otimizacao. Esta familia de métodos
¢ aqui denominada de familia dos métodos Poliedro-FElipsoidais. Os métodos Poliedro-
Elipsoidais propoem o armazenamento de informacoes calculadas durante as iteragoes, a
manipulagao destas informacoes e a construcao do poliedro de busca para acelerar o pro-
cesso de convergéncia. Como conseqiiéncia, embora obrigatoriamente ocorra o aumento do
ECAO, os métodos Poliedro-Elipsoidais pretendem reduzir o tempo total para a obtencao
da solugao de um problema, por meio da reducao do EAIP. Esta mesma proposicao é apli-
cada no contexto dos problemas discretos e mistos para a construcao de métodos baseados
em Flipsoide capazes de solucionar tais problemas e de acelerar a obtencao da solucao
dos mesmos.

As principais conclusoes aqui obtidas dizem respeito as sete teses formuladas na secao
1.3. Os capitulos 5 e 6 fundamentaram a familia dos métodos Poliedro-FElipsoidais que
sustentam a Tese "i1" e a Tese "i1", na medida que demonstram como construir regioes
de interesse de busca de menor volume do que as propostas na literatura atual e como
utilizar informacodes ja calculadas para obter uma redugao ainda maior desta regiao de
interesse de busca.

Quanto & proposi¢ao descrita na Tese "ii1", a implementacao dos algoritmos M PESC
e HISPFE descritos no capitulo 6.2 e a aplicacao destes algoritmos na solugao dos pro-
blemas descritos na secao 7.1 dao suporte a formulacao proposta. Os resultados dos pro-
blemas escalares expressos nas tabelas 77 a 77 mostram a concreta diminuicao da taxa

de reducao do volume e a drastica reducao do ntimero de acessos as func¢oes-objetivo e

251



252 Conclusoes e Trabalhos Futuros

funcoes-restricao dos problemas testados. De fato, estes resultados acabaram por ampliar
o conjunto de classes de problemas nos quais os métodos Poliedro-FElipsoidais poderao
apresentar menor tempo total para convergéncia, em comparacao aos algoritmos basea-
dos em Elipsoide existentes na literatura. Isto porque, inicialmente, acreditava-se que os
métodos Poliedro-Elipsoidais apresentariam desempenho superior apenas em problemas
com elevado EAIP. Como decorréncia da analise dos resultados obtidos no capitulo 7,
os métodos Poliedro-FElipsoidais constituem uma alternativa eficaz a utilizacao dos algo-
ritmos baseados em FElipsoide existentes na literatura, mesmo para problemas de baixa

dimensao e de baixo EAIP.

A implementacao dos algoritmos M PESC e HISPFE descritos no capitulo 6.2 e a

aplicacao destes algoritmos na solucao dos problemas descritos na secao 7.2 demonstram

n

a validade formulagao proposta na Tese "iv". Dentre os resultados apresentados, deve-se

ainda ressaltar trés pontos. O primeiro ponto diz respeito a obtencao de solucoes sempre

nao-dominadas pelos diferentes algoritmos propostos nos problemas PRVQC. O segundo

Vfi(z*) V fa(x*)
VA T VR

PRVQI. E o terceiro ponto é definido pela obtencao pelo algoritmo HISPE de solugoes

ponto se refere ao baixo erro resultante da soma || para os problemas

que dominaram as solucoes obtidas com a utilizacao de LMI.

A comprovacao da proposicao definida na Tese "v”, se da pela formalizacao no capitulo
4 da nova condicao necessaria e suficiente de infactibilidade e pela apresentacao dos resul-
tados obtidos na secao ?7. Particularmente, a tabela 7?7 exibe a capacidade do algoritmo
HISPE de identificar a factibilidade ou a infactibilidade de um problema.

Quanto & proposicao descrita na Tese "vi", esta é sustentada pelos métodos propostos
nos capitulos 8, 9 e 10 e pelos resultados apresentados no capitulo 11. Faz-se também
necessario registrar que em todos os testes realizados nas secoes 11.2.1 e 11.2.2 as solucoes
obtidas com os métodos propostos foram correspondentes as solugoes obtidas pelo método
de referéncia Branch —and— Bound. Este fato permite afirmar que os métodos propostos
sempre encontraram as solugoes 6timas para os problemas testados. Cabe ainda a obser-
vagao de que os métodos baseados em Flipsdide com enumeracao resultantes do estudo
da proposicao descrita na Tese "vi” poderao possibilitar a definicao de um algoritmo ca-
paz de solucionar problemas vetoriais quasi-convexos nao necessariamente diferenciaveis

e com variaveis mistas discretas e continuas.

Para a tltima proposicao, os fundamentos do método M BCE propostos na secao
10.3.2 e demonstrados no Teorema 8 (pagina 206) e no Teorema 9 (pagina 207) e no
Lema 8 (pagina 207) formalizam a proposigao descrita na Tese "vii”. Ainda mais, re-
sultados apresentados no capitulo 11 permitem inferir que o algoritmo M BCFE constitui

uma alternativa eficaz a utilizacao do algoritmo Branch — and — Bound para a solugao
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de problemas escalares quasi-convexos e com variaveis mistas discretas e continuas. Por
fim, pode-se ainda considerar que, mesmo para problemas de dimensao elevada, o método
M BCFE constituira uma alternativa eficaz ao algoritmo Branch — and — Bound por duas
razoes. Como caso geral, os resultados do algoritmo M BCFE tenderao a se aproximar
assintoticamente dos resultados do algoritmo Branch — and — Bound, dado que o au-
mento do niimero de pontos a serem enumerados no interior do elipséide fard com que o
ECAQO seja primordialmente definido pelo processo de ramificacao. Como este processo é
comum a ambos os algoritmos, o algoritmo M BC'E nao apresentara resultados inferiores
aos resultados do algoritmo Branch — and — Bound. Como caso particular, quando da
existéncia de cortes eficientes o algoritmo M BC'E sera capaz de reduzir consideravelmente
o volume do elipséide no qual os pontos discretos devem ser enumerados e isto produzira
resultados superiores aos resultados do algoritmo Branch —and — Bound. Este caso par-
ticular certamente ocorrera para problemas com regiao factivel muito menor que a regiao
de busca definida pelo elipsoide inicial. Nesta classe de problemas os intimeros pontos
infactiveis proporcionarao diversos cortes eficientes para a reducao do volume do elipsoide
inicial, o que, conseqiientemente, ocasionara a aceleracao da obtencao da solucao 6tima

dos problemas.

12.2 Questoes a Serem Respondidas por Trabalhos Fu-

turos

Embora esta Tese tenha buscado cobrir a maior parte das questoes relacionadas as
proposicoes descritas pelas Teses "i" a "vii", diversas questoes ainda permanecem para

serem respondidas por trabalhos futuros. Dentre elas se destacam:

a) Existird uma dimensao limite para a aplicagio dos algoritmos da familia de métodos

Poliedro-FElipsoidais em problemas prdaticos?

Embora teoricamente os métodos baseados em FElipsoide possam ser aplicados a
problemas de qualquer dimensao, a eficiéncia destes métodos claramente reduz com
o aumento da dimensao do problema. Mesmo restringindo a regiao de interesse
de busca, em funcao da utilizacao do poliedro de busca, a aplicagao prética dos
métodos Poliedro-Elipsoidais em problemas de dimensao elevada permanece como

uma questao ainda nao respondida.

b) Serd possivel sempre obter menores tempos totais de convergéncia em problemas es-

calares quasi-converos e nao necessariamente diferencidveis e com varidveis mistas
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bindrias e continuas, em comparacao aos tempos obtidos pelo algoritmo Branch-and-
Bound?

Mesmo sendo capazes de resolver problemas binarios, o método M EBC' acaba por
ter seu desempenho prejudicado pelo fato de existirem poucos cortes eficientes gera-
dos durante o processo de convergéncia. Logo, apesar dos resultados apresentados
na secao 11.2.2, a garantia de obtencao de melhores resultados em comparacao com

os resultados do algoritmo Branch-and-Bound permanece uma questao em aberto.

c) Serd possivel definir um algoritmo baseado em Elipsdide capaz de solucionar problemas

vetoriais quasi-converos e com varidvers mistas discretas e continuas com garantia

de convergéncia global?

A idéia de fundamentar um algoritmo baseado em FElipsdide capaz de solucionar pro-
blemas vetoriais quasi-convexos e com varidveis mistas discretas e continuas parece
ser uma extensao quase imediata da uniao das proposicoes apresentadas nos capitu-

los 5 e 10. Todavia, a garantia de convergéncia global ainda precisa ser demonstrada.

d) Serd possivel definir o valor do pardmetro T que produz o menor tempo total de con-

vergéncia para um problema com base apenas nas informacoes deste problema, tais

como dimensao e tempo para avaliacao das fungoes-objetivo e fungoes-restricao?

Para os problemas testados na secao 7.1, foi realizado o estudo da influéncia do
parametro 7 no tempo total para a obtencao da solucao. Embora este estudo tenha
proposto a heuristica de se definir 7 ~ 3n, a definicao do valor de 7 baseado apenas
nos parametros que definem o EAIP seria mais precisa. Assim, esta permanece

sendo uma questao a ser respondida.

e) Serd possivel aplicar o conceito do poliedro de busca a métodos de Pontos Interiores?

PPGEE

Os métodos de Pontos Interiores e suas variacoes tém sido amplamente estudados
nos ultimos anos. Dado que estes métodos apresentam similaridades com alguns
conceitos dos métodos FElipsoidais, é razoavel supor que o conceito do poliedro de
busca poderia ser adaptado para este método. Isto cria mais uma questao a ser

respondida.
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Apéndice A

A funcdo de fatorizagdo ud(M) utilizada para a estabilizacdo numérica do calculo da

matriz Q41 é apresentada algoritmo abaixo:

Algorithm 19 Fatorizacio UDUT

Input: Uma matriz M de ordem n.

Output: Uma matriz triandular U de ordem n. Uma matriz diagonal D de ordem n.

1: function un(M)

2 D(n,n) «— M(n,n)

3 U(n,n) 1

4: je—n-—1

5: repeat

6: U(j,n) — M(j,n)/D(n,n)
7 je—j—1

8: until j <1

9: je—n-—1

10: repeat

11 D(j,j) — M(j.J)

12: k—n-—1

13: repeat

15: k—k—-1

16: until £ <1

17: U(j,j) — 1

18: 1—j5—1

19: repeat

20: Ui,j) < M(i,5)
21: k—j+1

22: repeat

23: U(i,j) < U(i,j) — D(k, k)« U(i, k) « U(j, k)
24: k—k+1

25: until £ <n

2: Ui, 5)U(i,3)/ D)
27: 1—1—1

28: until 7 <1

29: je—j3—1

30: until j <1
31: end function
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