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Resumo

Este trabalho apresenta condicdes suficientes para andlise de estabilidade as-
sinttica e exponencial de uma classe de RNAs (Redes Neurais Artificiais) su-
jeitas a influéncia de retardo no tempo (constante ou variante) e/ou sujeitas a
incertezas paramétricas do tipo politdpicas.

A abordagem apresentada é do tipo dependente do retardo, sendo que a me-
todologia é baseada: no uso de matrizes de relaxacdo para expressar a influéncia
dos termos da férmula de Leibniz-Newton; definicdao apropriada de funcionais
do tipo Lyapunov-Krasovskii; desigualdades matriciais lineares (LMls - do inglés,
Linear Matrix Inequalities) e ferramentas de otimizagdo convexa para solucionar
problemas formulados em termos de LMIs.

Vdrios exemplos sao apresentados, que corroboram com a teoria apresentada

de andlise de estabilidade de RNA com retardo no tempo.



Abstract

This work presents sufficient conditions for analysis of asymptotic and exponential
stability of a class of artificial neural network (ANN) subject to constant or time-
varying delays and polytope-bounded uncertainties.

The approaches proposed is the type of delay-dependent and the methodology
is based on four points: the selection of slack matrices that express the influ-
ence of the Newton-Leibniz condition; the appropriate definition of Lyapunov-
Krasovskii functionals; the use of linear matrix inequalities (LMIs) and the use
of tools of convex optimization to solve problems described in LMI terms.

Several examples are presented that corroborate with the theory presented of

analysis of the stability of ANN with time-varying delay.



Notacoes, Definicoes e
Resultados Intermediarios

e R" é o espaco euclidiano real

e R(™*") denota o espaco normado das matrizes reais

e 0 denota uma matriz nula de dimens3o apropriada

e x denota termos simétricos em relacdo a diagonal principal
e FT denota a matriz transposta de F'

e F'>-0 (F = 0) denota F' definida (semidefinida) positiva

e ' <0 (F <0) denota F definida (semidefinida) negativa

Lema 1 [I] considere a fungdo:

b(t) pt
w(t) = / f(s)dsdbf
a(t) Jt+6

d t+b t

—w(t) = (b—a)f(t) — (1-b) f(s)ds +(b—a) [ f(s)ds

dt t+a t+a
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Para se obter as condi¢des dependentes do retardo utiliza-se a férmula de Newton-
Leibniz:

/1t i(s)ds = 2(t) — 2(t — d(t)

—d(t)

considerando o lado esquerdo da equacao.

Lema 2 [2] Considere o termo nulo
22T (1)Y + 2T (t — d(t))T] x lx(t) — / (s)ds —xz(t —d(t))| =0 (1)
t—d(t)
(1) € equivalente a:
SO - [ (T =0
t—d(t)

sendo: £(t) =[x (t) " (t—d(t))]" eC(t,s) = [x7(t) 2" (t—d(t)) @"(s)]"

e’

0 0 -Y
T T
r=| L, _?f;] T—=| 0 o0 -T 2)
YT —TT 0
A
Lema 3 [2] Para qualquer matrix X = { XlTl Xiz } = 0:
Xy Xoo
t
T OXED) - [ XEDis =0 Q
t—d(t)
sendo £(t) = [z7(t) 2T (t —d(¢))]".
A

O Lema 2 pode ser facilmente estendido para o caso de K retardos no tempo,

como descrito no préximo corolario.
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Corolario 1 Considere o termo nulo

Z 2027 ()Y, 4+ 27 (t — di (1)) Ti] x [x(t) — /t z(s)ds — x(t — di(t))| =0

—dg (1)

k=1
(4)
(4) € equivalente a:
GO0 - [ Gt TGl s)ds =0 )
k=1 Y t—dk(?)
sendo que:
— [y T fll = Zf:l Yy + YkT
22 FQQZdZCLg{—Tk_T]Z}7 k:].,,K
(6)
0 0 VY
x % 0
e&(t) =[z(t)" 2%(t)"]"
() 2 [27(t — dy(t) 27 (t — do(t)) ... 27 (t — dp(1))]T, comk=1,... K
Cr(t,s) = [x(t) x(t—di(t)) &"(s)]"
AA
O Lema 3 pode ser estendido para o caso de K retardos no tempo.
Corolario 2 Para qualquer matriz:
_ Xi Xi

en(t) = [27(t) 2T(t—du@)]T (k=1,...,K), entdo:

Z{Tkng(t)sznk(t) - / e (1) Xpne(t)ds} > 0,
— t—di (1)
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€ equivalente a:

K t
RECCESY [, X 20 )

=1

sendo que:
Xy = Z Tka
X X k=1 .
X = { *11 XZ } X = [7'1X177'2X27~--77—KXK] (10)
Xoy = diaglmp Xi], k=1,....K
AA
Lema 4 [3] Se existirem escalares k > 0 e p(k) > 0, tais que:
| 2(0) 1< o(k)e™ sup [[2(6) [, Vi >0 ()

—7<6<0

o sistema & = f(x(t),x(t — d(t)),t) € dito exponencialmente estdvel, onde k €

chamado de grau de estabilidade exponencial. A

Desigualdades Matriciais Lineares - LMIs

Uma desigualdade matricial linear (LMI) é uma restri¢do da forma

L(x) & Lo+ oLy + ...+ XyLy <0 (12)
sendo que:
e r=[x; ... xy] é um vetor de incSgnitas escalares (varidveis de decisdo)
e Lg,...,Ly sdao matrizes simétricas dadas.

Observe que as desigualdades L(z) > 0 ou L(z) < M(x) sdo casos
especiais de (12)
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Acronimos
e LMI — Desigualdade matricial linear
e RNAs — Redes Neurais Artificiais
e ANN - Artificial Neural Network

o ATRN A - Andlise de estabilidade assintética de RNAs sujeitas a um dnico

retardo no tempo

o AT*RN A- Anilise de estabilidade assintética de RNAs sujeitas a miltiplos

retardos no tempo

o ATRN A — Andlise de estabilidade exponencial de RNAs sujeitas a um

nico retardo no tempo

o ARN A — Andlise de estabilidade de RNAs sujeitas a incertezas pa-

ramétricas

o ATRN A — Andlise da estabilidade assintética da RNA sujeita a um tinico

retardo tempo e incertezas paramétricas

o ATRN A® - Anilise da estabilidade assintética da RNA sujeita a miiltiplos

retardos no tempo e incertezas paramétricas



Capitulo 1

Introducao

As RNAs surgiram como uma area da informatica cujo objetivo basico era o
de criar modelos artificiais do cérebro humano, de forma a permitir que com-
putadores “pensem”. Atualmente é consenso que a dindmica das RNAs tem
um forte apelo em aplicagdes relacionadas a processamento de sinais, imagem e
reconhecimento de padroes.

Uma RNA funciona de forma similar ao cérebro humano, tentando reconhecer
padroes e regularidades nos dados que lhe sdao apresentados. Esse aprendizado
ocorrerd por experiéncia e fard generalizagdes com base em seu conhecimento
passado. Neste sentido, diferentes experiéncias ou sensa¢des s3o armazenadas
no cérebro com diferentes ligacdes, ou diferentes intensidades de liga¢coes, entre
0S Neuronios.

O neurdnio, individualmente, funciona de maneira bastante simples. Ele re-
cebe sinais elétricos das outras células do corpo humano através de pontos de
contato (sindpses), processa estes sinais €, se o resultado deste processamento,
em um dado periodo de tempo, excede um certo valor, produz outros sinais que
sao, entdo, transmitidos a outras células. Aparentemente, ndo é o funcionamento
do neur6nio, mas sim o alto grau de ligacao entre eles, que é responsavel pelo
grande poder “computacional” do cérebro humano.

Um neurdnio artificial atua exatamente como um neurdnio comum. O neur6nio

artificial recebe vérios sinais de entrada (), calcula uma média ponderada des-
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tes sinais (z) e, quando esta média é aplicada a uma funcdo de ativacdo' (F),
produz entdo um sinal de saida (y).

De uma maneira concisa as RNAs sio sistemas paralelos distribuidos compos-
tos por unidades de processamento simples que calculam determinadas funcdes
matematicas.

Os computadores convencionais tém a arquitetura proposta por John Von
Neumann que é seqiiencial’> e as RNAs tem processo macicamente paralelo.
Sendo assim, a qualidade da RNA como sistema rapido é perdido quando imple-
mentadas em computadores, e para 0 maximo proveito do paralelismo das RNAs,
a implementagdo em hardware é essencial [4]. Outra vantagem da implementagio
analdgica ¢ a ligagdo direta com as informa¢des do mundo, ao passo que imple-
mentacoes digitais necessitam de rdpidos conversores digitais para analdgico e
vice-versa.

Na implementacao eletronica de redes neurais analdgicas, retardos no tempo
acontecem na comunicacdo e resposta de neurdnios devido a velocidade finita
de chaveamento dos amplificadores ([5], [6] e [7]). Sabe-se que eles podem
influenciar a estabilidade da rede criando fenomenos oscilatdrio ou instabilidade,
como mostrados em [8], [9] e [10], e em alguns exemplos deste trabalho. Além
disso sistemas fisicos normalmente sofrem de incertezas que surgem por causa
de variacdes de seus parametros.

Uma estrutura de RNA muito utilizada é a RNA com meméria associativa.
Neste tipo de rede os pontos de equilibrios sio chamados de meméria associativa
com estimulos externos. Estes equilibrios s3o localmente estdveis, armazenam
informacao e formam estruturas de memoria distribuidas.

Importantes aspectos de preocupacao nas caracteristicas dindmicas de redes
neurais sdo [11]: i) convergéncia para equilibrios de érbitas, como a capacidade de

resposta rapida das memodrias; e ii) o nimero de pontos de equilibrios, incluindo

'A funcdo de ativacdo pode, em principio, tomar diversas formas. Ela pode ser uma
funcao logistica, degrau, ou mesmo uma simples funcao linear. A funcao mais usada em
aplicagOes praticas é uma fungao logistica.

2A arquitetura de Von Neuman separa as unidades de légica e aritmética da memoria e
centraliza a estrutura de interconexao e a unidade de controle. Sendo assim o computador
deve ser controlado por instrugoes de fluxo que sao apresentadas de forma seqiiencial.
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as bacias de atragdo, para a capacidade de armazenamento dos modelos das
redes.

No caso da estabilidade assintética global, ndo hd nenhuma necessidade de
especificar as condig¢Oes iniciais da rede, desde que todas as trajetdrias, partindo
de qualquer ponto va eventualmente se estabelecer em um ponto de equilibrio
armazenado na RNA, evitando assim o risco de ser apanhado em minimos locais.
A figura 1.1 mostra o diagrama de fases da evolucdao de uma rede de Hopfield
no qual o ponto de equilibrio armazenado na rede é (1,1)>. Na prética isto
significa que mesmo com entradas corrompidas na rede, ela consegue recuperar
os padroes armazenados de forma exata. A figura 1.2, exemplifica tal situacdo,
onde o padrdao armazenado, niumero “3", é recuperado através de 35 iteracOes

da rede, quando a entrada é este nimero corrompido [13].

Figura 1.1: Mapa de fase de um sistema com dois neuronios.

A propriedade de estabilidade exponencial é particularmente importante quando
a taxa exponencial de convergéncia é usada para determinar a velocidade de

coOmputos neurais, sujeitas a quaisquer transformacgdoes. Assim, ndo é so teorica-

3Uma caracteristica inerente em redes de Hopfield é que, por exemplo, quando se arma-
zena um ponto de equilibrio x nesta rede o inverso deste ponto Z também é armazenado
[12], o que explica a existéncia do ponto de equilibrio (-1,-1)
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Original Corrompido 5

. i)
o - - -
10 15 20
[ ]
|
25 30 Final (35)

Figura 1.2: Recuperacao correta do padrao “3” para uma entrada corrompida
em uma rede de Hopfield.

mente interessante mas também importante determinar a estabilidade exponen-
cial e calcular a taxa de convergéncia exponencial para redes neurais dinamicas
em geral [3].

Sendo assim, é de suma importancia o estudo das estabilidades assintética e
exponencial para avaliar a convergéncia para o ponto de equilibrio armazenado na

rede e a possibilidade de se conhecer esta taxa de convergéncia, respectivamente.

1.1 Objetivo

Este trabalho concentra-se na andlise de estabilidade assintética e exponencial
para uma classe de redes neurais artificiais sujeitas a retardo variante no tempo
e com incertezas paramétricas do tipo politdpicas, onde sao propostos métodos
eficientes através de LMIs, que podem ser facilmente resolvidas através dos al-

goritmos de pontos interiores [14], podendo ser menos conservadores que alguns



CAPITULO 1. PERSPECTIVA HISTORICA 12

da literatura. Os métodos aqui propostos permitirdo encontrar o maximo valor

do retardo no tempo, para uma determinada taxa de variacao do mesmo.

1.2 Perspectiva Histoérica

Em 1982, John Hopfield [15] mostrou a relagdo entre redes recorrentes auto-
associativas e sistemas fisicos, permitindo que varias linhas de pesquisa estu-
dassem tais modelos. Também em meados da década de 80, com o avanco da
tecnologia, sobretudo da microeletrénica, permitiu-se a realizacdo fisica de tais
modelos de maneira simples.

Marcus e Westervelt em 1989 [16], introduziu o primeiro estudo da influéncia
de um Unico retardo no tempo em uma RNA. Apds este trabalho, Gopalsamy e
He em 1994 [17] consideraram a introdugdo de diferentes retardos no tempo em
diferentes canais de comunicagdo. Joy em 1999 [18] adicionou um novo termo
de forma que além do retardo no tempo da propagacdo dos sinais, o modelo da
RNA inclui informacgao sobre a propagacao instantanea dos sinais, sendo este um
modelo mais geral.

Com o aumento crescente de estudos nesta area, gerou-se na literatura dois
conceitos sobre estabilidade em RNAs sujeitas a influéncia do retardo no tempo.
O primeiro, que n3o inclui qualquer informac3o sobre o tamanho do retardo no
tempo, é conhecido como independente do retardo no tempo (Marcus e Wester-
velt em 1989 [16]; T. Roska et. al. em 1992 [19] e em 1993 [20]; K. Gopalsamy
e X. Z. He em 1994 [21] e [17]; H. Ye et. al. em 1994 [22]; Y. Zhang em 1996
[23]; X. F. Liao e J. B. Yu em 1998 [24]; X. Liao e J.Yu em 1998 [5]; P. Van den
Driessche e X. Zou em 1998 [25]; M. P. Joy em 1999 [18] e em 2000 [26]; J. Cao
em 2000 [27]; S. Arik em 2000 [28]; T. Chen e L. Rong em 2003 [29]; Z. Wang,
H. He e X. Liao em 2004 [30]). O outro conceito leva em conta explicitamente o
retardo no tempo na formulacao do problema, sendo conhecido como dependente
do retardo no tempo (J. Wei e S. Ruan em 1999 [10]; Q. Zhang, X. Wei e J. Xu
em 2003 [7]; W.-H. Chen, Z.-H. Guan e X. Lu em 2004 [31]; C. Li, X. Liao e
R. Zhang em 2004 [32]; Z. Zeng, J. Wang e X. Liao em 2005 [33]; T. Ensari e

S. Arik [34]). Assim sendo, como a informagdo sobre o tamanho do retardo no
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tempo é usado como critério do conceito dependente do retardo, este pode ser
menos conservador que a abordagem independente do tamanho do retardo.

Com o crescente interesse nesta area, e a necessidade de se obter condicdes
vidveis para se verificar a estabilidade de RNAs em situacdes praticas, o uso
das LMIs, por suas potencialidades em termos de convexidade, manipula¢des e
introducdo de relaxacdes, tornou-se uma ferramenta com forte apelo, sendo tema
de diversos trabalhos: X. Liao e J.Yu em 2002 [3], [11]; T. Chen e L. Rong em
2003 [29]; C. Li, X. Liao e Y. Chen em 2004 [35]; C. Ji, H. Zhang e H. Guan
em 2004 [36]; V. Singh em 2004 [37]; E.Yucel e S. Arik em 2004 [38]; C. Li, X.
Liao e R. Zhang em 2004 [32]; J. Cao e J. Wang em 2005 [39].

Em [32], [37] e [40], a estabilidade assintética de redes neurais com incertezas
paramétricas com retardo no tempo também foi estudado, sendo que hd algumas
condi¢des suficientes que sdo vidveis, porém tém a desvantagem de ndo serem

capazes de encontrar o maximo retardo no tempo permissivel.

1.3 Contribuicao Esperada e Metodologia

O objeto de estudo desta dissertacdo é o problema da estabilidade robusta em
uma classe de RNAs que podem ser sujeitas a retardo no tempo constante ou va-
riante e/ou incertezas paramétricas. Neste trabalho desenvolvem-se abordagens
para a analise da estabilidade assintética e exponencial para esta classe.

Um problema intrinseco a qualquer sistema dindmico, como a rede neural a
ser considerada, diz respeito a quesitos de estabilidade, que é o foco principal
deste trabalho.

Em questdes praticas os métodos desenvolvidos neste trabalho poderao ser
aplicados para avaliar a influéncia do retardo no tempo e/ou de incertezas pa-
ramétricas em uma classe de RNAs implementadas analégicamente, ou consi-
derando uma situacdo de projeto, os métodos propostos poderdo auxiliar um
projetista a escolher uma determinada classe de amplificadores operacionais, ou

até mesmo, a implementar RNAs com parametros ajustdveis.
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As abordagens desenvolvidas centram-se nos pontos abaixo:
e Utilizar o método de um trabalho recente da literatura [2];
e Aplicacdo da férmula de Leibniz-Newton;

e Introducdo de matrizes de pardmetros livres para expressar a influéncia dos

termos da férmula de Leibniz-Newton;

e Definicdo apropriada de funcionais do tipo Lyapunov-Krasovskii para analise
de estabilidade das RNAs sujeitas a retardo no tempo e incertezas pa-

ramétricas;

e Utilizac3o de ferramentas de otimizacido convexa para solucionar problemas

descritos em termos de LMls.

Vale ressaltar que a metodologia apresentada nos itens acima é inovadora no
sentido de poder reduzir significativamente o conservadorismo fruto do retardo
no tempo, como sera verificado por uma série de exemplos. Além disso, a me-
todologia também é inovadora no sentido de introduzir instrumentos de analise

até entdo nao utilizados neste tipo de problema.

1.4 Organizacao do Trabalho

Este trabalho é organizado como segue: o capitulo 2 aborda a formulacdo do
problema, destacando os principais passos da literatura para a estruturacdo deste
problema de forma mais geral. O capitulo 3 trata do desenvolvimento de métodos
para a analise da estabilidade em RNAs. Inicialmente é abordado o problema de
estabilidade assintética considerando-se um tnico retardo no tempo. Em seguida
sao abordados os problemas de estabilidade assintética considerando-se miltiplos
retardos no tempo, de estabilidade exponencial (que permite saber a velocidade
de convergéncia da RNA) e finalmente é apresentado o teorema para a andlise de
estabilidade de RNAs sujeitas a incertezas paramétricas. O capitulo 4 apresenta

alguns exemplos numéricos, com a finalidade de verificar a eficiéncia dos métodos
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apresentados. Por fim, o capitulo 5 apresenta as conclusoes acerca do trabalho

desenvolvido.



Capitulo 2

Formulacao do Problema

Neste capitulo sera levantado um modelo dindmico para RNAs sujeitas ao retardo
no tempo descrito em equacdes diferenciais, que serd o objeto de estudo neste
trabalho.

Como mostrado em [15], pode-se considerar uma forma “simples”de um mo-
delo a tempo continuo descrito por um sistema de equacdes diferenciais ordindrias
para representar a dindmica de RNAs. Em termos fisicos, os pesos sindpticos w;,
Wya, ..., Wi representam condutancias, e as entradas wuq(t), uz(t),..., u,(t) repre-
sentam tensOes; n é o nimero de entradas. Estas entradas sdo aplicadas a uma

juncdo aditiva de corrente caracterizada na figura 2.1. Na qual R; é a resisténcia

Fonte de Juncio Aditiva
cotrente , R
I,
0 Ak i, Rr

i i 4
\ETR uj(t)

| F iy R,
ci < Ri
==

Figura 2.1: Modelo aditivo de um neuronio

I
% Wi

Wi3Us(t) Tungio

aditiva de
corrente

~

s+

de fuga, C; a capacitancia de fuga , v; representa o campo local induzido na
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entrada da funcdo de ativacdo do neurdnio g;. Assim é possivel determinar a

saida do neurdnio ¢ como:
u;(t) = gi(vi(t)) (2.1)

Aplicando a lei de das correntes de Kirchoff, chega-se em:

i " COR, + C wagl('uz(t)) +—, i=12..,n (2.2)

No trabalho pioneiro de Marcus e Westervelt [16], introduziu-se um retardo no

tempo constante 7 > 0 em (2.2), de forma que se obtém:

= C’R C wagz (vt = 7)) + — C’~’ 1=1,2,...n (2.3)

1

No entanto, ao contrario do sistema descrito em (2.2), o sistema (2.3) tem
um comportamento dinamico muito mais complicado devido a incorporacao do
retardo no tempo. Em [18] adicionou-se um novo termo de forma que além do
retardo no tempo da propagacao dos sinais, o modelo da RNA inclui informacao

sobre a propagacdo instantanea dos sinais, sendo este um modelo mais geral.

(2

dv;(t) vit) 1 = 1 — _ I;
_—___|__E ) a: (v —|-—E cag: (v (t — +— (24
dt C;R; C; pu wz]f]z(”l(t)) C, = wzjgz(vz(t T)) C. ( )

1=1,2,...,n

Outra dificuldade é que, ao contrério de apresentar um retardo constante, muitas
redes neurais na pratica podem estar sujeitas a retardo que varia no tempo ou,
em uma situacdo limite, apenas conhece-se o limitante para o retardo no tempo.

Dessa forma, (v;(t — 7)) é reescrita como (v;(t — d(t))).

d’l)z(t) 1 = 1 [z
pumy — T . . — —_— 2‘
o CR C E wigi(vi(t)) + C jEZl wi;gi(vi(t —d(t))) + o (2.5)

7



CAPITULO 2. FORMULAGAO DO PROBLEMA 18

i=1,2,...n

Considera-se o retardo, d(t), variante no tempo, diferencidvel, ndo-negativo e

limitado, ou seja, que satisfaca:

0<d(t) <, dit) <u<1

sendo T e u constantes.

Considerando o sistema (2.5) reescrito de forma mais apropriada para o uso de
LMls, considere as novas varidveis: a; = 1/(R;C;), i = 1,...,n, w; = w;;/C;,
l,]zl,,neL:IZ/CZ ,izl,...,n.

Assim, a rede neural com retardo variante no tempo com n neurdnios é equiva-

lente a:
dv(t)

o = —Au(t) + Wg(o(t)) + Whg(u(t — d(1)) + 1 (2.6)

no qual v(t) = [v1(t), va(t), ..., v, (¢)]T € R" é o vetor de estados da rede neural,
A = diag(ay, ay, ..., a,) € R™*™ & uma matriz diagonal com elementos positi-
vos, a; >0, W0 = (wl)) € R e W = (w};) € R™™ s3o pesos de conexdo
da matriz e os pesos de conexdao da matriz com o retardo, respectivamente,
g(v(t)) = [g1(v1(1)), ga(va(t)), ..., gn(va(t))]F € R™ é a fungio de ativagdo dos
neurdnios com g(0) =0 e I = [I}, s, ..., I,]* € R™ é um vetor constante.

Morita em [41] e Morita e Amari em [42] mostrou que a capacidade absoluta
de uma rede de memédria associativa pode ser melhorada substituindo-se a funcao
de ativacdo sigmoidal habitual por alguma fun¢do de ativacdo nao monoténica,
pois em muitos circuitos eletronicos, os amplificadores operacionais n3o sdo mo-
notdnicos e nem continuamente diferencidveis. Entdo, a funcdo de ativacdo de
cada neurdnio em (2.6), g;(+), i = 1,...,n, satisfaz a hipStese seguinte:

Hipétese:

9i(x) — g;(y)
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Este tipo de funcdo de ativacdo é claramente mais geral que a usual sigmoidal.
M

O sistema (2.6) pode ser alterado de forma a levar o ponto fixo para a origem.

Assim serd estudado a estabilidade do sistema na origem, fazendo uma mudanca

no ponto de equilibrio v* levando-o para origem, x* = v —v*. Portanto, pode-se

transforma-lo em:
#(t) = —Ax(t) + WO f(x(t)) + W' f(a(t — d(1))) (2.8)

sendo que T = |11, Ty, ..., ,]7 € R" é o vetor de estado do sistema transformado,
e f(x) = [fi(z1), fol@a), .., fulzn)]" € R™ com fi(w:) = gi(wi + uf) — gi(u]),
i = 1,2,...,n. Enquanto o retardo no tempo, d(t), é variante, diferencidvel,
nao-negativo e limitado.

Considerando-se a introducdo de diferentes retardos no tempo em diferentes
canais de comunica¢do, como sugerido no trabalho de Gopalsamy e He [17],
pode ser feita mais uma modificagdo no sistema (2.8). Entdo, o sistema (2.8)
pode ser reescrito da seguinte forma considerando a existéncia de n? retardos no

tempo:

n n

(1) = —A(t) + WO (2(0) + 30 3 W f(a(t = d s (1) (29)

i=1 j=1

no qual W=D+ ¢ R("*") & yma matriz com um tnico elemento n3o nulo igual
a wj; na posicéo (i,7).
Estendendo o sistema (2.9) ele pode ser escrito para o caso da existéncia de
K retardos no tempo diferentes, tal que 1 < K < n?:
K
i(t) = —Ax(t) + WO (a(t)) + Y WHf(alt — (1))  (2.10)

k=1

na qual dj, representa o n—ésimo retardo no tempo, k = 1,..., K e Wk € R0
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€ a matriz formada pelos elementos wilj correspondentes ao retardo no tempo

dy., satisfazendo as condi¢des:

Por simplicidade, sera feita a seguinte notag3o:

()= [2T(t —dy) 2Tt —dy)... 27t —dg)]"
Wl = W W2, W]

Entdo, o sistema (2.10) pode ser reescrito como:

i(t) = —Ax(t) + WOf(x(t)) + Wef(z(t)?) (2.11)

Este formato geral serd adotado neste trabalho.



Capitulo 3

Analise da Estabilidade de RNAs
(Redes Neurais Artificiais)

Neste capitulo sdo desenvolvidas condicdes suficientes, do tipo dependente do
retardo, para analise de estabilidade assintética e exponencial de uma classe de
RNAs (Redes Neurais Artificiais) sujeitas a influéncia de retardo no tempo (cons-
tante ou variante) e/ou sujeitas a incertezas paramétricas do tipo politdpicas.
A metodologia é baseada na quadra: uso de matrizes de relaxacdo para ex-
pressar a influéncia dos termos da férmula de Leibniz-Newton; definicdo apropri-
ada de funcionais do tipo Lyapunov-Krasovskii; desigualdades matriciais lineares
(LMls - Linear Matrix Inequalities) e ferramentas de otimizagdo convexa para

solucionar problemas formulados em termos de LMIs.

3.1 Analise de estabilidade assintética de RNAs
sujeitas a um tnico retardo no tempo —

ATRN A

A abordagem da andlise de estabilidade assintética de RNAs sujeitas a um tnico
retardo no tempo é apresentada aqui em forma de teorema, como apresentado

abaixo.

Teorema 1 Considere o sistema (2.11) para um tnico retardo no tempo (K =

1). Sejam 7 > 0 e p < 1 escalares limitantes para o valor do retardo no tempo
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e sua taxa de variagdo, respectivamente, e suponha que a hipdtese (H) (veja
Capitulo 2) seja satisfeita. Se existirem matrizes simétricas definidas positivas

P,Q, ZeX= XlTl X1 > 0, e quaisquer matrizes Y e 1" de dimensoes
Xip Xoo

apropriadas, tais que as seguintes LMIs sejam satisfeitas,

=_ | ou+Qu+Tu ¢+ Qe+l <0 (3.1)
T+ U+ T doo + Qoo + T ’

Xll X12 Y
yr 1™ Zz

com
¢11 = —PA— AP + X WIP + PWoX 4+ Q +7X1
¢12 == Pleg + TX12
P22 = —(1 — p)Q + 7 X9

['11, T'12 e Ty sdo definidos em (2), Qq1, Q1a, Qop sdo definidos em (3.8) e

X% = diag(o;), i,...,n. Entdo, a origem do sistema (2.11) para K = 1 ¢

assintoticamente estdvel. &
Demonstracao: Considere o seguinte funcional tipo Lyapunov-Krasovskii:
V() = Vi(zy) + Va(ze) + Va(ay) (3.3)

Vi) £ o' (1) Pa(t)

Va(wy) & / o7 (5)Qa(s)ds

t—d(t)
0 pt
Va(z,) £ / / i(s)" Zi(s)dsdf
—7 Jt+0
eP=P"'=0,Q=Q" =0, Z=Z" = 0. Derivando o funcional (3.3) com

relacdo as trajetdrias, obtém-se:

V() = Vi(xe) + Val(ae) + Va(ae) (3.4)
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com

‘/l(mt)

‘72(1%)

Vé(xt)

IN

IN

IA

IA

(1) P w() ()" Px(t)

2(t)" Pl=Ax(t) + WOf((t)) + W (x(t — d(1)))]
+[-A (t)+W0f( (£) + W (x(t — d(t)))]" Px(t)
2(t)T Pl=Ax(t) + WOf (x(t)) + W f(x(t — d(t)))]
=) A+ fx(t)" W + fla(t — d()" W Px(t)

—x(t)"[PA+ APJa(t) + f (x(t)) W Px(t)
+a(t)T PWOf(a(t)) + 22(8)" PW! f(a(t — d(t)))
(t)T[PA + AP)z(t) + z(t)TS WO Pa(t)
2T () PWOSox(t) + 2x(t) T PWISo2(t — d(t))
x(t)T[ PA— AP + WP 4+ PWOS)x(t)
+2x ()T (PWISoz(t — d(t))
—(L—d(t)a"(t — d(t))Qu(t — d(t))
+a7 () Qx(

)
—(1 = ) (t = d(t))Qu(t — d(t))
+27 (1) Qux(t)

O Zi(t) — [} i(s) Zi(s)ds
[ Aiﬂ()+W°f(())+W1 fla(t —d)]"
x2Z[- Ax( )+ WOf(x(t) + W (a(t — d(1))]
— ft s)T Zi(s)ds
T[ ot )TA + f(@()TWOT + f(a(t —d(t)) W]
x2Z[- AZB( ) + WO (x(t)) + W (a(t - d(t)))]
- j; s)T Zi(s)ds
T[ ( )TA + 2(t)TSTWOT + 2(t — d(t)) T2 W]
[ Ax( )+ WOSoz(t) + WSz (t — d(t))]
— ft s)T Zi(s)ds
T[— ( ) (A SOWOL) + z(t — d(t))TSeWH
><Z[ (A WOS)z(t) + WiSox(t — d(t))]
- ft s)T Zi(s)ds
z(t)” (A SOWITYZ(A — WOz (t)
—z(t)T7(A = WO Z(WIEo)z(t — d(t))
—z(t —d() T (W) Z(A — WOS7)x(t)
—i—x(t — ( NI (W) Z(WEo)z(t — d(t))
j; (e (s) Zi(s)ds
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que é equivalente a:
. t
Valw) < €070~ [l Zi(s)ds (3.7
t—d(t)
com
O = |: Qll Ql2 :| (38)

Q21 QQ2

Qll == T(A — ZUWOT)Z<A — WOTZG)
ng - —T(A - EUW0T>Z(W120)
le == —T(ZawlT)Z(A - WOEU)
QQQ = T(anlT)Z(leg)

Adicionando em (3.4) o termo nulo como no Lema 2 (veja segdo Notagdes,

Defini¢des e Resultados Intermedidrios), e qualquer matriz semi-positiva definida

como no Lema 3 (veja secdo Notagdes, DefinicBes e Resultados Intermedidrios):

Viz) < Vi(w) + Va(a) + Va(ay)
+2[zT ()Y + 2T (t — d(t))T)

X[m(t ftd@) s)ds — x(t — d(t))
LT (XE(W) — [ ET(OXEWds

Substituindo Vi(z;), Va(z:) e Vi(x;) em (3.9) por (3.5), (3.6) e

vamente

Viz)) < 2T[-PA— AP 4+ X°WTP + PWO%7)z(t)

+22T () PWSox(t — d(t))

—(1 = p)a(t - ())Qw(t— d(t)) + z" (t)Qux(t)

)
+E()TQE(L) J; LT s)T Zi(s)ds
+2[ ( WY +x ( d(t))T]
ft d(t s)ds — x(t — d(t))]
+T§T( J; an & (O XE(t)ds

Entao obtém-se:

(3.9)

(3.7), respecti-

(3.10)

(3.11)
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Sendo que as matrizes = e ¥ sdo definidas em (3.1) e (3.2), respectivamente.
Se Z <0, U >0, entdo V(z;) < 0 para qualquer £(t) # 0. Logo, a origem do

sistema (2.11) para K = 1 é assintoticamente estavel.

3.2 Analise de estabilidade assintética de RNAs
sujeitas a multiplos retardos no tempo —

ALFRN A

A abordagem da analise de estabilidade assintética de RNAs sujeitas a mdltiplos
retardos no tempo é apresentada aqui em forma de teorema, como apresentado

abaixo.

Teorema 2 Considere o sistema (2.11). Sejam 7, > 0 e p < 1 escalares
limitantes para os valores dos retardos no tempo e suas taxas de variacoes, res-
pectivamente, e suponha que a hipdtese (H) (veja Capitulo 2) seja satisfeita. Se
existirem matrizes simétricas definidas positivas P, (), Z;, matrizes simétricas
semi-definidas positivas X, como em (8) e X como em (10), e quaisquer ma-
trizes Y e T}, de dimensdes apropriadas (k = 1,..., K), tais que as LMIs sejam

satisfeitas:

E =V V'V T+ X <0 (3.12)
com V!, V2 V3 T e X definidos em (3.14), (3.15), (3.16), (6), (10), respecti-
vamente, e,

U =", + X3 +2,=0 (k=1,...,K) (3.13)

com Yy, Xi e Zj definidos em (7), (8) e (3.17), respectivamente. Entdo o

sistema (2.11) é assintoticamente estavel.

Vo= —PA— AP + PWOe 4+ SeWOTp  piydye
o * 0

(3.14)
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K
V2 — ZQk 0
k=1
(3.15)
_ o orT o oo
poo T [ (—A+3°W )fk( A+ WOR7)
(3.16)
(A= SOWOT) Zy (Wise)
(STWHT) Z, (W)
000
* % Zk
(3.17)
¢

Demonstracao: Considere o seguinte funcional do tipo Lyapunov-Krasovskii:

com

Vi(xy) = Vi(xy) + Valzy) + Va(wy)

Vi(z,) = 2" (t) Pa(t)

K t

Va(z,) 2 Z/ 27 (s)Kypx(s)ds

k=1 7/ t—di(t)

/ / ka )dsdf
—7 Jt+0

(3.18)

eP=P" >0, K,=K!*>0, Z = Zl = 0. Derivando o funcional (3.18)

com relacdo as trajetérias, obtém-se:

com

V() = Vilxy) + Val(ae) + Va(ay)

(3.19)



Capitulo 3. Andlise: A*RN A 27
Vi(zy) = x(t)TPi(t) + z(t)T Px(t)
= a(t)TP[-Ax(t) + WOf(x(t)) + W f(x(t)")]
+[=Ax(t) + WOf(2(t)) + Wf (x(t))]" Pa(t)
= z(t)" P[-Ax(t) + WOf(x(t)) + W f(x(t)")]
Hal A+ [EO)TW + T @OOWTIPr) 0
< x(t)TP[—Ax(t) + WOSox(t)) + Wisox(t)d] '
+H=2T () A+ X0z (t)TWOT + SoaT (#)IW T Px(t)
= z(t)T[-PA— AP + PW%° + S°WOP|x(t)
+2T () (PWIL)z(t)e + 2T ()XW P)x(t)
= &)V E(t)
Va(we) = Sy {—(1 = du()a” (t — di(2)) Kpa(t — di(t))
+aT () Kpx(t)}
< S {1 = ()2 (¢ — di (1) Kyt — di(t)) (3.21)
+aT (t) Ky (t)}
= & ()V*e(t)
Va(w) = Yo {med ()7 Zi(t) — [ i (s)T Zpi(s)ds}
= Y el (t >A+f<:c<t>>TW0T + [T ()W)
XZk[ AI( )+W0 (@(t)) + Wf(a(t)]]
Zk VS ()T Zii(s)ds
< Y el T(t )A+2“x(t))TW°T + 272 ()W
><Zk[ Ax( )+W020 (t) + Wisox(t)d]
=S L ) 2 (s)ds
= Zk 1 T2 ( )( A+ ZUWOT) + xT(t)dEOWdT] (3.22)

IN

ka[( A+ WOE") + Wiz (t)d]

= St Ji o ()" Zi(s)ds
Sy [T (¢ )( A+ YW Zy (- A+ WOR7)a(t)
+al (t) (= A+ ZWT) Z, (WS )z (t)?
—i—xT(t)d(E"WdT)Zk(—A + WSz (t)
+x ( )e (E"WdT)Zk(WdE”)x(t)d]

Zk 1 L Th (s)" Zyi(s)ds
5d (t )V3€d( Zk 1 ft_dk(t) (2, S)TZka(ta s)ds
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sendo V!, V2, V? e Z; definidos em (3.14), (3.15), (3.16) e (3.17), respectiva-
mente.

Adicionando o termo nulo no Corolério 1 (veja secdo Notagdes, Defini¢des e Re-
sultados Intermedidrios) e a desigualdade (3) Corolario 2 (veja se¢do Notagdes,

Definicdes e Resultados Intermedidrios) em (3.19):

V(x:) Vi(xe) + Va(ay) + Va(ay)
S 20T ()Y + 27 (t — di())Ti]
[x(t) — i E(8)ds — a(t dku))} (3.23)

ET(DXEa(t) = 4y g 1 () Xame(t)ds

+ X +IA

e reescrevendo a Equagio (3.23) como:

K t

V(z) <& (OZ&lt) = / Cl(t, s)UrCr(t, s)ds (3.24)

=1 Yt—dk(t)

As matrizes = e W, s3o definidas em (3.12) e (3.13), respectivamente. Se = < 0,
U, =0 (k=1...K), implica que V(z;) < 0 para qualquer &(t) # 0. Ent3o,

a origem do sistema (2.11) é assintoticamente estavel.

3.3 Analise de estabilidade exponencial de RN As
sujeitas a um tunico retardo no tempo —

ATRN A

A abordagem da anélise de estabilidade Exponencial de RNAs sujeitas a um tnico
retardo no tempo é apresentada aqui em forma de teorema, como apresentado

abaixo.

Teorema 3 Considere o sistema (2.11) para um dnico retardo no tempo (K =

1). Sejam 7 > 0 e u < 1 escalares limitantes para o tamanho do retardo no
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tempo e sua taxa de variagdo, respectivamente, e suponha que a hipdtese (H)

(veja Capitulo 2) seja satisfeita. Se existirem matrizes simétricas definidas posi-

) X1 X ) ) - .
tivas P, Q, Z, X = [ 1 12 >~ 0 e matrizes com dimensdes apropriadas,

XTI, Xo
Y e T tais que as seguintes LMIs sejam verificadas:

- O+ Qu+Tn g+ Qg+ 1
= =<0 3.25
{ T4 Q0+ T7, oo + O + T (3:25)
X1 X2 Y
U= | XL Xp T | =0 (3.26)
yr 1t 7z

sendo que

¢11 = 2kP — PA— AP + XWTP 4+ PW%° 4+ Q + 7X1;
¢12 = Plea + TX12
§Z§22 = —6_2]“—(1 — M)Q + TXQQ

['11, T2 e Ty sdo definidos em (2), 11, Q12, Q9o sdo definidos em (3.32) e
%7 = diag(0;), i,...,n. Entdo o sistema (2.11) para K = 1 é exponencialmente

estavel. &

Demonstracao: O funcional de Lyapunov-Krasovskii escolhido é:

Vi(zy) = Vi) + Va(xe) + Va(ay) (3.27)

taisque: P=P1 =0, Q=Q7" ~0e Z =27 =0 com,

Va(z,) £ / 52T (5)Qx(s)ds

t—d(t)
0t
Vs (z¢) é/ /962ksjtT(s)Zj7(s)dsd9
-7 Jit+
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Derivando o funcional escolhido (3.27) ao longo de x(t)

com

Vl(l't)

V2($t)

IN

V() = Vi(xe) + Val(ae) + Va(ae) (3.28)

2k ey ()T Pa(t) + e a(t)T Pa(t) + e a(t)T Pi(t)
e x(t) T2k Px(t) + @ ()T Pa(t) + x(t)T Pi(t)]

M x(t) T2k Px(t)

+[—Az(t) + Wo)f(x(t)) +Wf(x

(@ (t — d(t)]" Px(t)
+a(t) Pl Ax(t) + WOf(2(t)) + W (x(t — d(t)))]
e[z ()T 2k Px(t)

H=a(t)T A+ fx(t)" WO + f(a(t — d()" W Pa(t)
+a(t) P[—Ax(t) + WO (x(t)) + W f(2(t — d(t)))]]
e[z (t) T2k Px(t)

—x(t)"PAz(t) — x(t)T APx(t)

+ T (z(t))WOT P(t) + x(t)" PWO f(x(t))
+2x(t)" PW f((t — d(1)))]

ey (t)T[2kP — PA — AP]x(t)

+x(t)TXWOT Pr(t) + 27 (1) PWOSx(t)
+2x(t) T PWISx(t — d(t))

X [x(H)T[2kP — PA — AP + STWOT P 4 PWOS?]a(t)
+22()T PW'Sox(t — d(t))}

(3.29)
=IO — d(t))a" (t — d(t))Qux(t — d(t))
+e* T (1) Qu(t)
—D (1 —d(8)2" (¢ — d(t))Qu(t — d(t))
" T()(Qx(')()) (t —d(t))Qxz(t — d(t))
e?kte=2kT (1 — d(t))zT (t — d(t))Qx(t — d(t
_|_62kt T( )Q$( ) (3.30)
2’“{ e (1 — d)a” (t — d(t))Qu(t — d(t))
ot ()Qx(t)}
2’“{ e (1 — p)a” (t — d(t))Qu(t — d(t))
2" (1) Qu(t)}



Capitulo 3. Andlise: ATRN A 31

%($t) — 2k:t TZI L 2k:t TZ]?( )dS
= 2’“[ Aw() Wof( ())+W1f( (t —d@®)"
xZ[—Ax(t )+ WOF(a() + W (2(t — d(1)))]
ft 7- 2kt TZx( )ds
T [~ ()TA+f( ()W + f((t — d(t)T W]
X Z[=Ax(t) + +WOf(x(t) + Wf(a(t —d(t)))]
_ft i 2I<:t TZI( )ds

et [ (t )TA + 2(t)TSOWOT 4 a(t — d(t) TS W
[ Ax(t )+W02" (t) + WSoz(t — d(t))]
_ft . 2kt TZI‘( )dS
S
xZ[—(A - WOET)a(t) + W'Ea(t — d(1))]
_j; 7— 2kt TZ.Z‘( )dS
2 (t)Tr (A SOWOT) Z(A — WOS7)a(t
—2(t)'T (A= ZWT)Z(W'E?)a(t — d(t))
—a(t —d()"r (ZTW) Z(A - WS )x(t)
+w(t— d(t))"r (BTWH)Z(WE)a(t — d())
ft a(t i(s)T Zi(s)ds}

IN

IN

)

que equivale a:

Vs(z,) < €2 {f(t)TQé(t) — /t_d(t) j:(s)TZ:i:(s)ds} (3.31)

0_ [T (A=W Z(A-WOTST) 1 (A - 2TWOT)Z(W')
| - (ETWIT)Z(A - WORe) T (STWIT)Z(WIs7)
(3.32)
Substituindo em (3.28) os termos V;(z;), Va(z;) e Vi(x;) por (3.29), (3.30) e

(3.31), respectivamente, obtém-se
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Viz) < e {x(t)T[2kP — PA— AP + X°WTP + PWO%)x(t)
+2z ()T PWSox(t — d(t))}
Fe{—e (1 — p)2t(t — d(8)Qu(t — d(t)) + 27 ()Qu(t)}
+ME()TQE() — [1 gy #(s)7 Zi(s)ds}
= M {a(t)T[2kP — PA — AP + SOWOTP + PWOR7 + Qlz(t)
+2x ()T PWISox(t — d(t))
—e (1~ p)a” (¢ — ( )Qx(t —d(t))
+E()TQE(L) ft a(t ()T Zi(s)ds}
V(:Ut) < 2kt T

(3.33)
sendo que
I = z(t)T[2kP — PA— AP+ YWTP 4 PWOS° 4 Qla(t)
+2x(t)TPW120x(t —d(t))
e (1= p)a (1 - d(t»@ (t— d(t)) (3:34)

5 TQ& j; aw) * ( )ds

Adicionando em (3.34) o termo nulo no Lema 2 (veja se¢do NotagGes, De-
finicdes e Resultados Intermedidrios) e a relagdo no Lema 3 (veja secdo Notacdes,

DefinicBes e Resultados Intermediarios):

I < zt)"[2kP — PA— AP + STWOTP + PWOS7 4 Qa(t)
+2u(t)! PWS7 ot — ()))

—e (1~ p)a ( d(t))Qu(t — d(t))
+€( )TQU() = [y ()T Zii(s)ds
+2[ ()Y+:p( ())T] (3.35)
L d(t —a(t — d(1))]
+r€T ft aw & (B)XE(t)ds
= ()= L a(t) CT (t,s)WC(t, s)ds
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Com as matrizes = e ¥ definidas em (3.25) e (3.26), respectivamente. Entdo
substituindo (3.35) em (3.33)

t

V() < e {5T<t>5§<t> -/

t—d(t)

CT(t,s)W((t, s)ds} (3.36)

As matrizes = e U sdo definidas em (3.25) e (3.26), respectivamente. Se = < 0,
U > 0, implica que V(x;) < 0 para qualquer £(t) # 0. Ent3o, a origem do
sistema (2.11) para K = 1 é exponencialmente estavel.

O

Nota 1 O Teorema 3 pode ser estendido para a abordagem com muiltiplos re-

tardos. N3o foi feito, porém envolve apenas manipulagdes. JAN

3.4 Analise de estabilidade de RN As sujeitas
a incertezas paramétricas — ARN A

Suponha que as matrizes do sistema (2.11) sdo reunidas na matriz:

SE[A WO W] (3.37)

Agora o Teorema 1 pode ser estendido para o caso de analise de estabilidade
assintética robusta quando as matrizes do sistema n3o sao exatamente conheci-
das, mas pertencem a um dominio incerto politépico P definido como o conjunto

de todas as matrizes obtidas com a combinacdo convexa dos vértices:

Pla) & {5 8= S ac Q} (3.38)

N
= {a Lo >0, Z@i:1} (3.39)
=1

sendo que S;, i = 1,..., N, sdo os vértices do politopoeovetor v = [ a; ... ay |

parametriza o politopo.

!/
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Pode-se apresentar o Teorema a seguir que estabelece condi¢cdes suficientes
para estabilidade assintética robusta da RNA com retardo no tempo e incertezas

no modelo.

Teorema 4 Considere o sistema incerto (2.11) com S € P(«). Sejam 1, > 0
e i < 1 escalares limitantes para os valores dos retardos no tempo e suas taxas
de variacdes, respectivamente, e suponha que a hipdtese (H) (veja Capitulo
2) seja satisfeita. Se existirem matrizes simétricas definidas positivas P, Q,
Zx, matrizes simétricas semi-definidas positivas X (8) e X (10), e quaisquer
matrizes Yy, e T}, de dimensées apropriadas (k = 1,...,K), tais que as LMls
(3.12)-(3.13) sejam satisfeitas, Vi = 1,...,N, com A,W° W? tendo o indice

subscritoi, i = 1,..., N. Entdo o sistema incerto é robustamente estavel. <

Nota 2 O Teorema 4 pode ser estendido para a abordagem da analise da esta-
bilidade exponencial robusta quando as matrizes do sistema ndo sdo exatamente
conhecidas. Supondo que as matrizes do sistema (2.11) sdo reunidas na matriz
(3.37) e pertencem a um dominio incerto politépico P(«) (3.38) definido como

o conjunto de todas as matrizes obtidas com a combinacdo convexa dos vértices.
JAN

3.5 Conclusoes Finais

Neste capitulo foram desenvolvidos métodos vidveis para se verificar a estabilidade
assintética e exponencial de uma classe de RNAs (Redes Neurais Artificiais)
sujeitas a influéncia de retardo no tempo (constante ou variante) e/ou sujeitas
a incertezas paramétricas do tipo politdpicas. Estes métodos sdo capazes de
informar o maximo retardo no tempo para uma determinada taxa de variagao que
a RNA ainda seja estavel, além da capacidade de informar a taxa de decaimento

exponencial da solucao da RNA.
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O ponto principal do desenvolvimento destes métodos é a utilizacdo da
férmula de Newton-Leibniz, que sem incluir qualquer dinamica adicional ao sis-
tema original permite que os métodos desenvolvidos aqui sejam menos conserva-
dores em relacdo os da literatura que fazem muitas trocas de funcdes nao-lineares

por seus limitantes superiores, afim de representar o problema em termos de LMls.



Capitulo 4

Estudo de Casos

Neste capitulo, alguns exemplos numéricos sao estudados a fim de evidenciar as
potencialidades dos métodos de analise propostos. Todos os exemplos se baseiam
em trés modelos de RNAs (Redes Neurais Artificiais), sendo que as mesmas serdo
inicialmente estudadas sob um ponto de vista mais particular estendendo-se a
casos mais gerais. A organizacdo deste capitulo serd da seguinte forma. Os trés
primeiros exemplos estudam a andlise de estabilidade assintética de RNAs com
um Gnico retardo no tempo, o quarto exemplo estuda a andlise da estabilidade as-
sintética da RNA sujeita a um dnico retardo no tempo e incertezas paramétricas,
0 quinto, sexto e sétimo exemplos estudam a andlise de estabilidade assintética
de RNAs sujeitas a mudltiplos retardos no tempo, o oitavo exemplo estuda a
analise da estabilidade assintética de uma RNA sujeita a miltiplos retardos no
tempo e incertezas paramétrica, e por fim, o nono exemplo estuda a andlise de

estabilidade exponencial de uma RNA sujeita a um dnico retardo no tempo.

4.1 Exemplos — Analise de estabilidade as-
sintotica de RN As com um unico retardo

no tempo — ATRN A

Exemplo 1 Considere a RNA (2.11) sujeita um dnico retardo variante no

tempo, K = 1, com as seguintes matrizes:
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i8]

10 29 1 2

[ —1 0 10
1 __ o __
W__—l —1] E_[()l]

Aplicando o Teorema 1 pode-se obter os resultados apresentados na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Méximos retardos no tempo permissiveis (Exemplo 1)
i 0 0.5 0.9
T | 4.4721 | 2.0083 | 1.1801

Os resultados apresentados na Tabela 4.1, mostram a dependéncia direta da
estabilidade assintdtica da RNA em relacdo ao retardo no tempo, observando que
essa dependéncia se torna mais forte quando ha uma grande variacao do retardo
no tempo, pois o maximo retardo no tempo que permite que a RNA seja estdvel

se torna menor.

Exemplo 2 Babcock e Westervelt [9] estudaram uma RNA com dois neurdnios

e dois retardos no tempo:

{ 0 — gy () + artanhlws(t — 7)) (4.1)

dd% = —$2(t) + agt(mh[zl(t — 7'2)]

no qual ay, as, T, € T, S30 escalares positivos e constantes.

Em [9] foi mostrado que quando aay < —1 e 11 + 75 atinge um determinado
valor, a origem do sistema (4.1) é estavel. Quando a soma dos atrasos se
incrementa até um valor critico, a origem se torna instavel e a rede oscila em um
ciclo limite.

Wei e Ruan [10] confirmaram a andlise apresentada em [9] matematicamente

e mostraram que a RNA € estdvel considerando, e.g., a1 = 2, as = —1.5 e
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1+ 72 < 0.8.

Considerando um caso ligeiramente modificado com T, = 7, e variantes no
tempo, que pode ser visto como um caso particular, a idéia principal € verificar
a estabilidade. Escolhendo-se os mesmos valores para a; = 2 e as = —1.5,
pode-se obter o maior retardo no tempo, considerando a rede neural (2.11) para

K =1, com as seguintes matrizes:

10
[0 e

0 2] w_[10
Wl_{—m 0} > _{0 1]

Aplicando o Teorema 1 obtém-se os resultados apresentados na Tabela 4.2. Note

que para T, = Ty = T constante obtém-se o retardo T = 0.4283.

Tabela 4.2: Méximos retardos no tempo permissiveis (Exemplo 2)
L 0 0.5 0.9
7 | 0.4283 | 0.2891 | 0.2886

Nota-se que na figura 4.1, a origem € assintoticamente estavel para o maior
retardo no tempo encontrado 7 = 0.4283 com p = 0. Na figura 4.2 é mostrado
que a origem se torna instavel para um retardo no tempo um pouco maior, e.g.,
T = 0.5283. A figura 4.3 mostra os atratores do sistema para T = 0.4283 e
7 = 0.5283, respectivamente: i) as varidveis do sistema tendem para o ponto
fixo (a); ii) as varidveis tendem para um ciclo limite (b). A figura 4.4 ilustra
quando a bifurcacdo de Hopf ocorre, que é muito préximo do valor encontrado

T = 0.4283, o qual sugere que o método apresentado € eficiente.
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0 200 400 600 800 1000
tempo t

0 200 400 600 800 1000
tempo t

Figura 4.1: Dindmica da RNA no tempo para 7 = 0.4283 e u =0

0 200 400 600 800 1000
tempo t

0 200 400 600 800 1000
tempo t

Figura 4.2: Dinamica da RNA no tempo para 7 = 0.5283 e u =0
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Atrator (Ponto fixo)

1=0.4283

-0.2 . . . . .
02 -015 -01 005 0 005 01 015 02
X

Figura 4.3: Atratores para (7 = 0.4283 e 4 = 0) e (7 = 0.5283 e pu = 0),
respectivamente.

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
T.

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.4: Diagrama de bifurcacao para x; e xy, respectivamente. Fazendo
7 = 0.4283 para p =0
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Exemplo 3 Considere a seguinte Rede Neural com 10 neurénios e sem auto-

conexdo que pode ser representada como a RNA (2.11) com K =1 através das

matrizes:

1 0 0
010

0 01
0 00
s |0 00
A=27= 0 00
0 00
0 00
0 00
| 0 00

[0 -1

0.1 0

02 0.3

0.1 0.2

1| 02 0.1
W= 0.8 0.6
—-0.2 0.3

0.1 0.2

—-0.7 —0.1

| 0.1 0.1

S OO OO OO+ OO 0o
OO OO OO+ OO oo

o |
S

| L |
cSocofof
) W o ~

[l e ool =R el Ra)
OO O R OO oo oo

0.1
-0.3
0.1
0
0.5
0.4
0.1
0.4
0.1
0.3

OO R OO oo o oo

00
00
00
00
00
00
00
00
10
0 1|

—0.1 0.1

—04 0.5
0.3 0.1
0.4 0.2
0 0.1
0.1 0
0.6 0.5
0.1 03

—02 0.1
0.1 0.1

Wo=0
-0.1 0.2 01 0.1
06 0.1 -03 —-02
01 02 03 01
-06 02 -01 -0.5
01 02 03 1
0.5 -01 -0.2 -0.1

0 0.1 01 05
-05 0 =01 -0.1
0.1 03 0 1
-06 01 —-04 O

Aplicando o Teorema 1 obtém-se que o maximo retardo constante no tempo

em que esta RNA pode estar sujeita permanecendo estavel é T = 1.6409.

As figuras (4.5-4.9) mostram os diagramas de bifurcacdo para todos os

neurbnios desta RNA com o objetivo de verificar a eficiéncia do método pro-

posto aplicado a uma RNA com um nimero maior de neurénios. Através destes

diagramas pode-se verificar que o método proposto € eficiente, o que pode fa-

cilmente ser observando na figura 4.7 que mostra o diagrama de bifurcagcdo do

neurbnio x5, no qual o maximo retardo no tempo encontrado pelo método pro-

posto, T = 1.6409, é muito proximo do ponto de bifurcacio original.



Capitulo 4. Exemplo: ATRN A

42

0.5

1.8

x 0
705 Il Il Il
0 0.2 0.4 0.6
0.5
' 0
_05 Il Il Il
0 0.2 0.4 0.6

1.8

Figura 4.5: Diagrama de bifurcacao para x; e x,, respectivamente. Fazendo

7 = 1.6409 para p = 0.

1.8

0.5
X 0
_05 Il Il Il
0 0.2 0.4 0.6
0.5
X 0
-05 ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6

18

Figura 4.6: Diagrama de bifurcacao para z3 e x4, respectivamente. Fazendo

7 = 1.6409 para p = 0.
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0.5

-0.5
0

0.5

Figura 4.7: Diagrama de bifurcacao para xs e x4, respectivamente. Fazendo
7 = 1.6409 para p = 0.

0.5

0.5

Figura 4.8: Diagrama de bifurcacao para z; e xg, respectivamente. Fazendo
7 = 1.6409 para p = 0.

0.2

0.4

0.6

0.8

12

14

16

1.8

0.2

0.4

0.6

0.8

12

14

1.6

1.8

e
AN

0.2 0.4 0.6 0.8 12 14 1.6 1.8
I I I I I I I I
0.2 0.4 0.6 0.8 12 14 16 18
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0.5
< 0 4
_05 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
0.5
= /
X 0 \
05 I I I I I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8

Figura 4.9: Diagrama de bifurcacao para xg e x19, respectivamente. Fazendo
7 = 1.6409 para p = 0.
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4.2 Exemplos — Analise da estabilidade as-
sintotica da RNA sujeita a um udnico re-
tardo tempo e incertezas paramétricas —

ATRN AR

Exemplo 4 Considere a RNA (2.11) com K = 1, sujeita a incertezas do tipo

politépicas:

dt

com as matrizes:

A —

AB) —

o _ | 04

[ —1.1
1(1) —
w -1

[ —1.1
1(3) _
w -1

(& ]=-a[28]w]

2.87 |

2.93

1.98 |

2.02 |

0

~13 |

0

~0.7 |

|

tanh[z(t)]
tanh[zy(t)]

Woe —

WO —

10
01

o

tanh[z,(t — d(t))]
tanh[zy(t — d(t))]
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Aplicando o Teorema 4 pode-se obter a Tabela 4.3.

Tabela 4.3: Méximos retardos no tempo permissiveis (Exemplo 4)
il 0 05 | 09
7| 1.0152 | 0.8820 | 0.7799

As figuras (4.10-4.12) mostram a resposta temporal da rede em trés dos
seus vértices considerando o maximo retardo no tempo constante apresentado
na Tabela 4.3, sendo que nestas figuras pode-se verificar a estabilidade da RNA.

Os resultados apresentados na Tabela 4.3 mostram que a dependéncia da
estabilidade assintética da RNA em relacdo ao retardo no tempo se torna ainda
maior quando a RNA esta sujeita a incertezas paramétricas, pois o maximo
retardo no tempo, T, que garante a estabilidade da RNA se torna menor quando

esta sujeito ha uma grande variag3o.
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0.2 b

x1

0.1 b

0 20 40 60 80 100
tempo t

-0.2 ! ! ! !
0 20 40 60 80 100
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Figura 4.10: Resposta temporal da RNA com 7 = 1.0152 e p = 0. Para o
vértice formado pelas matrizes AM, WO e W),
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Figura 4.11: Resposta temporal da RNA com 7 = 1.0152 e 4 = 0. Para o
vértice formado pelas matrizes A, W02 e W13,
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Figura 4.12: Resposta temporal da RNA com 7 = 1.0152 e p = 0. Para o
vértice formado pelas matrizes A®), WOG) ¢ W16,
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4.3 Exemplos — Analise de estabilidade as-

sintotica de RNAs sujeitas a miltiplos
retardos no tempo — AfRN A

Exemplo 5 Considere a seguinte rede neural com dois neurdnios e dois retardos

constantes no tempo, estudada em [9] e [10]:

L1 = —g1(t) + artanh[zs(t — 71)) 19
dras __ h o ( . )
72 = —19(t) + astanh[z,(t — )]

Fazendo a; = 2 e ay = —1.5, este sistema pode ser reescrito na forma do sistema

(2.11) com as seguintes matrizes:

_| 10 0_
A_Ol W =0

0 O 0 2 10
1 2 _ o __
W_{—1.5 O] W_{O O] E—[O 1}

Aplicando o Teorema 2 obtém-se os resultados apresentados na Tabela 4.4. Na
qual destacam-se os valores entre parénteses, para T, e T, e depois para (13) e

(11), isto € um fixado enquanto o outro varia.

Tabela 4.4: Méximos retardos no tempo permissiveis (Exemplo 5)
71 (12) [ 0.1 (0.7328) | 0.2 (0.6449) | 0.3 (0.5529) | 0.4283 (0.4284)
Ty (1) | 0.7328 (0.1) | 0.6449 (0.2) | 0.5529 (0.3) | 0.4284 (0.4283)

Abaixo sdo realizadas algumas simulagcées para verificar a eficacia do método
proposto para o caso em que a RNA estd sujeita a multiplos retardos no tempo,
para isso sao tracados diagramas de bifurcacdo, sendo que o pardmetro de con-
trole ora € um retardo no tempo, ora € o outro.

As figuras (4.13-4.16), mostram os diagramas de bifurcacdo da rede para

os retardos no tempo mostrados na Tabela 4.4, destacando o limite maximo
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encontrado do retardo no tempo para que a rede seja estavel.

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

15 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

5

Figura 4.13: Diagrama de bifurcagao para 71 = 0.1 e com 75 como parametro
de controle. Destacando 7 = 0.7328.

Observando as figuras (4.13-4.16) pode-se concluir que o método proposto se
torna mais conservador quando as diferencas entre os retardos no tempo da RNA
se tornam maiores, pois na figura 4.13 o ponto de bifurcacdo da RNA nao é tao
préximo do valor encontrado pelo método proposto se comparado, por exemplo,

com o resultado apresentado no figura 4.16.
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Figura 4.14: Diagrama de bifurcagao para 71 = 0.2 e com 75 como parametro

de controle. Destacando 7, = 0.6449.
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Figura 4.15: Diagrama de bifurcagao para 71 = 0.3 e com 75 como parametro

de controle. Destacando 7 = 0.5529.
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0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.16: Diagrama de bifurcacao para 7 = 0.4283 e com 7, como
parametro de controle. Destacando 7 = 0.4284.
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Exemplo 6 Considere a rede neural sujeita a trés retardos constantes no tempo:

ditl = —3x1(t) + tanh[z,(t)] — tanh[z,(t — 71)]
@2 — —2.925(t) + tanhlx: ()] + 2tanhlzy(t)] — tanh[zy(t — )] (4.3)

—tcmh[a:g (t — 7'3)]

este sistema pode ser reescrito na forma do sistema (2.11) com as seguintes

matrizes:

o [10 3 0 o [10
E3_{01} A‘l029} ”/_{12}

L [-1 o0 , [0 0 s [0 0
W“{o o] M=o 1] Mo

Aplicando o método proposto, Teorema 2, pode-se concluir que este método
€ capaz de identificar que a rede € independente do retardo no tempo 1, e
dependentes simultaneamente dos retardos no tempo 1, e 73. Para os seguintes

limitantes:

® To — T3 = 09534,
o 75 =0.9534 e 73 = 0.9535;

o 75, =0.9535 e 13 = 0.9534;

As figuras 4.17 e 4.18 mostram o diagrama de bifurcacdo desta rede, sendo
possivel observar através delas que a rede € independente do retardo no tempo, 7.
Além disso, neste exemplo o método proposto se mostrou um pouco conservador
por encontrar um maximo retardo no tempo ndo tdo préximo do original ponto

de bifurcacio da rede.
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1
0.5 Xy B
0
-0.5 B
-1 1
0.5 15
T2:T3
1
05 X5 E
0 i
05 i
-1 1
0.5 15
T2:T3
Figura 4.17: Diagrama de bifurcagao para 71 = 0.1 e com 7T,= 73 como

parametro de controle. Destacando m = 73 = 0.9534.
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Figura 4.18: Diagrama de bifurcacao para 7

0.5

=T

0.5

=T

23

1.5

1000 e com 7y= 73 como
parametro de controle. Destacando 7 = 13 = 0.9534.
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Exemplo 7 Considere a rede neural sujeita a trés retardos no tempo:

L — —3uy(t) + tanhlz (t)] — tanhlz, (t — 7))

GF = —2.925(t) + tanh[z,(t)] + 2tanh[zs(t)] — tanh|z(t — 7))  (4.4)
—atanh([zy(t — 73)]

este sistema pode ser reescrito na forma do sistema (2.11) com as seguintes

matrizes:

o 10 [3 o0 o [10
2_{0 1} A_{ozg} W‘{1 2}

-3 8] [0 8] w8

Aplicando o método proposto, Teorema 2, pode-se concluir que este método
€ capaz de identificar o retardo no tempo que mais influencia a estabilidade da
rede além de encontrar o seu valor limite para o qual é garantido a estabilidade.
A Tabela 4.5 mostra os maximos retardos no tempo para diferentes ponderacoes
da matriz W3, variando o valor do pardmetro «.

Para este caso particularmente é obtido que os retardos no tempo 11 e T, ndo
influenciam na estabilidade da rede, ao passo que o retardo no tempo 73 controla

a estabilidade da rede, como pode ser observado na Tabela 4.5.

Tabela 4.5: Méximos retardos no tempo permissiveis (Exemplo 7)

o 1 2 3
T o0 00 o0
Ty o0 %) o0
T3 | 4.4721 | 0.9534 | 0.5634

As figuras 4.19 e 4.20 mostram o diagrama de bifurcacio desta rede fazendo
a = 3, sendo possivel observar através delas a independéncia dos retardos no
tempo, 7, e To. Além disso, neste exemplo, o método se mostrou conservador
encontrando um maximo retardo no tempo ndo muito proximo do ponto de

bifurcagcdo original da rede.
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Figura 4.19: Diagrama de bifurcacdo para 71 = 7 = 0.1 e com 73 como

parametro de controle. Destacando 73 = 0.5634.
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Figura 4.20: Diagrama de bifurcagao para 71 = 7 = 1500 e com 73 como

parametro de controle. Destacando 73 = 0.5634.
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4.4 Exemplos — Analise da estabilidade as-
sintotica da RNA sujeita a multiplos re-
tardos no tempo e incertezas parameétricas

— AFRN AP

Exemplo 8 Considere uma rede neural com dois neurénios e dois retardos cons-

tantes no tempo:

{ dditl = —1x1(t) + artanh|xs(t — 71)]

ddif = —x5(t) + astanh|xi(t — 75)]

Fazendo os pardmetros a, € ay pertencerem as seguintes faixas de variacdo:

14<a <26
— 1515 < ay < —1.48

Este sistema pode ser reescrito na forma do sistema (2.11) incerto com as se-

guintes matrizes:

AP = -067 1.%3_ A® = 1(53 1.(())3:
Wi — {8 1(.)4} Wie — [8 2(.)6]
W = [ —19515 8} W = [ —10.48 8]
== (39

Aplicando o Teorema 4 pode-se obter os resultados apresentados na Tabela 4.6:

Os resultados apresentados na Tabela 4.6 mostram que a estabilidade as-
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Tabela 4.6: Méximos retardos no tempo permissiveis (Exemplo 8)

71 (12) | 0.05 (0.3515) | 0.10 (0.3027) | 0.15 (0.2533) | 0.20 (0.2034) | 0.2017

7 (1) | 0.3515 (0.05) | 0.3027 (0.10) | 0.2533 (0.15) | 0.2034 (0.20) | 0.2017

sintética da RNA em relagdo ao retardo no tempo se torna ainda maior quando

a RNA esta sujeita a incertezas paramétricas, observando que essa dependéncia

aumenta quando a diferenca entre os retardos no tempo se tornam maiores.

As figuras (4.21-4.36) ilustram o comportamento da RNA em alguns dos seus

vértices para diferentes retardos no tempo, sendo que os vértices formados pelas

matrizes AV, W21 e W2 e pelas matrizes A®), W2 e W2 apresentaram

tempo de acomodacdo da RNA superior aos outros vértices, como é mostrado
nas figuras 4.25, 4.27, 4.33 e 4.35.

0.2
O,
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04r
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Figura 4.21: Resposta temporal da RNA com 7 = 0.05 e 75 = 0.3515. Para
o vértice formado pelas matrizes A WM ¢ 117201
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Figura 4.22: Resposta temporal da RNA com 7 = 0.05 e 75 = 0.3515. Para
o vértice formado pelas matrizes A®), W) e W21
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Figura 4.23: Resposta temporal da RNA com 7 = 0.05 e 75, = 0.3515. Para
o vértice formado pelas matrizes A®), W) ¢ 11721
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Figura 4.24: Resposta temporal da RNA com 7 = 0.05 e 75 = 0.3515. Para
o vértice formado pelas matrizes A4, W) e 1121
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Figura 4.25: Resposta temporal da RNA com 7 = 0.05 e 75, = 0.3515. Para
o vértice formado pelas matrizes A, W12 ¢ 11721
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0.6

0.4r b

20 40 60 80 100
tempo t

-0.2 ! ! ! !
40 60 80 100

tempo t

o
N
o

Figura 4.26: Resposta temporal da RNA com 7 = 0.05 e 75 = 0.3515. Para
o vértice formado pelas matrizes A®), W12 e W21
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Figura 4.27: Resposta temporal da RNA com 7 = 0.05 e 75 = 0.3515. Para
o vértice formado pelas matrizes A®), W12 ¢ 1121
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Figura 4.28: Resposta temporal da RNA com 7 = 0.05 e 75, = 0.3515. Para
o vértice formado pelas matrizes A4, W12 e W21
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Figura 4.29: Resposta temporal da RNA com 7, = 0.2017 e 75 = 0.2017.
Para o vértice formado pelas matrizes A, W11 ¢ 1720
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Figura 4.30: Resposta temporal da RNA com 73 = 0.2017 e
Para o vértice formado pelas matrizes A W11 ¢ 17201
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Figura 4.31: Resposta temporal da RNA com 7, = 0.2017 e 75 = 0.2017.

Para o vértice formado pelas matrizes A®) W11 ¢ 1720
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Figura 4.32: Resposta temporal da RNA com 7, = 0.2017 e
Para o vértice formado pelas matrizes AW W11 e 17201
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Figura 4.33: Resposta temporal da RNA com 7, = 0.2017 e 75 = 0.2017.

Para o vértice formado pelas matrizes A, W12 ¢ 1720
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Figura 4.34: Resposta temporal da RNA com 7, = 0.2017 e
Para o vértice formado pelas matrizes A2 W12 e 1720
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Figura 4.35: Resposta temporal da RNA com 7, = 0.2017 e 7, = 0.2017.

Para o vértice formado pelas matrizes A®) W12 ¢ 11720
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Figura 4.36: Resposta temporal da RNA com 7, = 0.2017 e o = 0.2017.

Para o vértice formado pelas matrizes AW, W12 ¢ 17720
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4.5 Exemplos — Analise de estabilidade ex-
ponencial de RNA sujeita a um tnico re-

tardo no tempo — ATRN A

Exemplo 9 Considere uma rede neural com dois neurénios sujeita a um tnico

retardo variante no tempo d(t) = 7 = Ty:

{ ditl = —x1(t) + artanh|zs(t — 71)]
dry _ _x2(t) + aQtanh[Il(t - 7'2)]

Fazendo a, = 2, as = —1.5 este sistema pode ser reescrito na forma do sistema

(2.11) com as seguintes matrizes:

10 0 2 . [10
A‘[o 1] Wo=0 Wl_[—m o} > _{0 1]

Aplicando o Teorema 3 obtemos os resultados apresentados nas Tabelas 4.7,
4.8 e 4.9 que mostram as taxas de decaimento, k, para um determinado retardo
no tempo, 7. Sendo que as Tabelas 4.7, 4.8 e 4.9 foram obtidas para a taxa de
variagdo do retardo =0, = 0.5 e p = 0.9, respectivamente.

Nas figuras (4.37-4.41) sdo comparados a resposta temporal da rede com o
decaimento exponencial para os resultados apresentados na Tabela 4.7. Através
destas figuras pode-se verificar a eficiéncia do método proposto, observando que
0 método se torna mais conservador quando o retardo no tempo se aproxima do
seu limiar que garante a estabilidade assintética da rede, pois pode-se observar na
figura 4.41 que a curva com o decaimento exponencial encontrado pelo método
proposto nao se estabiliza proximo do ponto de estabilizacao da resposta temporal
da RNA.
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Tabela 4.7: Graus de estabilidade exponencial, k, para os retardos no tempo
com p =0 (Exemplo 9)

7101 ] 02] 03| 04 | 04283

k| 0.68 | 0.37 | 0.16 | 0.02 | 0.00006

Tabela 4.8: Graus de estabilidade exponencial, k, para os retardos no tempo
com p = 0.5 (Exemplo 9)

71 0.1 | 0.2 | 0.2891

k| 0.67 | 0.34 | 0.0001

Tabela 4.9: Graus de estabilidade exponencial, k, para os retardos no tempo
com g = 0.9 (Exemplo 9)

71 0.1 | 0.2 | 0.2886

k| 0.67 | 0.34 | 0.0003

05 11 |

-05 1 1 1 I
0 5 10 15 20 25

Figura 4.37: Resposta temporal da RNA com 7 = 0.1 (trago continuo) e
decaimento exponencial e * com k = 0.68 (pontilhado) para p = 0.
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Figura 4.38: Resposta temporal da RNA com 7 = 0.2 (trago continuo) e
decaimento exponencial e * com k = 0.37 (pontilhado) para p = 0.
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Figura 4.39: Resposta temporal da RNA com 7 = 0.3 (trago continuo) e
decaimento exponencial e * com k = 0.16 (pontilhado) para p = 0.



Capitulo 4. Exemplo: ATRN A 69

Figura 4.40: Resposta temporal da RNA com 7 = 0.4 (trago continuo) e
decaimento exponencial e=* com k = 0.02 (pontilhado) para p = 0.
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Figura 4.41: Resposta temporal da RNA com 7 = 0.4283 (trago continuo) e
decaimento exponencial e=* com k = 0.00006 (pontilhado) para p = 0.
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4.6 Conclusoes Finais

Neste capitulo, exemplos numéricos foram realizados para evidenciarem as po-
tencialidades dos métodos desenvolvidos neste trabalho. Através dos exemplos
1, 2 e 3 que lidam com analise de estabilidade assintética de RNAs sujeitas a um
nico retardo no tempo, pode-se perceber que o método proposto é capaz de
identificar um limite superior para o retardo no tempo a uma determinada taxa de
variagao, tais resultados foram verificados através de graficos. O exemplo 4 lida
com a anadlise da estabilidade assintética de uma RNA sujeita a um dnico retardo
tempo e incertezas paramétricas, no qual pode-se verificar que a estabilidade da
RNA se torna ainda mais fragil ao retardo no tempo. Os exemplos 5, 6 e 7 lidam
com a andlise de estabilidade assintética de RNAs sujeitas a mdltiplos retardos
no tempo, sendo que nos exemplos 6 e 7 o método proposto encontra o retardo
no tempo que mais influencia a estabilidade da rede. Através do exemplo 8 foi
tratado um modelo mais geral que os exemplos anteriores, andlise da estabili-
dade assintética de uma RNA sujeita a miultiplos retardos no tempo e incertezas
paramétricas, no qual o método proposto apresentou resultados condizentes com
o esperado, a estabilidade da RNA torna-se ainda mais vulneravel ao retardo no
tempo. Por fim, o exemplo 9 tratou da anélise de estabilidade exponencial de
uma RNA sujeita a um tnico retardo no tempo, no qual a taxa de decaimento

exponencial, k, pode ser utilizada para se obter a velocidade de resposta da rede.
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Conclusoes e Propostas de
Trabalho

No presente trabalho foi discutido o problema de estabilidade assintética e expo-
nencial em uma classe de RNAs (Redes Neurais Artificiais) sujeitas a influéncia
de retardo no tempo (constante ou variante) e/ou incertezas paramétricas do
tipo politdpicas.

Inicialmente, foi apresentada a formulacao do problema em forma geral, em
seqliéncia foram apresentados métodos para se verificar a estabilidade assintética
de uma classe de RNAs para casos particulares estendendo-se para casos mais
gerais.

Abordagens dependentes do retardo no tempo foram desenvolvidas sob as
formas de teoremas, fundamentando-se na utilizacao de LMls, na selecdo ade-
quada de um funcional do tipo Lyapunov-Krasovskii e na selecao de matrizes de
parametros livres que expressam a influéncia da férmula de Newton-Leibniz.

Os resultados obtidos nos exemplos sugerem que os métodos propostos sao
eficientes e que é possivel encontrar o maior retardo no tempo que garante a
estabilidade assintética, além da taxa de convergéncia da solugcdo, o que pode
ser utilizado como velocidade de resposta da RNA.

Além disso, os resultados também permitem usar uma classe maior de funcdes
de ativacdo, inclusive a funciao sigmoidal nao-linear e uma funcdo linear por
partes.

E importante salientar que alguns dos resultados apresentados geraram arti-
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gos submetidos a periddicos e congressos ([43], [44], [45], [46]), que estdo em
processo de revisao.

Como propostas de trabalho futuro, podem ser ressaltados alguns itens:

e Abranger uma classe ainda mais geral de fun¢Ges de ativagdo, para que os

resultados possam ser mais amplos;

e Estudo de um método para que a taxa de variacdo do retardo no tempo
/4, ndo tenha um limitante superior unitdrio, tornando a abordagem mais

geral;

e Estudo de novas abordagens através de manipulagdes no sistema em estudo
ou em escolhas mais apropriadas tipo Lyapunov-Krasovskii, afim de se

obterem resultados menos conservadores:

e Estender os resultados obtidos para uma classe mais geral de RNAs pro-

posta inicialmente por Cohen e Grossberg em [47], descrita na forma:

iiuc;t(t) = —ai(ug) |bi(u) — 2254 aijg;(u;(t)) + ]i] (5.1)

Sendo que n > 2 é o nimero de neurdnios da rede, u; é a variavel de
estado associada ao i-ésimo neurdnio, a; é a amplificacdo da funcio, e b;
é uma fungdo apropriada. A matriz A = {a;;} mostra como os neurdnios

estao conectados na rede, e g; € a fungdo de ativagdo.

Note que, adicionando-se informacdo do retardo no tempo de maneira
similar como feito neste trabalho (veja Capitulo 2), o sistema (5.1) pode

ser reescrito abaixo:

Wt — —ay(ug) | i(ui) — S0 aiig5(uy(t)

=30 agg(u(t —d(t)) + 1 (5.2)
1=1,...,n

Sendo que d(t) representa o retardo variante no tempo.
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