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Resumo

O Problema do Caixeiro Viajante (PCV) e o Problema de Roteamento de Veiculos
(PRV), apesar da enorme gama de aplicagoes e do grande nimero de algoritmos desen-
volvidos para resolvé-los, nao possuem uma estrutura de custo que permita diferenciar
produtos e/ou clientes mais importantes. Eles também nao se preocupam com o tempo de
espera dos consumidores que recebem as mercadorias e nao asseguram um dado nivel de
qualidade de servigo para esses consumidores. Tanto o PCV quanto o PRV se preocupam
apenas com o custo egoista do operador logistico, que deseja retornar ao ponto de partida
o mais cedo possivel. Nesta tese sao apresentados e resolvidos, de forma exata, quatro
problemas, em que o custo da carga é relevante para o calculo do custo total. Esse custo
da carga esta relacionado com a quantidade e com a qualidade dos produtos transportados,
podendo também priorizar clientes mais importantes e/ou produtos pereciveis.

Os problemas estudados neste trabalho sdo: Problema de Minima Laténcia (PML);
Problema de Um Veiculo de Entrega (PUVE); Problema do Caixeiro Viajante
Multiproduto (PCVM); e, Problema do Caixeiro Viajante Multiproduto Con-
gestionado (PCVMC). Esses problemas tém como objetivo principal aliar os interesses,
muitas vezes conflitantes, dos operadores logisticos que tendem a minimizar o seu préprio
custo operacional, mas também precisam maximizar a satisfacao dos seus clientes. Para
todos os quatro problemas sao apresentadas novas formulacoes matematicas. Para o PML
e para o PUVE, problemas existentes na literatura, sao apresentados resultados exatos e
resultados heuristicos melhores que os presentes na literatura. Para o PCVM sao apresen-
tados trés versoes de um algoritmo Cut-and-Branch baseado no método de Decomposicao
de Benders. Esse método se mostrou mais eficiente, em termos de tempo computacional,
que o resolvedor CPLEX. Além disso, foi desenvolvido um algoritmo Lagrangeano que
conseguiu resolver instancias para as quais o CPLEX nao consegue. Para o PCVMC, o
problema mais geral, que engloba todos os anteriores e que usa uma funcao de custo nao-
linear, também foi desenvolvido um algoritmo baseado no Método de Particionamento de
Benders que conseguiu resultados exatos de maneira eficiente.

Palavras Chaves: Problema de Minima Laténcia, Problema de Um Veiculo de En-
trega, Problema do Caixeiro Viajante Multiproduto, Problema do Caixeiro Viajante Multi-
produto Congestionado, GRASP, Cut-and-Branch, Relaxacao Lagrangeana, Decomposicao
de Benders Generalizada.



Abstract

There are a lot of applications and a lot of algorithms for the Traveling Salesman Pro-
blem (TSP) and for the Vehicle Routing Problem (VRP). Despite of that, both problems
do not have a cost structure that enables differ more important products and clients. Be-
sides, the TSP and the VRP do not care about the waiting times of all the costumers that
want to receive their products as soon as possible. Both, the TSP and the VRP, just care
about the single selfish driver that wants to return as soon as possible to the depot.

The objective of this work is to present, to model and to solve problems where a load
cost is incurred, besides the time or distance. This load cost can represent the weight,
the price of the load or even the priority of some clients. In this work four problems are
presented where the load cost is important. The problems are The Minimum Latency
Problem (MLP); The Single Vehicle Delivery Problem (SVDP); The Multicom-
modity Traveling Salesman Problem (MTSP) and The Congested Multicommo-
dity Traveling Salesman Problem (CMTSP). All these problems deal with the logistic
operator conflict between minimize its own operational costs and maximize the client sa-
tisfaction. For all these problems it is presented a new mathematical formulation. For the
MLP and the SVDP, the exact and heuristics results are better than found in literature.
For the MTSP, it is developed a Cut-and-Branch algorithm that is able to find optimal
solutions faster than stand alone CPLEX codes. For instances that CPLEX cannot deal
with (very large ones), a Lagrangean Relaxation was deployed to compute lower bounds.
A version of the well known GRASP procedure is also provided to ensure the calculation
of optimality gaps not attainable by CPLEX. For the CMTSP, the more general problem
of this work, that uses a non-linear objective function, it is also developed a Generalized
Benders Decomposition algorithm.

Keywords: The Minimum Latency Problem, The Single Vehicle Delivery Problem,
The Multicommodity Traveling Salesman Problem, The Congested Multicommodity Tra-
veling Salesman Problem, GRASP, Cut-and-Branch, Lagrangean Relaxation, Generalized
Benders Decomposition.



Capitulo 1
Introducao

Um dos problemas da literatura mais abrangente em termos de roteamento ¢ o Problema de
Roteamento de Veiculos (PRV), do inglés Vehicle Routing Problem (VRP) [LN87] [TV02],
que também é chamado de Vehicle Scheduling [CW64] [Gas67], Vehicle Dispaching [CEG9]
[DR59] ou simplesmente Delivery problem [Hay67]. O objetivo do PRV é determinar 6timas
rotas usando uma frota de veiculos, baseados em um ou mais depdsitos, para servir a um
conjunto de consumidores. Muitas caracteristicas adicionais, como restrigoes operacionais,
podem ser impostas nas construcoes das rotas. Por exemplo: o servico pode incluir en-
trega e/ou coleta; a quantidade de produtos carregada em cada rota nao pode exceder a
capacidade do veiculo; o tempo ou a distancia total de cada rota nao pode ser maior que
um limite estabelecido; o servigo deve ocorrer dentro de uma janela de tempo; a frota pode
conter veiculos heterogéneos; relacoes de precedéncia podem existir entre os consumidores;
a demanda do consumidor pode nao ser completamente conhecida a priori; o fluxo para
um consumidor pode ser dividido entre veiculos diferentes; e algumas caracteristicas do
problema, como demandas ou tempos de viagem, podem variar dinamicamente. O PRV
é um dos problemas de otimizacao combinatoéria mais estudados devido a sua relevancia
pratica e sua consideravel dificuldade.

O importante Problema do Caixeiro Viajante (PCV) [DFJ54] [NW88] [GL00] [ABCCOG6]
¢ uma referéncia bésica para o Problema de Roteamento de Veiculos. O PCV é uma especi-
alizagao do Problema de Roteamento de Veiculos, em que um tunico veiculo, sem restri¢oes
de capacidade, precisa percorrer um circuito Hamiltoniano de menor custo. Ele é impor-
tante na solucao de diversos problemas de transporte e logistica, entre outros.

Apesar da enorme gama de restrigoes e da complexidade do problema, o PRV, e também

o PCV, nao consideram a carga que o veiculo esté transportando. No PRV, o peso da carga



é somente um fator de restricao tendo em vista a capacidade limite do veiculo, nao existe
uma relagao proporcional entre a quantidade e o valor da carga transportada com o custo
de se transportar essa carga por algum trecho.

No PRV e no PCV todos os produtos sao idénticos. Entretanto, em situacoes reais
podem haver produtos diferentes a serem transportados em um mesmo veiculo. Nesse
caso, torna-se importante priorizar, em termos de ordem de entrega, produtos pereciveis
e produtos mais frageis. Aqueles que sao pereciveis, por exemplo, podem necessitar de
veiculos com refrigeracao. Nesses casos, a medida que forem entregues, os gastos de re-
frigeracao podem tornar-se cada vez menores. Além disso, quando produtos diferentes
sao transportados no mesmo veiculo simultaneamente, é importante estudar o efeito de
se transportar uma determinada carga por alguma regiao. Por exemplo: é comum que
empresas transportadoras que entreguem seus produtos para diferentes localidades deixem
para entregar por ultimo aqueles destinados a bairros ou localidades mais perigosas e mais
sujeitas a assaltos. Além disso, produtos diferentes tém pesos diferentes. Em certos casos,
também é possivel contabilizar o custo do veiculo para trafegar mais, ou menos, pesado.
Esse peso pode acelerar a depreciacao do veiculo, aumentando gastos com manutencao, e,
no caso de transporte terrestre, gerar custos com possiveis multas por excesso de peso.

Além dos diferentes tipos de produtos, empresas transportadoras podem lidar com
diferentes tipos de clientes. Alguns desses podem requerer certa prioridade na entrega
devido a um contrato estabelecido entre eles e a empresa transportadora. Quando cada
cliente recebe somente um tipo de produto em cada entrega, essa prioridade entre clientes
pode ser modelada como prioridade de produtos e vice-versa. Isso ja nao ocorre quando um
cliente necessita receber diversos tipos de produtos em uma mesma entrega. No PCV, nao
existe essa demanda heterogénea para cada cliente, enquanto, no PRV, ela pode existir,
embora nao ocorra necessariamente uma relacao proporcional entre o peso e o custo.

No transporte de produtos, cada cliente pode necessitar de uma quantidade heterogénea
de cada um desses. Essa quantidade diferente é um fator que pondera os custos citados.
Por exemplo: quando comparados clientes que teoricamente teriam a mesma prioridade
devido a um contrato especifico, é possivel que um tenha uma prioridade maior de entrega
que o outro. Para isso, basta que o valor, em dinheiro, requerido por um seja maior que o
valor, também em dinheiro, requerido pelo outro. Esse valor é a multiplicacao do niimero
de produtos requeridos pelo valor de cada produto. Usando esse raciocinio, um cliente
que deseja receber muitos produtos de valor unitario baixo pode se tornar prioritario em

relacao a um que deseja receber uma quantidade pequena de um produto mais valioso.



Neste trabalho sao abordados quatro problemas em relagao aos quais o custo da carga
é relevante para a solucao final.

O primeiro problema estudado é chamado de Problema de Minima Laténcia (PML). Ele
é um problema variante do PCV, no qual o objetivo é encontrar um circuito Hamiltoniano
que partindo de uma origem 1 minimize a soma dos tempos de espera (laténcia) dos
consumidores [CMM67] [Luc90] [BCCT94]. A laténcia de um vértice pode ser definida
como a distancia entre esse vértice e o vértice origem. Esse tempo de espera ¢ medido
sob o ponto de vista dos consumidores [Tsi92]. O PML pode ser interpretado como um
problema de agendamento de tarefas em que a soma dos tempos de cada tarefa precisa
ser minimizada [Eij95]. Isto ¢, no PML o objetivo nao é terminar todas as tarefas no
menor tempo possivel, mas, sim, minimizar a soma das esperas (laténcias) de cada um
dos clientes, em funcao da qual, cada um deles, solicita uma tarefa distinta. Quanto mais
rapido um cliente receber a sua tarefa, maior sera sua satisfacao. E preciso esclarecer que
o tempo para executar cada tarefa depende da tarefa executada anteriormente, da mesma
forma que, no PCV, a distancia para alcancar um vértice depende do vértice previamente
visitado. O PML também pode ser interpretado como um problema de minimizar o custo
de um veiculo que, saindo carregado, tenha que entregar uma unidade de um produto em
cada localidade, e, que se contabilize um custo que é proporcional a quantidade de produtos
transportados em cada trecho. Por isso, a solucao do PML tende a percorrer, quando o
veiculo estiver mais carregado de produtos, trechos mais baratos, e, a medida que esses
produtos forem entregues, o custo por trecho torna-se cada vez menos importante.

O segundo problema é uma extensao do Problema de Minima Laténcia e é conhecido
como Problema de Um Veiculo de Entrega (PUVE) [BM*89)]. Ele consiste em percorrer um
circuito Hamiltoniano que minimize o tempo de espera dos consumidores, da mesma forma
que no PML. Entretanto, no PUVE, esse tempo de espera de cada cliente é multiplicado
pelo nimero de produtos que sao entregues a esse cliente. De uma forma geral, pode-se
interpretar o PUVE como um Problema de Minima Laténcia com demandas heterogéneas
nos vértices. Outra interpretagao cabivel é que tanto o PML quanto o PUVE sao orientados
aos clientes, entretanto, no PML, todos os clientes tém a mesma prioridade. Ja, no PUVE,
a prioridade de cada cliente é proporcional a quantidade de produtos que esse cliente deseja
receber. Nao necessariamente a menor distancia (ou o menor tempo total de viagem) é a
melhor solucao. Podem existir casos em que seja melhor percorrer uma distancia maior
para logo nas primeiras visitas entregar mais produtos, deixando o veiculo mais vazio e

economizando no custo de transporta-los as localidades subseqiientes. No PUVE, o custo da



carga é ainda mais evidente do que no PML. Nele, nao se estd somente minimizando o tempo
de espera dos clientes que recebem os produtos, mas, sim, a soma dos tempos de espera
de todos os produtos que sao entregues. Se esses produtos forem pessoas, que necessitam
ser transportadas, pode-se dizer entao que o PUVE maximiza a soma da satisfacao dessas
pessoas tentando entregar o maior nimero delas no seu local de destino o mais cedo possivel.

O terceiro problema ¢é uma extensao do PCV e do PUVE e é o principal foco deste
trabalho. Pelo que se sabe esse problema foi proposto na literatura e modelado pela pri-
meira vez pelo autor deste trabalho e foi denominado de Problema do Caixeiro Viajante
Multiproduto (PCVM). Ele consiste em achar um caminho de menor custo que, saindo de
uma origem, percorra todas as localidades, passando exatamente uma vez em cada locali-
dade e depois volte para a origem. No PCVM cada cliente pode requerer uma quantidade
diferente de produtos distintos. O objetivo do PCVM é percorrer um caminho Hamilto-
niano minimizando a soma de dois custos em cada arco: o fixo e o variavel. O custo fixo
é o mesmo existente no PCV e nao esta associado a carga transportada. Independente
se um veiculo estd vazio ou cheio, toda empresa de transporte possui um custo fixo para
utilizar um veiculo. Esse custo esta associado a alguns fatores como: custo do operador
logistico; preco do combustivel que esse veiculo vazio gasta ao percorrer um trecho; aluguel
do veiculo; pedagio. O custo variavel esta associado a carga transportada em cada trecho.
No PUVE, cada cliente recebe uma quantidade heterogénea de um dado produto, entre-
tanto, nesse problema, todos os clientes recebem o mesmo tipo de produto. Ja no PCVM,
cada cliente pode receber um tipo de produto diferente, isto é, na rede trafegam produtos
com diferentes valores agregados. Por simplificacao, no PCVM, cada cliente esta associado
a somente um tipo de produto, nao impedindo que clientes diferentes sejam associados a
produtos diferentes. Dessa forma é possivel priorizar clientes mais importantes. Para isso,
basta associar um custo varidvel maior aos produtos desse cliente. Com o PCVM também é
possivel associar a cada trecho um custo variavel diferente, independente do produto trafe-
gado. Por exemplo: é mais dificil para um veiculo mais pesado percorrer uma estrada sem
conservacgao. Nesse caso, com o PCVM, é possivel associar um custo de carga maior a essa
via de transporte. O PCVM possui uma fun¢ao mais flexivel para aplicacoes reais. Nele,
é possivel tratar o conflito que as empresas de transporte deparam ao tentar minimizar
seu custo operacional (custo fixo) e maximizar a satisfacao de seus clientes garantindo-lhes
melhor qualidade de servigo.

O quarto problema, ainda mais abrangente que o PCVM, leva em conta fenomenos

de congestionamento. Ele é chamado de Problema do Caixeiro Viajante Multiproduto



Congestionado (PCVMC). Nele, da mesma forma que no PCVM, existem os custos fixos
e variaveis associados a cada arco, entretando, além deles, ainda existe um custo de con-
gestionamento associado ao total do produtos trafegados em cada trecho e a capacidade
de transporte nesse trecho. Esse custo de congestionamento é modelado por uma fungao
nao-linear. Neste trabalho utiliza-se a funcao de Kleinrock. Isso se deve a sua simpli-
cidade e adequacao aos efeitos do congestionamento. No PCVMC, cada arco tem uma
capacidade de transporte e, a medida que o fluxo global que passa pelo arco se aproxima
da capacidade desse arco, o custo de congestionamento aumenta. O objetivo do PCVMC
também é estabelecer o menor circuito Hamiltoniano levando em conta o custo fixo, o custo
varidvel (ambos sao contabilizados da mesma forma que no PCVM) e, também, o custo de
congestionamento.

O objetivo principal deste trabalho é propor formulacoes e abordagens eficientes para
a solugao de cada um desses quatro problemas. Todas as formulagoes deste trabalho sao
baseadas em fluxos em redes e, apesar desta tese explorar, em sua maior parte, abordagens
exatas, também sao apresentadas algumas heuristicas eficientes para alguns desses proble-
mas. As heuristicas, além de obter um limite superior de boa qualidade, também tém o

objetivo de auxiliar na solugao exata. Algumas das principais contribuigoes desta tese sao:

e Dois modelos de programacao linear uniproduto para o Problema de Minima Laténcia.
O primeiro deles é baseado no trabalho de Garvin et al. [GCJS57] para o Problema de
Roteamento de Veiculos. O segundo acrescenta ao primeiro variaveis e restri¢oes base-
adas no Problema Quadréatico de Atribuigao (PQA). Com esse tltimo conseguiram-se
resultados até 258 vezes mais rapidos e com gaps de relaxacao linear 45% menores

em relacao ao primeiro.

e Dois modelos de programacao linear multiproduto que utilizam conservacao de fluxo
e variaveis e restri¢oes baseadas no Problema Quadratico de Atribuigao. O segundo
modelo que acrescenta ao primeiro variaveis e restrigoes baseadas no PQA apresenta
um gap de relaxacao linear extremamente competitivo para instancias de até 25
vértices. Para muitas instancias esse gap € inferior aos gaps do modelo de Bianco et
al. [BMR93], e também ¢ inferior aos gaps dos modelos baseados no PQA que sao
propostos neste trabalho. Comparando o tempo de computacao entre o primeiro e
o segundo modelo multiproduto, este tltimo conseguiu resultados muito expressivos.
Por exemplo, para instancias de 20 vértices, o iltimo conseguiu resultados 40 vezes

mais rapidos que o primeiro.



Um modelo de programagao linear para o Problema de Minima Laténcia baseado
no Problema Quadratico de Atribuicao. Esse modelo conseguiu limites de relaxacao

linear inferiores, em média, a 1.5%, mesmo para instancias de 60 vértices.

Um modelo de programacao linear que conseguiu solugoes exatas para instancias do
Problema de Minima Laténcia de até 80 vértices. O modelo proposto apresentou
gaps de relaxacao linear, em média, menores que 2% mesmo para instancias de 80

vértices. Além disso, esses limites foram calculados em menos de 82 segundos.

Uma heuristica baseada na meta-heuristica GRASP que utiliza path-relinking que
conseguiu resultados em geral, menores que 1.5% do 6timo, tanto para instancias do
Problema de Minima Laténcia, como para instancias do Problema de Um Veiculo de
Entrega. As solugoes da heuristica também foram utilizadas como primeiro limite
superior para o resolvedor CPLEX, auxiliando-o na solucao exata dessas instancias,

e tornando o CPLEX, em alguns casos, 80% mais répido.

Solugao exata de instancias de 150 vértices do Problema de Minima Laténcia. Essas
foram baseadas nas instancias da Biblioteca QAPLib e a otimalidade da solucao foi
provada utilizando tanto a heuristica GRASP quanto o modelo de programagao linear

baseado no Problema do Caminho Minimo.

Um conjunto de restrigoes adicionais que fortaleceram o limite de programacao linear
do modelo proposto por Bianco et al. [BMT89] para o Problema de Um Veiculo de
Entrega. Esse conjunto torna esse novo modelo mais rapido que o original, quando
abordado pelo resolvedor CPLEX.

Um modelo de programagao linear inteira mista para a solucao de instancias do
Problema do Caixeiro Viajante Multiproduto. Esse modelo conseguiu provar a oti-
malidade de instancias com até 50 vértices. Ele também apresenta uma relaxagao de
programacao linear, na média, nao maior que 1.07% do étimo, mesmo para instancias

de 50 vértices.

Apresentacao de trés versoes de um algoritmo Cut-and-Branch para o PCVM. Esse
algoritmo é baseado no Método de Particionamento de Benders, e conseguiu resul-
tados expressivamente mais rapidos que o CPLEX monolitico. A primeira versao é
o método Cut-and-Branch padrao. A segunda se aproveita da estrutura especial da

formulagao apresentada. A terceira é uma versao multicorte.



e Implementacao de um algoritmo Lagrangeano que conseguiu solugoes, com garantia
de limites, para instancias do PCVM e que o CPLEX nao obteve. Esse algoritmo
utiliza como heuristica Lagrangeana uma versao simplificada do algoritmo GRASP
presente tanto no capitulo sobre o Problema de Minima Laténcia, como no capitulo

sobre o Problema de Um Veiculo de Entrega.

e Um modelo de programacao nao-linear inteira mista para o Problema do Caixeiro

Viajante Multiproduto Congestionado.

e Um algoritmo baseado no Método de Benders Generalizado que conseguiu solucoes
exatas para instancias do Problema do Caixeiro Viajante Multiproduto Congestio-

nado de até 20 vértices.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma:

No capitulo 2 é estudado o Problema de Minima Laténcia. Para esse problema uma
revisao bibliografica é apresentada e sao propostas trés tipos de formulagoes. A primeira ba-
seada em conservacao de fluxo, a segunda, baseada no Problema Quadratico de Atribuicao
e a terceira, no Problema de Caminho Minimo. Além disso, é proposta uma heuristica
para o problema. Resultados numéricos exatos e heuristicos também sao apresentados.

No capitulo 3 é estudado o Problema de Um Veiculo de Entrega, uma generalizacao do
Problema de Minima Laténcia. Para esse problema uma formulacao matematica baseada
na formulagao de Bianco et al. [BM*89] é desenvolvida juntamente com uma heuristica
que consegue resultados proximos ao 6timo inteiro. A heuristica também auxilia na solugao
exata pelo resolvedor CPLEX. Resultados numéricos exatos e heuristicos também sao mos-
trados.

No capitulo 4 é apresentado o Problema do Caixeiro Viajante Multiproduto (PCVM).
O problema ¢é definido formalmente e uma nova formulagao linear inteira mista é descrita.
Um algoritmo Cut-and-Branch e um algoritmo Lagrangeano sao desenvolvidos. Esses
algoritmos sao responsaveis tanto por tornar as solugoes das instancias do PCVM mais
rapidas como também para resolver instancias que o resolvedor CPLEX nao consegue
trabalhar. Resultados numéricos exatos e heuristicos também sao apresentados, juntamente
com uma andlise deles.

No capitulo 5 é apresentado o Problema do Caixeiro Viajante Multiproduto Congesti-
onado (PCVMC). Uma formulagao ndo-linear inteira mista é apresentada juntamente com

um algoritmo baseado no Método de Benders Generalizado. Esse método torna possivel



a solucao exata de instancias do PCVMC. Resultados numéricos exatos sao apresentados,
juntamente com uma analise desses resultados.

No capitulo 6 é feita a conclusao deste trabalho, juntamente com as indicagoes de
trabalhos futuros.

Este trabalho ainda apresenta dois apéndices. O primeiro, Apéndice A, mostra os resul-
tados para todas as instancias do PML testadas utilizando cada uma das formulagoes apre-
sentadas. O segundo, Apéndice B, também mostra os resultados para todas as instancias,

mas neste caso sao apresentados os resultados relativos as instancias do PUVE.



Capitulo 2

Problema de Minima Laténcia

2.1 Introducao

O Problema de Minima Laténcia (PML), do inglés Minimum Latency Problem, também
conhecido como Traveling Repairman Problem e Deliveryman Problem é uma variante do
Problema do Caixeiro Viajante (PCV) [DFJ54] [Wag69] [Chr79] [NWS8S8]. Nesse problema,
0 objetivo é encontrar um circuito Hamiltoniano, iniciando-se de uma tnica origem, que
minimize a soma dos tempos de espera dos consumidores. Neste capitulo, é apresentado um
exemplo didatico do PML e uma comparagao com o PCV. Além disso, sao implementadas
oito novas formulagoes de programacao linear inteira mista para o PML: duas uniproduto
e seis multiproduto. Dentre elas quatro sao formulacoes de fluxo baseadas no Problema de
Roteamento de Veiculos [LN87], trés sdo baseadas no Problema Quadratico de Atribuicao
(PQA) [KB57] [AJ94] [Mir04] e uma ¢é baseada no Problema do Caminho Minimo. Além
dos modelos, também é apresentada uma meta-heuristica GRASP, que utiliza quatro buscas
locais alinhadas, juntamente com uma implementacao do método de Path Relinking. A
solucao encontrada pela meta-heuristica GRASP também é utilizada como primeiro limite
superior para o resolvedor CPLEX. O intuito, nesse caso, é diminuir o tempo de computagao
da formulacao utilizada devido ao aumento de eficiéncia do algoritmo Branch-and-Bound
do resolvedor CPLEX. Para o PML sao apresentados resultados exatos para instancias
aleatérias de até 80 vértices e para instancias baseadas na biblioteca QAPIlib de até 150
vértices. Além disso, a maioria dos modelos propostos apresenta gaps de relaxacao linear,

em média, menores que 1.5%.



2.2 Problema de Minima Laténcia

O Problema de Minima Laténcia é uma variante do PCV no qual a origem é dada e a
meta ¢ minimizar a soma dos tempos de chegada em todos os vértices, isto é, a média
das laténcias. A laténcia de um vértice pode ser definida como o tempo decorrido para
visitar o vértice a partir da origem. KEsse tempo de espera é dado sob o ponto de vista
dos consumidores [Tsi92]. De uma forma geral é possivel dizer que o PCV é orientado
ao custo de operacionalizacao do veiculo. Ja o PML é orientado a satisfacao dos clientes
que sao atendidos pelo veiculo. O problema em questao foi introduzido em 1967 por
Conway, Maxwell e Miller [CMM67]. O PML pode ser interpretado como um problema
de seqiienciamento com uma unica maquina, com tempo de processamento dependendo da
seqiiéncia e cujo objetivo é minimizar o tempo total das tarefas [Eij95]. De acordo com
Goemans e Kleinberg [GK98], apesar da ébvia similaridade com o PCV classico, o PML
¢ bem menos comportado de um ponto de vista computacional.
Sejam as seguintes variaveis e parametros:
UCZ _ { 1 se o arco (i,7) ¢é visitado na posigao k

0 caso contrario

¢;; = tempo gasto para percorrer o arco (%, j)

O PML pode ser modelado da seguinte forma:

n n

min Z(n— k+ 1)ZZcij~mf} (2.1)

i=1 j=1

sujeito a
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S-S = 0 e k=2 22)
Jj=1 =1
Zn:l“%j: 1 (2.3)
j=1
iﬁl: 1 (2.4)
=1
)9) S RS 25)

k=1 i=1

znzzn:xfj: 1 i=1,..,n (2.6)

k=1 j=1
YD b= 1 k=1,..n (2.7)
i=1 j=1

v e {01} i k=1..n (2.8)

Essa formulagao foi apresentada em 1993 no trabalho de Bianco et al. [BMR93].

As restrigoes (2.2) garantem a conservagao do fluxo em cada vértice. Restrigoes (2.3)
e (2.4) garantem que todo circuito deve comegar na origem na posigao 1 e terminar nesse
mesmo vértice na posi¢ao n. As equagdes (2.5) e (2.6) impoem que cada vértice do caminho
seja visitado uma, e somente um vez durante o circuito. As restrigoes (2.7) e uma das
restrigoes (2.5) e (2.6) sdo redundantes.

Algoritmos de otimizagao para o PML foram desenvolvidos por Lucena [Luc90], Simchi-
Levi e Berman [SLBO91], Fischetti, Laporte e Martelo [FLM93] e Wu, Hang e Zhan [WHZ04].
O primeiro propoe um algoritmo enumerativo, baseado em uma formulacao nao-linear
inteira, onde os limites inferiores sao obtidos por relaxacao Lagrangeana. Lucena relata
resultados 6timos para problemas de até 30 vértices. Simchi-Levi e Berman descrevem um
método Branch-and-Bound baseado na relaxagao da arvore geradora minima. Fischetti et
al.  [FLM93] propoem um algoritmo Branch-and-Bound baseado em uma formulagao de
programacao inteira. O trabalho utiliza matréides para gerar o limite inferior. Wu, Hang
e Zhan [WHZ04] apresentam resultados 6timos para instancias de até 23 vértices usando
programagao dinamica com pruning. Em 2007, Méndez-Dias, Zabala e Lucena [MDZLO07]
apresentaram a mais nova formulacao para o Problema de Minima Laténcia. Mendés-

Dias et al. [MDZL07] se concentraram em uma solu¢ao poliedral para o PML, conseguindo
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gaps de relaxacao linear melhores aos gaps dos modelos de Fischetti et al. [FLM93]
e Eijl [Eij95]. Atualmente, somente problemas com até 60 vértices sao resolvidos na
otimalidade [FL.M93] [BCC*94] [Eij95] [WHZ04] [SLOT7a.

Tanto o PML como o PCV sao casos especiais de um problema mais geral chamado
de Problema do Caixeiro Viajante com Dependéncia de Tempo (PCVDT) [Fox73] [PQTS]
[FGGT9] [FGG8O0] [Luc90] [WS95]. No PCVDT, o custo de sair de um determinado vértice
e chegar em outro nao ¢ dado somente pela distancia entre esses vértices, como acontece no
PCV. Nesse problema, esse custo também é dado pela ordem de visitacao desses vértices
no circuito Hamiltoniano. O PML é um caso especial do PCVDT em que esse custo ¢ uma
funcao da distancia entre os vértices e também da ordem de visitacao dos vértices, assim
como no PCVDT. Entretanto, no PML, o custo para atravessar um arco é diretamente
proporcional ao nimero de vértices que faltam para completar o circuito Hamiltoniano
[BCCT94].

De acordo com Blum et al. [BCC194], o Problema de Minima Laténcia é NP-Dificil. Al-
goritmos polinomiais sdo conhecidos para grafos muito especificos, vide [ACP*86] [GJT02].
Para mais detalhes, vide Wu et al. [WHZ04]. Por ser NP-Dificil, muitos autores tém desen-
volvido algoritmos aproximados para o PML, dentre eles é possivel citar [BCCT94] [GK9S]
[AKO3] [AWO03]. O primeiro fator de aproximacao para o PML foi 144 e foi apresentado
por Blum et al. [BCCT94]. Chaudhuri e al [CGRTO03] melhoraram esse fator para 3.59.

2.3 Diferenca entre o PCV e o PML

Para entender a diferenga entre o Problema do Caixeiro Viajante e o Problema de Minima
Laténcia é apresentado um exemplo didatico. Para um grafo G = (V, A) com seis vértices
e cada arco com um custo ¢;;, sao resolvidos o PCV e o PML. A Figura (2.1) mostra o
grafo GG, lembrando que, para simplificar, o exemplo se refere a um Problema do Caixeiro
Viajante simétrico, de forma que sao iguais os custos para atravessar um arco em um e no
outro sentido. Nesse grafo os valores em itdlico representam a demanda em cada vértice.
Entretanto, no PCV e no PML essas demandas nao tem importancia no célculo do custo
e da rota 6tima.

A Figura (2.2) mostra a solugao do PCV para o grafo G, que é 81 (9+10+17+21412+12).
A Figura (2.3) mostra a solugao 6tima para o PML utilizando como base o mesmo grafo
G. A solucao 6tima inteira para o PML, no grafo G, é 259 (9 + (94+10) + (9+10+12) +
(9-+10+12419)+ (9+10+124+19+17) + (9+104+12+19+17+16)). Outra forma de se cal-
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Figura 2.1: Grafo Base.

cular o valor da funcao objetivo é colocar os valores dos arcos em evidéncia, tornando a
férmula mais compacta (9%6 +10*5 + 12*4 + 19*34-17*2416). Analisando de forma que o
custo de cada arco seja multiplicado pelo niimero de clientes que ainda faltam para serem
servidos, é possivel interpretar o PML como um problema de roteamento. Nessa inter-
pretacao, o veiculo sai carregado de um produto homogéneo para cada cliente e o custo
de cada arco é multiplicado pelo nimero de produtos que estao sendo transportados nesse
arco. A cada vértice visitado é deixada uma unidade de produto, tornando o veiculo mais
vazio e 0 custo mais barato para as localidades subseqiientes.

E preciso esclarecer que nao é cabivel comparar os valores da solucao 6tima para esses
dois exemplos. Isso acontece porque cada dos problemas possui uma contabilizacao de
custos diferente, impactando no valor da fungao objetivo. O que é preciso verificar é que
a rota 6tima para cada problema é diferente. Enquanto a solugdo 6tima para o PCV (81)
é 0 menor tempo para percorrer o circuito, a solugao 6tima para o PML (259) é a menor
soma de todos os tempos de espera de todos os clientes. Observa-se que, em vez de 81,
a solucao do PCV daria 83, se usado o circuito 6timo do PML. Por outro lado, em vez
do valor 6timo de 259 para o PML, a laténcia daria 271, se usado o circuito étimo para o
PCV.
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Figura 2.2: Solucao PCV. Figura 2.3: Solugao PML.

2.4 Formulacoes de Fluxos para o Problema de Minima

Laténcia

Nesta se¢ao sao apresentadas quatro novas formulacoes de fluxo para o Problema de Minima
Laténcia. As duas primeiras sao formulagoes uniproduto; as duas tultimas, formulagoes
multiproduto. A segunda formulacao uniproduto e a segunda multiproduto usam variaveis
e restrigoes adicionais com o intuito de melhorar os limites de programacao linear e os
tempos de computagao. Essas variaveis adicionais usam a relagao existente entre a ordem

de visitacao dos arcos e o fluxo que passa por esses arcos.

2.4.1 Formulacao de Fluxos Uniproduto para o Problema de

Minima Laténcia

Considere o grafo G = (V, A), onde V é um conjunto de vértices e A é um conjunto de arcos.
Suponha que exista uma origem 1 € V e, para cada vértice k € V', que inclui também o
vértice 1, uma demanda tnica deve ser entregue por um circuito que minimize a soma dos
tempos de espera de cada vértice. Para esse problema um modelo de programacao linear

inteira mista, chamado de F1_PML, é desenvolvido. E definido:

{ 1 se o veiculo atravessa o arco(i, )
T =

0 caso contrario

¢;; = tempo gasto para percorrer o arco (3, j)

fi; = fluxo total de produtos que passam pelo arco (3, j)
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minimize Z cij fij (2.9)

(i,7)€A
sujeito a

> = 1 VieV (2.10)

i€V |i#j
> oay= 1 VieV (2.11)

JEVI]i#£]
> fi= n (2.12)

JEVI]i#1
D fn=) = 1 Yk eV —{1} (2.13)

eV jev
> fiy= Mot (2.14)

i,jEV
fij > 0 Vi,j €V (2.16)

onde n =| V|.

A fungao objetivo (2.9) minimiza o tempo total de espera para entrega dos produtos.
As restrigoes (2.10) e (2.11) garantem que s6 chega um e s6 sai um arco de cada vértice.
O conjunto de restrigoes (2.12) assegura que o fluxo que sai do vértice origem é igual
ao numero de vértices. As restrigoes (2.13) for¢am que em cada vértice seja entregue sua
demanda unitédria. A restri¢ao (2.14) é uma restri¢ao redundante que restringe o somatorio
de todos os fluxos na rede em @, onde n =| V' |. Essa restri¢ao é responsavel por uma
melhora nos gaps de relaxacao linear da formulacao. As restrigoes (2.15) e (2.16) garantem
que nao pode haver fluxo nos vértices que nao foram escolhidos na solucao 6tima e que
esse fluxo é ndo-negativo. E, finalmente, as restrigoes (2.17) asseguram a integralidade da
solucao.

E conveniente salientar que sao as varidveis f;; que asseguram a eliminagao de subciclos
invalidos. Um artificio similar a esse foi utilizado por Miller, Tucker e Zemlin [MTZ60] em
1960 no Problema do Caixeiro Viajante. Nesse artigo [MTZ60], as varidveis que eliminam

ciclos contabilizam o tempo. Segundo Laporte [LN87], em 1979, Gavish e Graves [GST9]
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também utilizam variaveis que contabilizam o fluxo global na eliminacao de ciclos em um

modelo para o Problema de Roteamento de Veiculos Capacitado.

2.4.1.1 Uma formulacao Uniproduto estendida para o Problema de Minima

Laténcia

A formulagao (2.9)-(2.17) ¢ suficiente para descrever o PML. Por outro lado, dada a as-
sociagao entre o Problema Quadratico de Atribuigao (PQA) [KB57] e o PCV, vide se¢ao
(2.5.2), ¢é possivel ter uma idéia de como tornar a formulacao anterior mais forte com a
ajuda de varidveis inspiradas nas variaveis binarias do PQA quando esse é usado para
resolver instancias do PCV.

Quando se usa o PQA para resolver o PCV, é importante lembrar que as restri¢coes de
atribuicao do PQA nao sao escritas no espago dos arcos, isto é, nao significam que um dado
arco é percorrido somente uma vez em alguma direcao. Elas asseguram que um dado vértice
é visitado em apenas uma ordem de visitacao e que uma dada ordem de visitacao é usada
por apenas um vértice somente uma vez. Para usar esse tipo de restricao de acoplamento
com o modelo (2.9)-(2.17), propoe-se um novo conjunto de variaveis p;;, definindo a ordem
J de visitagao do vértice 7. Normalmente, para esse novo conjunto de variaveis, deveria
ser criado um novo conjunto de ordens de visitagao. Isso nao sera necessario, pois existem
tantas ordens de visitacao quanto os vértices de V. Essa observacao é a chave para escrever

as restricoes de atribuicao como:

14
JEV
= 1 (2.20)
D fi=> (n—k+lpy> 0 VieV (2.21)
JjeV keV

onde n =| V|.
A restri¢ao (2.20) garante que o primeiro vértice a ser utilizado é o vértice 1, isto é, o
vértice origem. As restrigoes de acoplamento (2.21) sdo inequagdes vélidas que conectam

as variaveis f com as varidveis p. Essas restri¢coes sao obtidas a partir da associagao entre
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a ordem de visitacao dos arcos e o fluxo que passa por eles. Sabe-se que o primeiro arco
e ser percorrido tem fluxo n, o segundo, n — 1, e assim sucessivamente. O conjunto de
restrigoes (2.21) formaliza essa relagdo. Como serd visto posteriormente essas restrigoes
impactam tanto no tempo de solugao como no gap de relaxacao linear do modelo. Essa

nova formulagao que acrescenta as restrigoes (2.18)-(2.22) a formulagdo F1_PML é chamada

de F2_PML.

2.4.2 Formulacao de Fluxos Multiproduto para o Problema de

Minima Laténcia

Utilizando como base a formulagao de fluxos (2.9)-(2.17) apresentada na se¢ao (2.4.1), nesta
secao é apresentada uma nova formulacao de fluxos para o PML. Essa nova formulacao
ao invés de ser uniproduto é multiproduto. O intuito de trabalhar com uma formulagao
multiproduto é melhorar ainda mais os gaps de relaxacao linear e, conseqlientemente,
tentar melhorar os tempos de computacao da formulagao (2.9)-(2.17). Para a formulagao
multiproduto, também sao apresentadas novas varidveis e inequacoes validas, da mesma
forma que na segao (2.4.1.1) é apresentada uma extensao para a formulagao uniproduto do
PML.

A formulacao multiproduto para o PML, denominada de F3_PML, possui o seguinte

conjunto de variaveis:

{ 1 se o veiculo atravessa o arco (i, 7)
xij =

0 caso contrario.

fije: fracdo da demanda total do produto k transportada no arco (i,j) destinado ao
vértice k.
e o seguinte conjunto de parametros:

¢;;: custo unitario pago pelo operador logistico para atravessar o arco (4, ).

minimize Y ¢y fign (2.23)

i,5,kEV i)

sujeito a
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> oay= 1 VieV (2.24)

i€V it
Y oay= 1 VieV (2.25)
JEVIi#j
fije < x4 Vi, j,k € Vi #j (2.26)
Z Jiji= 1 (2.27)
Jjevl]i#l
jeVl]j#1
Z fain= 1 (2.29)
i€V il
> (fiek — frw) = 1 VkeVik#1 (2.30)
i€V itk
Yo m—fa)= 0 VkjeViitkj#l (2:31)
i€V |ij ik
S = mmD (2.32)
i,J kEViZ]

onde n =| V |.

A fungao objetivo (2.23) soma os custos para todos os arcos da rede. Esse custo esta
associado a transferéncia, pelos arcos do caminho, de todos os produtos, do vértice origem
ao especifico vértice de destino.

As equagdes (2.24) e (2.25) sao as restrigoes de atribuicao introduzidas em 1954 por
Dantzig, Fulkerson e Johnson [DFJ54]. Elas garantem que existe somente um arco saindo
e um arco chegando em cada vértice. As restri¢oes (2.26) acoplam as varidveis z e as f.

As equagdes (2.27)-(2.31) garantem a conservagao de fluxo na rede. Segundo Laporte
e Norbert [LN87], esse tipo de restrigoes de fluxo é baseada no trabalho de Garvin et al.
[GCJS57]. A equagao redundante (2.32) assegura que o numero de fluxos unitdrios que
percorrem todos os arcos é expresso por "(”TH), onde n =| V| (2.32).

O fato que todas as varidveis z;; sdo bindrias é assegurado pelas restri¢oes (2.34). Na

formulagao (2.23)-(2.34) as demandas estao normalizadas.
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2.4.2.1 Uma formulagao Multiproduto estendida para o Problema de Minima

Laténcia

Para a formulacao F3_PML, também ¢é apresentada uma versao estendida, chamada de
F4_PML. Essa versao, assim como a formulacao estendida da formulacao F1_PML, possui
um conjunto de varidveis p;;, definindo a ordem j de visitacao do vértice i. Essas varidveis
sao inspiradas nas varidveis bindrias do Problema Quadratico de Atribuicao [KB57], que
quando sao usadas para resolver instancias do PCV definem a ordem de visitacao dos
vértices. Para essa formulacao, as restrigoes de acoplamento tendem a ser mais fortes que
as restrigdes (2.18)-(2.22) devido as caracteristicas multiproduto da formula¢ao F3_PML.

A formulagao F4_PML ¢ a formulagao F3_PML acrescida das seguintes restrigoes:

> b= 1 VjieV (2.35)
=14
> b= 1 VieV (2.36)
jev
P11 = 1 (2.37)
Pij = 0 Vi,jeV (2.38)
Y. fur= Xn—l+lp; VieV (2.39)
kjEVi] =1
S fik= Y(-Dpn  VkeVik#1 (2.40)
LJEV i) =1

onde n =| V.

As restrigoes (2.35) e (2.36) também sao restrigoes de atribuigao, da mesma forma que
as restri¢oes (2.24) e (2.25). Entretanto, estas ultimas garantem que um dado vértice
somente € visitado em uma dada ordem de visitacao e que em uma ordem de visitagao
somente um vértice é visitado. Note que enquanto as restrigdo (2.24) e (2.25) nao sao
definidas para i e j iguais, o mesmo nao acontece para as restrigdes (2.35) e (2.36), ja
que um vértice n pode ser visitado na n-ésima posigao. A restrigdo (2.37) garante que
o primeiro vértice a ser utilizado é o vértice 1, isto é, o vértice origem. As restri¢oes de
acoplamento (2.39) e (2.40) conectam as varidveis f com as varidveis p. Essas restri¢oes
foram criadas observando a relagao entre a ordem de visitagao dos arcos e o fluxo de cada
produto que percorre esse arco. Como sera visto posteriormente, essas restri¢oes impactam

tanto no tempo de solucao do modelo como no gap de relaxacao linear.
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2.5 Formulacao para o PML baseada no Problema

Quadratico de Atribuicao

2.5.1 Problema Quadratico de Atribuicao

O Problema Quadratico de Atribuigao (PQA), do inglés, Quadratic Assignment Problem,
atribui facilidades para localidades. O objetivo do PQA ¢é minimizar o custo total de
transporte dos produtos intermediarios. O PQA foi inicialmente proposto em 1957 por
Koopmans e Beckmann [KB57] e desde entao tem sido amplamente estudado, tanto na
procura de métodos de solucao mais rapidos e eficientes, como na procura de melhores
limites e linearizagoes. Existem muitas técnicas de obtencao de limites inferiores para o
PQA baseadas em programacao linear. Dentre essas técnicas se destaca a apresentada
por Adams e Johnson em 1994 [AJ94]. Apesar de gerar bons limites, os préprios autores
relatam que o custo computacional dessa técnica é proibitivo.

Em 1976, Sahni e Gonzalez [SG76] mostraram que o PQA é um problema NP-Dificil.
Até hoje problemas de tamanho maior que 30 ainda sao um desafio para os pesquisadores.

De acordo com [KB57] o modelo para o PQA pode ser definido como: dado um conjunto
K de n facilidades, um conjunto I de n localidades, duas matrizes de duas dimensoes
representando, respectivamente, custos entre pares de localidades e demandas entre pares
de facilidades, pergunta-se: onde devem ser localizadas as facilidades para que o custo
do transporte dos produtos intermedidrios seja minimizado? Os autores também definem
custos de transporte entre produtos intermediarios como byc;;xpixy; Vk,l € K, Vi, j € 1,
sendo by; a demanda entre o par de facilidades kl, ¢;;, o custo de transporte entre o par
ij, e Tg; (x;) uma variavel inteira que estabelece a atribuicao entre a facilidade &k (1) e a
localidade i (j). As varidveis = devem constituir uma atribuigdo, implicando na seguinte

formulacao:

minimizar Z Z Z Z biCij Triy; (2.41)

k€K icl IcK jcl

sujeito a
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o= 1 Viel (2.42)

keK
= 1 Vk e K (2.43)
i€l

r € {0,1} VkeK,iel (2.44)

2.5.2 PQA como Problema de Minima Laténcia

No artigo original do PQA, Koopmans e Beckmann [KB57] mostram que esse problema
¢ uma generalizacdo do Problema do Caixeiro Viajante (PCV). Eles mostram que, se a

matriz by, for da forma descrita abaixo, o PQA se transforma em um PCV.

[0 0 0 ]

0

bkl—
000 . .1
(100 . . 0|

Padronizando a origem como posicao 1, a primeira localidade a ser visitada como

posicao 2, a segunda como posi¢ao 3, e assim sucessivamente, é possivel considerar:

e Um e somente um produto é entregue em cada localidade;

e Primeiramente um produto é entregue na posicao 2, depois um produto é entregue

na posicao 3, e assim sucessivamente;
e A dltima localidade a ser visitada é a origem,;

e A cada localidade visitada é acrescentado o custo do respectivo arco.

Como a diferenca entre o PCV e o PML esta apenas na funcao objetivo, entao é
possivel transformar o PQA no PML apenas manipulando a matriz by;. Para isso é preciso
lembrar que o PML é um PCV com uma contabilizacao de custo diferente. No PML o
custo do primeiro arco a ser visitado é multiplicado por n, o segundo por n — 1, e assim
sucessivamente, até o ultimo arco a ser visitado, que termina na origem, e onde o custo é

multiplicado por uma unidade.
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Dessa forma, se a matriz by; original do PQA for modificada para a matriz mostrada
abaixo, e se for adicionada uma restricao que obrigue que o primeiro vértice seja o vértice

origem, o PQA serd transformado em um PML.

([ 0n 0 . . 0]
00 n—=1..0
bkl—
0

Essa idéia de modificar a matriz B transformando o PQA em problema de escalona-

mento de tarefas foi apresentada por Geoffrion e Graves [GGT76].

2.5.3 Formulacao de Fluxos para o Problema Quadratico de Atri-
buicao

Existem diferentes formulagoes matematicas para o PQA, cada uma com diferentes ca-

racteristicas estruturais que abrangem diferentes técnicas de solucao. De acordo com

[Law63] [AJ94], é mais dificil desenvolver estratégias de solugao para formulagdes quadraticas

inteiras, como a formulagao (2.41)-(2.44). Por esse motivo é importante o estudo de técnicas

que reescrevem o PQA como um problema de programacao linear inteira.

Nos ultimos 40 anos muitos pesquisadores tém trabalhado em propor métodos para
linearizar o termo quadratico da funcao objetivo acrescentando varidveis adicionais. O
trabalho de Lawler [Law63] é uma referéncia, derivando no limite de Gilmore-Lawler e em
uma familia de linearizagoes correlatas.

Muitas dessas linearizacoes utilizam variaveis de fluxos como varidveis adicionais com
o intuito de eliminar o termo quadratico da funcao objetivo.

A formulacao de Adams e Johnson [AJ94], que também pode ser interpretada através

de variaveis de fluxo, é mostrada a seguir:

minimizar Z Z Z Z briCijYkitj (2.45)

k€K icl IcK jel

sujeito as restrigdes (2.42), (2.43), (2.44) e

22



Y ki = ww k€K ielis kAl (2.46)

jel
S uki; = ww VkeKijelitjk#l (2.47)
leK

Yriy = Yk Ykl € K,i,jeli# 5,k <l (2.48)

Hahn et al. [HHJT01] mostram como eliminar as restrigdes (2.48), gerando a for-

mulacao:

minimizar Z Z Z Z [bricij + bikCjilYri; (2.50)

keK icl|l#k IEK jel|i]

sujeito as restrigoes (2.42), (2.43), (2.44) e

S gy = aw VRIEKk<liel (2.51)
JEl|j#i
> oy = ww VhIeEKk>liel (2.52)
leK|j#i
Z Ykilj + Z Yijki = T VREK i, jELi#] (2.53)
leK|k<I leK|k>1
Ykij = 0 Ve leK,i,jel,i#jk#I (2.54)

E possivel verificar que o produto das variaveis de atribuicao pode ser interpretado
como as variaveis de fluxo entre as facilidades k e [ através do arco 17, representado pela

varidvel fi;;, originando a seguinte formulacao:

minimizar Z Z [Cijbr + ¢jibik] friij (2.55)

(i,5)€I2|i#j (k1) eK?|k<l

sujeito as restrigdes (2.42), (2.43), (2.44) e
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> fuig = ww VieLV(kl)eK k<l (2.56)

JEI|j#i
> fuig o= wy VjeLV(k ) € K k<l (2.57)
icl|i#j
Z Jrij + Z Juji = T VRE K Vi, jeli#] (2.58)
leK|k<I leK|k>1
fuij = 0 Vijeli#jVkl eK (2.59)

As restrigoes (2.56) podem ser vistas como fluxos de produtos que deixam a localidade
i enquanto as restrigoes (2.57), fluxos que chegam na localidade j, para um dado par kl.
As restrigoes (2.58) asseguram que, se a facilidade k é construida na localidade i, para cada
arco (i,7) ou (j,i) existe somente uma facilidade [ que é atendida nessa ligagao.

Sarubbi, Miranda, Luna e Camargo [SMLCO07] mostram, que se for considerada uma
matriz de demanda esparsa, a formulacao (2.55) - (2.59) tem uma fungao objetivo degene-
rada, uma vez que possui varidveis de fluxo desnecessarias. Em [SMLCO07] é desenvolvido
um modelo para o PQA com matrizes esparsas que utiliza uma regra para a eliminagao de
diversas variaveis de fluxo.

Sarubbi et al. [SMLCO7] com o objetivo de descartar varidveis de fluxo criaram o

seguinte conjunto:

9:{<k,l)€K2|k‘<l e (bkﬁéO ou blk%O)}

A definicao do conjunto € evita a criacao de variaveis de fluxo para pares kl quando
ambos os coeficientes de demanda sao nulos. Dessa forma, o PQA para uma matriz de

demanda esparsa pode ser formulado como o seguinte modelo M1_PML:

minimizar Z Z [Cijbrt + cjibik] friij (2.60)

(4,9)€I?|i#j (k,1)€b

sujeito as restrigoes (2.42), (2.43), (2.44) e
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S fuy = ww Vi€ LV(k1) €0 (2.61)

JEl|j#i
> fuig o= iy VjeLV(k1) €0 (2.62)
icl|i#j
Z Jrij + Z Juji < w Ve K\Vi,jeli#j (2.63)
leblk<l 1€f|k>1
fuig = 0 Vi,jeli#jV(kl)eb (2.64)

2.5.4 Formulacao de Fluxos para o Problema de Minima Laténcia

baseada no Problema Quadratico de Atribuicao

Como a matriz by que transforma o PQA no PML é muito esparsa, é possivel utilizar a
formulagao (2.60)-(2.64) para computar, de forma eficiente, um limite inferior justo para
o PML. Uma restricao adicional deve ser inserida no modelo para garantir que o vértice

origem seja o primeiro a ser visitado. Essa restricao pode ser escrita como:

Como o modelo matematico proposto por [SMLCO07], (2.60)-(2.64), ¢ eficiente para
PQA com matrizes esparsas, e como foi visto na se¢ao (2.5.2), a matriz by, que transforma
o PQA em um PML é esparsa, o modelo (2.60)-(2.64), acrescido da restrigao (2.65), pode
ser usado para resolver o PML.

Como serd visto posteriormente, a formulagao (2.60)-(2.65) é muito forte e gera limites
inferiores muito proximos do étimo inteiro. Apesar disso, para as instancias maiores que
30 vértices, nao foi possivel, utilizando os recursos de maquina e software disponiveis,
provar a otimalidade dessas instancias em um tempo competitivo. A abordagem utilizada
para resolver instancias maiores, no étimo, foi relaxar as restrigoes (2.63) gerando uma
formulagao com menos restricoes e mais facil de ser resolvida. Essa nova formulacao,
denominada de Formula¢ao_Relaxada, além de ser mais rapida, gera limites de relaxacgao
linear nao muito distantes da formulacao (2.60)-(2.65). Esses limites sdo apresentados na

secao de resultados computacionais.
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2.5.4.1 Formulacao de Fluxos com 3 Indices para o Problema de Minima

Laténcia Baseada no Problema Quadratico de Atribuicao

A formulagao (2.60)-(2.65), definida na se¢ao anterior, possui varidveis com quatro indices,
as varidveis fp;;. Entretando, quando as restricoes (2.63) sao retiradas, gerando a For-
mulacdo_Relazada, as variaveis de 4 indices podem ser reescritas como variaveis de 3 indices.
Isso se deve ao indice [ das variaveis da Formula¢ao_Relaxada que pode ser eliminado sem
perda de informacao para a formulagao. Sendo assim, é possivel escrever uma formulagao de
3 indices equivalente, em termos de limite de programacao linear, a Formula¢ao_Relaxada.

Para isso é definido o seguinte conjunto de variaveis:

1 se o vértice 7 é visitado na ordem £k
Tki = L.
0 caso contrario.

frij > 0: fluxo transportado pelo arco (7, j) quando o mesmo ¢ visitado na posicao k.
e o seguinte conjunto de parametros:
¢;;: custo de arco (3, 7).

Tem-se entao a seguinte formulacao de programacao linear inteira mista, M2_PML:

k=1 (i,7)€A
sujeito a

> gy = 1 vjev, (2.67)

k=1
> ay = 1 VEk =1..n, (2.68)

JjeEV
S = wn Vk=1.n, YicV i#j (2.69)

JjeVv
> fui= T, Ve=1.n, YjeV i#j (2.70)

eV
T(ny1yi = 1 (2.72)
fijk > 0 VieV, VjeV Vk=1.(n+1) (2.73)
z, € {0,1} VieV Vk=1.(n+1) (2.74)
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Em 1995, Vander Wiel e Sahinidis [WS95] apresentaram uma formulagao muito similar
para o PCVDT. O PCVDT e o PML sao fortemente relacionados, mas nao sao o mesmo
problema. Como no PML a escolha do vértice origem é relevante, nao é possivel usar
diretamente a formulagao de Vander Wiel e Sahinidis sem assegurar que um vértice origem
seja dado. Também é necessario definir um conjunto de posi¢oes K variando de 1 a n — 1,
modificando as restri¢des de acoplamento (2.69) e (2.70). Uma restrigao adicional deve
garantir que o ultimo vértice visitado também é a origem. Para isso é for¢cada a existéncia

de um fluxo nao-nulo f;,,.

2.6 Formulacao para o PML baseada no Problema do

Caminho Minimo com Restricoes Adicionais

Outra estratégia de resolver de forma exata e de computar limites inferiores justos para o
PML é considerar um grafo G = (V, A) dirigido e conexo, onde V' representa um conjunto
de vértices e A é uma colecao de arcos. Esse grafo GG possui uma origem 1. Entretanto,
ao invés de se trabalhar com o grafo GG original, é preciso transformar esse em um grafo
multinivel G'(V’, A’). Nesse grafo G', V' — {1} vértices sdo criados para cada V — {1}
vértice do grafo original G. Cada um desses V — {1} vértices que sao criados no grafo
G’ pode ser interpretado como um nivel k. Um vértice artificial, 1’, representando um
espelho do vértice origem, é criado e ligado a todos os vértices do tltimo nivel k. Dessa
forma, o grafo G’ possui | V | niveis. Cada nivel representa a ordem de visitacao do seu
respectivo vértice na seqiiéncia. Uma vez que no PML o custo depende da seqiiéncia, para
cada arco o custo original serd multiplicado por um fator For. Esse Fqor € calculado
pela expressao Frqaor =| V | —k+1. As Figuras (2.4) e (2.5) ilustram como é representado
um grafo multinivel G’ oriundo de um simples grafo G' de 4 vértices. O procedimento para
obter o grafo G’ a partir do grafo G original é mostrado no algoritmo (2.1).

Criado o grafo G' a partir do grafo GG, o objetivo se torna encontrar o menor caminho,
em G', do vértice origem 1 para o vértice origem espelhado 1’, vide Figura (2.5). Esse
caminho precisa percorrer todos os niveis somente uma vez. Isso é facilmente garantido
criando G’ como um digrafo e inibindo arcos entre vértices de mesmo nivel. O problema
desse grafo é que vértices em diferentes niveis podem estar associados a um mesmo vértice
no grafo original G. Um exemplo sdo os vértices 2_1 e 2_3 da Figura (2.5), pois ambos estao
associados ao vértice 2 do grafo original, apesar de um estar associado a posi¢ao 1 e outro

a posicao 3. Na solugao do PML esses dois vértices nao podem ser visitados no mesmo
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Algoritmo 2.1: Método para Transformar Grafo G no Grafo G’
Data: G(V,A),n
NumeroVerticesGrafoG’= (n-1)(n-1)+2;
for i — 2 ton do
| <[] = ne[1]fi;
end
for k< 2 ton—1do
fori«—2+4+(n—1)(k—2) ton+ (n—1)(k—2) do
forj—(n+1)+n—-1)(k—2)to2n—1+(n—1)(k—2) do
= (i-(n-1)(1c1));
1= (1-(0-1) (-2));
Clilfii= (n-1+k) cfil] 1]
end

end

end

i=1;

for j < NumeroVerticesGrafoG' —n+ 1 to NumeroVerticesGrafoG' — 1 do
¢’[j][NumeroVerticesGrafoG’] = cli][1];
J=i+1

end

caminho, mas, como pode-se ver na Figura (2.5), o grafo G’ permite que isso ocorra. Para
garantir que vértices em niveis diferentes, mas que estejam associados ao mesmo vértice no
grafo original, nao sejam visitados duas vezes, é preciso que esse caminho minimo respeite

algumas restrigoes adicionais.

Figura 2.4: Grafo Exemplo

Para criar uma formulacao de programacao linear inteira mista que represente o PML

como um problema de caminho minimo com restri¢oes adicionais, é definido o seguinte
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k=1 k=2 k=3 k=4
F fator=4 F fator=3 F fator=2 F_fator=1

Figura 2.5: Grafo multinivel G’

conjunto de variaveis:

s { 1 se o arco (i,j) ¢é visitado na ordem k
ijk =

0 caso contrario.

e o seguinte conjunto de parametros:
¢;j: custo fixo pago pelo operador logistico para atravessar o arco (3, j).

A formulacao matematica é definida como:

n—1 n n n
jli>1 k=2 i=2 j=2|j#i i=2

sujeito a:
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Z Jij1 = 1 (2.76)
=2

> fim= 1 (2.77)
=2

Z fizz= Ja Vi=2,.,n (2.78)

i=2li#i
ST v — o) = 0 VE=2.n-2 Vi=2_n (2.79)

j=2li#j
Z fijn-1y =" Jjmn Vi=2,.,n (2.80)
il

n n—1
SN fuk=1-fin Vi=2..n (2.81)

i=2]ij k=2
fiz € {0,1} Vi,j,k=1,.,n (2.82)

A funcao objetivo (2.75) soma os custos de todos os arcos do caminho. E importante
destacar que existem apenas | V' | arcos incidentes tanto na origem como no vértice origem
espelhado. A funcao objetivo possui 3 termos. O primeiro se refere aos arcos ligados
a origem 1, o ultimo aos arcos ligados a origem espelhada 1’, e o segundo, ao restante
dos arcos. Restri¢oes (2.76) e (2.77) garantem que apenas uma unidade de fluxo saird da
origem e chegard na origem espelhada 1’. Restrigdes (2.78), (2.79) e (2.80) asseguram a
conservagao do fluxo. Os conjuntos de restrigdes (2.78) e (2.80) sao relativos a origem e a
origem espelhada, respectivamente. J& o conjunto de restrigoes (2.79) se refere aos arcos do
grafo entre o nivel 1 e o | V' | —{1}. Restrigoes (2.81) sao responsaveis em transformar um
simples problema de caminho minimo em um PML. Essas restricoes garantem que existe
apenas um arco incidente em cada conjunto de vértices para todos os niveis k, forcando
a solugao do caminho minimo a se tornar a solugdo do PML. Restrigoes (2.82) asseguram
que todas as varidveis de fluxo f;;; sao bindrias.

Observa-se que para um grafo completo G’, o modelo (2.75)-(2.82) possui 2 * (n — 1) +
(n—2)*(n—1)*(n—2) varidveis, onde n =| V' |. Apesar do fato de esse modelo possuir n?
varidveis bindrias, ele possui menos variaveis que os modelos apresentados na segao (2.5.2).

Na se¢ao (2.8), serd mostrado, empiricamente, que a formulagao (2.75)-(2.82) é mais rapida
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que as trés formulagoes baseadas no PQA e que foram apresentadas na segao (2.5.2).

2.7 Uma Meta-heuristica GRASP para o Problema

de Minima Laténcia

De acordo com Vander Wiel e Sahinidis [WS95], existe um nimero limitado de heuristicas
para o PCVDT. Em sua abordagem exata para o PML, Lucena [Luc90] apresenta uma
adaptacao de uma heuristica de troca usada no PCV. Ele gera limites superiores justos para
instancias aleatérias de até 30 vértices. Em 1993, Bianco, Mingozzi e Ricciardelli [ BMR93]
usaram o algoritmo do Vizinho Mais Préximo [JM97]| para gerar uma solucao inicial
que depois foi melhorada utilizando-se uma heuristica de trocas. Para instancias de até
35 vértices a heuristica apresentou solucoes a 6% do 6timo e nenhuma solucao 6tima foi
encontrada com essa técnica. Os mesmos autores apresentaram uma heuristica baseada em
programacao dinamica que ofereceu resultados melhores. Bianco, Mingozzi e Ricciardelli
[BMR93] mostraram solugoes, em média, a 4.2% do étimo para instancias de até 60 vértices.
Essas instancias usaram distancia Euclidiana. Para instancias geradas somente a partir
de nimeros aleatérios entre [1,100], os mesmos autores conseguiram resultados melhores,
chegando a valores de, em média, 2.7% do 6timo. Em 1995, Fischetti, Laporte e Martello
[FLMO3] apresentaram uma heuristica de trocas que gerou solugoes a 14% do 6timo. Nesta
secao € apresentada uma heuristica para o PML. O objetivo de conseguir limites superiores
perto do 6timo nao se limita somente a encontrar uma solucao justa em um tempo razoavel.
O intuito de se desenvolver uma heuristica para o PML também estéa relacionado a facilitar
o resolvedor CPLEX a encontrar a solugao 6tima. Isso pode ser conseguido utilizando a
solugao gerada pela meta-heuristica como primeiro limite superior para o resolvedor. Esse
limite superior, se for melhor que o primeiro limite superior encontrado pelo resolvedor,
aumentara a eficiéncia do algoritmo Branch-and-Bound presente no CPLEX.

O método GRASP, do inglés, Greedy Randomized Adaptive Search Procedure, em por-
tugués (procedimento de busca guloso, adaptativo e aleatério) [FR95] [RR03] [Rav07]
[dSDRO3], foi o escolhido para encontrar solugdes viaveis para o PML.

Essa meta-heuristica é dividida em duas fases: a construcao de uma solucao viavel
e um subseqiiente procedimento de Busca Local. Essas duas fases sao repetidas a cada
iteragao. Na Fase de Construcao, uma funcao gulosa e aleatoria é usada para construir
uma solugao inicial. Essa solugao é entao utilizada como solugao inicial para a Fase de

Busca Local. O algoritmo GRASP proposto também tem uma terceira fase chamada de
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Path Relinking [Glo96] [LM99]. Essa fase é usada para tentar melhorar a solu¢ao dada pela
Busca Local. O resultado final é simplesmente a melhor solucao encontrada apds todas as

iteracoes.

Algoritmo 2.2: GRASP
Data: Max_Iteracoes
for i < 1 to Max_Iteracoes do
Fase_Construgao();
Busca_Local();
if Solu¢ao_Encontrada_for_Melhor() then
Atualize_Melhor_Solugao();
Busca_Local();
else
| Path_Relinking(Solugao_Busca_Local, Melhor_Solugao);
end
if Solu¢ao_Encontrada_for_Melhor() then
Atualize_Melhor_Solugao();
Busca_Local();
end

end

Na Fase de Construcao, uma técnica gulosa e aleatéria gera solugoes viaveis. Cada
solugao viavel é iterativamente construida, um elemento por vez. Foi escolhido o algoritmo
do vizinho mais préximo [JM97] como o algoritmo da Fase de Construcao. Entretanto, ao
invés de se escolher sempre o melhor elemento, isto é, o vizinho mais proximo, é criada uma
lista restrita de candidatos (LRC), isto é, uma lista de bons elementos. Aleatoriamente,
um desses elementos é escolhido a cada passo e nao necessariamente o melhor elemento.
Um parametro da LRC, «, determina o quanto o algoritmo é guloso ou aleatério. Quando
a = 0, tem-se uma solucao totalmente gulosa. Por outro lado, quando o = 1, tem-se
uma solugao totalmente aleatéria. Outra caracteristica interessante é que, ao invés de se
trabalhar com um « fixo em cada iteracao, trabalhou-se com um « varidvel dentro da
mesma iteracao. A cada passo da Fase de Construcao, isto é, a cada novo vértice inserido
na solucao, o parametro a aumenta proporcionalmente de um pjciqr até UM Qv fipqr. Essa
estratégia foi escolhida pois os primeiros vértices do caminho tém mais influéncia que os
ultimos, no céalculo do custo do PML. Nesse problema, o custo de cada arco é multiplicado
pelo nimero de arcos que faltam para completar o circuito Hamiltoniano. O algoritmo
(2.3) apresenta o esquema que define a Fase de Construgao proposta.

O algoritmo de Busca Local, que sera apresentado, também difere dos algoritmos
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Algoritmo 2.3: Fase de Construgao
Data: A, Qinjcialy X final Na Om’gem

O = Qinicial ;
Solu¢ao_Inicial = {Origem};
Vértice = Origem;
for i — 2 to N do
Construa_LRC(Vértice,a);
Vértice = Aleatoriamente_Escolha_Préximo_Vértice_da_Lista_LRC();
Solugao_Inicial = Solugao_Inicial U {Vértice};
a=o+ (Oéfz'nal - ainicial)/N )
end

padrdes. Ao invés de se trabalhar com somente um algoritmo de Busca Local foi pro-
posto o uso de 4 algoritmos simples que sao encadeados. Apds serem executadas as quatro
buscas locais é verificado se em pelo menos alguma delas foi encontrada uma solugao me-
lhor. Se isso for verdade o procedimento de busca local é chamado novamente, mas agora
a solucao que sera explorada é a melhor solucao encontrada pela busca local na iteragao
anterior.

Primeiramente, é utilizado um algoritmo de troca de posicoes de vértices. Esse algo-
ritmo troca a posicao de todos os vértices, dois a dois. Um exemplo de uma simples troca
entre dois elementos é mostrado na Figura (2.6). O segundo método é um algoritmo de
insercao. Dada uma solucao parcial oriunda da Fase de Construcao, esse método de Busca
Local funciona da seguinte forma: para cada elemento, salvo a origem, ele ¢ inserido em
todas as posicoes anteriores possiveis. Um exemplo de uma inser¢ao simples é mostrado na
Figura (2.7), onde o vértice 6 é colocado na segunda posigao. O terceiro algoritmo é um
tipo de algoritmo de troca de posicoes, mas ao invés de mudar-se todas as combinagoes de
dois vértices, como na primeira Busca Local, sao mudadas todas as combinacoes de dois
vértices consecutivos. Um exemplo é mostrado na Figura (2.8). O tltimo método de Busca
Local é como o terceiro, mas nesse caso ¢ mudado todas as combinacoes de trés vértices
consecutivos. Um exemplo é mostrado na Figura (2.9). Para as Figuras (2.6), (2.7), (2.8)
e (2.9), a origem é sempre o vértice 1 e a ordem de visitagdo é dada pelo sentido horério a
partir da origem.

Depois da Fase de Busca Local, é feita a seguinte andlise: se em qualquer uma das
quatro buscas Locais é encontrada uma solucao melhor que a solugao da presente na busca
local anterior, essa nova solucao é armazenada e as quatro buscas locais sao executadas

mais uma vez; caso contrario, ¢ chamada a fase de Path Relinking (PR). Path Relinking foi
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Algoritmo 2.4: Busca Local
Data: it
Procedimento_Troca_Dois_Vértices();
Procedimento_Insergao();
Procedimento_Troca_Dois_Vértices_Consecutivos();
Procedimento_Troca_Trés_Vértices_Consecutivos();

(a) Antes (b) Depois (a) Antes (b) Depois

Figura 2.6: Busca Local Troca 2 Vértices. Figura 2.7: Busca Local de Insergao

(a) Antes (b) Depois (a) Antes ‘ (b) Depois

Figura 2.8: Busca Local Troca Conjunto de 2 Figura 2.9: Busca Local Troca Conjunto de 3
Vértices. Vértices.

proposto originalmente por Glover [Glo96] como uma estratégia de conectar boas solugoes
por Busca Tabu e Scatter Search. Existem muitas formas de implementar essa técnica. Para
mais detalhes, vide [RRO5]. Path Relinking com GRASP como uma estratégia aplicada
em cada Fase de Busca Local foi primeiramente usado por Laguna e Marti [LM99]. Neste
trabalho, PR funciona da seguinte forma: sao consideradas todas as solugoes intermediarias
entre a melhor solugao e a solucao corrente. Esse caminho, path, é construido trocando-se
posicoes entre dois vértices. Se uma solucao melhor é encontrada, chama-se novamente a

Fase de Busca Local, passando como parametro a nova solugao.
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2.8 Resultados Computacionais

Os testes foram realizados em uma maquina com um processador Pentium IV de 2.4Ghz
com 1.0 Gbyte de meméria RAM. O sistema operacional utilizado foi o Linux. Foi utilizado
o resolvedor CPLEX 9.1.3 da ILOG. Foram utilizados dois conjuntos de instancias. O
primeiro conjunto foi gerado aleatoriamente, da mesma forma que Fischetti, Laporte e
Martello fizeram em [FLM93]. O segundo conjunto utilizou a matriz de custos da biblioteca
QAPLIB.

2.8.1 Instancias geradas a partir de Fischetti, Laporte e Martello

Nesta secao, as instancias foram geradas da seguinte forma: para cada classe de problemas
foram criadas 10 instancias de tamanho n. Cada uma dessas instancias foi obtida gerando
custos inteiros aleatdrios no intervalo [1, 100] e depois triangularizando esses valores através
de um algoritmo de caminhos minimos, da mesma forma que Fischetti, Laporte e Martello
fizeram em [FLMO93].

Para esse conjunto de instancias, os resultados computacionais foram divididos em
dois tipos: os resultados exatos e os resultados oriundos da heuristica GRASP, isto é, os

resultados heuristicos.

2.8.1.1 Resultados exatos

Todas as instancias foram resolvidas utilizando oito formulacoes. A primeira chamada
de F1_.PML ¢ a formulacado de fluxos uniproduto (2.9)-(2.17). A segunda, chamada de
F2 PML, é a formulagao F1_ PML acrescida das restrigoes (2.18)-(2.22). A terceira, cha-
mada de F3_PML, ¢é a formulagdo multiproduto (2.23)-(2.34). A quarta, chamada de
F4 PML, é a formulacao multiproduto (2.23)-(2.34) acrescida das restrigdes (2.35)-(2.40).
A quinta, chamada de M1_PML, é a formulagao baseada no PQA, isto é, a formulagao
(2.60)-(2.65) que possui 4 indices. A sexta formulacdo, chamada de M2_PML, é composta
pelas equagoes (2.66)-(2.74). O modelo M2_PML possui varidveis de fluxo de 3 indices e
¢ equivalente a Formulagcao_Relaxada que possui varidveis de fluxo de 4 indices. Como as
formulagoes Formulagdo_Relazada e (2.66)-(2.74) sdo equivalentes, foi escolhida uma para
que o software CPLEX resolvesse. Foi escolhida entdo a formulagao (2.66)-(2.74) como
M2_PML, por essa possuir um nimero menor de variaveis que a Formula¢ao_Relaxada.
A formulagao M3_PML, (2.75)-(2.82), é a baseada no Problema do Caminho Minimo. A
ultima, chamada de M4_PML, é a formulagao apresentada por Bianco et al. [BMR93]
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no trabalho intitulado The Traveling Salesman Problem with Cumulative Costs. Essa for-
mulagao é composta pelas equagoes (2.1) - (2.7). Nesse trabalho, os autores relatam que a
formulagao apresentada por eles é muito complexa para ser resolvida pelos resolvedores da
época. Por isso, em [BMRO93|, nenhum resultado foi apresentado utilizando-se puramente
essa formulacao .

Para resolver de forma exata as instancias do PML foi utilizado o resolvedor CPLEX.
Todas as formulagoes utilizaram o Método da Barreira de Newton para calcular o limite
de programacao linear. As formulagoes F1_PML, F2_PML, F3_PML, F4_ PML e M1_PML
foram resolvidas uma vez para cada instancia utilizando os parametros padroes do CPLEX.
As formulagoes M2 _PML, M3_PML e M4_PML foram resolvidas quatro vezes para cada
instancia: a primeira, com os parametros padroes do CPLEX, da mesma forma que a
formulagao M1_PML; a segunda, mudando-se alguns parametros do CPLEX; a terceira,
com os parametros padroes do CPLEX, assim como a primeira, mas usando-se como pri-
meiro limite superior para o CPLEX o valor calculado pela heuristica GRASP; e, a quarta
vez, nao se utilizando os parametros padroes do CPLEX, assim como na segunda vez, e
usando-se o limite superior pré-computado pela heuristica GRASP, assim como na terceira
vez.

A Tabela (2.1) relativa as formulagoes F1_PML, F2_ PML, F3_PML e F4 PML apresenta
sempre a média dos tempos e dos gaps para cada conjunto de 10 instancias de mesmo
tamanho. Nessa tabela tem-se: o tamanho dos problemas, campo Tamanho; a média dos
gaps de relaxacao linear, campos Gap RL F1_PML (%), Gap RL F2_.PML (%), Gap RL
F3_PML (%) e Gap RL F/_-PML (%); e a média dos tempos, em segundos, para calcular
o 6timo inteiro, campos Tempo (s) Otimo F1_PML, Tempo (s) Otimo F2_PML, Tempo (s)
Otimo F3_PML e Tempo (s) Otimo F4_PML.

Pela Tabela (2.1) é possivel verificar que houve um ganho ao se utilizar as restrigoes
redundantes (2.18)-(2.22) e (2.35)-(2.40). Isto ¢, as formulagoes F2_PML e F4_PML foram
sempre melhores - em termos de gap de relaxacao linear e tempo de computacao - que
as formulacoes F1_ PML e F3_PML, respectivamente. O ganho no tempo também esta
relacionado ao gap de relaxacao linear que diminui drasticamente quando se acrescentam
as restrigoes redundantes das formulagoes F2_ PML e F4_ PML. Com isso, o procedimento
de enumeracao tende a ser mais rapido, pois o CPLEX precisa fechar um gap menor. Os
experimentos da Tabela (2.1) comprovam a afirmagao anterior, mesmo se sabendo que, no
procedimento de enumeracao, cada vértice da arvore de Branch-and-Bound se torna mais

dificil de ser resolvido quando se acrescentam as restricoes redundantes.
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Tabela 2.1: Comparacao dos modelos de Fluxos para o PML

Tamanho | Gap RL  Tempo (s) | Gap RL  Tempo (s) | Gap RL  Tempo (s) | Gap RL  Tempo (s)
F1_PML Otimo F2_PML Otimo F3_PML Otimo F4_PML Otimo
(%) F1_PML (%) F2_PML (%) F3_PML (%) F4_PML
10 20.96 0.29 11.60 0.29 4.77 0.87 0.30 0.22
12 16.96 0.54 11.32 0.52 5.14 2.65 0.08 0.22
15 21.87 13.43 11.82 1.56 8.07 23.88 0.23 3.03
20 21.10 2883.30 13.16 12.21 9.66 853.18 0.52 21.15
30 ol ool 13.78 716.31 oo ol 2.14 1355.13

Também é possivel fazer uma comparacao entre as formulacoes uniproduto - F1_PML e
F2_PML - e as formulagoes multiproduto - F3_PML e F4_ PML. Estas tltimas apresentaram
um gap de relaxagao linear melhor que as primeiras, como é de se esperar. Entretanto,
quando se analisa o tempo de computacao, a formulagao multiproduto nem sempre é mais
rapida que a formulacao uniproduto correspondente. Isso acontece principalmente devido
ao numero de variaveis da formulagao uniproduto, que tende a ser bem menor que o
niumero de variaveis da formulacao multiproduto correspondente, tornando estas tltimas
mais dificeis.

A Tabela (2.2) relativa aos modelos M1_PML e M2_PML apresenta sempre a média dos
tempos e dos gaps para cada conjunto de 10 instancias de mesmo tamanho. Nessa tabela
tem-se: o tamanho dos problemas, campo Tamanho; a média dos gaps de relaxacao linear,
campo Gap RL M1_PML (%); a média dos tempos, em segundos, para calcular o limite
inferior, campo Tempo (s) RL M1_PML; e, também, a média dos tempos, em segundos,
para calcular o 6timo inteiro, campo Tempo (s) Otimo M1_PML. Os 4 campos da tabela
referentes ao modelo M1_PML sao duplicados, mas usando-se como referéncia o modelo
M2_PML. No campo Tempo (s) Otimo M2_PML, a média dos tempos ¢ calculada sempre
utilizando o melhor resultado, para cada instancia, entre a estratégia de utilizar o resolvedor
CPLEX com os parametros padroes e a estratégia de utilizar o CPLEX com a énfase na
integralidade da solugao. Isto é viavel pois essas estratégias podem ser computadas em
paralelo, quando uma conseguir provar a otimalidade, a outra técnica pode ser descartada.
O tltimo campo da Tabela (2.2), Tempo (s) Otimo M2-PML Usando LS GRASP, também
apresenta a média dos tempos para calcular o 6timo inteiro, para cada conjunto de 10
instancias. Mas, nesse caso, o CPLEX utiliza como primeiro limite superior a solucao
encontrada pela heuristica GRASP. Assim como no campo Tempo (s) Otimo M2_PML, esse

campo mostra a melhor solugao utilizando duas abordagens diferentes para o resolvedor
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Tabela 2.2: Comparacao de Modelos para o PML Baseados no PQA

Tamanho | Gap RL  Tempo (s) Tempo (s) | Gap RL  Tempo (s) Tempo (s) Tempo (s)
M1_PML RL Otimo | M2_PML RL Otimo Otimo M2_PML
(%) M1_PML M1_PML (%) M2_PML M2_PML Usando LS GRASP
10 0.14 0.02 0.04 1.06 0.01 0.04 0.04
12 0.72 0.04 0.27 1.17 0.02 0.05 0.05
15 0.13 0.16 0.41 0.23 0.05 0.09 0.08
20 0.70 0.54 8.95 0.72 0.14 0.81 0.56
25 0.86 3.37 56.09 1.26 0.14 3.04 1.99
30 0.95 10.42 136.24 1.85 0.71 11.34 7.7
35 1.32 32.57 711.07 1.89 1.47 37.77 28.26
40 1.25 85.39 HoAAK 1.66 2.35 84.38 67.27
45 1.10 130.19 HAAK 1.66 3.90 263.28 175.34
50 1.18 221.92 HoAAK 1.57 5.68 1692.63 1353.96
55 1.72 367.11 HoAK 2.08 8.34 4953.04 3278.87
60 1.05 614.43 HoAAK 1.49 11.65 17558.04 15566.82

CPLEX: a primeira com os parametros padroes, e a segunda, com a énfase do resolvedor
na integralidade da solucao.

Nos campos Gap RL M1_PML (%) e Gap RL M2_PML (%) sao apresentadas as médias
dos gaps de relaxacgao linear para todos os conjuntos de instancias. Cada um desses con-
juntos possui 10 instancias e, em cada uma delas, o gap de relaxacao linear é calculado da

seguinte forma:

VO — Limite ]nfem'or)
VO

Gap RL Mod(%) = 100( (2.83)

onde VO é o valor 6timo.

A Tabela (2.3) apresenta uma comparacao entre duas formulagoes para o PML, am-
bas baseadas no Problema de Caminho Minimo. A primeira formulacao é composta das
equagoes (2.75)-(2.82), que foi proposta neste trabalho e chamada de M3_PML. A segunda
é a formulagao apresentada por Bianco et al. [BMR93| e chamada de M4_PML. Os expe-
rimentos computacionais deste trabalho mostraram que os limites de programacao linear
sao os mesmos tanto para a formulacao M3_PML como para a M4 PML. Eles também
mostram que os tempos para calcular esses limites sao praticamente os mesmos em am-
bas as formulagoes M3_PML e M4_PML. Por isso, os campos relacionados aos limites de
programacao linear tém como valores os resultados encontrados pela formulagao M3_PML.

A Tabela (2.3) possui os seguintes campos: Tamanho, que mostra o tamanho das
instancias testadas; Tempo (s) Relazagdo Linear, apresenta o tempo, em segundos, para cal-
cular o limite de programacao linear usando-se a formulacao M3_PML; Gap (%) L1/ Otimo

Médio e Gap (%) LI/ Otimo Mazimo, campos que mostram, respectivamente, a média dos
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Tabela 2.3: Comparacao de Modelos para o PML Baseados no Problema do Caminho
Minimo

Tamanho | Tempo (s)  Gap (%) Gap (%) | Tempo (s) Tempo (s) Tempo (s) Tempo (s)
Relaxagao LI/Otimo LI/Otimo M3_PML  M3_PML com | M4.PML  M4_PML com
Linear Médio Méximo LS GRASP LS GRASP
10 0.01 1.06 6.72 0.02 0.02 0.02 0.02
12 0.02 1.17 5.91 0.08 0.04 0.07 0.04
15 0.05 0.23 2.23 0.12 0.11 0.11 0.11
20 0.15 0.72 3.23 0.45 0.32 0.40 0.29
25 0.30 1.26 4.19 2.62 1.51 2.09 2.14
30 0.85 1.80 3.44 7.20 2.90 7.28 3.03
35 1.75 1.89 5.14 25.47 11.34 34.47 19.69
40 3.21 1.66 2.81 72.18 21.85 89.01 22.59
45 4.00 1.66 2.91 202.28 54.69 259.82 65.74
50 8.48 1.57 3.54 597.38 398.85 267.29 704.94
55 13.03 2.08 4.14 3982.42 2770.32 1038.31 648.95
60 20.62 1.49 2.22 4471.03 4920.19 1776.25 1273.06
65 26.45 1.86 3.47 19040.55 oK oK 5619.83
70 39.05 1.66 2.68 25233.44 HoAAAK HoAAkK o
75 55.44 1.69 2.64 26063.74 AR AR HAAK
80 81.89 1.05 1.54 61562.92 ol HokdHK oK

gaps de relaxacao linear para cada conjunto de instancias e o maior gap de relaxagao linear
encontrado em cada conjunto; Tempo (s) M3_PML apresenta a média dentre os melho-
res tempos utilizando-se a formulacao M3_PML com os parametros padroes do CPLEX e
com o CPLEX configurado na énfase da otimalidade da solugao; Tempo (s) M3-PML LS
GRASP, esse campo também apresenta a média dos melhores resultados utilizando-se a
formulacao M3_PML, mas nesse caso sempre ¢ passado para o resolvedor CPLEX a solugao
encontrada pelo algoritmo GRASP como primeiro limite superior; Os campos Tempo (s)
M4 _PML e Tempo (s) Mj_PML com LS GRASP sao calculados da mesma forma que os

dois anteriores, mas nesse caso utilizando-se a formulacao M4_PML ao invés da M3_PML.

2.8.1.2 Resultados heuristicos

Para os experimentos heuristicos, Tabela (2.4), também sao apresentadas as médias dos
gaps, dos tempos e do numero de iteragoes executadas pela heuristica GRASP mostrada
anteriormente. Essas médias sao relativas a cada conjunto de 10 instancias de tamanhos
iguais, instancias essas definidas na segao (2.8.1.1). A Tabela (2.4) possui os seguintes
campos: Tamanho, que mostra qual o tamanho do conjunto de instancias analisado. Tempo
(s) Solugao GRASP, campo que mostra a média dos tempos para se encontrar o limite
superior executando o algoritmo GRASP com Path Relinking apds um certo nimero de

iteragoes. A média dessas iteragoes é apresentada no campo Iteracoes GRASP Média. O
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campo Gap Otimo GRASP (%) mostra a média dos gaps, em porcentagem, entre o valor
6timo e a solugao encontrada pelo algoritmo GRASP. Esse gap é calculado pela seguinte

férmula:

Sol GRASP - VO
Sol GRASP

onde VO é o valor 6timo e Sol Grasp é a solucao encontrada pelo algoritmo GRASP. Para

Gap Otimo GRASP (%) = 100(

) (2.84)

cada uma das dez instancias esse gap é calculado e, no campo Gap Otimo GRASP (%), é
relatada a média aritmética desses gaps.

E representada nas tabelas a relacao, em porcentagem, entre a melhor solucao encon-
trada pelo algoritmo GRASP e o limite inferior encontrado pela relaxacao linear dos mo-
delos M1_PML e M2_PML. Esses valores estao armazenados nos campos (Gap LI M1_-PML
GRASP (%)) e (Gap LI M2_PML GRASP (%)) e, para cada instancia, sao calculados pela

seguinte formula:

Sol GRASP — Limite Inferior
Sol GRASP

onde VO é o valor 6timo e Sol Grasp ¢ a solugao encontrada pelo algoritmo GRASP. Assim

como no campo Gap Otimo GRASP (%), os campos (Gap LI M1_PML GRASP (%)) e

(Gap LI M2_PML GRASP (%)) apresentam somente a média aritmética dos gaps para

cada conjunto de 10 instancias.

Gap LI Mod GRASP (%) = 100( ) (2.85)

O limite inferior é relativo ao modelo correspondente, isto é, o campo (Gap LI M1_PML
GRASP (%)) esté relacionado ao limite inferior do modelo M1_PML, assim como o campo
(Gap LI M2_-PML GRASP (%)) esta associado ao limite inferior do modelo M2_PML.
E importante lembrar que os limites de programacao linear das formulagoes M2_PML,
M3_PML e M4_PML sao os mesmos, tornando irrelevante criar outros campos para a
Tabela (2.4).

O algoritmo GRASP teve como parametros de entrada: injciar = 0.2 € afing = 0.5
para as instancias de até 35 vértices. Para as maiores utilizou-se também ;00 igual a
0.05, 0.08, 0.10, 0.15, 0.18, 0.20 e 0.25. O resultado utilizado foi entao o menor limite

superior encontrado para cada um dos qyyieq citados anteriormente.

2.8.2 Instancias baseadas na Biblioteca QAPLIB

Uma vez que o Problema Quadrético de Atribuicao é uma generalizagao do PML, utilizaram-

se instancias baseadas na biblioteca QAPLIB. Essas instancias foram reescritas descar-

40



Tabela 2.4: Resultados GRASP para o PML

Tempo (s) Iteragoes Gap Gap Gap
Tamanho Solugao GRASP Otimo LI M1_PML LI M2_PML
GRASP Média GRASP (%) GRASP (%) GRASP (%)
10 0.00 1.9 0.00 0.14 1.16
12 0.00 27 0.00 0.72 1.17
15 0.00 26.6 0.00 0.12 0.23
20 0.06 72.7 0.00 0.72 0.70
25 0.93 166 0.00 0.22 0.28
30 2.99 634.3 0.06 0.98 1.90
35 7.06 745.4 0.00 1.32 1.89
40 81.05 5936.3 0.04 1.33 1.77
45 110.88 5594.2 0.03 1.11 1.69
50 200.17 6651.1 0.56 1.73 2.11
55 359.53 7836.7 1.06 2.76 3.12
60 774.12 10151.1 1.90 2.93 3.36
65 852.79 8471.4 3.02 4.58 4.82
70 1557.0 10475.0 3.89 5.35 5.48
75 2371.52 12802.5 5.17 oo 6.77
80 1699.30 9806.66 6.18 HkAAK 7.17

tando as matrizes de demandas que sao irrelevantes para o PML, deixando apenas as matri-
zes de custo. As instancias baseadas no PQA foram resolvidas pelo CPLEX utilizando-se
a formulacao M3_PML. Isso se deve ao fato de a formulacao M3_PML ter se mostrado
eficiente para resolver as instancias baseadas em Fischetti et al. [FLM93].

A estratégia nesta secao, especialmente para instancias com um ntimero grande de
vértices, baseou-se na combinacao de limites inferiores justos e na computacao de limites
superiores rapidos e eficientes que sao providos pela heuristica GRASP apresentada na
segdo (2.7). Esses resultados sao apresentados na Tabela (2.5). As instancias testadas
estao escritas como m— < nome — da — instancia — original — QAPLI B > x %, onde * * %
¢ o numero de vértices. Foi apresentado também, quando possivel, o tempo de computagao
do CPLEX no célculo do 6timo inteiro. Nas instancias marcadas por (**), nao foi possivel,
usando o Método da Barreira de Newton, calcular o limite inferior. Isso ocorreu pela falta
de memoria do computador pessoal utilizado. Nesses casos, foi utilizado o método Dual
Simplex para calcular o limite de programacao linear dessas instancias. Isso explica o alto

custo computacional para calcular apenas o limite inferior dessas instancias.

2.9 Analise dos Resultados

As formulagoes F1_PML, F2_.PML, F3_PML e F4 PML sao o eixo de ligacao entre os

quatro problemas que sao apresentados neste trabalho. Todos os problemas desta tese
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Tabela 2.5: Resultados - Instancias QAPLIB Modificadas

Instancia | Tempo (s)  Limite  Otimo Lim Inf Tempo (s) Solugdo  Iteragoes Gap (%)
CPLEX  Inferior /Otimo (%) CPLEX LP | GRASP GRASP LS /Otimo
m-had12 0.12 82.66 88 6.64 0.02 88 2 0.00
m-had12 0.41 109.98 125 12.10 0.03 125 1 0.00
m-had16 0.24 140.71 146 3.62 0.06 146 1 0.00
m-had20 4.69 215.12 232 7.28 0.13 232 13 0.00
m-roul2 0.22 947.75 1099 13.76 0.03 1099 23 0.00
m-roulb 1.23 1068.5 1274 16.13 0.07 1274 13 0.00
m-scrl2 0.13 78 78 0.00 0.02 78 3 0.00
m-scrld 0.50 122 122 0.00 0.06 122 11 0.00
m-scr20 1.78 210 210 0.00 0.06 210 13 0.00
m-nugl2 0.08 78 78 0.00 0.02 78 3 0.00
m-nugl4 0.12 105 105 0.00 0.03 105 0 0.00
m-nuglb 0.33 121 121 0.00 0.04 121 1 0.00
m-nugl6a 0.55 136.28 138 1.25 0.05 138 1 0.00
m-nugl7 0.51 154 154 0.00 0.06 154 1 0.00
m-nugl8 0.73 171 171 0.00 0.08 171 4 0.00
m-nug20 0.98 210 210 0.00 0.13 210 0 0.00
m-nug21 1.57 232 232 0.00 0.15 232 142 0.00
m-nug22 0.33 253 253 0.00 0.22 253 0 0.00
m-nug24 4.44 300 300 0.00 0.25 300 0 0.00
m-nug25 6.55 326 326 0.00 0.29 326 4 0.00
m-nug27 4.60 379 379 0.00 0.43 379 265 0.00
m-nug30 28.55 465 465 0.00 0.63 465 263 0.00
m-sko42 1637.33 903 903 0.00 2.92 903 0 0.00
m-sko49 2763.15 1226 1226 0.00 6.61 1230 0 0.33
m-sko56 18343.65 1596 1596 0.00 10.57 1602 0 0.37
m-sko64 53128.41 2080 2080 0.00 18.80 2080 0 0.00
m-sko72 HAARK 2628 2628 0.00 36.34 2628 0 0.00
m-sko81 HoHAAK 3322 KAk 0.18** 63.62 3328 0 0.18**
m-sko90 HAAHK 4095 HAAK 0.19%* HAAAK 4103 0 0.19%*
m-sko100a HoRAAK 5050 5050 0.00 200.10 5050 0 0.00
m-tho30 26.24 465 465 0.00 0.67 465 398 0.00
m-tho40 271.55 820 820 0.00 2.42 820 45 0.00
m-tho150 ool 11325 11325 0.00 20960.02* 11325 0 0.00
m-will50 Rl 1275 HAAAK 0.16** 6.29 1277 5097 0.16**
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terao formulagoes derivadas da formulagao F3_PML. A F1_PML ¢ a formulacao mais sim-
ples, mas é a versao multiproduto dela, F3_PML, que é a base para algumas formulacoes
apresentadas nos capitulos posteriores. A F1_PML é uma formulacao que usa da idéia
simples de fazer um fluxo percorrer por uma rede, garantindo a conservagao desse fluxo e
calculando os custos no decorrer desse caminho. O fraco desempenho tanto nos gaps de
relaxacao linear quanto no tempo de computacgao estd associado tanto ao infimo nimero
de variaveis e restrigoes - na formulacao F1_PML sao usadas apenas restrigdes para ga-
rantir a conservacao do fluxo e inibir subciclos ilegais - como também estd associado a
caracteristica uniproduto da formulagao. A formulacao F2_PML também é de extrema
importancia para este trabalho. O acréscimo das varidveis p e das restrigoes (2.18)-(2.22)
na formulacao F1_PML, melhorando tanto o tempo para calcular o 6timo inteiro como
diminuindo o gap de relaxacao linear, sera usado nos capitulos posteriores impactando de
forma muito positiva os resultados computacionais. A formulacao F3_PML, por ser multi-
produto, mostrou-se mais forte que as anteriores, mas nao necessariamente mais rapida. A
formulagao F4_PML, também multiproduto, se mostrou mais rapida que a F3_PML, mas
nem sempre mais rapida que a F2_PML.

O primeiro modelo baseado no PQA, (2.60)-(2.65), obteve resultados muito expressi-
vos. Seus limites de relaxacdo linear nao ultrapassaram, em média, 2% do 6timo. Com
ele foram resolvidas, até a otimalidade, instancias de tamanho 30. Quando foi utilizado o
modelo M2_PML, isto é, o modelo (2.66)-(2.74), conseguiu-se resolver, até a otimalidade,
instancias de até 60 vértices. Apesar de o algoritmo de Fischetti et al. [FLM93] também
apresentar resultados de 60 vértices com um tempo computacional menor, utilizando uma
maquina mais antiga, os modelos apresentados tém como forga seus limites inferiores. O
gap de relaxacao linear desses modelos foi extremamente baixo, na média menos de 2%,
mesmo para instancias de tamanho 60. Esse gap mostra que o modelo (2.66)-(2.74) e, prin-
cipalmente, o modelo (2.60)-(2.65) sao bem fortes e abrem caminhos para novas técnicas
que se aproveitem desses limites inferiores para calcular solucoes 6timas, ou mesmo solugoes
heuristicas, mas com uma boa garantia de limites. Além disso, até onde se sabe, nao foram
encontrados para o PML limites inferiores tao justos quantos os limites calculados pela
formulagao M1_PML.

Apesar de os modelos M2_PML e M3_PML terem o mesmo limite inferior que o modelo
apresentado por Bianco, Mingozzi e Ricciardelli [BMR93|, M4_PML, uma contribuigao
deste trabalho é apresentar a equivaléncia, em relacao aos limites de programacao linear,

entre esses modelos e a Formulacao_Relazada. Esta ultima, que deriva do modelo M1_PML,
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é baseada no Problema Quadrético de Atribuicao.

Os modelos que apresentaram melhores resultados em termos de tempo de computacao
foram os modelos M3_PML e M4 _PML. Esses dois modelos sao baseados no Problema
do Caminho Minimo e geraram os mesmos limites de programacao linear para todas as
instancias testadas. Esses limites, alids, sao os mesmos da Formula¢ao_Relaxada e, con-
seqlientemente, sao os mesmos da formulacao M2_PML. Apesar da equivaléncia em termos
de limites de programagao linear entre as formulacoes M3_PML e M4 _PML, elas foram
escritas de forma diferente. A primeira se baseou no grafo multinivel G’ apresentado na
secao (2.6). A segunda se baseou no grafo normal G. Isso explica a variagao das médias
dos tempos de computacao para cada conjunto de 10 instancias analisado. Apesar de essas
médias serem, em geral, muito préximas, elas nao revelam a discrepancia dos tempos de
computacao entre as formulagoes e entre os tipos de configuracoes do resolvedor CPLEX.
Por exemplo: a ultima instancia testada com 45 vértices teve um tempo de computagao
de 273.52 segundos utilizando a formulacao M3_PML com os parametros padroes para o
CPLEX; ja a mesma instancia usando os mesmos parametros do CPLEX mas utilizando
a formulacao M4 _PML levou 696.68 para ser resolvida. A mesma instancia, mas com
os parametros do CPLEX modificados, levou 222.8 segundos para ser resolvida usando a
formulagao M3_PML e 109.64 utilizando a formulagao M4 _PML.

Com os modelos M3_PML e M4_PML, foi possivel encontrar o 6timo inteiro para
instancias assimétricas de até 80 vértices. Pelo que se sabe, até hoje ainda nao tinham sido
resolvidas instancias assimétricas maiores que 55 vértices. Para as instancias baseadas no
PQA o resultado foi ainda mais impressionante. Para elas foi possivel provar a otimali-
dade para instancias de até 150 vértices. Isso foi possivel devido a forga do limite inferior
calculado pela relaxacao linear utilizando a formulacao M3_PML e, também, a forca do
limite superior, utilizando o algoritmo GRASP. Na instancia m — thol50, esses limites se
igualaram provando a otimalidade da mesma.

O algoritmo GRASP também se mostrou eficiente. Na maioria das instancias o limite
superior encontrado foi idéntico a solucao 6tima. Por exemplo: até grafos de 45 vértices
foram testadas 90 instancias baseadas no trabalho de Fischetti et al. [FLM93]. Dentre
essas 90 instancias somente em trés delas nao foi encontrado o étimo inteiro pela heuristica.
Mesmo para as instancias maiores, entre 50 e 60 vértices, o gap entre as solugoes étimas
e os valores encontrados pelo algoritmo estiveram, em média, préximos dos 1.5%. O
algoritmo GRASP foi especialmente eficiente nas instancias baseadas na QAPLIB. Para

essas instancias, na maioria dos casos, o algoritmo GRASP encontrou a solucao 6tima e,
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caso nao tenha encontrado, em nenhum caso, o gap entre a solucao encontrada e o 6timo foi
superior a 0.37%. Duas instancias devem ser observadas: nas instancias sko81 e sko90, nao
foram encontradas as solucoes otimas. Apesar disso, é sabido que a solucao encontrada,
para essas instancias, nao estd mais de 0.18% e 0.19%, respectivamente, da soluc¢ao étima.

O papel da heuristica GRASP nao foi somente encontrar limites superiores justos para o
PML. Quando se utiliza a solugao encontrada pelo método GRASP como primeira solugao
para resolver o problema, via CPLEX, conseguiram-se, em média, resultados exatos mais
rapidos. Isso acontece quando essa solucao foi melhor que a primeira solucao que o CPLEX
calcularia caso nao tivesse recebido esse limite superior. Por exemplo: na instancia P60-
2, o CPLEX gerou um gap inicial entre a primeira solugao inteira e o valor do limite de
programacao linear de 68.28%. Nesse caso, ele levou 17790.2 segundos para provar a otima-
lidade dessa instancia; ja quando o CPLEX se utilizou do limite superior pré-computado
pelo GRASP, ele levou somente 6872.25 segundos para provar a otimalidade dessa instancia.
Nesse caso, o CPLEX s6 precisou ”fechar’um gap de 4.72%. O ganho, nesse caso, foi de
61.37% em relac@o ao tempo total. Como pode-se ver na Tabela (2.2), sempre a média dos
tempos de solucao do CPLEX, quando esse utilizou como limite superior o valor encon-
trado pelo GRASP, é menor. Apesar disso, nem sempre é mais vantajoso utilizar o limite
superior pré-computado pelo algoritmo GRASP. Em alguns casos, a primeira solugao in-
teira que o CPLEX calcula é melhor que a solucao passada pelo GRASP. Nesses casos, o
uso desse limite superior pré-computado nao é vantajoso. Pela Tabela (2.2), notou-se que,
em geral, a medida que os problemas crescem, o uso de um limite superior pré-computado
¢ mais vantajoso. A excecao esta nas instancias de 60 vértices, que obtiveram um ganho
de apenas 7.61% utilizando o limite superior pré-computado pelo GRASP. Isso se deve
principalmente a instancia P60-5 que, utilizando a solu¢ao do GRASP, teve um tempo de
computacao 62% pior. O interessante nesse fato é que essa instancia foi uma das duas
instancias desse conjunto em que a solucao passada para o CPLEX estava a mais de 3% do
6timo. Em alguns casos, por exemplo, mesmo quando a solucao passada para o CPLEX
¢ a 6tima, o CPLEX gasta mais tempo do que quando utiliza o método original. Prova-
velmente essa diferenca de tempo esta associada a execucao, em paralelo, de processos da
maquina, interferindo no desempenho do algoritmo. Para mais detalhes sobre as instancias,

vide o apéndice A.
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2.10 Conclusao

Neste capitulo foram tratadas técnicas para resolver eficientemente instancias do Problema
de Minima Laténcia. Para isso, foi mostrada a relagao desse problema com o Problema
Quadratico de Atribuicao e com o Problema de Caminho Minimo. Neste capitulo foram
apresentados trés modelos matematicos baseados diretamente no PQA e um baseado no
Problema do Caminho Minimo. Também foram apresentadas duas formulacoes de fluxos,
uma uniproduto e outra multiproduto. Mostrou-se também o impacto de acrescentar-se
um novo conjunto de varidveis, com algumas restrigoes adicionais, para essas formulagoes.
Essa idéia sera usada no decorrer deste trabalho.

O modelo M1_PML conseguiu resultados exatos somente para instancias de até 30
vértices, mas se mostrou, pelo que se sabe, o modelo com limites de programacao linear
mais fortes ja apresentados para o PML. A Formulacdo Relaxada e o modelo M2_PML
conseguiram resultados 6timos para instancia de até 60 vértices. Esses dois modelos se
mostraram equivalentes em relagdo aos limites de programagao linear. Com o modelo
M3_PML e M4_PML conseguiu-se resultados exatos para instancias assimétricas de até 80
vértices. Até hoje, pelo que se sabe, nao tinham sido apresentados resultados exatos para
instancias assimétricas do PML maiores que 55.

Além dos modelos exatos foi apresentada uma heuristica especializada para resolver o
Problema de Minima Laténcia. Essa heuristica foi baseada na meta-heuristica GRASP e
apresentou resultados muito expressivos. Na maioria das instancias a heuristica encontrou
o 6timo inteiro. Mesmo para as instancias em que o 6timo inteiro nao foi encontrado, o gap
entre a solucao encontrada e o 6timo nunca ultrapassou, em média, 2%. Esse resultado é
mais expressivo que o resultado apresentado por Bianco et al. [BMR93], que apresentou
resultados em média 4.2% do 6timo para instancias de 60 vértices.

Outra vantagem da heuristica foi utilizar os resultados encontrados pela mesma como
primeiro limite superior para o resolvedor CPLEX. Como foi mostrado na Tabela (2.2),
foram obtidos ganhos médios de até 30% em relacao ao método tradicional de utilizar o
CPLEX sem um limite superior calculado para a instancia. Foi mostrado também que
esse ganho aumenta a medida que as instancias crescem de tamanho. Outra constatacao
é que essa técnica serd mais eficiente a medida que os limites superiores passados para o
CPLEX forem mais proximos do étimo inteiro. Para algumas instancias, aquelas que o
limite passado para o CPLEX é maior que o limite que o resolvedor calcularia, caso nao
fosse passado para ele nenhum limite, é melhor utilizar o método padrao. A heuristica

também se mostrou eficiente para as instancias baseadas na biblioteca QAPLIB. Nessas
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instancias, o gap entre a solucao 6tima e o valor encontrado pelo GRASP nao ultrapassou

0.37%, mesmo considerando instancias de 150 vértices.
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Capitulo 3

Problema de Um Veiculo de Entrega

3.1 Introducao

O Problema de Um Veiculo de Entrega (PUVE), do inglés Single Vehicle Delivery Problem,
¢ uma generalizacdo do Problema de Minima Laténcia (PML) apresentado no capitulo
anterior. No PUVE, assim como no Problema de Minima Laténcia, o objetivo é encontrar
o menor circuito Hamiltoniano que minimize a soma dos tempos de espera de todos os
clientes. A diferenca entre o PML e o PUVE é que este tultimo apresenta demandas
heterogéneas em cada vértice e o tempo de espera de um dado cliente é multiplicado
pelo nimero de produtos que sao entregues a esse cliente. Se todos os clientes possuirem
demandas homogéneas, o PUVE se transforma no PML.

Este capitulo é dividido da seguinte forma: a se¢ao (3.2) formaliza o Problema de Um
Veiculo de Entrega; a segao (3.3) mostra um exemplo didético diferenciando o PML do
PUVE; a secdo (3.4) apresenta dois conjuntos de formulagoes utilizadas para lidar com
o PUVE; a primeira baseada na formulacao de fluxos apresentada no capitulo anterior,
e a segunda, baseada na formulagdo de Bianco et al. [BM7'89]; a secdo (3.5) mostra
um algoritmo GRASP especializado para o PUVE; a segao (3.6) apresenta os resultados
computacionais utilizando as formulacoes propostas, os limites superiores gerados pela
heuristica GRASP e o efeito de se utilizar esse limite superior como solucao inicial viavel
para o resolvedor CPLEX; a se¢ao (3.7) analisa os resultados encontrados; e, finalmente,

a se¢ao (3.8) conclui o capitulo.
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3.2 Problema de Um Veiculo de Entrega

O Problema de Um Veiculo de Entrega foi estudado por Bianco, Mingozzi, Ricciardelli e
Spadoni [BMT89] e se caracteriza por um tdnico veiculo que precisa entregar d;, unidades
de um produto homogéneo em cada vértice k de um grafo G = (V, A). O veiculo parte
da origem 1 e precisa, depois de percorrer todos os vértices, entregar d; = 1 unidade do
produto de volta a origem. Essa unidade de produto reflete a necessidade de o operador
logistico retornar ao ponto de partida com o seu veiculo.

O objetivo nesse problema é minimizar a média das laténcias de cada produto entregue
para todos os clientes. Em outras palavras, pode-se dizer que o PUVE é um PML com
demandas heterogéneas. No PUVE, a ordem de visitacao e o nimero de produtos que sao
entregues em cada vértice sao relevantes para o calculo da rota final. De uma forma geral,
pode-se dizer que, se o PML é orientado aos clientes, o PUVE também é orientado a quan-
tidade de produtos entreques. O PUVE é computacionalmente mais dificil de resolver que o
PML, uma vez que o PUVE possui diferentes demandas em cada vértice e, freqiientemente,
¢ mais interessante visitar primeiramente um vértice com uma demanda mais alta do que
um que esteja mais préximo.

Apesar da 6bvia similiaridade com o Problema do Caixeiro Viajante (PCV) cléssico,
tanto o PML como o PUVE aparentam ser mais dificeis de serem resolvidos computaci-
onalmente que o PCV  [GK98]. No PUVE e no PML, o objetivo é minimizar a laténcia
total de todos os produtos entregues, enquanto, no PCV, o objetivo ¢ minimizar o tempo
de viagem de um unico operador logistico. Esses problemas sao mais complexos porque
ambos incorporam os objetivos conflitantes dos consumidores, ao invés de se preocupar
somente com o tempo de viagem do operador logistico, como no PCV original.

Bianco, Mingozzi, Ricciardelli e Spadoni [BM*89] propuseram uma formulagao para o
PUVE, mas nenhuma solucao étima foi apresentada com essa formulacao. Eles também
propuseram uma heuristica baseada no algoritmo de programacao dinamica que conseguiu
resultados 6timos para instancias de 25 vértices. Apesar disso, para instancias maiores
a heuristica nao aparentou ser muito promissora. Por exemplo: para instancias com 45
vértices os autores estiveram, em média, a 5.9% entre os limites superiores e inferiores e,
para instancias de 50 vértices, estiveram, em média, a 9.1%.

Neste capitulo, duas formulagoes baseadas em fluxos e trés baseadas no modelo de Bi-
anco et al. [BM™89] sao apresentadas para lidar com instancias do PUVE. Também é
mostrada a importancia de gerar bons limites superiores para que os resolvedores comer-

ciais, utilizando esse limite como primeiro limite superior, possam diminuir o tempo de
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computacao. Esses limites superiores sao providos por uma heuristica GRASP especiali-
zada para o PUVE.

3.3 Diferenca entre o PML e o PUVE

Para entender a diferenga entre o Problema de Minima Laténcia e o Problema de Um
Veiculo de Entrega sera mostrado um exemplo. Para um grafo G = (V, A) com seis
vértices e cada arco com um custo ¢;;, sao resolvidos o PML e o PUVE. A Figura (3.1)
mostra o grafo G. Esse grafo é o mesmo apresentado no Capitulo (2), quando se tratou da
diferenca entre o PCV e o PML. Na Figura (3.1), o nimero que aparece externamente ao

lado de cada vértice indica a demanda de unidades do produto requerida no vértice.

Figura 3.1: Grafo Base.

A Figura (3.2) mostra a solucdo étima para o PML utilizando como base o mesmo
grafo G. A solugao étima inteira para o PML no grafo G é 259 (9 + (9+10) + (9+10+12)
+ (94104+12+19)+ (9+10+12+19+17) + (9+104+12+19+17+16)). Outra forma de se
calcular o valor da funcao objetivo é (9*6 +10*5 + 12*4 + 19*3+17%2+16).

A Figura (3.3) mostra a solugao 6tima para o PUVE utilizando como base o mesmo
grafo GG. Essa solucao ¢ diretamente influenciada pelas demandas d; de cada vértice. Isso
ja nao acontece no PCV e nem no PML, onde essas demandas nao tém nenhuma relevancia.
A solugao 6tima inteira para o PUVE com ) d; = 28 é 1064 ((12 % 28) + (15 % 20) + (17
13) + (21 % 8) 4+ (10 * 3) + (9% 1)). Observe que os vértices com maiores demandas foram
visitados primeiramente na solucao 6tima do PUVE, como no caso dos vértices 2 e 6 da
Figura (3.3).

Também nesse caso nao é possivel comparar os valores da solucao étima para esses dois
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exemplos, pois cada um possui uma contabilizacao de custos diferente, impactando no valor
da funcao objetivo. O que cabe verificar é que a rota étima para cada problema ¢ diferente.
Enquanto a solugao 6tima para o PML é a menor soma de todos os tempos de espera para
todos os vértices, a solucao 6tima do PUVE é a menor somatoria dos tempos de espera de
cada unidade do produto que deve ser entregue em cada cliente. Variagoes nas demandas
de cada cliente impactam na solucao final. De uma forma geral pode-se dizer que o PML
é orientado a satisfacao dos clientes que recebem os produtos, ja no PUVE essa satisfacao

é ponderada pelo nimero de produtos entregues em cada um desses clientes.

Figura 3.2: Solugao PML. Figura 3.3: Solucio PUVE.

3.4 Formulacoes para o Problema de Um Veiculo de

Entrega

Para o Problema de Um Veiculo de Entrega sao apresentados, neste capitulo, dois conjuntos
de formulagoes de programacao linear inteira mista. O primeiro conjunto é baseado na
formulagao de fluxos multiproduto para o Problema de Minima Laténcia apresentada no
Capitulo 2, (2.23)-(2.34). Para esse conjunto sdo propostas duas formulagoes, a iltima
com variaveis e restri¢coes associando a ordem de visitacao de um arco com o fluxo global
que passa por esse arco, da mesma forma que no PML. O segundo conjunto é baseado
no modelo de Bianco et al. [BMT89]. Para esse modelo também sao acrescidas restrigoes

adicionais.
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3.4.1 Formulacao de Fluxos para o Problema de Um Veiculo de

Entrega

Para o PML foram apresentadas duas formulacoes de fluxos uniproduto e duas multipro-
duto. Para o PUVE, nao serao apresentadas as formulac¢oes uniproduto. Isso se deve a
impossibilidade de desenvolver uma formulagao uniproduto que utilize restrigoes que asso-
ciem a ordem de visitacao com o fluxo em cada arco. No PML, como cada vértice demanda
uma unidade de um produto é possivel conhecer o fluxo global em um arco apenas sabendo-
se o numero de vértices ja visitados. No PUVE, devido a heterogeneidade das demandas,
é impossivel associar, com uma formulacao uniproduto, o fluxo em um arco e o nimero de
vértices ja visitados.

Utilizando como base a formulagao de fluxos (2.23)-(2.34) apresentada no Capitulo 2, é
possivel criar uma formulacao de fluxos multiproduto para o Problema de Um Veiculo de

Entrega. Essa formulacao, chamada de F1_PUVE, possui o seguinte conjunto de variaveis:

1 se o veiculo atravessa o arco (i, 7)
Lij = -
0 caso contrdrio.

fije: fracdo da demanda total do produto k transportada no arco (i,7) destinado ao
vértice de demanda k.
e o seguinte conjunto de parametros:

¢;j: custo pago pelo operador logistico para atravessar o arco (i, j).

dy: demanda do vértice k.

minimize Z cijdi fijk (3.1)

0.5,k V i

sujeito a
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> oay= 1 VieV (3.2)

i€V |i#j
Y oay= 1 VieV (3.3)
JeVI]i£j
fije < x4 Vi, j,k € Vi #j (3.4)
> fp= 1 (3.5)
Jjevl]i#l
S (fk—fw) = 1 Vk eV k#£1 (3.6)
JeVI]i#L
Z fin= 1 (3.7)
i€V ]i#l
Yo (fur—fan)= 1 VkeVik#1 (3.8)
i€V itk
Yo m—fa)= 0 VkjeViitkj#l (3.9)
i€V i ik
Y = MR (3.10)
1,5,kEV]i#]

onde n =| V |.

A func@o objetivo (3.1) soma os custos para todos os arcos da rede. Esse custo estd
associado a transferéncia, pelos arcos do caminho, de todos os produtos, do vértice origem
ao especifico vértice de destino.

As equagoes (3.2) e (3.3) sdo as restrigdes de atribuicdo introduzidas em 1954 por
Dantzig, Fulkerson e Johnson [DFJ54]. Elas garantem que existe somente um arco saindo
e um arco chegando a cada vértice. As restrigoes (3.4) acoplam as varidveis x e as f.

As equagoes (3.5)-(3.9) garantem a conservagao de fluxo na rede. Esse tipo de restrigoes
de fluxo foi baseado no trabalho de Garvin et al. [GCJS57]. A equagao redundante (3.10)
assegura que o numero de fluxos unitarios que percorrem todos os arcos é expresso por

w, onde n =| V' | (3.10).
O fato que todas as varidveis z;; sdo binarias é assegurado pelas restrigoes (3.12).

Nota-se que a formulacao (3.1)-(3.12) sé difere da formulagao (2.23)-(2.34) na fungao
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objetivo (3.1). Em (3.1), o custo de transportar uma fragdo do produto destinado ao vértice
k é multiplicado pela demanda dj desse vértice. Em (2.23) essa multiplicacao também
existe, mas como a demanda de cada vértice é unitaria, é possivel retirar o parametro dj,

da fungao objetivo (2.23). Na formulacao (3.1)-(3.12) as demandas estao normalizadas.

3.4.1.1 Uma Formulacao Estendida para o Problema de Um Veiculo de En-

trega

A formulacao F1_PUVE ¢ suficiente para descrever o PUVE. Por outro lado, inspirando-se
na associacao entre o Problema de Minima Laténcia e o Problema Quadratico de Atribuicao
(PQA) [KB57], j& apresentada no capitulo anterior, é possivel criar varidveis e restrigoes
adicionais com o intuito de melhorar o gap de relaxacao linear e também o tempo com-
putacional da formulacao F1_PUVE. A associacao entre o PML e o PQA é derivada da
associacao do PCV com o PQA, pois este tltimo pode ser usado para resolver instancias
do PCV. Nesse caso, as variaveis binarias do PQA sao associadas a ordem de visitacao
dos vértices no PCV. As melhoras citadas anteriormente sao esperadas devido as melhoras
nos tempos e nos gaps ocorridas quando restrigdes que associam o fluxo nos arcos com a
ordem de visitacao desses arcos foram introduzidas na formulacao de fluxos do Problema
de Minima Laténcia, vide segao (2.4).

Quando se usa o PQA para resolver o PCV, é importante lembrar que as restrigoes
de atribuicao do PQA nao sao escritas no espago dos arcos, isto é, nao significam que um
dado arco é percorrido somente uma vez em alguma dire¢ao. Elas asseguram que um dado
vértice ¢ visitado em apenas uma ordem de visitacao e que uma dada ordem de visitacao
¢ usada por apenas um vértice somente uma vez. Para usar esse tipo de restricao de
acoplamento com o modelo (3.1)-(3.12), propoe-se o acréscimo de um novo conjunto de
varidveis p;;, definindo a ordem j de visitagao do vértice 7. Normalmente, para esse novo
conjunto de variaveis, deveria ser criado um novo conjunto de ordens de visitagao. Isso
nao sera necessario, pois existem tantas ordens de visitacao quantos os vértices de V. Essa

observacgao é a chave para escrever as restricoes de atribuicao como:
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> pi= 1 VjievV (3.13)

eV
> pij= 1 VieV (3.14)
jev
P = 1 (3.15)
Yo fik= Yn—l+l)p; VeV (3.17)
k.jEVi] =1
> fie= YU-Dpx VEEVk#I (3.18)
1,jEV]i#] =1

onde n =| V |.

As restrigoes (3.13) e (3.14) também sao restrigoes de atribuigao, da mesma forma que
as restri¢oes (3.2) e (3.3). Entretanto, essas tltimas garantem que um dado vértice somente
¢ visitado em uma dada ordem de visitagao e que em uma ordem de visitacao somente um
vértice é visitado. Note que enquanto as restrigoes (3.2) e (3.3) nao sao definidas para ¢ e
J iguais, 0 mesmo nao acontece para as restrigoes (3.13) e(3.14), ja que um vértice n pode
ser visitado na n-ésima posicao. A restrigao (3.15) garante que o primeiro vértice a ser
utilizado é o vértice 1, isto é, o vértice origem. As restri¢oes de acoplamento (3.16) e (3.17)
sao inequacoes validas que conectam as varidveis f com as variaveis p. Como sera visto
posteriormente, essas restricoes impactam tanto no tempo de solugao do modelo como no
gap de relaxagao linear. A formulacao F1_PUVE, acrescida das restrigoes (3.13)-(3.18), é
chamada de formulagao F2_ PUVE.

3.4.2 Formulacao de Bianco, Mingozzi, Ricciardelli e Spadoni

Em 1989, Bianco, Mingozzi, Ricciardelli e Spadoni [BM*89] apresentaram uma formulagao

para o PUVE. Essa formulagao possui o seguinte conjunto de variaveis:
0 caso contrario.

{ 1 se o veiculo atravessa o arco (i, ) carregado com uma carga ¢

e o seguinte conjunto de parametros:
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¢;j: custo fixo pago pelo operador logistico para atravessar o arco (3, j).

d,: demanda do vértice g.

(): soma das demandas de todos os vértices.

Para esse problema, Bianco et al. [BM7'89] apresentaram a seguinte formulagao de

programacao linear inteira mista:

Q n n

minimize Z q Z Cij Ty (3.19)

q=d, i=1 j=1

sujeito a

n n

ngj_di - Zx?z = 0, 1=2.mn, g=d;j+d;..Q (3.20)
j =1
> =1 (3.21)
j=2

7j=1
Sl = 1 (3.22)
=2

n

Q
o) el =1, j=2m (3.23)
q=dj+dy i=1,i#]
q

Ty

m

{0,1}, ¢ =d1..Q, V(i,j) € A (3.24)

A fungao objetivo (3.19) soma os custos para todos os arcos e para todas as cargas
possiveis. O conjunto de restrigoes (3.20) garante a conservagao do fluxo para todos os
vértices, salvo a origem. A restrigao (3.21) assegura que sai um fluxo de carga ) da origem.
A restrigao (3.22) assegura que chega um fluxo de carga d; na origem. As restrigoes (3.23)
garantem que somente existe um arco incidente a cada vértice, salvo a origem. Elas também
garantem que, nesse arco, somente uma carga pode ser transportada. As restri¢oes (3.24)
garantem que as variaveis xfj sao bindrias.

Apés serem executados alguns testes com o modelo (3.19)-(3.24), verificou-se que em
algumas instancias a solucao 6tima gerou mais de um ciclo partindo da origem. Apds o
modelo (3.19)-(3.24) ser analisado, chegou-se a conclusao que essa falha ocorre porque a
restrigao (3.21) permite que somente um arco deixe a origem com demanda (), mas algumas
vezes outro arco pode deixar a origem com uma demanda diferente de (), criando mais de

um ciclo. Para corrigir esse problema sao propostas duas alternativas:
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Na primeira, é possivel mudar a restri¢cdo (3.20), indexando o indice i de 1 até n da

seguinte forma:

n n

Zx;}j—% - .1';]1:0 izl?"'an>q:di+d17---,Q (325)
1

j=1 1=

Outra alternativa é adicionar a seguinte restricao ao modelo original:

d ali=149=1,.Q (3.26)
§=2

3.5 Uma Meta-heuristica GRASP para o Problema
de Um Veiculo de Entrega

Como foi apresentado no capitulo sobre o Problema de Minima Laténcia, nao existem
muitas heuristicas eficientes para tratar variantes do Problema do Caixeiro Viajante com
Dependéncia de Tempo (PCVDT). Para o PUVE, apenas uma heuristica foi encontrada.
Como mencionado anteriormente, a heurfstica apresentada por Bianco et al.. [BM*89]
encontrou solucoes com gaps de 9.1% para instancias de 50 vértices. Nesta secdo serd
apresentada uma heuristica eficiente para tratar instancias do PUVE.

O algoritmo escolhido é uma varia¢ao da heuristica GRASP apresentada na segao (2.7).
O algoritmo, na verdade, possui a mesma Fase de Construgao, as mesmas quatro Buscas
Locais e o mesmo método de Path-relinking apresentados no capitulo anterior, vide se¢ao
(2.7). A diferenga entre a heurfstica apresentada no capitulo anterior, definida para o
PML, e a heuristica definida neste capitulo, que é para o PUVE, estd na contabilizacao

dos custos.

3.6 Resultados Computacionais

Os testes foram realizados em uma méaquina com um processador Pentium IV de 3.0Ghz
com 1.0 Gbyte de meméria RAM. O sistema operacional utilizado foi o Linux. Foi utilizado
o resolvedor CPLEX 9.1.3 da ILOG.

As instancias para o PUVE sao geradas de acordo com a proposta de Fischetti, La-
porte e Martelo [FLM93|, da mesma forma que foram criadas as instancias do capitulo

sobre o Problema de Minima Laténcia. Para o PUVE, também sao geradas 10 instancias
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pseudo-aleatdrias para cada classe (tamanho) de problema. Além disso, todas as instancias
sao assimétricas e os grafos que representam essas instancias sao todos completos. A
unica diferenga entre as instancias do PML e as do PUVE é que nessas tltimas todos os
vértices, salvo a origem, possuem demandas heterogéneas e aleatérias variando entre 1 e
o valor de Max_Demanda. No PUVE, a demanda da origem é sempre unitaria e repre-
senta o operador logistico que precisa retornar ao ponto de partida. Para cada classe de
instancias (dez), duas tém Maz_Demanda = 2, duas tém Max_Demanda = 3, duas tém
Max_Demanda = 4, duas tém Max_Demanda = 5 e duas téem Max_Demanda = 6.

Com relagao aos modelos sao apresentados dois conjuntos de resultados. O primeiro é
relativo as formulagoes F1_PUVE e F2_PUVE, isto é, as formulagoes de fluxo multiproduto
apresentadas na secao (3.4.1). Para esses testes foi utilizado o resolvedor CPLEX com os
parametros padroes, apenas alterando-se o algoritmo de cédlculo do limite de programacao
linear para o Método da Barreira de Newton.

O segundo conjunto esta relacionado as formulacoes baseadas no trabalho de Bianco
et al. [BMT89]. Para esse caso sdo apresentadas mais quatro abordagens utilizando o
resolvedor CPLEX, de forma monolitica, para resolver as mesmas instancias do PUVE.
A primeira abordagem, chamada de M1 _PUVE, é aquela que utiliza a formulagao apre-
sentada por Bianco et al. [BM189] apenas substituindo a restrigao (3.20) pela restri¢ao
(3.25). Na segunda abordagem, chamada de M2_PUVE, apenas é acrescentada a restrigao
(3.26) ao modelo original (3.19)-(3.24). A terceira abordagem, chamada de M3_PUVE, ¢é a
juncao das abordagens M1_PUVE e M2_PUVE. Isto é, na abordagem M3_PUVE a restricao
(3.20) é substituida pela (3.25) e, além disso, é acrescida a restrigao (3.26), assim como
na M2_PUVE. A M4 _PUVE utiliza a formulagao apresentada na abordagem M3_PUVE
utilizando como primeiro limite superior do CPLEX a solugao encontrada pela heuristica
GRASP apresentada na segao (3.5). Essa estratégia foi utilizada devido ao sucesso da
mesma para o Problema de Minima Laténcia do capitulo anterior.

A Tabela (3.1) relativa as formulagdes F1_ PUVE e F2_PUVE apresenta sempre a média
dos tempos e dos gaps para cada conjunto de 10 instancias de mesmo tamanho. Nessa
tabela tem-se: o tamanho dos problemas, campo Tamanho; a média dos gaps de relaxacao
linear, campos Gap RL F1_PUVE (%) e Gap RL F2.PUVE (%); e a média dos tempos,
em segundos, para calcular o étimo inteiro, campo Tempo (s) Otimo F1_.PUVE e T empo
(s) Otimo F2_PUVE.

Pela Tabela (3.1) é possivel verificar o ganho ao se utilizar as restrigoes redundantes

(3.13)-(3.18). Com essas restrigoes foi possivel resolver instancias maiores com um tempo

o8



Tabela 3.1: Comparagao dos modelos de Fluxos para o Problema de Um Veiculo de Entrega

Tamanho | Gap RL  Tempo (s) | Gap RL  Tempo (s)
FI.PUVE  Otimo |F2PUVE  Otimo
(%)  F1LPUVE| (%)  F2.PUVE

10 5.71 1.05 0.34 0.21
12 8.06 4.88 0.11 0.70
15 8.77 25.62 0.78 .64
20 12.33 2443.83 1.86 62.95
25 oftolok otttk 1.96 342.21
30 otttk otttk 2.69 1632.02

computacional menor. Esse ganho no tempo também esta relacionado ao gap de relaxagao
linear que diminui drasticamente quando se acrescentam as restri¢oes redundantes da for-
mulagao F2_PUVE.

Na Tabela (3.2) sdo apresentados tantos os resultados exatos - associados aos modelos
M1_PUVE, M2 PUVE, M3_PUVE e M4_PUVE - como os heuristicos. Essa tabela possui
os seguintes campos: Tamanho que mostra o tamanho das instancias analisadas; Gap (%)
Relazagao Linear M1_PUVE, Gap (%) Relazagdo Linear M2_PUVE e Gap (%) Relazagdo
Linear M3_PUVE, campos que mostram os gaps de relaxacao linear para as formulacoes
M1_PUVE, M2 PUVE e M3_PUVE. Para a abordagem M4_PUVE, esse gap nao foi apre-
sentado pois é igual ao da formulagao M3_PUVE. Tempo Otimo M1_.PUVE (s), Tempo
Otimo M2_PUVE (s), Tempo Otimo M3_PUVE (s) e Tempo Otimo M{_PUVE (s), cam-
pos que apresentam o tempo, em segundos, para se provar a otimalidade usando-se cada
uma das abordagens citadas anteriormente. Além desses, sao apresentados resultados re-
lativos a heuristica GRASP. O campo Tempo Grasp (s) apresenta o tempo, em segundos,
para se encontrar o melhor limite superior e, finalmente, o campo Gap (%) GRASP Otimo
mostra o gap, em porcentagem, entre a melhor solucao encontrada pelo GRASP e a solugao

otima. Esse gap é computado para cada instancia pela seguinte formula:

Sol GRASP —VO
Sol GRASP

onde VO é o valor 6timo e Sol Grasp é a solucao encontrada pelo algoritmo GRASP. Na

Gap (%) GRASP Otimo = 100( ) (3.27)

Tabela (3.2) s@o apresentados somente os valores médios para cada conjunto de instancias.
Para as abordagens M1 _PUVE, M2 PUVE, M3 _PUVE e M4 PUVE, o CPLEX ¢ exe-
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Tabela 3.2: Comparacao das Abordagens para o PUVE

Tamanho Gap (%) Tempo Gap (%) Tempo Gap (%) Tempo Tempo  Gap (%) Tempo
Relaxacao Otimo Relaxagao Otimo Relaxacao Otimo GRASP  GRASP Otimo
Linear M1_PUVE Linear M2_PUVE Linear M3_PUVE (s) Otimo M4_PUVE
M1_PUVE (s) M2_PUVE (s) M3_PUVE (s) (s)
10 0.86 0.063 0.86 0.086 0.86 0.072 0.00 0.00 0.063
12 0.77 0.17 0.77 0.181 0.77 0.163 0.00 0.00 0.148
15 0.84 0.409 0.82 0.42 0.82 0.29 0.01 0.00 0.26
20 1.78 4.07 1.96 0.42 1.78 2.76 0.07 0.00 1.26
25 1.91 15.17 1.97 15.27 1.91 12.16 0.93 0.00 5.24
30 2.23 1084.12 2.19 277.73 2.06 107.55 3.21 0.00 23.44
35 1.29 157.97 1.37 196.92 1.29 107.55 9.94 0.02 27.33
40 ook Hokk Hrok ook 1.99 1826.14 75.03 0.00 340.28
45 HoHAK o Hkx HoHAK 2.96 ol 201.15 0.28 3970.29
50 HoAAK o Hokkk HoAAK 2.26 Hokkk 590.95 0.97 6023.10 (4)

cutado duas vezes para cada instancia. Na primeira vez a énfase do CPLEX esta em um
balango entre otimalidade e viabilidade inteira (énfase padrao do CPLEX). Na segunda
vez, a énfase do CPLEX estd somente na otimalidade. A Tabela (3.2) apresenta o melhor
resultado - em relagao ao tempo de computacao - dentre as duas énfases executadas. Os
valores entre parénteses apresentam o nimero de instancias que nao foram resolvidas até
a otimalidade em cada tamanho de problemas. Essas instancias nao sao utilizadas para

calcular as médias dos tempos e dos gaps.

3.7 Analise dos Resultados

Neste capitulo sao apresentados resultados exatos para instancias do PUVE de até 50
vértices. Pelo que se sabe, s6 instancias de 25 vértices tinham sido resolvidas até a otima-
lidade. Isso se deve, em parte, ao aumento do poder computacional e a forca do resolvedor
CPLEX da ILOG. Além disso, é importante destacar o impacto das restrigoes (3.25) e
(3.26) e, principalmente, a utilizagdo do limite superior pré-computado pela heuristica
GRASP. A utilizacao desse limite superior possibilitou diminui¢oes drasticas nos tempos
computacionais. Por exemplo: na instancia 140-2, o tempo para se provar a otimalidade
da solucao inteira foi mais de 10 vezes mais rapido quando se utilizou o limite superior
computado pelo GRASP, vide apéndice B.

As formulacoes F1_PUVE e F2_PUVE conseguiram resultados satisfatorios mostrando,
mais uma vez, a importancia de se utilizar as restri¢oes adicionais (3.13)-(3.18). Essa

importancia esté relacionada a diminuicao do tempo computacional e dos gaps de relaxagao
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linear. Esses ultimos - formulagao F2_PUVE - também se mostraram competitivos se
comparados com os gaps da formulagao M3_PUVE, que conseguiu os melhores resultados.

Comparando os limites inferiores calculados pela relaxacao linear das formulacoes M1_PUVE,
M2 _PUVE e M3_PUVE, chegou-se a seguinte conclusao: os limites gerados pelas for-
mulagoes M1 _PUVE e M2 PUVE, apesar de serem iguais para a maioria das instancias
testadas, diferem em alguns casos uns dos outros. Em algumas instancias a formulagao
M1_PUVE é mais justa; em outras, a formulacao M2 PUVE é a que gera o melhor limite
inferior. A formulagao M3_PUVE, por agregar restricoes das formulagoes M1 _PUVE e
M2_PUVE, possui sempre um limite inferior menor ou igual ao limite computado pelas
abordagens M1_PUVE e M2 PUVE.

Pode-se também comparar os tempos de computacao das abordagens M1_PUVE, M2_PUVE
e M3_PUVE e M4_PUVE. Apesar de as formulagoes M1_PUVE, M2 PUVE e M3_PUVE
possuirem tempos de computacao parecidos, os resultados computacionais mostram que
a formulacao M3_PUVE ¢, na média, a mais rapida dentre essas trés. Isso é verificado
para as instancias de tamanho 12, 15, 25, 30 e 35. Por isso, para as instancias de tama-
nho 40 s6 foram calculados os tempos utilizando-se a formulacao M3_PUVE e M4_PUVE.
Apesar de a abordagem M3_PUVE ser eficiente, ela nao é comparavel com a abordagem
M4_PUVE, que se mostrou, sem duvida, ser a mais eficiente. Devido aos experimentos
com as instancias do Problema de Minima Laténcia ja era esperado que a utilizacao de
um limite superior pré-computado melhorasse o tempo de solucao do 6timo inteiro pelo
resolvedor CPLEX. Entretanto, essa melhora foi ainda mais significativa no Problema de
Um Veiculo de Entrega do que no PML. Por exemplo: para as instancias de 40 vértices
(ltimo conjunto em que foram comparadas as formulagoes M3_PUVE e M4_PUVE) houve
um ganho de tempo, em média, de até 81% ao se utilizar a abordagem M4_PUVE. Esses
experimentos mostram, outra vez, a vantagem de se passar um limite superior justo para
o resolvedor CPLEX.

O limite superior justo utilizado pelo resolvedor CPLEX foi calculado por uma heuristica
GRASP que se mostrou também muito eficiente para as instancias do PUVE. Assim como
no Problema de Minima Laténcia, para a maioria das instancias testadas, a heuristica en-
controu o 6timo inteiro. Até 45 vértices foram testadas 90 instancias. Dentre todas essas,
somente em 6 delas nao foi encontrada a solucao étima. Além disso, para essas instancias
de até 45 vértices, o maior gap encontrado entre a solugao 6tima e o valor encontrado pela
heuristica foi de 1.16%. Para as de 50 vértices esses gaps foram maiores, mas chegaram a,

no maximo, 2.21%. Os tempos de computacao da heuristica, apesar de nao muito altos,
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ainda podem ser melhorados.

3.8 Conclusao

Neste capitulo estudou-se o Problema de Um Veiculo de Entrega, uma generalizacao do
Problema de Minima Laténcia apresentado no capitulo anterior. Para resolver de forma
exata o PUVE, utilizaram-se dois tipos de formulacoes. Primeiramente foram desenvolvidas
duas formulagoes de fluxo multiproduto, baseadas nas formulagdes da secao (2.4.2). As
formulagoes multifluxo deste capitulo e as do capitulo anterior sdo as mesmas, salvo que
as deste capitulo possuem um parametro dy associado a demanda em cada vértice. A
formulacao do capitulo do Problema de Minima Laténcia é uma simplificagao em que todos
os d sao unitarios. Além disso, foram desenvolvidas formulacoes baseadas na formulacao
de Bianco et al.. [BM189]. Um possivel erro na formulagao original foi detectado e foram
apresentadas duas formas de corrigi-lo. Neste capitulo foram apresentadas trés formulagoes
baseadas no trabalho de Bianco et al.. [BM89]. Todas elas apresentaram desempenhos
parecidos, apesar das diferencas nos tempos de computacao e dos limites de programacao
linear. Todas as formulacoes apresentaram limites de programacao linear muito justos.
Para as instancias menores a formulagao de fluxos apresentou resultados melhores, ja para
as instancias maiores, a formulacao M3_PUVE aparenta ser a mais adequada.

Um algoritmo especializado, baseado na heuristica apresentada no capitulo 2, foi de-
senvolvido para gerar bons limites superiores para as instancias criadas para o PUVE.
Essa heuristica se mostrou eficiente calculando o 6timo inteiro para a grande maioria das
instancias testadas. Para aquelas que o 6timo inteiro nao foi encontrado, o gap gerado
pelo GRASP foi, no méximo, 2.21% do 6timo. Além disso, o uso desses limites superiores
como primeira solugao para o resolvedor CPLEX tornou-o bem mais eficiente. Os tempos
de computacao foram diminuidos drasticamente, tornando o CPLEX, em alguns casos, até

10 vezes mais répido.
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Capitulo 4

Problema do Caixeiro Viajante
Multiproduto

4.1 Introducao

Com o aumento da velocidade de processamento e capacidade de computacao tornou-
se possivel criar algoritmos exatos para instancias de problemas classicos de otimizagao
combinatdria que nao eram possiveis até alguns anos atras. Dentre esses problemas se
destaca o Problema do Caixeiro Viajante [DFJ54], [NW88], [GL00], [ABCCO06], que tem
sido objeto de intensa investigacao desde que a sua primeira formulacao matematica foi
proposta por Dantzig, Fulkerson e Johnson em 1954 [DFJ54].

O PCV ¢ importante na solugao de diversos problemas de transporte e logistica. Dentre
eles é possivel citar problemas de roteamento de veiculos, entrega e/ou coleta de produtos,
dentre outros. Por se tratar de um problema muito estudado, houve muito progresso na
elaboracao de algoritmos combinatérios que solucionassem instancias do PCV original e de
suas variantes classicas. Por exemplo: foi encontrada recentemente a solucao étima para
uma instancia do PCV classico com 85900 pontos de demanda. Esse recorde foi atingido
pelo resolvedor CONCORDE que utiliza implementacoes do algoritmo Branch-and-Bound
aliado a algoritmos de geracao de cortes. Para resolver essa instancia de 85900 pontos de
demanda, foi necessario utilizar programagao paralela [ABCCO06].

Apesar do grande avanco na solucao exata de instancias classicas do PCV, esses algo-
ritmos nao lidam com variantes onde uma estrutura de custo mais geral é necessaria ou
melhor utilizavel para aplicacoes reais. Por exemplo: todos os operadores logisticos depa-

ram com um conflito entre seu préprio custo operacional e a satisfacao de seus clientes.
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Dessa forma, pode ser um desafio escolher se é melhor apenas minimizar o tempo total
de viagem do veiculo ou assegurar um dado nivel de qualidade de servico para todos os
clientes. Algumas organizacoes podem ainda desejar priorizar seus clientes mais impor-
tantes. Todas essas generalizacoes nao sao tratadas pelo classico PCV e nem mesmo pelo
Problema de Roteamento de Veiculos [DR59] [LN87] [TV02].

Uma interessante variacao do PCV, chamada de Problema do Caixeiro Viajante Mul-
tiproduto (PCVM) [Sar03] [SLO7b] [SMLMO07], é o foco deste capitulo. No PCVM, um
unico veiculo, saindo de uma tunica origem, e entregando produtos para um dado niimero
de pontos de demanda, deve realizar o percurso com o menor custo. Cada localidade re-
cebe uma quantidade heterogénea de um determinado e diferente tipo de produto. Esse
problema tem dois custos para cada arco: o fixo e o variavel. O custo fixo é independente
dos produtos que sao transportados. Ja o variavel, nao s6 depende da via que o veiculo
trafega, como da quantidade de produtos transportados e também do tipo do produto
e/ou do cliente que estd sendo atendido. A estrutura de custo dessa variante do PCV evita
solugoes Otimas que sao insensiveis a qualidade de servico requerida pelos consumidores.
O PCVM tende a priorizar, em termos de ordem de visitagao, consumidores com maiores
demandas de produtos mais valiosos. Além disso, o PCVM pode considerar o custo e
o risco adicional de transportar produtos pereciveis e produtos frageis, além de priorizar
clientes mais importantes.

O Problema do Caixeiro Viajante Multiproduto (PCVM) é um problema que engloba
na sua funcao objetivo o PCV original e uma versao multiproduto e ponderada do Problema
de Um Veiculo de Entrega (PUVE) [BM*89]. Como o PUVE é uma extensao do Problema
de Minima Laténcia [BCCT94] (PML), o PCVM também engloba o PML.

Este capitulo é organizado da seguinte forma: a secao (4.2) apresenta formalmente o
PCVM, juntamente com uma formulacao matematica multiproduto para o mesmo; a segao
(4.3) apresenta um exemplo grafico que mostra a diferenca entre o PUVE e o PCVM; a
segao (4.4) apresenta uma formulagao estendida para o PCVM; a secao (4.5) apresenta uma
projecao dessa formulacao estendida juntamente com um algoritmo Cut-and-Branch base-
ado no Método de Particionamento de Benders para resolver mais eficientemente instancias
do PCVM; na segao (4.6) é apresentado um algoritmo Lagrangeano e uma heuristica para o
PCVM, juntamente com todos os resultados computacionais deste capitulo; e, finalmente,

a sec¢ao (4.7) conclui o capitulo.
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4.2 Modelando o Problema do Caixeiro Viajante Mul-
tiproduto

O Problema do Caixeiro Viajante Multiproduto [Sar03] [SLO7b] [SMLMO7] pode ser de-
finido da seguinte forma: considere um grafo completo, dirigido e assimétrico G = (V, A),
onde V representa um conjunto de vértices e A um conjunto de arcos. Suponha também
que exista uma origem 1 e, para cada vértice £k € V, uma demanda dj de um produto
especifico k deve ser entregue durante um circuito Hamiltoniano. A demanda da origem
é igual a uma unidade e representa o operador logistico responsavel pelas entregas que
precisa retornar ao ponto de partida. Nesse problema, existem custos fixos relacionados a
atravessar um arco (i,j) € A e também custos varidveis para cada produto diferente que
estd sendo transportado por arcos diferentes. O objetivo é entregar todas as demandas
minimizando a soma dos custos fixos e varidveis.

No PCVM, o operador logistico paga um custo fixo para atravessar um determinado
arco (i, 7). Esse custo estd relacionado a distancia e a infra-estrutura de transporte e é pago
quando o operador logistico atravessa um arco, mesmo utilizando um veiculo sem nenhuma
carga. HEsse custo fixo pode ser visto como o custo considerado no PCV original. Além
do custo fixo, o PCVM também incorpora a cada produto um custo variavel que atravessa
cada arco. Esse custo variavel para cada tipo de produto trafegando em cada arco é uma
funcao dos tipos e das quantidades de produtos transportados por aquele arco. O papel
do custo variavel é estabelecer o fato de acordo com o qual redes de transporte lidam
com diferentes produtos de diferentes valores agregados que estao sendo transportados em
quantidades diferentes por rotas também diferentes.

Nesse problema variante do PCV, os tipos e as quantidades de produtos que devem
ser entregues e que sao transportados através dos arcos influenciam de forma importante
o custo total. Isso significa que os consumidores que necessitam de uma demanda maior
de produtos mais valiosos ou de alto risco de transporte devem ser atendidos com uma
prioridade mais alta. Outra interpretacao cabivel é que se as tradicionais variantes do
PCV sao orientadas ao custo, o PCVM ¢é também orientado ao cliente. Por exemplo:
materiais mais sensiveis podem exigir estrutura de transporte especial; produtos pereciveis
podem pagar por refrigeracao; clientes importantes podem ser atendidos com uma certa
prioridade enquanto outros tipos de produtos e/ou clientes ndo requerem esse grau de
atencao.

Para esse problema pode-se definir uma formulagao de programacao linear inteira mista
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M com os seguintes conjuntos de variaveis:

{ 1 se o caixeiro percorre o arco(i, j),
l’i]’ =

0 caso contrario.

fije: fragdo da demanda total do produto k transportada no arco (i,j) destinado ao
vértice de demanda k
e o seguintes conjuntos de parametros

b;;: custo fixo (estrutural) de percorrer o arco (4, j).

¢ijk: custo unitario de transportar o produto k pelo arco (i, 7).

dy: demanda do vértice k.

O modelo permite que os custos varidveis sejam dependentes tanto do produto como
do arco.

O modelo matematico M é:

min Z (bijxi; + Z Cijkdr fijk) (4.1)

(i,5)€A keV
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sujeito a

i€V i
Y oay= 1 VieV (4.3)
JeVI]i#£j
fiie < @y Vi, j,k € Vii#j (4.4)
> fp= 1 (4.5)
JeVI]i#l
JeVI]i#l
Z fimm= 1 (4.7)
ieV]i#l
Yo (fue—fan)= 1 VkeVik#1 (4.8)
i€V itk
Yo Fiw—Tfu)= 0 VEGEVi#kj#] (4.9)
i€V i, ik
Z fiie = @ (4.10)
0,4, kEV]i]

onde n =| V |.

A funcao objetivo (4.1) soma os custos para todos os arcos da rede. Cada arco possui
dois custos. O primeiro refere-se ao custo fixo de percorrer um arco. Ele é independente
dos produtos que estao sendo transportados. O segundo refere-se ao custo associado com a
transferéncia, pelos arcos do caminho, de todos os produtos, do vértice origem ao especifico
vértice de destino.

As equagoes (4.2) e (4.3) sao as restrigdes de atribui¢ao introduzidas em 1954 por
Dantzig, Fulkerson e Johnson [DFJ54]. Elas garantem que existe somente um arco saindo
e um arco chegando a cada vértice. As restrigoes (4.4) acoplam as varidveis x com as
varidveis f. Elas asseguram que nenhum fluxo é permitido em um arco (4, j) a menos que
o custo fixo b;; seja pago para percorrer esse arco.

As equagoes (4.5) e (4.6) garantem que o fluxo total do produto k que é originado do

vértice origem 1 é igual a demanda d; do consumidor localizado no vértice k. A restricao
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(4.5) é relativa ao caso especial em que k = 1. De outra forma, as restrigoes (4.7) e (4.8)
impoem que a demanda especifica dy do produto k é igual ao fluxo total desse produto que
chega ao vértice k. Da mesma forma, a restricao (4.7) é relativa ao caso especial em que
k = 1. Restri¢oes (4.9) garantem a conservagao de fluxo de qualquer produto através dos
vértices que nao sejam destinos finais para esse produto. O fato de o fluxo de qualquer
produto por qualquer arco nao ser negativo é garantido pelas equagoes (4.11). Esse tipo de
restrigoes de fluxo (4.5)-(4.9) é tradicional em termos de problemas de roteamento, como
pode ser visto no trabalho de Laporte e Norbert [LN87]. Pelo que se sabe esse tipo de
restrigao de conservagao de fluxo foi originalmente proposta por Garvin et al. [GCJS57].

A equacgao redundante (4.10) assegura que o nimero de produtos que percorrem todos os

n(n+1)
2

binérias é assegurado pelas restrigoes (4.12).
Gavish e Graves [GST79], Finke, Claus e Gunn [FCG84] e Laporte e Norbert [LN87],

dentre outros, também mostraram modelos para o PCV e para o Problema de Roteamento

arcos ¢ expresso por ,onde n =| V | (4.10). O fato que todas as varidveis x;; sdo

de Veiculos que utilizavam varidveis de fluxos como variaveis responsaveis pela eliminagao
de subciclos.

Em relagao a tradicional formulagao de Dantzig, Fulkerson e Johnson [DFJ54], que é
limitada ao espaco das varidveis z;;, a inclusao das varidveis de fluxo f;;; aumenta de forma
polinomial o nimero de variaveis do problema. Ao invés de trabalhar com somente uma
varidvel bindria para cada arco (,j), a formulacao (4.1)-(4.12) também opera com | V' |
variaveis continuas para cada arco (3, j).

Como dito anteriormente, o Problema do Caixeiro Viajante Multiproduto (PCVM)(4.1)-
(4.12) pode ser reduzido ao classico Problema do Caixeiro Viajante, ao Problema de Minima
Laténcia e também ao Problema de Um Veiculo de Entrega. O PCVM torna-se o PCV se
todos os custos varidveis forem nulos, ¢;j; = 0. O PCVM torna-se o PML quando todas as
demandas forem unitdrias, d, = 1, todos os custos fixos forem nulos, b;; = 0, e os custos
variaveis forem os mesmos para cada produto k.

Apesar de uma pequena modificacdo no que diz respeito a demanda de retorno di,
observe que o PCVM ¢ redutivel ao PUVE quando os custos fixos b;; forem nulos e os

custos varidveis forem os mesmos para cada produto k.
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4.3 Diferenca entre os Problemas

Nesta secao é apresentado um exemplo didatico que mostra a diferenca entre o PUVE e
o PCVM. E utilizado como grafo base o mesmo utilizado no capitulo sobre o Problema
de Um Veiculo de Entrega, Figura (3.1). Entretanto, para este capitulo, sdo acrescidos,
no grafo original, os custos varidaveis de cada produto em cada arco. O objetivo desse
acréscimo é que o grafo passe a incorporar os custos relacionados com o PCVM. Para
o grafo modificado sao resolvidos o PUVE e o PCVM. E obvio que os custos varidveis
acrescentados nao tém relevancia na solucao no PUVE, mas sao importantes na solucao
do PCVM. O intuito é mostrar, mesmo que para uma pequena instancia, a diferenca entre
a solugao do PUVE e do PCVM. Essa diferenca estd, como citada anteriormente, nos
custos varidveis. E provavel que, se para uma pequena instancia ja existe uma diferenca
significativa, para instancias maiores a diferenca sera ainda maior.

E utilizado como instancia padrao um grafo de 6 vértices. Nesse grafo G = (V, A)
tem-se o vértice origem (vértice 1), as demandas di, os custos fixos e também os custos
variaveis. Para cada arco (i,7) tem-se um custo fixo b;; e mais | V' | —1 custos varidveis
cijk- A Figura (4.1) mostra o grafo de 6 vértices, todos com demandas. Nota-se que sempre
a demanda da origem é unitaria. Na Figura (4.1), o niimero que aparece externamente ao
lado de cada vértice indica a demanda de unidades do produto requerida no vértice. Nesse
caso, para cada arco (1, j) tem-se um custo fixo e cinco custos varidveis. Cada custo variavel
representa o custo de se transmitir uma unidade do produto correspondente através do arco
(,7). Os cinco custos varidveis de cada arco sdo mostrados depois do custo fixo.

Para o PUVE, as demandas e os custos varidveis nao influenciam na solucao final. A
Figura (4.2) mostra a solu¢ao do PUVE para o grafo exemplo (4.1) que é 1064 ((1228) +
(15 % 20) + (17 % 13) + (21 % 8) + (10 % 3) + (9% 1)).

A Figura (4.3) mostra a solu¢gdo do PCVM para o grafo exemplo. A solugao 6tima
inteira para esse PCVM com ) dj, = 28 é 1800 .

E evidente que a comparacao dos valores das solugoes 6timas para os dois problemas
nao téem nenhuma importancia, ja que estao sendo comparados problemas com estruturas
de custos diferentes. O importante nesse caso ¢ a rota étima de cada problema. Como tanto
no PCVM quanto no PUVE as demandas em cada vértice sao relevantes, o que caracteriza
as diferencgas na rota étima dos dois problemas sao os custos variaveis. Por exemplo, na
solucao do PCVM, o primeiro arco visitado é aquele que possui custos varidveis unitarios
para todos os produtos. O mesmo nao acontece no PUVE, onde esses custos nao tém

importancia.
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121,1,2,2,1

Figura 4.2: Solucao PUVE. Figura 4.3: Solugao PCVM.

4.4 Uma formulacao estendida para o PCVM

A formulagao (4.1)-(4.12) é suficiente para descrever o PCVM. Por outro lado, dado a asso-
ciagao entre o Problema Quadratico de Atribuicao (PQA), do inglés, Quadratic Assignment
Problem [KB57] e o Problema do Caixeiro Viajante, ja apresentada no capitulo relativo
ao Problema de Minima Laténcia, é possivel ter uma idéia de como tornar a formulagao
anterior mais forte com a ajuda de restricoes geralmente associadas ao PQA. O trabalho

de Vander Wiel e Sahinidis [WS95] é um exemplo de como conectar o PQA com variantes
do PCV.
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Quando se usa o PQA para resolver o PCV, é importante lembrar que as restrigoes
de atribuicao do PQA nao s@o escritas no espacgo dos arcos, isto €, nao significam que um
dado arco é percorrido somente uma vez em alguma dire¢ao. Elas asseguram que um dado
vértice é visitado em apenas uma ordem de visitacao e que uma dada ordem de visitacao
¢ usada por apenas um vértice somente uma vez. Para usar esse tipo de restricao de
acoplamento com o modelo M, propoe-se um novo conjunto de varidveis p;; definindo a
ordem j de visitagao do vértice 7. Normalmente, para esse novo conjunto de variaveis,
deveria ser criado um novo conjunto de ordens de visitagao. Isso nao serd necessario, pois
existem tantas ordens de visitacao quantos os vértices de V. Essa observacao é a chave

para escrever as restricoes de atribuicao como:

Y py=1 Vjev (4.13)
eV
 pj=1 VieV (4.14)
JjeEV
pun= 1 (4.15)
pi; > 0 VijeV (4.16)

A restrigao (4.15) garante que o primeiro vértice a ser utilizado é o vértice 1, isto é, o
vértice origem. As equagoes de acoplamento (4.17) for¢am o fluxo total do produto k a ser
associado a uma ordem de visitagdo do vértice k. As restrigoes (4.18) garantem que para

cada vértice um dado produto serd entregue.

Yo far= X—l+l)p; VieV (4.17)
kjEV|ij =1

S fik= Y(-Dpn  VkeVik#1 (4.18)
i JEV]i#] =1

Dada uma solucao inteira para as variaveis x, é possivel encontrar diretamente, por
inspecao, o valor das varidveis p associadas. Entretanto, isso nao é verdade se for en-
contrada a solucao fraciondria para as variaveis x. Nesse caso, as restricoes acima sao
responsaveis por uma consideravel melhora nos gaps de relaxacao linear, impactando, na
mesma maneira, no tempo de solucao total do étimo inteiro. Os experimentos numéricos

da segao (4.6) estabelecem a importancia dessas restrigdes adicionais na solucao de grandes
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instancias do PCVM. E importante salientar que as variaveis p sao escritas em um espaco

diferente do espaco das variaveis x.

4.5 Projecao da formulagao estendida para o PCVM

Nesta secao, um esforco adicional é realizado para tratar o PCVM. Esse esforco é um
algoritmo Cut-and-Branch baseado no Método de Particionamento de Benders [Ben62], que
tem como intuito gerar inequagoes validas e fortes para a formulacao (4.1)-(4.12). Essas
inequagoes sao o resultado da projecao das variaveis da formulagao estendida do PCVM
— equagoes (4.13)-(4.18). Essa revisitagdo da Decomposi¢ao de Benders foi sugerida em
alguns trabalhos de Balas et al. [Bal79], [BP83], [Bal85]. Também é possivel citar o livro
de R. K. Martin [Mar99] que descreve o método em detalhes.

Pelo ponto de vista da programagao matemaética, a projecao do problema (4.1)-(4.18)
no espaco das variaveis (z, f) pode ser realizada. Fixando o par (z, f) = (, f), o seguinte

sistema em p precisa ser satisfeito:

> pi= 1 VjieV (4.19)
i€V
Z Dij = 1 VieV (4.20)
JjeEV
P11 = 1 (4.21)
dtn—l+Dpu= > far Vi€V (4.22)
—1 kjeV|i#j
=1 i,JEV|i#j

Para gerar o corte mais profundo no espago (x, f) a partir da violagao desse sistema, é

preciso reescreve-lo como um problema de otimizacao:

min er1 + e2 + e3 + €4 (425)

sujeito a
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sz'j =

eV
jev
Po1 =
Z(" — I+ 1)pu+e1 >
I=1
_Z(”_H‘l)pzri—@ >
=1

n

Z(l — D)pu + €3 >

=1
— Z(l — Dpu, + €4 >

=1
Dij =

€1,€2,€3,¢€4 Z

onde eq, ey, e3 e e4 sao as inviabilidades

1

> fi

k,jeVli#j

> ik

k,jeV iz

> fun

L,JEVi#]

igEVIii
0

0

VieV

VieV

VieV

VieV

VkeVk#1

Vk eV k#1

Vi,j eV

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)
(4.34)

no espaco p dada a solugao fracionédria apenas

para o par (z, f). Associando varidveis duais vj, u;, s, z7 >0, 22 > 0, wp > 0 e wi > 0,
respectivamente para as restrigoes (4.26), (4.27), (4.28), (4.29), (4.30), (4.31) e (4.32), é

possivel escrever o dual da formulagao (4.25)-(4.34) como:

max Zvj + Z“’L + s+ Z fie(zi — 27) + Z iw(wy, — wyp)

Jjev 9% 1,5,k€V

sujeito a
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S+, +vi+nlz — 2]+ (0—1) [w; — wi] (1,1) € V2 (4.36)

w+v+(n—i+1) [z;—zjg]—k(i—l) [wjl»—wﬂ

V(i j) € V2, (i,5) # (1,1

1
D

eV

IN 2 IN A
— o O
—~
i o
w W
oo
 —

N
=Uho
(VAN
—_
Yoy
iy
(V]
e
SN—

eV

dwp <1 (4.40)

keV

dwp< o1 (4.41)

keV
Z> 0 VieV (4.42)
2> 0 VieV (4.43)
wp> 0 VkeV (4.44)
wp> 0 VkeV (4.45)

Como o poliedro definido por (4.36)-(4.45) tem um nimero finito de raios extremos,
indexando esses raios por h = 1..H, tém-se inequagoes véalidas para o problema (4.1)-(4.12)

através da violagao das equagoes (4.13)-(4.18) na forma de:

ST ul s+ > funlE =)+ D furlwh —w}) <0 Vhe H (4.46)

jev i€V ij,keV i,j,k€V

E sabido que quando se usa um algoritmo baseado na decomposicao de Benders o maior
problema ¢ a auséncia de uma estrutura especial no subproblema de Benders. Observando
a formulagao (4.35)-(4.45) é possivel ver que, ap6s uma pequena manipulagao, é possivel
derivar um sistema de violacao equivalente com uma estrutura especial. Primeiramente é
preciso observar que, no Problema de Atribuicdo em p, a primeira atribuicao ja esta calcu-
lada, uma vez que qualquer circuito comeca da origem 1. Isso ja é assegurado no problema
mestre (problema em (z, f)) que torna a restri¢ao (4.21) redundante e desnecesséria. Ou-
tra importante constatagao é que existem tantos produtos quantos vértices em V e que

apenas um produto é entregue a cada vértice. Com a ajuda dessas consideragoes é possivel
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reescrever as restri¢oes (4.19)-(4.24) como:

S by = 1 VieV,j#1 (4.47)
eV
> pii= 1 VieV,j#1 (4.48)
eV
Y n—itlpy= X fiu Vi€V, j#1 (4.49)
i—1 kieV|i#j
dli—Vpy= X fu; VeV, j#1 (4.50)
im1 BLIEV il

O sistema violado equivalente permite a solucao de um subproblema para cada j €

V, 7 > 1. Também é possivel calcular a violagao de cada subsistema para a solugao do

problema mestre. O problema de encontrar o corte mais violado paraum dado j € V, 7 > 1
é definido como:

1 2

min e; + e

; P+ e+ e (4.52)

J

sujeito a
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sz'j = 1

i€V
D v = L
i€V
Y (n—i+1)p;+e) > > fiin
i1 ki€V i)
Y =i+ pi+e> — 3 fin
i1 ki€V]ij
> (i —1)py+el > > fug
] ileVl]i#l
- Z(l —Dpij+e;=> — X fu
i1 ileV]i#l
Dij = 0 VieV
ejl- > 0
e? > 0
e? > 0
e? > 0

A correspondente versao dual do programa linear acima é:

max v +Zui + Z ]?ﬂk(zjl - ZJQ) + Z ]?Zk]<w]1 _wjz)

eV i kEV i keV

sujeito a

ui+v;+(n—i+1)[z; =2 +(—1)jwj—wl] < 0 VieV

ngjl- < 1
0<2J2- < 1
0<w; < 1
0<w? < 1

Nesse caso, a expressao para a inequacao valida é dada por:
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(4.56)
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Z UJ}-L—}- Z u?—i— Z fjik(Z}h—Z?h)

jeV|j>1 JEV|j#1 i,5,k€Vj,j#1
h h
+ Y fwl —w?)<ovheH (4.70)
i,5,k€V]j,k#1

Além da vantagem 6bvia de resolver n— 1 pequenos subproblemas ao invés de um tinico
grande subproblema, as manipulacoes anteriores habilitam o uso de uma versao multicorte
da Decomposi¢ao de Benders. Essa versao foi proposta por Birge, J. R. e Louveaux, F. V.

[BL88|. A versao multicorte das inequagoes vélidas é:

vl 4l + Z fjik(z;h - th) +
i kEV|k#1
> ) —w?) <0 VheH VjeV,j#1 (4.71)

i keV|k#1

Sao executados na préoxima se¢ao muitos experimentos computacionais para comparar o
método Cut-and-Branch contra o CPLEX monolitico e os métodos Lagrangeanos da se¢ao
(4.6.3).

4.6 Experimentos Computacionais

Os experimentos computacionais foram executados em um computador Pentium IV com
um processador de 3.0 Ghz e 1.0 Gbyte de memodria RAM. O sistema operacional utilizado
¢ o Linux. O resolvedor ILOG CPLEX 9.1.3 é usado para computar a solucao 6tima inteira.

Nas instancias testadas, cada vértice £ € V possui uma demanda entre 1 e o valor
do parametro Max Demanda que varia entre 5 e 20 unidades. A origem tem demanda
igual a 1 e todas as demandas sao inteiras. Os valores de b;; relativos a distancia entre
os vértices foram gerados aleatoriamente de acordo com uma distribuicao uniforme com
valores entre [1,100]. Apds a geracao desses valores a desigualdade triangular foi garantida
através do algoritmo de caminhos minimos, da mesma forma que Fischetti, Laporte e
Martello [FLM93] fizeram. O custo varidvel ¢;;; de transportar o produto k pelo arco (i, j)
é calculado utilizando-se o custo fixo (b;;) e outros parametros adicionais. Cada ¢;j; é

calculado pela seguinte expressao:
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Cijk = fij Nk

O parametro §;; representa uma relacao pseudo-aleatéria entre o custo de transporte
dos produtos transportados no arco (i,j) e o valor de b;;. Esse parametro é igual para
todos os produtos que trafegam em um determinado arco, mas pode variar de um arco
para outro. Quanto melhores forem as condig¢oes de um determinado arco, menor serd o
valor do parametro £ correspondente. Esse parametro varia entre 0.5% e 2% do custo fixo
b;j. Cada vértice tem um parametro 7, escolhido aleatoriamente entre 0.5 e 1.5. Para
cada vértice um tipo especifico de produto deve ser entregue. O valor de 7 representa o
valor relativo do produto, em que um 7, maior representa um produto mais valioso ou um
produto perecivel que precisa ser entregue mais rapidamente no vértice k. No PCVM, o n
pode diferenciar clientes ao invés de produtos. Mesmo que os produtos associados a dois
clientes tenham o mesmo valor agregado, um cliente pode ter uma prioridade maior de
entrega impactando no valor do 7, correspondente. Todas as instancias sao assimétricas.
Para cada classe de valor de n, dez instancias pseudo-aleatérias foram criadas.

Primeiramente, para resolver o PCVM, sao testadas duas formulacoes diferentes. A
primeira, chamada de formulagao M, é constituida apenas das equagoes (4.1)-(4.12). A
segunda formulacao, que é chamada de M2, é o modelo M acrescido das inequacoes vélidas
(4.13)-(4.18).

A Tabela (4.1) apresenta as médias dos tempos de solu¢do para cada conjunto de dez
instancias. Cada instancia foi resolvida duas vezes até a otimalidade. Na primeira vez foi
utilizada a formulacao M e, na segunda, a formulagao M2. Em [SLO7b], Sarubbi e Luna
apresentaram resultados exatos para o mesmo problema para instancias de até 65 vértices.
Entretanto, aquelas instancias nao estavam associadas a um grafo completo.

A Tabela (4.1) apresenta resultados 6timos para instancias de até 50 vértices associadas
a grafos completos. O modelo M foi capaz de encontrar resultados étimos para instancias
de até 30 vértices. J& o modelo M2 foi capaz de encontrar resultados 6timos para instancias
de até 50 vértices. Além disso, os gaps de relaxagao linear do modelo M2 sao mais justos
que os computados pelo modelo M. A relaxacao de programagao linear desses dois modelos
foi resolvida tanto pelo método da Barreira de Newton como pelo método Dual Simplex.
O método da Barreira, entretanto, aparenta ser a melhor escolha devido ao tempo gasto
na computacao para essas instancias.

Na Tabela (4.1) todos os campos mostram a média dos valores para cada conjunto
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Tabela 4.1: Resultados CPLEX Monolitico para o PCVM

Tamanho | Gap (%)  Tempo (s) Tempo (s) Gap (%) Tempo (s) Tempo (s) Tempo (s)
Relax Otimo Relax Linear Relax Otimo Relax Linear  Relax Linear
Linear M Modelo M Barreira M Linear M2  Modelo M2 Barreira M2 Dual M2
10 0.67 0.24 0.04 0.37 0.19 0.09 1.54
15 1.04 1.45 0.18 0.24 1.9 0.52 3.02
20 2.33 31.86 1.29 0.41 22.56 2.5 11.34
25 2.56 503.26 3.67 0.66 169.01 6.05 31.01
30 2.56 12827(1) 9.35 0.66 745.41 11.58 138.38
35 5.52 HAAAA K 17.51 0.74 2395.86 27.16 353.83
40 6.04 ool 59.28 0.70 3760.77 52.42 868.56
45 7.12 HAAAAK 101.2 0.99 37889.49 90.55 1919.48
50 8.31 HAAHK 187.87 1.07 86356.09(1) 162.69 oo

de 10 instancias. Ela possui os seguintes campos: Tamanho, representa o tamanho das
instancias testadas; Gap (%) Relax Linear M campo que apresenta o gap de relaxagao
linear utilizando a formulacao M; Tempo (s) Otimo Modelo M campo que relata o tempo,
em segundos, para provar a otimalidade das instancias usando-se a formulacao M; Tempo
(s) Relax Linear Modelo M mostra o tempo, em segundos, para calcular a relaxagao linear
das instancias. Esses gaps e tempos sao também calculados para a formulacao M2. Nessa
ultima formulacao também é mostrado o tempo para se calcular o limite de programagcao
linear utilizando-se, ao invés do método da Barreira, o método Dual Simplex. Como
pode-se ver na Tabela (4.1) o método da Barreira se mostrou a melhor alternativa quando
comparado ao modelo M2. Por isso, os valores do campo Tempo (s) Otimo Modelo M2
foram calculados utilizando-se como algoritmo de programacao linear o método da Barreira.
Os valores entre parénteses mostram o nimero de instancias que nao foram resolvidas até
a otimalidade. Esse também foi o critério para deixar de resolver instancias maiores. Por
exemplo: como no modelo M uma instancia de tamanho 30 nao foi resolvida, nao foram
testadas instancias de tamanho 35. O mesmo aconteceu para as instancias de tamanho 50

usando-se a formulagao M2.

4.6.1 Resultados Cut-and-Branch

Produziu-se uma implementacao do método de decomposicao de Benders baseado no algo-
ritmo de Cut-and-Branch sugerido na se¢ao (4.5). Para comparar a eficiéncia do método
repetiram-se todos os testes para as mesmas instancias da secao anterior. A idéia aqui é
tornar o procedimento de Branch-and-Bound mais rapido se existir um modelo tao justo

quanto o modelo M2 (em relagao ao limite de programagao linear) e com o mesmo niimero
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de variaveis do modelo M. Uma vez que o passo de enumeracao é a parte mais cara na
solugao de um problema inteiro e sabendo-se que qualquer método de Branch-and-Bound
¢ sensivel ao niimero de variaveis espera-se uma melhora no tempo de computagao através
dessa técnica. E bom salientar que nao ¢é necessario adicionar todas as inequacoes violadas
(cortes), sendo, em alguns casos, melhor adicionar apenas algumas. Tudo o que se precisa é
capturar informagao suficiente sobre o sistema violado, impactando assim no procedimento
de enumeracao.

Nas Tabelas (4.2)-(4.6) mostra-se a comparagao entre as trés versoes do algoritmo de
Cut-and-Branch e o resolvedor CPLEX. A primeira (P1) é aquela em que foi utilizada a
formulagao (4.36)-(4.45). Nesta versdo nao é aproveitada a vantagem da estrutura especial
associada a P1. Na segunda, (P2), apenas ¢ utilizada a estrutura especial para resolver os
subproblemas, mas adicionando, um corte por iteragao, na forma (4.70). A terceira (P3) é
a versao multicorte, conforme (4.71).

O campo Tempo Total(s) CPLEX apresenta o tempo total, em segundos, gasto pelo
CPLEX para resolver a instancia, até a otimalidade, usando a formulagao (4.1)-(4.18).
Também foram tabulados esses tempos de computagao considerando-se as trés versoes do
algoritmo Cut-and-Branch, juntamente com o tempo de geracao de cortes de cada uma
delas. Esses tltimos tempos estao associados aos campos Tempo Projecio P1 (s), Tempo
Projecao P2 (s) e Tempo Proje¢ao P3 (s). Na maioria dos casos nao se repetiu a geracao
de cortes até o final. Pode-se parar o procedimento de geracao de cortes quando a taxa de
melhora do limite inferior comeca a decair. Essa decisao é, de alguma forma, heuristica,
mas, de um modo geral, pode-se parar a geragao de cortes se o erro relativo no sistema
violado estd abaixo dos 5%. Os campos intitulados Gap(%) Relaz Linear mostram os gaps
de integralidade do modelo M2. Os campos Gap Pz Final (%) mostram o gap final para
cada instancia e para cada versao do algoritmo Cut-and-Branch, onde z é a versao, depois
de serem adicionadas as inequagoes validas. Quando o Gap Final é o mesmo da coluna LPR
Gap (%), o sistema violado foi resolvido até o final, mesmo assegurando apenas 5% de erro
relativo. B importante salientar que todas as instancias foram resolvidas até a otimalidade.
Os campos Gap P1 Final (%), Gap P2 Final (%) e Gap P3 Final (%) apresentam os gaps,
relativos a solucao 6tima, apds ser executado o procedimento de projegao até o final, isto
é, antes de comecar o procedimento de enumeracao.

E possivel verificar que mesmo nao se utilizando a estrutura especial, somente gerando
cortes para o sistema violado, houve uma reducao dos tempos computacionais em relagao

ao CPLEX monolitico. Na versao P1 essa economia é registrada no procedimento de
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Tabela 4.2: Resultados Cut-and-Branch para o PCVM - Instancias 30

Prob | Gap(%) Tempo | Gap P1 Tempo Tempo | Gap P2 Tempo Tempo | Gap P3 Tempo Tempo
Relax Total(s) Final Projecao  C-&-B Final Projecao  C-&-B Final Projecao  C-&-B
Linear =~ CPLEX (%) P1 (s) P1 (s) (%) P2 (s) P2 (s) (%) P3 (s) P3 (s)
30-1 1.21 454.92 1.48 40.85 221.67 1.21 132.46 236.65 1.21 20.46 120.13
30-2 1.46 732.92 1.82 18.89 123.33 1.47 103.79 230.45 1.46 19.96 144.55
30-3 0.31 302.74 0.80 62.3 152.22 0.31 79.22 103.25 0.31 17.76 123.72
30-4 0.78 754.03 1.62 39.27 430.25 0.78 82.03 199.55 0.78 24.00 141.82
30-5 0.78 395.15 2.90 59.66 218.09 0.80 77.31 177.71 0.80 21.10 133.00
30-6 1.10 1653.94 3.48 102.9 551.13 1.10 133.53 535.36 1.10 24.10 390.91
30-7 1.03 459.29 5.53 139.79 429.66 1.15 92.53 191.09 1.13 20.42 172.27
30-8 0.14 80.19 0.92 41.81 175.86 0.14 133.73 253.39 0.14 17.76 76.31
30-9 0.09 287.53 1.10 64.38 153.61 0.10 84.50 188.62 0.09 22.89 289.47
30-10 1.26 955.54 3.00 67.15 285.45 1.27 159.52 955.54 1.28 20.35 231.39
Tabela 4.3: Resultados Cut-and-Branch para o PCVM - Instancias 35
Prob | Gap(%) Tempo | Gap P1 Tempo Tempo | Gap P2 Tempo Tempo | Gap P3 Tempo Tempo
Relax Total(s) Final Projecdo  C-&-B Final Projecao  C-&-B Final Projegao  C-&-B
Linear =~ CPLEX (%) P1 (s) P1 (s) (%) P2 (s) P2 (s) (%) P3 (s) P3 (s)
35-1 0.00 25.44 0.01 285.33 436.45 0.00 72.59 73.22 0.00 56.28 1115.84
35-2 0.00 27.34 0.01 216.56 439.34 0.00 80.95 81.84 0.00 38.05 38.58
35-3 0.14 430.93 0.19 217.83 438.54 0.15 201.63 290.36 0.14 47.21 115.88
35-4 1.21 7578.2 1.44 150.17 2763.4 1.24 165.27 1567.37 1.25 43.43 1092.8
35-5 0.87 1411.5 1.10 288.83 827.84 0.89 125.27 453.19 0.87 44.85 819.17
35-6 0.73 1114.09 1.04 320.05 1633.67 0.74 163.83 671.36 0.73 40.46 469.1
35-7 2.40 8197.01 2.82 240.73 1401.19 2.47 162.65 1053.51 2.44 39.75 1617.7
35-8 0.60 1628.26 0.81 198.85 1046.68 0.61 163.74 812.88 0.60 71.88 750.55
35-9 0.43 2004.55 0.54 257.41 764.34 0.44 324.72 661.07 0.54 72.83 T11.57
35-10 0.99 1541.29 1.29 286.85 898.46 1.06 134.23 342.59 0.99 50.61 241.85
Tabela 4.4: Resultados Cut-and-Branch para o PCVM - Instancias 40
Prob | Gap(%) Tempo Gap P1 Tempo Tempo | Gap P2 Tempo Tempo | Gap P3 Tempo Tempo
Relax Total(s) Final Projecdo  C-&-B Final Projegao  C-&-B Final Projegao  C-&-B
Linear =~ CPLEX (%) P1 (s) P1 (s) (%) P2 (s) P2 (s) (%) P3 (s) P3 (s)
40-1 0.00 25.44 0.05 243.86 711.1 0.00 344.03 345.85 0.00 67.2 67.98
40-2 1.81 27.34 1.86 679.25 3770.16 1.81 661.38 3355.83 1.84 72.61 4678.16
40-3 0.01 430.93 0.07 753.76 2513.26 0.02 440.71 679.71 0.01 118.5 328.37
40-4 0.00 7578.2 0.23 466.52 858.13 0.00 169.15 170.3 0.00 81.47 82.27
40-5 0.35 1411.5 0.67 541.45 922.44 0.36 335.62 452.7 0.35 86.23 186.08
40-6 0.27 1114.09 0.46 650.14 1134.07 0.28 391.15 575.14 0.29 90.42 262.27
40-7 1.53 8197.01 2.14 701.3 2825.81 1.55 270.98 1325.99 1.54 90.61 2036.49
40-8 0.92 1628.26 1.08 629.6 1210.29 0.92 664.17 1033.76 0.92 73.85 417.08
40-9 0.32 2004.55 0.51 519.59 2328.86 0.32 357.37 874.84 0.32 93.1 631
40-10 1.83 1541.29 2.12 701.43 5367.49 1.84 501.45 3904.27 1.83 93.62 5345.49
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Tabela 4.5: Resultados Cut-and-Branch para o PCVM - Instancias 45

Prob | Gap(%) Tempo Gap P1 Tempo Tempo Gap P2 Tempo Tempo Gap P3 Tempo Tempo
Relax Total(s) Final Projegao C-&-B Final Projecgao C-&-B Final Projecao C-&-B
Linear CPLEX (%) P1 (s) P1 (s) (%) P2 (s) P2 (s) (%) P3 (s) P3 (s)
45-1 0.00 89.2 0.01 654.94 741.7 0.00 315.53 317.32 0.00 124.44 125.58
45-2 0.52 46178.66 0.58 1674.07 3336.57 0.52 1498.76 4024.13 0.52 141.46 3619.1
45-3 0.01 539.6 0.08 1212.79 1976.64 0.02 725.54 954.36 0.01 128.21 255.88
45-4 1.43 20313.44 1.48 1534.56 10981.67 1.44 624.38 4698.78 o rordk rorkk
45-5 0.51 12033.03 0.64 1524.52 3203.56 0.53 920.01 2093.46 HkAK HoAAK HoAAK
45-6 2.33 82253.25 2.45 1230.38  13086.87 2.33 1070.32  20530.55 2.34 142.97 14881.86
45-7 2.29 167570.17 2.79 1273.7 161989.6 2.34 592.4 24710.12 2.32 147.36 39135.17
45-8 1.26 14150.74 1.33 1443.99 6512.17 1.26 820.65 4217.2 1.28 155.53 3414.1
45-9 0.24 8467.1 0.37 1549.8 4239.09 0.25 767.27 1917.63 0.24 184.07 901.5
45-10 1.28 27299.73 1.45 3292.97  23381.94 1.30 903.44 10155.04 1.29 182.86 8154.3
Tabela 4.6: Resultados Cut-and-Branch para o PCVM - Instancias 50
Prob | Gap(%) Tempo Gap P1 Tempo Tempo Gap P2 Tempo Tempo Gap P3 Tempo Tempo
Relax Total(s) Final Projegao C-&-B Final Projecao C-&-B Final Projegao C-&-B
Linear CPLEX (%) P1 (s) P1 (s) (%) P2 (s) P2 (s) (%) P3 (s) P3 (s)
50-1 0.00 140.24 0.00 3059.73 3285.76 0.00 572.09 574.27 0.00 205.18 206.8
50-2 0.57 25506.38 0.60 2781.04 10123.96 0.57 1238.47 5705.95 0.57 394.12 2983.94
50-3 0.42 13691.08 0.46 3054.28 8909.15 0.42 1533.83 3848.94 0.42 233.97 2098.42
50-4 0.16 4467.81 0.22 2949.9 4895.81 0.17 1981.78 4717.06 0.17 234.32 2328.88
50-5 1.32 56429.14 1.45 2898.9 155446.54 1.33 1354.83  24357.95 1.32 277.2 18881.74
50-6 1.47 166013.09 1.62 3036.81 69224.93 1.48 1371.23  55305.07 1.48 294.86 53866.85
50-7 2.31 rordokkk 2.51 2914.27  391809.81 2.32 1262.37  358467.5 2.36 248.65 113124.13
50-8 0.90 287433 0.97 3238.36 20906.17 0.91 1202.61 23194.15 0.91 281.03 23935.89
50-9 1.76 51235.66 1.82 3548.78 19109.27 1.77 1773.44  15212.36 1.76 289.51 10977.69
50-10 1.41 172648.44 1.53 3347.57  122975.61 1.42 1684.94 115744 1.43 314.24 66664.72
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enumeragao (Branch-and-Bound), que opera em um espacgo menor de variaveis e restrigoes.

A contribuicao da estrutura especial pode ser vista em dois momentos: primeiro, da
reducao do tempo de solucao do subproblema na versao P2 e, segundo, provendo informacao
dual agregada através do uso de multicortes na versao P3. A versao P3 é, em geral, a mais
agressiva das trés testadas, sendo capaz das maiores diminuic¢oes no esfor¢co computacional.

Observa-se que os limites gerados por essa técnica se mostraram, até onde foram tes-
tados, insensiveis ao tamanho das instancias. Pesquisas futuras podem estender esses
resultados para instancias maiores. Uma vez que o tempo de computacao para instancias
de 50 vértices ja sao elevados, nao se tentou resolver problemas acima desse tamanho.
Entretanto, acredita-se que um esforco de computacao distribuida pode ser utilizado para

lidar com instancias ainda maiores.

4.6.2 Resultados Cut-and-Branch Usando Limites Superiores Pré-
computados por GRASP

Ao serem resolvidas as instancias do PCVM utilizando-se o CPLEX monolitico e o algo-
ritmo de Cut-and-Branch, percebeu-se que o CPLEX gasta uma quantidade razoavel de
tempo para encontrar o primeiro limite superior. Percebeu-se também que esse limite nao
é necessariamente um limite justo. Uma forma de reduzir o esfor¢co computacional para
resolver as instancias do PCVM ¢é prover um limite superior justo para o CPLEX. Esse
limite deve ser pré-computado e passado por parametro para o CPLEX antes de o mesmo
comegar o procedimento de Branch-and-Bound. Essa idéia ja foi descrita e obteve sucesso
nos capitulos sobre o Problema de Minima Laténcia e sobre o Problema de Um Veiculo
de Entrega. Optou-se por utilizar a meta-heuristica GRASP [FR95], especializada para o
PCVM, como algoritmo para determinar limites superiores perto do 6timo. Esse procedi-
mento pode ser executado de forma independente, ou usando-se computacao paralela, de
tal forma que nao acarrete impacto no tempo de solucao total.

A meta-heuristica GRASP consiste em duas fases: a construgao de uma solugao viavel
inicial e um subseqiiente procedimento de Busca Local. Essas duas fases sao repetidas
em cada iteracao. Na Fase de Construcao uma funcao gulosa e aleatéria é usada para
construir uma solucao inicial. Essa solucao é usada como solucao inicial para a Fase de
Busca Local. A solucao final é simplesmente a melhor solugao encontrada apds executadas
todas as iteragoes. O algoritmo (4.1) mostra as idéias principais do algoritmo GRASP

implementado.
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Algoritmo 4.1: GRASP
Fase_Construgao();

Busca_Local();

if Solug¢ao_Melhor() then
Atualize_Melhor_Solugao();

Busca_Local();
end

Na Fase de Construcao, uma técnica gulosa e aleatdria gera solugoes vidveis incorpo-
rando tanto caracteristicas gulosas quanto aleatérias. A solucao viavel é iterativamente
construida, um elemento por vez. Escolheu-se algoritmo que leva em consideragao a de-
manda d; em cada vértice para ser inserido na solugao parcial. Ao invés de escolher-
se sempre o melhor elemento, isto é, o elemento com maior demanda, construiu-se uma
lista restrita de candidatos (LRC) de bons elementos e escolheu-se um desses bons ele-
mentos contidos na lista. Dessa maneira, nao se escolheu sempre o melhor elemento,
caracterizando-se assim a aleatoriedade do algoritmo. Um parametro associado a lista
restrita de candidatos, a_PC'V M, determina o nivel de aleatoriedade e gulosidade do al-
goritmo na Fase de Construcao. Quando a-PC'V M é zero tem-se uma solugao totalmente

gulosa. De outra forma, quando a_ PC'V M é um, gera-se uma solugao totalmente aleatoria.

ONO (4) (s ONO
OGO OV IO BN OVS IO OVSIO
(a) Antes (b) Depois (a) Antes (b) Depois

Figura 4.4: Busca Local Troca 2 Vértices Figura 4.5: Busca Local de Insergao

Ao invés de ser usado um algoritmo de Busca Local tnico, propoe-se o uso de dois
métodos simples de Busca Local.

Primeiramente, um método de Busca Local baseado em trocas de posi¢oes, como mos-
trado na Figura (4.4), da mesma forma que foi usado no capitulo sobre o Problema de
Minima Laténcia, é aplicado para melhorar a solu¢ao da Fase de Construgao. O segundo

método de Busca Local é um algoritmo de insercao. Dada uma solucao parcial oriunda da
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Tabela 4.7: Resultados PCVM usando Limites Superiores (GRASP) - Instancias 30

Problema | Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s) Gap (%)

CPLEX C-&-B Usando Limite Limite

Superior GRASP  Superior
30-1 454.92 120.13 124.49 5.57
30-2 732.92 144.55 110.72 0.92
30-3 302.74 123.72 76.89 4.21
30-4 754.03 141.82 132.75 0.05
30-5 395.15 133.00 88.78 2.84
30-6 1653.94 390.91 394.12 0.00
30-7 459.29 172.27 175.30 0.88
30-8 80.19 76.31 59.63 5.23
30-9 287.53 289.47 84.51 0.63
30-10 955.54 231.39 134.91 0.85

Fase de Construcao, essa ultima Busca Local funciona da seguinte maneira: cada elemento
¢ inserido em todas as possiveis posicoes anteriores. Esse procedimento é repetido para
todos os outros elementos da solucao parcial. Um exemplo é mostrado na Figura (4.5),
quando essa mesma busca local foi utilizada no algoritmo GRASP referente ao problema
de Minima Laténcia.

Nas Tabelas (4.7)-(4.11), o campo Tempo (s) CPLEX exibe o tempo total, em segundos,
gasto pelo CPLEX para resolver o problema na otimalidade usando-se a formulagao (4.1)-
(4.18). Apresenta-se também o melhor tempo entre as trés versoes do Algoritmo de Cut-
and-Branch, (Time C-6-B (s)). Além disso, mostra-se o tempo gasto pelo algoritmo
Cut-and-Branch quando o mesmo utiliza os limites superiores gerados anteriormente pelo
algoritmo GRASP. Esse tempo estd registrado nos campos (Tempo Total (s) usando LS
GRASP). E também apresentado o gap entre a melhor solugao encontrada pelo algoritmo
GRASP e a solugao 6tima, campo (Gap Limite Superior(%)). Todos os gaps sao relativos
ao limite superior.

Como se constata nas Tabelas (4.7)-(4.11), pré-computar limites superiores nem sempre
é a melhor alternativa. Entretanto, em geral, prover limites superiores justos para o CPLEX
¢ uma boa estratégia para melhorar o tempo de solucao nessa classe de problemas. O
impacto dessa estratégia no tempo de solucao total parece aumentar com o tamanho do

problema, assim como aconteceu nas instancias do Problema de Minima Laténcia.
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Tabela 4.8: Resultados PCVM usando Limites Superiores (GRASP) - Instancias 35

Problema | Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s) Gap (%)

CPLEX C-&-B Usando Limite Limite

Superior GRASP  Superior
35-1 25.44 1115.84 592.61 2.01
35-2 27.34 38.58 57.59 0.00
35-3 430.93 115.88 125.12 3.02
35-4 7578.2 1092.8 628.55 0.20
35-5 1411.5 819.17 364.65 0.00
35-6 1114.09 469.1 477.69 3.55
35-7 8197.01 1617.7 736.04 0.01
35-8 1628.26 647.1 438.36 0.44
35-9 2004.55 331.92 173.94 0.00
35-10 1541.29 241.85 251.21 0.00

Tabela 4.9: Resultados PCVM usando Limites Superiores (GRASP) - Instancias 40

Problema | Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s) Gap (%)

CPLEX C-&-B Usando Limite Limite

Superior GRASP  Superior
40-1 67.56 67.98 96.16 0.26
40-2 9849.78 4678.16 1134.61 5.64
40-3 1505.76 328.37 334.67 0.47
40-4 49.38 82.27 188.53 1.60
40-5 975.81 186.08 184.41 1.68
40-6 1508.14 262.27 282.58 3.07
40-7 5915.15 2036.49 1610.55 3.49
40-8 3762.59 417.08 450.18 2.31
40-9 6403.87 631 612.75 5.04
40-10 7569.61 5345.49 3037.93 5.40

Tabela 4.10: Resultados PCVM usando Limites Superiores (GRASP) - Instancias 45

Problema | Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s) Gap (%)

CPLEX C-&-B Usando Limite Limite

Superior GRASP  Superior
45-1 89.2 125.58 193.92 0.00
45-2 46178.66 3619.1 1459.83 0.24
45-3 539.6 255.88 280.92 0.83
45-4 20313.44 4698.78 4694.31 5.65
45-5 12033.03 2093.46 1884.29 0.00
45-6 82253.25 14881.86 9604.35 3.45
45-7 167570.17 39135.17 23754.96 1.23
45-8 14150.74 3414.1 3622.23 3.92
45-9 8467.1 901.5 980.08 3.36
45-10 27299.73 8154.3 7501.77 0.86
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Tabela 4.11: Resultados PCVM usando Limites Superiores (GRASP) - Instancias 50

Problema | Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s) Gap (%)

CPLEX C-&-B Usando Limite Limite

Superior GRASP  Superior
50-1 140.24 206.80 257.96 5.57
50-2 25506.38 2983.94 4199.94 0.58
50-3 13691.08 2098.42 1829.66 0.16
50-4 4467.81 2328.88 826.16 0.00
50-5 56429.14 18881.74 11567.00 0.77
50-6 166013.09 53866.85 25366.56 1.25
50-7 HoAAHAK 113124.13 113116.20 1.72
50-8 287433.00 23935.89 5780.45 0.16
50-9 51235.66 10977.69 7493.83 2.29
50-10 172648.44 66664.72 32673.69 1.41

4.6.3 Um Modo Alternativo de Computar Limites Inferiores para

Instancias Muito Grandes

Quando se lida com instancias muito grandes, tipicamente acima de 50 vértices, o resolvedor
CPLEX encontra problemas na manipulacao dos dados. Esse problema é devido ao uso
excessivo de memoria. Essa limitacao, entretanto, é dependente da maquina. Acima de
80 vértices, nao é mais possivel, com a maquina utilizada, usar o método da Barreira
de Newton para computar os limites inferiores por programacao linear. Ainda é possivel
utilizar o método Dual Simplex, mas esse é muito lento. Por exemplo: tentou-se computar
o limite de programacao linear usando o método Dual Simplex para uma instancia de 100
vértices. O CPLEX gastou mais de dois dias de maquina e nao conseguiu nem ao menos
encontrar o limite de programacao linear.

Dada a dificuldade de encontrar solucoes 6timas para instancias acima de 50 vértices,
optou-se por procurar uma maneira de encontrar pelo menos gaps de otimalidade para
essas instancias. Para lidar com esse tipo de instancias, resolveu-se utilizar uma estratégia
de relaxacao Lagrangeana. Essa escolha deve-se ao fato de essa técnica conseguir tanto
limites inferiores quanto superiores para as instancias. Uma vez que os limites inferiores
de programagao linear da formulagao (4.2)-(4.18) s@o justos, tudo que se precisa é uma
forma de calculd-los mais rapidamente que o resolvedor CPLEX. O algoritmo Lagrangeano
proposto é um método para se obter um limite inferior justo para o problema linear inteiro
misto M2, descrito na secao 4.6. A estratégia adotada faz uso da técnica de subgradiente
[HWC74] [Ree93] para sucessivamente aumentar os limites inferiores obtidos pela relaxagao

Lagrangeana.
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Para computar limites superiores justos é usado, como heuristica Lagrangeana, uma
versao adaptada da heuristica GRASP apresentada anteriormente. A combinagao dessas
duas estratégias permite determinar bons gaps de otimalidade em um tempo razoével.

A técnica de relaxacao Lagrangeana [Fis85] [Ree93] tem sido aplicada com sucesso na
solugao de problemas de programacao linear inteira mista de grande porte. Essa técnica
consiste basicamente em relaxar um conjunto de restricoes complicantes e penalizar sua
violagao. A funcao objetivo é alterada adicionando-se as restrigoes dualizadas juntamente
com seus respectivos multiplicadores de Lagrange, criando um problema chamado de Pro-
blema Lagrangeano (PLAG). Usualmente, as restri¢oes relaxadas podem ser decompostas
em muitos subproblemas faceis de resolver. A solugao dos problemas relaxados gera um
limite inferior, e o objetivo é encontrar valores para os multiplicadores que gerem o maior li-
mite inferior possivel. Esse problema, que tenta maximizar os limites inferiores, é chamado
de problema Lagrangeano Dual (LD).

Seja « e «y os multiplicadores associados as restrigoes (4.5) e (4.7). Seja (i, Vk € V e
dk, Vk € V o conjunto de multiplicadores associados as restri¢oes (4.6) e (4.8), respectiva-
mente. Seja também w;y,Vj € V,Vk € V' | j # k o conjunto de multiplicadores associados
as restrigoes (4.9), € os multiplicadores associados as restrigoes (4.10), e o;,Vi € V e
Pk, Yk € V o conjunto de multiplicadores associados as restrigoes (4.17) e (4.18), respecti-

vamente, o problema Lagrangeano pode ser formulado como:

ZPLAG(av 57 v 57 W, 97 g, 10) =
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min Z (bijl’ij + Zcz‘jkdkfijk) + a( Z fojo - 1)

(i,j)€A keV JEV|j#0
+Zﬁk( Z (fojr = fior) — 1) +( Z fioo — 1)
keV JEV|j#o 1€Vl]i#o

+Z5k( Z (firk — frix) — 1)

keV  ieVl]itk

+3 00> wl Y (k= fun)

JEV keV|j#k i€V i, j#k,j#0
00 > fue= 2
i€V, jEV,kEV |i#] t=1
DI SRS SRR
eV keV,jeV|i#j =1
w3 o > = > = D) (4.72)
keV  ieVjeVli#j =1

sujeito a: (4.2),(4.3), (4.4), (4.11), (4.12), (4.13), (4.14) e (4.16).
Para qualquer conjunto de multiplicadores dados «, 3, v, 9, w, 8, o, e p, o problema La-

grangeano pode ser decomposto em trés subproblemas de forma que: Zppac(a, 3,7,6,w, 0,0, p) =

ZPLAG1<057677757M7670-7/)) +ZPLAGf(Oé767’)/7 6;‘*};‘970_7/0) + ZPLAGp

4.6.3.1 Subproblema PLAG,

O subproblema PLAG, é simplesmente um Problema de Atribui¢ao cuja fungao objetivo

é dada por:

(i,5)€A

sujeito a (4.2),(4.3), (4.12).

O parametro B;; pode ser calculado pelo seguinte algoritmo:

39



Algoritmo 4.2: Compute B;;
Data: bij, Cijk; dk, n, G = (‘/, A)

Compute todos os novos coeficientes f;;, usando os valores dos multiplicadores e

salve em D;jy;

Compute B;; = b;j + > min(0, Dyp);
keV

E preciso salientar que os problemas de atribuicao sao totalmente unimodulares e que
existem métodos especificos de programacao linear para computar seu valor 6timo, como,
por exemplo, o bem conhecido Método Hungaro ou, mais recentemente, o procedimento

de Jonker e Volgenant [JV87] [JV99].

4.6.3.2 Subproblema PLAG/

O subproblema PLAG/ pode ser computado por inspecao. Cada variavel f;;; tera valor
um somente se a variavel correspondente z;; = 1 e se D;;;, < 0. Caso contrario, f;;; ¢ igual

a Zero.

4.6.3.3 Subproblema PLAG),

O subproblema PLAG, também é um Problema de Atribuigao. Nesse caso a funcao

objetivo é definida por:

min Y CPyp; (4.74)
(i,5)€A
sujeito a (4.13),(4.14) e (4.16).
Os valores C'P;; podem ser obtidos considerando-se todos os coeficientes de p;; relacio-

nados aos multiplicadores Lagrangeanos o e p.

4.6.3.4 O Problema Lagrangeano Dual

O problema Lagrangeano PLAG calcula um limite inferior para o problema original M2,
para qualquer conjunto de multiplicadores «, 3, v, §, w, 0, o, e p.

Por essa razao, quanto maior for a solucao do problema PLAG, melhor sera o limite
inferior para o problema M2. O problema de encontrar um conjunto de multiplicadores
que maximizem o PLAG é chamado de Lagrangeano Dual (LD), e pode ser definido como:

ZLD - maXZRL<Oé, 57 e 57 w, Q? g, p)

90



O método usado para resolver o problema LD é o método classico do subgradiente
[Fis85]. Esse método consiste em iterativamente atualizar os valores dos multiplicadores de

Lagrange tal que na enésima iteracao os multiplicadores sejam atualizados pelas seguintes

equacoes:
o= a4 pgn(f) (4.75)
gt = 6"+ p"gs(f") (4.76)
Y ="+ p gl (f7) (4.77)
5 = 6+ g () (4.78)
W =W+ ptgn (") (4.79)
0"t = 0"+ p gy (f") (4.80)
o™ = g7 g (f, ) (4.81)
prtt ="+ ptgy (" p") (4.82)
onde:

9as 95> 95 955 9 99> 9o € g, S20 0s vetores subgradientes da fungao Zri(a, B8,7,0,w,0,0,p)
na enésima iteragao com respeito aos multiplicadores «, 3,7, d,w, 0, 0 e p, respectivamente.

Os vetores subgradientes sao definidos por:
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gZ(fn) - Z fojo —1 (483)

JEV|j#o
ggk (fn) - Z (fojk - fjok) -1 VkeV (484)
jEVIj#o
g’ryr,(fn) = Z fz’oo —1 (485)
1€V]i#o
95, (") = > (firk — frir) — 1 VkeV (4.86)
i€V itk
gfjkj(f”) = Yo (fiie — fijk) Yk, jgeV j#kj#o (4.87)
ieVIij
g9 (f") = Yo fur—2ot (4.88)
i, kEV |i] =1
g (fp") = X fir— 2 (n—1l+py Vi€V (4.89)
kjEV i =1
9o ([ 0") = > fur—2(—=1pw  VkeEV (4.90)
i, JEV i =1

O passo do método subgradiente é definido por:
1.05LS — ZLR(O[, ﬁa s 67 W, 97 g, IO)

=T
Lga 1P+ 1l g5 1P+ 11gy 12+ 11 g5 [P+ 11 ag [+ 11 g5 1P+ [l gz 11>+ 1l g5 |12
(4.91)

onde 7 é um escalar definido por 0 < m < 2. O escalar 7 é usado para controlar a velocidade

n

p

e a convergencia do método, uma vez que ele controla o tamanho do passo. O parametro
LS é qualquer limite superior para o problema M2. Esse limite superior pode ser uma
solucao viavel conhecida ou o maximo valor possivel para a funcao objetivo do problema
dada pela equagao (4.1). O limite superior é multiplicado por 1.05 com o intuito de acelerar
a convergéncia perto do étimo. A fung¢ao matemadtica || . || define a norma Euclidiana do
vetor dado. Essa equagao de passo é padrao no método do subgradiente classico [Fis85].

Os multiplicadores de Lagrange podem receber, inicialmente, o valor zero. Uma vez
que a solugao do problema Lagrangeano PLAG é conhecida para um conjunto de multipli-
cadores, os subgradientes, dados pelas equagoes (4.83) - (4.90) e pelo passo (4.91), podem
ser estimados. O método iterage até a convergéncia para a solucao 6tima do problema
Lagrangeano Dual ou até que um dado critério de parada é alcangado. O parametro 7 é
iniciado com 2 e dividido por 2 a cada 200 iteragoes consecutivas sem melhora no limite

inferior.
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4.6.3.5 A Heuristica Lagrangeana Baseada no método GRASP

Limites superiores para o problema M2 sao estimados por uma heuristica Lagrangeana
desenvolvida especialmente para o problema original. A idéia principal dessa heuristica
consiste em tornar a solugao do PLAG viavel. No caso, a solu¢ao do PLAG gera uma
atribuicao e o objetivo é encontrar um ciclo a partir dessa atribuicao. A heuristica Lagran-
geana proposta faz uso de uma estratégia adaptada da meta-heuristica GRASP [FR95]
para encontrar esse ciclo. Utilizou-se como heuristica Lagrangeana quase o mesmo algo-

ritmo GRASP apresentado na sec¢ao (4.6.2) com apenas algumas diferengas.

1. Na Fase de Construgao, para cada elemento tentou-se inseri-lo usando a solugao
dada pelo algoritmo de subgradiente. Se o dado vértice nao pode ser inserido - o
elemento gera um ciclo ou o elemento ja foi inserido na solucao parcial - escolhe-
se aleatoriamente um dos elementos com maiores demandas que ainda nao foram

inseridos.

2. O algoritmo GRASP somente foi chamado quando o limite inferior ¢ melhorado ou

apos 40 iteragoes do subgradiente.

4.6.3.6 Algoritmo Lagrangeano x CPLEX Monolitico

A Tabela (4.12) mostra os resultados para o algoritmo Lagrangeano. Em todos os casos,
até 50 vértices, os limites inferiores calculados pelo resolvedor CPLEX sao melhores que os
encontrados pelo algoritmo de relaxacao Lagrangeana. Isso ja era esperado pois a relaxacao
Lagrangeana proposta possui a propriedade da integralidade. O campo Gap (%) Limite
Superior Otimo mostra os gaps entre a solucao 6tima e o valor encontrado pela heuristica
Lagrangeana apresentada na se¢do (4.6.3.5). Os limites superiores ndo estao mais que 3%
do 6timo mesmo para as instancias maiores.

A Tabela (4.13) exibe os resultados para instancias ainda maiores; instancias acima
de 90 vértices. O campo Gap (%) Lagrangeano mostra os gaps, em porcentagem, do li-
mite inferior calculado pelo algoritmo Lagrangeano sobre o limite superior calculado pela
Heuristica Lagrangeana. O campo Limite Inferior Lagrangeano X Limite Inferior CPLEX
(%) mostra a diferenca relativa entre os limites inferiores calculados pelo algoritmo Lagran-
geano e aqueles computados pelo resolvedor CPLEX utilizando o algoritmo Dual Simplex,
ambos depois de 4 horas de CPU. E possivel verificar que, depois de 4 horas de CPU, os
limites inferiores de Lagrange sao superiores aos limites inferiores do Dual Simplex. Outro

ponto importante é que o Algoritmo Lagrangeano também torna disponiveis alguns limites
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Tabela 4.12: Resultados da Relaxagao Lagrangeana para o PCVM - Instancias até 50

Tamanho | Gap (%) Gap (%) Tempo (s) Gap (%) Gap (%)
CPLEX Relaxacao Relaxagao Limite Inferior = Limite Superior

Lagrangeana  Lagrangeana Otimo Otimo
10 0.37 0.39 6.44 0.39 0.00
15 0.24 0.69 17.21 0.65 0.05
20 0.41 2.06 40.41 1.37 0.72
25 0.66 2.85 98.66 1.65 1.25
30 0.66 5.12 200.73 3.29 1.90
35 0.74 3.58 364.23 1.80 1.82
40 0.70 4.95 692.85 2.57 2.47
45 0.99 5.27 1174.12 2.83 2.54
50 1.07 4.50 1510.33 2.54 2.01

Tabela 4.13: Resultados Relaxacao Lagrangeana (PCVM) - Instancias Maiores que 90

Tamanho  Gap (%) Limite Inferior Lagrangeano X
Lagrangeano  Limite Inferior CPLEX (%)
90 9.13 3.23
100 9.67 1.01
110 8.87 2.44
120 10.12 orok
150 13.91 oAk

superiores que nao sao disponibilizados pelo resolvedor CPLEX. Acima de 120 vértices, o
CPLEX trava pela falta de memdria, enquanto o algoritmo Lagrangeano ainda consegue
calcular limites.

Comparou-se também a evolucao, no tempo, dos limites inferiores calculados por ambas
as estratégias. Como se pode ver nas Figuras (4.6), (4.7), (4.8),(4.9), (4.10) e (4.11) os
limites inferiores de Lagrange sao superiores aos calculados pelo CPLEX para todas as
instancias testadas. Em poucos segundos, o algoritmo consegue limites inferiores que, em

geral, nao sao obtidos pelo CPLEX, mesmo apds 4 horas de computacao.

4.7 Conclusao

Neste capitulo foi apresentado o Problema do Caixeiro Viajante Multiproduto (PCVM).

Mostrou-se que o PCVM é uma variante mais geral do classico Problema do Caixeiro
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Viajante, que além dos custos fixos relacionados ao PCV também possui custos variaveis
relativos a quantidade e qualidade dos produtos transportados. No PCV original a solucao
¢ sensivel somente ao operador logistico. No PCVM ela também ¢é sensivel ao cliente.
E possivel relacionar o PCVM com um problema mais antigo chamado de Problema do
Caixeiro Viajante Dependente do Tempo (PCVDT). Em ambos os problemas existe um
custo que esta relacionado a ordem de visitagao dos vértices. Por esse aspecto, o PCVDT
¢ uma generalizacao do PCVM, pois esse ultimo possui uma dependéncia de tempo bem
especifica. No PCVM os arcos que sao visitados posteriormente tém uma influéncia menor
no custo devido ao total de produtos que diminuem a medida que os arcos sao visitados.
Jd no PCVDT nao existe nenhuma regra predefinida entre a ordem de visitacao e o custo.
Por outro lado, pode-se dizer que o PCVM é uma generalizacao do PCVDT. Isto é evidente
quando se observa que o PCVM tem demandas heterogéneas nos vértices e essas demandas
influenciam no custo total. Pelo que se sabe, essas demandas heterogéneas nao acontecem
em nenhuma variante do PCV, nem mesmo nessa variante mais geral PCVDT.

Para resolver o PCVM foram mostradas as semelhancas entre esse problema e o Pro-
blema de Um Veiculo de Entrega. Uma formulacao de programacao linear inteira mista
é apresentada, juntamente com um método Cut-and-Branch baseado na Decomposicao de
Benders. Esse método é utilizado para resolver, de forma mais eficiente, as instancias ge-
radas para o problema. Trés variagoes do método sao desenvolvidas: a primeira utiliza a
forma padrao; a segunda utiliza a estrutura especial da formulagao como apresentado na
segdo (4.5); e a terceira utiliza a versdo multicorte também apresentada na segao (4.5).
Pelos experimentos computacionais mostrou-se que, na maioria dos casos, a formulagao
multicorte é a mais agressiva, seguida da formulacao que se utiliza da estrutura especial.
Com essas abordagens foi possivel resolver, no 6timo, instancias de 50 vértices mais rapi-
damente que se utilizando a formulagao original sem o método de Cut-and-Branch.

Para as instancias grandes, aquelas que o CPLEX trava quando tenta resolveé-las, foi
desenvolvido um método baseado na técnica de Relaxacao Lagrangeana. Com esse método
conseguiu-se gerar limites inferiores e superiores para instancias de até 150 vértices. Para
se ter uma idéia, com 80 vértices o CPLEX trava quando utiliza o método da Barreira
para calcular o primeiro limite inferior. Com mais de 120 vértices, o CPLEX trava mesmo
utilizando o método Dual Simplex que consome menos memoria que o método da Barreira.
Para essas grandes instancias, é apresentada uma comparagao da evolucao dos limites no
tempo. Pelos graficos apresentados, até 4 horas de CPU, para as instancias maiores que

90 vértices, é mais vantajoso utilizar o método baseado na Relaxacao Lagrangeana.
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Capitulo 5

Problema do Caixeiro Viajante

Multiproduto Congestionado

5.1 Introducao

O Problema do Caixeiro Viajante Multiproduto (PCVM), apresentado no capitulo anterior,
pode, em certos casos, ser mais aderente a realidade do que o Problema do Caixeiro Viajante
(PCV) [DFJ54] original. O PCVM possui, além dos custos fixos associados a distancia
entre dois vértices (o mesmo presente no PCV), um custo variavel que esté relacionado
a quantidade e a qualidade dos produtos transportados. Por exemplo: um veiculo mais
pesado gera mais desgaste, diminuindo a vida 1til do mesmo. Esse custo variavel também
pode ser atribuido a seguranca, em funcao da qual é preferivel entregar os produtos mais
caros primeiro para que se houver qualquer incidente os prejuizos sejam menores. Outra
visao cabivel e inerente ao PCVM ¢ atribuir esse custo variavel a alguma prioridade que
os clientes possam ter.

Apesar do PCVM parecer ser mais aplicavel para problemas reais de roteamento, esse
nao avalia problemas de congestionamento que redes de transporte de produtos possam
ter. Em aplicacoes reais, esse congestionamento pode ser medido tanto no arco como no
vértice (ponto de demanda).

Neste capitulo é apresentado um novo problema ainda mais genérico do que o Problema
do Caixeiro Viajante Multiproduto (PCVM). Esse novo problema, chamado de Problema
do Caixeiro Viajante Multiproduto Congestionado (PCVMC), possui, além dos custos fixos
e variaveis do PCVM, um custo de congestionamento nao-linear e capacidades nos arcos.
No Problema do Caixeiro Viajante Multiproduto Congestionado (PCVMC), o custo de
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carga, isto é, o custo variavel, é dividido em duas partes: a primeira é o custo de carga
do PCVM, ja apresentado anteriormente, que ¢ linear; a segunda ¢ o custo relacionado ao
atraso, ao tempo que é gasto a mais no processo de entrega devido ao peso do veiculo.
Esse custo, existente no PCVMC, é modelado por uma funcao nao-linear. Isso se deve ao
fato que esses custos aumentam de uma forma mais acentuada que os custos lineares.

Neste trabalho, o custo nao-linear associado ao atraso na entrega pode ser considerado
em dois lugares distintos. O primeiro é o atraso que acontece em cada arco do grafo. Esse
atraso esta relacionado a velocidade do veiculo nas vias de transporte. Essa velocidade
¢ funcao tanto do peso do veiculo como da qualidade da via de transporte. Nesse caso,
a capacidade do arco estd relacionada a qualidade da via de transporte. Por exemplo,
um veiculo terrestre, mais vazio, percorrendo uma rodovia bem conservada, bem asfaltada
e bem sinalizada, fluiu com maior rapidez. O segundo atraso é o que acontece em cada
vértice do grafo. Esse atraso esta relacionado a capacidade, em termos de mao-de-obra, de
cada vértice, no processo de descarga dos produtos do veiculo. A quantidade de produtos
entregues, o peso desses produtos, a disposicao desses produtos no veiculo e o nimero de
operadores que fazem a descarga dos produtos nos diversos pontos de demanda sao os
responsaveis pelo atraso nessa operacao. Para esse atraso a capacidade ¢é originalmente
associada a cada vértice. Entretanto, para efeitos de simplificacao, a capacidade relacio-
nada ao segundo atraso sera associada a cada arco. Esse procedimento pode ser realizado
sem perda de informacao. Isto é, no PCVMC, a capacidade de cada arco esta associada
tanto a qualidade de transporte do arco como a capacidade de processamento do vértice
incidente nesse arco. Sendo assim, tem-se um problema ainda mais complexo que o PCVM.
Esse problema incorpora todos os custos do problema original e, também, acrescenta um
outro custo varidvel associado as caracteristicas nao-lineares que tanto o transporte como
a entrega de produtos possuem.

Randazzo e Luna [RLO01| desenvolveram uma formulagao de programacao linear para
um problema de projeto de redes de acesso local. Nesse modelo, eles trabalharam com
uma estrutura em arvore e com dois custos distintos que deviam ser minimizados: o custo
fixo (estrutural) de instalagao dos arcos e um custo varidvel (operacional) relativo ao fluxo
dos produtos. Nesse problema nem todos os nés deveriam ser visitados. Em 2004, Mi-
randa [Mir04] trabalhou em uma extensao do problema anterior. Nesse novo problema foi
acrescentado um terceiro custo a funcao objetivo. Esse custo estava relacionado ao conges-
tionamento da rede e foi utilizada uma funcao nao-linear para representa-lo. O problema

trabalhava com expansao de capacidades, da mesma forma que na tese de Ferreira [Fer03].
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Em [Mir04] um modelo de fluxos nao-linear e um algoritmo baseado no método de Benders
foram apresentados.

Neste capitulo é estudada uma extensao do trabalho de [SMLMO7] que acrescenta um
custo nao-linear, da mesma forma que Miranda [Mir04] fez no trabalho de Randazzo e
Luna [RLO1]. A diferenga entre o PCVMC e o problema de Miranda [Mir04] é que esse
ultimo trabalhou com um problema de redes em arvore e com expansao de capacidades.
J&d o PCVMC trabalha com um circuito Hamiltoniano sem expansao de capacidades nos
arcos. Além disso, como em [Sar03] [SMLMO07], no PCVMC todos os vértices possuem
demandas.

Este capitulo é dividido da seguinte forma: a se¢ao (5.2) descreve formalmente o
PCVMC e apresenta um modelo de programacao nao-linear inteira mista para esse pro-
blema,; a segao (5.3) apresenta uma versao do Método de Benders Generalizado que é usado
para resolver, de forma exata, instancias do PCVMC; a segao (5.4) apresenta os resultados
computacionais; a se¢ao (5.5) apresenta uma néalise dos resultados; e, finalmente, a se¢ao

(5.6) conclui o capitulo.

5.2 Problema do Caixeiro Viajante Multiproduto Con-

gestionado

O Problema do Caixeiro Viajante Multiproduto Congestionado (PCVMC) pode ser defi-
nido da seguinte forma: considere um grafo completo, dirigido e assimétrico G = (V, A),
onde V representa um conjunto de vértices e A um conjunto de arcos. Suponha também
que exista uma origem 1 e, para cada vértice £k € V, uma demanda d; de um produto
especifico k deve ser entregue durante um circuito Hamiltoniano. A demanda da origem
é igual a uma unidade e representa o operador responsavel pelas entregas que precisa re-
tornar ao ponto de partida. Cada arco ainda possui uma capacidade de transporte. Nesse
problema, existem custos fixos relacionados a atravessar um arco (i, j) € A e, também, cus-
tos variaveis relacionados tanto ao custo de cada produto heterogéneo a ser transportado
por arcos diferentes como ao atraso na entrega devido a problemas de congestionamento.
Esse congestionamento, como citado anteriormente, pode ser medido tanto no transporte
como na entrega dos produtos. O objetivo do PCVMC é entregar todas as demandas
minimizando a soma dos custos fixos e varidveis (lineares e nao-lineares). No PCVMC

sao exploradas caracteristicas de projeto de topologia, roteamento e capacidade dos arcos

assim como [BF77] [Gav83] [MLS00].
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No PCVMC, o operador logistico paga um custo fixo para atravessar um determinado
arco (7, j). Esse custo estd relacionado a distancia e a infra-estrutura de transporte e é pago
quando o operador logistico atravessa um arco, mesmo utilizando um veiculo sem nenhuma
carga. Esse custo fixo é o mesmo custo considerado no PCV original e no PCVM. Além do
custo fixo, o PCVMC também incorpora um custo variavel para cada produto que atravessa
cada arco. Esse custo variavel esta dividido em um custo linear e um custo nao-linear. O
custo variavel linear estd associado a cada tipo de produto trafegando em cada arco, e é
tanto uma funcao do custo fixo como também é uma funcao dos tipos e das quantidades
de produtos transportados por aquele arco. O papel desse custo variavel é estabelecer o
fato que redes de transporte lidam com diferentes produtos de diferentes valores agregados
que sao transportados em quantidades diferentes. O segundo custo variavel, o nao-linear,
esta associado ao atraso na entrega relacionado ao peso do veiculo, a qualidade da via de
transporte e a capacidade de descarga em cada ponto de entrega desses produtos.

Nesse problema variante do PCV, os tipos e as quantidades de produtos que devem
ser entregues e que sao transportados através dos arcos influenciam de forma importante
o custo total. Isso significa que os consumidores que necessitam de uma demanda maior
de produtos mais valiosos ou de alto risco de transporte devem ser atendidos com uma
prioridade mais alta. Outra interpretacao cabivel é que se as tradicionais variantes do
PCV sao orientadas ao custo, o PCVMC é também orientado ao cliente, a capacidade
da via de transporte e a capacidade de descarga dos produtos. Por exemplo: materiais
mais sensiveis podem exigir estrutura de transporte especial; produtos pereciveis podem
pagar por refrigeracao; clientes importantes podem ser atendidos com uma certa prioridade
enquanto outros tipos de produtos e/ou clientes nao requerem esse grau de atengao; vias de
transporte bem sinalizadas, bem conservadas, sem congestionamento, diminuem o atraso
na entrega; empresas que possuem uma boa quantidade de operadores para a descarga
dos produtos tornam esse processo mais rapido, ajudando tanto as préprias empresas
que necessitam logo do produto, como influenciam na entrega desses para as localidades
subseqiientes.

Esse problema pode ser visto como uma generalizacao do PCVM. Se forem retirados o
custo variavel nao-linear e a capacidade dos arcos, o PCVMC torna-se o PCVM. Como o
PCVM engloba tanto o Problema de Um Veiculo de Entrega como o Problema de Minima
Laténcia, é possivel dizer que o PCVMC é o problema mais geral desta tese, englobando
todos os outros. Dessa forma, o modelo (5.2)-(5.15), apresentado para o PCVMC, pode

ser usado para todos os problemas anteriormente apresentados neste trabalho.

100



Para esse problema pode-se definir uma formulagao de programagao nao-linear inteira

mista com o seguinte conjunto de varidveis:

1 se o caixeiro percorre o arco(i, j),
Lij = -
0 caso contrario.

fijx: Fluxo do produto k através do arco (4, j) destinado ao vértice de demanda k.

gi;: Fluxo total que passa através do arco (i, j).
e o seguinte conjunto de parametros

b;j: custo fixo (estrutural) de percorrer o arco (i,7). Supode-se que b;; = dv;;, onde V;;
é a distancia (em metros) entre i e j, e § é o custo, por metro, para se fazer a ligagao entre
os vértices 7 e J.

cijk: custo unitario de transportar o produto k pelo arco (4, j).

C;;: Capacidade do arco (3, j).

di: Demanda do vértice k

O modelo permite que os custos variaveis sejam dependentes tanto por produto como
por arco. Se o custo varidvel é independente por produto tem-se v¥ = v Vk € V. E também
assumido que, para cada arco (i, j), existe uma funcéo crescente 7;;(g;;) do total de fluxo
que passa pelo arco. A funcao de congestionamento é assumida como sendo separavel com
respeito aos arcos, e cada parcela 7;;(g;;) é usada para avaliar a qualidade de servigo em
termos de custo. Qualidade de servigo é tipicamente uma funcao crescente que mede o
congestionamento no arco onde servicos sao requisitados por usudrios que competem por
um determinado recurso.

Neste trabalho é usada a func¢ao nao-linear sugerida por Kleinrock [Kle64| nos primérdios
das redes de comunicagao de computadores, vide Figura (5.1). Esse fun¢ao aumenta expo-
nencialmente a medida que o fluxo global no arco se aproxima da capacidade do mesmo e

pode ser expressa, para cada arco, pela seguinte expressao:

fo) = oo (5.1)

Obviamente, como a solu¢ao do PCVMC ¢é um circuito Hamiltoniano, o primeiro arco
selecionado para pertencer a solugao, o arco que deixa o vértice de origem, deve pos-
suir uma capacidade maior a ), i, dj. A medida que os produtos passam pelo circuito, o
custo de congestionamento vai se tornando menor. Para aumentar as caracteristicas combi-

natérias do problema todas as capacidades sao escolhidas aleatoriamente entre 0.7, -\, dy,
el.2 ZkEV dk
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Custo (R$)

10
Fluxo Total(Unidades de Fluxo)

Figura 5.1: Fungao Kleinrock

Dessa forma, o modelo de programacao nao-linear inteira mista proposto para o PCVMC

min Z bijxi; + 7ij(gi5) + Z Cijk fiji] (5.2)

(ig)eA kev
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sujeito a

Y oay= 1 VieV (5.3)
i€V i#j
> oay= 1 VieV (5.4)
JEVIi#]
fige < diwy; Vi, j,k € Vi #j (5.6)
- Y fa= -1 (5.7)
JEVI]i#1
S (fkt fiw) = —di  VEEVE#1 (5.8)
JEVI]i#1
Z fin = 1 (5.9)
ieV]i#l
> (fan—frr) = e VkeEVE#1 (5.10)
i€V ik
Yo w—fir)= 0 VkjeEVj#kj#1 (5.11)
i€V |ij
fuk—gi< 0 VijeVi#j (5.13)
keV
gij < Cyxiyy Vi, jEVi#] (5.14)
g;> 0 VijeVi#j (5.15)

A fungao objetivo (5.2) soma os custos para todos os arcos da rede. Cada arco possui
trés custos. O primeiro custo refere-se ao custo fixo de percorrer um arco, independente dos
produtos trafegados por esse arco. O segundo custo refere-se ao custo de congestionamento
nao-linear associado ao fluxo total que passa pelo arco. O terceiro custo refere-se ao custo
associado com a transferéncia dos produtos pelos arcos do caminho, de todos os produtos,
do vértice origem ao especifico vértice de destino. O fato de a funcao objetivo ser separada
por arco e por produto é a chave para a estratégia de decomposicao que é usada para
resolver o PCVMC.

As restrigoes (5.3) e (5.4) sao aquelas de atribuigao introduzidas em 1954 por Dantzig,
Fulkerson e Johnson [DFJ54]. Essas restri¢oes garantem que existe somente um arco saindo

e um arco chegando a cada vértice. O fato que todas as varidveis x;; sao bindrias ¢é
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assegurado pelas restrigoes (5.5).

As restrigoes que acoplam as variaveis e f (5.6) asseguram que nao existe fluxo no
arco (i,7) a menos que seja pago o custo fixo b;; para instalar esse arco. Essas restri¢oes
sao redundantes mas sao usadas na estratégia de decomposicao que sera mostrada poste-
riormente.

As equagoes (5.7) e (5.8) garantem que o fluxo total do produto k que é originado do
vértice origem 1 é igual a demanda d; do consumidor localizado no vértice k. A restricao
(5.7) é relativa ao caso especial onde k = 1. De outra forma, as restrigdes (5.9) e (5.10)
impoem que a demanda especifica d, do produto k é igual ao fluxo total desse produto
que chega ao vértice k. Da mesma forma, a restrigao (5.9) é relativa ao caso especial onde
k = 1. Restrigoes (5.11) garantem a conservacao de fluxo de qualquer produto através dos
vértices que nao sejam destinos finais para esse produto. O fato de o fluxo de qualquer
produto por qualquer arco nao ser negativo é garantido pelas equagoes (5.12).

As restrigoes (5.13) asseguram que as varidveis g;; representam o fluxo total que passa
pelo arco (i, 7). As restrigoes (5.14) asseguram que a restrigao de capacidade de cada arco
serd respeitada. E finalmente, as restrigoes (5.15) forgam a nao-negatividade das varidveis
Gij-

Observe que as restrigoes (5.6)- (5.12) possuem dois objetivos. O primeiro é armazenar
o fluxo em cada arco. Esse fluxo é usado para calcular o custo variavel linear e o custo
nao-linear de congestionamento. O segundo objetivo é evitar subciclos ilegais. FEssas
restricoes eliminam a necessidade de se incluir um numero exponencial de restricoes de
ciclos presentes no modelo original do PCV [DFJ54].

Em relagao a tradicional formulagao de Dantzig, Fulkerson e Johnson [DFJ54], que é
limitada ao espaco das varidveis z;;, a inclusao das varidveis de fluxo f;;; e g;; aumenta de
forma polinomial o nimero de varidveis do problema. Ao invés de trabalhar com somente
uma varidvel bindria para cada arco (7, j), a formulagao (5.2)- (5.15) também opera com

| V 4 1| varidveis continuas para cada arco (i, 7).

5.3 Algoritmo de Benders

O método de particionamento de Benders [Ben62|, também chamado método de decom-
posicao de Benders, foi publicado em 1962 e foi inicialmente desenvolvido para resolver
problemas de programacao inteira mista. O sucesso computacional do método para resol-

ver modelos de projetos de sistema de distribuicao multiproduto de grande escala tem sido
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confirmado desde o artigo pioneiro de Geoffrion e Graves [GG74]. Florian et al.. [FGB76]
usaram decomposicao de Benders para solucionar problemas de escalonamento de loco-
motivas e Richardson [Ric76] aplicou o método para resolver problemas de roteamento de
rotas aéreas. Fisher e Jaikumar [FJ78] discutiram sobre as vantagens da utilizacdo do
algoritmo para roteamento de veiculos. Randazzo [RL01] cita que em [LRM98] o método
de particionamento de Benders foi empregado para resolver o problema de Local Access
Network Design e teve desempenho melhor que os algoritmos de Branch-and-Cut e Branch-
and-Bound. Randazzo e Luna também usaram Benders em [RLO1]. Sarubbi usou Benders
em [Sar03] e Miranda o usou em [Mir04]. Camargo [Cam07] utilizou esse método para
encontrar, com sucesso, solucoes exatas para instancias do problema de Eixo-Raio com
Atribuicao Multipla. Neste trabalho, é apresentada uma versao do método de Decom-

posicao de Benders Generalizado especializado para o modelo (5.2)-(5.15).

5.3.1 Manipulacao do Problema

O método de particionamento de Benders usa projecao como estratégia basica de mani-
pulagao do problema que é, entao, seguida pelas estratégias de dualizacao, linearizacao e
relaxacao [Ran01]. Do ponto de vista de programagdo matemética, é possivel conceber
uma projegao do modelo (5.2)-(5.15) no espago das varidveis topoldgicas =, que sao as
variaveis bindrias do problema. A projecao resulta no seguinte problema implicito a ser

resolvido no nivel superior:

arél)rg Z bijxi; + v(x) (5.16)
(1,5)€A

onde X = {x | para um z fixado existem fluxos vidveis satisfazendo (5.6)-(5.12)} e onde

v(x) é calculado pelo seguinte problema a ser resolvido no nivel inferior:

v(x) = min [7:5(gij) + Z cijkfizk) sujeito a (5.6) para um z fixado. (5.17)
f’QEG(i,j)eA kev
onde G = {(f,9)| f > 0.e g > 0 satisfazendo (5.7) — (5.11) e (5.13)}
A exigéncia da viabilidade dos fluxos relacionados com a varidvel topoldgica © € X
implica que o conjunto de arcos para os quais x;; = 1 forma um circuito com origem no
vértice 1 e destinado a todo vértice de demanda k € V. Além disso, nao existe necessidade

de outras restri¢oes vidveis no dominio da projecao (5.16), e a existéncia de um minimo no
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subproblema (5.17) é assegurada uma vez que se estd minimizando uma fungao convexa
em um espago Nao-vazio.

Uma vez que o subproblema tem uma fungao objetivo diferencidvel e convexa e res-
trigoes lineares, as condigoes de Karush-Kunh-Tucker sao necessarias e suficientes para ga-
rantir a otimalidade, e técnicas de dualiza¢ao podem ser usadas para esse problema [Geo72].
Com um vetor de variaveis duais associado a > 0, a idéia é dualizar o subproblema com
respeito as restrigoes de acoplamento (5.6). Uma vez que nao existe gap de dualidade, para

nenhum x € X, o valor 6timo do subproblema (5.17) pode ser dado por:

v(x) = max| min, [7ij(95) + > cin i) + Y i fign — diiy)] (5.18)
(4,5)€A keV keV
ou
=max D D —aupdizy + min D [rylgn) + D cufusdl  (5:19)
(i,j) €A kEV (i,5)€A kev

O problema completo (5.16) é entao equivalente a:

gg(l bijai; + max Z Z —Qjedpi; + n;é% [7i(9i5) + Z(Czjk + aijr) fijl]
(i,))€A (i,§)€A keV (i,)€A kev

(5.20)
ou, usando o fato que o supremo é o menor limite superior, o problema (5.2)-(5.15) é

equivalente ao problema mestre:

z,teX
(i,j)eA

sujeito a:

t> Y > —oyudiai; + min > [migi) + > (cin+ i) figr] ¥ a >0 (5.22)

(1.5)€A keV ( i,j)€A kev

O método de Decomposicao de Benders Generalizado resolve o problema (5.21)-(5.22)
pela estratégia de relaxagao, isto é, adotando algumas poucas restrigoes do tipo (5.22). Se

em um certo circuito h, o subproblema foi resolvido por um dado circuito 2" e um vetor
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6timo de multiplicadores o foi recuperado, entdo, de (5.20), o valor étimo v(z") ocorre

para o = o e é dado por:

v(a") == Y > aldial; + min (i3 (9i7) + D _(cign + o) fignl (5.23)

(ij)eA keV (i) €A keV

h

De (5.22) segue que, associado com «”*, existe a restri¢ao:

t>wv(") + Z Za?jkdk(x?j — Tij). (5.24)
(i,7)EA keV

No nivel inferior, o lado direito do problema primal (5.17) é dependente dos valores de z,
mas o conjunto de solucoes viaveis do problema dual correspondente é sempre o mesmo para
qualquer z fixado. Usando os pontos extremos gerados desse conjunto dual é possivel, no
nivel superior de cada ciclo de Benders, ter uma melhor subestimativa do custo operacional
relacionado ao circuito gerado pelas varidveis z [Ran01]. A idéia é escolher para cada ciclo
h uma solu¢io z" que minimize a soma do custo fixo conhecido > (i.j)eA b;jz;; mais a melhor
subestimativa conhecida do custo operacional relativo & topologia x". Sera analisado agora

o subproblema para prover mais detalhes das caracteristicas de implementagao.

5.3.2 Subproblemas

h a computacio do fluxo de custo minimo

Para um circuito fixo C*, associado com o vetor
t(z") pode ser separada em uma série de problemas triviais de fluxos em redes. Seja P&
o conjunto de arcos pertencentes ao caminho do vértice origem até o vértice de demanda
k, que foi definido pelo problema mestre do ciclo h na iteragao h. Para cada produto k é

preciso resolver o seguinte subproblema:

min E [Tij<gij)+§ Ciji fijk] (5.25)
g>0,f>0 4
(i,5)eA keV

sujeito as restrigdes de acoplamento do fluxo nos arcos (5.13) que sao:

Zfijk —0i; <0 V(i,j) € A

keV
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e as restrigoes (5.6)- (5.12) para um vetor binario fixado x = z".

Uma vez que 7;;(g;;) é uma funcdo crescente, as restri¢oes (5.13) sdo satisfeitas na
igualdade na solugao 6tima. Um fluxo tnico f;;r = dj pode ser associado para cada arco
pertencente ao caminho P’ do vértice origem 1 até o vértice de demanda k, resultando
em uma tnica solugao étima (", g") associada ao circuito 2. A construcao de um vetor
de multiplicadores 6timos associados pode ser realizada dualizando-se o subproblema com
respeito as restrigoes de acoplamento (5.13). Com as varidveis duais correspondentes 5 > 0,

o valor 6timo v(z") pode ser computado como:

v(2") = maxd(5) (5.26)

onde a fungao dual d(f) é avaliada induzindo a separabilidade natural de cada fluxo de

produtos,
d(B) = min > [r(g5) + Y ciwliarl + Y BO fir — 9i5) (5.27)

9>0,/>0
(ij)eA kev (ij)eA  keV

De forma que:

d(B) = kezv min (i%;A(Cijk + Bij) fisk + (i%;A ;212%(717 (9i3) — Bij95) (5.28)
onde cada f refere-se ao vetor de produtos k que é viavel nas restricoes correspondentes
(5.6) - (5.12) para z = z".

Observa-se que, para uma solugdo étima (f" ¢g") do problema primal (5.25), uma
solugdo 6tima associada 3" para o problema dual (5.26) deve minimizar, para cada g;; € A,

a correspondente parcela da fun¢ao Lagrangeana em (5.28), o que implica:

b= 71915 (5.29)

Como uma conseqiiéncia de fixar esse tinico vetor 6timo 3", é possivel agora determinar
em detalhes o par primal-dual para ser resolvido separadamente por cada produto k € V'

para qualquer z" dado.
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5.3.2.1 Subproblema primal para o produto k¥ quando x=z"

min Y (e + Bi) fli (5.30)
(i,5)€A
sujeito a fwk < dkx Vi,j, ke V,i#j (5.31)
Z fljl = —d (5.32)
JeV]i#1
o ()= —di  VEEV k#1 (5.33)
jeVl]ji#1

o flh= (5.34)

i€V |i#l
> (-l = di  VREV, k#£1 (5.35)
i,keV ik
SNt = 0 VikeVj#kk#1 (5.36)
i€V |i#j
he= 0 Vi keVi#) (5.37)

A tnica e trivial solugao para esse problema é:

ijk —

ﬁ_{@sﬂme%gﬁ,

0 caso contrario.

5.3.2.2 Subproblema dual para o produto k quando x=x"

O problema dual associado ao subproblema dado pela funcao objetivo (5.30) e pelas res-

trigoes (5.31)-(5.37) é

maX dk pkk plk Z ng zyk (538)
Pl (zg )EA
sujeito a ij —ph - a?jk < ¢k + ﬁfj, VkeV (5.39)

O problema dual tem muitas solugoes vidveis, ao contrario do problema primal que tem

somente uma tunica solucao trivial. Desde que =d;, > 0,VY(i,j) € P C C" tem-se

Z]k
pelo teorema da complementaridade de folga que:
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P;Lk — Pl — azhjk = Cykt @hjy V(i,j) € P, Cc C" (5.40)

de uma forma que é possivel construir, associada com a solucio primal z", a seguinte

solugao dual viavel.

Pl = 0, Vk eV, para o vértice origem 1, (5.41)
Pl = plh A+ e+ B, V(i j) € Pl c C, (5.42)
aly, = 0, V(i,j) e P} cC”, (5.43)
O‘?jk = P;Lk - P?k — Cijk — 6z'hju V(i,j) € A\Ch | P?k - P?k > Cijk + ihj7 (5.44)
alyy = 0, V(i,j) € A\NC" | ply — pli < coi + B, (5.45)

A avaliacao sistematica das variaveis duais com valores que tenham sentido econémico
é a chave para uma implementacao eficiente. As duas séries de variaveis duais podem
ser interpretadas como informagao de prego. Cada varidvel pft representa o prego de se
estabelecer a ligacao k(k € V) do vértice origem 1 até o vértice i (i € V') na iteragao
h (h=1,....,H). Por outro lado, cada varidvel a?jk informa para cada produto k o valor
de uma unidade adicional de capacidade no arco (i,7) € A. A varidvel dual a?jk avalia para
o produto £ a maxima reducao no custo operacional que pode ser obtida com a inclusao
do arco (i,7) na solu¢do. No caso de sistemas de transporte a variavel a?jk também pode
ser entendida como a taxa a ser paga com o uso do arco (i,j) com o intuito de manter os
agentes de distribui¢ao sem lucro. Observe que a solugao dual em (5.39) representa pregos
espaciais nos quais nao existe lucro para nenhum dos agentes que pagam o custo c;;, para

transportar o produto k através do arco(7, j) [RLO1].

5.3.3 Problema Mestre

O objetivo do Problema Mestre é gerar um circuito C* a cada iteracdo h. Na primeira
iteragao nenhum corte de Benders esta disponivel e a solucao do problema mestre é a
solucao do PCV para esse problema.

Como citado anteriormente, as varidveis f;;; presentes no modelo sao responsaveis por
construir o custo varidvel e também para evitar subciclos ilegais. Essas variaveis sao

usadas no subproblema, mas como inexistem no problema mestre, é preciso outra forma
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para evitar subciclos ilegais. Para isso sao adicionadas as variaveis ¥;; ao problema Mestre.
Essas varidveis, assim como as varidveis g;; no modelo original, representam o fluxo global
que passa através de um arco (i, 7).

O modelo matematico do problema mestre é constituido pela seguinte funcao objetivo.

(i,5)€A

sujeito as restrigoes (5.3),(5.4), (5.5) e pelas restrigoes

- Y = - de VkeV (5:47)
jEV]i#L eV
> ouw— > wy= 1 Vk eV (5.48)
i€V itk k,jeV k)
vi; < Cijay; Vi,j e Vii#j (5.49)

e pelo corte de Benders:

t > v(a") + Z Z(a?jkdkazij) h=1,.,H (5.51)
i,jEV|ij keV

O parametro h é um contador de ciclos que indica o nimero de cortes de Benders que
foram usados até o momento. Para um dado par h e k, o valor correspondente do lado
direito das restrigoes (5.51) prové um limite inferior no custo do fluxo que deixa o vértice
de origem para o vértice de demanda k. A varidvel ¢ que aparece na funcao objetivo (5.46)

é o melhor limite inferior conhecido do custo operacional.
Devido ao sucesso das varidveis p;;, definindo a ordem j de visitacao do vértice ¢, vide

secao (4.4), é possivel adicionar o seguinte conjunto de restri¢goes ao modelo original para
o PCVMC:
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> pi= 1 VjievV (5.52)

eV
> pij= 1 VieV (5.53)
JjeEV
P = 1 (5.54)
Dij = 0 Vi,j eV (5.55)
Z fije = (n—1l+p; VieV (5.56)
kjEV i =1
Yo fu= NU-Upn  VkeVik#1 (5.57)
i,jEV]ij =1

Mesmo se as restrigoes acima fossem adicionadas ao modelo do PCVMC (5.2)-(5.15),
elas somente seriam usadas no Problema Mestre de Benders. Esse é o motivo pelo qual elas
sao apresentadas nesta secao. Testaram-se essas restrigoes acrescentando-as ao Problema
Mestre e, ao contrario do que era esperado, elas tornaram o Problema Mestre ainda mais
dificil de ser resolvido pelo CPLEX. A dificuldade esta associada as restri¢oes (5.49), pois
quando essas foram retiradas, o Problema Mestre foi resolvido mais rapidamente, apesar
de gerar circuitos Hamiltonianos sem respeitar a capacidade dos arcos. Por esse motivo,
isto é, pela necessidade de incluir as restri¢oes (5.49) no Problema Mestre e a dificuldade de
resolvé-lo quando as restrigoes (5.52)-(5.57) sao adicionadas no Problema Mestre, optou-se

por nao utiliza-las.

5.3.4 Algoritmo

A seguir é apresentada a implementacao do método de decomposicao de Benders. Os

passos do algoritmo sao os seguintes.

1. Encontre a solucao de relaxagao linear para o modelo (5.2)-(5.15) atribuindo zero ao

custo de congestionamento. Armazene essa solu¢ao em SL.

2. Inicialize o Limite Inferior LI = +oc. Resolva o problema inicial composto pela
fungao objetivo (5.46) e pelas restrigdes (5.3)-(5.5) e (5.47)-(5.50). A resposta re-
presenta a solugao do PCV para o problema. Esse valor, adicionado com o valor da
solugdo do subproblema representado pela func¢ao objetivo (5.30) e pelas restrigoes

(5.31)-(5.37) e calculado por um algoritmo em C++, gera o primeiro Limite Superior
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LS para o problema. Se LS — LI < € entao pare. Caso contrario, calcule as variaveis
duais usando as expressoes (5.41)-(5.45). Adicione o corte de Benders (5.51) no pro-
blema mestre. Inicialize o contador de ciclos com zero e, se LI < SL, entao adicione

um novo corte

t>SL— LI (5.58)

3. Resolva o problema mestre, pelo resolvedor CPLEX, composto pela funcao objetivo
(5.46), pelas restrigdes (5.3)-(5.5) e (5.47)-(5.50), pelo corte de Benders (5.51) e, caso
exista, pelo corte (5.58). Este tltimo s6 pode ser adicionado na primeira iteragao do
algoritmo. A solucao desse modelo modificado gera um novo Limite Inferior LI para

o problema.

4. Resolva os subproblemas pelo algoritmo encontrando todos os fluxos. Um novo valor
do limite superior LS é calculado. Esse LS é a adicao do limite inferior com a soma
de todos os custos dos fluxos calculados nos subproblemas. Se esse valor é menor
que o limite superior corrente, entao o limite superior é atualizado. Se LS — LI < ¢,
entao pare. Calcule as varidveis duais usando as expressoes (5.41)-(5.45). Adicione
o corte de Benders (5.51) ao problema mestre. Adicione uma unidade ao contador

de iteracoes h. Va para o passo 3.

5.4 Resultados Computacionais

Os testes foram executados em um Pentium IV com 2.4 GHz e 1 Gbyte de memoéria
RAM. Foi utilizado o sistema operacional Linux. O algoritmo de decomposigao de Benders
Generalizado foi implementado em C++ usando-se a biblioteca Concert Technology 2.0 do
CPLEX 9.0. O limite de tempo total do algoritmo foi de 7200 segundos.

O campo | V | da Tabela (5.1) representa o numero de vértices do grafo usado
como base. O campo Max Custo Fizo é um numero inteiro que representa 0 maximo
custo b;; para a respectiva instancia. O custo fixo minimo para essa instancia ¢ igual a
(Maz Custo Fizo/2)+1. Isto é, os valores de b;; relacionados ao custo de se estabelecer a
ligagdo entre os pares de vértices estdo compreendidos entre ((Max Custo Fizo/2) 4+ 1) e
Maz Custo Fizo assegurando assim a satisfacao da propriedade de desigualdade triangular.
Cada vértice k € V possui uma demanda entre 1 e o valor do parametro Maz Demanda

que varia entre 5 e 20 unidades. A origem tem demanda igual a 1 representando o operador
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logistico que deve retornar a origem. Todas as demandas sao inteiras. O custo variavel
linear ¢;;; de transportar o produto k pelo arco (i, j) é calculado utilizando-se o custo fixo

e outros parametros adicionais. Cada c;;;, ¢ calculado pela seguinte expressao:

Cijk = fz’j * TNk

O parametro ;; representa uma relacao pseudo-aleatéria entre o custo de transporte
dos produtos transportados no arco (i,j) e o valor de b;;. Esse parametro é igual para
todos os produtos trafegando em um determinado arco, mas pode variar de um arco para
outro. Quanto melhores forem as condicoes de um determinado arco, menor sera o valor do
parametro £ correspondente. Esse parametro varia entre 0.5% e 2% do custo fixo b;;. Cada
vértice tem um parametro 7, escolhido aleatoriamente entre 0.5 e 1.5. Para cada vértice
um tipo especifico de produtos deve ser entregue. O valor de 7 representa o valor relativo
do produto, onde um 7, maior representa um produto mais valioso ou um produto perecivel
que precisa ser entregue mais rapidamente no vértice k. No PCVMC, o 7, pode diferenciar
clientes ao invés de produtos. Mesmo que os produtos associados a dois clientes tenham o
mesmo valor agregado, um cliente pode ter uma prioridade maior de entrega impactando
no valor do 7 correspondente. Todas as instancias estao associadas a grafos completos
e sao assimétricas. Para cada classe de valor de n, dez instancias pseudo-aleatoérias sao
criadas.

A principal dificuldade nessa fase do trabalho é que nao estao disponiveis métodos
populares para se resolver problemas de programacao nao-linear mista. Essa caracteristica
faz com que métodos de comparacao sejam dificeis de se obter. Decidiu-se entao analisar as
versoes linear e nao-linear para efeitos de comparacao. A versao linear foi obtida forcando-
se o custo de congestionamento para zero. Através do seguinte exercicio é possivel mostrar

as diferencas entre as solugoes linear e nao-linear.

Ommonaolinear - Ot@molinear

Gap Nlinear geral = 100( ) (5.59)

Otimonaotinear

Os resultados sdo mostrados na Tabela (5.2). O campo Gap Nao-Linear(%) mostra o
valor calculado na expressao (5.59), isto é, o valor do gap nao-linear. Outra medida de
comparagao é representada pelo campo L/NL. Essa relacdo mostra, para a solu¢ao étima,
quanto representa a parte linear e quanto representa a parte nao-linear da solugao. Essa

relagao é calculada por:
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Tabela 5.1: Instancias geradas para o PCVMC

Problema |V| Max Custo Max 13
Fixo Demanda
P5A 5 100 100 6
P8A 8 500 500 20
P10A 10 500 10 5
P10B 10 500 10 10
P10C 10 1000 10 5
P10D 10 1000 10 10
PI10E 10 500 15 6
P10F 10 1000 15 15
P12A 12 10000 10 5
P12B 12 5000 10 5
P12C 12 1000 10 5
P12D 12 1000 10 8
P12E 12 1000 8 8
P12F 12 1000 15 5
P14A 14 10000 10 5
P14B 14 10000 7 7
P14C 14 10000 7 12
P14D 14 10000 7 10
P14E 14 10000 10 7
P16A 16 10000 ) 5
P16B 16 10000 8 5
P20A 20 10000 3 5
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Tabela 5.2: Resultados PCVMC

Problema L/NL Gap CF/CV  Benders Benders Benders Ciclo Ciclo
Nao-Linear Ciclos Tempo Gap Otimo Otimo
(%) (%) (s) (%) Tempo (s)
P5A 64.52 64.52 0.49 4 0.04 0 1 0.001
P8A 15.42 20.60 4.27 45 29.22 0 17 4.10
P10A 9.65 13.61 8.66 78 286.64 0 70 197.23
P10B 12.20 13.49 5.85 99 520.94 0 63 156.23
P10C 6.44 7.75 13.49 30 23.84 0 4 0.45
P10D 5.77 11.87 11.49 237 7237.95 0.38 - -
P10E 10.36 17.28 7.15 98 894.01 0 32 75.79
P10F 4.79 6.64 10.13 134 366.81 0 84 107.85
P12A 0.87 0.87 46.73 6 1.97 0 1 0.15
P12B 2.76 3.68 25.77 36 94.07 0 2 0.34
P12C 6.78 6.78 12.44 46 113.91 0 1 0.06
P12D 5.54 10.53 11.95 129 7248.38 2.51 - -
P12E 12.39 16.39 6.34 116 7336.90 4.68 - -
P12F 6.35 11.31 11.67 224 7303.71 0.53 - -
P14A 1.34 2.20 32.92 25 101.10 0 8 2.24
P14B 0.84 1.31 53.06 10 5.29 0 2 0.34
P14C 2.35 2.35 19.83 86 1131.70 0 1 0.84
P14D 0.76 1.40 30.26 112 1843.32 0 12 22.41
P14E 2.20 2.85 21.62 95 787.54 0 7 2.10
P16A 5.67 6.81 14.75 128 7353.18 2.31 - -
P16B 1.92 1.92 30.34 96 1955.14 0 1 1.05
P20A 1.24 1.78 48.34 27 65.14 0 2 0.56

OtimOnaolinear - Parcelalinear

L/NL = 100( ) (5.60)

Otimonaolinear
onde Parcelajyeqr corresponde a soma de todos os custos lineares.
Outro parametro de comparacao na Tabela (5.2) é o campo CF/CV. CF representa
o custo fixo e CV representa o custo varidavel. O custo variavel é a soma do custo de se
transportar os produtos pelos arcos e do custo nao-linear. O parametro mostra a relagao
entre o CF e o CV, isto é, quantas vezes o custo fixo é maior que o custo variavel.
Os campos Ciclos Benders, Benders tempo (s) e Benders Gap (%) mostram, respec-
tivamente, o ntimero dos ciclos de Benders, o tempo (segundos) e o gap do algoritmo de
Benders.

O Gap do algoritmo de Benders é calculado por:

LS

Benders Gap = IOO(ﬁ)

(5.61)

O campo Ciclo Otimo mostra o nimero de ciclos de Benders que o algoritmo usa para
encontrar a solucdo 6tima. E, finalmente, o campo Ciclo Otimo Tempo (s) mostra o tempo,

em segundos, que o algoritmo necessita para encontrar a solucao étima.
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5.5 Analise dos Resultados

Foram realizados 22 experimentos com grafos completos e resolvidos problemas de até 20
vértices. Em 5 dessas instancias nao foi encontrada a solugao étima no tempo estipulado,
mas em todos os casos é sabido que a solucao 6tima nao estd mais de 5% da solucao
encontrada.

Para problemas de mesmo tamanho e mesmo valor £, como P12A, P12B e P12C.
notou-se que quanto maior é o campo Mazx fized cost mais facil se torna para o algoritmo
de Benders encontrar a solucao 6tima.

Outra andlise foi feita no campo CF/CV. Quanto maior for essa relagdo entre o custo
fixo e os custos variaveis, mais facilmente o algoritmo resolve a instancia. Isso acontece
pois se o custo variavel for eliminado tem-se o Problema do Caixeiro Viajante. Como o
PCV é mais facil que o Problema de Minima Laténcia e que o Problema de Um Veiculo de
Entrega (veja se¢@o (3.2)), quanto mais proxima for a instancia do PCV, mais fécil serd
para resolvé-la. Por outro lado, quanto menor for a relagao CF/CV, mais dificil serd para
resolve-la. Nas 22 instancias presentes neste capitulo, somente na primeira, a menor, o
custo variavel é maior que o custo fixo. No maior problema, P20A; o custo fixo é 48.34
vezes superior a soma dos custos variaveis. Foi notado que para instancias maiores é dificil
resolvé-las se o CF/CV for pequeno. Isso explica o porqué de serem criados problemas
de dificuldades diferentes para instancias de tamanhos diferentes. Quanto menores forem
os campos Maxz Demand e &, a instancia vai se tornando mais facil. Isso acontece porque
em cada arco uma parcela do custo variavel é multiplicada pelo niimero de produtos que
trafegam através desse arco.

Outra analise que foi realizada diz respeito ao campo Ciclo Otimo. Na maioria das
instancias, Benders encontrou a solugao 6tima em poucos ciclos, mas na sua maioria nao
foi possivel provar essa otimalidade rapidamente. Em 5 instancias Benders encontrou a
solugao 6tima no primeiro ciclo de Benders. Nesse caso, a solu¢ao do problema é a solugao
do PCV. Apesar de os custos serem diferentes dos custos do PCV, os arcos escolhidos na
solugao sao os mesmos que seriam escolhidos caso fosse resolvido o PCV classico para essa
instancia.

Outros pontos de comparacao sao os campos L/NL e Gap Nao-linear. Na Tabela
(5.2) é possivel ver que na maioria das instancias a parcela nao-linear, L/LN, nao é muito
significativa. Além disso, quando o L/LN e o Gap Nao-linear sdo iguais, isso significa
que o custo variavel (linear e nao-linear) nao é importante. Nesse caso a solugao 6tima foi

encontrada no primeiro ciclo de Benders e é a solu¢ao do PCV.
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5.6 Conclusao

Neste capitulo é introduzido um problema baseado no PCVM, chamado de Problema do
Caixeiro Viajante Multiproduto Congestionado. Para esse problema um modelo e um
algoritmo exato foram apresentados. O objetivo desse novo problema é encontrar um
circuito Hamiltoniano em uma rede com trés custos diferentes. O primeiro custo é o custo
fixo de percorrer um arco com o veiculo vazio. O segundo custo, o custo variavel linear,
esta relacionado a quantidade e ao tipo dos produtos que passam pelo arco. Cada tipo
de produto pode ter um custo variavel diferente. E o terceiro custo é o custo nao-linear
que mede o congestionamento na rede. Esse custo é medido usando-se como base a funcao
de Kleinrock através das seguintes informacgoes: a capacidade do arco e o fluxo total que
passa por esse arco.

Também foi mostrado que o PCVMC é um problema mais geral que engloba tanto
o Problema do Caixeiro Viajante Multiproduto, O Problema de Um Veiculo de Entrega,
o Problema de Minima Laténcia e, também, o Problema do Caixeiro Viajante classico.
Também foram mostradas as similiaridades entre o PCVMC e outros problemas de projeto
nao-lineares.

Para o PCVMC foram resolvidos, de forma 6tima, problemas de 20 vértices usando-se
um algoritmo baseado no Método de Benders Generalizado. Foi notado que quanto maior
o custo fixo mais facil torna-se para resolver o problema usando-se o algoritmo de Benders.
Além disso, foi realizada uma anélise dos gaps e mostrada a influéncia dos custos na solugao

4tima.
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Capitulo 6
Conclusao

O principal objetivo deste trabalho foi apresentar e resolver, de forma exata, variacoes mais
abrangentes do Problema do Caixeiro Viajante (PCV) classico [DFJ54] [NW88] [ABCCO06].
O PCV ¢é um problema muito estudado mas possui uma estrutura de custo que privilegia
somente o operador logistico responsavel pelas entregas e, conseqiientemente, o dono do
veiculo ou da empresa transportadora. Nesta tese foram resolvidos, de forma exata, quatro
problemas variantes do PCV. Esses problemas apresentam uma estrutura de custo mais
geral e mais bem utilizdvel para aplicacoes reais. Neles, o objetivo nao é somente mini-
mizar o custo de um unico operador logistico, mas, também, privilegiar os clientes com
demandas de produtos mais valiosos ou clientes mais importantes, tentando maximizar a
satisfacao dos mesmos. Esses objetivos conflitantes de minimizar o custo operacional e
maximizar a satisfacao dos clientes sao modelados através de problemas em que o custo da
carga transportada também é um fator importante no calculo do custo total, influenciando
diretamente na ordem de visitagao dos vértices.

O primeiro problema estudado foi o Problema de Minima Laténcia (PML). Para ele
foram apresentados trés conjuntos de formulagoes. O primeiro, baseado em conservacao de
fluxo, o segundo, baseado no Problema Quadrético de Atribuicao (PQA), e o terceiro, ba-
seado no Problema do Caminho Minimo. Com esses modelos foi possivel resolver instancias
aleatorias e assimétricas de até 80 vértices, algo nunca apresentado antes na literatura. Foi
possivel também, resolver, de forma exata, instancias no PML baseadas em instancias do
PQA de até 150 vértices. Resultados exatos para instancias do PML de 150 vértices, pelo
que se sabe, nunca tinham sido apresentados anteriormente. Essas instancias baseadas no
PQA foram resolvidas, no 6timo, utilizando-se a combinacgao de limites de programacao

linear muito fortes e de uma heuristica GRASP especializada para o PML. Os limites de
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programacao linear das formulacoes apresentadas se mostraram extremamente fortes. Eles
estiveram aproximadamente a 1.5% do 6timo até para instancias de 80 vértices. Além disso,
esses limites foram resolvidos em poucos segundos pelo método da Barreira implementado
no resolvedor CPLEX. A heuristica GRASP, apresentada na se¢ao (2.7), também ofereceu
resultados muito expressivos. Com ela conseguiu-se achar o 6timo inteiro para a maioria
das instancias testadas. Além disso, quando esse 6timo nao foi encontrado, a solucao en-
contrada pelo algoritmo GRASP ficou a menos de 2% do étimo até para instancias de 60
vértices. Esse resultado é melhor que todos os resultados heuristicos ja apresentados para
o PML. O limite superior calculado pela heuristica GRASP também auxiliou o CPLEX a
encontrar a solucao 6tima mais rapidamente. Notou-se que nem sempre é melhor utilizar o
limite oriundo do algoritmo GRASP como primeiro limite superior para o CPLEX. Quando
o primeiro limite superior calculado pelo CPLEX é melhor que o limite calculado pelo algo-
ritmo GRASP, utilizar o limite superior calculado por esse algoritmo torna o CPLEX mais
lento. E notéria também a importancia de se utilizar parametros do CPLEX adequados
para resolver cada tipo de instancia e para cada formulacao.

O segundo problema estudado é uma generalizacao do PML e é conhecido como o
Problema de Um Veiculo de Entrega (PUVE). Para o PUVE, foram apresentados dois
conjuntos de formulacgoes. O primeiro baseado em conservacao de fluxo e o segundo ba-
seado no modelo de Bianco et al. [BMT89]. Encontrou-se, também, um possivel erro
no modelo apresentado no trabalho de Bianco et al. [BM'89]. Esse erro foi resolvido
adicionando-se restricoes ao modelo original que tornou o limite de programacao do novo
modelo mais justo para algumas instancias. Os gaps de programacao linear ficaram, em
média, sempre menores que 3%. A heuristica apresentada no capitulo sobre o PML foi alte-
rada para resolver instancias do PUVE e também apresentou resultados muito expressivos,
chegando, no méaximo, a 2.21% do 6timo para instancias de 50 vértices. Esse resultado é
mais significativo que o de Bianco et al. [BM*89] que conseguiram resultados a 9.1% do
otimo, em média, para instancias de 50 vértices. Da mesma forma que no PML, quando
esse limite superior, encontrado pela heuristica, foi passado como primeiro limite superior
para o CPLEX, esse se tornou ainda mais rapido. Além disso, no PUVE, a melhora foi
ainda mais significativa que a melhora no PML. As consideragoes sobre quando usar o limite
superior oriundo do GRASP e a importancia de se adequar os parametros do resolvedor
CPLEX, validas para o PML, sao também validas para o PUVE.

O terceiro problema estudado é uma generalizagao do PUVE e foi chamado de Pro-

blema do Caixeiro Viajante Multiproduto (PCVM). Para esse problema foi apresentada
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uma formulacao de fluxos M, e nessa formulacao foram adicionadas variaveis e restrigoes,
criando-se a formulacao M2, com o intuito de melhorar o tempo de computacao e também
melhorar os gaps de relaxacao linear. No primeiro modelo, o modelo M, esses gaps estavam
perto dos 8% e chegaram, com o acrescido de restricoes adicionais, modelo M2, perto de
1%. Foram propostas trés versoes de um algoritmo Cut-and-Branch especializado para o
PCVM. Esse algoritmo de cortes é baseado na Decomposi¢ao de Benders. O intuito desse
algoritmo ¢é utilizar as restrigoes adicionais - as que melhoram o limite de programacao li-
near - para criar cortes que tornam a formulagao M tao forte quanto a formulacao M2, mas
com os numeros de variaveis e restrigoes proximos ao do modelo M. As trés versoes do al-
goritmo Cut-and-Branch se mostraram muito competitivas em comparacao com o CPLEX
monolitico. A tdltima versao, a multicorte, conseguiu diminuicoes drasticas no esfor¢o com-
putacional. Para todas as versoes do algoritmo Cut-and-Branch, a fase de projecao, isto
é, a fase de geracao de cortes, mostrou-se muito cara. Em compensacao, o esforco na
fase seguinte, isto é, o tempo computacional da enumeracao, foi menor quando comparado
com a versao monolitica do CPLEX. Para o PCVM também foi proposto um algoritmo
Lagrangeano que apresentou resultados muito satisfatorios para instancias acima de 90
vértices. Para essas instancias nem o CPLEX, nem o algoritmo Lagrangeano conseguiram
provar a otimalidade de nenhuma instancia testada. Entretanto, o algoritmo Lagrangeano
conseguiu limites inferiores e superiores que o resolvedor CPLEX nao conseguiu. Para as
instancias de mais de 120 vértices, o CPLEX abortou por falta de memoria e o algoritmo
Lagrangeano conseguiu encontrar limites razoaveis.

O quarto e tultimo problema estudado nesta tese é o Problema do Caixeiro Viajante
Multiproduto Congestionado (PCVMC). Esse problema é uma generalizacao do PCVM
que acrescenta custos de congestionamento nao-lineares nos arcos. Para o PCVMC foi
apresentada uma formulacao de programagao nao-linear inteira mista. Essa formulagao
devidamente parametrizada pode resolver, de forma exata, quaisquer problemas dentre
aqueles que foram apresentados nesta tese. Dessa forma, tem-se um problema mais geral
que engloba tanto o PCVM, quanto o PUVE, quanto o PML. Para resolver o PCVMC
foi proposto um algoritmo baseado no método de particionamento de Benders [Ben62].
Esse algoritmo conseguiu resultados exatos para instancias de até 20 vértices. Para esse
problema mostrou-se a relevancia dos custos variaveis, linear e nao-linear, no tempo de
solucao do 6timo inteiro pelo algoritmo de Benders. Instancias do PCVMC, com um custo
fixo maior, isto é, mais préximas do PCV, conseguiram resultados mais rapidos quando

comparadas as instancias com um custo variavel maior, mais proximas do PUVE.
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Como trabalhos futuros é possivel sugerir:

e Implementagdo de um algoritmo Cut-and-Branch, baseado na formulacao (2.23)-
(2.40) para o PML e na formulagao (2.23)-(2.40) para o PUVE, da mesma forma
que foi apresentado o algoritmo Cut-and-Branch para o Problema do Caixeiro Via-

jante Multiproduto, vide sec¢ao (4.5).

e Implementacao de um algoritmo Branch-and-Cut para o PCVM. Nesse algoritmo, os
cortes gerados pela projegao das variaveis p;; poderiam ser colocados e/ou retirados
de todos os nés da arvore de Branch-and-Bound a qualquer momento, como sugerido
por Balas [BB83].

e Estudar o impacto de cada Busca Local e do método de Path-Relinking no resultado
obtido pela heuristica e no tempo de computacao do GRASP. Esse estudo pode ser
feito tanto no algoritmo GRASP do problema de Minima Laténcia, como no algoritmo

GRASP presente no capitulo do Problema de Um Veiculo de Entrega.

e Analisar o melhor valor para o conjunto de parametros Qinicial € O finq para a heuristica

GRASP.

e Implementacao de um GRASP Reativo baseado no algoritmo GRASP ja implemen-
tado.

e Analisar o desempenho do CPLEX, para as formulacoes associadas ao PML e ao
PUVE quando é passado para os mesmos um limite superior nao tao justo. Isto é,
sera que diminuir o tempo de execugao da heuristica GRASP, gerando um limite
superior nao tao perto do 6timo, irda prejudicar o procedimento de enumeragao do
CPLEX? Até que ponto é importante perder tempo com a execugao da heuristica em
prol do método de Branch-and-Bound do CPLEX?

e Apresentar uma versao multicorte do algoritmo de Benders para o PCVMC.

e Mudar o modelo do PCVMC para que este trabalhe com um circuito bidimencional

com expansao de capacidades, da mesma forma que [Mir04].
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Apeéendice A

Problema de Minima Laténcia

A.1 Introducao

Este apéndice tem como objetivo mostrar de uma forma mais detalhada os resultados
das instancias do Problema de Minima Laténcia (PML) apresentadas anteriormente. No
capitulo 2 foram apresentadas sempre as médias para as dez instancias de cada conjunto.
Neste apéndice sao apresentados os tempos e os gaps para cada instancia, usando cada

uma das formulagoes analisadas.

A.2 Formulacoes Fluxo

Nesta secao sao apresentados os resultados comparando as 4 formulacoes de fluxo apresen-
tadas na segao (2.4). A formulagao F1_ PML é a formulacao uniproduto sem as varidveis
p, (2.9)-(2.17). A formulagdo F2_ PML ¢é a formulacdo uniproduto com as varidveis p,
(2.9)-(2.22). A formulagdo F3_PML ¢é a formula¢do multiproduto sem as varidveis p,
(2.23)-(2.34); e a formulagao F4_ PML é a formulagao multiproduto com as varidveis p,
(2.23)-(2.40).

As Tabelas (A.1)-(A.6) possuem os seguintes campos: Problema, apresenta o nome da
instancia; campos Gap RL F1_PML (%), Gap RL F2_.PML (%), Gap RL F3_PML (%),
Gap RL F4_PML (%), apresentam o gap de relaxagao linear de cada instancia e para cada
formulagao apresentada; campos Tempo (s) Otimo F1_PML, Tempo (s) Otimo F2_PML,
Tempo (s) Otimo F3-PML, Tempo (s) Otimo F/_PML, apresentam o tempo, em segundos,

que cada formulagao levou para provar a otimalidade da instancia.
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Tabela A.1: Comparacao de Modelos do PML Formulagoes Uniproduto e Multiproduto-

Instancias 10

Problema | Gap RL  Tempo (s) | Gap RL  Tempo (s) | Gap RL  Tempo (s) | Gap RL  Tempo (s)
F1_PML Otimo F2_PML Otimo F3_PML Otimo F4_PML Otimo

(%) F1_PML (%) F2_PML (%) F3_PML (%) F4_PML
P10-1 10.83 0.07 3.36 0.11 0.00 0.08 0.00 0.09
P10-2 12.65 0.1 10.50 0.14 1.90 0.26 0.00 0.08
P10-3 27.82 0.36 19.43 0.43 8.55 1.47 0.00 0.11
P10-4 19.08 0.09 2.38 0.08 2.51 0.56 0.00 0.08
P10-5 29.16 0.51 14.04 0.29 7.55 1.26 0.00 0.1
P10-6 28.84 0.62 19.55 0.46 15.03 1.62 3.03 1.38
P10-7 23.43 0.46 14.40 0.29 3.44 1.09 0.00 0.09
P10-8 18.53 0.35 10.91 0.38 3.75 1.14 0.00 0.1
P10-9 25.87 0.21 14.15 0.17 4.51 1.12 0.00 0.09
P10-10 13.41 0.14 7.32 0.12 0.51 0.13 0.00 0.08
Média 20.96 0.29 11.60 0.24 4.77 0.87 0.30 0.22

Tabela A.2: Comparacao de Modelos do PML Formulagoes Uniproduto e Multiproduto-

Instancias 12

Problema | Gap RL  Tempo (s) | Gap RL  Tempo (s) | Gap RL  Tempo (s) | Gap RL  Tempo (s)
F1_.PML Otimo F2_PML Otimo F3_PML Otimo F4 PML Otimo

(%) F1_PML (%) F2_PML (%) F3_PML (%) F4_PML
P12-1 12.90 0.48 16.04 0.51 6.18 3.06 0.00 0.2
P12-2 14.91 0.54 6.87 0.32 2.54 2.04 0.00 0.16
P12-3 17.49 0.73 12.86 0.66 1.60 1.43 0.00 0.18
P12-4 26.77 1.02 13.38 1.1 11.32 4.98 0.78 0.5
P12-5 17.91 0.71 9.20 0.6 7.22 4.4 0.00 0.18
P12-6 13.39 0.62 10.05 0.44 3.21 3.21 0.00 0.19
P12-7 8.45 0.26 5.45 0.18 0.56 0.77 0.00 0.18
P12-8 22.32 0.44 16.83 0.59 5.93 2.03 0.00 0.21
P12-9 14.24 0.29 9.55 0.47 5.56 2.47 0.00 0.21
P12-10 21.19 0.34 13.01 0.37 7.34 2.18 0.00 0.21
Média 16.96 0.54 11.32 0.52 5.14 2.67 0.08 0.22
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Tabela A.3: Comparacao de Modelos do PML Formulagoes Uniproduto e Multiproduto-

Instancias 15

Problema | Gap RL  Tempo (s) | Gap RL  Tempo (s) | Gap RL  Tempo (s) | Gap RL  Tempo (s)
F1_PML Otimo F2_PML Otimo F3_PML Otimo F4_PML Otimo
(%) F1_PML (%) F2_PML (%) F3_PML (%) F4_PML
P15-1 21.67 5.07 12.22 1.10 6.14 11.02 0.00 0.49
P15-2 27.22 8.54 18.19 1.23 10.65 23.75 0.00 0.51
P15-3 33.97 25.53 13.28 1.91 13.43 65.12 0.00 0.45
P15-4 25.10 15.75 9.29 0.97 9.61 17.05 0.00 0.49
P15-5 14.81 5.98 8.17 0.69 2.49 7.56 0.00 0.47
P15-6 12.15 6.41 7.10 2.44 4.84 11.04 0.00 0.5
P15-7 18.11 12.87 6.30 0.51 3.34 5.82 0.00 0.5
P15-8 18.93 16.51 14.49 3.65 9.19 23.88 0.31 6.75
P15-9 20.20 17.82 14.39 1.43 6.44 20.41 1.03 9.29
P15-10 26.58 19.85 14.72 1.67 14.54 53.15 0.98 10.89
Média 21.87 13.43 11.82 1.56 8.07 23.28 0.23 3.04

Tabela A.4: Comparacao de Modelos do PML Formulagoes Uniproduto e Multiproduto-

Instancias 20

Problema | Gap RL  Tempo (s) | Gap RL  Tempo (s) | Gap RL  Tempo (s) | Gap RL  Tempo (s)
F1_.PML Otimo F2_PML Otimo F3_PML Otimo F4 PML Otimo
(%) F1_PML (%) F2_PML (%) F3_PML (%) F4_PML
P20-1 22.75 2515.48 15.48 8.68 12.27 440.54 2.25 72.99
P20-2 29.82 3794.96 18.73 12.82 14.65 1234.38 0.00 2.46
P20-3 15.17 122.44 10.81 12.66 9.22 354.25 0.00 2.19
P20-4 18.70 683.84 15.38 11.32 13.31 3026.31 0.00 2.21
P20-5 25.44 18589.03 16.56 20.31 9.45 471.9 0.77 34.82
P20-6 20.08 117.06 10.64 7.13 7.20 345.96 1.01 43.8
P20-7 13.71 318.5 10.26 21.74 12.45 1062.6 1.12 46.43
P20-8 25.05 628.05 16.13 9.31 12.68 1553.82 0.00 2.59
P20-9 25.38 1679.29 14.17 15.71 3.54 20.05 0.00 1.91
P20-10 14.88 3.44 7.79 2.45 1.85 22.00 0.00 2.17
Média 21.79 3160.96 13.60 12.21 9.66 853.18 0.52 21.15
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Tabela A.5: Comparacao de Modelos do PML Formulagées Uniproduto e Multiproduto-

Instancias 25

Problema | Gap RL  Tempo (s) | Gap RL  Tempo (s) | Gap RL  Tempo (s) | Gap RL  Tempo (s)
F1_PML Otimo F2_PML Otimo F3_PML Otimo F4_PML Otimo
(%) F1_PML (%) F2_PML (%) F3_PML (%) F4_PML
P20-5 ok ok k ok ok ok ok kokok ok kokok ok ook ok kok ok 2.74 157.48
P20-7 Hok ok ok Hok ok ok ok koK ok kokok ok ook ok kok ok 0.00 5.75

Tabela A.6: Comparacao de Modelos do PML Formulagoes Uniproduto e Multiproduto-

Instancias 30

Problema | Gap RL  Tempo (s) | Gap RL  Tempo (s) | Gap RL  Tempo (s) | Gap RL  Tempo (s)
F1_PML Otimo F2_PML Otimo F3_PML Otimo F4_PML Otimo

(%) F1_PML (%) F2_PML (%) F3_PML (%) F4_PML
P20-1 FRAFF FREFE FRFEK FRFEK FREEK FREFK 1.23 £04.44
P20-2 ko osksk kok ko sk kokskok sk skkoskok ok skkoskokok skskookokk 2.08 1253.55
P20-3 sk kot ok koK Kok koK Hokkokok Hokkok ok 4.14 1218.94
P20-8 ok ok k ok ok ok ok kokok ok kokok ok sk okok ok kok ok 1.36 1194.57
P20-10 Hok ok k Hok ok ok ok koK ok kokok ok kokok ok kok ok 1.11 562.45
Média FEAFF FREFF FRFEK FRFEK FREFK FREFF 214 1355.13
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Tabela A.7: Comparagao de Modelos do PML Baseados no PQA- Instancias 10

Problema | Otimo Limite Gap RL  Tempo (s) Tempo (s) Limite Gap RL  Tempo (s) Tempo (s)
Inferior M1_PML RL Otimo Inferior M2_PML RL Otimo
M1_PML (%) M1_PML M1_PML M2_PML (%) M2_PML M2_PML
P10-1 803 803 0.00 0.02 0.02 803 0.00 0.01 0.02
P10-2 332 332 0.00 0.02 0.02 332 0.00 0.01 0.01
P10-3 595 595 0.00 0.02 0.03 555 6.72 0.01 0.11
P10-4 767 767 0.00 0.02 0.02 767 0.00 0.01 0.02
P10-5 535 535 0.00 0.02 0.03 535 0.00 0.01 0.01
P10-6 561 553 1.43 0.02 0.09 553 1.43 0.01 0.03
P10-7 811 811 0.00 0.02 0.02 791 2.47 0.01 0.15
P10-8 694 694 0.00 0.02 0.03 694 0.00 0.01 0.02
P10-9 636 636 0.00 0.02 0.03 636 0.00 0.01 0.01
P10-10 410 410 0.00 0.02 0.02 410 0.00 0.01 0.01
Média 0.14 0.02 0.04 1.06 0.01 0.04

A.3 Formulacoes para o PML Baseadas no Problema

Quadratico de Atribuicao

Nesta secao sao apresentados os resultados comparando as 2 formulacoes de fluxo baseadas
no Problema Quadratico de Atribuicao (PQA) e apresentadas na segao (2.5). A formulagao
M1_PML ¢ a formulacao baseada no PQA que apresenta o melhor gap de relaxacao linear,
(2.60)-(2.65). A formulacdo M2_PML é a Formula¢io_Relarada, a formulacao de trés
indices apresentada na segao (2.5.4.1) e composta pelas equagoes (2.66)-(2.74).

As Tabelas (A.7)-(A.18) possuem os seguintes campos: Problema, apresenta o nome
da instancia; campo Otimo, apresenta o valor 6timo da instancia; campos Limite Infe-
rior M1_PML e Limite Inferior M2_PML apresentam o limite inferior de cada instancia
calculado pela relaxacao linear de cada modelo; campos Gap RL M1_PML (%) e Gap
RL M2 PML (%)apresentam o gap de relaxagao linear de cada instancia e para cada
formulagao apresentada; campos Tempo (s) RL M1_-PML, Tempo (s) RL M2_PML, apre-
sentam o tempo, em segundos, que cada formulacao levou para encontrar o limite de
programagao linear usando cada um dos modelos; campos Tempo (s) Otimo M1_PML e
Tempo (s) Otimo M2_PML, apresentam o tempo, em segundos, que cada formulacao levou

para provar a otimalidade da instancia usando cada um dos modelos.
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Tabela A.8: Comparacao de Modelos do PML Baseados no PQA - Instancias 12

Problema | Otimo Limite Gap RL  Tempo (s) Tempo (s) Limite Gap RL  Tempo (s) Tempo (s)
Inferior ~ MI1_PML RL Otimo Inferior ~ M2_PML RL Otimo
M1_PML (%) M1_PML M1_PML M2_PML (%) M2_PML M2_PML
P12-1 1116 1086.75 2.62 0.04 0.95 1086.75 2.62 0.02 0.08
P12-2 1140 1140 0.00 0.05 0.06 1140 0.00 0.01 0.04
P12-3 915 915 0.00 0.04 0.05 896.12 2.06 0.02 0.06
P12-4 592 592 0.00 0.04 0.06 591.5 0.08 0.02 0.05
P12-5 1178 1178 0.00 0.04 0.06 1178 0.00 0.02 0.04
P12-6 1031 1031 0.00 0.04 0.05 1031 0.00 0.01 0.04
P12-7 982 982 0.00 0.02 0.04 982 0.00 0.01 0.04
P12-8 575 554.28 3.60 0.06 1.21 541 5.91 0.02 0.06
P12-9 1032 1032 0.00 0.03 0.06 1032 0.00 0.01 0.04
P12-10 899 890 1.00 0.04 0.20 890 1.00 0.02 0.05
Média 0.72 0.04 0.27 1.17 0.02 0.05

Tabela A.9: Comparacao de Modelos do PML Baseados no PQA - Instancias 15

Problema | Otimo Limite Gap RL  Tempo (s) Tempo (s) Limite Gap RL  Tempo (s) Tempo (s)
Inferior ~ M1_PML RL Otimo Inferior ~ M2_PML RL Otimo
M1_PML (%) M1_PML M1_PML M2_PML (%) M2_PML M2_PML
P15-1 1032 1232 0.00 0.19 0.22 1232 0.00 0.04 0.06
P15-2 643 643 0.00 0.19 0.21 642.66 0.05 0.05 0.10
P15-3 685 685 0.00 0.10 0.14 685 0.00 0.05 0.06
P15-4 781 781 0.00 0.17 0.19 781 0.00 0.05 0.06
P15-5 945 945 0.00 0.11 0.13 945 0.00 0.04 0.05
P15-6 1121 1121 0.00 0.13 0.15 1121 0.00 0.04 0.05
P15-7 944 944 0.00 0.12 0.14 944 0.00 0.04 0.06
P15-8 1273 1273 0.00 0.19 0.22 1272 0.00 0.05 0.06
P15-9 1032 1019 1.26 0.13 2.39 1009 2.23 0.05 0.31
P15-10 1170 1170 0.00 0.23 0.26 1169.33 0.06 0.05 0.11
Média 0.13 0.16 0.41 0.23 0.05 0.09

Tabela A.10: Comparacao de Modelos do PML Baseados no PQA - Instancias 20

Problema | Otimo Limite Gap RL  Tempo (s) Tempo (s) Limite Gap RL  Tempo (s) Tempo (s)
Inferior ~ M1_PML RL Otimo Inferior ~ M2_PML RL Otimo
M1_PML (%) M1_PML M1_PML M2_PML (%) M2_PML M2_PML
P20-1 1345 1301.5 3.23 1.10 21.84 1301.5 3.23 0.14 2.49
P20-2 1083 1083 0.00 0.15 0.48 1083 0.00 0.13 0.16
P20-3 1504 1504 0.00 0.73 24.29 1502.5 0.10 0.12 0.44
P20-4 1537 1537 0.00 0.15 0.67 1537 0.00 0.13 0.16
P20-5 1379 1379 0.00 0.20 0.86 1379 0.00 0.17 0.19
P20-6 1848 1830.5 0.95 0.87 0.87 1830.5 0.95 0.14 2.64
P20-7 1018 990.6 2.69 0.73 16.4 990.1 2.74 0.14 1.04
P20-8 1789 1787 0.11 0.73 21.8 1787 0.11 0.14 0.55
P20-9 921 921 0.00 0.20 1.76 921 0.00 0.17 0.18
P20-10 1584 1584 0.00 0.53 0.54 1583.66 0.02 0.14 0.29
Média 0.70 0.54 8.95 0.72 0.14 0.81
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Tabela A.11: Comparacao de Modelos do PML Baseados no PQA - Instancias 25

Problema | Otimo Limite Gap RL  Tempo (s) Tempo (s) Limite Gap RL  Tempo (s) Tempo (s)
Inferior ~ M1_PML RL Otimo Inferior ~ M2_PML RL Otimo
M1_PML (%) M1_PML  MI1_PML | M2_PML (%) M2_PML  M2_PML
P25-1 1207 1207 0.00 2.21 2.34 1207 0.00 0.14 0.34
P25-2 1255 | 1248.73 0.50 3.16 40.82 1245.81 0.73 0.13 1.76
P25-3 1987 1979.5 0.38 3.50 36.02 1979.5 0.38 0.12 0.93
P25-4 1482 1482 0.00 3.33 3.47 1482 0.00 0.13 0.36
P25-5 2295 | 2268.75 1.14 3.07 78.63 2224.43 3.07 0.17 9.83
P25-6 2349 | 2251.05 417 4.19 228.63 2250.62 4.19 0.14 10.6
P25-7 1845 1845 0.00 2.39 2.52 1845 0.00 0.14 0.38
P25-8 1998 | 1993.73 0.21 4.16 34.2 1970 1.40 0.14 0.95
P25-9 1687 | 1685.31 1.70 4.21 108.18 1658.01 1.72 0.17 4.46
P25-10 1830 1821.5 0.46 3.50 25.87 1809.5 1.12 0.14 0.76
Média 0.86 3.37 56.09 1.26 0.14 3.04
Tabela A.12: Comparacao de Modelos do PML Baseados no PQA - Instancias 30
Problema | Otimo Limite Gap RL  Tempo (s) Tempo (s) Limite Gap RL  Tempo (s) Tempo (s)
Inferior ~ M1_PML RL Otimo Inferior ~ M2_PML RL Otimo
M1_PML (%) M1.PML  M1.PML | M2_PML (%) M2_PML  M2.PML
P30-1 2119 | 2116.04 0.14 9 65.95 2088.55 1.44 0.71 5.67
P30-2 1737 1715 1.27 9.54 178.13 1715 1.27 0.72 3.25
P30-3 2098 | 2037.66 2.88 11.01 191 2037.28 2.89 0.73 7.68
P30-4 2259 | 2255.13 0.17 12.85 62.47 2181.28 3.44 0.76 38.35
P30-5 2414 | 2370.56 1.80 9.97 309.43 2370.56 1.80 0.68 18.4
P30-6 3333 | 3302.59 0.91 12.20 147.30 3285.73 1.42 0.70 18.47
P30-7 1847 1847 0.00 8.17 10.85 1830.7 0.88 0.68 3.72
P30-8 2082 | 2064.11 0.86 10.59 129.12 2017.20 3.11 0.72 7.14
P30-9 1807 | 1802.75 1.24 10.61 110.02 1802.75 0.78 0.66 4.57
P30-10 2389 | 2358.25 1.29 10.23 158.17 2352.86 1.51 0.77 6.10
Média 0.95 10.42 136.24 1.85 0.71 11.34
Tabela A.13: Comparacao de Modelos do PML Baseados no PQA - Instancias 35
Problema | Otimo Limite Gap RL  Tempo (s) Tempo (s) Limite Gap RL  Tempo (s) Tempo (s)
Inferior ~ M1_PML RL Otimo Inferior ~ M2_PML RL Otimo
M1_PML (%) M1.PML  MI1.PML | M2_PML (%) M2_PML M2 PML
P35-1 2525 | 2485.99 1.44 29.55 410.64 2485.99 1.54 1.50 30.26
P35-2 2287 | 2223.90 2.76 37.09 4129.67 2223.90 2.76 1.51 71.90
P35-3 2291 2271 0.65 22.79 221.03 2271 0.87 1.44 4.21
P35-4 2401 2401 0.00 32.91 33.3 2401 0.00 1.33 1.49
P35-5 1994 1982 0.49 38.39 181.56 2102.51 0.60 1.53 3.25
P35-6 2554 | 2472.14 3.15 38.67 669.28 1982 3.21 1.54 44.42
P35-7 2168 | 2144.58 1.01 29.59 348.08 2472.14 1.08 1.49 34.82
P35-8 2204 | 2154.39 1.90 24.54 336.17 2144.58 2.25 1.40 16.81
P35-9 2435 | 2309.80 0.68 43.33 385.01 2154.39 5.14 1.63 152.10
P35-10 2670 | 2632.05 1.08 32.86 395.96 2632.05 1.42 1.37 18.86
Média 1.32 32.57 711.07 1.89 1.47 37.77
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Tabela A.14: Comparacao de Modelos do PML Baseados no PQA- Instancias 40

Problema | Otimo Limite Gap RL  Tempo (s) Tempo (s) Limite Gap RL  Tempo (s) Tempo (s)
Inferior ~ MI1_PML RL Otimo Inferior ~ M2_PML RL Otimo
M1_PML (%) M1_PML M1_PML M2_PML (%) M2_PML M2_PML
P40-1 3027 2952.16 2.47 97.45 HAAK 2946.89 2.65 2.51 151.15
P40-2 2467 2444.68 0.90 89.95 HoAAk 2421.98 1.82 2.29 32.01
P40-3 3168 3137.41 0.97 108.21 HAAK 3105.94 1.96 2.24 200.93
P40-4 2197 2190.85 0.28 76.91 HoAAK 2187.96 0.41 2.42 19.63
P40-5 3745 3643.81 2.70 67.47 HoAAK 3639.84 2.81 2.41 108.16
P40-6 2757 2728.05 1.05 65.94 HoAAK 2689.34 2.45 2.41 110.23
P40-7 4209 4148.69 1.43 94.88 Ak 4146.91 1.48 2.41 82.41
P40-8 3185 3184.33 0.02 74.6 HoHAK 3184.33 0.02 2.05 3.82
P40-9 2685 2645.5 1.47 79.23 HoAAk 2645.5 1.47 2.34 72.77
P40-10 3201 3163.9 1.16 99.25 HAAK 3152.78 1.51 2.37 62.74
Média 1.25 85.39 Ak 1.66 2.35 84.38

Tabela A.15: Comparacao de Modelos do PML Baseados no PQA- Instancias 45

Problema | Otimo Limite Gap RL  Tempo (s) Tempo (s) Limite Gap RL  Tempo (s) Tempo (s)
Inferior ~ M1_PML RL Otimo Inferior ~ M2_PML RL Otimo

M1_PML (%) M1_PML M1_PML M2_PML (%) M2_PML M2_PML
P45-1 3382 3300.03 2.42 133.11 HAAK 3283.86 2.91 3.52 602.79
P45-2 2608 2599.88 0.31 106.31 HoAK 2575.4 1.25 3.63 51.91
P45-3 3009 3009 0.00 125.84 HoAAK 2990.9 0.60 4.35 21.46
P45-4 2885 2860.23 0.86 134.37 HoAAk 2843.25 1.45 4.03 319.76
P45-5 3535 3494.36 1.15 149.21 HoAAK 3437.71 2.75 3.49 665.85
P45-6 2841 2797.61 1.53 119.43 HoAAK 2793.32 1.68 4.06 149.1
P45-7 3406 3400 0.18 132.98 HAAK 3372.54 0.98 3.92 252.89
P45-8 3155 3127.46 0.87 130.20 HoAAK 3122.38 1.03 4.25 79.16
P45-9 3484 3415.8 1.96 137.83 ARk 3399.53 2.42 4.08 330.5
P45-10 3522 3467.5 1.55 132.66 HoAAK 3467.5 1.55 3.71 159.38
Média 1.10 130.19 AR 1.66 3.90 263.28

Tabela A.16: Comparacao de Modelos do PML Baseados no PQA- Instancias 50

Problema | Otimo Limite Gap RL  Tempo (s) Tempo (s) Limite Gap RL  Tempo (s) Tempo (s)
Inferior ~ M1_PML RL Otimo Inferior ~ M2_PML RL Otimo
M1_PML (%) M1_PML M1_PML M2_PML (%) M2_PML M2_PML
P50-1 3141 3131.89 0.29 204.25 HAAK 3131.63 0.30 5.58 30.98
P50-2 3501 3430.55 2.01 271.22 HAAK 3420.25 2.31 5.73 5468.17
P50-3 3957 3907.22 1.26 230.54 HoAAK 3892.25 1.64 5.47 2443.27
P50-4 3781 3733.43 1.26 216.93 HoAAk 3647.04 3.54 5.67 5107.16
P50-5 4490 4432.84 1.27 249.82 HoAAK 4432.21 1.29 6.17 630.12
P50-6 3447 3424.08 0.66 206.55 HoAAk 3424.08 0.66 5.6 83.73
P50-7 3658 3626.58 0.86 255.78 HAAK 3607.39 1.38 5.29 722.75
P50-8 3769 3746.5 0.60 213.58 HoAAK 3746.5 0.60 6.64 30.91
P50-9 3024 2994.75 0.97 167.82 Ak 2994.75 0.97 5.34 233.51
P50-10 3718 3619.41 2.65 202.72 HoAAK 3605.7 3.02 5.37 2175.7
Média 1.18 221.92 HoAAK 1.57 5.68 1692.63
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Tabela A.17: Comparacao de Modelos do PML Baseados no PQA- Instancias 55

Problema | Otimo Limite Gap RL  Tempo (s) Tempo (s) Limite Gap RL  Tempo (s) Tempo (s)
Inferior ~ M1_PML RL Otimo Inferior ~ M2_PML RL Otimo
M1_PML (%) M1_PML M1_PML M2_PML (%) M2_PML M2_PML
P55-1 4229 4137.48 2.16 364.02 HAAK 4134.95 2.22 7.7 2566.86
P55-2 4159 4152.60 0.15 351.54 HAAK 4067.88 2.19 8.47 783.17
P55-3 3412 3340.97 2.08 383.77 HoAAK 3340.59 2.09 7.64 4146.93
P55-4 3823 3722.98 2.62 398.61 HAAK 3713.94 2.85 7.46 5468.22
P55-5 4308 4178.87 3.00 388.22 HoAAK 4129.61 4.14 7.98 32591.09
P55-6 3826 3767.35 1.53 388.22 HoAAk 3763.01 1.65 9.04 1982.98
P55-7 3796 3772.42 0.62 380.41 HoAAK 3772.1 0.63 9.13 129.54
P55-8 3720 3648.82 1.91 377.78 HoAAK 3648.51 1.92 7.96 790.6
P55-9 4011 3972.04 0.97 331.58 HAAK 3970.88 1.00 8.65 310.45
P55-10 4520 4423.54 2.13 306.95 HoAAK 4422.81 2.15 9.32 760.62
Média 1.72 367.11 oAk 2.08 8.34 4953.04

Tabela A.18: Comparacao de Modelos do PML Baseados no PQA - Instancias 60

Problema | Otimo Limite Gap RL  Tempo (s) Tempo (s) Limite Gap RL  Tempo (s) Tempo (s)
Inferior ~ MI1_PML RL Otimo Inferior ~ M2_PML RL Otimo

M1_PML (%) M1_PML M1_PML M2_PML (%) M2_PML M2_PML

P60-1 4833 4826.63 0.13 590.14 HAAK 4790.18 0.89 11.20 1176.75
P60-2 4945 4914.98 0.61 621.28 HoAAk 4853.57 1.85 11.37 17790.2
P60-3 3851 3818.27 0.85 595.74 HoAAK 3793.03 1.51 11.56 13653.13
P60-4 4811 4793.23 0.37 680.38 HoAAK 4758.31 1.10 12.05 3637.69
P60-5 4483 4424.15 1.31 547.33 HoAAK 4418.84 1.43 11.53 10787.5
P60-6 4564 4493.25 1.55 592.9 HoAAK 4462.51 2.22 11.06 59682.29
P60-7 4251 4207.64 1.02 620.29 HokK 4207.41 1.03 12.30 1342.98
P60-8 4704 4626.79 1.64 656.08 HoAAK 4620.48 1.78 11.57 32543.5
P60-9 4712 4617.68 2.00 557.8 HoAAk 4612.28 2.12 12.20 29608.56
P60-10 4376 4333.58 0.97 682.36 HAAK 4332.29 1.00 11.66 5657.83
Média 1.05 614.43 AR 1.49 11.65 17558.04
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A.4 Formulacoes para o PML Baseadas no Problema

do Caminho Minimo

Nesta secao sao apresentados os resultados comparando as 2 formulacoes de fluxo baseadas
no Problema do Caminho Minimo e apresentadas na segao (2.6). A formulagao M3_PML
¢ a formulacao (2.75)-(2.81) que se baseia no grafo multinivel G’. A formulagdo M4_PML
é a formulagao apresentada por Bianco et al. [BM*89].

As Tabelas (A.19)-(A.35) apresentam somente os tempos para provar a otimalidade da
instancia usando as formulagoes M3_PML e M4_PML juntamente com o limite superior
encontrado pela heuristica GRASP apresentada na segao (2.7). Nessas tabelas nao foram
apresentados os limites inferiores e tampouco os gaps de relaxagao linear das instancias
pois esses valores sao os mesmos das Tabelas (A.7) - (A.18).

As Tabelas (A.19)-(A.35) possuem os seguintes campos: Problema, apresenta a instancia
analisada; Tempo (s) M3_-PML Padrao e Tempo (s) M4_PML Padrdao mostram o tempo
para se provar a otimalidade da instancia usando o CPLEX com os parametros padroes,
exceto o algoritmo de calculo de limite inferior que, para todas as instancias, foi utilizado
o Método da Barreira; campos Tempo (s) M3_PML Enfase e Tempo (s) M4_PML Enfase
apresentam o tempo, em segundos, para se provar a otimalidade da instancia alterando
a énfase do CPLEX; para o modelo M3_PML énfase do CPLEX ficou na otimalidade da
solucao, ja para o modelo M4_PML a énfase do CPLEX foi na integralidade da solugao;
campos Tempo (s) M3_PML Padrao GRASP, campos Tempo (s) M4_PML Padrao GRASP
sao os mesmos que os Tempo (s) M3_PML Padrdao e Tempo (s) Mj_PML Padrdo mas uti-
lizando como primeiro limite superior para o CPLEX o valor calculado pela heuristica
GRASP; os campos Tempo (s) M3-PML Enfase GRASP e Tempo (s) M4_PML Enfase
GRASP sao os mesmos que os campos Tempo (s) Mj_PML Enfase e Tempo (s) Mj_PML
E‘nfase mas utilizando como primeiro limite superior para o CPLEX o valor calculado pela

heuristica GRASP.

A.5 Resultados Heuristica GRASP

Nesta se¢ao sao apresentados os resultados da heuristica GRASP apresentada na secao
(2.7).
As Tabelas (A.19)-(A.35) apresentam somente os tempos para provar a otimalidade da

instancia usando as formulagoes M3_PML e M4_PML juntamente com o limite superior
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Tabela A.19: Comparacao de Tempos - Modelos

Instancias 10

do PML Baseados no Caminho Minimo-

Problema || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s) || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s)
M3_PML M3_PML M3_PML M3_PML M4_PML M4_PML M4_PML M4_PML
Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase

GRASP GRASP GRASP GRASP
P10-1 0.01 0.01 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02
P10-2 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.03 0.03
P10-3 0.05 0.05 0.03 0.03 0.06 0.07 0.02 0.03
P10-4 0.01 0.02 0.02 0.02 0.01 0.02 0.02 0.03
P10-5 0.01 0.02 0.03 0.03 0.02 0.02 0.03 0.03
P10-6 0.04 0.04 0.02 0.02 0.04 0.05 0.03 0.02
P10-7 0.06 0.06 0.02 0.03 0.04 0.05 0.02 0.02
P10-8 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02
P10-9 0.02 0.02 0.02 0.02 0.03 0.02 0.03 0.03
P10-10 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.03
Média 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.03 0.02 0.02

Tabela A.20: Comparacao de Tempos - Modelos

Instancias 12

do PML Baseados no Caminho Minimo-

Problema || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s) || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s)
M3_PML M3_PML M3_PML M3_PML M4_PML M4_PML M4_PML M4_PML
Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase

GRASP GRASP GRASP GRASP
P12-1 0.16 0.16 0.05 0.05 0.18 0.19 0.05 0.05
P12-2 0.04 0.04 0.04 0.05 0.04 0.04 0.05 0.05
P12-3 0.24 0.25 0.04 0.05 0.14 0.16 0.06 0.06
P12-4 0.07 0.07 0.07 0.06 0.07 0.08 0.05 0.04
P12-5 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04
P12-6 0.04 0.03 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04
P12-7 0.04 0.03 0.05 0.04 0.03 0.03 0.04 0.05
P12-8 0.11 0.10 0.06 0.05 0.16 0.10 0.05 0.06
P12-9 0.04 0.04 0.04 0.04 0.04 0.03 0.04 0.05
P12-10 0.11 0.11 0.04 0.04 0.11 0.12 0.05 0.05
Média 0.08 0.08 0.04 0.04 0.08 0.08 0.04 0.04
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Tabela A.21: Comparacao de Tempos - Modelos

Instancias 15

do PML Baseados no Caminho Minimo-

Problema || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s) || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s)
M3_PML M3_PML M3_PML M3_PML M4_PML M4_PML M4_PML M4_PML
Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase

GRASP GRASP GRASP GRASP
P15-1 0.10 0.11 0.12 0.11 0.09 0.09 0.10 0.10
P15-2 0.20 0.20 0.12 0.12 0.11 0.11 0.11 0.11
P15-3 0.10 0.10 0.12 0.11 0.08 0.08 0.10 0.10
P15-4 0.10 0.10 0.11 0.11 0.09 0.09 0.10 0.10
P15-5 0.11 0.11 0.12 0.11 0.09 0.08 0.10 0.10
P15-6 0.11 0.11 0.11 0.11 0.09 0.09 0.10 0.10
P15-7 0.11 0.11 0.11 0.11 0.09 0.09 0.10 0.10
P15-8 0.11 0.11 0.12 0.12 0.09 0.08 0.10 0.10
P15-9 0.19 0.19 0.13 0.12 1.47 0.30 0.12 0.12
P15-10 0.15 0.15 0.12 0.12 0.14 0.11 0.10 0.10
Média 0.12 0.12 0.12 0.12 0.23 0.11 0.11 0.11

Tabela A.22: Comparacao de Tempos - Modelos

Instancias 20

do PML Baseados no Caminho Minimo-

Problema || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s) || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s)
M3_PML M3_PML M3_PML M3_PML M4_PML M4_PML M4_PML M4_PML
Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase

GRASP GRASP GRASP GRASP
P20-1 1.59 0.83 0.38 0.39 2.76 0.71 0.36 0.36
P20-2 0.26 0.26 0.29 0.29 0.23 0.23 0.27 0.27
P20-3 0.49 0.49 0.31 0.32 0.35 0.34 0.27 0.27
P20-4 0.26 0.27 0.30 0.29 0.23 0.24 0.27 0.27
P20-5 0.27 0.27 0.30 0.30 0.24 0.24 0.27 0.27
P20-6 1.84 0.89 0.42 0.43 0.82 0.52 0.32 0.32
P20-7 0.86 0.48 0.35 0.36 0.76 1.03 0.33 0.33
P20-8 0.39 0.39 0.33 0.32 0.38 0.38 0.30 0.30
P20-9 0.27 0.27 0.29 0.30 0.24 0.24 0.27 0.27
P20-10 0.40 0.40 0.30 0.31 0.39 0.39 0.28 0.28
Média 0.66 0.45 0.32 0.33 0.64 0.43 0.29 0.29
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Tabela A.23: Comparacao de Tempos - Modelos

Instancias 25

do PML Baseados no Caminho Minimo-

Problema || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s) || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s)
M3_PML M3_PML M3_PML M3_PML M4_PML M4_PML M4_PML M4_PML
Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase
GRASP GRASP GRASP GRASP
P25-1 0.59 0.63 0.71 0.75 0.54 0.50 0.65 0.66
P25-2 1.64 0.95 1.23 0.98 1.75 1.01 0.85 0.86
P25-3 1.26 1.26 0.80 0.85 2.32 2.26 0.76 0.76
P25-4 0.77 0.68 0.83 0.76 0.52 0.51 0.67 0.68
P25-5 20.91 7.87 6.43 2.50 12.71 5.53 10.31 3.83
P25-6 20.25 8.47 11.1 5.46 19.9 3.63 11.73 10.76
P25-7 0.68 0.59 0.73 0.75 0.52 0.51 0.69 0.68
P25-8 2.51 1.44 0.88 0.90 4.65 1.30 0.79 0.80
P25-9 7.47 2.05 3.29 1.49 11.49 2.27 3.22 1.68
P25-10 4.70 2.39 0.88 0.88 7.08 3.47 0.76 0.77
Média 6.07 2.63 2.68 1.53 6.14 2.09 3.04 0.30

Tabela A.24: Comparacao de Tempos - Modelos

Instancias 30

do PML Baseados no Caminho Minimo-

Problema || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s) || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s)
M3_PML M3_PML M3_PML M3_PML M4_PML M4_PML M4_PML M4_PML
Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase
GRASP GRASP GRASP GRASP
P30-1 11.51 4.03 1.81 1.78 21.79 3.69 1.76 1.72
P30-2 7.19 4.96 4.19 2.98 4.90 3.97 3.30 1.92
P30-3 29.30 6.47 9.60 3.53 21.23 5.50 8.97 5.22
P30-4 27.92 87.03 7.68 23.24 31.10 21.58 8.52 23.59
P30-5 17.59 9.09 6.80 2.97 21.67 7.78 7.65 3.59
P30-6 43.31 7.41 5.18 2.14 7.09 3.21 1.91 1.92
P30-7 5.21 2.31 1.63 1.56 8.19 5.56 1.52 1.48
P30-8 16.46 14.8 4.64 2.62 23.89 12.99 2.33 2.43
P30-9 6.95 3.15 2.65 1.84 5.79 3.19 2.41 1.82
P30-10 16.01 4.47 1.98 1.96 29.86 5.36 1.84 1.82
Média 11.14 14.37 4.61 4.46 17.55 7.28 4.02 4.55
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Tabela A.25: Comparacao de Tempos - Modelos do PML Baseados no Caminho Minimo-
Instancias 35

Problema || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s) || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s)
M3_PML M3_PML M3_PML M3_PML M4_PML M4_PML M4_PML M4_PML
Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase
GRASP GRASP GRASP GRASP
P35-1 49.85 13.22 15.64 7.95 98.75 11.54 16.45 10.83
P35-2 164.06 67.72 53.16 28.59 90.48 27.73 84.36 105.05
P35-3 8.03 5.37 3.76 3.35 7.92 8.01 3.42 3.41
P35-4 3.64 4.68 2.74 2.45 1.9 1.91 2.09 2.08
P35-5 16.31 11.13 3.33 3.62 7.65 5.40 2.59 2.60
P35-6 91.25 238.71 31.31 14.38 43.63 27.81 33.93 15.85
P35-7 44.52 24.09 5.38 4.12 36.21 8.81 5.22 3.45
P35-8 54.79 24.24 12.57 4.84 43.46 12.12 8.90 5.49
P35-9 144.98 1210.16 40.86 311.71 283.09 233.51 63.26 774.29
P35-10 26.98 14.7 9.80 4.52 51.64 8.04 10.78 5.63
Média 60.44 161.40 17.85 38.55 66.47 34.48 23.10 92.86

Tabela A.26: Comparacao de Tempos - Modelos do PML Baseados no Caminho Minimo-
Instancias 35

Problema || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s) || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s)
M3_PML M3_PML M3_PML M3_PML M4_PML M4_PML M4_PML M4_PML
Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase
GRASP GRASP GRASP GRASP
P35-1 49.85 13.22 15.64 7.95 98.75 11.54 16.45 10.83
P35-2 164.06 67.72 53.16 28.59 90.48 27.73 84.36 105.05
P35-3 8.03 5.37 3.76 3.35 7.92 8.01 3.42 3.41
P35-4 3.64 4.68 2.74 2.45 1.90 1.91 2.09 2.08
P35-5 16.31 11.13 3.33 3.62 7.65 5.40 2.59 2.60
P35-6 91.25 238.71 31.31 14.38 43.63 27.81 33.93 15.85
P35-7 44.52 24.09 5.38 4.12 36.21 8.81 5.22 3.45
P35-8 54.79 24.24 12.57 4.84 43.46 12.12 8.90 5.49
P35-9 144.98 1210.16 40.86 311.71 283.09 233.51 63.26 774.29
P35-10 26.98 14.7 9.80 4.52 51.64 8.04 10.78 5.63
Média 60.44 161.40 17.85 38.55 66.47 34.48 23.10 92.86
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Tabela A.27: Comparacao de Tempos - Modelos do PML Baseados no Caminho Minimo-

Instancias 40

Problema || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s) || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s)
M3_PML M3_PML M3_PML M3_PML M4_PML M4_PML M4_PML M4_PML
Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase
GRASP GRASP GRASP GRASP
P40-1 107.51 51.38 91.11 42.77 182.03 68.00 207.03 49.39
P40-2 351.99 105.05 21.68 10.36 279.65 25.69 14.82 9.47
P40-3 64.74 45.11 42.36 16.34 95.83 104.29 46.95 19.55
P40-4 31.51 17.70 6.62 7.06 14.91 11.43 5.88 5.77
P40-5 215.9 219.63 59.20 74.05 304.94 1014.28 58.22 53.25
P40-6 417.86 231.62 62.32 29.84 1006.28 93.95 49.17 26.46
P40-7 169.40 54.34 46.02 19.49 71.19 185.65 32.56 28.11
P40-8 7.84 8.03 5.57 5.65 6.45 6.60 4.60 4.55
P40-9 93.90 51.62 22.82 14.40 78.87 59.57 23.89 16.36
P40-10 144.84 65.97 39.72 13.98 153.13 226.94 50.00 13.07
Média 160.54 85.04 39.74 23.39 219.32 179.64 49.31 22.59

Tabela A.28: Comparacao de Tempos - Modelos

Instancias 45

do PML Baseados no Caminho Minimo-

Problema || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s) || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s)

M3_PML M3_PML M3_PML M3_PML M4_PML M4_PML M4_PML M4_PML
Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase

GRASP GRASP GRASP GRASP
P45-1 1045.95 685.84 378.01 198.67 1323.95 1491.36 240.33 358.48
P45-2 68.10 29.94 46.66 15.33 68.59 95.38 24.10 27.17
P45-3 114.26 34.94 31.26 13.05 82.69 32.11 16.15 16.97
P45-4 448.98 250.48 98.62 36.92 241.14 236.67 95.04 65.72
P45-5 1215.31 297.65 206.02 78.56 740.71 189.25 141.48 94.64
P45-6 1516.59 482.24 211.56 54.09 868.84 157.56 146.98 98.52
P45-7 431.68 94.57 87.06 25.73 434.92 128.28 50.80 27.3
P45-8 105.59 63.88 81.11 19.34 99.63 80.81 41.43 17.99
P45-9 375.84 2628.55 79.60 73.11 271.40 2171.24 59.74 36.24
P45-10 253.72 222.80 87.31 32.10 696.68 109.64 119.76 36.49
Média 557.60 479.08 130.72 54.69 482.85 469.23 93.58 77.95
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Tabela A.29: Comparacao de de Tempos - Modelos do PML Baseados no Caminho Minimo-
Instancias 50

Problema || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s) || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s)
M3_PML M3_PML M3_PML M3_PML M4_PML M4_PML M4_PML M4_PML
Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase
GRASP GRASP GRASP GRASP
P50-1 46.00 29.51 33.69 38.55 41.15 28.85 65.02 26.48
P50-2 1349.83 1635.65 1470.83 1381.59 1480.44 532.55 2428.73 2726.12
P50-3 1062.60 346.36 349.00 163.18 1506.21 356.26 370.52 590.32
P50-4 3273.57 3257.32 2747.62 1357.59 4408.51 766.21 2909.19 7435.63
P50-5 1506.60 683.80 1204.27 220.81 1739.53 312.19 1209.15 311.62
P50-6 135.32 50.83 96.39 40.15 242.88 42.65 69.14 59.33
P50-7 365.13 180.13 189.12 77.87 522.95 80.23 163.82 52.23
P50-8 82.85 40.85 93.66 44.30 209.67 30.46 62.66 43.59
P50-9 100.07 51.73 80.43 49.54 998.57 45.34 77.41 42.90
P50-10 1543.8 8246.70 619.87 4716.14 3451.68 478.25 804.85 17785.70
Média 946.57 1452.2 688.48 808.97 1460.15 267.29 816.04 2907.39

Tabela A.30: Comparacao de Tempos - Modelos do PML Baseados no Caminho Minimo-
Instancias 55

Problema || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s) || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s)
M3_PML M3_PML M3_PML M3_PML M4_PML M4_PML M4_PML M4_PML
Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase
GRASP GRASP GRASP GRASP
P55-1 5273.62 5466.69 1151.65 2721.38 14514.54 706.48 4139.64 461.06
P55-2 1110.15 1109.03 137.17 88.83 2778.43 1197.41 123.2 54.91
P55-3 6313.14 8074.76 1593.03 5318.67 2013.69 764.13 3582.19 560.9
P55-4 9789.16 95650.15 11674.79 43213.28 34736.41 3029.97 10585.76 2579.49
P55-5 13976.29 105645.45 11175.00 163486.08 55784.1 2092.14 18141.4 2106.99
P55-6 3308.97 1107.94 732.35 1317.57 3843.44 1309.29 450.75 150.43
P55-7 512.18 407.63 88.87 74.80 449.33 112.26 93.82 37.92
P55-8 1092.86 960.71 617.31 829.87 3526.24 278.13 1257.88 207.94
P55-9 2266.06 296.10 159.94 250.94 1444.33 524.18 204.81 48.88
P55-10 6775.58 590.64 1209.49 435.55 1955.66 369.13 2995.61 281.13
Média 5041.80 21930.91 2853.96 21773.7 12104.62 1038.31 4157.50 648.96
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Tabela A.31: Comparacao de Tempos - Modelos do PML Baseados no Caminho Minimo-
Instancias 60

Problema || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s) || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s)
M3_PML M3_PML M3_PML M3_PML M4_PML M4_PML M4_PML M4_PML
Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase
GRASP GRASP GRASP GRASP
P60-1 1423.25 1508.51 455.95 234.16 1588.48 753.95 600.04 226.54
P60-2 1692.94 4017.49 4585.06 4632.05 25562.73 1857.98 985.78 1897.3
P60-3 4229.48 2395.92 3809.88 2086.08 6599.08 2361.69 1658.41 567.2
P60-4 2543.76 1972.89 1263.02 936.14 2611.35 733.54 1326.59 138.91
P60-5 8283.15 545.17 1805.58 483.10 3796.11 984.73 4406.03 610.14
P60-6 14326.07 17704.11 13840.04 23909.78 32034.41 4195.99 25867.68 3232.17
P60-7 1383.63 794.03 866.19 1076.86 4480.34 167.4 648.18 407.24
P60-8 44547.12 12499.34 64011.67 14774.72 11779.81 4673.73 10298.67 4255.68
P60-9 21082.28 8021.61 15571.7 10564.25 8156.53 1620.8 4863.69 2102.87
P60-10 2043.24 1039.12 832.23 976.29 3954.28 412.69 1275.38 204.07
Média 10155.49 5049.81 10704.13 5967.34 10056.31 1776.25 5193.04 1364.21

Tabela A.32: Comparacao de Tempos - Modelos do PML Baseados no Caminho Minimo-
Instancias 65

Problema || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s) || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s)

M3_PML M3_PML M3_PML M3_PML M4_PML M4_PML M4_PML M4_PML
Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase

GRASP GRASP GRASP GRASP
P65-1 902.24 1499.14 Ak oAk oAk roHRAK 1330.9 188.49
P65-2 1478.74 198.06 o kK kK kK 396.10 337.60
P65-3 46886.4 46634.15 HoHAAK HoHRAK HoHRAK HorHAK 106126.4 9230.56
P65-4 255.02 265.06 HokRokk o o HorRRk 647.33 404.65
P65-5 1674.82 1193.82 HAAAK oAk oAk ook 9507.14 2376.79
P65-6 5046.91 2705.87 oAk ko ko HoHdAK 9314.84 975.50
P65-8 65447.69 59098.98 kKK kK kK K 56489.61 9939.05
P65-10 11388.82 3990.13 oAk HoHRAK o HoHHAK 10853.89 1263.43
Média 22423.90 14015.59 HAAAK oAk oAk KK 36620.83 5619.93
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Tabela A.33: Comparacao de Tempos - Modelos
Instancias 70

do PML Baseados no Caminho Minimo-

Problema || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s) || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s)
M3_PML M3_PML M3_PML M3_PML M4_PML M4_PML M4_PML M4_PML

Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase

GRASP GRASP GRASP GRASP

P70-9 115513.22 64990.75 *kokokok ok *okokok ok *okokok ok kokokok ok *kokokok ok *kokokok ok

Tabela A.34: Comparacao de Tempos - Modelos
Instancias 75

do PML Baseados no Caminho Minimo-

Problema || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s) || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s)
M3_PML M3_PML M3_PML M3_PML M4_PML M4_PML M4_PML M4_PML
Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase
GRASP GRASP GRASP GRASP
P75-2 Hok ok ok 31531.58 ok kokok ok kokok ok koK Hok ok ok ok ok ok ok kok ok
Média FEEFF 26023.54 FRFEK FRFEK FRFEK FREFF FHREFF FREFH

Tabela A.35: Comparacao de Tempos - Modelos
Instancias 80

do PML Baseados no Caminho Minimo-

Problema || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s) || Tempo (s) Tempo (s) | Tempo (s) Tempo (s)
M3_PML M3_PML M3_PML M3_PML M4_PML M4_PML M4_PML M4_PML
Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase Padrao Enfase
GRASP GRASP GRASP GRASP
P8&0-2 kokkkk kokkkok kkkokok kR okokok kR okokok ok okokok kokkkk kokkkok
P80-4 kK 25592.22 sk sk ok sk ook ok Rk ok
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Tabela A.36: Resultados GRASP para o PML - Instancias 10

Problema | Solugdo  Tempo(s) Iteragdes | Otimo Gap Gap Gap
GRASP Solugao GRASP Otimo LI Mod 1 LI Mod 2
GRASP GRASP (%) GRASP (%) GRASP (%)
P10-1 803 0.00 1 803 0.00 0.00 0.00
P10-2 332 0.00 1 332 0.00 0.00 0.00
P10-3 758 0.00 6 595 0.00 0.00 6.72
P10-4 805 0.00 1 67 0.00 0.00 0.00
P10-5 543 0.00 1 535 0.00 0.00 0.00
P10-6 644 0.00 2 561 0.00 1.43 1.43
P10-7 906 0.00 4 811 0.00 0.00 2.47
P10-8 766 0.00 1 694 0.00 0.00 0.00
P10-9 730 0.00 1 636 0.00 0.00 0.00
P10-10 410 0.00 1 410 0.00 0.00 0.00
Média 0.00 1.9 0.00 0.14 1.16

encontrado pela heuristica GRASP apresentada na segao (2.7). Nessas tabelas nao foram
apresentados os limites inferiores e tampouco os gaps de relaxagao linear das instancias
pois esses valores sdo os mesmos da Tabelas (A.7) - (A.18).

As Tabelas (A.19)-(A.35) possuem os seguintes campos: Problema, apresenta a instancia
analisada; Tempo (s) M3_-PML Padrao e Tempo (s) M4_PML Padrao mostram o tempo
para se provar a otimalidade da instancia usando o CPLEX com os parametros padroes,
exceto o algoritmo de calculo de limite inferior que, para todas as instancias, foi utilizado
o Método da Barreira; campos Tempo (s) M3_PML Enfase e Tempo (s) M4_PML Enfase
apresentam o tempo, em segundos, para se provar a otimalidade da instancia alterando
a énfase do CPLEX; para o modelo M3_PML énfase do CPLEX ficou na otimalidade da
solucao, ja para o modelo M4_PML a énfase do CPLEX foi na integralidade da solugao;
campos Tempo (s) M3_PML Padrao GRASP, campos Tempo (s) M4_PML Padrao GRASP
sao os mesmos que os Tempo (s) M3_PML Padrdao e Tempo (s) Mj_PML Padrdo mas uti-
lizando como primeiro limite superior para o CPLEX o valor calculado pela heuristica
GRASP; os campos Tempo (s) M3_-PML Enfase GRASP e Tempo (s) M4_PML Enfase
GRASP sao os mesmos que os campos Tempo (s) Mj_PML Enfase e Tempo (s) M4_PML
E‘nfase mas utilizando como primeiro limite superior para o CPLEX o valor calculado pela

heuristica GRASP.
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Tabela A.37: Resultados GRASP para o PML - Instancias 12

Problema | Solugdo  Tempo(s) Iteragdes | Otimo Gap Gap Gap
GRASP  Solucito ~ GRASP Otimo LI Mod 1 LI Mod 2
GRASP GRASP (%) GRASP (%) GRASP (%)
P12-1 1116 0.01 119 1116 0.00 2.62 2.62
P12-2 1140 0.00 2 1140 0.00 0.00 0.00
P12-3 915 0.01 131 915 0.00 0.00 2.06
P12-4 592 0.00 0 592 0.00 0.00 0.08
P12-5 1178 0.00 2 1178 0.00 0.00 0.00
P12-6 1031 0.00 1 1031 0.00 0.00 0.00
P12-7 982 0.00 8 982 0.00 0.00 0.00
P12-8 575 0.00 1 575 0.00 3.60 5.91
P12-9 1032 0.00 5 1032 0.00 0.00 0.00
P12-10 899 0.00 1 899 0.00 1.00 1.00
Média 0.00 27 0.00 0.72 1.17
Tabela A.38: Resultados GRASP para o PML - Instancias 15
Problema | Solugdo  Tempo(s) Iteragdes | Otimo Gap Gap Gap
GRASP  Solugdo ~ GRASP Otimo LI Mod 1 LI Mod 2
GRASP GRASP (%) GRASP (%) GRASP (%)
P15-1 1066 0.00 1 1066 0.00 0.00 0.00
P15-2 643 0.00 37 643 0.00 0.00 0.05
P15-3 685 0.00 1 685 0.00 0.00 0.00
P15-4 781 0.00 4 781 0.00 0.00 0.00
P15-5 945 0.00 41 945 0.00 0.00 0.00
P15-6 1121 0.00 16 1121 0.00 0.00 0.00
P15-7 944 0.00 4 944 0.00 0.00 0.00
P15-8 1273 0.00 3 1273 0.00 0.00 0.00
P15-9 1032 0.00 5 1032 0.00 1.21 2.23
P15-10 1170 0.03 155 1170 0.00 0.00 0.06
Média 0.00 26.6 0.00 0.12 0.23
Tabela A.39: Resultados GRASP para o PML - Instancias 20
Problema | Solugdo  Tempo(s) Iteragdes | Otimo Gap Gap Gap
GRASP  Solugdo  GRASP Otimo LI Mod 1 LI Mod 2
GRASP GRASP (%) GRASP (%) GRASP (%)
P20-1 1345 0.28 301 1066 0.00 3.23 3.23
P20-2 1083 0.00 7 643 0.00 0.00 0.00
P20-3 1793 0.09 13 685 0.00 0.10 0.00
P20-4 1504 0.01 73 781 0.00 0.00 0.00
P20-5 1537 0.07 15 945 0.00 0.00 0.00
P20-6 1379 0.01 138 1121 0.00 0.95 0.95
P20-7 1848 0.11 47 944 0.00 2.74 2.69
P20-8 1018 0.03 5 1273 0.00 0.11 0.11
P20-9 1789 0.00 7 1032 0.00 0.00 0.00
P20-10 921 0.00 64 1170 0.00 0.02 0.00
Média 0.06 72.72 0.00 0.72 0.70
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Tabela A.40: Resultados GRASP para o PML - Instancias 25

Problema | Solugdo  Tempo(s) Iteragdes | Otimo Gap Gap Gap
GRASP  Solugio =~ GRASP Otimo LI Mod 1 LI Mod 2
GRASP GRASP (%) GRASP (%) GRASP (%)
P25-1 1207 0.00 3 1207 0.00 0.00 0.00
P25-2 1255 0.20 120 1255 0.00 0.50 0.73
P25-3 1987 0.67 339 1987 0.00 0.38 0.38
P25-4 1482 0.50 200 1482 0.00 0.00 0.00
P25-5 2295 5.65 2973 2295 0.00 1.14 3.07
P25-6 2349 0.08 44 2349 0.00 4.17 4.19
P25-7 1845 0.19 126 1845 0.00 0.00 0.00
P25-8 1998 0.06 37 1998 0.00 0.21 1.40
P25-9 1687 2.27 1194 1687 0.00 1.70 1.72
P25-10 1830 0.21 119 1830 0.00 0.00 1.12
Média 0.98 515.5 0.00 0.22 0.28
Tabela A.41: Resultados GRASP para o PML - Instancias 30
Problema | Solugdo  Tempo(s) Iteragdes | Otimo Gap Gap Gap
GRASP  Solugdo ~ GRASP Otimo LI Mod 1 LI Mod 2
GRASP GRASP (%) GRASP (%) GRASP (%)
P30-1 2119 1.25 18 2119 0.00 0.14 1.46
P30-2 1737 5.87 206 1737 0.00 1.27 1.27
P30-3 2098 0.05 16 2098 0.00 2.88 2.89
P30-4 2259 0.32 499 2259 0.00 0.17 3.44
P30-5 2414 5.21 1803 2414 0.00 1.80 1.80
P30-6 3333 1.87 1702 3333 0.00 0.91 1.42
P30-7 1847 3.01 540 1847 0.00 0.00 0.88
P30-8 2082 6.44 264 2082 0.00 0.86 3.11
P30-9 1817 0.09 111 1807 0.55 0.78 0.78
P30-10 2389 1.12 1165 2389 0.00 1.29 1.51
Média 2.52 573.22 0.06 0.98 1.90
Tabela A.42: Resultados GRASP para o PML - Instancias 35
Problema | Solugdo  Tempo(s) Iteragdes | Otimo Gap Gap Gap
GRASP  Solugdo  GRASP Otimo LI Mod 1 LI Mod 2
GRASP GRASP (%) GRASP (%) GRASP (%)
P35-1 2525 1.3 148 2525 0.00 1.44 1.54
P35-2 2287 6.41 692 2287 0.00 2.76 2.76
P35-3 2291 13.92 1594 2291 0.00 0.65 0.87
P35-4 2401 1.96 206 2401 0.00 0.00 0.00
P35-5 1994 1.56 174 1994 0.00 0.49 0.60
P35-6 2554 11.71 1131 2554 0.00 3.15 3.21
P35-7 2168 11.78 1144 2168 0.00 1.01 1.08
P35-8 2204 8.45 887 2204 0.00 1.90 2.25
P35-9 2435 7.28 821 2435 0.00 0.68 5.14
P35-10 2670 10.15 1097 2670 0.00 1.08 1.42
Média 7.45 789.04 0.00 1.32 1.89
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Tabela A.43: Resultados GRASP para o PML - Instancias 40

Problema | Solugdo  Tempo(s) Iteragdes | Otimo Gap Gap Gap
GRASP  Solugio =~ GRASP Otimo LI Mod 1 LI Mod 2
GRASP GRASP (%) GRASP (%) GRASP (%)
P40-1 3027 31.73 1923 3027 0.00 2.47 2.65
P40-2 2467 9.34 599 2467 0.00 0.90 1.82
P40-3 2809 115.51 8161 2809 0.00 1.62 2.30
P40-4 3168 82.13 6056 3168 0.00 0.97 1.96
P40-5 2197 29.38 2262 2197 0.00 0.28 0.41
P40-6 3745 260.82 16032 3745 0.00 2.70 2.81
P40-7 2757 7.34 568 2757 0.00 1.05 2.45
P40-8 4225 9.97 790 4209 0.38 1.81 1.85
P40-9 3185 80.23 7166 3185 0.00 0.02 0.02
P40-10 2685 188.55 15806 2685 0.00 1.47 1.47
Média 81.05 5936.3 0.04 1.33 1.77
Tabela A.44: Resultados GRASP para o PML - Instancias 45
Problema | Solugdo  Tempo(s) Iteragdes | Otimo Gap Gap Gap
GRASP  Solugdo ~ GRASP Otimo LI Mod 1 LI Mod 2
GRASP GRASP (%) GRASP (%) GRASP (%)
P45-1 3382 53.76 2750 3382 0.00 2.42 2.91
P45-2 2608 2.26 118 2608 0.00 0.31 1.25
P45-3 3009 39.15 1933 3009 0.00 0.00 0.60
P45-4 2885 30.62 1519 2885 0.00 0.86 1.45
P45-5 3535 10.24 538 3535 0.00 1.15 2.75
P45-6 2841 30.61 1821 2841 0.00 1.53 1.68
P45-7 3406 222.17 11402 3406 0.00 0.18 0.98
P45-8 3155 210.56 11376 3155 0.00 0.87 1.03
P45-9 3484 341.86 15497 3484 0.00 1.96 2.42
P45-10 3532 167.65 8988 3522 0.28 1.83 1.83
Média 110.88 5594.2 0.03 1.11 1.69
Tabela A.45: Resultados GRASP para o PML - Instancias 50
Problema | Solugdo  Tempo(s) Iteragdes | Otimo Gap Gap Gap
GRASP  Solugdo  GRASP Otimo LI Mod 1 LI Mod 2
GRASP GRASP (%) GRASP (%) GRASP (%)
P50-1 3150 508.63 18825 3141 0.29 0.57 0.58
P50-2 3549 60.76 1802 3501 1.35 3.34 3.63
P50-3 3962 496.69 16601 3957 0.13 1.38 1.76
P50-4 3852 63.05 2205 3781 1.84 3.08 5.32
P50-5 4535 97.46 3623 4490 0.99 2.25 2.27
P50-6 3460 83.63 2733 3447 0.38 1.04 1.04
P50-7 3658 270.03 8161 3658 0.00 0.86 1.41
P50-8 3783 203.01 6133 3767 0.42 0.96 0.96
P50-9 3024 2.73 81 3024 0.00 0.97 0.97
P50-10 3724 215.74 6347 3718 0.16 2.81 3.18
Média 200.17 6651.1 0.56 1.73 2.11
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Tabela A.46: Resultados GRASP para o PML - Instancias 55

Problema | Solugdo  Tempo(s) Iteragdes | Otimo Gap Gap Gap
GRASP  Solugio =~ GRASP Otimo LI Mod 1 LI Mod 2
GRASP GRASP (%) GRASP (%) GRASP (%)
P55-1 4266 195,55 4345 4229 0.87 3.01 3.07
P55-2 4159 735,73 16273 4159 0.00 0.15 2.19
P55-3 3471 130,43 2870 3412 1.70 3.75 3.76
P55-4 3893 405,73 9224 3823 1.80 4.37 4.60
P55-5 4363 204,87 4457 4308 1.26 4.22 5.35
P55-6 3849 332,77 7214 3826 0.60 2.12 2.23
P55-7 3802 138,9 3503 3796 0.16 0.78 0.79
P55-8 3803 609,3 13490 3720 2.18 4.05 4.06
P55-9 4022 191,12 4065 4011 0.27 1.24 1.27
P55-10 4603 650,98 12926 4520 1.80 3.90 3.91
Média 359.56 7836.7 1.06 2.76 3.12
Tabela A.47: Resultados GRASP para o PML - Instancias 60
Problema | Solugdo  Tempo(s) Iteragdes | Otimo Gap Gap Gap
GRASP  Solugdo ~ GRASP Otimo LI Mod 1 LI Mod 2
GRASP GRASP (%) GRASP (%) GRASP (%)
P60-1 4877 1055.93 13740 4833 0.90 1.03 1.78
P60-2 5094 113.87 1626 4945 2.93 3.51 4.72
P60-3 3894 767.42 9756 3851 1.10 1.94 2.59
P60-4 4834 253.24 3675 4811 0.48 0.84 1.57
P60-5 4638 1093.56 14281 4483 3.34 4.61 4.73
P60-6 4671 1299.54 16875 4564 2.29 3.81 4.46
P60-7 4348 122.23 1738 4251 2.23 3.23 3.23
P60-8 4876 624.21 8198 4704 3.53 5.11 5.24
P60-9 4762 1030.04 13441 4712 1.05 3.03 3.14
P60-10 4428 1381.21 18181 4376 1.17 2.13 2.16
Média 774.12 10151.1 1.90 2.93 3.36
Tabela A.48: Resultados GRASP para o PML - Instancias 65
Problema | Solugdo  Tempo(s) Iteragdes | Otimo Gap Gap Gap
GRASP  Solugdo  GRASP Otimo LI Mod 1 LI Mod 2
GRASP GRASP (%) GRASP (%) GRASP (%)
P65-1 4912 1657.00 16358 4844 1.38 2.03 2.19
P65-2 5262 890.07 8903 5106 2.96 3.53 3.53
P65-3 5283 700.32 7032 5140 2.71 5.08 5.29
P65-4 5479 806.86 8082 5274 3.74 4.20 4.20
P65-5 5213 274.52 2723 5000 4.09 4.81 4.81
P65-6 4613 814.23 8200 4539 1.60 3.32 3.32
P65-7 5518 113.27 1085 5308 3.81 5.78 5.78
P65-8 5571 1803.95 17732 5422 2.67 5.47 5.48
P65-9 6386 1051.81 10217 6173 3.34 6.35 6.35
P65-10 5195 415.87 4382 4993 3.89 5.27 7.22
Média 774.12 8471.4 3.02 4.58 4.82
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Tabela A.49: Resultados GRASP para o PML - Instancias 70

Problema | Solugdo  Tempo(s) Iteragdes | Otimo Gap Gap Gap
GRASP Solugao GRASP Otimo LI Mod 1 LI Mod 2
GRASP GRASP (%) GRASP (%) GRASP (%)
P70-1 5427 1888.28 13039 5207 4.05 6.61 6.63
P70-2 6270 2784.25 19460 6056 3.41 4.84 4.87
P70-3 5810 1630.37 11094 5539 4.66 5.20 5.70
P70-4 6377 1941.86 13307 6159 3.42 5.17 5.17
P70-5 6363 1074.24 7480 6097 4.18 5.50 6.10
P70-6 5858 1805.05 12233 5605 4.32 5.40 5.40
P70-7 5485 674.85 4818 5340 2.64 4.20 4.32
P70-8 6186 349.91 2475 5889 4.80 5.42 5.43
P70-9 5523 2618.57 17941 5236 5.20 7.51 7.52
P70-10 5600 802.64 5603 5476 2.21 3.67 3.70
Média 802.64 10745 3.89 5.35 5.48

Tabela A.50: Resultados GRASP para o PML - Instancias 75

Problema | Solugdo  Tempo(s) Iteracdes | Otimo Gap Gap Gap
GRASP  Solugio ~ GRASP Otimo LI Mod 1 LI Mod 2
GRASP GRASP (%) GRASP (%) GRASP (%)
P75-1 5659 2815.87 14784 5369 5.12 oAk 7.63
P75-2 5886 3485.19 19824 5527 6.10 HHAAK 7.68
P75-3 6402 1486.52 7772 6119 4.42 o 5.45
P75-4 5832 1698.51 8830 5539 5.02 HAAAK 6.32
Média 2371.52 12802.5 5.17 HokEk 6.77

Tabela A.51: Resultados GRASP para o PML - Instancias 80

Problema | Solugdo  Tempo(s) Iteragdes | Otimo Gap Gap Gap
GRASP  Solucito ~ GRASP Otimo LI Mod 1 LI Mod 2
GRASP GRASP (%) GRASP (%) GRASP (%)
P80-1 7070 202.51 1152 6552 6.93 AR 7.24
P8&0-2 Kok kk >k kokkokokok Kok kk >k kokkk kokkk ok Kok kk >k kK okokok
P80-3 6945 3239.58 18729 6494 6.49 ook 7.93
P80-4 6935 1655.82 9539 6389 5.14 kK 6.35
Média 1699.30 9806.66 6.18 A 7.17
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A.6 Comparacao CPLEX x CPLEX Usando GRASP

como Primeiro Limite Superior

Nesta secao sao apresentados os resultados comparando o tempo para se encontrar o 6timo
inteiro utilizando o CPLEX com e sem um limite superior pré-computado pela heuristica
GRASP. Os valores dos limites superiores foram apresentados na segao (A.5).

As Tabelas (A.52)-(A.61) mostram o impacto de se utilizar um limite superior pré-
computado no calculo do tempo total para se provar a otimalidade de uma instancia.
Utilizou-se como referéncia o modelo M2_PML com e sem o limite superior pré-computado.
Entretanto, uma analise com o modelo M3_PML ou o M4_PML também poderia ser reali-
zada.

As Tabelas (A.52)-(A.61) possuem os seguintes campos: Problema, campo que mostra
a instancia; Tempo (s) Otimo M2.PML e Tempo (s) Otimo M2-PML Usando LS GRASP
campos que mostram o tempo utilizado pelo CPLEX para provar a otimalidade da instancia
usando o modelo M2 com duas estratégias. Na primeira estratégia o CPLEX trabalha com
os parametros padroes, na segunda, o CPLEX trabalha com a énfase na integralidade da
solugao. Isto é vidvel pois essas estratégias podem ser computadas em paralelo, quando
uma conseguir provar a otimalidade a outra técnica pode ser descartada. O campo Tempo
(s) Otimo M2_PML Usando LS GRASP mostra o tempo do CPLEX quando ele utiliza
a solucao encontrada pelo algoritmo GRASP como primeiro limite superior. Ja o campo
Tempo (s) Otimo M2_PML Usando LS apresenta o tempo quando o CPLEX nao utiliza
um limite superior pré-computado. O campo Ganho (%) Usando LS GRASP relata o
ganho relativo ao usar o limite superior do GRASP. Quando esse ganho ¢é positivo significa
que utilizar o limite superior do GRASP torna o CPLEX mais rapido. Quando esse valor

é negativo significa que nao foi vantajoso utilizar o limite gerado pela heuristica GRASP.
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Tabela A.52: Resultados CPLEX usando Limite Superior GRASP - Instancias 15

Problema | Tempo (s) Tempo (s) Ganho (%) Gap
Otimo Otimo M2_PML Usando Otimo
M2_PML Usando LS GRASP LS GRASP | GRASP (%)

P15-1 0.06 0.07 -16.67 0.00
P15-2 0.10 0.07 30.00 0.00
P15-3 0.06 0.07 -16.67 0.00
P15-4 0.06 0.06 0.00 0.00
P15-5 0.05 0.07 -40.00 0.00
P15-6 0.05 0.07 -40.00 0.00
P15-7 0.06 0.07 -16.67 0.00
P15-8 0.06 0.07 -16.67 0.00
P15-9 0.31 0.23 25.81 0.00
P15-10 0.11 0.08 27.27 0.00
Média 0.09 0.08 11.11 0.00

Tabela A.53: Resultados CPLEX usando Limite Superior GRASP - Instancias 20

Problema | Tempo (s) Tempo (s) Ganho (%) Gap
Otimo Otimo M2_PML Usando Otimo
M2_PML Usando LS GRASP LS GRASP | GRASP (%)
P20-1 2.49 1.9 23.69 0.00
P20-2 0.16 0.18 -12.50 0.00
P20-3 0.44 0.43 2.27 0.00
P20-4 0.16 0.18 -12.50 0.00
P20-5 0.19 0.23 -21.05 0.00
P20-6 2.64 0.88 66.67 0.00
P20-7 1.04 1.06 -1.92 0.00
P20-8 0.55 0.29 47.27 0.00
P20-9 0.18 0.21 -16.67 0.00
P20-10 0.29 0.25 13.79 0.00
Média 0.81 0.56 30.86 0.00

Tabela A.54: Resultados CPLEX usando Limite Superior GRASP - Instancias 25

Problema | Tempo (s) Tempo (s) Ganho (%) Gap
Otimo Otimo M2_PML Usando Otimo
M2_PML  Usando LS GRASP LS GRASP | GRASP (%)
P25-1 0.34 0.41 -20.59 0.00
P25-2 1.76 0.98 44.32 0.00
P25-3 0.93 0.68 26.88 0.00
P25-4 0.36 0.43 -19.44 0.00
P25-5 9.83 3.42 65.21 0.00
P25-6 10.6 9.17 13.49 0.00
P25-7 0.38 0.42 -10.53 0.00
P25-8 0.95 0.79 16.84 0.00
P25-9 4.46 3.03 32.06 0.00
P25-10 0.76 0.63 17.11 0.00
Média 3.03 1.99 34.32 0.00

156




Tabela A.55: Resultados CPLEX usando Limite Superior GRASP - Instancias 30

Problema | Tempo (s) Tempo (s) Ganho (%) Gap
Otimo Otimo M2_PML Usando Otimo
M2_PML Usando LS GRASP LS GRASP | GRASP (%)

P30-1 5.67 4.11 27.51 0.00
P30-2 3.25 3.26 -0.31 0.00
P30-3 7.68 7.01 8.72 0.00
P30-4 38.35 31.23 18.57 0.00
P30-5 18.40 9.23 49.84 0.00
P30-6 18.47 5.1 72.39 0.00
P30-7 3.72 3.76 -1.08 0.00
P30-8 7.14 7.54 -5.60 0.00
P30-9 4.57 2.1 54.05 0.55
P30-10 6.10 4.44 27.21 0.00
Média 11.33 7.7 31.42 0.06

Tabela A.56: Resultados CPLEX usando Limite Superior GRASP - Instancias 35

Problema | Tempo (s) Tempo (s) Ganho (%) Gap
Otimo Otimo M2_PML Usando Otimo
M2_PML Usando LS GRASP LS GRASP | GRASP (%)
P35-1 30.26 17.39 42.53 0.00
P35-2 71.90 54.24 24.56 0.00
P35-3 4.21 3.62 14.01 0.00
P35-4 1.49 1.65 -10.74 0.00
P35-5 3.25 2.88 11.38 0.00
P35-6 44.42 37.56 15.44 0.00
P35-7 34.42 28.69 16.65 0.00
P35-8 16.81 7.34 56.34 0.00
P35-9 152.10 112.24 26.21 0.00
P35-10 18.86 17.08 9.44 0.00
Média 37.77 28.26 25.17 0.00

Tabela A.57: Resultados CPLEX usando Limite Superior GRASP - Instancias 40

Problema | Tempo (s) Tempo (s) Ganho (%) Gap
Otimo Otimo M2_PML Usando Otimo
M2_PML  Usando LS GRASP LS GRASP | GRASP (%)
P40-1 151.15 110.49 26.90 0.00
P40-2 32.01 17.62 44.95 0.00
P40-3 200.93 205.44 -2.24 0.00
P40-4 19.63 10.73 45.34 0.00
P40-5 108.16 65.84 39.13 0.00
P40-6 110.23 64.19 41.77 0.00
P40-7 82.41 81.67 0.90 0.00
P40-8 3.82 3.45 9.69 0.38
P40-9 72.77 72.75 0.03 0.00
P40-10 62.74 40.61 35.27 0.00
Média 84.38 67.27 20.27 0.04
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Tabela A.58: Resultados CPLEX usando Limite Superior GRASP - Instancias 45

Problema | Tempo (s) Tempo (s) Ganho (%) Gap
Otimo Otimo M2_PML Usando Otimo
M2_PML Usando LS GRASP LS GRASP | GRASP (%)

P45-1 602.79 263.38 56.31 0.00
P45-2 51.91 29.83 42.54 0.00
P45-3 21.46 19.44 9.41 0.00
P45-4 319.76 159.81 50.02 0.00
P45-5 665.85 536.82 19.38 0.00
P45-6 149.10 150.58 -0.99 0.00
P45-7 252.89 263.97 -4.38 0.00
P45-8 79.16 43.16 45.48 0.00
P45-9 330.50 179.56 45.67 0.00
P45-10 159.38 107.8 32.36 0.28
Média 263.28 175.34 33.40 0.03

Tabela A.59: Resultados CPLEX usando Limite Superior GRASP - Instancias 50

Problema | Tempo (s) Tempo (s) Ganho (%) Gap
Otimo Otimo M2_PML Usando Otimo
M2_PML Usando LS GRASP LS GRASP | GRASP (%)
P50-1 30.98 27.56 11.04 0.29
P50-2 5468.17 4198.17 23.23 1.35
P50-3 2443.27 912.79 62.64 0.13
P50-4 5107.16 5096.99 0.20 1.84
P50-5 630.12 615.62 2.30 0.99
P50-6 83.73 74.73 10.75 0.38
P50-7 722.75 116.87 83.83 0.00
P50-8 30.91 19.21 37.85 0.42
P50-9 233.51 152.48 34.70 0.00
P50-10 2175.70 2325.26 -6.87 0.16
Média 1692.63 1353.96 20.00 0.56

Tabela A.60: Resultados CPLEX usando Limite Superior GRASP - Instancias 55

Problema | Tempo (s) Tempo (s) Ganho (%) Gap
Otimo Otimo M2_PML Usando Otimo
M2_PML  Usando LS GRASP LS GRASP | GRASP (%)
P55-1 2566.86 1125.39 56.16 0.87
P55-2 783.17 215.16 72.53 0.00
P55-3 4146.93 4125.48 0.52 1.70
P55-4 5468.22 5399.04 1.27 1.80
P55-5 32591.09 19776.28 39.32 1.26
P55-6 1982.98 442.51 77.68 0.60
P55-7 129.54 110.06 15.04 0.16
P55-8 790.60 751.08 5.00 2.18
P55-9 310.45 202.05 34.92 0.27
P55-10 760.62 641.69 15.64 1.80
Média 4953.04 3278.87 33.80 1.06
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Tabela A.61: Resultados CPLEX usando Limite Superior GRASP - Instancias 60

Problema | Tempo (s) Tempo (s) Ganho (%) Gap
Otimo Otimo M2_PML Usando Otimo
M2_PML  Usando LS GRASP LS GRASP | GRASP (%)
P60-1 1176.75 1085.19 7.78 0.90
P60-2 17790.20 6872.25 61.37 2.93
P60-3 13653.13 12774.95 6.43 1.10
P60-4 3637.69 3505.60 3.63 0.48
P60-5 10787.50 17495.50 -62.18 3.34
P60-6 59682.29 65018.07 -8.94 2.29
P60-7 1342.98 1265.26 5.79 2.23
P60-8 32543.50 18857.60 42.05 3.53
P60-9 29608.56 23021.64 22.25 1.05
P60-10 5657.83 5772.18 -2.02 1.17
Média 17588.04 15566.82 11.49 1.90
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Apeéendice B

Problema de Um Veiculo de Entrega

B.1 Introducao

Este apéndice tem como objetivo mostrar de uma forma mais detalhada os resultados das
instancias do Problema de Um Veiculo de Entrega (PUVE) apresentadas anteriormente.
No capitulo 3 foram apresentadas sempre as médias para as dez instancias de cada conjunto.
Neste apéndice sao apresentados os tempos e os gaps para cada instancia, usando cada uma

das formulagoes analisadas.

B.2 Formulacoes Fluxo

Nesta secao sao apresentados os resultados comparando as 2 formulacoes de fluxo apresen-
tadas na segao (3.4.1). A formulagao F1_PUVE, é a formulagao multifluxo sem as variaveis
p, (3.1)-(3.1). A formulagao F2_PUVE, é a formulacao F1_ PUVE acrescida das restrigoes
(3.13)-(3.18).

As Tabelas (A.1)-(A.6) possuem os seguintes campos: Problema, apresenta o nome da
instancia; campos Gap RL F1_PML (%) e Gap RL F2_.PML (%) apresentam o gap de
relaxacao linear de cada instancia e para cada formulacao apresentada; campos Tempo
(s) RL F1_PML e Tempo (s) RL F2_PML, mostram o tempo, em segundos, que cada
formulagao levou para calcular o limite de programacao linear de cada instancia utilizando-
se 0 Método da Barreira como algoritmo de relaxacao linear; campos Tempo (s) Otimo
F1_PMLe Tempo (s) Otimo F2_PML, mostram o tempo, em segundos, que cada formulagao

levou para provar a otimalidade da instancia.
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Tabela B.1: Comparacao das Formulagoes Multiproduto para o PUVE - Instancias 10

Problema | Gap (%)  Tempo (s) Tempo (s) | Gap (%)  Tempo (s) Tempo (s)
RL RL Otimo RL RL Otimo

F1.PUVE F1.PUVE F1 PUVE | F2 PUVE F2PUVE F2PUVE
110-1 6.90 0.07 1.69 0.00 0.07 0.09
110-2 0.00 0.06 0.07 0.00 0.06 0.08
110-3 3.83 0.07 0.70 0.00 0.08 0.09
110-4 17.43 0.07 2.44 0.66 0.10 0.27
110-5 4.06 0.07 1.01 0.00 0.07 0.08
110-6 0.00 0.07 0.08 0.00 0.08 0.09
110-7 0.00 0.08 0.09 0.00 0.07 0.09
110-8 0.00 0.05 0.06 0.00 0.06 0.08
110-9 10.14 0.07 2.03 2.78 0.09 1.19
110-10 14.76 0.06 2.36 0.00 0.07 0.09
Média 5.71 0.06 1.05 0.34 0.07 0.21

Tabela B.2: Comparacao das Formulacoes Multiproduto para o PUVE - Instancias 12

Problema | Gap (%)  Tempo (s) Tempo (s) | Gap (%) Tempo (s) Tempo (s)
RL RL Otimo RL RL Otimo

F1.PUVE F1.PUVE F1.PUVE | F2PUVE F2PUVE F2PUVE
112-1 8.27 0.13 4.44 0.00 0.15 0.18
112-2 3.41 0.15 3.12 0.00 0.15 0.18
112-3 8.95 0.14 7.11 0.00 0.15 0.18
112-4 8.72 0.14 6.08 0.54 0.20 2.93
112-5 2.32 0.12 0.99 0.00 0.15 0.18
112-6 1.89 0.15 1.87 0.00 0.14 0.17
112-7 13.70 0.15 9.59 0.00 0.16 0.18
112-8 4.45 0.13 3.41 0.00 0.18 0.21
112-9 14.63 0.11 4.18 0.54 0.23 2.59
112-10 14.24 0.14 8.04 0.00 0.17 0.20
Média 8.06 0.13 4.88 0.11 0.16 0.70

B.3 Formulacoes Baseadas em Bianco et al.

Nesta secao sao apresentados os resultados comparando as 4 formulagoes baseadas no mo-
delo de Bianco et al. [BM189], apresentadas na sec¢ao (3.4.2). Além disso, sdo apresentados
os resultados heuristicos para o PUVE.

Nas Tabelas (B.7) - (B.16) sado apresentados tantos os resultados exatos - associados
aos modelos M1 _PUVE, M2 PUVE, M3_PUVE e M4 PUVE - como os heuristicos para
todas as instancias analisadas. Essas tabelas possuem os seguintes campos: Tamanho
que mostra o tamanho das instancias analisadas; Gap (%) Relaza¢do Linear M1_PUVE,
Gap (%) Relazagao Linear M2_-PUVE e Gap (%) Relaxagdo Linear M3_PUVE, campos

que mostram os gaps de relaxacao linear para as formulacoes M1 _PUVE, M2 PUVE e
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Tabela B.3: Comparacao das Formulagoes Multiproduto para o PUVE - Instancias 15

Problema | Gap (%)  Tempo (s) Tempo (s) | Gap (%)  Tempo (s) Tempo (s)
RL RL Otimo RL RL Otimo
F1.PUVE F1.PUVE F1 PUVE | F2 PUVE F2PUVE F2PUVE
115-1 4.95 0.35 5.10 0.00 0.42 0.47
115-2 4.55 0.40 10.41 0.00 0.45 0.51
115-3 13.65 0.39 93.23 0.01 0.62 1.56
115-4 5.01 0.36 9.53 0.00 0.68 1.39
115-5 10.43 0.32 24.30 2.11 0.62 11.04
115-6 7.83 0.42 24.72 1.36 0.81 9.89
115-7 11.81 0.39 20.11 2.89 0.60 9.96
115-8 16.38 0.46 32.30 0.00 0.53 0.58
115-9 6.33 0.40 15.85 1.26 0.70 14.30
115-10 6.75 0.36 20.72 0.17 0.77 6.72
Média 8.77 0.38 25.62 0.78 0.62 5.64

Tabela B.4: Comparacao das Formulacoes Multiproduto para o PUVE - Instancias 20

Problema | Gap (%)  Tempo (s) Tempo (s) | Gap (%) Tempo (s) Tempo (s)
RL RL Otimo RL RL Otimo
F1.PUVE F1.PUVE F1.PUVE | F2PUVE F2PUVE F2PUVE
120-1 4.94 1.92 83.28 0.00 1.71 1.92
120-2 12.51 1.48 443.06 3.74 2.60 82.03
120-3 13.79 1.49 1153.64 1.62 2.96 51.71
120-4 14.19 2.19 631.89 1.14 2.86 47.19
120-5 11.57 1.73 5764.87 1.03 3.02 125.51
120-6 9.31 1.51 223.86 0.00 2.02 2.17
120-7 22.06 1.53 11924.09 6.64 2.52 137.08
120-8 14.01 1.84 2588.25 2.98 2.55 122.34
120-9 12.75 1.42 1425.38 0.00 1.98 2.11
120-10 8.13 1.66 199.98 1.43 2.34 57.51
Média 12.33 1.67 2443.83 1.86 2.45 62.95

M3_PUVE. Para a abordagem M4 _PUVE, esse gap nao foi apresentado pois é igual ao da
formulacio M3_PUVE. Tempo Otimo M1_PUVE (s), Tempo Otimo M2_PUVE (s), Tempo
Otimo M3_.PUVE (s) e Tempo Otimo MJ_PUVE (s), campos que apresentam o tempo,
em segundos, para se provar a otimalidade usando-se cada uma das abordagens citadas
anteriormente. Além desses, sao apresentados resultados relativos a heuristica GRASP. O
campo Tempo Grasp (s) apresenta o tempo, em segundos, para se encontrar o melhor limite
superior e, finalmente, o campo Gap (%) GRASP Otimo mostra o gap, em porcentagem,
entre a melhor solugao encontrada pelo GRASP e a solugao étima. Esse gap é computado

para cada instancia pela férmula (3.27):
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Tabela B.5: Comparacao das Formulacoes Multiproduto para o PUVE - Instancias 25

Problema | Gap (%) Tempo (s) Tempo (s) | Gap (%) Tempo (s) Tempo (s)
RL RL Otimo RL RL Otimo

F1.PUVE F1.PUVE F1.PUVE | F2.PUVE F2_PUVE F2_PUVE
125-2 koK HoAdK A 2.38 6.71 424.15
125-3 HoHRAK HoRAAK oAk 1.50 7.42 252.38
125-4 o Rlloo HoAAokk 2.13 6.90 458.13
125-5 o HoAAAK oAk 3.59 7.24 691.64
125-6 o Rlloo oo 1.45 8.15 398.59
125-7 oK HAARK HAAAK 3.79 6.79 401.30
125-8 kol KAk HoAAAK 3.29 7.45 419.63
125-9 rokoRok oo oAk 0.50 8.77 201.18
125-10 HoHHAK HoHAAK HoHAAK 1.00 7.61 168.68
Média R Rk R 1.96 7.32 342.21

Tabela B.6: Comparacao das Formulagoes Multiproduto para o PUVE - Instancias 30

Problema | Gap (%)  Tempo (s) Tempo (s) | Gap (%) Tempo (s) Tempo (s)
RL RL Otimo RL RL Otimo

F1.PUVE F1 PUVE F1 PUVE | F2. PUVE F2PUVE F2PUVE
130-1 oAk Ak Ak 1.23 12.92 524.44
130-2 ko oo HokAAK 2.08 16.07 1253.55
130-3 ok HAAK HAAAK 4.14 14.43 1218.94
130-4 ko HoHAAK oAk 3.07 14.66 2112.32
130-5 rorRAok HAAAK oAk 3.73 13.68 3674.33
130-6 HorkAK HoHAAK oAk 1.60 11.68 1002.88
130-7 oK HoAK HAAK 1.06 13.33 1183.59
130-8 ko HoHAAK oAk 1.36 14.45 1194.57
130-9 HorRoRk oo HoAAkk 2.04 14.83 824.24
130-10 ook HAAK HAAAK 1.11 14.52 562.45
Média HoREAK HHAK R 2.14 14.05 1355.13

Tabela B.7: Comparagao das Abordagens para o PUVE - Instancias 10

Problema | Gap (%) Tempo (s) Gap (%) Tempo (s) Gap (%) Tempo (s) | Tempo  Gap (%) Tempo (s)
Relaxacao Otimo Relaxacao Otimo Relaxacao Otimo GRASP  GRASP Otimo
Linear M1_PUVE Linear M2_PUVE Linear M3_PUVE (s) Otimo M4_PUVE
M1_PUVE M2_PUVE M3_PUVE
110-1 0.00 0.03 0.00 0.04 0.00 0.02 0.00 0.00 0.02
110-2 0.00 0.03 0.00 0.04 0.00 0.03 0.00 0.00 0.03
110-3 0.00 0.03 0.00 0.04 0.00 0.02 0.00 0.00 0.02
110-4 6.60 0.1 6.60 0.06 6.60 0.08 0.00 0.00 0.08
110-5 0.00 0.04 0.00 0.04 0.00 0.03 0.00 0.00 0.03
110-6 0.00 0.05 0.00 0.07 0.00 0.04 0.00 0.00 0.04
110-7 0.00 0.03 0.00 0.07 0.00 0.05 0.00 0.00 0.05
110-8 0.00 0.04 0.00 0.07 0.00 0.06 0.00 0.00 0.06
110-9 2.01 0.22 2.01 0.37 2.01 0.29 0.00 0.00 0.2
110-10 0.00 0.06 0.00 0.06 0.00 0.1 0.00 0.00 0.1
Média 0.86 0.063 0.86 0.086 0.86 0.072 0.00 0.00 0.063
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Tabela B.8: Comparacao das Abordagens para o PUVE - Instancias 12

Problema Gap (%) Tempo (s) Gap (%) Tempo (s) Gap (%) Tempo (s) | Tempo Gap (%) Tempo (s)
Relaxacao Otimo Relaxacao Otimo Relaxacao Otimo GRASP  GRASP Otimo
Linear M1_PUVE Linear M2_PUVE Linear M3_PUVE (s) Otimo M4_PUVE
M1_PUVE M2_PUVE M3_PUVE
112-1 0.00 0.04 0.00 0.05 0.00 0.05 0.00 0.00 0.05
112-2 0.00 0.04 0.00 0.05 0.00 0.04 0.00 0.00 0.04
112-3 0.00 0.07 0.00 0.09 0.00 0.08 0.00 0.00 0.08
112-4 3.69 0.32 3.69 0.41 3.69 0.55 0.00 0.00 0.40
112-5 0.00 0.11 0.00 0.14 0.00 0.10 0.00 0.00 0.10
112-6 0.00 0.09 0.00 0.10 0.00 0.08 0.00 0.00 0.08
112-7 0.00 0.09 0.00 0.13 0.00 0.09 0.00 0.00 0.09
112-8 0.00 0.22 0.00 0.21 0.00 0.19 0.00 0.00 0.19
112-9 4.05 0.60 4.05 0.49 4.05 0.35 0.00 0.00 0.35
112-10 0.00 0.12 0.00 0.14 0.00 0.10 0.00 0.00 0.10
Média 0.77 0.17 0.77 0.181 0.77 0.163 0.00 0.00 0.148
Tabela B.9: Comparagao das Abordagens para o PUVE - Instancias 15
Problema | Gap (%) Tempo (s) Gap (%) Tempo (s) Gap (%) Tempo (s) | Tempo Gap (%) Tempo (s)
Relaxacao Otimo Relaxacao Otimo Relaxacao Otimo GRASP  GRASP Otimo
Linear M1_PUVE Linear M2_PUVE Linear M3_PUVE (s) Otimo M4_PUVE
M1_PUVE M2_PUVE M3_PUVE
115-1 0.00 0.12 0.00 0.13 0.00 0.11 0.01 0.00 0.11
115-2 1.03 0.21 1.03 0.41 1.03 0.16 0.02 0.00 0.14
115-3 0.00 0.22 0.00 0.23 0.00 0.20 0.00 0.00 0.20
115-4 0.00 0.15 0.00 0.17 0.00 0.14 0.02 0.00 0.14
115-5 2.18 0.36 2.18 0.67 2.18 0.34 0.00 0.00 0.21
115-6 3.10 0.84 3.10 0.62 3.10 0.42 0.00 0.00 0.32
115-7 0.17 0.47 0.00 0.42 0.00 0.36 0.01 0.00 0.36
115-8 0.00 0.26 0.00 0.28 0.00 0.27 0.00 0.00 0.27
115-9 0.00 0.33 0.00 0.40 0.00 0.33 0.00 0.00 0.33
115-10 1.94 1.13 1.94 0.87 1.94 0.61 0.01 0.00 0.54
Média 0.84 0.409 0.82 0.42 0.82 0.29 0.01 0.00 0.26
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Tabela B.10: Comparagao das Abordagens para o PUVE - Instancias 20

Problema Gap (%) Tempo (s) Gap (%) Tempo (s) Gap (%) Tempo (s) | Tempo Gap (%) Tempo (s)
Relaxacao Otimo Relaxacao Otimo Relaxacao Otimo GRASP  GRASP Otimo
Linear M1_PUVE Linear M2_PUVE Linear M3_PUVE (s) Otimo M4_PUVE
M1_PUVE M2_PUVE M3_PUVE
120-1 0.00 0.35 0.00 0.36 0.00 0.34 0.05 0.00 0.38
120-2 4.17 2.71 4.17 2.65 4.17 1.27 0.08 0.00 0.58
120-3 3.11 1.99 4.23 8.61 3.11 1.68 0.04 0.00 0.78
120-4 0.68 0.64 0.68 1.14 0.68 1.13 0.09 0.00 0.64
120-5 0.57 1.08 0.57 0.88 0.57 0.91 0.11 0.00 1.48
120-6 0.00 0.88 0.00 0.99 0.00 0.85 0.05 0.00 0.87
120-7 8.14 27.8 8.27 63.3 8.14 16.84 0.07 0.00 3.58
120-8 1.16 2.53 1.50 20.36 1.16 2.1 0.08 0.00 1.57
120-9 0.00 1.04 0.00 1.08 0.00 0.97 0.11 0.00 1.06
120-10 0.00 1.68 0.13 2.50 0.00 1.55 0.08 0.00 1.66
Média 1.78 4.07 1.96 0.42 1.78 2.76 0.07 0.00 1.26
Tabela B.11: Comparagao das Abordagens para o PUVE - Instancias 25
Problema | Gap (%) Tempo (s) Gap (%) Tempo (s) Gap (%) Tempo (s) | Tempo Gap (%) Tempo (s)
Relaxacao Otimo Relaxacao Otimo Relaxacao Otimo GRASP  GRASP Otimo
Linear M1_PUVE Linear M2_PUVE Linear M3_PUVE (s) Otimo M4_PUVE
M1_PUVE M2_PUVE M3_PUVE
125-1 0.00 0.89 0.00 0.93 0.00 0.90 0.80 0.00 0.88
125-2 0.78 4.25 0.78 4.17 0.78 7.79 0.73 0.00 2.94
125-3 0.00 1.29 0.00 1.40 0.00 1.26 0.95 0.00 1.23
125-4 1.74 19.05 1.93 23.07 1.74 3.82 1.12 0.00 3.83
125-5 4.20 22.34 4.20 52.02 4.20 43.97 0.90 0.00 16.48
125-6 1.37 11.15 1.37 3.89 1.37 3.90 0.73 0.00 2.45
125-7 4.30 26.29 4.35 24.44 4.30 13.05 0.98 0.00 8.18
125-8 4.19 15.8 4.19 20.77 4.19 18.31 0.89 0.00 7.81
125-9 2.56 47.04 2.70 16.29 2.56 25.07 0.87 0.00 4.79
125-10 0.00 3.63 0.18 5.80 0.00 3.62 1.34 0.00 3.82
Média 1.91 15.17 1.97 15.27 1.91 12.16 0.93 0.00 5.24
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Tabela B.12: Comparagao das Abordagens para o PUVE - Instancias 30

Problema Gap (%) Tempo (s) Gap (%) Tempo (s) Gap (%) Tempo (s) | Tempo Gap (%) Tempo (s)
Relaxacao Otimo Relaxacao Otimo Relaxacao Otimo GRASP  GRASP Otimo
Linear M1_PUVE Linear M2_PUVE Linear M3_PUVE (s) Otimo M4_PUVE
M1_PUVE M2_PUVE M3_PUVE
130-1 0.23 15.08 0.33 38.74 0.23 5.93 1.48 0.00 2.94
130-2 5.76 135.39 6.94 589.35 5.76 92.62 1.16 0.00 32.65
130-3 1.12 26.35 1.12 25.31 1.12 25.36 3.99 0.00 3.89
130-4 2.18 20.07 2.18 76.46 2.18 70.58 0.45 0.00 12.89
130-5 1.37 143.6 1.37 139.15 1.37 56.4 0.82 0.00 8.17
130-6 1.09 115.22 1.12 83.59 1.09 45.57 0.32 0.00 6.39
130-7 5.18 9845.37 3.55 1083.54 3.55 339.93 17.25 0.00 27.59
130-8 0.66 13.31 0.66 28.25 0.66 40.73 2.97 0.00 7.89
130-9 0.46 54.44 0.46 18.66 0.46 64.26 3.13 0.00 8.43
130-10 4.20 472.41 4.20 694.26 4.15 334.17 0.52 0.00 123.56
Média 2.23 1084.12 2.19 277.73 2.06 107.55 3.21 0.00 23.44
Tabela B.13: Comparagao das Abordagens para o PUVE - Instancias 35
Problema | Gap (%) Tempo (s) Gap (%) Tempo (s) Gap (%) Tempo (s) | Tempo Gap (%) Tempo (s)
Relaxacao Otimo Relaxacao Otimo Relaxacao Otimo GRASP  GRASP Otimo
Linear M1_PUVE Linear M2_PUVE Linear M3_PUVE (s) Otimo M4_PUVE
M1_PUVE M2_PUVE M3_PUVE
135-1 3.39 170.55 3.40 368.9 3.39 40.18 7.02 0.00 28.77
135-2 0.44 15.72 0.44 22.32 0.44 17.42 2.71 0.00 4.89
135-3 1.17 247.67 1.72 331.29 1.17 42.70 20.3 0.00 24.61
135-4 0.79 115.59 1.06 230.09 0.79 124.1 2.05 0.22 12.01
135-5 0.67 68.34 0.67 203.87 0.67 59.91 16.75 0.00 9.29
135-6 0.00 7.01 0.00 7.36 0.00 6.95 15.77 0.00 7.37
135-7 1.84 160.51 1.84 177.21 1.84 151.15 4.08 0.00 82.59
135-8 1.32 99.85 1.32 398.13 1.32 172.74 24.77 0.00 18.08
135-9 2.47 640.25 2.47 137.94 2.47 418.06 1.84 0.00 67.37
135-10 0.82 54.24 0.82 92.10 0.82 93.87 4.11 0.00 18.39
Média 1.29 157.97 1.37 196.92 1.29 107.55 9.94 0.02 27.33
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Tabela B.14: Comparagao das Abordagens para o PUVE - Instancias 40

Problema Gap (%) Tempo (s) Gap (%) Tempo (s) Gap (%) Tempo (s) | Tempo Gap (%) Tempo (s)
Relaxacao Otimo Relaxacao Otimo Relaxacao Otimo GRASP  GRASP Otimo
Linear M1_PUVE Linear M2_PUVE Linear M3_PUVE (s) Otimo M4_PUVE
M1_PUVE M2_PUVE M3_PUVE
140-1 AR HAAK oK AR 2.06 556.79 28.71 0.00 277.97
140-2 HoAAK HokK oA HoAHK 2.44 349.2 161.87 0.00 37.81
140-3 HoRAK HAAK oK HoAAK 0.94 43.38 17.82 0.00 15.76
140-4 HoAAk HoAAk rordk HoAAk 6.27 13894 20.99 0.00 2437.16
140-5 o HkdK HoAAK o 1.49 397.17 137.98 0.00 83.57
140-6 HoAAK HoAAK HorRk HoAAK 0.79 29.84 118.64 0.00 15.26
140-7 o HokAK oA HoAK 1.82 604.72 140.64 0.00 150.29
140-8 HoHAK HAAK oK KAk 1.59 1414.24 19.87 0.00 242.43
140-9 ARk HoAAK otk HAAK 0.38 66.36 87.28 0.00 24.72
140-10 HoAK HAAK ok HoAAK 2.09 905.76 16.52 0.00 117.87
Média HRAK HAAK oK AR 1.99 1826.14 75.03 0.00 340.28
Tabela B.15: Comparagao das Abordagens para o PUVE - Instancias 45
Problema | Gap (%) Tempo (s) Gap (%) Tempo (s) Gap (%) Tempo (s) | Tempo Gap (%) Tempo (s)
Relaxacao Otimo Relaxacao Otimo Relaxacao Otimo GRASP  GRASP Otimo
Linear M1_PUVE Linear M2_PUVE Linear M3_PUVE (s) Otimo M4_PUVE
M1_PUVE M2_PUVE M3_PUVE
145-1 HAAK HAAK HAAK HAAK 1.17 HAAK 100.71 0.81 79.56
145-2 HoAAK HAAK HorkK HoAAK 4.50 kK 240.60 0.23 4038.65
145-3 oAk HoAAK oK Ak 3.35 oK 175.87 0.00 1612.24
145-4 KAk HAAK oK KAk 2.50 Horkk 221.54 0.37 870.34
145-5 HoAAK HokK A HoAAK 4.48 oA 35.20 0.00 7719.77
145-6 HoHAK HAAK oK HoAAK 2.09 oK 210.98 0.00 177.63
145-7 oAk HoAoAk rorkk HoAAk 3.33 HorRk 161.87 0.28 2248.06
145-8 o HkAK o o 3.45 HoAAK 613.59 0.00 22769.06
145-9 koo Rk ook ok 3.75 ko 3.54 0.00 50.26
145-10 Ak HAAK ok HAAK 0.97 oK 247.62 1.16 137.42
Média HAAK HkAK HAAK HAAK 2.96 HAAK 201.15 0.28 3970.29
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Tabela B.16: Comparagao das Abordagens para o PUVE - Instancias 50

Problema Gap (%) Tempo (s) Gap (%) Tempo (s) Gap (%) Tempo (s) | Tempo  Gap (%) Tempo (s)
Relaxacao Otimo Relaxacao Otimo Relaxacao Otimo GRASP  GRASP Otimo
Linear M1_PUVE Linear M2_PUVE Linear M3_PUVE (s) Otimo M4_PUVE
M1_PUVE M2_PUVE M3_PUVE
150-1 HFAx HkK HRAH HFAx 1.30 HHAH 57.09 2.21 2044.02
150-2 o Hokrk HoAAK Rlou 4.24 Horkk 773.45 1.36 12075.48
150_3 Skoskokok Skokokk kookoskok skookok ok kokokk kookoskok skoskokok kokoskok skoskokok
150-4 HoAAK HoAAK oK HoAAK 3.07 HorRK 630.48 0.78 4039.37
150-5 HoAAK HAAK A HoAdK 1.71 AR 681.79 0.09 457.08
150_6 kokok ok skokokk kookoskok kokok ok skokokk kookoskok skokok ok skkokk skookokok
150-7 HoAAK HokK oo HoAAK 1.49 oA 602.73 1.03 2275.67
150-8 HoHAK HAAK oK HoHAK 1.75 HorkK 800.16 0.40 15246.99
150-9 ok H Ak ok kK oAk HA Ak ok kK ok kK HA Ak oKk
Média HFAx HkK HHAH HFAx 2.26 oK 590.05 0.97 6023.10
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