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Resumo

Dado um grafo G = (V, E), com custos nos vértices de V' e nas arestas de F, o Problema da
Arvore de Custo Minimo com k Arestas (k-ACM) consiste em encontrar uma sub-arvore 7' em
G com exatas k arestas, com o objetivo de que o custo de T' seja minimo. Este problema possui
aplicagoes nas areas de arrendamento de campos de petroleo, telecomunicagoes e roteamento,
dentre outras.

Neste trabalho, sao propostas reformulagoes de Programacao Inteira que se baseiam em
uma transformacao realizada sobre o grafo de entrada do problema. Apo6s uma andlise em-
pirica do comportamento de algoritmos Branch-and-Bound que empregam as reformulacoes,
foi proposta uma Relaxacdo Lagrangeana para uma delas. Esta Relaxacao, que visa obter
limites inferiores para o problema, foi integrada a uma heuristica que se mostrou capaz de

gerar limites superiores de qualidade para o mesmo.

Palavras-chave: k-ACM, Programacao Inteira, Heuristica Lagrangeana, Arvore Geradora
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Abstract

Given a graph G = (V, E) with costs associated to the vertices of V and to the edges of E,
the k-Cardinality Tree Problem (KCT) seeks a minimal cost sub-tree T' of G with exactly k
edges. This problem has applications in, among others, oil field leasing, telecommunications
and routing.

In this dissertation, we propose Integer Programming reformulations for the KCT, based
upon a tranformation accomplished over the input graph. After an empirical analysis of our
formulations, we implemented a Lagrangian Relaxation approach for the strongest of them.
The aim of this approach is to yield lower bounds for the problem. A Lagrangian Heuristic,
that was embedded in the method, was able to generate upper bounds that compare favourably
to the best in the literature.

Keywords: KCT, Integer Programming, Lagrangian Heuristic, Minimum Spanning Tree
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My life is such a mess, let’s have a Brahma.

(Eterno maestro Anténio Carlos Brasileiro de Almeida Jobim)
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Capitulo 1
Introducao

A Otimizacao Combinatoéria é um dos ramos da Pesquisa Operacional que se dedica ao estudo
de problemas que estao entre os mais dificeis da Ciéncia da Computagao. Para uma grande
variedade de problemas desta area, até o momento nenhum algoritmo eficiente (isto é, poli-
nomial) foi encontrado. Assim sendo, para se resolver os problemas mais dificeis nesta classe,
o melhor algoritmo pode requerer um nimero de operagoes elementares da mesma ordem que
o nimero de operacoes requeridas por um algoritmo puramente enumerativo.

Problemas de Otimizacao Combinatoéria, embora de fundamental importéncia em Teoria
da Computacao, modelam também diversos problemas praticos. Por exemplo, o planejamento
e dimensionamento de redes de telecomunicagoes, a alocagao de recursos (pessoas, maquinas
e insumos) em empresas, dentre outros problemas (vejaWolsey (1998) para uma descrigao de
alguns destes e outros problemas).

Gracas ao aperfeigopamento dos algoritmos e ao desenvolvimento de sistemas computa-
cionais de maior porte, observamos nos ultimos anos um maior interesse das empresas nas
vantagens competitivas que podem ser obtidas através do uso do ferramental matematico
dessa area. Notamos, por parte da midia, uma maior divulgacao de noticias que relatam
como empresas melhoram os seus negocios a partir do uso das técnicas de otimizagao; por
exemplo, reportagem do Portal Exame (EXAME (2006)) destaca o uso de técnicas de otimiza-
¢ao em empresas nacionais. Ja Nemhauser (2007) apresentou recentemente como técnicas de
Otimizacdo Combinatoéria foram usadas para resolver um complexo problema de alocagao de
aeronaves e tripulacao para um seleto mercado nos Estados Unidos da América. Uma outra
maneira de constatarmos o sucesso da area é através dos cases das empresas de otimizacao.
Por exemplo, é facil reconhecer grandes grupos corporativos mundiais, muitos deles lideres
de mercado em suas respectivas areas de atuagao, dentre a lista de clientes da ILOG (ILOG
(2008)), empresa de destaque no setor de sistemas computacionais para otimizagao. Final-
mente, uma cole¢cao de centenas de exemplos de casos de sucesso decorrentes da aplicacao de
técnicas de otimizagao é apresentada em INFORMS (2008).

Via de regra, os problemas da area de Otimizacao Combinatoria podem ser formulados
através de um grafo. Nesta dissertacao, mais especificamente, discutiremos algoritmos para

uma classe especial de grafos, que sdo as arvores, grafos conexos e aciclicos que possuem
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importancia fundamental em Ciéncia da Computacao, devido as suas diversas aplicagoes
(Ahuja_et all (1993); IKruskal (1956); [Prim (1957)) e ao fato de possuirem relacionamento
estreito com diversos problemas importantes, por exemplo o Problema do Caizeiro Viajante
(Dantzig_et. all (1954); Held e Karg (1970)). As arvores sdo ainda mais interessantes e insti-
gantes pois, em muitos casos, elas estao na fronteira entre o que é facil e o que é dificil de ser
resolvido, do ponto de vista da Teoria da Computagcao.

O problema que tratamos nesta dissertacio é conhecido como Problema da Arvore de Custo
Minimo com k arestas, ou simplesmente, k-ACM, que teve suas principais propriedades es-
tudadas por [Fischetti et all (1994). De uma maneira informal, o k-ACM consiste em obter,
a partir de um grafo valorado nos vértices e nas arestas, uma &arvore de custo minimo que
contenha exatamente k arestas (e portanto, k + 1 vértices). Este problema foi demonstrado
ser NP-Dificil, o que significa que é muito pouco provéavel que existam algoritmos eficientes
(polinomiais) para resolvé-lo. A despeito de sua dificuldade, o problema ja foi amplamente
estudado na literatura, principalmente devido s suas aplicacoes no contexto industrial. Por
exemplo, o primeiro trabalho a estudar o k-ACM (Hamacher e Joernsten (1993)) discute exa-
tamente a sua aplicagdo mais conhecida, que esté relacionada ao arrendamento de campos de
petréleo de um pais no norte da Europa. Além disso, ha aplicacbes nas areas de telecomu-
nicagoes, planejamento de facilidades, dentre outras. Apesar de sua importancia pratica, até
o presente momento, poucos trabalhos exploraram algoritmos exatos para a resolucao deste

problema, sendo esta umas das principais motivagoes desta dissertagao.

1.1 Organizagao da dissertagao

O restante do texto estd organizado da seguinte forma: no Capitulo B formalizamos a defi-
nicao do k-ACM, discutimos sua complexidade computacional e apresentamos uma revisao
bibliografica, destacando também suas aplicagboes mais conhecidas.

No Capitulo Bl apresentamos reformulagoes de Programagao Inteira para o k-ACM. Resul-
tados computacionais com um algoritmo exato do tipo Branch-and-bound que emprega estas
reformulagoes sdo também apresentados. Estes resultados estimularam o desenvolvimento de
uma Relaxagado Lagrangeana para o k-ACM, que é tratada no Capitulo @l Os algoritmos e
reformulacgoes apresentados nos Capitulos Bl e El constituem as nossas principais contribuicoes
para a solu¢ao do k-ACM com garantia de otimalidade.

Finalmente, encerramos o texto no Capitulo B, apresentando as principais conclusoes desta

dissertacao e os trabalhos futuros que pretendemos conduzir.



Capitulo 2

O Problema da Arvore de Custo

Minimo com k arestas

Neste capitulo definimos o Problema da Arvore de Custo Minimo com k Arestas, ou abrevi-
adamente k-ACM, e discutimos os seus principais aspectos de complexidade computacional.
Além disso, destacamos as variagoes do problema comumente encontradas na literatura e suas
aplicagoes em diferentes contextos. Também fornecemos uma revisao dos principais trabalhos
que previamente trataram do problema, com o objetivo de fornecer ao leitor uma visao do
estado-da-arte das técnicas usadas para resolver o k-ACM. Concluimos este capitulo desta-

cando a motivagao principal desta dissertacao.

2.1 O k-ACM e suas propriedades

Dado um grafo nao-direcionado G = (V, E), com um conjunto de vértices V' (n = |V]) e um
conjunto de arestas E (m = |E|), custos {d, > 0 : v € V} associados aos vértices e custos
{ce > 0: e € E} associados as suas arestas, o custo de uma arvore T’ = (Vr, Er) com exatas k

arestas (|Er| = k) é dado por Z d,+ Z ce- No k-ACM, desejamos encontrar uma arvore

veEVr ecEr
de GG com k arestas, de minimo custo.

VAN AN
/7 /

o o —o o o o

Figura 2.1: Exemplo para o k-ACM — Grafo de entrada e uma arvore com k = 4 arestas.

Na literatura, diferentes versoes do k-ACM sao propostas, em geral diretamente relaciona-
das ao tipo da aplicacao que esté sendo estudada. Por exemplo, diversos trabalhos tratam da

versao k-ACM-CA, onde apenas o custo das arestas é considerado (veja [Ehrgott et all (1997);
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IBJJ.Lm_&Eh.LgQﬁl d?ﬂﬂj), I.]m:n.s.t&n_ﬂm_kkata.ng&d (I]_M)) Esta versao é mais adequada para

modelar problemas onde o custo de instalagdo de uma aresta é mais significativo do que o

custo de instalagdo de uma facilidade no vértice. Em contrapartida, outros trabalhos, como

IBI_imh&tg_&La.].l (IQD.O.d), consideram a versao conhecida como k-ACM-PV, na qual apenas o

custo dos vértices é considerado. Nesse caso, modela-se um problema no qual o custo de ins-

talagdo de uma facilidade no vértice é muito maior do que o custo associado & aresta. Neste
trabalho, entretanto, trataremos o caso geral onde custos sao respectivamente associados as

arestas e aos vértices de G.

2.1.1 Complexidade computacional

Independentemente da versao considerada, o k-ACM é em geral um problema de dificil reso-
lugao, sendo que diferentes trabalhos (por exemplo, IELss:b.e‘m_eLa.]J \LQ.%‘); IQJJm.bT;A M))
mostraram que, dado um grafo arbitrario G = (V, E) e um escalar k € N, a versao de decisao
do k-ACM é NP-Completo.

Para demonstrar que um problema é NP-Completo, em geral usa-se o conceito de trans-

formagao polinomial (VerII._H.J.b.Lm.&d (I2D.OJ]), iviani (I2Q_O_4‘)) Dados dois problemas II; e
I, suponha que exista um algoritmo o para resolver o problema Ily. Se for possivel trans-

formar II; em IIs e se for possivel transformar a solucao de IIs em uma solugéao para Ily, entao
o algoritmo as pode ser utilizado para resolver II;. Além disso, se as duas transformacoes
puderem ser realizadas em tempo polinomial (com relagdo ao tamanho do problema), entao
I1; é polinomialmente transformével em (ou redutivel a) IIs.

No caso particular do k-ACM, sua NP-Completude foi demonstrada por m

(|l9.9£‘) e IQJJmlu;zJ ) através de uma transformacao polinomial do Problema de Steiner em
Grafos m )

para o k-ACM. Dado que é possivel verificar em tempo polinomial

se um determinado sub-grafo G’ = (V/,E'), V' CV e F' C E, induz uma arvore de k arestas
em G, podemos dizer que a versao de otimizacao do k-ACM é, portanto, NP-Dificil.

Apesar de sua dificuldade intrinseca, alguns casos particulares do problema sao polinomi-
almente soliveis. Quando k = 1, o problema pode ser resolvido em tempo polinomial, com
exatas m — 1 operacOes de comparagao. Por outro lado, se k = n — 1, o k-ACM é equivalente
ao problema da Arvore Geradora de Custo Minimo (AGM), podendo ser facilmente resolvido
em O(mlogn) pelos conhecidos algoritmos de IK.U.].skaj ) e IELLTI] (Il%j)

Outro caso de facil resolucao bastaste interessante ocorre quando o grafo de entrada do

problema ¢é uma arvore, conforme foi provado por lEl.s.C.h.e‘m_&t_al] (IJ.9.EL4‘) e IBleJ (IZOD_ZIJ)

Para esta classe especifica de grafos, o problema pode ser resolvido utilizando-se a técnica

de Programacao Dinadmica. [Fi i ) propuseram o algoritmo para a versao k-
ACM-CA, que foi estendido por m ) para o problema geral, com custos nas arestas
e nos vértices, resultando em um algoritmo de complexidade de tempo igual a O(k?n). Este
algoritmo, denominado nesta dissertagdo por DynamicTree, serd explicado em detalhes no
Apéndice [A] pois foi utilizado para geracao de limites superiores em uma Heuristica Lagran-
geana que apresentamos para o k-ACM.

Devemos observar que a estratégia gulosa de se aplicar n vezes as k primeiras iteragoes do
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algoritmo de Prim, tomando a cada execug¢ao um vértice do grafo como raiz, ndo garante a
otimalidade nem mesmo quando o grafo de entrada é uma arvore. Como exemplo, considere o
grafo G para o 4-ACM-CA dado pela arvore indicada na FiguraZ2l, onde os custos das arestas
sdo apresentados na figura. Observe que a sub-arvore com exatas 4 arestas de minimo custo
em G possui custo igual a 2 e que a melhor solugdo encontrada ao se executar o algoritmo de

Prim n vezes possui custo 3.

1 0

0
® o ©

Figura 2.2: Exemplo para o qual a aplicagao por repetidas vezes do algoritmo de Prim falha
ao encontrar uma sub-arvore 6tima para o 4-ACM-CA.

2.2 Aplicacoes do k-ACM

Uma das aplicagoes do k-ACM mais conhecidas na literatura consiste no Problema de Arrenda-
mento de Pogos de Petréleo. Em alguns paises, por exemplo, na Noruega (Hamacher e Joernsten
(1993)), o governo cede a uma empresa o direito de exploragdo de campos de petroleo, por
um determinado periodo de tempo (por exemplo, 5 anos). Ao final deste periodo de tempo,
a empresa arrendataria deve devolver alguns campos petroliferos da regiao, enquanto outros
ela ainda poderé explorar. Tipicamente, as regras contratuais impéem que um percentual
do ntimero de campos (por exemplo, 25% deles) devera ser devolvido, sob a condi¢ao de que
exista um caminho entre quaisquer pares de campos ¢ e j, ¢ # j. A Figura ilustra o mo-
delo em um grafo associado ao problema. Neste modelo, cada vértice do grafo representa um
campo de petréleo da regiao de exploragao e as arestas representam possiveis equipamentos
de transporte/conexao entre eles. A empresa dispoe do tempo de exploragao para avaliar uma
estimativa do valor d, associado & reserva residual em cada campo v € V, ao final do periodo
contratual. Assim sendo, a empresa eventualmente pode escolher os k& campos conectados
de menor valor comercial para serem devolvidos ao governo, caso deseje maximizar os seus
lucros. Neste cenario, é bem provével que o valor econdémico dos campos seja muito superior
ao custo dos equipamentos empregados. Portanto, é razoavel admitir que {c. = 0, Ve € E},
e assim sendo esta aplicacdo é melhor representada pela versao k-ACM-PV.

A lista de outros problemas praticos que podem ser modelados através do k-ACM é bas-

tante extensa. Bruglieri et all (2006) destacaram as seguintes aplicagoes em:
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o o 0o I
o 0 0o C

o 0o 0o |
o 0 00 o 0 0

Figura 2.3: Aplicacdo do k-ACM no Problema de Arrendamento de Campos de Petroleo.
A esquerda, um grafo com os vértices representando os campos de petroleo e as arestas
representando os equipamentos de conexdo entre eles. A direita, em cinza, os vértices que
representam os campos a serem devolvidos para o governo apés o término do periodo de
arrendamento.

O

N\

e Telecomunicagoes (Garg e Hochbaum (1997)): Considera-se o problema de uma empresa
de telecomunicagoes que obteve uma concessao governamental para explorar quaisquer
k cidades em um estado de n cidades. Nesta aplicacao, os vértices do grafo representam
as cidades, cada uma com um potencial econémico d,, e as arestas representam os
cabos do sistema teleféonico, que possuem o custo de implantacao c., proporcional a
distancia entre as cidades que conectam. Eventualmente, a empresa esta interessada em
minimizar o custo de implantacdo do parque telefénico ao passo que deseja obter maior

lucratividade, escolhendo as k cidades com potencial econémico mais significativo.

e Roteamento (Chenng e Kumai (1994)): Em redes de computadores, ¢ muito comum a
utilizagao de uma técnica de roteamento chamada multicasting, cujo objetivo é enviar
uma mensagem para um sub-conjunto de p vértices previamente definidos de uma rede
de n vértices. A generalizagdo desta idéia da origem & uma técnica conhecida como
quorumcasting, que consiste em enviar uma mensagem para qualquer sub-conjunto de
k vértices dentre os p vértices pré-definidos. Nesse cenério, os vértices do grafo sao os
dispositivos computacionais que fazem parte da rede e as arestas modelam medidas de
Qualidade de Servigo (QoS — Quality of Service), tais como distancia, atraso, laténcia,
dentre outros. O objetivo consiste em construir uma rede de comunicagao entre qualquer
sub-conjunto com k vértices que maximize a QoS. A estratégia de quorumcasting é
muito usada em diversas aplicagoes em sistemas distribuidos, tais como sincronizagao

ou atualizacao de recursos replicados.

e Mineragao(Philpott e Wormald (1997)): Os autores consideram o problema de realizar
a mineracao de uma lavra de ouro a céu aberto, que pode ser modelado através do k-
ACM com restrigoes adicionais. Nesse problema, os vértices sao os blocos de solo, cada
qual com seu respectivo valor econémico d,,, proporcional & quantidade de ouro existente
no bloco. As arestas, por sua vez, sao usadas para mapear as relagoes de precedéncia

entre os blocos; um bloco u s6 pode ser extraido se todos os blocos que o precedem ja
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tiverem sido extraidos. Neste problema, deseja-se extrair uma quantidade k de blocos,

de modo a satisfazer a demanda imposta pelos acordos comerciais da mineradora.

Além das aplicagbes acima apresentadas, existem outras menos conhecidas, por exemplo

o projeto do layout de prédios de escritorios discutido por [Fischetti et all (1994).

2.3 Trabalhos relacionados e técnicas previamente

empregadas para solucao do k-ACM

O k-ACM foi introduzido por [Fischetti et all (1994), quando além de uma formulagao de
Programacao Inteira baseada nas Desigualdades de Eliminagdo de Sub-rotas Generalizadas
(Lucena (1991); IGoemans (1994); Margot. et all (1994)), foram apresentados um estudo polie-
dral, um estudo de complexidade computacional e um esboco de um algoritmo Branch-and-cut
para o problema.

O trabalho deCoimbra (1995) discute a versao roteada do k-ACM, na qual um vértice r €
V previamente definido deve fazer parte da solucao. Este trabalho apresenta duas formulagoes
e algumas desigualdades validas para o problema.

Dentre os pacotes de software dedicados ao k-ACM, destacamos aquele desenvolvido por
Ehrgott e Freitag (1996). Este pacote inclui heuristicas baseadas em adaptagdes do algoritmo
de Prim (Prim (1957)) e em Programacao Dindmica, bem como uma implementagao do al-
goritmo Branch-and-cut sugerido por [Fischetti et all (1994). Entretanto, a referéncia nao
menciona aspetos cruciais de um algoritmo Branch-and-cut, tais como os procedimentos de
separacao, as politicas de branching, de selecao de nos, etc.

JalEhrgott et all (1997) apresentam duas diferentes heuristicas para a versao k-ACM-CA.
Na primeira delas, executa-se o algoritmo de Prim n vezes, cada qual tendo um vértice de V'
como raiz. Em cada execucao, as k primeiras iteracoes do método de Prim sao realizadas.
A segunda heuristica, por sua vez, pode ser vista como uma adaptagao do algoritmo de
Bortuvka (Bortivka (19264)H)) para o problema. Em cada passo do algoritmo, remove-se a
aresta mais cara do grafo, desde que as arestas remanescentes contenham pelo menos um
componente conexo com k + 1 ou mais vértices. A remocao de arestas prossegue até que o
grafo remanescente induza uma éarvore com k arestas em G.

Ehrgott et all (1997) também apresentam limites inferiores para o k-ACM-CA, dados pela
soma dos custos das k primeiras arestas selecionadas pelo algoritmo de Kruskal. Este limite
inferior foi utilizado em conjunto com as duas heuristicas acima explicadas, em testes com-
putacionais com grafos de até 30 vértices. A partir desta experiéncia, os autores concluiram
que problemas definidos em grafos com mais de 40 vértices seriam de dificil solugao exata.

Jornsten e Lokketangen (1997), por sua vez, propuseram um algoritmo de Busca Tabu
(Tabu Search) para o k-ACM, que foi testado com grafos de 100 vértices e k = 50.

Ja [Kataoka et all (2000) discutem a versao roteada do k-ACM-CA, mostrando que o pro-
blema de decisao associado a esta versao do k-ACM também é NP-Completo. Além disso, os

autores propuseram diferentes métodos para obtencao de limites inferiores e superiores para



2. O PROBLEMA DA ARVORE DE CUSTO MINIMO COM k ARESTAS 8

o problema. Um dos procedimentos propostos para a obtencdo de limites inferiores baseia-se
em uma modificacao do algoritmo de Kruskal. Inicialmente, computa-se para cada vértice v o
ntmero de arestas no caminho minimo entre v e o vértice definido como raiz. A fase seguinte
é similar & fase iterativa do algoritmo de Kruskal, com a exce¢ao de que na i-ésima iteragao,
somente os vértices que estejam a no maximo ¢ arestas da raiz sdo candidatos a entrar na
floresta em construgdo. Os autores mostram que esta estratégia gera um limite inferior valido
para o k-ACM.

Kataoka_et. all (2000) também apresentaram uma heuristica baseada no algoritmo de Prim
seguido de uma busca local. O algoritmo de Prim é utilizado para gerar uma solugao viével
T = (Vr, Er) para o grafo de entrada G = (V,T'). Os movimentos da busca local sdo dados
por trocas de vértices em Vr \ {r} por outros em V' \ Vr. As trocas sao realizadas até que
nenhum par (v',v"), v € Vp\ {r}, v € V'\ Vi, melhore o custo da solugdo corrente.

Os experimentos computacionais realizados por [Kataoka. et all (2000), envolvendo grafos
grid com até 1000 vértices, permitiram estabelecer empiricamente que as instincias mais
dificeis do problema possuem valores de k em torno de 3. Para a versao nao-roteada do k-
ACM, entretanto, outros trabalhos, por exemplo Bluni (2007H), observaram que as instancias
mais dificeis possuem k ~ 3.

Blum_e Ehrgottl (2003) também propuseram métodos de solu¢ao aproximada para k-ACM-
CA, baseados em Busca Local, em Algoritmos Genéticos (Holland (1992); IGoldberg (1989))
paralelos e em Busca Tabu (Glover e Laguna (1997)).

Ja Blum_e Blesa (2007) apresentam meta-heuristicas para o k-ACM: uma Busca Tabu,
um algoritmo de Computagdo Evolucionédria e um algoritmo de Otimizagao por Colénia de
Formigas (Ant Colony Optimization). Os autores também consolidaram as instancias usadas
nos testes em uma biblioteca de instancias, conhecida como KCTLib (ver Blum (20074)).
Desde entao, contribuicoes de diferentes autores fizeram da KCTLib o principal repositério
on-line de informagoes sobre o k-ACM, onde, atualmente encontra-se mais de uma centena
de instancias com graus variados de dificuldade.

Brimberg et_all (2006) apresentam uma meta-heuristica VNS ( Variable Neighborhood Se-
arch — veja [Hansen e Mladenovid (2001)) desenvolvida exclusivamente para o k-ACM-PV.
Na referéncia, argumenta-se nao ser possivel resolver insténcias com mais de 20 vértices na
otimalidade através de algoritmos Branch-and-bound, justificando assim a escolha da técnica
VNS. Sao apresentados resultados computacionais para insténcias grid com nimero de vérti-
ces variando entre 900 e 2500. Mostra-se que os resultados do VNS superam, em termos da
qualidade das solucbes encontradas e tempo computacional, aqueles obtidos pelos algoritmos
de Blum_e Ehrgotfl (2003) discutidos anteriormente.

De fundamental importancia para o trabalho desenvolvido no Capitulo Bl desta dissertagao
¢ o algoritmo de Programacao Dinamica apresentado por [Blum (2007H), que é uma extensao
do algoritmo proposto por [Fischetti et all (1994). O algoritmo original se aplicava apenas a
versao k-ACM-CA e extraia uma k-ACM a partir de uma arvore de entrada. A versdo de

Blum (2007h), por sua vez, pode ser usada para grafos valorados nos vértices e nas arestas.

"http://iridia.ulb.ac.be/~cblum/kctlib/
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m (M) também realizou uma série de experimentos computacionais, incluindo grafos
grid e instancias da KCTLib, visando comparar o seu algoritmo com os melhores algoritmos
disponiveis na literatura até entao.

Na linha de algoritmos aproximados, destacam-se os trabalhos de @ (@), que apre-
senta um algoritmo com fator de aproximacao igual a 3, e, mais recentemente, o trabalho

de IAI_QT;a._LKaJ;a.kQSIﬁA (I2ll0.d), que apresenta um algoritmo de custo O(n'/¢) com fator de

aproximacao igual a 2 + €.

Como pode ser observado, apenas um trabalho apresentou, até o momento, algoritmos

exatos para a resolucao do problema aqui tratado (IEbLgQLI_LEL&ILaé (I;LQ%J)) Talvez por

isto, em alguns trabalhos, identificamos observac¢Ges bastante céticas quanto as dimensoes das

instancias que podem ser resolvidas com garantia de otimalidade em tempos de computacao

razodveis (ver por exemplo, | (Il9.&ﬂ) e IBﬂmbﬂg_&t_al] (IZOQd)) Esta observagao

nos motivou a propor novas formulagoes e algoritmos para solugdo exata do k-ACM. Estes

temas sao discutidos nos capitulos que seguem.



Capitulo 3
Reformulacoes para o k-ACM

Neste capitulo, em adicao & formulacdao de Programacao Inteira baseada em Desigualdades
de Eliminagdo de sub-rotas Generalizadas (GSEC'), apresentamos duas reformulagoes para o
k-ACM. Ambas baseiam-se em uma transformacao do grafo de entrada e, diferentemente da
formulagéo que emprega as GSEC, possuem nimero polinomial de variaveis e restri¢oes. Ao
final do capitulo, apresentamos resultados computacionais obtidos com um algoritmo do tipo
Branch-and-bound (B&B), no qual limites duais sdo obtidos através de Relaxacoes Lineares

das reformulacGes propostas.

3.1 A Formulacao baseada em Desigualdades de Eliminacgao

de Sub-rotas Generalizadas

Antes de apresentarmos a formulagao baseada em GSEC, vamos introduzir a notagao utilizada
neste e nos proximos capitulos. Dado um grafo G = (V, E), denotamos uma aresta e € F
conectando i e j por (i,7). Dado um conjunto de vértices S, denotamos por E(S) := {(i,]) €
E :i,5 € S} o conjunto de arestas com ambas as extremidades em S. Por outro lado, dado um
digrafo (ou seja, um grafo direcionado) D = (V, A), vamos denotar por [i,j] um arco a € A
que parte de ¢ e chega a j. De maneira similar ao caso nao direcionado, A(S) := {[i,j] € A:
i,7 € S} é o conjunto de arcos com ambas as extremidades em S. Vamos também definir
6H(S) ={[i,j] e A:i€ S,j7¢ St ed (S):={[i,j] € A:i ¢ S,j € S}, respectivamente,
como os conjuntos de arcos que partem e que chegam em S. Para os casos em que S possui
apenas um vértice 4, usaremos a notagao 67 (i) e §~ (i) em substituigao a §*({i}) e 6 ({i}).

Fischetti et all (1994) apresentaram a primeira formula¢ao de Programacgao Inteira para
o k-ACM, que emprega as desigualdades de eliminacdo de sub-rotas generalizadas (GSEC),
propostas independentemente por [Lucena (1991), Goemans (1994) e Margot. et all (1994) no
estudo do Problema de Steiner em Grafos.

Em sua formulagao, [Fischetti et all (1994) empregam dois conjuntos de variaveis de decisao

binéarias:

L Generalized Subtour Elimination Constraints.

10
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{ 1, se aresta e pertence a solugao 6tima
Te =

0, caso contrario

1, se o vértice 7 pertence a solugdo 6tima
Yi =

0, caso contréario.

As variaveis acima, aliadas aos parametros c. e d; definidos na Secdo Bl sao utilizadas

na seguinte formulagao:

z = min {Z CeTe + Zdiyi :(x,y) € Paspc N (R‘E‘, B|V|)} (3.1)

eckE eV

onde a regiao poliédrica Pgsgc é dada por:

Zme =k, (3.2)

ecE

S yi=k+1, (3.3)

%
doome< ) oy, VieSVSCVI|S =2, (3.4)
e€E(S) i€(S\{s})
0<z.<1, Vee E, (3.5)
0<y, <1, VieV. (3.6)

As restrigoes ([B2) e B3) sao restrigoes que garantem, respectivamente, que a solugdo
deverd envolver k arestas e k + 1 vértices. Observe que este par de restrigbes é redundante
— podemos seguramente remover uma delas. As GSEC (B, por sua vez, garantem que a
solugao é livre de ciclos. Observe que se y; = 1, Vi € S, as GSEC se reduzem as Desigualdades

de Eliminacéo de Sub-rotas?:

> 2 <IS|-1,VSCV,5#0, (3.7)
c€E(S)
propostas originalmente por [Dantzig et all (1954).

Esta formulagao possui m + n variaveis de decisao e exponencialmente muitas restrigoes
B4). Conforme mencionamos anteriormente, o tunico trabalho que explorou a formulacao
B) foi [Ehrgott e Freitag (1996), através de um algoritmo Branch-and-cut, onde ([BA) sao
empregadas como planos de corte. Entretanto, nao sao disponiveis na literatura resultados

computacionais deste algoritmo.

2SEC: Subtour Elimination Constraints.
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Ao contréario da formulagao proposta por [Fischetti et all (1994), nesta dissertagao opta-
mos por trabalhar com formulagoes compactas, isto é, formulacoes que possuem um ndmero
polinomial de varidveis e restricbes. As duas formulagdes que propusemos sao baseadas em
uma re-interpretacao do problema, decorrente de uma transformacao do grafo de entrada, que

sera apresentada a seguir.

3.2 Reformulagoes para o k-ACM baseadas em uma

transformagao do grafo de entrada

O k-ACM ¢ definido originalmente em termos de um grafo nao direcionado G = (V, E).
Entretanto, as reformulacoes que propomos fazem uso de um digrafo D = (V, A), obtido a

partir de G = (V, E) através da introdugao de:

e (passo 0) Dois vértices artificiais, n + 1 e n + 2;

(passo 1) Um arco artificial [n + 1,7 + 2], com ¢p 41 p49) = 0;

(passo 2) Arcos artificiais {[n +1,4] : i € V'} com custos cp, 414 = 0;

(passo 3) Arcos artificiais {[n +2,4] : i € V'} com custos: cj,19, = di;

(passo 4) Um conjunto de pares de arcos Ag = {[i, 7], [j,?] : (¢,7) € E} representando o

conjunto de arcos obtidos pela duplicagao das arestas de E, cujos custos sao:

Clij) = Cg) T dj (3.8)

Clja] = C(ij) T di- (3.9)

Figura 3.1: Exemplo de transformagao para o k-ACM — Grafo de original e o digrafo corres-
pondente.
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A Figura Bl apresenta uma ilustracao da transformagcao proposta. Observe que incorpo-
ramos os custos dos vértices aos custos dos arcos em Ag que incidem a vértices em V. Desta

forma, o digrafo D emprega os seguintes conjuntos:
o V' =VU{n+2}
e V=V'U{n+1}

o A={n+1,n+2]}U{[n+1,i:i € V}U{[n+2,i : i € V}UAE. Observe que os arcos
em A possuem custo ¢, calculados de acordo com os passos 1, 2, 3 e 4 da transformacao

acima.

Pode-se observar que é possivel mapear toda arvore T' = (Vp, Er), viavel para o k-ACM
em G, em uma arborescéncia Tp = (V, Ap)?, roteada em n+1, que satisfaz algumas restricdes

adicionais (veja a Figura B2):

e o0s vértices i ¢ Vp encontram-se conectados ao vértice n + 1, por meio de arcos do tipo
[n+1,4);

e para todo vértice i € Vp, existe um tnico caminho (direcionado) entre n + 1 e i no

sub-grafo de D induzido por Tp, que necessariamente envolve o arco [n + 1,n + 2[;

e dentre os vértices em Vp, apenas um deles, digamos r, se conecta diretamente a n+2, por
meio de [n 4 2,7]. Se este arco for removido de Tp, passamos a ter dois sub-grafos nao
conectados. O primeiro contém os vértices {n+1, n+2} e {j € V : 5 ¢ Vp}. O segundo
consiste em uma arborescéncia roteada em 7, que, se desconsiderada a orientagao dos

arcos, induz uma solucao vidvel para o k-ACM.

Observe também que, pelo modo como definimos os custos dos arcos (passos 1, 2, 3 e
4 da transformagao), o custo da aborescéncia Tp = (Vp,Ap), roteada em n + 1, equivale
exatamente ao custo de uma k-ACM em G.

Assim sendo, podemos apresentar reformulacdes de Programacao Inteira para o k-ACM,
agora definido sobre o digrafo D, nas quais a conectividade das solugoes vidveis pode ser

assegurada por meio de:

e (exponencialmente muitas) Restri¢oes denominadas de directed cut (Chopra_et. all (1992);
Koch e Martin (1998)). Estas restrigdes impoem que, em qualquer arborescéncia viavel,

pelo menos um arco deve incidir a qualquer sub-conjunto de vértices S C V, n+1¢ S.

e Restrigoes de salto, que empregam varidveis para mapear o niimero de arcos no caminho
entre dois vértice i e j. Devemos observar que uma solugao viavel para o k-ACM em

D é uma arborescéncia na qual o niimero de arcos (saltos) entre n + 1 e ¢ deve ser nao

3Uma arborescéncia é um grafo direcionado no qual, para um vértice raiz r e qualquer outro vértice v,
existe exatamente um caminho direcionado entre r e u. Em outras palavras, uma arborescéncia é um arvore
direcionada e roteada, na qual todas as arestas apontam para a diregdo aposta & raiz. Observe, portanto, que
toda arborescéncia é um grafo aciclico direcionado.
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Figura 3.2: Um exemplo de solugao vidvel em D.

superior a k + 2. Além disso, quando i ¢ Vp, o namero de arcos entre n + 1 e i deve
ser exatamente 1, caso em que o arco [n + 1,7] é utilizado. O mesmo ocorre quando

i =n + 2, onde se utiliza o arco [n+ 1,n + 2].

e Restrigoes de balanco de fluxo, por exemplo em formulacées de fluxo que empregam
uma unica ou multiplas mercadorias, como aquelas propostas por Maculan (1987) para

o Problema de Steiner em Grafos.

e Restrigoes de nivel, que empregam variaveis de nivel em adigdo aquelas associadas a

selegao de arcos (ver, por exemplo, [Miller et all (1960)).

Nesta dissertacao, desenvolvemos métodos de solugao para o k-ACM que empregam refor-
mulagoes baseadas em restricoes de balango de fluxo e de nivel, que serdo apresentadas nas

secoes a seguir.

3.2.1 Uma Reformulacao Multi-Fluxo para o k-ACM

A idéia central desta reformulacao é a seguinte: para cada vértice ¢ € V/, criamos uma
demanda unitaria de uma mercadoria q e uma oferta unitaria da mesma mercadoria em n+ 1.
Assim sendo, cada mercadoria ¢ deve ser entregue ao seu respectivo vértice de destino através
de um caminho que se inicia em n+1 e termina em ¢. A unifdo de todos os caminhos necessarios
para satisfazer as demandas criadas deve induzir uma arborescéncia viével para o k-ACM em
D.

Nesta abordagem, o problema de se determinar uma &rvore com k arestas de minimo

custo é transformado em um Problema de Fluzo de Custo Minimo com multiplas mercado-
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rias (Ahuja_et all (1993)), sujeito a um conjunto de restrigoes complicantes (envolvendo a
cardinalidade dos conjuntos de arcos e vértices selecionados em D).

Para estabelecermos esta reformulacao, definimos dois conjuntos de variaveis de decisao:

1. Variaveis binarias {x, : a € A}, sendo que z, assume valor 1 caso o arco a seja empre-

gado para transportar uma unidade de mercadoria na rede;

2. Variaveis de fluxo reais fJ positivas que denotam a quantidade de fluxo da mercadoria

destinada a ¢ transportada pelo arco a.

Uma formulacao Multi-Fluxo para o k-ACM é entao dada por:

z = min {Z CaZy i (x, f) € Pyp N (B2<m+")+1, R1(2(m+1)+")+1)} (3.10)
acA

onde a regiao poliédrica Pysp é dada por:

f{fm’q] + fffl+1,n+2] =1, Yge V', (3.11)
Z f((z]_ Z f((z]:()v VQ7iEV/7 2#(], (312)
aedt (i) aed— (i)

ST > fi=-1, vgeV, (3.13)

acdt(q) acd—(q)

Do Sy = k2, (3.14)
qeVv’

Y ma=k, (3.15)

a€EAR

Yoo om=1, (3.16)

a€dt(n+2)

Y ma=n—k, (3.17)

a€dt (n+1)

fd <z, VgeV, Yae A (3.18)

As restrigoes de balango de fluxo (BI0l), (BI2) e (BI3) garantem que as demandas sao
atendidas. Observe que as restrigoes ([BI1l) garantem que uma unidade de fluxo ¢,Vq € V7,
deve sair de n + 1; por sua vez, as restrigoes ([BIZ) garantem que um vértice i # ¢ nao

retém a mercadoria ¢ e as restrigoes (BI3) garantem que a mercadoria g é retida pelo vértice

q
1,1

para o caso em que i # ¢ (ver Equagao ([BII)), evitando assim que os arcos [n + 1,4, [i, q]

destino correspondente. Observe geue esta reformulagéo nao associa variaveis de fluxo f;



3. REFORMULACOES PARA O k-ACM 16

sejam empregados simultaneamente em uma arborescéncia. Desta maneira, eliminamos a

necessidade de introduzir as restri¢oes

Thg + 25 < 1,V[, 4] € Ag,

nesta reformulagao.

A restrigao (BI4]) garante que k 4 2 unidades de fluxo sdo enviadas a partir de n+ 1 para
o vértice n + 2: o vértice n + 2 retém a unidade de fluxo da mercadoria a ele associada e
encaminha as demais para os k 4+ 1 vértices de uma sub-arvore viavel com k arestas. Por sua
vez, a restri¢ao (BI0) garante que somente um vértice r € V' estara diretamente conectado a
n+ 2.

Por outro lado, a restrigao ([BI1) garante que os n — (k + 1) vértices de V que nao fazem
parte da arborescéncia com k arcos roteada em 1 serdo conectados diretamente ao vértice
n + 1, bem como o vértice n + 2.

Finalmente, as restrigoes [BI8) garantem que s6 pode haver fluxo em um arco a que for
selecionado para fazer parte da arborescéncia. Em conjunto com as restri¢oes (B10), (B12),

B13) e (BIM), estas restrigoes também asseguram que a solugao ¢é livre de ciclos.

3.2.2 Uma reformulacao baseada em um lifting das desigualdades de
Miller, Tucker e Zemlin

Nesta secao, apresentamos uma reformulacdo para o k-ACM onde a conectividade das solu-
coes é garantida através do uso das restricbes de eliminacao de sub-circuitos propostas por
Miller_et. all (1960), no contexto do Problema do Caixeiro Viajante (PCV).

Para formular o PCV como um Problema Inteiro, Miller et all (196() empregaram variaveis
de nivel v, € R, que denotam o nimero de arcos entre o vértice 1 (depdsito ou ponto de partida
do caixeiro) e v. Observe que ndo mais de n — 1 arcos s@o necessarios em um caminho que
inicia em 1 e termina em v. Por este motivo, a diferenca de nivel entre quaisquer dois vértices
i e j é limitada superiormente por n — 2. Se a rota do caixeiro for tal que j é visitado
imediatamente apoés i, a diferenca de nivel entre i e j é —1.

Assim sendo, Miller_et. all (1960) propuseram as seguintes restri¢oes de eliminagao de sub-

circuitos:

u —uj+(n— D <n-2, 2<i,j<n (3.19)

Observe que se z[; j = 1, entao:

U; — Uy < —]., (320)

ou seja, o nivel de ¢ deve ser uma unidade menor que o nivel de 5 em uma solucao viavel.
No caso em que z|; ;) = 0, a desigualdade ¢ trivialmente satisfeita. Para verificar que (E20)
elimina sub-circuitos que nao envolvem o vértice deposito 1, basta somar (B20) para os arcos

no sub-circuito e verificar que chegamos a uma contradicao.
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Desrochers e Laportd (1991)) mostraram ser possivel fortalecer (BI9) com o seguinte lifting:

u; — uj + (n— Dz g+ (n—3)z) <n—2,V[i,j] € A (3.21)

A reformulagao que apresentamos nesta se¢ao, denominada MTZ, utiliza uma adaptacgao
de BZI) para o caso do k-ACM. Para estabelecermos a reformulagao MTZ, utilizamos as

seguintes variaveis de decisao:

1. Variaveis binarias {z, : a € A}, sendo que z, assume valor 1 caso o arco a seja parte de

uma, solucgao viavel.

2. Variaveis de nivel u, € R, conforme [Miller et all (1960). No caso do k-ACM, estas
variaveis denotam o ndmero de arcos no caminho que conecta a raiz n+1a v € V’
em uma arborescéncia. Isto significa que um vértice v diretamente conectado a n + 1
tem nivel 1, por exemplo u,412 = 1, e, pela transformagao apresentada, um vértice 4

diretamente conectado a n + 2 tem nivel u; = 2. Além disso, por defini¢do, u,+1 = 0.
A reformulacéo para o k-ACM é dada por:

min {Z Caq : (z,u) € Pyrpyg N (BHMHFL Rz)} (3.22)
acA

onde a regiao poliédrica Pyrz ¢ dada pela intersecao de (BI0)-(BID) e:

Y a=1VjeV, (3.23)
a€d~(j)
Ziny14) + Tl < 1, V[i,j] € Ag, (3.24)
(k+ 3)%[1'7]'} +u; — u; + (k+ 1)1’[]-71'] <(k+2), V[Z,j] € A, (3.25)
Lln+1n+2] = L, (327)
Up41 = 0. (3.28)

A restricao de atribuigao ([BZ3) garante que existe exatamente um arco chegando aos
vértices do conjunto V’. Por sua vez, a restrigao ([B24) garante que para um vértice v € V,
ou v esta diretamente conectado a n + 1 ou v pertence & arborescéncia com raiz r que induz
uma solugdo viavel para o k-ACM em G.

As restrigoes (B20) e [B20) sao adaptagoes da restricao (B2ZI]) para o k-ACM e garantem

que a solugao é livre de ciclos.
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Finalmente, B27) e (B28) indicam os dominios das variaveis e ([B23) inicializa o nivel da
raiz n 4+ 1 como zero.
Na proxima se¢ao apresentamos os experimentos computacionais obtidos com um algo-

ritmo Branch-and-bound que emprega as duas reformulagoes propostas.

3.3 Experimentos Computacionais

Nesta se¢ao, investigamos as duas reformulacbes propostas para o k-ACM através de expe-
rimentos computacionais. Com estes experimentos, avaliamos empiricamente a qualidade do
gap de Relaxacgado Linear de cada uma, assim como o tempo gasto para o calculo deste limite.
Além disso, consideramos o tempo total gasto pelo algoritmo para obtencdo de solugoes in-
teiras (e eventualmente, a solugdo 6tima do problema). Discutimos o consumo de memoria
do algoritmo, e como este fator restringe o uso das reformulagoes. Comparamos também os
resultados obtidos com aqueles disponiveis na literatura, principalmente no que diz respeito
a qualidade das solugoes inteiras encontradas.

A nossa base de testes é composta por 3 conjuntos de instancias:

1. Conjunto g: proposto por IBlesa.e Xhafa (2000), contém 35 instancias para o k-ACM-
CA formadas por grafos 4-regulares (isto é, cada vértice possui grau 4), com ndimero
de vértices variando entre 25 e 1000 e £ = 20. Nesta secao, entretanto, apresentamos
resultados computacionais apenas para as 30 instancias que possuem até 400 vértices,

devido as limitagoes de tempo computacional e memoria.

2. Conjunto d: proposto por Blum e Blesa (2005), este conjunto contém quatro grupos
de instancias. O primeiro deles inclui instancias cujos nomes iniciam-se com o prefixo
bb, correspondentes a grafos grid k-ACM-CA com n € [225,1089] e diferentes valores
de k. O segundo grupo é formado por algumas das maiores instancias do conjunto g,
todas com k # 20. As instdncias cujos nomes iniciam-se com o prefixo steiner sdo
oriundas das instancias para o Problema de Steiner em Grafos da OR-Library (Beasley
(1990)) possuem n € [500,1000] e custos nulos nos vértices. O quarto e ultimo grupo
consiste em apenas uma instancia do tipo Leighton, proveniente dos conjuntos de testes
do Problema de Coloragao de Grafos (Beasley (1990)), que também possui apenas custo

nas arestas.

3. Conjunto NWG: as instancias deste conjunto foram geradas conforme sugerido no trabalho
de Brimberg et all (2006). Tratam-se de grafos grid com custos nulos nas arestas, com
dimensoes variando entre 10 x 10 a 20 x 20. Os vértices possuem custos inteiros, aleato-
riamente escolhidos com distribuigdo de probabilidade uniforme no intervalo [10, 1000].
Para as instancias deste conjunto, fixamos k ~ |5 ], pois a nossa experiéncia compu-
tacional mostrou que este é um valor ao qual se associam instancias bastante dificeis
do k-ACM. Este fato também foi observado em outros estudos, como por exemplo em
Blum (2007h).
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Todos os experimentos foram executados em um computador Pentium Dual Processor
XEON 3.0GHz 64 bits, 2 GB de memoria principal e 2 MB de memoéria cache por processador,
rodando o sistema operacional Debian GNU /Linux — 2.6.18-4-amd64. Utilizamos o pacote de
otimizagao CPLEX (ILOG (2006)), versao 10.2.0, com parametros default.

3.3.1 Analise do limite de Programacgao Linear

As Tabelas BTl e e B4l apresentam, respectivamente, os resultados obtidos para cada
um dos conjuntos de instancias descritos anteriormente. As primeiras 4 colunas de cada uma
das tabelas indicam o nome da insténcia e os valores de n, m e k. Nas préximas duas colunas,
apresentamos o limite de Programagao Linear para a reformula¢do Multi-Fluxo (LPyr) e o
tempo gasto (em segundos), para avalid-lo. Resultados similares para a reformulagao MTZ
sao apresentados nas colunas seguintes. Finalmente, a tltima coluna apresenta a razao entre
LPyp e LPyrz, o limite dual fornecido pela reformulacao MTZ.

E possivel observar que, no geral, os limites LPy/r sao mais fortes do que aqueles dados
por LPyryz. Considerando apenas as instincias para as quais conseguimos avaliar LPy g, a
razdo LPyp/LPyryz foi de 1.70, 2.54 e 1.04, respectivamente, para os conjuntos g, d e NWG.

Para as instancias pequenas (25 vértices) e moderadas (400 vértices) do conjunto g, o
gap médio da reformulagao Multi-fluxo foi de 0.55%, sendo que 30% das instancias foram
resolvidas na raiz da arvore de enumeracao. Entretanto, para as instancias de tamanho
moderado, mesmo a avaliacao da Relaxacao Linear exige horas de processamento. Por outro
lado, a reformulacdo MTZ apresentou gaps maiores, mas o tempo necessario para o céalculo
da Relaxacao Linear é praticamente desprezivel.

Para diversas instancias do conjunto d (Tabelas e B3), ndo foi possivel nem mesmo
avaliar a Relaxac¢ao Linear (campos marcados com um trago nas tabelas). Nestes casos, a
memoria disponivel nao foi suficiente nem mesmo para carregar o modelo. Isto acontece pois
o nimero de variaveis e restrigdes do problema, O(nm), dificulta o uso desta formulac¢ao para
instancias muito grandes.

Na Tabela B podemos observar o comportamento de ambas as reformulacoes para ins-
tancias k-ACM-PV. Os gaps associados a LPy;r sao, na média, de 0.03%, sendo que para
10 instancias a Relaxacao Linear obteve solucbes inteiras. Entretanto, o tempo requerido
para o calculo da relaxagdo é muito alto: por exemplo, para GRID 20 200 3, a avaliagao
da Relaxagao Linear consome quase dois dias de CPU. A reformulacao MTZ, por sua vez,
apresenta gap médio de 4.29%, e o tempo de computacao da Relaxagao Linear é, novamente,
praticamente desprezivel.

Em linhas gerais, observamos que a reformulacao Multi-Fluxo apresentou limites de pro-
gramacao linear sistematicamente mais fortes do que aqueles gerados pela reformulagao MTZ,
com maior custo computacional. Este resultado era esperado, pois formulacées multi-fluxo
tendem a ser fortes (ver, por exemplo, Maculan (1987); Bahiense et all (2003)). Por ou-
tro lado, de acordo com [Desrochers e Laportd (1991), formulagdes baseadas em restrigdes de
Miller-Tucker-Zemlin tendem a gerar limites de Relaxacao Linear fracos. Naquele estudo,

os autores mostraram que as restri¢oes (BI9) nao induzem facetas da envoltoria convexa do
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Dados da instancia MF MTZ

n m k LPyr t(s) LPyrz t(s)
g25-4-01 25 50 20 219.000 0.81 188.000  0.01
g25-4-02 25 48 20 607.000 0.16 592.000 0
£25-4-03 25 50 20 462.000 0.25 449.000 0.01
g25-4-04 25 48 20 618.000 0.56 610.000 0.01
g25-4-05 25 50 20 573.000 0.84 537.000 0
g50-4-01 50 98 20 459.000 5.97 357.000 0
g50-4-02 50 99 20 421.000 2.21 343.000 0
g50-4-03 50 99 20 565.000 3.89 427.000 0.01
g50-4-04 50 100 20 434.000 3.70 364.000 0.01
g50-4-05 50 100 20 387.000 3.97 290.000 0.01
g75-4-01 75 149 20 364.250 17.57 263.000 0.01
g75-4-02 75 150 20 290.000 12.96 229.000 0.01
g75-4-03 75 149 20 411.000 18.66 292.000 0.01
g75-4-04 75 150 20 427.750 16.43 286.000 0.01
g75-4-05 75 150 20 284.000 12.81 199.000 0.01
g100-4-01 100 200 20 362.800 44.36 242.000 0.01
g100-4-02 100 200 20 334.428 43.99 198.000 0.01
g100-4-03 100 200 20 408.666 38.17 263.000 0.02
g100-4-04 100 199 20 439.500 35.32 323.000 0.01
g100-4-05 100 199 20 382.764 44.82 220.000 0.01
g200-4-01 200 400 20 305.454 416.05 165.000  0.03
g200-4-02 200 400 20 297.500 374.34 140.000 0.03
g200-4-03 200 400 20 300.000 222.86 117.000  0.02
g200-4-04 200 399 20 295.000 406.20 143.000  0.01
g200-4-05 200 399 20 353.571 287.05 169.000  0.03
g400-4-01 400 800 20 252.857 835.00 103.000  0.04
g400-4-02 400 799 20 327.352  6794.77 97.000 0.05
g400-4-03 400 799 20 299.333 884.19 127.000  0.05
g400-4-04 400 800 20 302.200  2459.71 123.000  0.05
g400-4-05 400 800 20 314.583  9076.43 103.000  0.06

LPy
LPyTz

1.16
1.03
1.03
1.01
1.07

1.29
1.23
1.32
1.19
1.33

1.38
1.27
1.41
1.50
1.43

1.50
1.69
1.55
1.36
1.74

1.85
2.13
2.56
2.06
2.09

2.45
3.37
2.36
2.46
3.05

Tabela 3.1: Limites de Relaxacao Linear - Conjunto g

conjunto de solugoes vidveis para o Problema do Caizeiro Viajante, ao contrario das desigual-

dades de elimina¢ao de sub-circuitos propostas por [Dantzig_et. all (1954). Além disso, também

verificaram que as restri¢oes ([B21]), apesar de serem mais fortes do que ([BI9), ainda sdo mais

fracas do que as apresentadas por [Dantzig et all (1954).
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3.3.2 Analise dos algoritmos Branch-and-bound

Devido as dificuldades de se avaliar o limite dual LP;r, apresentadas na Se¢do anterior, o
algoritmo B&B que emprega a reformulagdo Multi-Fluxo s6 pdde ser empregado para tentar
resolver instancias de dimensoes pequenas e moderadas. Por este motivo, nesta secao daremos
énfase aos resultados do algoritmo B&B que emprega a reformulagao MTZ.

As Tabelas B0 B0 e B e apresentam os resultados computacionais de tal algoritmo.
As primeiras colunas fornecem os dados das insténcias, como anteriormente. A quinta coluna
apresenta o namero de nés abertos na arvore de enumeracao e a sexta coluna apresenta o
tempo gasto pelo algoritmo. A sétima coluna apresenta o melhor limite superior encontrado
e a ultima coluna apresenta o status do algoritmo ao final da execugdo. Uma entrada "OPT"
nesta coluna indica que a insténcia foi resolvida na otimalidade. J& uma entrada "OFM"
indica que o algoritmo utilizou toda a memoria disponivel, e por esse motivo sua execugao
foi interrompida. A indicagao (+) a direita de OPT ou OFM significa que o limite superior
encontrado ao longo do algoritmo B&B é melhor que o melhor limite superior conhecido até
este estudo, de acordo com as entradas mais recentes da KCTLib?.

Conforme pode ser verificado, com a reformulacado MTZ sao fornecidos 67 novos certificados
de otimalidade e 16 novos melhores limites superiores, considerando apenas as instancias
listadas na KCTLib.

A baixa qualidade do limite de programagao linear da reformulagao M'TZ levou o algoritmo
B&B a abrir muitos nos na arvore de enumeracdo, em grande parte dos casos. Como sabemos,
bons limites duais e primais sdo fundamentais para o desempenho de um algoritmo desse
tipo, uma vez que permitem cortes significativos na arvore de enumeragao (Wolsey (1998)).
O elevado ntimero de nds abertos na arvore de enumeragao fez com que, em muitas execugoes,
a quantidade de memoria disponivel ndo fosse suficiente para a execugdo do programa. Por
este motivo, o algoritmo foi interrompido pelo sistema operacional. Isto significa que, na
pratica, também nao conseguimos resolver instancias grandes com a reformulacao MTZ. Assim
sendo, ambas as reformulacGes propostas apresentam dificuldades em relagdo ao consumo
de memoria, ja que as O(nm) variaveis e restrigoes da reformulagdo Multi-Fluxo também
dificultam o uso do algoritmo B&B que a emprega.

Para a reformulagao Multi-Fluxo, damos destaque aos resultados obtidos para as instan-
cias NWG, apresentadas na Tabela B9 . Para este conjunto de instancias, o algoritmo B&B que
emprega a reformulacao Multi-Fluxo é, na maioria dos casos, mais rapido do que o correspon-
dente algoritmo que emprega da reformulagdo MTZ. Comparando os resultados da Tabela
com aqueles obtidos pela reformulacido MTZ, apresentados na Tabela BS, observarmos que
o algoritmo baseado na reformulagdo Multi-Fluxo conseguiu resolver as instancias 20 x 20,

enquanto que o algoritmo B&B que emprega a reformulagio MTZ né&o conseguiu.

‘http://iridia.ulb.ac.be/~cblum/kctlib/ — Acessado no dia 08/06/2008.
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3.4 Comentarios

Neste capitulo, apresentamos duas reformulacoes para o k-ACM. Na primeira delas, a conecti-
vidade das solugoes vidveis é garantida por meio de restricoes de balango de fluxo. Na segunda,
as desigualdades de eliminacdo de sub-rotas de [Miller et all (1960) foram empregadas. Os ex-
perimentos computacionais que realizamos confirmaram que a reformulagao baseada em fluxos
fornece limites de Relaxacao Linear mais fortes que aqueles fornecidos pela reformulagao que
emprega as restrigoes de Miller_et_all (1960).

A reformulagdo baseada em fluxos requer, entretanto, uma maior capacidade de recursos
computacionais, apresentando alto consumo de tempo e memoria. Este aspecto limita, na
pratica, o seu uso em algoritmos B&B para resolver instancias de tamanho moderado. Na
proxima secao apresentamos um procedimento baseado em Relaxagdo Lagrangeana para o
k-ACM, onde, pelo menos parcialmente, contornamos as dificuldades associadas ao uso da

reformulagao Multi-Fluxo.
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Dados da instancia MF MTZ

n m k LPyr t(s) LPyrrz t(s)

bb15x15 1 225 420 20 257.000 790.39 59.000 0.02
40 613.170 2427.98 198.000  0.03

60 973.596 2230.31 431.000 0.04

80 1335.000 915.18 779.000 0.05

bb15x15 2 225 420 20 233.583 809.50 47.000 0.02
40 578.091 314.86 162.000  0.03

60 926.576 335.60 349.000 0.03

80 1289.737 1163.30 614.000 0.06

bb45x5 1 225 400 20 295.500 390.89 48.000 0.03
40 682.882 669.35 180.000  0.04

60 1098.176 1055.67 415.000 0.04

80 1289.297 892.37 740.000 0.04

bb45x5 2 225 400 20 272.947 412.14 71.000 0.02
40 644.785 462.78 260.000 0.02

60 1110.750 2903.91 521.000 0.04

80 1616.050 2379.05 894.000 0.05

bb33x33 1 1089 2112 100 - - 316.000 0.23
200 - - 1144.000 0.37

300 - - 2370.000 0.41

500 - - 6175.000 0.62

b33x33_2 1089 2112 100 - - 274.000 0.31
200 - - 1007.000 0.38

300 - - 2234.000 0.37

500 - - 6140.0000 0.53

g400-4-01 400 800 40 562.833 2281.68 301.000 0.08
80 1304.000 3656.95 889.000 0.09

120 2132.000 2871.22 1639.000 0.08

160 3061.500  12296.15 2564.000 0.10

g400-4-05 400 800 40 667.361 2905.24 287.000 0.06
80 1443.182 2974.70 845.000 0.06

120 2290.250 4626.19 1584.000 0.10

160 3192.000 4217.41 2473.000 0.10

200 4156.000 3651.64 3530.000 0.22

g1000-4-01 1000 2000 200 - - 2092.000 0.34
300 - - 3881.000 0.38

400 - - 6100.000 0.43

500 - - 8724.000 0.55

g1000-4-05 1000 2000 200 - - 2291.000 0.32
300 - - 4267.000 0.48

400 - - 6674.000 0.48

500 - - 9401.000  0.55

LPy
LPyT2z

4.36
3.09
2.26
1.71
4.97
3.57
2.65
2.10
6.16
3.79
2.65
1.74
3.84
2.94
2.13
1.80

1.87
1.47
1.30
1.19
2.33
1.71
1.45
1.29
1.18

Tabela 3.2: Limites de Relaxagao Linear - Conjunto d, Parte I
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Dados da instancia MF MTZ

n m k LPyr t(s) LPyrz  t(s)

steinclb 500 2500 50 - - 71.000 0.13
100 - - 233.000 0.24

200 - - 878.000 0.27

250 - - 1353.000  0.29

steinch 500 625 50 767.261 8124.35 197.000  0.07
100 1709.400 3359.50 746.000 0.08

200 4271.000 17132.52 3123.000 0.11

250 - 28784.53 4859.000 0.11

steindb 1000 1250 100 - - 378.000 0.22
200 - - 1460.000  0.26

le450 15a 450 8168 45 - - 45.000 0.58
135 - - 179.000  0.66

225 - - 425.000 0.87

405 - - 1369.000 1.25

LPy

LPyrz

3.89
2.29
1.37

Tabela 3.3: Limites de Programacao Linear - Conjunto d, Parte 11
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Dados da instancia MF MTZ

n  m ok LPyp i(s) LPyrz  t(s) LpALE
GRID 10 50 1 100 180 50 16050.000 280.40 15270.385  0.02 1.05
GRID 10 _50_ 2 100 180 50 14026.000 38.88 13785.071  0.02 1.02
GRID 10 50 3 100 180 50 13117.000 234.85 12591.333  0.03 1.04
GRID 10 50 4 100 180 50 14240.000 362.40 13386.500  0.02 1.06
GRID 10 50 5 100 180 50 17078.750 469.26 16204.750  0.03 1.05
GRID 15 112 1 225 420 112 38321.500 8161.55 37140.354  0.07 1.03
GRID 15 112 2 225 420 112 32061.000 8192.85 30937.000 0.05 1.04
GRID 15 112 3 225 420 112 31321.000 14822.86 30433.250  0.07 1.03
GRID 15 112 4 225 420 112 30681.000 7247.34 29068.520  0.06 1.06
GRID 15 112 5 225 420 112 29869.000 10541.46 28660.217  0.06 1.04
GRID 20 200 1 400 760 200 55443.000 113885.98 53126.764  0.09 1.04
GRID 20 200 2 400 760 200 54894.000 63061.88 52526.017  0.10 1.05
GRID 20 200 3 400 760 200 53912.000 161523.95 51150.139  0.13 1.05
GRID 20 200 4 400 760 200 53512.000 106490.39 51366.667  0.14 1.04
GRID 20 200 5 400 760 200 62364.000 81925.95 60524.319  0.12 1.03

Tabela 3.4: Limites de Relaxacao Linear - Conjunto NWG
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Dados da instancia

Resultados do B&B

n m k Nés B&B t(s) Melhor LS  Status
g25-4-01 25 50 20 6565 4.24 219 OPT
g25-4-02 25 48 20 44 0.11 607 OPT
g25-4-03 25 50 20 97 0.19 464 OPT
g25-4-04 25 48 20 4 0.12 620 OPT
g25-4-05 25 50 20 193 0.39 573 OPT
g50-4-01 50 98 20 1007 2.43 460 OPT
g50-4-02 50 99 20 33 0.59 421 OPT
g50-4-03 50 99 20 259 1.06 565 OPT
g50-4-04 50 100 20 0 0.14 434 OPT
g50-4-05 50 100 20 863 1.78 387 OPT
g75-4-01 75 149 20 8 0.50 366 OPT
g75-4-02 75 150 20 740 2.64 295 OPT
g75-4-03 75 149 20 22 0.48 412 OPT
g75-4-04 75 150 20 432 2.30 430 OPT
g75-4-05 75 150 20 0 0.12 284 OPT
g100-4-01 100 200 20 0 0.25 363 OPT
g100-4-02 100 200 20 1064 3.70 335 OPT
g100-4-03 100 200 20 11 0.70 412 OPT
g100-4-04 100 199 20 9 1.20 442 OPT
g100-4-05 100 199 20 2034 8.88 388 OPT
g200-4-01 200 400 20 3041 20.63 308 OPT
g200-4-02 200 400 20 1447 11.20 299 OPT
g200-4-03 200 400 20 343 5.88 300 OPT
g200-4-04 200 399 20 838 11.96 304 OPT
g200-4-05 200 399 20 859 8.26 357 OPT
g400-4-01 400 800 20 4650 59.14 253 OPT
g400-4-02 400 799 20 81000 1060.75 328 OPT
g400-4-03 400 799 20 34385 315.11 302 OPT
g400-4-04 400 800 20 17129 198.92 306 OPT
g400-4-05 400 800 20 93225 1060.32 320 OPT

Tabela 3.5: Resultados B&B — MTZ, Conjunto g.
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Dados da instancia

Resultados do B&B

n
bb15x15 1 225
bb15x15_ 2 225
bb45x5_1 225
bbd5x5 2 225
bb33x33 1 1089
bb33x33_ 2 1089
g400-4-01 400
g400-4-05 400

420

420

400

400

2112

2112

800

800

20
40
60
80
20
40
60
80
20
40
60
80
20
40
60
80
100
200
300
500
100
200
300
500

40
80
120
160
40
80
120
160
200

Nos B&B

12600
1916955
6497787
15423298
49727
767714
3008220
1977285
120889
2507388
7594785
4047449
119539
882105
10675871
6051216
1267297
1205046
1193644
1173298
1280980
1205510
1209131
1186953

13423
83835
259250
7924988
110399
220245
319431
1800750
1131667

t(s)

81.85
24425.45
153320.69
328839.66
273.16
6508.41
31317.61
36628.68
1067.70
53752.90
262528.78
166184.40
732.20
7658.12
233609.23
156046.94
53100.21
36779.94
41915.70
29093.88
69437.97
50291.80
36352.32
23279.84

155.50
979.42
3322.27
132412.57
1709.59
3774.46
6083.98
32882.25
13962.67

Melhor LS

257
642
977
1335
253
585
927
1290
306
695
1109
1656
302
654
1122
1617

563
1304
2132
3062
670
1445
2291
3192
4156

Status

OPT
OPT
OPT
OPT
OPT
OPT
OPT
OPT
OPT
OPT
OFM+
OFM
OPT
OPT
OFM
OFM
OFM
OFM
OFM
OFM
OFM
OFM
OFM
OFM

OPT
OPT
OPT+
OPT
OPT+
OPT
OPT+
OPT+
OPT

Tabela 3.6: Resultados B&B — MTZ, Conjunto d, Parte I.
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Dados da instancia

Resultados do B&B

£1000-4-01

£1000-4-05

steinclb

steinch

steind15

steindb

1e450 15a

1000

1000

500

500

500

1000

450

2000

2000

2500

625

5000

1250

8168

200
300
400
500
600
700

200
300
400
500
600
700

50
100
150
200
250

50
100
150
200
250

100
300
400
500

100
200
300
400
500

45
135
225
405

Nos B&B

2669519
2776041
2041469
1195424
1272881
1281941

1624054
1651553
2819112
1263768
1348737
1330346

54781
217092
169429
1372350
1811433

143032
232186
429772
1070420
1755504

829100
703451
816800
673241

514228
1221944
3590487
2392740
1710306

47399
76999
571075
540482

t(s)

215106.66
234027.90
171327.76
37014.39
48141.14
39393.53

148251.04
133471.52
215221.11
75442.48
66647.21
50055.13

959.16
4577.04
5542.21

39944.70
54607.31

1597.12
2783.31
4641.91
13695.98
20226.13

108768.77
63368.52
80688.36
39391.24

27822.98
72865.63
210450.37
169768.88
52064.24

4982.81
5501.04
99599.15
20132.95

Melhor LS

3308
5325
7572
10067

15675

3618
5798
8195
10786
13589
16674

208
481
802
1182
1625

772
1712
2865
4271
5942

454
1674
2446

1503
3440
5817
8685
12136

59
226
471

1388

Status

OPT
OFM
OFM+
OFM
OFM
OFM

OPT+
OFM+
OFM-+
OFM-+
OFM
OFM+

OPT
OPT
OPT
OPT
OFM

OPT

OPT

OPT
OPT+
OPT+

OFM+
OFM
OFM
OFM

OPT
OPT+
OFM
OFM-+
OFM

OPT
OPT
OPT
OFM

Tabela 3.7: Resultados B&B — MTZ, Conjunto d, Parte II.
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Dados da instancia Resultados do B&B

n m k Nés B&B t(s) Melhor LS  Status
GRID 10 50 1 100 180 50 3703560 16794.61 16052 OPT
GRID 10 50 2 100 180 50 467843 1142.42 14026 OPT
GRID 10 50 3 100 180 50 216741 535.55 13117 OPT
GRID 10 50 4 100 180 50 3307053 14087.91 14254 OPT
GRID 10 50 5 100 180 50 6027894 32373.64 17093 OPT
GRID 15 112 1 225 420 112 6287542 55682.19 38322 OPT
GRID 15 112 2 225 420 112 5645983 69518.57 32062 OFM
GRID 15 112 3 225 420 112 6103011 70307.49 31357 OFM
GRID 15 112 4 225 420 112 5674373 90554.05 30745 OFM
GRID 15 112 5 225 420 112 5635347 59829.79 29869 OFM
GRID 20 200 1 400 760 200 2885918  48282.72 56512 OFM
GRID 20 200 2 400 760 200 2888788 31041.96 - OFM
GRID 20 200 3 400 760 200 2825857 34204.25 - OFM
GRID 20 200 4 400 760 200 2803262 39177.20 - OFM
GRID 20 200 5 400 760 200 2780369  43301.99 64839 OFM

Tabela 3.8: Resultados B&B, MTZ, Conjunto NWG.

Dados da instancia Resultados do B&B

n m k Noés B&B t(s) Melhor LS  Status
GRID 10 50 1 100 180 50 9 1247.08 16052 OPT
GRID 10 50 2 100 180 50 0 39.90 14026 OPT
GRID 10 50 3 100 180 50 0 236.43 13117 OPT
GRID 10 50 4 100 180 50 24 10579.82 14254 OoPT
GRID 10 50 5 100 180 50 10 2904.40 17093 OoPT
GRID 15 112 1 225 420 112 6 61371.59 38322 OPT
GRID 15 112 2 225 420 112 0 8733.51 32061 OPT
GRID 15 112 3 225 420 112 0 28753.73 31321 OPT
GRID 15 112 4 225 420 112 0 7715.17 30681 OPT
GRID 15 112_5 225 420 112 0 11297.77 29869 OPT
GRID 20 200 1 400 760 200 0 122720.93 55443 OPT
GRID 20 200 2 400 760 200 0 71718.50 54894 OoPT
GRID 20 200 3 400 760 200 0 510935.61 53912 oPT
GRID 20 200 4 400 760 200 0 109211.57 53512 OPT
GRID 20 200 5 400 760 200 0 96651.52 62364 OPT

Tabela 3.9: Resultados B&B - Multi-Fluxo, Conjunto NWG.



Capitulo 4

Uma Relaxacao Lagrangeana para o

k-ACM

Neste capitulo apresentamos um algoritmo baseado em Relaxagdo Lagrangeana que explora
a reformulagao Multi-Fluxo, proposta para o k-ACM no Capitulo Bl Com esta abordagem,
pretendemos avaliar o limite inferior L Py sem explicitamente resolver programas lineares.
No procedimento aqui proposto, utilizamos informagao dual (custos modificados conforme a

solugao Lagrangeana) para guiar uma heuristica, que gera solugoes viaveis para o k-ACM.

4.1 Relaxacao Lagrangeana da Reformulacao Multi-Fluxo

Para aplicarmos a técnica de Relaxagao Lagrangeana para resolver um problema de Progra-
magao Inteira, devemos inicialmente identificar um conjunto de restri¢des convenientes para
serem relaxadas e dualizadas. Idealmente, o problema relaxado deve ser de fécil resolucao.
Para o caso especifico de aplicagao considerado nesta dissertagao, duas opgoes de decomposi-

¢ao se destacam:

e Relaxar e dualizar as restrigoes de cardinalidade e acoplamento [BI4)-(BI8). Neste
caso, preserva-se a estrutura de rede e os problemas Lagrangeanos envolvem a solugao

de um problema de caminho minimo com origem em n+ 1 e maltiplos destinos (v € V).

e Relaxar e dualizar as restrigdes de balango e fluxo [BII)-(BI3). Neste caso, como

veremos, o PRL pode ser facilmente resolvido por inspecao.

Alternativas similares de decomposicao foram estudadas para uma formulacdo multi-
fluxo apresentada para o Problema de Projeto de Redes com Miltiplas Mercadorias Ca-
pacitado (PPRMMC, do inglés Multicommodity Capacitated Network Design Problem) por
Gendron_e Crainid (1994). Os experimentos computacionais realizados para o PPRMMC na-
quela referéncia revelaram que, na prética, limites inferiores de pior qualidade foram obtidos
ao se empregar a segunda alternativa.

Holmberg e Yuan (1998), por sua vez, optaram pelo segundo esquema ao propor uma

Relaxacao Lagrangeana para o PPRMMC. A sua escolha foi justificada por dois argumentos

30
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principais: (i) os sub-problemas associados ao segundo esquema podem ser resolvidos mais
facilmente, com menor esfor¢o computacional e (i) os limites duais tedricos associados aos
dois esquemas sao os mesmos. Outro trabalho que empregou a segunda alternativa de decom-
posigao foi a Relaxacdo Lagrangeana proposta por [Bahiense et all (2003), para o Problema
de Steiner em Grafos.

Nesta dissertacao, optamos pela segunda alternativa de decomposi¢cao do problema ao
propor um procedimento baseado em Relaxacao Lagrangeana para o k-ACM. Assim sendo,
associando multiplicadores Lagrangeanos reais, irrestritos em sinal, {ag € R : ¢ € V'},
{Byi € R:i,q e V'i#q}, {74 € R:q € V'} e{\ € R} respectivamente as restri¢oes
EB1D), BI2), BI3) e BI4), limites inferiores validos para o k-ACM podem ser obtidos ao

se resolver o Problema de Relaxacao Lagrangeana (PRL):

Z(a,ﬁ,’}/,A):min{anlL‘a—l—Zaq Z fq_l +

a€A qeV’ a€dt (n+1)
Zzﬁq,izfquq+
qeEV' i€V i#q aedt (i) aed— (i)
(4.1)
2wl 2 - Z fi+1|+
qeV’ acdt(q) acs—

> Sty — (R +2) ) (2, f) € (B2t gD 4 Py g 8
qeV’

onde Pragr ¢ dado pela intersegao de (B10) - (BIS)).
Apos procedermos a uma reorganizagao de seus termos, o PRL pode ser reescrito como:

z(a, 3,7, \) = min aniba + Z Zcqfa (a, f) € <B2(m+n )+1 Ri(2(m+1)+n)+1) A Prach
acA geV'acA
+const(a, 3,7, \).
(4.2)
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Em ([2), const(a, 5,7, \) = Z (7 — @g) — (k+2)A é um valor independente de z e f e

os custos Lagrageanos E’é’j] Sa0 d:i‘(/)s por:
Byi — Bejr 1,5 €V'i,j #4q
Yo — Bej» LIEVi=q.j#q
o Bei =g 7€V i=qi#q (4.3)
[i.7] g =g t=n+1,j=qg#Fn+2
ag—Y+A i=n+lj=qg=n+2
g — Bpy2g+ A, t=n+1j=n+2,9g#n+2.

Como de costume em Relaxacao Lagrangeana, desejamos conhecer o conjunto de multi-
plicadores («, 3,7, A) que maximiza ([E2), isto é, que resolvem o Problema Dual Lagrangeano
(DL):

(DL) Zd = maxa,ﬁ,'y)\{min Z(av 8,7, /\)} (44)

A funcao DL é concava, linear por partes e nao-diferenciavel (Nemhauser e Wolsey (1988)),
e seu maximo pode ser obtido por diferentes técnicas, dentre as quais podemos citar o Método
do Volume (Barahona.e Anbil (2000); Bahiense et all (2003)), o Método de Feixes (Lemarechal
(1974)) e o Método dos Subgradientes (Held et all (1974)). Por sua simplicidade de imple-
mentagao e por apresentar bons resultados na pratica, neste trabalho empregamos o Método
dos Subgradientes.

Antes de descrever como resolver o PRL, deve-se notar que se um arco [i,j] pertence a
solugao otima de ([EZ), entdo todas as variaveis de fluxo { fé’j] 1 q € V’,E[qm < 0} devem
assumir seus limites superiores. Por outro lado, as variaveis { f[z’j] iqe V! ’E?i,j} > 0} devem
assumir seus limites inferiores. Estas observagoes dao origem a um procedimento que resolve
o PRL. Inicialmente, calculamos o custo Lagrangeano equivalente s,, associado a cada arco

[i, 7] € A:

Sa=cat Y T (4.5)

qeV':cl <0
Em seguida, listamos os arcos de A em ordem n&o-decrescente de seus custos equivalentes

e escolhemos:

e (passo 0) o arco [n+ 1,n + 2[;
e (passo 1) os k arcos em Ap com os menores valores de sg;

e (passo 2) os n—(k+1) arcos com os menores valores de s, dentre aqueles em {[n+1,1] :
eV}

e (passo 3) o arco que sai de n 4+ 2 com menor valor de s,.



4. UMA RELAXAGAO LAGRANGEANA PARA O k-ACM 33

Assumindo que A(«, 3,7, A) denota o conjunto de arcos escolhidos nos passos acima, para
finalizar a resolugao do PRL fazemos fi =1, Vg € V', Va € A(a, 3,7, ) se ¢4 < 0. Todas as
demais variaveis de fluxo assumem valores nulos.

Observe que o Problema de Relaxagao Lagrangeana (B-2) possui a Propriedade da Inte-
gralidade e que, assim sendo, zg = LPyr. O nosso objetivo ao propor este procedimento
para o k-ACM consiste em tentar aproximar zg, empregando para isto esfor¢o computacional

significativamente inferior aquele requerido para avaliar LPysp.

4.1.1 Reforgcando a estrutura de rede no PRL

Uma vez que as restrigdes de balango de fluxo [BIT)-(BI3) sdo relaxadas, uma solugdo do
PRL (E32) pode incluir mais de um arco incidente a um mesmo vértice i € V. Este tipo de
solucao viola a propriedade de que, em qualquer arborescéncia, apenas um arco deve incidir
sobre cada vértice v # n + 1.

Para contornar esta indesejavel caracteristica das solugoes Lagrangeanas, sem no entanto
perder a propriedade de separabilidade na resolugao do PRL, adicionamos as seguintes desi-

gualdades validas ao conjunto de restrigoes que definem a regiao poliédrica Ppacr:

Yz <LVieV (4.6)
a€AENS— (i)

Apesar de serem redundantes para ([BI0), estas restrigoes reforcam a estrutura de rede
do PRL. Esta estratégia é especialmente 1til quando a informacgao dual Lagrangeana é usada
para guiar uma heuristica construtiva para encontrar solucées vidveis para o problema, como
serd o caso discutido na Secao

Para resolver o PRL incluindo as restrigoes (L)), basta uma simples alteragao no passo 1
acima. Ao invés de escolher os k arcos em Ap com os menores valores de s,, apenas selecio-
namos um arco a = [4, j| € Ag se nenhum outro arco em Ag N~ (j) tiver sido anteriormente

escolhido.

4.2 Otimizacao via Método dos Subgradientes

Para resolver o Problema Dual Lagrangeano (4], implementamos uma versao do Método
dos Subgradientes (Held et all (1974)). Em nossa implementagao, a principal modificagao
introduzida no método diz respeito & escolha da direcdo de busca. Por simplicidade, assuma
que 7 = (aP, BP,4P, \P) € R' denota o vetor de multiplicadores Lagrangeanos (de dimensdo
[ apropriada) no inicio da p-ésima iteragdo do Método dos Subgradientes. Assuma também
que wP € R' é um subgradiente da funcio DL ).

Na implementagao de Held et all (1974), os mulitiplicadores sao atualizados da seguinte

forma:

Pt =g P dl i =1, (4.7)
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onde a direcao de busca d, € R! ¢ um subgradiente w” e o tamanho do passo t? € R, é dado
por:
P T2 (4.8)
> i (w))?

Em ), ¢ denota um escalar real no intervalo (0,2] e Z, 2P s@o, respectivamente, um
limite superior para a fungdo objetivo 6tima e o valor do PRL formulado e resolvido na
iteracao p.

Em uma tentativa de conferir melhores propriedades de convergéncia ao Método dos Sub-
gradientes, nao usamos o subradiente wP puro como direcao de busca. Ao contrario, seguimos
a sugestao proposta por (Crowder (1976), que foi aplicada com sucesso por [Holmberg e Yuan
(1998). Neste procedimento, a diregao de busca empregada na iteragao p leva em consideragao
os subgradientes obtidos nas iteragoes anteriores, 1...p — 1. Com excecao da primeira, para

1

a qual d' = w', nas demais iteracdes dP é avaliada como:

dp:ﬁ( p+77dp_1),p22,77>0. (4.9)
Holmberg e Yuan (1998) observaram que n = 0.7 é um bom valor a ser usado na pratica.
Com relacao aos demais parametros da Relaxacdo Lagrangeana, iniciamos €' = 2 e entdo
atualizamos ePt! para 0.9¢” sempre que o melhor limite Dual Lagrangeano ndo melhora apos
300 iteragoes. O método é aplicado enquanto um certificado de otimalidade nao é obtido (que
ocorre quando o limite superior se iguala ao limite inferior) e enquanto um nimero maximo
de 5000 iteragoes nao for atingido.
Observe que este método de solugao do problema Dual Lagrangeano exige que um limite
superior (Z) seja conhecido, para o célculo do passo (equacao (£F))). Na proxima segao,

discutimos como limites primais s&do gerados para o k-ACM.

4.3 Limites superiores e Heuristica Lagrangeana

Para a geracdo de limites superiores para o k-ACM, empregamos o algoritmo proposto por

Blum (2007H), aqui denominado por DynamicTree. Este algoritmo envolve dois passos:

e (passo 0): Obtengao de uma arvore U = (Vyy, Eyy) de G com pelo menos k arestas;

e (passo 1): Extragao da melhor sub-arvore com k arestas de U, através de um algoritmo

exato, baseado em Programagao Din&mica.

Dentre as muitas opgoes existentes, no primeiro passo do DynamicTree, Blum (2007H)
sugere a utilizacao de uma arvore geradora de G. Uma vez que custos associados aos vértices
e arestas de G podem coexistir, é necessario que uma boa arvore geradora equilibre estas

duas fontes de custos. Um dos procedimentos propostos por [Blum (2007h) para determinar
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uma arvore geradora inicial consiste no emprego do algoritmo de Kruskal, onde os custos das

arestas utilizadas no algoritmo, ¢(; jy, sao dados por:

é(@j) = C(i,j) T+ d; +d; | (i,7) € E. (4.10)

Note que ¢(; ;) = c(; ;) para o caso do k-ACM-CA e que ¢; j) := d; + d; para o caso do
k-ACM-PV.

O (passo 1) se baseia no fato, inicialmente observado por [Fischetti et all (1994), de que o
k-ACM pode ser resolvido em tempo polinomial se o grafo de entrada do problema for uma
arvore. [Blum (2007H), entretanto, generalizou o algoritmo de [Fischetti et all (1994), para ser
aplicado sobre grafos valorados tanto nos vértices quanto nas arestas (o Apéndice [Al apresenta
uma descrigao detalhada deste algoritmo de Programagao Dinamica). Observe, portanto, que
os custos modificados pela equacao ([EIM) sao usados apenas na entrada do algoritmo de
Kruskal, uma vez que o algoritmo de Programacao Dinénica naturalmente lida com grafos
com custos nos vértices e nas arestas.

A heuristica acima foi utilizada no contexto da Relaxagdo Lagrangeana para a geragao
do primeiro limite superior, imediatamente antes da primeira iteracdo do Método dos Sub-
gradientes. Além disso, utilizamos o mesmo procedimento durante as demais iteracoes do
Método dos Subgradientes, porém considerando custos modificados conforme a informagao
dual Lagrangeana. A cada iteragao p do Método dos Subgradientes, alteramos os custos de
entrada do algoritmo de Kruskal, utilizado no (passo 0) do DynamicTree. Para cada aresta

(4,7), o custo de entrada efetivamente usado na fase construtiva é dado por:

P
[3.1]
arcos [i, 7] e [4,1], na solugdo do PRL formulado e resolvido na iteragdo p. A motivagao desta

onde mﬁ. PIGK: denotam o valor das varidveis de decisao associadas, respectivamente, aos
k2
idéia consiste em privilegiar as arestas (i,j) de G que tenham um dos seus arcos em Ag
selecionados na solugao Lagrangeana na p-ésima iteragdo. Uma vez que esta Arvore Geradora
(de minimo custo modificado é’(ij)) U = (Vy,Ty) é obtida, passamos para o (passo 1). A
9,
Figura ET] ilustra o esquema empregado para gerar os limites superiores para a Relaxacao

Lagrangeana.

4.4 Fixacao de variaveis

Como vimos anteriormente, no caso da aplicacdo aqui discutida, o PRL é um problema de
otimizacao separavel. Esta propriedade permite que em cada um dos 4 passos possamos
escolher de maneira independente quais arcos devem fazer parte da solucao Lagrangeana.
Para fins de ilustragdo, podemos dizer que a solucdo do PRL é dada pela unido de arcos
em certas classes: selecionamos inicialmente o arco [n+ 1,n + 2] (classe 0, que possui apenas
um arco), em seguida os k arcos com menor valor de s, da classe Ag (classe 1), escolhemos os

n— (k+1) arcos de [n+ 1,4] : ¢ € V com menor valor de s, (classe 2) e finalmente o arco de
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Rel. Lagrangeana

Custos
modificados

Melhor sub-arvore
deT

Kruskal

Arvore
Geradora T

Programacdo dinamica

Figura 4.1: Visao geral da Heuristica Lagrangeana.

menor valor de s, dentre aqueles do conjunto {[n + 2,r] : 7 € V'} (classe 3). Em cada passo
do algoritmo, portanto, escolhemos arcos restritos a uma tinica classe.

Nesse tipo de estrutura, os custos reduzidos de Programagao Linear podem ser facilmente
estimados. Para cada classe de arcos, comparamos os valores de s, dos arcos que nao foram
selecionados para fazer parte da solucao Lagrangeana com os valores de s, dos arcos que
foram selecionados na mesma classe.

Sem perda de generalidade, vamos descrever como funciona o procedimento para o calculo
dos custos reduzidos para os arcos na classe 1. Os mesmos principios valem para os arcos nas
classes 2 e 3. Assuma entdo que apos executar o (passo 1) na p-ésima iteracao do Método dos
Subgradientes, um determinado arco, digamos [i, j], nao foi selecionado para fazer parte da
solugao otima do PRL, isto &, [i,j] € (Ag \ A(c, 3,7,)). Assuma também que s"** denota
o maior valor de s, de um arco a, da mesma classe de [i, j], tal que x = 1, isto ¢, a faz parte
da solucao Lagrangeana na iteracao p. O custo reduzido de Programagao Linear de [i,j] é
dado por:

max

TClg) = Slig) — S (4.12)

Note que, se rcj; jj+ z(a, 3,7, A) > Z, entdo [4, j] ndo pertencerd a nenhuma arborescéncia
otima em D, e portanto, tanto [i,j] pode ser eliminado de D quanto sua respectiva variavel
de decisao w|; jj pode ser eliminada do modelo. Quando os arcos [i, j] e [j,i| forem fixados, a
correspondente aresta (7, j) pode ser eliminada de G e portanto deixa de ser considerada nos
procedimentos de geracgao de limites superiores. Este procedimento de fixagao de varidveis é
chamado sempre que se observa uma melhora no melhor limite inferior ou superior durante o
Método dos Subgradientes.

Gragas a estes testes, pode acontecer que, em uma determinada iteracdo do Método dos
Subgradientes, as arestas de E ainda nao fixadas induzam componentes desconectados em G
(ver Figura E2). Nestes casos, o algoritmo de Kruskal aplicado sobre G ira obter uma floresta

de G. Sejam G; = (V;,T;), i = 1,...,t, os componentes desconectados que constituem esta
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floresta. Para cada um dos possiveis componentes (;, verificamos a cardinalidade de V;. Se
|Vi| < k, todas as arestas de T; e vértices de V; sdo removidos de G, e suas respectivas variaveis
de decisao podem ser removidas do modelo.

Por outro lado, para todos os componentes G; que possuem |V;| > k 4 1, executamos o
algoritmo de Programagao Din&dmica considerando apenas o sub-grafo induzido pelos vértices

em V;.

Aresta previamente ./ .

ixada

Componente G1 com menos
de k+1 vértices /

Componente G2 com
k+1 vértices ou mais

Figura 4.2: O componente G; tem menos de k + 1 vértices. Neste caso, todas as varidveis
associadas a ele podem ser removidas do modelo. Por outro lado, G5 possui k + 1 vértices ou
mais, e portanto o algoritmo de Programacao Dindmica deve ser aplicado a ele.

4.5 Experimentos computacionais

Nesta secao sao apresentados os resultados computacionais obtidos com a Heuristica Lagran-
geana que descrevemos para o k-ACM. Os mesmos conjuntos de instancias g, d e NWG, descritos
na Secao B3, sdo utilizados para os testes nesta Se¢do. Consideramos também instancias adi-
cionais em cada um destes conjuntos, que, devido as limitagoes jai destacadas, nao foram
testadas com o algoritmo B&B que emprega a reformulacao Multi-Fluxo.

Um sumario com os principais resultados computacionais é indicado na Tabela 4.1. Em
cada linha da tabela, apresentamos resultados médios para cada conjunto de instancias, iden-
tificados pela primeira coluna. As proximas trés colunas apresentam o nimero de instancias
no conjunto, o niimero de certificados de otimalidade obtidos e, finalmente, o ntimero de vezes
em que o nosso limite primal foi pelo menos tao bom quanto o melhor limite conhecido na

literatura (z < MV (). As duas ultimas colunas apresentam os valores médios para os gaps

de dualidade da Relaxagao Lagrangeana (= ;;d, em valores percentuais) e a média das razoes
Zd
LPyF-

Os resultados detalhados por sua vez sao apresentados nas Tabelas B2 B3, L4l e
As primeiras colunas das Tabelas - indicam o nome da instancia e os valores de

n, m e k. As proximas colunas apresentam os resultados obtidos pelo algoritmo: o melhor
Z—2zq

zZq
de arestas sub-0timas fixadas e o tempo, em segundos, gasto pelo algoritmo. As proximas

limite dual encontrado z4, o melhor limite superior Z, o gap de dualidade a proporg¢ao
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3 colunas apresentam a razado zg/LPyp, o limite superior Zpp obtido pelo procedimento
DynamicTree e, por ultimo, o melhor limite superior conhecido na literatura até este estudo
(MVC — Melhor Valor Conhecido).

Valores médios

# de instancias 7z =2z 2z <MVC gap (%) =d

LPycFF

g 30 4 30 1.29 0.991
d 74 1 41 4.89 0.981
NWG 24 0 - 4.70 0.966
Total 128 ) 71 4.01 0.982

Tabela 4.1: Heuristica Lagrangeana — visao geral dos resultados.

Na meédia, o limite dual Lagrangeano representa 98.2% do melhor limite teoricamente
possivel de ser obtido, dado por LPy;r. Entretanto, estes limites Lagrangeanos sao obtidos em
tempos computacionais uma ou duas ordens de magnitude menores do que os tempos gastos
pelo CPLEX para obter LPysp. Além disso, em 71 dos 128 casos testados, o limite superior
obtido é pelo menos tao bom quanto o melhor limite atualmente disponivel na literatura. Para
8 instancias sao fornecidos novos melhores limites superiores com a Heuristica Lagrangeana
aqui proposta. Além disso, os limites superiores encontrados pelo algoritmo nunca sdo piores
em mais de 3.8% que o melhor valor conhecido na literatura. Na média, os limites superiores
da literatura sao apenas 0.28% melhores do que os apresentados neste trabalho. Cabe destacar
que ao compararmos os limites superiores obtidos pela Heuristica Lagrangeana aqui proposta
com o MVC, nao estamos comparando nosso algoritmo com um algoritmo em particular da
literatura. Na verdade, estamos comparando a qualidade das nossas solugoes vidveis com as
melhores solugoes encontradas pelos melhores algoritmos propostos até este estudo.

Apesar de ser muito mais rapida do que o solver CPLEX, a Heuristica Lagrangeana
requer muito mais tempo computacional do que as melhores heuristicas e meta-heuristicas
conhecidas na literatura. Por exemplo, para as instancias g400 (com k = 20), as meta-
heuristicas propostas em Blum_e Blesa (2007) nunca requerem mais do que 20 segundos de
computagao (em um PC Athlon 1100 MHz). Para a mesma instancia, o procedimento aqui

proposto emprega cerca de 280 segundos.
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Dados da instancia Heuristica Lagrangeana
n m k Zq z gap (%) Fix (%) t(s) Llizl\i/zp zZpp MVC
g25-4-01 25 50 20 218.009 219 0.00 34.00 1.29 0.995 219 219
225-4-02 25 48 20 606.109 607 0.00 50.00 1.12 0.998 607 607
225-4-03 25 50 20 461.633 464 0.43 50.00 1.69 0.992 464 464
225-4-04 25 48 20 617.293 620 0.32 39.58 1.79 0.999 620 620
225-4-05 25 50 20 571.702 573 0.17 36.00 1.75 0.998 573 573
g50-4-01 50 98 20 456.884 460 0.66 30.61 7.04 0.995 464 460
g50-4-02 50 99 20 417.674 421 0.72 44.44 5.56 0.992 421 421
g50-4-03 50 99 20 563.735 565 0.18 46.46 6.79 0.998 580 565
g50-4-04 50 100 20 432.588 434 0.23 55.00 6.16 0.997 434 434
g50-4-05 50 100 20 386.014 387 0.00 47.00 3.78 0.997 406 387
g75-4-01 75 149 20 363.564 366 0.55 45.64 10.94 0.998 366 366
g75-4-02 75 150 20 282.996 295 4.24 40.00 8.42 0.975 307 295
g75-4-03 75 149 20 408.539 412 0.73 36.91 14.58 0.994 428 412
g75-4-04 75 150 20 426.888 430 0.70 47.33 14.00 0.997 444 430
g75-4-05 75 150 20 283.054 284 0.00 84.67 4.49 0.997 284 284
gl00-4-01 100 200 20 359.547 363 0.83 54.50 18.01 0.991 370 363
gl00-4-02 100 200 20 333.448 335 0.30 47.50 14.90 0.997 338 335
gl100-4-03 100 200 20 408.295 412 0.73 43.50 17.35 0.999 412 412
gl00-4-04 100 199 20 431.537 442 2.32 33.67 19.24 0.982 442 442
gl00-4-05 100 199 20 382.001 388 1.31 40.20 19.88 0.998 388 388
g200-4-01 200 400 20 301.400 308 1.99 32.75 72.44 0.987 318 308
g200-4-02 200 400 20 292.897 299 2.05 42.50 63.81 0.985 299 299
g200-4-03 200 400 20 298.764 300 0.33 51.25 62.14 0.996 300 300
g200-4-04 200 399 20 290.305 304 4.48 29.82 75.50 0.984 310 304
g200-4-05 200 399 20 350.842 357 1.71 37.34 67.84 0.992 357 357
g400-4-01 400 800 20 247.931 253 2.02 67.75  261.26 0.981 253 253
g400-4-02 400 799 20 321.931 328 1.86 33.67 301.55 0.983 328 328
g400-4-03 400 799 20 294.844 302 2.37 53.44  279.99 0.985 306 302
g400-4-04 400 800 20 298.728 306 2.34 43.00 288.71 0.989 306 306
g400-4-05 400 800 20 303.907 320 5.26 21.50  315.71 0.966 320 320

Tabela 4.2: Resultados Heuristica Lagrangeana, Conjunto g.

4.6 Comentarios

Neste capitulo, apresentamos um procedimento baseado em Relaxacao Lagrangeana para a
reformulagao Multi-fluxo proposta para o k-ACM. Uma heuristica para a obtengao de limites

superiores, que emprega informagao dual, também foi proposta.
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Dados da instancia Heuristica Lagrangeana
n m k 24 z gap (%) Fix (%) t(s) L;}‘:{F Zpp MVC
bb15x15 1 225 420 20 254.382 257 0.79 48.10 70.46 0.989 267 257
40 596.655 642 7.54 1.43 90.71 0.973 645 642
60 954.177 977 2.31 1.43 93.30 0.980 1012 977
80 1328.778 1335 0.45 1.67 100.70 0.995 1443 1335
bb15x15 2 225 420 20 228.430 253 10.51 2.14 81.48 0.978 253 253
40 572.795 585 2.09 13.81 86.24 0.990 649 585
60 921.850 927 0.54 21.43 87.03 0.995 1030 927
80 1282.391 1290 0.55 14.05 96.31 0.994 1395 1290
bb45x5 1 225 400 20 292.218 306 4.45 6.25 79.28 0.989 342 306
40 665.818 695 4.36 1.00 87.48 0.975 754 695
60 1090.407 1107 1.47 1.50 94.58 0.993 1195 1115
80 1509.539 1551 2.72 0.75 103.38 0.990 1648 1568
bb45x5 2 225 400 20 268.637 302 12.28 5.25 80.26 0.984 302 302
40 635.033 654 2.83 7.00 86.23 0.985 654 654
60 1086.046 1122 3.22 1.00 95.390 0.978 1122 1122
80 1595.648 1617 1.32 1.00 101.850 0.987 1690 1617
bb33x33 1 1089 2112 100 1435.891 1577 9.82 0.00 6633.150 - 1620 1562
200 3053.369 3342 9.43 0.00 7079.540 - 3400 3303
300 4730.450 5207 10.06 0.00  7755.700 - 5284 5112
400 6565.646 7172 9.23 0.00 9011.410 - 7276 7070
500 8627.560 9332 8.16 0.00 6710.190 - 9439 9204
bb33x33 2 1089 2112 100 1398.567 1547 10.58 0.00 5548.970 - 1577 1524
200 3086.634 3379 9.46 0.00  5797.900 - 3468 3255
300 4864.541 5296 8.86 0.00  6096.480 - 5555 5185
400 6758.674 7339 8.58 0.00  6259.840 - 7638 7252
500 8792.866 9510 8.15 0.00  6578.050 - 9828 9465
bb100x10 1 1000 1890 100 1472.408 1605 8.96 0.00 7369.16 - 1605 1601
200 3224.183 3593 11.41 0.00 8881.59 - 3612 3520
bb100x10_2 1000 1890 100 1486.055 1668 12.18 0.00  9809.180 - 1668 1661
200 3208.608 3637 13.34 0.00 9157.960 - 3695 3618

Tabela 4.3: Resultados Heuristica Lagrangeana, Conjunto d, Parte I.

As principais contribui¢oes do algoritmo proposto sao:

e Novos limites inferiores para o k-ACM. Até o momento, poucos trabalhos haviam ex-

plorado técnicas para geracao de limites inferiores para o k-ACM.

e Apresentagao de novos melhores limites superiores. Fornecemos novos limites superiores

para 8 de 104 instancias disponiveis na literatura que foram testadas.

Apesar destas contribui¢oes, em nossa avaliacdo existem muitas oportunidades de me-
lhora, tanto dos limites primais e duais quanto dos tempos de computacao requeridos pelo

procedimento proposto.
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Para obtermos solugoes viaveis de melhor qualidade ao longo da Heuristica Lagrangeana,
pretendemos implementar um procedimento de Busca Local. Dada uma arvore 1" com k
arestas, a idéia consiste em avaliar arvores com k arestas que difiram de T pela inclusao e
remogao de um tUnico vértice. Na tentativa de melhorar os limites duais, destacamos duas

estratégias a serem investigadas:

e Avaliar computacionalmente a primeira opgao de decomposicao que destacamos na Segao

ET (que consiste em relaxar e dualizar as restrigdes de cardinalidade e acoplamento
B1d)-BI3).

e Implementar o Método do Volume Revisado (Bahiense et all (2003)) para resolver os

Problemas Duais associados as duas opgoes de decomposicao destacadas.
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Dados da instancia Heuristica Lagrangeana
n m k 24 z gap (%) Fix (%) t(s) Lljz\d/zp Zpp MVC
g400-4-01 400 800 40 551.410 563 1.99 37.38 406.400 0.980 594 563
80 1260.706 1304 3.41 1.75 465.760 0.968 1375 1304
120 2048.206 2132 4.05 0.00 553.350 0.960 2157 2134
160 2924.083 3065 4.79 0.00 526.290 0.955 3069 3062
200 3954.386 4095 3.54 0.00 534.370 - 4099 4086
g400-4-05 400 800 40 657.112 670 1.83 24.75 352.290 0.984 729 673
80 1424.153 1445 1.40 14.12 407.920 0.967 1488 1445
120 2245.262 2293 2.09 0.88 469.120 0.980 2329 2293
160 3109.961 3192 2.64 0.00 494.770 0.974 3242 3193
200 4050.271 4156 2.59 0.00 529.760 0.975 4188 4156
g1000-4-01 1000 2000 100 1484.365 1527 2.83 2.85 9291.240 - 1596 1523
200 3177.650 3308 4.09 0.00  10174.360 - 3431 3308
300 5091.858 5328 4.63 0.00 11794.510 - 5423 5325
400 7237.032 7590 4.86 0.00 10157.270 - 7653 7581
500 9595.734 10079 5.03 0.00  10761.900 - 10118 10052
g1000-4-05 1000 2000 100 1572.676 1658 5.40 0.00 9487.400 - 1692 1652
200 3463.566 3649 5.34 0.00  10246.420 - 3694 3620
300 5500.633 5821 5.82 0.00  10263.630 - 5894 5801
400 7753.856 8217 5.97 0.00 9962.520 - 8275 8206
500 10217.080 10797 5.67 0.00  10432.050 - 10835 10793
steinclb 500 2500 50 205.005 208 0.98 83.44 1427.78 - 220 208
100 474.209 481 1.27 75.60 1605.20 - 510 481
150 781.961 802 2.56 60.16 1804.98 - 820 802
200 1136.941 1182 3.96 33.76 2073.63 - 1196 1182
250 1545.596 1625 5.11 0.72 2230.47 - 1632 1625
steinch 500 625 50 760.839 772 1.45 26.40 465.31 0.991 810 772
100 1692.139 1712 1.12 15.84 524.68 0.989 1724 1712
150 2783.501 2874 3.23 0.00 619.55 - 2893 2865
200 4136.068 4271 3.24 0.00 641.64 0.968 4301 4273
250 5730.500 5945 3.73 0.00 712.38 - 5952 5945
steind15 1000 5000 100 433.589 454 4.61 65.48 20449.74 - 455 455
200 960.288 1023 6.46 21.82 22201.96 - 1037 1018
300 1586.317 1684 6.11 0.00 22561.36 - 1701 1674
400 2317.123 2457 6.00 0.00 22794.72 - 2467 2446
500 3149.740 3372 7.05 0.00 26530.49 - 3374 3365
steind5 1000 1250 100 1480.302 1503 1.49 13.44 7741.05 - 1623 1503
200 3257.997 3452 5.95 0.00 8694.89 - 3591 3442
300 5470.884 5836 6.67 0.00 7815.48 - 5925 5817
400 8173.795 8690 6.31 0.00 8394.20 - 8742 8691
500 11330.647 12074 6.56 0.00 9245.71 - 12101 12056
le450 15a 450 8168 45 58.012 59 0.00 96.41 7218.960 - 60 59
135 224.567 226 0.45 94.82  14295.790 - 226 226
225 461.809 471 1.95 86.28  16179.830 - 472 471
405 1353.399 1388 2.51 54.71  13351.920 - 1388 1388

Tabela 4.4: Resultados Heuristica Lagrangeana, Conjunto d, Parte II.
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Dados da instancia Heuristica Lagrangeana
n m k Zd z gap (%) Fix (%) t(s) L;}‘:{F Zpp MVC
GRID 10 50 1 100 180 50 15441.722 16052 3.95 0.00 28.14 0.962 17195 -
GRID 10 _50_ 2 100 180 50 13583.364 14026 3.25 0.00 24.44 0.968 15310 -
GRID 10 _50_3 100 180 50 12698.690 13117 3.29 0.00 27.21 0.968 14983 -
GRID 10 50 4 100 180 50 13801.705 14283 3.49 0.00 27.19 0.969 16229 -
GRID 10 50 5 100 180 50 16689.657 17093 2.41 0.00 25.06 0.977 19494 -
GRID 15 112 1 225 420 112 37485.569 38322 2.23 0.00 150.44 0.978 42422 -
GRID 15 112 2 225 420 112 30989.623 32081 3.52 0.00 149.62 0.967 35704 -
GRID 15 112 3 225 420 112 30127.993 31321 3.96 0.00 150.46 0.962 33924 -
GRID 15 112 4 225 420 112 29614.887 30931 4.44 0.00 152.28 0.965 34653 -
GRID 15 112 5 225 420 112 28530.927 30063 5.37 0.00 149.83 0.955 34528 -
GRID 20 200 1 400 760 200 53017.607 55641 4.95 0.00 516.33 0.956 63281 -
GRID 20 200 2 400 760 200 52791.745 55073 4.32 0.00 469.21 0.962 62231 -
GRID 20 200 3 400 760 200 52010.669 54127 4.07 0.00 489.58 0.983 62070 -
GRID 20 200 4 400 760 200 51498.130 53761 4.39 0.00 500.62 0.962 61974 -
GRID 20 200 5 400 760 200 59510.341 62557 5.12 0.00 518.46 0.954 69023 -
GRID 30 450 1 900 1740 450 118144.291 125302 6.06 0.00 4541.19 - 143620 -
GRID 30 450 2 900 1740 450 116918.749 123152 5.33 0.00 4920.01 - 139015 -
GRID 30 450 3 900 1740 450 130425.407 136506 4.66 0.00 4150.01 - 153048 -
GRID 40 800 1 1600 3120 800 201778.857 214161 6.14 0.00 24554.24 - 247159 -
GRID 40 800 2 1600 3120 800 217371.600 231517 6.51 0.00 23186.57 - 261090 -
GRID 40 800 3 1600 3120 800 205028.649 220040 7.32 0.00 20636.56 - 254092 -
GRID 50 1250 1 2500 4900 1250 353852.168 372847 5.37 0.00  52594.87 - 414091 -
GRID 50 1250 2 2500 4900 1250 328600.848 348645 6.10 0.00 64231.10 - 394458 -
GRID 50 1250 3 2500 4900 1250 329157.216 350708 6.55 0.00 69692.09 - 400724 -

Tabela 4.5: Resultados Heuristica Lagrangeana, Conjunto NWG.



Capitulo 5

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Nesta dissertagio apresentamos um estudo do problema conhecido como Arvore de Custo
Minimo com k arestas, ou simplesmente, k-ACM. Embora o k-ACM tenha sido amplamente
estudado na literatura, poucos trabalhos propuseram métodos de solucao exata para o pro-
blema. Motivados por esta lacuna observada na literatura, neste trabalho apresentamos refor-
mulacoes para k-ACM que utilizam um grafo orientado, obtido a partir do grafo de definicao
do problema. Duas reformulagoes foram propostas, ambas exploradas através de algoritmos
exatos. A primeira delas é baseada em fluxos de miiltiplas mercadorias, onde a eliminacao de
sub-circuitos é garantida através de restricdes de balango de fluxo. A segunda reformulacao
emprega as restrigoes de eliminac¢ao de sub-circuitos propostas por IMiller et all (1960) para
garantir a conectividade das solu¢des do problema.

As reformulagoes apresentadas foram analisadas empiricamente, tanto no que diz respeito
a qualidade de seus limites de Programagao Linear, quanto no que tange o desempenho dos
algoritmos Branch-and-Bound que utilizam Relaxacoes Lineares das mesmas. Experimentos
computacionais conduzidos com instancias dificeis da literatura confirmaram as nossas expec-
tativas de que a reformulagao baseada em multiplas mercadorias é sistematicamente mais forte
que aquela que emprega as restrigoes de Miller et _all (1960). Como os tempos computacionais
necessarios para avaliar a Relaxagdo Linear da reformulagdo Multi-fluxo sao extremamente
altos, propusemos um procedimento baseado em Relaxacdo Lagrangeana para tentar contor-
nar esta dificuldade. Uma Heuristica Lagrangeana foi também incorporada ao procedimento
proposto.

O procedimento baseado em Relaxagao Lagrangeana permitiu que os limites de Relaxa-
¢ao Linear associados a formulacao de miltiplas mercadorias fossem estimados em tempos
computacionais cerca de 2 ou 3 ordens inferiores. Apesar disto, os tempos de computacao
ainda sao elevados. Os limites duais Lagrangeanos obtidos, na média, representam 98% dos
valores que poderiamos, pelo menos teoricamente, obter. Visando melhorar a qualidade dos
limites duais Lagrangeanos, pretendemos implementar o Algoritmo do Volume para resolver
o Problema Dual Lagrangeano.

Como sub-produto desta dissertacao, apresentamos 67 certificados de otimalidade e 16

novos melhores limites superiores para instancias da literatura.
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Apéndice A

O algoritmo de Programacao

Dinamica para o k-ACM

Blum (2007H) propos uma extensao do algoritmo de [Fischetti et all (1994) para tratar grafos
com custos nos vértices e também nas arestas. Este algoritmo leva em consideracao o fato de
que o k-ACM pode ser resolvido em tempo polinomial quando o grafo de entrada do problema
é uma arvore.

O algoritmo de Blum requer como entrada uma arvore roteada 7' = (Vp, Ep) e uma
maxima cardinalidade k < |Ep|. Antes de prosseguir com o algoritmo, vamos introduzir
algumas notacgoes que serao utilizadas. O vértice raiz da arvore de entrada T serd chamado
de vpqiz. Além disso, dada tal arvore roteada T', sera usada a notagao T'(v) para designar
a sub-arvore roteada em v € Vp. Note que T'(v) contém um nbé v € V se e somente se o
caminho em T a partir de v,4;, para v’ contém v. Além disso, o conjunto E7(y) ird designar
o conjunto de arestas na sub-arvore roteada em v, cuja cardinalidade & |Erp,)|.

Como é comum em problemas resolvidos através da técnica de Programagao Dinamica,
¢é necessario definir sub-problemas a serem atacados. No caso do algoritmo de Blum, um
sub-problema do problema original de encontrar uma k-ACM em T consiste em encontrar,
para cada v € V, [-ACMs, onde 0 < [ < min{k,|Ep(,)|} em T(v). Dados v e [, denotamos
o sub-problema correspondente pela tupla (7'(v),l). Para cada sub-problema, o algoritmo de

Programacgao Dindmica avalia e armazena os seguintes valores:

L. f,: o valor da melhor [-ACM em T'(v) que nao contém v.

2. f:l: o valor da melhor I-ACM em T'(v) que contém v.

O valor da funcao objetivo f,; é igual a min{ fors f;t ,}> sendo que inicialmente todos os
valores f; ;e f: ; sao assumidos como oo.

O funcionamento do algoritmo é baseado em cores: se um vértice estd branco, entdo os
seus sub-problemas ainda nao foram todos resolvidos. Por outro lado, se um vértice esté
preto, entdo todos os seus sub-problemas ja foram devidamente resolvidos. Obviamente, no

inicio do algoritmo todos os vértices sao coloridos de branco.
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O algoritmo inicia sua operacao resolvendo os sub-problemas para os vértices folhas, isto é,
vértices que tem grau igual a 1. Para estes vértices, o sub-problema com 0 arestas é resolvido

da seguinte maneira:

foo =00 (A1)

;:0 — d’l} (A.Q)

O Algoritmo [AJ]l apresenta uma visao geral da proposta de Blum. Inicialmente, sao
resolvidos os sub-problemas dos vértices folhas, e em seguida parte-se para os demais vértices,

caracterizando assim uma estratégia de solugdo bottom-up.

ALGORITMO DE BLum(T, k)

for cada folha vy € Vp
do Resolva sub-problemas T'(vy,0)

1
2
3 > Ver equagoes ([AJl) e (A2)

4 Colora vy de preto

5 while dv € T : v possui cor branca e possui apenas filhos pretos

6 do

7 Resolva sub-problemas (T'(v), 1) para | = 0...min{k, |Epq|}
8

> Veja equagoes (A3) e (A)
9 Colora v de preto
10 return Os valores das melhores [-ACM em T' (0 <[ < k)

Figura A.1: O algoritmo estendido de Blum para a versao completa do k-ACM.

Por outro lado, os sub-problemas para os vértices internos sao muito mais complexos de
serem resolvidos do que os sub-problemas dos vértices folhas. Seja v um vértice interno que
possua todos os filhos pintados de preto. Seja r o ntmero de filhos de v, tal que possamos
identificar os filhos de v por v}, vy, ..., v,. Para cada [ =0,..., min{k, |Ep|}, os valores de

f,; sao atualizados como segue:
b

foy=min{fy li=1,...r} (A.3)

A equagao ([A33) nos diz que a melhor sub-arvore com [ arestas sem o vértice v é dada pela
melhor sub-arvore com [ arestas dos filhos de v (tais sub-arvores por sua vez podem ou nao
englobar os filhos de v; note que f,; = min{f,, f: 1})- Ja os valores de f: ; sao calculados de

acordo com a equagao (AZ):

f;tl = d, + min {z’": ((5(0@') X (Cyp + fj;a)) : zT:ai =l—-ra > —1} (A.4)
i=1

i=1

onde §(Z) é uma funcdo que retorna 0 se o seu argumento ¢ menor do que zero, e retorna 1
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vi' \Z3 Vs Va'

a=-1 a=0 a>0 a.>0

Figura A.2: Exemplo de atribuigao de diferentes valores de a.

caso contrario. A atribuicdo «; = —1 para algum «; indica que a sub-arvore correspondente
(T'(v})) nao contribui para o valor de f: ;- Além disso, ¢, s representa o custo da aresta entre
v e seu i-ésimo filho.

A equagao ([A) determina a melhor combinacao de sub-arvores menores que estao con-
tidas nas sub-arvores T'(v}), i« = 1,...,r. Uma ilustragao de diferentes valores de a é apre-
sentada na Figura [A] (adaptada de Blum (2007h)). Neste exemplo, o vértice v tem quatro

filhos, v, vh, v4 e vj. Vamos assumir que buscamos pela melhor I-ACM em T'(v), e que os

4

valores encontrados para os « foram os assinalados na figura, satisfazendo Z a;=1—4. 0
i=1

valor iy = —1 implica que a sub-arvore T'(v}) nao contribui para a I-ACM resultante. Ja

o valor ag = 0 significa que T'(v5) contribui apenas com o seu vértice raiz vy. Por sua vez,
as sub-arvores T'(v5) e T'(v)) contribuem com uma sub-arvore de tamanho igual ao valor de
a3 e oy, respectivamente, sendo que tal tamanho é indicado pelo tom de cinza na figura.
Adicionalmente, a I-ACM contém o vértice v e as arestas entre v e os seus filhos que possuem
valor de & maior do que -1, que neste exemplo sdo v}, v§ e v).

No caso em que r = 1, o minimo da equagao ([A4) é obtido com «; = 1. No caso em que
r = 2, é necessario checar todas as possiveis combinacoes de aq e s tal que ag + g =1 — 2

para obter o tal minimo, o que pode ser feito em O(l) passos. Enretanto, quando r > 2,
T

nao é necessario checar todas as combinacoes de a que satisfazem E a; = 1 —r; se isto

fosse necessario, entao a complexidade do algoritmo seria O(k™), ondze_n = |V|. Existe uma
estratégia passo a passo para resolver o problema, que leva a uma complexidade de O(k?n)
no pior caso.

Dado um n6 branco v com todos os filhos pretos, inicialmente, paral =0, ..., min{k, ‘ET(v’l) |+
|ET(u)| +2}, a equagdo (A ¢ aplicada a exatamente dois filhos de v, no caso v} e v3, o que
significa que os outros filhos sdo desconsiderados momentaneamente. Obviamente, os valores

obtidos f;r ; nao estao corretos. Entao, na ordem ¢ = 3,...,r, estes valores sao atualizados,
b
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(3
para l =0,...,min{k, Z |Ep(y| + i}, da seguinte maneira:
J
i=1

e = min {5+ (008) X (couy + £ 5)) v+ Bi=1=1y 20,8, 2 =1} (A5)

Apos o calculo de todos os valores

£V para um determinado 4, os valores antigos f,,

s&0 sobrescritos pelos novos valores correspondentes.

f—l—novo
v,l

A Figura apresenta um grafo que sera utilizado para exemplificar o funcionamento do
algoritmo de Programacao Dinamica para uma 2-ACM, enquanto a Tabela [A]] apresenta os
valores computados. Inicialmente, sdo resolvidos os sub-problemas para os vértices folhas, C,

D, E, para | = 0, que, de acordo com as equagoes (AT e ([A2), resultam em:

feo=00 fpo=00, [po=0

e:
faOZdCZS, f—Di_70:dD227 fg70:dE:1
O primeiro vértice interno que possui apenas filhos coloridos de preto é o B, que possui
\ET( B)| = 2, e portanto é necessario resolver os sub-problemas para [ = 0,...,2, resultando
em:

e Sub-problema para ! =0

— fpo: de acordo com a equagdo ([AJ), deve-se escolher o valor do menor sub-
problema de um filho de B com | = 0, que é igual a 1 (o que significa que a melhor
sub-arvore T'(B) sem o vértice B e com apenas um vértice é formada isoladamente

pelo vértice E).

- fgo: como r = 2 (o namero de filhos de B), tem-se que [ — r = —2, e portanto
existe apenas uma configuragao de valores de « para os filhos de B, que é ap = —1
e ap = —1; portanto, nenhum dos dois filhos entra na sub-arvore para B com 0

arestas, e a solugao é apenas o custo de B, que é 3.
e Sub-problema para [ =1
— fpq: @& facil ver que nao existem sub-arvores roteadas nos filhos de B com uma

aresta, e portanto o valor para esta entrada na Tabela [A] ¢ igual a oco.

— f;lz tem-se que | — r = —1 e portanto existem duas maneiras de configurar os
valores de . A primeira delas é fazer ap = 0 e ap = —1. Esta configuragao indica
que seréd usado apenas a raiz da sub-arvore roteada em 7'(D), o que gera um custo
de:

3+10+2=15
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Por outro lado, a outra configuracgao valida (a«p = —1 e ag = 0) gera uma solugao

de custo:

3+1+1=5

Por este motivo, a arvore de uma aresta com a raiz B preferivel é aquela que

contém o vértice E, com custo 5.
e Sub-problema para [ = 2

— fp ot novamente, nao existe sub-arvore formada pelos filhos de B com duas arestas,

e portanto, fg, = o0

- f§72: por outro lado, com [ = 2 e [ — r = 0, existem trés configuracoes possiveis
para os valoresde a: ap = —leag =1,ap =1e ag = —1 e, finalmente, ap =0
e ap = 0. E facil verificar que apenas a tltima combinaco é capaz de gerar uma
arvore roteada em B com duas arestas, e portanto é a tnica que nao gera custo
oo. De fato, o custo dessa configugdo é: 3 + 10 + 2 + 1 + 1 = 17.

VAN
A

Figura A.3: Exemplo para o algoritmo de Programagao Dinamica.

Finalmente, o tltimo vértice a ser investigado é o A, que possui uma sub-arvore roteada
com 4 arestas. Portanto, deverao ser examinados os sub-problemas paral =0, ..., min{2,4} =
0,...,2.

Para I =0, f,, é igual a min{ fp o, fc0} = min{1,8} = 1. Por outro lado, f;io =1, pois
[ —r = —2 significa que ap = —1 e a¢ = —1 e portanto ambos os filhos nao fazem parte da
solucao deste sub-problema.

Por outro lado, para I =1, f; | = min{fp 1, fc.1} = min{5,00} = 5, e portanto a melhor
sub-arvore que nao contém A dentre as sub-arvores de T'(A) tem custo 5. Ainda, f;;l =6, 0
que corresponde a escolher a aresta (A, B), pois a escolha da aresta (A, C') gera um custo de
14.
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Finalmente, f , = min{ fp 2, fc2} = 17. Esta solucdo equivale & arvore roteada em B que
contém ainda os vértices D e E. Para finalizar, o problema f;b apresenta trés possibilidades
de configuracao para os valores de «, mas ¢é facil verificar que a melhor combinacéo é ap =1
e ap = —1, que ird gerar a arvore com A, B e E de custo 8, que é a solugdo 6tima para o
2-ACM em questao.

\% f;l :_l fv,l
0 1 2 011 2 0111 2

A 1 5 |17 116/ 8 15| 8

B 1 oo |oo || 3B 17|15 17

C || o 8 8

D || oo 2 2

FE || oo 1 1

Tabela A.1: Tabela preenchida com os valores para a Figura [AZ3 As entradas vazias valem
oo e nao foram preenchidas para facilitar a visualizacao do exemplo.
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