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Resumo

Neste trabalho realizou-se um estudo de colisões elásticaspara o sistema He2, usando as

abordagens clássica, quântica e semi-clássica. Inicialmente foi feita uma análise de como alguns

potenciais, que descrevem o dímero de hélio, influenciam propriedades do espalhamento clás-

sico. O problema em colisões clássicas também foi estudado de uma forma inversa pelo método

de Firsov, que possibilita a obtenção da energia potencial apartir da seção de choque diferencial.

Foi testada a estabilidade do algorítimo frente a erros experimentais na recuperação do potencial

original.

No estudo do espalhamento quântico, uma propriedade de grande importância é a fase acu-

mulada na onda espalhada, pois a partir dela é possível determinar outras propriedades como

a seção de choque. Essa propriedade foi calculada para o sistema He2 por diferentes métodos,

especificamente pela aproximação de Born, a equação de Calogero e o método renormalizado de

Numerov. A fase também foi determinada por um formalismo semi-clássico usando a aproxima-

ção de JWKB. Esses resultados foram comparados e discutidosem relação à aplicabilidade ao

sistema de estudo. Por fim, foi avaliada a sensibilidade do número de estados ligados, da seção

de choque quântica e da fase em relação a diferentes parâmetros de um potencial recente que

descreve o sistema.

Palavras chave:Espalhamento, Método de Firsov, Análise sensitiva.
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Abstract

Classical, semi-classical and quantum formalism were usedto study helium-helium colli-

sions, both in a direct and inverse approach. Potential quality were quantified by comparing

simulated cross section and bound state with experimental data. Firsov approach was used to

recover potential energy function from experimental differential cross section. The algorithm

was also tested against simulated experimental errors in the differential cross section.

Quantum phase shift accumulated along the scattering coordinates and angular momentum

is essential to calculate bound state properties and cross section. This phase shift was calculated

by the Born approximation, by the variable phase method and by the Renormalizes Numerov

approach. The semiclassical JWKB approach was used as guideto the quantum calculation.

Efficiency and limitation of these four methods to establishthe quantum phase is discussed. The

sensitivity formalism was applied to analyse the potentialparameters influence on the calculated

properties.

Key words: Scattering, Firsov Method, Sensitivity Analysis.
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Capítulo 1

Introdução

A energia potencial é uma propriedade de grande importânciaem físico-química, pois ela

possibilita um melhor entendimento do sistema em nível microscópico, além de proporcionar

o cálculo de propriedades macroscópicas. Entre elas estão as propriedades de transporte como

o segundo coeficiente do virial e o coeficiente de viscosidade[1]. A superfície de potencial

de um sistema pode ser determinada a partir de métodosab initio, semi-empíricos e empíricos.

O primeiro deles consiste unicamente na resolução da equação de Schrödinger, sem o uso de

informações experimentais. Já os métodos semi-empíricos utilizam alguns dados experimentais

para facilitar a solução da equação de Schrödinger. Por fim, os métodos empíricos se baseiam na

parametrização de uma dada forma funcional, com o objetivo de reproduzir com uma precisão

desejada os resultados experimentais [2].

Uma das formas mais usuais de determinar experimentalmentea energia potencial de um sis-

tema microscópico é a partir de dados de espalhamento. O exemplo mais notável é o experimento

de Rutherford, em que o potencial coulombiano entre os núcleos de hélio e ouro foi determinado

pelo padrão de espalhamento [3]. Os resultados desse experimento foram de grande importância

para a química, pois forneceram informações valiosas para aelucidação da estrutura atômica que

ocorreu no começo do século XX.
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Sobre as colisões atômicas e moleculares em fase gasosa, geralmente o procedimento expe-

rimental é feito acelerando um feixe de partículas (átomos ou moléculas) que se choca com o

gás alvo dentro de uma câmara de colisão [4]. Como o espalhamento ocorrerá em diferentes di-

reções, a propriedade mensurável nesse processo é a intensidade detectada em cada uma dessas

direções, tal propriedade é conhecida como seção de choque [5]. A forma como os feixes se es-

palham está diretamente relacionada com a estrutura dos átomos/moléculas, ou seja, a superfície

de energia potencial entre eles.

De uma forma geral, as colisões podem ser classificadas em dois tipos: elásticas e inelásti-

cas. No primeiro exemplo a energia cinética e o momento do sistema1 permanecem constantes

durante o processo. Na outra situação, essas duas propriedades variam, uma vez que a energia

cinética translacional pode ser transferida para os níveisinternos ou vice-versa. Em colisões atô-

micas as mudanças nos estados se dão apenas no nível eletrônico, enquanto que no espalhamento

molecular podem ser mudados também os níveis rotacionais e vibracionais. Como a excitação

dos níveis eletrônicos necessita de grandes valores de energia, as colisões atômicas ocorrem

somente sobre essas condições.

É sabido que a mecânica quântica é necessária para um melhor entendimento de sistemas

microscópicos. No entanto o tratamento clássico não deve ser descartado, pois sob algumas

condições ele fornece uma boa descrição do sistema [6]. Tomando novamente o exemplo do

espalhamento de Rutherford, quando o experimento foi realizado a mecânica quântica não tinha

sido desenvolvida ainda. Com isso o formalismo clássico foiutilizado no tratamento dos dados

fornecendo resultados consistentes entre teoria e experimento. A abordagem clássica foi ade-

quada para a descrição do experimento de Rutherford devido as condições de altas energias nas

quais o experimento foi realizado.

Um sistema adequado no estudo de colisões atômicas é o hélio,pois com o passar dos anos

foram desenvolvidos vários trabalhos, experimentais e teóricos, estudando o espalhamento entre

1Neste trabalho o sistema será considerado a átomo incidentecom o átomo alvo.
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esses átomos [7-12]. Além disso, na literatura recente vem surgindo um grande número de

potenciais precisos que buscam descrever esse sistema [13-15]. Diante disso, o sistema He2

será utilizado como protótipo no estudo do espalhamento elástico usando o tratamento clássico,

semi-clássico e quântico.

Primeiramente, no Capítulo 2 será feita uma pequena revisãoacerca dos modelos de poten-

ciais propostos para o sistema hélio-hélio, apresentando alguns aspectos históricos no desenvol-

vimento dos modelos teóricos e experimentais. Também será apresentada a forma funcional de

alguns potenciais recentes para o sistema. O Capítulo 3 apresentará a teoria básica para o es-

palhamento elástico clássico, em que se deduz a expressão para o ângulo de espalhamento em

função da energia potencial, além de desenvolver e discutirequações para a seção de choque. Os

modelos de potencial dados no Capítulo 2 serão utilizados como exemplo para os cálculos.

No Capítulo 4 será explorado o método de Firsov, um procedimento que possibilita a obten-

ção da energia potencial a partir de propriedades mensuráveis do espalhamento. Esse método

é caracterizado como um problema inverso, uma vez que a relação de causalidade é invertida,

ou seja, o potencial (causa) é determinado a partir da seção de choque (efeito). Será deduzido o

operador inverso que fornece o ângulo de espalhamento a partir da seção de choque diferencial e

o potencial a partir do ângulo de espalhamento. A eficiência do método será testada avaliando as

condições que fornecem os melhores resultados na inversão,sobretudo na presença de possíveis

erros experimentais. O potencial recente de Varandas [15] será utilizado como protótipo.

O estudo do espalhamento quântico e semi-clássico acontecerá no Capítulo 5. Assim como

no espalhamento clássico, é conveniente a dedução das expressões necessárias para o estudo de

colisões nesses formalismos. Primeiramente define-se as condições de contorno para a resolução

da equação de Schrödinger. Para isso é necessário a determinação do deslocamento de fase na

onda espalhada. Entre as metodologias para o cálculo dessa propriedade estão: o método da

fase variável, a aproximação de Born e a aproximação de JWKB.Esta última se enquadra como

um método semi-clássico. Será avaliada a validade das aproximações para o sistema hélio-hélio

3



descrito pelo potencial de Varandas. Os resultados serão comparados com o método da fase

variável, que é exato para o cálculo da fase. O teorema de Levinson será aplicado nos diferentes

potenciais apresentados no Capítulo 2. Conhecendo a fase, oteorema prevê o número de estados

ligados presentes num sistema quando a energia de colisão é muito pequena. Será deduzida

também a expressão para a seção de choque quântica. Outra propriedade definida será a matriz

de espalhamento que possibilita o cálculo de várias propriedades do espalhamento quântico;

para determiná-la torna-se necessário a propagação do método renormalizado de Numerov, que

também será discutido.

No último capítulo deste trabalho será feita a análise sensitiva de algumas propriedades do

espalhamento quântico e semi-clássico. Essa ferramenta avalia como as perturbações em um

parâmetro afetam o cálculo de uma grandeza. Primeiramente será avaliado como os parâmetros

dos potenciais dados no Capítulo 2 influenciam o número de estados ligados do sistema hélio-

hélio. A seguir estudar-se-á como as perturbações nos parâmetros do potencial de Varandas

modificam a seção de choque total e a fase. Para o cálculo da primeira propriedade será usado o

método renormalizado de Numerov e aproximação de JWKB, enquanto a fase será determinada

por JWKB.

Neste trabalho, todos os procedimentos numéricos serão realizados utilizando códigos escri-

tos em linguagem FORTRAN 77.
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Capítulo 2

Estudo de potenciais interatômicos de

He-He

De acordo com a teoria dos orbitais moleculares, não seria possível a existência da molécula

de He2. Pela teoria, os orbitais 1s de cada átomo, os quais estão totalmente preenchidos, seriam

os envolvidos na ligação. Na formação da molécula, assim como o orbital ligante, os orbitais

anti-ligantes ficam completamente preenchidos, não conferindo estabilidade extra à molécula e

impossibilitando a sua formacão.

Apesar deste modelo não prever a ligação He-He, ela de fato existe. A sua formação se dá

devido ao dipolo-instântaneo causado pelo deslocamento danuvem eletrônica, gerando assim

uma interação de van der Waals entre os átomos. Como o átomo dehélio é muito pequeno, a sua

polarizabilidade também será, com isso, a ligação formada éextremamente fraca. A energia de

dissociação da molécula é por volta de -10,9 K1 e a posição de equilibro é aproximadamente 2.97

Å. A distância média calculada entre os átomos de hélio é por volta de 54,6 Å, valor próximo ao

tamanho de uma pequena proteína. Com isso, o dímero de He-He possui a maior e mais fraca

ligação conhecida [16].

1A energia pode ser escrita na unidade K, 1 K equivale a1, 23× 10
−23 J ou8, 6177× 10

−5 eV
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O estudo na determinação da estrutura eletrônica entre os átomos de hélio tem gerado um

grande interesse com o passar dos anos, sendo abordados de diversas formas, tanto teóricas

quanto experimentais, com o objetivo de se conhecer melhor as propriedades físico-químicas

desse sistema. Portanto, nesse capítulo, será feito um levantamento e uma análise superficial de

alguns potenciais propostos, partindo do primeiro, desenvolvido por J. C. Slater em 1928 [17],

até potenciais atuais e sofisticados, como o proposto por Varandas em 2010 [15].

2.1 Os primeiros modelos

No começo da década de 1920 Debye e Keesom propuseram uma explicação para a ori-

gem das interações fracas e atrativas de van der Waals, originadas de forças dipolo-dipolo e

dipolo-dipolo induzido [18]. No entanto, como mencionado anteriormente, a primeira curva do

potencial He-He foi proposta por Slater. Para o desenvolvimento do seu modelo, o físico ame-

ricano, utilizou argumentos de dois trabalhos anteriores.O primeiro foi o de Heitler e London,

no qual determinava que quando os átomos estivessem muito próximos um do outro, as funções

de ondas individuais seriam combinações lineares de ambas,em que a energia potencial cresce

rapidamente com a diminuição da distância [19]. Nesse caso aenergia pode ser calculada como

uma perturbação de primeira ordem. O outro trabalho no qual Slater se baseou, foi o de Wang,

em que a energia de atração de van der Waals entre dois átomos de hidrogênio era dada por

uma perturbação de segunda ordem proporcional ar−6 [17]. O valor mínimo de energia encon-

trado por Slater foi -8,9 K na distância interatômica de 5,6 bohr 2, valores bastante razoáveis se

comparados aos atuais, sobretudo o da distância [18].

Paralelo aos modelos de potencial teóricos, há também os potenciais determinados experi-

mentalmente. Muitos deles foram gerados a partir de dados doespalhamento entre átomos de

hélio, que se iniciaram na década de 1930. Tais experimentosforneciam somente a parte repul-

2O bohr é uma unidade de distância, 1 bohr equivale a 0.529167Å
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siva de curto alcance [20], os experimentos de espalhamentoque determinavam a curva completa

do potencial iniciaram-se no final da década de 60 , onde a curva foi determinada através da seção

de choque total encontrando-se o mínimo de energia igual -10,0 K em 5,67 bohr [18].

2.2 Potenciais recentes

Entre os vários potenciais recentes propostos para a descrição do sistema He-He foram esco-

lhidos cinco modelos. Estes são o Jazen e Aziz de 1997 [21], o de Tang e Toennieis de 2003 [13],

o de Jeziorska et.al. de 2007 [14] e de Varandas de 2010 [15]. Foi usado também o potencial

de Lennard-Jones, com os devidos parâmetros desse sistema,para comparação com os demais.

Essa escolha foi feita pelo fato desse potencial ser amplamente utilizado na química. A forma

analítica desse último é dada por [22],

Ep(r) = De

((re
r

)12
− 2

(re
r

)6)
(2.1)

em queDe é energia de dissociação ere a distância de equilibrio. Os seus respectivos valores

em unidades atômicas são0, 348× 10−4 e 5,62 [23].

Atualmente os potenciais interatômicos para hélio-hélio são desenvolvidos baseando-se na

seguinte forma funcional [24],

Ep(r) = VSCF (r)−
C6

r6
− C8

r8
− C10

r10
(2.2)

sendoVSCF um potencial repulsivo de Hartree-Fock e os demais são os termos atrativos de

dispersão para interações de dipolo instantâneo. Entretanto, ser tender a zero, os termos de

dispersão irão tender a−∞ o que não tem sentido físico. Para evitar este comportamentoinde-

sejado multiplica-se a esses termos uma função de amortecimento, proposta inicialmente por F.C.

Brooks [25]. Em 1984, Tang e Toennies propuseram uma função de amortecimento, que pos-
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teriormente foi utilizada em muitos trabalhos na determinação de potenciais em sistemas com

interações fracas de van der Waals. Tal função é dada por [24],

f2n(br) = 1− e−br
2n∑

k=0

(br)k

k!
(2.3)

sendor a distância internuclear,b um parâmetro do potencial de curto alcance de Born-Mayer

e C2n são os coeficientes de dispersão. A figura 2.1 mostra o compartamento da função de

amortecimento, para pequenos valores da coordenada a função tende para zero, enquanto para

grandes valores der seu valor tende para 1.
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f
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Figura 2.1: Função de amortecimento (f2n) paran = 3, 4 e5.
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Um potencial que utiliza funções de dispersão semelhantes às de Tang e Toennies é o proposto

por Jazen e Aziz [21], em que sua forma analítica é,

Ep(r) = A exp(−αr + βr2)−
[
1−

(∑6
k=0(δr)

k/k!
)
exp(−δr)

]
C6f(r)/r

6

−∑8
k=4

[
1−

(∑2n
k=0(δr)

k/k!
)
exp(−δr)

]
C2n/r

2n (2.4)

A expressão paraf(r) difere de acordo com o domínio de ação do potencial. Para o estudo de

colisões deste sistema, a região compreendida entre 0 e 10 bohr fornece resultados satisfatórios.

Nessa regiãof(r) é dada pelo polinômiop1 + p2r + p3r
2 + p4r

3 + p5r
4, em que os coeficientes

do mesmo são respectivamente 1,−9, 431089 × 10−8, −2.408169 × 10−5, 3, 576804 × 10−7 e

−4, 701832× 10−9, todos em unidades atômicas.

Tabela 2.1: Parâmetros (em unidades atômicas) do potencialde Janzen e Aziz [21].

A 6,569304174

α 1,88648251

β −6, 20013490× 10−2

δ 1,94861295

C6 1,4609778

C8 14,117855

C10 183,69125

C12 3, 265× 103

C14 7, 644× 104

C16 2, 275× 106

Em 2003 Tang e Toennies desenvolveram também um modelo simples de potencial para

descrever a interação entre gases nobres [13] (doravante esse modelo será denominado como

TT). A parte repulsiva do potencial é dada pelo potencial de Born-Mayer enquanto na atrativa

9



são utilizados apenas três coeficientes de dispersão modificados pelas funções de amortecimento

da expressão (2.3). A forma completa do potencial é,

Ep(r) = Ae−br −
5∑

n=3

f2n(br)
C2n

r2n
(2.5)

O interessante desse modelo é que ele é bastante simples. Sãonecessários apenas cinco parâ-

metros, sendo três coeficientes de dispersão. Além disso, descreve a energia potencial de vários

dímeros de gases nobres, tanto homonucleares quanto heteronucleares. Os parâmetros para o

sistema hélio-hélio são dados na tabela 2.2.

Tabela 2.2: Parâmetros (em undades atômicas) do potencial TT para o sistema He-He comN = 5
[13].

A 41,96

b 2,523

C6 1,461

C8 14,11

C10 183,6

Outro potencial que utiliza as funções de amortecimento comforma funcional semelhante a

proposta por Tang e Toennies é o de Jeziorska et.al. [14]. A forma deste potencial é dada por,

Ep(r) = (A +Br + Cr2 + C′

r
)e−αr + (A′ +B′r +Dr2)e−βr

−
∑

n=6,8,10−16 fn+1(br)
Cn

rn
(2.6)

Entretanto as funções de amortecimento são aplicadas ao potencial de forma diferente se compa-

rado ao potencial TT, em que a funçãofn+1 é multiplicada no termoCn/R
n, diferente do modelo

anterior em que ela é multiplicada aCn/R
n.
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Tabela 2.3: Parâmetros (em undades atômicas) do potencial de Jeziorska et.al. [14].

A -4,27462185 C6 1,460977837

B -32,3450397 C8 14,11785737

C -37,5773596 C10 183,691075

D 6,9147941 C11 -76,70

A′ 18,2961506 C12 3372

B′ -6,16629598 C13 -3806

C ′ 4 C14 85340

α 5,720368853 C15 -171000

β 2,808577707 C16 2860000

Por último, o potencial de Varandas [15]. Como os demais, eleé dado pela soma de dois

termos, o potencial de Hartree-Fock e o potencial de correlação eletrônica, sendo que o primeiro

descreve a parte repulsiva enquanto o outro a parte atrativa,

Ep(r) = VHF (r) + Vcor(r) (2.7)

A contribuição de Hartree-Fock é dada por,

VHF (r) = D

(
1 +

4∑

i=1

ai(r − re)
i

)
exp(−γ(r − re)) (2.8)

enquanto o potencial de longo alcance é,

Vcor(r) = −
∑

n=6,8,10−16

Cnχn(r)r
−n (2.9)

sendoχn(r) a função de amortecimento, com a seguinte forma funcional,

χn(r) =

[
1− exp

(−Anr

ρ
− Bnr

2

ρ2

)]n
(2.10)
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An = α0n
−α1 (2.11)

Bn = β0e
−β1n (2.12)

Tabela 2.4: Parâmetros (em unidades atômicas) do potencialde Varandas [15].

D 2.909582149142803×10−5 β1 0.09574

α0 16.36606 C6 1.4646

α1 0.70172 C8 14.112

a1 -2.677678262034801×10−1 C10 178.13

a2 2.345720241868299×10−2 C11 -76.7

a3 1.459174818996908×10−2 C12 3093

a4 1.237617600368155×10−5 C13 -3806.0

re 5.60323206384019 C14 72016

γ 2.17613250152118 C15 -171000.0

ρ 10.9424025 C16 2276994

β0 17.19338

Pela tabela 2.5 e figura 2.2, pode-se observar que a principaldiferença entre os modelos

encontra-se na parte repulsiva, apesar dos potenciais de Jarzen e Aziz, Jeziorska et.al. e Varandas

coincidirem nessa região. Sobre o valor do ponto de equilíbrio, 2,97 Åou 5,96 bohr, é bastante

próximo entre todos eles, e a partir desse ponto, todos começam a convergir na parte atrativa do

potencial. Por se tratar do potencial mais recente, o modeloproposto por Varandas será usado

como protótipo para os cálculos deste trabalho, será informado situações nas quais os outros

potenciais forem usados.
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Figura 2.2: Energia potencial para diferentes modelos de potenciais para o sistema He-He.
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Tabela 2.5: Valor da energia potencial em função da coordenada para os diferentes potenciais.

Lennard-Jones Jarzen e Aziz TT Jeziorskaet.al Varandas

R/bohr Ep(r)/K

3.1 13070,0 2958,29 4651,47 2969,33 2971,25

3.6 1984,21 858,330 1199,68 860,317 860,684

4.1 337,712 218,506 280,695 218,962 218,748

4.6 48,4450 38,6418 48,3193 38,8848 38,6767

5.1 -4,12052 -4,69054 -3,57748 -4,55682 -4,65102

5.6 -10,9840 -11,0508 -11,0063 -11,0051 -11,0143

6.1 -9,33103 -9,13382 -9,14226 -9,13402 -9,10576

6.6 -6,78126 -6,36548 -6,35709 -6,37942 -6,34520

7.1 -4,74100 -4,24593 -4,23477 -4,25918 -4,23224

7.6 -3,29981 -2,82630 -2,81832 -2,83534 -2,81803

8.1 -2,31512 -1,90758 -1,90291 -1,91300 -1,90332

8.6 -1,64502 -1,31259 -1,31017 -1,31574 -1,31098

9.1 -1,18561 -0,92166 -0,92057 -0,92356 -0,92157

9.6 -0,86687 -0,65980 -0,65945 -0,66106 -0,66047

10.1 -0,64267 -0,48085 -0,48089 -0,48176 -0,48181

10.6 -0,48275 -0,35616 -0,35639 -0,35687 -0,35716

11.1 -0,36711 -0,26771 -0,26802 -0,26829 -0,26864

11.6 -0,28238 -0,20392 -0,20426 -0,20441 -0,20475

12.1 -0,19540 -0,15723 -0,15755 -0,15765 -0,15794
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Capítulo 3

Espalhamento elástico sobre um campo

central

O presente capítulo tem como principal objetivo explanar sobre alguns fundamentos sobre a

teoria do espalhamento elástico clássico, usando como exemplo principal as colisões no potencial

de interação hélio-hélio. Num primeiro momento será feita uma análise no que acontece com

o movimento no sistema quando dois átomos se aproximam. Potenciais interatômicos possuem

simetria esférica, ou seja, a dependência deEp dá-se apenas em função der, portanto o estudo

limitar-se-á a potenciais desse tipo.

Se forem dadas algumas condições iniciais, por exemplo a suaenergia total de colisão, poder-

se-á deduzir como será o ângulo de espalhamento. Entretanto, existe uma outra propriedade

importante experimentalmente no estudo de colisões, conhecida como seção de choque. Assim

ela será definida e discutida com mais detalhes. Os conceitosdiscutidos neste capítulo são de

grande importância no estudo de colisões clássicas, além deservir como suporte para o trabalho

desenvolvido no Capítulo 4, onde o problema inverso do espalhamento clássico será abordado.
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Neste capítulo e em todo trabalho, será considerado como referencial o centro de massa entre

os átomos. Nesse caso o problema de dois corpos pode ser transformado em um problema de um

único corpo, adotando a massa reduzida.

3.1 Dedução do ângulo de espalhamento

Inicialmente, considera-se um átomo que se aproxima vindo do infinito em direção a um outro

átomo parado, sendo que a energia potencial depende unicamente da distânciar entre ambos. A

grandes valores der não existe força alguma entre eles, logo a energia do sistemaé somente a

cinética do átomo incidente1, que pode ser escrita como [5],

ETotal =
1

2
µ

(
dr

dt

)2

(3.1)

Nesse ponto tem-se somente a componente linear da velocidade, sendo a componente angular

igual a zero. Entretanto, à medida em que um átomo se aproximado outro, a sua trajetória é

alterada adquirindo uma componente angular. Desse ponto emdiante a energia total do sistema

deve conter, além da componente radial e angular, a contribuição da energia potencial,

ETotal =
1

2
µ

(
dr

dt

)2

+
1

2
µr2

dθ

dt
+ Ep(r)

ETotal =
1

2
µ

(
dr

dt

)2

+
L2

2µr2
+ Ep(r) (3.2)

sendodr
dt

e dθ
dt

respectivamente as componentes radial e angular da velociade eL o momento an-

gular. Pode-se adicionar o termo centrífugo ao potencial intermolecular, escrevendo-o como um

1Também conhecida como energia de colisão
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potencial efetivo2 dependente do momento angular (potenciais efetivos para diferentes valores

deL são apresentados na figura 3.1),

VL(r) = Ep(r) +
L2

2µr2
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Figura 3.1: Potenciais efetivos para diferentes momentos angulares, sendoL0 < L1 < L2 < L3.

O momento angular pode ser obtido a partir doparâmetro de impacto, que é uma propriedade

essencial no estudo de colisões clássicas. Na figura 3.2 ele éidentificado porb, que é a distância

entre o vetor velocidade, quando o átomo incidente encontra-se no infinito, e um segmento per-

pendicular a ele que passa pela origem. Se este segmento estiver sobreposto ao vetor velocidade,

2No presente trabalho, quando for mencionado o termopotencial interatômicorefere-se ao potencial proveniente
da estrutura eletrônica e nuclear dos átomos de hélio. O termo potencial centrífugorefere-se à energia potencial
proveniente da componente angular da velocidade. Por sua vez, potencial efetivorepresenta a soma dos dois termos
anteriores.

17



Figura 3.2: Desvio na trajetória clássica.

obviamenteb=0. Como o módulo do momento angular é dado porL = µrvsenθ, pela geometria

do sistema, observa-se quersenθ = b. Dessa forma tem-se que [26],

L = µvb = µr2
dθ

dt
(3.3)

Uma vez determinado o momento angular, ele permanece constante durante toda a trajetória. Tal

afirmação pode ser provada derivando-se o momento angular emrelação ao tempo. Como oL é

o produto vetorial entre o raio e momento linear, então,

d

dt
(L) =

d

dt
(r× p)

d

dt
(L) = µ

d

dt
(r× v) (3.4)
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Aplicando-se a regra da cadeia para o produto vetorial [27],

d

dt
= µ

(
r× dv

dt
+
dr

dt
× v

)
(3.5)

Na equação anterior, os produtosµdr
dt

e µdv
dt

são respectivamente o momento linear e a força.

Como o vetor momento linear é paralelo ao vetor velocidade, oproduto vetorial do segundo

termo deverá ser nulo. Devido à simetria esférica do potencial, o vetor raio e força são também

paralelos, portanto o produto vetorial do primeiro termo também será igual a zero. Como os dois

termos são nulos, fica provado que o momento angular do sistema não varia em uma trajetória

sobre a ação de um potencial de campo central. A expressão paraθ pode ser encontrada isolando

dr
dt

em (3.2) edθ
dt

em(3.3),

dr
dt
dθ
dt

=
dr

dθ
=
r2
√

1− b2

r2
− Ep(r)

E

b
(3.6)

Portanto,θ pode ser calculado integrando-se a relação diferencial deθ em função der. O limite

inferior de integração é estabelecido determinando o valormínimo der quando a expressão

anterior for igualada a zero, definida comor0 . Já o limite superior é a distância assintótica após

a colisão. Assim,

θ = b

∫
∞

r0

dr

r2
√

1− b2

r2
− Ep(r)

E

(3.7)

Enfim, o ângulo de espalhamentoχ pode ser obtido com o conhecimento deθ, pela figura 3.2

observa-se que o seu valor é,

χ = π − 2θ (3.8)

χ = π − 2b

∫
∞

r0

dr

r2
√
1− b2

r2
− Ep(r)

E

(3.9)

Resolvendo a expressão anterior pode-se encontrar valorespositivos e negativos paraχ. Caso

a parte repulsiva do potencial seja a dominante na interação, o ângulo de espalhamento será
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positivo. Se o potencial atrativo for o dominante, o desvio será negativo. Na seção 3.3 serão

dados mais detalhes sobre este comportamento.

Como o objetivo desse trabalho é o estudo de colisões atômicas, todas as discussões aqui

apresentadas foram feitas considerando esse tipo de sistema. Em relação às colisões moleculares,

muitas vezes essa abordagem não é adequada, uma vez que o potencial para essas situações não

possui simetria esférica. Dessa forma, é necessário um outro formalismo que não será abordado

neste trabalho.

3.2 Soluções analíticas para o ângulo de espalhamento

Para alguns modelos simples de potencial, a equação (3.9) apresenta solução analítica. Como

exemplo tem-se o potencial de esferas rígidas e o coulombiano, que são dados respectivamente

por,

Ep(r) =





Ep(r) = ∞, se r ≤ R1 +R2,

Ep(r) = 0, se r > R1 +R2

(3.10)

Ep(r) =
C

r
(3.11)

sendoR1 eR2 respectivamente o raio da esfera incidente e alvo eC uma constante positiva.

Para encontrar o ângulo de espalhamento sobre a influência destes potenciais, o primeiro

passo deve ser determinar o ponto de retorno para cada caso. Para o potencial de esferas rígidas

ele deverá ser igual à soma dos raios da esfera incidente com ada esfera alvo. Caso elas possuam

o mesmo tamanho o ponto de retorno será igual ao diâmetro das esferas. Portanto, o limite

inferior de integração deve serR1 + R2. De acordo com a equação (3.10) para valores maiores

que a soma dos raios a energia potencial deve ser nula, dessa forma, a expressão (3.9) específica

para esse sistema será,

χ = π − 2b

∫
∞

R1+R2

dr

r2
√
1− b2/r2
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A solução da integral anterior é,

χ = π − sen−1 b

R1 +R2
(3.12)

No espalhamento de esferas rígidas, haverá colisão, e consequentemente deflexão, somente se

b ≤ R1 + R2. A forma do ângulo de espalhamento em função do parâmetro de impacto pode

ser conferida na figura 3.3. A deflexão é máxima para choques frontais, ou seja, parab = 0. A

medida queb aumentaχ diminui até tornar-se zero para valores maiores queR1 +R2.
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Figura 3.3: Ângulo de espalhamento em função do parâmetro deimpacto para esferas rígidas
com 1 Å de diâmetro.

Para o espalhamento sobre um potencial coulombiano, o pontode retorno é encontrado igua-

lando a expressão (3.6) a zero. Com o potencial coulombiano essa equação torna-se uma equação

quadrática emr, sendo o ponto de retorno a raiz positiva desta equação. Resolvendo a integral

3.9 para essa situação,

χ = 2 csc−1

(
1 +

(
2bE

B

)2
)1/2

(3.13)
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Um exemplo prático de colisões sobre o potencial coulombiano, é o famoso experimento de

Rutherford, onde a interação entre as partículasα e o núcleo é dada por este modelo de potencial.

O ângulo de espalhamento em função do parâmetro de impacto encontra-se na figura 3.4.
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Figura 3.4: Ângulo de espalhamento sobre potencial coulumbiano.

3.3 Soluções numéricas para o ângulo de espalhamento

Apesar de possuírem solução analítica para o cálculo do ângulo de espalhamento, tanto o

potencial de esferas rígidas quanto o coulombiano, na maioria das vezes são modelos inadequa-

dos para descrever corretamente a interação entre átomos. Diferentemente, o cálculo do ângulo

de espalhamento para os potenciais apresentados no Capítulo 1 não possui solução analítica,

dessa forma, torna-se necessário encontrar um procedimento numérico que resolva corretamente

a equação (3.9). Como nos exemplos anteriores, o primeiro passo para a determinação do ângulo

de epalhamento, é a determinação do ponto de retorno. Numericamente a raiz da expressão 3.6

pode ser encontrada pelo do método de Newton [28].
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Como essa integral possui singularidade, a integração numérica não pode ser feita utilizando

o método do trapézio ou de Simpson. Para a evitar as singularidades foi necessário a utilização

da quadratura de Gauss-Chebyshev [29]. Para adequar a integral em (3.9) à quadratura, deve-se

fazer as seguintes transformações, [26]

x =
r0
r

dx = −r0
r2
dr

β =
b

r0

Substituindo estes resultados em (3.9),

χ = π − 2

∫ 1

0

f(x)

(1− x2)1/2
dx (3.14)

Sendo quef(x) =
(

1−x2

1−βx2
−Ep(x)/E

)1/2
. O ângulo de espalhamento foi calculado para diferentes

valores de parâmetros de impacto sobre a influência do potencial de Lennard-Jones para o sistema

hélio-hélio. Os resultados são apresentados na figura 3.5.

Como mencionado anteriormente, a resolução de (3.9) pode fornecer ângulos negativos. En-

tretanto, experimentalmente não é possível fazer a distinção entre o ângulo de espalhamento

positivo do negativo. Portanto, a forma correta pode ser conseguida tomando o módulo do valor

deχ encontrado pela equação (3.9), os resultados do valor absoluto do ângulo estão na figura

3.6.

Para entender o comportamento deχ em relação ab, primeiro pode-se imaginar uma colisão

diretamente frontal em queb = 0, o movimento após o choque deve ser contrário ao sentido

inicial de propagação, possuindo assim, um ângulo de espalhamento igual a 180o. Na medida

em que o parâmetro de impacto entre os átomos aumenta o ângulode espalhamento torna-se

menor, isso acontece porque para baixos valores deb a força repulsiva é dominante em relação

à atrativa, assim quanto maior for a distância em relação à origem, menor será o desvio sofrido,
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Figura 3.5: Ângulo de espalhamento para o sistema He-He paradiferentes valores de parâmetro
de impacto.

até chegar a um determinado valor deb em que o ângulo de espalhamento é nulo. Neste ponto

há um equilíbrio entre as forças atrativas e repulsivas, talângulo possui a denominação especial

deglory.

Para parâmetros de impacto maiores que o referente ao ânguloglory, a força atrativa de longo

alcance passa a ser predominante fazendo com que o valor absoluto deχ aumente em função deb,

até chegar a um valor máximo, cujo ângulo é denominadorainbow. Para parâmetros de impacto

maiores, a influência do potencial no movimento dos átomos diminui, ocasionando menores

ângulos de espalhamento até que esse valor tenda a zero. É importante ressaltar que os ângulos

rainbow e glory são encontrados somente quando existe uma região atrativa do potencial, por

exemplo, esses ângulos não foram observados no espalhamento sobre o potencial coulombiano

e o de esferas rígidas.

Por não se tratar do modelo de esferas rígidas, o ângulo de espalhamento depende da ener-

gia cinética de colisão. A figura 3.6 representa bem tal comportamento, em que os desvios

provocados na trajetória inicial são maiores para valores menores de energia cinética. Esse com-
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Figura 3.6: Valor absoluto para o ângulo de espalhamento do hélio-hélio sobre a influência do
potencial de Varandas.

portamento torna-se mais acentuado na região atrativa. Tomando como exemplo a colisão com

energia de 0.1 eV, o desvio provocado pela parte atrativa é muito pequeno, para essa energia

rainbowvale apenas 1,108o, enquanto orainbowpara a colisão de 0,001 eV possui o valor de

164,6o. Na parte repulsiva, mesmo para as situações com altas energias, os ângulos de espalha-

mento ainda são grandes, devido à característica do potencial nessa região, em queEp(r) cresce

rapidamente para pequenas variações der.

Os cálculos para o ângulo em função do parâmetro de impacto sobre a influência dos demais

potenciais apresentados no Capítulo 1 encontram-se na figura 3.7. Pode-se perceber que entre es-

tes potenciais, não existe nenhuma diferença qualitativa no ângulo de espalhamento. Entretanto,

para energias de colisão igual a 0,001 eV, há uma característica um pouco diferente, percebe-se

que o valor derainbow, e alguns ângulos mais próximos a ele, possuem um valor maiorque

180o. Como mencionado anteriormente, em uma situação experimental, não é possível distin-

guir desvios positivos de negativos, limitando-se a ângulos de 0 a 180o. Então, também não é

possível a detecção direta dos ângulos de espalhamentos maiores queπ. No entanto, eles podem
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ser identificados indiretamente. Por exemplo, se o valor previsto para orainbowé de 238,9o, a

sua detecção ocorrerá em 121,1o. Esse valor é encontrado analisando a geometria do problema,

em que o valor do ângulo (maior querainbow) é igual a subtração do ângulo previsto de 360o.

A disposição correta do ângulo de espalhamento para essas situações encontra-se na figura 3.8.

Esses exemplos acontecem para as situações em que o valor da energia de colisão é menor que

a barreira centrífuga do potencial efetivo. Se a energia forigual a barreira centrífuga, ocorrerá o

fenômeno denominadoorbiting, em que o ângulo derainbow tenderá ao infinito (Figura 3.9).
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Figura 3.7: Ângulo de espalhamento em função do parâmetro deimpacto para energias de colisão
igual a 0,1 (quadrados), 0,01(círculos) e 0,001(curva contínua) eV. Os potenciais de interação
são: (a) Jazen e Aziz, (b) TT, (c) Jeziorskaet al. (d) Varandas.

27



0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

b / 10−10 m

χ 
/ g

ra
u

(a)

4.2 4.25 4.3 4.35 4.4 4.45 4.5
40

60

80

100

120

140

160

180

b / 10−10 m

χ 
/ g

ra
u

(b)

Figura 3.8: (a) Ângulo de espalhamento sobre o potencial TT com energia 0,001 eV. (b) recorte
de (a) para ângulos próximos aorainbow
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Figura 3.9: Exemplo deorbiting no potencial de Varandas. A energia de colisão para a sua
ocorrência deve ser aproximadamente 0,9 meV.
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3.4 Seção de choque

Em exemplos reais de colisões, não é conveniente realizar o tratamento teórico de um único

átomo, mas sim para um feixe de átomos, que chegam ao alvo com diferentes parâmetros de

impacto [30]. Desse feixe incidente, nem todos os átomos serão espalhados. A probabilidade de

algum deles sofrer colisão, é a razão entre a distância∆z, percorrida dentro da câmara de colisão

e o livre caminho médioλ3 do gás alvo. Por sua vez, a probabilidade de colisão é proporcional

à densidadeρ 4 do gás alvo vezes a mesma distância percorrida pelo feixe na câmara, portanto

∆z/λ ∝ ρ∆z. A constante de proporcionalidadeσ entre essas relações é denominadaseção de

choque de colisão[4].
∆z

λ
= ρσ∆z (3.15)

A seção de choque está diretamente relacionada com a estrutura interna do alvo, de uma forma

grosseira, relaciona-se com o seu tamanho e formato. Usandoo exemplo das esferas rígidas,

ocorrerá colisão se a esfera incidente estiver dentro de umaárea perpendicular ao eixoz, igual a

π(R1 +R2)
2 e centrada na esfera alvo. Logo, a seção de choque para este tipo de potencial será

o valor dessa área [4].

Como no feixe existem átomos com diferentes parâmetros de impacto, que podem resultar

em diferentes ângulos de espalhamento, cada conjunto de átomos espalhados em determinado

ângulo dará a sua contribuição para a seção de choque total. Dessa forma torna-se conveniente a

introdução de uma nova propriedade, conhecida comoseção de choque diferencial. Ela pode ser

definida como o número de átomos que atravessam um elemento infinitesimal de área entreσ e

σ+dσ, normal ao sentido de propagação do feixe, espalhados em ângulos sólidos compreendidos

entreΩ e Ω + dΩ. Em outras palavras, a seção de choque diferencial determina a intensidade

3O livre caminho médio é definido como a distância média percorrida por um átomo entre dois choques sucessi-
vos.

4Número de átomos por unidade de volume
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observada em um dado ângulo. Uma vez que a área normal ao feixeincidente depende do

parâmetro de impacto, o elemento infinitesimal pode ser encontrado derivando-a em relação ab,

dσ = 2πbdb (3.16)

Já o ângulo sólido é definido como,

dΩ =
dA

r2
(3.17)

sendodA = 2πr2 sinχdχ. Assim, a forma diferencial da seção de choque pode ser facilmente

deduzida,
dσ

dΩ
=

2πbdb

2π sinχdχ

I(θ) =
dσ

dΩ
=
∑∣∣∣∣

bdb

sinχdχ

∣∣∣∣ (3.18)

A introdução do módulo em 3.18 foi feita devido à impossibilidade experimental em se distinguir

desvios positivos de negativos, portanto não é possível determinar completamente a direção na

qual o átomo se espalha, mas somente o ângulo de desvio em relação à origem. Já o somatório

foi introduzido porque diferentes parâmetros de impacto podem dar origem ao mesmo ângulo de

espalhamento, e a seção de choque diferencial deve contemplar a contribuição de todos eles [31].

A princípio, a equação (3.18) possui três singularidades. Aprimeira delas é quando ocorre

uma colisão frontal e o ângulo de espalhamento possui valor igual aπ, com isso senχ torna-se

zero. No entanto, para colisões frontais o parâmetro de impacto também deve ser igual a zero.

Dessa forma a singularidade é apenas aparente, poissinχ eb tenderão a zero simultaneamente, e

o segundo termo tem uma maior influência no resultado [5]. Outra singularidade ocorre quando

χ = 0, que pode acontecer em duas situações: com parâmetros de impacto muito grande ou
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para o ângulo emglory. Por fim, a última singularidade pode ser melhor entendida se(3.18) for

escrita como,

I(θ) =
∑

∣∣∣∣∣∣
b

sinχ
(

dχ

db

)

∣∣∣∣∣∣

Se a derivada deχ em relação ab seja nula, ocorrerá também outra singularidade, especifica-

mente no ângulo emrainbow.

3.5 Exemplos de cálculo para a seção de choque diferencial

Com os valores do ângulo de espalhamento em função do parâmetro de impacto é possível

fazer o cálculo da seção de choque diferencial dada por (3.18). A curva deχ em função de

b pode ser dividida em duas regiões principais: uma onde o ângulo de espalhamento é maior

querainbowe outra compreendida para ângulos menores que este. Procedendo dessa maneira

torna-se mais fácil elaborar um algoritmo para o cálculo da seção de choque diferencial.

O cálculo para a primeira região é facilmente realizado calculando numericamente a derivada

daχ em relação ab e usando esse resultado em (3.18), nesse caso o somatório da expressão não

é necessário pois existe apenas um ângulo de espalhamento para cada valor de parâmetro de

impacto.

Já na segunda região é necessário que o somatório seja utilizado, pois para cadaχ existem

três valores distintos deb e cada um desses pontos contribuirá de forma diferente para ovalor da

seção de choque diferencial relativa a esse ângulo. Um algoritmo para o cálculo nessa região é:

1. Divide-se em três sub-regiões em função deb, considerando que cada uma delas seja um

conjunto que contém informações sobre o ângulo de espalhamento, o parâmetro de impacto

e a derivada entre ambos. Sendo a primeira sub-região compreendida entre o final da

primeira região e ob referente aglory, a segunda vai deb deglory atérainbowe a terceira

deb derainbowem diante.
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2. Como o gráfico é gerado numericamente, o número de pontos emcada uma destas sub-

regiões não será igual. Assim, torna-se necessário transformar os conjuntos para que todos

apresentem o mesmo número de elementos. A transformação é feita tomando aquele com

menos elementos, que será definido como o conjunto principal.

3. A partir do conjunto principal deve ser encontrado nos outros dois, os ângulo mais pró-

ximo aos dele. Depois deste procedimento os três conjuntos terão a mesma quantidade de

elementos.

4. Calcula-se separadamente a seção de choque diferencial em cada conjunto.

5. Por fim, soma-se os valores obtidos no passo anterior e a seção de choque diferencial

referente a cada ângulo é calculada.

Utilizando o algoritmo descrito acima, foi calculada a seção de choque clássica sobre o po-

tenciais Varandas, os resultados encontram-se na figura 3.10. Em ambas as figuras, pode-se

observar uma descontinuidade, que é característica da singularidade emrainbow. A região ante-

rior à descontinuidade representa a influencia do potencialatrativo no espalhamento, enquanto a

outra região, refere-se ao potencial repulsivo.
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Figura 3.10: Seção de choque diferencial para o He-He com energias de colisão iguais a 0,01(a)
e 0,1(b) eV.
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Capítulo 4

Método de inversão de Firsov

O estabelecimento da energia potencial é um passo essencialem muitos processos físico-

químicos, essa determinação pode ser feita de uma maneira inversa ou direta. De uma forma

direta, o conjunto de parâmetros, para uma dada forma funcional, pode ser ajustado para repro-

dução de uma propriedade. Por exemplo, os parâmetros do potencial podem ser ajustados para

reproduzir a transição vibracional, o segundo coeficiente do virial e a seção de choque total[21].

Em uma metodologia inversa pode-se tentar encontrar a energia potencial a partir de dados ex-

perimentais, como na inversão da seção de choque diferencial elástica[32], onde a qualidade do

potencial é avaliada de acordo com a reprodução da propriedade em consideração. O erro ine-

rente a qualquer procedimento experimental deve ser considerado nesse caso, o que classifica a

inversão como um problema mal-colocado.

Os problemas mal-colocados são definidos quando as condições de existência, unicidade e

continuidade não são satisfeitas [33]. Entre as técnicas para a solução de problemas inversos

mal-colocados tem-se a regularização de Tikhonov [34], a decomposição de valores singulares

[35] e também há a possibilidade de uma metodologia de aprendizado dinâmica a partir da rede

neural de Hopfield [36]. Esta última técnica pode ser usada nainversão em dados de ressonân-

cia magnética [37], cinética química [38], termodinâmica [39], espalhamento quântico [32] e
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espectroscopia [40]. Todos estes problemas tem em comum a construção numérica do operador

inverso, uma vez que não são passíveis de solução analítica.

Problemas inversos que possuem uma operador inverso analítico são raros, especialmente em

problemas não lineares. Uma exeção é a transformada em que o ângulo de espalhamento é obtido

a partir da energia potencial, como o desenvolvido por Firsov [41, 42].

Na recuperação da energia potencial a partir de propriedades do espalhamento, são necessá-

rios dois passos: a) O ângulo de espalhamento é obtido a partir da seção de choque diferencial;

b) Recupera-se a energia potencial a partir do ângulo pelo método de Firsov. Neste capítulo

esta metodologia será utilizada para inverter o potencial do sistema hélio-hélio, tomando como

referência o potencial proposto por Varandas[15].

Primeiro será testado a eficiência do segundo passo do algorítimo de Firsov na inversão de

todo o potencial de interação. Depois será recuperado o potencial repulsivo do sistema a partir

da seção de choque diferencial, simulando os dados experimentais. Uma análise crítica será

feita considerando erros nos dados de até 10%. A precisão do algoritmo também será testada

na ausência de erros. Uma combinação dos dados experimentais simulados com um potencial

simples de Lennard-Jones é suficiente para recuperar o potencial repulsivo.

4.1 Uma pequena revisão sobre o método de Firsov

Embora matematicamente consistente, dois aspectos sobre oalgoritmo de Firsov devem ser

considerados. Primeiro, por ser um método clássico os efeitos quânticos devem ser minimizados,

utilizado grandes energias de colisão. Como será discutidocom mais detalhes, o espalhamento

pode ser tratado classicamente desde que a energia de colisão seja suficientemente alta. Segundo,

o ângulo de espalhamento como uma função do parâmetro de impacto não é uma propriedade

disponível experimentalmente, dessa forma a obtenção desta propriedade a partir da seção de

choque deve ser considerada. Mais adiante serão dados detalhes desse procedimento.
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O método de Firsov também foi explorado de forma independente em 1956 por Kelleret

al.[43]. Um aspecto interessante neste trabalho é o tratamentoque os autores dão à recuperação

analítica do potencial coulombiano, semelhante ao experimento de Rutherford. Em 1960 Lane e

Everhart [44], usaram o método de Firsov na determinação do potencial entre gases nobres e seus

respectivos íons para energias entre 25 keV e 100 keV. Bashirov [45] também inverteu potenciais

de gases nobres com energia de colisão igual a 25 keV. Parte dopotencial repulsivo da interação

hélio-hélio foi recuperada por Lambrakos e Peterson em 1987[11], a partir da seção de choque

em altas energias, especificamente de 500 eV até 1000 eV. Maisrecentemente, Zinoviev [46]

também obteve o potencial entre cátions e gases nobres para energias entre 1,5 keV e 300 keV a

partir do método.

Estes trabalhos possuem em comum dados com altas energias. Com exceção do trabalho

de Lambrakos, todos eles envolvem o estudo de espécies iônicas. Inverter dados com íons é

bastante apropriado para o método de Firsov, uma vez que os efeitos quânticos tornam-se menos

importantes. Mas mesmo para uma colisão de 500 eV [11] a energia é muito alta para inferir a

respeito da qualidade do potencial.

4.2 Dedução do método

Para as situações em que a relação do ângulo com o parâmetro deimpacto é unívoca,χ(b)

pode ser determinada invertendo-se a expressão para a seçãode choque diferencial [11],

b2 = 2

∫ π

χ

I(θ) sin θdθ (4.1)
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Assim o parâmetro de impactob para um dado valorχ (o limite inferior de integração) é deter-

minado, uma vez queI(θ) é conhecido. Para a determinação da energia potencial a partir do

ângulo de esapalhamento, primeiro define-se uma nova variável s, que é função der [26],

s(r)2 = r2
(
1− Ep(r)

E

)
(4.2)

Substituindo-a na equação (3.9) e fazendo as devidas operações, a expressão torna-se,

χ = π − 2b

∫ s2

s1

dr

r
√
s2 − b2

sendo

dr =
d ln r

ds
ds

O limite superior de integração é facilmente encontrado, pois quandor tende para o infinito,s

também tenderá. Já o limite inferior é deduzido com o auxilioda expressão (3.2) que fornece a

energia total em qualquer ponto durante o processo de espalhamento. Como no ponto de retorno

a derivada da coordenada em relação ao tempo é nula, então a expressão para a energia será,

ETotal =
Eb2

r2c
+ Ep(r)

Substituindo a expressão acima em (4.2), chega-se ao valor do limite inferior de integração, que

deve ser igual ab. Após essas substituições a integral para o ângulo de espalhamento torna-se,

χ = π − 2b

∫
∞

b

1

r
√
s2 − b2

d ln r
ds

ds (4.3)

Se a energia potencial for nula, entãos(r) = r e d lnr
ds = 1

s
. Com isso, a expressão acima torna-se,

χ = π − 2b

∫
∞

b

ds

s
√
s2 − b2

(4.4)
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Na ausência do potencial de interação o ângulo de espalhamento deve ser igual a zero. Para que

isso ocorra o segundo termo em (4.4) deve ser igual aπ. Assim (4.3) pode ser reescrita como,

χ = 2b

∫
∞

b

ds

s
√
s2 − b2

− b

∫
∞

b

1√
s2 − b2

2d ln r
ds

ds (4.5)

sendo,

2
d
ds

ln s− 2
d
ds

ln r =
d
ds

ln
(s
r

)

FazendoI = ln
(
s
r

)
, então,

χ = b

∫
∞

b2

ds√
s2 − b2

dI
ds

(4.6)

À integral em (4.6) pode ser aplicada a transformada inversade Abel, possibilitando que a energia

potencial seja obtida a partir deχ(b) [31],

I = −1

π

∫
∞

s

χ(b)db√
b2 − s2

(4.7)

Somente para alguns casos bastante específicos é que a integral (4.7) apresenta solução analí-

tica, para a grande maioria torna-se necessário resolvê-lanumericamente. Uma quadratura que

fornece bons resultados para a inversão é de Gauss-Chebyshev. Para chegar-se à forma do in-

tegrando da quadratura faz-se a substituição,x = s
b
. Desenvolvendo o núcleo e os limites de

integração após a substituição chega-se à expressão,

I = −1

π

∫ 0

1

f(x)dx√
12 − x2

=
1

π

∫ 1

0

f(x)dx√
12 − x2

(4.8)

sendo,

f(x) =
s

x2
χ(b)
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Para a solução de (4.7), estima-se arbitrariamente uma valor des, com issoI é determinado. A

coordenada do potencial pode ser determinada substituindoI em,

r = s.e−I (4.9)

Por fim, a energia potencial em função da coordenada é determinada substituindoI em,

Ep(r) = E(1− e−2I) (4.10)

Portanto, o algorítimo para obter a energia potencial a partir da seção de choque diferencial é:

1. Resolvendo (4.1) determina-se o ângulo de espalhamento como função do parâmetro de

impacto a partir da seção de choque diferencial;

2. Com a funçãoχ(b) determinada, estima-se um valor des para a resolução de (4.7);

3. Com o valor deI determina-se a coordenada do potencial por (4.9) e o seu valor de energia

por (4.10).

4.3 Recuperação da energia potencial a partir do ângulo de

espalhamento

Nesta seção será avaliada a eficiência do segundo passo do método de Firsov, ou seja, a deter-

minação do potencial a partir deχ(b). O valor da energia envolvida no processo de espalhamento

é fundamental no método de inversão. Pela equação (4.10), percebe-se que a energia de colisão

é o limite superior para o potencial a ser recuperado, pois o valor máximo daEp(r) é quandoI

possui um valor muito grande tornando o termo exponencial quase nulo. Há também um signifi-

cado físico para essa limitação. À medida em que um átomo se aproxima do outro, dependendo
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do valor do parâmetro de impacto, ele adentra em regiões em que as forças repulsivas são predo-

minantes. O limite de proximidade dá-se no ponto de retorno,onde a energia potencial iguala-se

a energia de colisão. Assim, é impossível a recuperação de valores de potencial superiores a

energia total. Em outras palavras, o limite superior para a recuperação do potencial é dado pela

conservação de energia. Portanto, se for interesse recuperar valores superiores na parte repulsiva

do potencial são necessárias maiores energias.
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Figura 4.1: Portencial de Varandas invertido (círculos) e original (linha contínua).

Vendo a figura 4.1, visualmente percebe-se que o método de Firsov é eficiente e inverte o

potencial satisfatoriamente. Entretanto, o potencial nãofoi recuperado de forma exata devido

às limitações inerentes na resolução numérica da integral em (4.7). Para a resolução da mesma

utilizou-se a quadratura de Gauss-Chebishev com um número fixo de cem(100) pontos.

Pela tabela 4.1 percebe-se a importância do valor da energiapara a inversão do potencial.

Além de definir o limite superior, ela influencia consideravelmente na qualidade do potencial

invertido. Utilizando-se uma energia de 2 eV no processo, obtêm-se melhores resultados na parte

repulsiva, e resultados piores na parte atrativa. Diminuindo-se a energia, a qualidade na inversão
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do potencial atrativo melhora consideravelmente. Essa tendência pode ser entendida fazendo

uma análise de como o ângulo de espalhamento comporta-se coma energia. A figura 3.5 pode

ajudar na compreensão desse comportamento. Devem ser levados em consideração também os

ângulos negativos, pois o método de Firsov é deduzido diretamente a partir da equação (3.9),

que fornece desvios negativos. A ocorrência de ângulos negativos dá-se devido a ação da parte

atrativa do potencial na trajetória do sistema. Quando se possui altas energias, pode-se perceber

que, os ângulos negativos são extremamente pequenos devidoa pequena influência dessa região

na trajetória. Se o valor deχ(b) na integral 4.7 for muito pequeno, a inversão em regiões atrativas

fica comprometida não fornecendo resultados tão satisfatórios se comparado a inversão da parte

repulsiva.

No entanto, à medida que a energia começa a diminuir o potencial atrativo exerce uma maior

influência no movimento do átomo, melhorando a eficiência da inversão do potencial atrativo,

esse comportamento pode ser observado pela tabela 4.1.

Tabela 4.1: Inversão do potencial para duas energias diferentes.

2× 10−3 eV 2 eV

s r / Å Ep(r) / meV np Erro % s r / Å Ep(r) / meV np Erro %

- - - - - 0,01 1,1640 1999,9 2800 0,0001

0,25 2,4916 1,9799 2600 0,00052,49 2,4912 1,9866 600 0,0500

3,50 2,8943 -0,9247 80 0,00012,90 2,8993 -0,9285 20 0,0162

4,24 3,9949 -0,2529 70 0,00014,00 3,9997 -0,2511 20 0,0158

5,54 5,4920 -0,0351 50 0,00195,50 5,5000 -0,3486 10 0,2859

7,00 6,9861 -0,0080 30 0,00307,00 7,0000 -0,0082 30 3,6545

Dificilmente são obtidos resultados melhores na inversão daregião atrativa do potencial

aumentando-se o número de pontos da quadratura. A partir de um determinado ponto, o po-

tencial invertido começa a oscilar e não consegue convergirpara o valor original. Esse compor-

tamento pode ser observado na figura 4.2, em que é dado o exemplo de um ponto invertido que
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não apresenta uma boa convergência, onde o erro percentual relativo é igual a 2,9 %. No entanto,

alterando-se a energia do sistema consegue-se uma aproximação bem mais eficiente usando ape-

nas cem pontos na quadratura. Tomando como exemplo um ponto na tabela 4.1 constata-se que

para a energia de colisão igual a2 × 10−3 eV e com um valor da coordenada igual a 6,98 Å, a

inversão feita utilizando-se apenas os 30 pontos na quadratura resulta em um erro de apenas 0,03

%.
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Figura 4.2: Potencial invertido em função do número de pontos utilzados na quadratura para
r = 5, 2499 Å e comE = 2 eV.

Na recuperação do potencial repulsivo, a energia não influencia a eficiência da inversão, ape-

sar de determinar o limite superior do potencial recuperado. O problema agora é o fato da função

que descreve o potencial possuir uma inclinação muito grande, em que pequenas variações der

aumentam consideravelmente o valor da energia potencial. Dessa forma, para se obter um me-

lhor resultado na integração é necessário aumentar o númerode pontos da quadratura. Em todos

os pontos invertidos houve uma diminuição significativa no erro percentual relativo, sobretudo

na inversão para energia igual a 2 meV.
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4.4 Inversão a partir de dados simulados

Como mencionado anteriormente, para situações em que a relação deχ comb não é unívoca,

não é possível extrair o ângulo da seção de choque diferencial para valores menores querainbow.

Dessa forma, para fins práticos, não é possível inverter todoo potencial pelo método de Firsov,

podendo recuperar apenas a parte repulsiva. Dados experimentais para a seção de choque dife-

rencial para o sistema He-He, estão disponíveis na referência [8], neste experimento a energia

de colisão foi de 5 meV. A inversão sob estas condições é dificultada devido ao grande valor de

rainbow. Como discutido no Capítulo 3 o valor deχr torna-se grande para pequenos valores de

energia. A funçãoχ(b) não é unívoca para valores menores querainbow, o que impossibilita a

sua determinação a partir da seção de choque diferencial nestes pontos. Desta forma é necessá-

rio que a energia seja suficientemente grande para diminuir oefeito dorainbowpossibilitando

obtenção deχ(b) a partir da seção de choque diferencial.

A simulação dos dados experimentais foi feita calculando-se 28 pontos da seção de choque

diferencial clássica para valores maiores querainbow. Os dados foram simulados usando o

potencial Varandas para uma energia de colisão igual a 0,4 eV. Neste casoχr ≈ 0, 3 graus, assim

poucos ângulos estarão abaixo deste valor, sendo possível extrair desde ângulos de valores muito

pequenos atéπ. Uma forma de se obter simulações mais próximas a situações experimentais,

é inserindo erros aleatórios nos valores calculados para a seção de choque. Três casos distintos

foram estudados na inversão: a) sem erro; b) com erro aleatório de até 1%; c) com erro aleatório

de até 10%. O erro foi inserido na seção de choque diferencial, multiplicando o valor simulado

por uma quantidade aleatória que varia de -1% até 1% na situação b) e de -10% até 10% na c).

A integral em (4.1) foi resolvida usando-se a quadratura de Gauss-Legendre [29] utilizando

um total de 500 pontos. Como nem todos os valores deI(θ) necessários para a integração

estão disponíveis, os demais pontos devem ser determinados, isso pode ser feito utilizando-se

o polinômio interpolador de Lagrange [47, 48]. ComoI(θ) varia bruscamente para pequenos
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valores deθ, é conveniente fazer a interpolação do logarítimo da seção de choque, pois a função

logarítmica varia de forma bem mais suave se comparada à original.

Outro procedimento que melhora a interpolação, é usar um menor número de pontos no

processo. Em vez de se determinar um único polinômio interpolador para todos os 28 pontos, é

tomado o valor deI(θ) a ser interpolado e escolhe-se os 4 ou 5 pontos mais próximos para fazer a

interpolação, assim para cada valor desejado é gerado um polinômio interpolador diferente. Esse

procedimento melhora consideravelmente a interpolação, pois se forem determinados polinômios

com um grau muito elevado, o erro gerado no processo pode ser muito grande.

Com o procedimento anterior foram encontrados 28 valores deχ(b), os resultados estão

disponíveis na tabela 4.2. Os erros no procedimento são maiores nos extremos e tendem a ser

menores para valores intermediários. Outro comportamentoa ser notado é a baixa sensibilidade

do processo em relação aos erros experimentais. Por exemplo, na determinação deb a partir de

I(θ) os erros médios foram de 0,3% (sem erro experimental), 0,4% (com erro de até 1%) e 0,7

(com erro de até 10%). A baixa sensibilidade ao erro experimental pode ser explicada pelo fato

de a determinação ser feita por uma integração, e sobretudo,devido a extração da raíz quadrada

da integral.

Com os dados deχ(b) encontrados a partir da seção de choque é possível agora recuperar o

potencial. Entretanto, como não estão disponíveis exatamente todos os valores deχ(b) necessá-

rios para a integração de (4.7), os demais valores são encontrados pelo interpolador de Lagrange

(o procedimento é similar ao realizado para a determinação de χ(b) a partir deI(θ)). Nesse

caso, como o ângulo de espalhamento não varia de forma tão brusca, não é necessário fazer a

interpolação do logaritmo da função.

Mesmo sendo determinados o valoresχ(b) maiores querainbow, ainda são necessários os

ângulos de espalhamento menores queχr para a resolução completa de (4.7). Como estes ân-

gulos influenciam muito pouco na inversão da parte repulsiva, pode-se fazer uma extrapolação

usando o potencial de Lennard-Jones, utilizando os valoresdeDe eRe disponíveis no Capítulo
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1. Os resultados da inversão, com e sem erros aleatórios, estão apresentados na figura 4.3 e na

tabela??.
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Figura 4.3: Recuperação do potencial de Varandas com energia de colisão de 0,4 eV. Potencial
original (linha contínua), invertido sem erro (círculos),invertido com erro de até 1% (cruzes),
invertido com erro de até 10% (triângulos).

Pela tabela 4.3 pode-se ter uma ideia melhor sobre o erro no processo de inversão. Fazendo

uma análise no caso em que não há erro experimental, percebe-se que o erro decresce com o

aumento da coordenada, chega a um valor mínimo e depois aumenta novamente. O erro relativa-

mente maior para pequenos valores der deve-se à necessidade de um maior número de valores

próximos aπ para a integração em (4.7). Pela tabela 4.2 percebe-se que o erro na determinação

deb é relativamente grande para grandes valores deEp(r).

Para maiores valores da coordenada, os ângulos pequenos tornam-se mais influentes na reso-

lução da integral de Firsov. Para pequenos valores deχ, a determinação deb a partir da seção

de choque diferencial também não é boa. Além disso, é necessário um maior número de ângulos

menores querainbowe como estes são determinados pela extrapolação feita com o potencial de

Lennard-Jones, mais uma fonte de erro é inserida na inversão.
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Deve-se evitar a inversão próximo ao ponto paraEp(r) = 0, o valor da coordenada para

este valor de energia é aproximadamente 2,6 Å. Excluindo-seos últimos pontos na tabela 4.3, o

erro médio na recuperação é igual a 0,6% (sem erro), 1,6% (erro máximo de 1%) e 2,1% (erro

máximo de 10%). Com estes resultados, conclui-se que a recuperação de energia potencial a

partir da seção de choque diferencial usando o método de Firsov é muito eficiente, sobretudo

devido à baixa sensibilidade do algoritmo frente aos erros experimentais.
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Tabela 4.2: Construção deχ(b) a partir de dados simulados da seção de choque diferencial, sendo
b o parâmetro de impacto calculado e o erro percentual relativo referente ao valor original desta
propriedade.

sem erro erro de 1% erro de 10%

χ b erro b erro b erro

3,1416 0,0000 0.00 0,0000 0,00 0,0000 0,00

2,9887 0,0977 2,37 0,0977 2,33 0,0976 2,47

2,8359 0,1989 0,58 0,1993 0,33 0,2019 0,93

2,6830 0,2992 0,25 0,3003 0,11 0,3054 1,78

2,5301 0,3994 0,14 0,4009 0,23 0,4054 1,33

2,3772 0,4995 0,09 0,5012 0,25 0,5013 0,25

2,2243 0,5996 0,06 0,6018 0,30 0,6010 0,17

2,0716 0,6997 0,05 0,7020 0,28 0,7039 0,55

1,9189 0,7995 0,06 0,8019 0,24 0,8040 0,49

1,7666 0,8994 0,06 0,9021 0,24 0,9030 0,33

1,6147 0,9995 0,05 1,0019 0,19 1,0053 0,53

1,4636 1,0995 0,05 1,1009 0,08 1,1083 0,75

1,3138 1,1998 0,02 1,2008 0,07 1,2045 0,37

1,1656 1,3001 0,01 1,3015 0,12 1,2976 0,19

1,0201 1,4001 0,01 1,4020 0,14 1,3900 0,72

0,8782 1,5001 0,01 1,5017 0,11 1.4822 1,20

0,7414 1,6003 0,02 1,6013 0,08 1,5830 1,07

0,6115 1,7006 0,03 1,7017 0,10 1,6943 0,33

0,4908 1,8005 0,03 1,8018 0,10 1,7989 0,06

0,3815 1,9005 0,03 1,9023 0,12 1,8984 0,08

0,2858 2,0009 0,05 2,0038 0,19 1,9957 0,21

0,2056 2,1007 0,03 2,1033 0,16 2,0902 0,47

0,1413 2,2009 0,04 2,2027 0,12 2,1863 0,63

0,0923 2,3029 0,13 2,3054 0,23 2,2917 0,36

0,0569 2,4020 0,08 2,4044 0,18 2,3992 0,03

0,0324 2,5029 0,12 2,5047 0,19 2,5001 0,00

0,0164 2,6630 2,36 2.6655 2,46 2,6458 1,73

0,0064 2,7444 1,62 2.7473 1,72 2,7300 1,20
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Tabela 4.3: Inversão do potencial a partir dos dados simulados para uma energia de 0.4 eV.

Sem erro 1 % 10 %

r / Å Ep(r) / meV erro r / Å Ep(r) / meV erro r / Å Ep(r) / meV erro

1,543 393,286 0,352 1,543 393,284 0,478 1,539 402,101 2,201

1,555 373,562 0,129 1,556 373,618 0,013 1,558 369,585 1,101

1,575 342,019 0,018 1,576 342,055 0,212 1,582 342,470 2,907

1,604 300,603 0,008 1,605 300,635 0,132 1,612 301,561 3,900

1,644 252,028 0,098 1,644 252,057 0,182 1,650 253,239 3,710

1,695 199,661 0,253 1,695 199,647 0,218 1,699 200,489 2,304

1,761 147,357 0,362 1,761 147,002 0,192 1,765 148,374 2,743

1,845 99,345 0,521 1,845 99,221 0,212 1,845 99,279 0,356

1,951 59,556 0,701 1,950 59,484 0,478 1,950 59,384 0,166

2,081 30,746 1,206 2,081 30,759 1,269 2,081 30,625 0,626

2,237 13,130 2,623 2,237 13,182 3,115 2,237 13,257 3,844

2,412 4,242 7,251 2,413 4,288 8,536 2,413 4,363 10,640

2,602 0,859 152,9482,602 0,865 154,5812,603 0,908 168,486
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Capítulo 5

O espalhamento quântico e semi-clássico

A física clássica se mostra ineficiente na resolução de muitos problemas do mundo atômico

e molecular. Em relação ao espalhamento não é diferente. Muitos resultados obtidos experimen-

talmente não podem ser entendidos de forma consistente por meio de modelos clássicos, sendo

necessário o uso da mecânica quântica para se obter uma melhor compreensão do problema. No

entanto, o formalismo clássico pode fornecer resultados razoáveis em algumas condições.

A principal diferença entre o tratamento clássico e o quântico, é que o primeiro admite,

apoiando-se na posição filosófica determinista, ser possível a previsão exata do movimento exe-

cutado por um átomo, desde que sejam conhecidos a sua energiatotal, seu parâmetro de im-

pacto e a superfície de potencial. Diferentemente, a abordagem quântica leva em consideração

uma incerteza no movimento, em que as principais características do mesmo são determinadas

conhecendo-se a função de onda que descreve o sistema.

Como nos outros sistemas quânticos, o espalhamento é estudado aplicando-se as devidas con-

dições de contorno, conhecendo-se a forma do potencial e resolvendo a equação de Schrödinger.

O formalismo na resolução da equação de Schrödinger para colisões, atômicas ou moleculares,

é similar ao da resolução para o átomo de hidrogênio. As diferenças principais são o modelo de

potencial utilizado e as condições de contorno. Enquanto o átomo de hidrogênio é descrito por
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um potencial coulombiano, no estudo em espalhamento deve ser escolhido um potencial ade-

quado para o sistema. Sobre as condições de contorno, no átomo de hidrogênio a função de onda

na região assintótica deve ser nula por se tratar de um sistema de estados ligados. Já no espalha-

mento a função de onda na região assintótica não pode ser nula, pois na maioria das situações

não são formados estados ligados nos choques e a onda se propaga para grandes distâncias [6].

Apesar da mecânica quântica surgir como uma alternativa viável, a teoria clássica ainda é

útil e pode ser aplicada no entendimento de colisões em sistemas microscópicos. A abordagem

clássica pode ser utilizada quandoχ >> ∆χ. As condições para isso ocorra são: o espalhamento

sobre potenciais repulsivos (como exemplo o potencial coulombiano) [5], colisões de altas ener-

gias e elevadas massas atômicas ou moleculares. Essas duas últimas podem ser entendidas devido

ao pequeno comprimento de onda de De Broglie encontrados nessas situações, uma vez que [6],

λ =
h√
2mE

(5.1)

Sendoh a constante de Planck,m a massa eE a energia. Há também um tratamento semi-

clásscio para o espalhamento, que pode ser entendido como a passagem do clássico para o quân-

tico, conhecido como aproximação de JWKB. As abordagens quântica e semi-clássica serão

apresentadas e discutidas neste capítulo, continuando a usar o sistema He-He como protótipo.

Assim como a teoria apresentada no Capítulo 3 serviu como subsídio para o estudo do pro-

blema inverso no espalhamento clássico, o conteúdo deste capítulo dará suporte para o trabalho

desenvolvido no Capítulo 6, onde será estudada a análise sensitiva sobre propriedades do espa-

lhamento quântico e semi-clássico.
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5.1 Determinação da função de onda

Para a determinação da função de onda pela resolução da equação de Schrödinger, é conve-

niente escrevê-la na forma reduzida, fazendo as seguintes modificações [31],

k2 =
2µE

~2
U(r) =

2µEp(r)

~2

Sendok o número de onda eµ a massa reduzida. Dessa forma a equação fica,

[∇2 + k2 − U(r)]Ψ(r) = 0 (5.2)

Assim como no átomo de hidrogênio, a solução é facilitada adotando-se o sistema de coordena-

das polares.

Inicialmente deve-se estabelecer as condições de contornodo problema fazendo uma análise

de como deve ser a função de onda em algumas regiões específicas, tomando como referência

o centro de massa. Na origemΨ(0) = 0 [5], já na região assintótica existem duas situações

distintas, antes da colisão, onde uma onda plana propaga-seao longo do eixoz e logo depois

do choque, quando ela adquire o formato de uma onda esférica.Se o alvo for pontual, o espe-

lhamento ocorre de forma isotrópica, ou seja, possui a probabilidade de espalhamento igual em

todas as direções e a onda espalhada é perfeitamente esférica. Como em situações reais o alvo

não é pontual, a função de onda deve ser modulada por uma função angularf(θ) denominada

amplitude de espalhamento. Portanto a solução completa para a região assintótica contendo a

onda incidente e a espalhada é [49],

Ψ(r) = eikz + f(θ)
eikr

r
(5.3)
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A função de onda em (5.3) pode ser escrita como uma expansão emesféricos harmônicos, que

formam uma base completa para a solução da componente angular. Tratando-se do espalha-

mento sobre um potencial de simetria esférica, a solução completa depende apenas der e θ [6].

Portanto, a solução vetorial para (5.2), conhecida comométodo das ondas parciais, deve ser,

Ψ(r) =
1

r

∞∑

l=0

Alψl(r)Pl(cos θ) (5.4)

sendoPl(cos θ) as funções de Legendre.ψl(r) deve ser encontrada resolvendo a equação de

Schrödinger radial sobre a infulência de um potencial adequado, logoU(r) deve ser corrigido

adicionando-se o termo centrífugo, assim o potencial efetivo torna-se,

Ul(r) = U(r) +
l(l + 1)

r2
(5.5)

A soluçãoψl para as situações em que há somente a presença do potencial centrífugo, são as

funções de Ricatti-Bessel, denominadas comojl e gl. Na sua forma assintótica elas são dadas

por [26],

j̃l = sen

(
kr − πl

2

)
(5.6)

g̃l = cos

(
kr − πl

2

)
(5.7)

Esse resultado é bastante importante, pois o momento angular manifesta-se na função de onda

através de uma fase acumulada. Entretanto, as equação (5.6)e (5.7) são as soluções da equação de

Schrödinger somente na presença do potencial centrífugo, pois na onda espalhada em situações

reais surge também uma fase devido à interação com o potencial interatômico. Portanto, a função

para a onda espalhada é,

ψl(r) = sen

(
kr − πl

2
+ ηl

)
(5.8)
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Na expressão anterior foi separada a contribuição entre o potencial centrífugo e o interatômico

na fase acumulada, sendo o segundo definido comodeslocamento de fase. Tratando-se de es-

palhamento quântico, o deslocamento de fase é uma grandeza muito importante, por fornecer

informações de como a ação do potencial característico de umsistema atômico ou molecular

afeta a onda espalhada.

Para a determinação da amplitude de espalhamentof(θ) são necessárias algumas manipula-

ções algébricas. A expressão final para esta função é,

f(θ) =
1

2ik

∞∑

l=0

(2l + 1)(2eiηl − 1)(cos θ) (5.9)

O problema agora consiste em um forma de determinar o deslocamento de fase provocado pelo

potencial. Sob algumas condições pode se utilizar a aproximação de Born ou JWKB para encon-

trar a fase acumulada. Outra alternativa é ométodo da fase variávelconhecido como equação

de Calogero, este último fornece resultados exatos sob quaisquer condições. Os métodos para o

cálculo da fase serão discutidos no decorrer do capítulo.

5.2 Método da Fase Variável

O método da fase variável foi proposto inicialmente por J.P.Morse e W.P. Allis em 1933

[50], apesar de ser mais conhecido comoequação de Calogerodevido ao livro publicado por F.

Calogero [51]. O método consiste na resolução da equação de Schrödinger, em que ela é trans-

formada de uma equação diferencial de segunda ordem para umade primeira ordem. O método

proposto por Morse e Allis é exato (a eficiência do mesmo depende da solução numérica da

equação diferencial) e apresenta resultados satisfatórios para qualquer valor de momento angular

e energia. Portanto, seu uso torna-se indispensável.
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Segundo Morse e Allis, para potenciais com simetria esférica, a função de onda deve ser

R = A(r) sin(kr + δ) e sua derivadadR/dr = kA(r) cos(kr + δ). Com essas condições é

possível encontrar a equação diferencial de Calogero,

dδ
dr

= −1

k
U(r) sin2(kr + δ(r)) (5.10)

No entanto, torna-se conveniente apresentar uma dedução mais detalhada, salientando os argu-

mentos físicos utilizados na mesma, principalmente aqueles que levaram às expressões anteriores

da função de onda e a sua derivada.

No deslocamento do átomo incidente, surge uma fase acumulada se houver a influência de

algum potencial sobre o seu movimento. Por exemplo, se o potencial for repulsivo, a fase acu-

mulada será negativa se comparada à onda livre. Para um potencial atrativo, ocorre o contrário, o

deslocamento da fase será positivo [5]. À medida que a onda espalhada deixa de sofrer a influên-

cia da energia potencial, a sua amplitude e a sua fase passam aser constantes. Para a dedução do

método, imagina-se uma situação hipotética em que a energiapotencial é dada por [26],

U(r) =





U(r), se 0 ≤ r ≤ ρ,

0, se r > ρ.

E a função de onda é,

R(r) =





R(r), se 0 ≤ r ≤ ρ,

R̃(r), se r > ρ.

Considerando que o valorρ possa ser variável em relação à coordenada. As derivadas dasfunções

de onda nas duas situações anteriores, parar < ρ e r > ρ, são respectivamente,

dR(r)

dr
=
dA(r)

dr
sin(kr + δ(r)) + A(r) cos(kr + δ(r))

(
k +

dδ(r)

dr

)
(5.11)
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dR̃(r)

dr
= kA(r) cos(kr + δ(r)) (5.12)

Sob potenciais nulos a fase e a amplitude não dependem da coordenada, logo os seus valores

serão aqueles referentes no ponto exato em quer = ρ. Uma condição necessária é a continuidade

da função de onda e sua derivada primeira nas duas regiões distintas do potencial, assim como a

amplitude e a fase, ela deve possuir o mesmo valor no limite deρ. Assim foram encontradas as

funções propostas por Morse e Allis. Agora, para chegar à equação de Calogero, deve-se fazer a

seguinte substituição,

Y (r) =
1

R(r)

dR(r)
dr

(5.13)

aplicando este resultado na equação de Schrödinger na formareduzida (5.2),

dY (r)
dr

+ Y (r)2 + k2 −Ep(r) = 0 (5.14)

em que o termodY (r)
dr pode ser reescrito como,

d
dr

(kcot(kr + δ(r))) =
−k2 − k dδ(r)

dr

sin2(kr + δ(r))

Substituindo a função de onda e sua derivada em (5.14) e com algumas manipulações algébricas

e trigonométricas, chega-se à equação diferencial de Calogero (5.10).

dδ
dr

= −1

k
U(r) sin2(kr + δ(r))

No trabalho de Morse e Allis, o desenvolvimento de (5.10) foifeito paral = 0. Entretanto,

a dedução é análoga para momentos angulares diferentes de zero, fazendo a substituição pelo

potencial efetivo (5.5). Outro aspecto a ser mencionado é que a fase computada pela equação

de Calogero, envolve a contribuição do termo centrífugo. Para encontrar o deslocamento de
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fase, proveniente apenas da ação do potencial interatômico, soma-se o termoπl/2 ao resultado

encontrado.

A condição inicial para a resolução numérica do método é feita escolhendo-se um valor de

r anterior ao ponto de retorno de clássico. Deve-se fazer issopois a função de onda não é nula

na região classicamente proibida. Nesse ponto a fase deve ser igual a−kr. Esse valor pode ser

explicado imaginando-se o choque da onda contra uma barreira, assim a fase em relação à onda

incidente deve possuir essa quantidade.

5.3 Aproximação de Born

Uma forma bastante conhecida de determinar o deslocamento de fase é através da aproxima-

ção de Born. Na referência [5] ela foi deduzida usando-se o teorema de Green. Para situações

com l = 0 (momento angular nulo), a aproximação é facilmente encontrada a partir da equa-

ção de Calogero. Para momentos angulares nulos a fase proveniente do potencial interatômico

é igual a fase do potencial efetivo, ou seja,ηl = δ, logo seδ é muito pequena a equação (5.10)

resume-se a,

ηl = −
∫

1

k
V (r) sin2(kr) (5.15)

Que é a aproximação de Born para momentos angulares nulos. O cálculo para momentos an-

gulares não nulos, pode ser feito partindo das equações de Schrödinger sobre a influência do

potencial efetivo e do centrífugo [31], tais equações são respectivamente,

d

dr

(
dψl

dr

)
+

(
k2 − V (r)− l(l + 1)

r2

)
ψl = 0 (5.16)

d

dr

(
dψl

dr

)
+

(
k2 − l(l + 1)

r2

)
ψl = 0 (5.17)
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A solução de (5.16) é dada pela expressão (5.8). Já as soluções de (5.17) são as funções de

Ricatti-Bessell, dadas por (5.6) e (5.7). Para o desenvolvimento será escolhida a primeira das

funções de Ricatti-Bessell. Multiplicando (5.16) porj̃l e (5.17) porψ e subtraindo os resultados,

d

dr

(
j̃l(kr)

dψl(kr)

dr
− ψl(kr)

dj̃l(kr)

dr

)
= V (r)j̃l(kr)ψl(kr) (5.18)

Comodψ/dr = cos(kr − η + lπ/2) e dj̃l/dr = cos(kr − lπ/2), substituindo estas deriva-

das na equação (5.18) e utilizando a identidade trigonométrica sin(x − y) = sin(x) cos(y) −

cos(x) sin(y),
d

dr
k sin(ηl) = −V (r)j̃l(kr)ψl(kr)

senηl = −
∫
V (r)

k
j̃l(kr)ψl(kr)dr (5.19)

Assim como a equação de Calogero, a equação acima também é exata para o cálculo da fase.

Para chegar à aproximação de Born, considera-se que a influência do potencial intermolecular

no sistema é muito pequena, com isso a solução são as funções de Ricatti-Bessel̃jl(kr), logo

j̃l(kr) ≈ ψl(kr) e sin η ≈ η. Portanto a equação (5.19) torna-se,

ηl = −
∫
V (r)

k
j̃2l (kr)dr (5.20)

Que é a aproximação de Born para qualquer valor de momento angular. Tal aproximação é válida

quando a fase acumulada pela ação do potencial intermolecular é muito pequena, isto acontece

para colisões envolvendo grandes energias e grandes momentos angulares.

5.4 Aproximação JWKB

Como mencionado, existem algumas condições em que o tratamento clássico fornece resul-

tados satisfatórios para descrição de colisões em sistemasmacroscópicos, em outros torna-se
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necessário uma abordagem quântica para um melhor entendimento. No entanto existe um for-

malismo semi-clássico, que pode ser entendido como a passagem da teoria quântica para a clás-

sica [49], conhecido como aproximação de JWKB. Este termo é uma abreviação dos autores

do método: Jeffreys, Wentzel, Kramer e Brillouin [6]. Nesteformalismo tanto a ação quanto o

momento do sistema são descritos pela mecânica clássica [52].

A determinação da função de onda semi-clássica pode ser encontrada a partir da equação

radial de Schrödinger [5, 6], (
d2

dr2
+
p2(r)

~

)
ψ(r) = 0 (5.21)

Sendop2(r) = 2m(E − Ep(r)). Uma possível solução para a equação acima é,

ψ(r) = eiS(r)/~ (5.22)

em queS(r) é a ação. Substituindo a solução em (5.21) onde a ação é derivada em relação à

coordenada,

−(S ′)2 + i~(S ′′) + p2(r) = 0 (5.23)

Como na dinâmica clássica o momento é a derivada da ação em relação à coordenada. A ex-

pressão anterior pode ser entendida como uma equação do movimento clássico, com exceção do

termoi~(S ′′). SeS for expandido em termos de~, então,

S = S0 + ~S1 +
~
2

2
S2 + ... (5.24)

Pode-se perceber que a aproximação de JWKB trata de uma perturbação em 1a ordem, em que

o sistema não perturbado é o descrito pela mecânica clássica. Substituindo (5.24) em (5.23) e
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agrupando os termos de acordo com a dependência em~, os termos indepententes são(S ′

0)
2 =

p2(r) e os termos com dependencia linear2S ′

0S
′

1 − iS ′′

0 = 0. Dessa forma,

S ′

1 =
ip′(r)

2p(r)
=
i

2

d

dr
ln p(r) (5.25)

ComoS0 já era conhecido, a função de onda semi-clássica em primeiraordem pode ser determi-

nada,

ψ(r) =
1√
p(r)

exp

(
± i

~

∫
p(r)dr

)
(5.26)

A aproximação de JWKB é válida para os casos ondei~(S ′′) << (S ′)2, ou seja,

d

dr

(
~

p(r)

)
<< 1 (5.27)

Este resultado implica que o comprimento de onda de de Broglie deve variar suavemente com a

coordenada, dessa forma a aproximação é válida tanto na região classicamente acessível quanto

na proibida, mas falha no ponto de retorno clássico, em que o momento varia abruptamente.

Portanto deve ser feita uma correção considerando que nesseponto o potencial varia de forma

linear com a coordenada, neste caso ele torna-seEp(r) = E − γ(r − a), sendoγ um coeficiente

angular arbitrário ea o ponto de retorno clássico. Substituindo o novo potencial na equação de

Schrödinger,

−
(
~
2

2µ

d2

dr2
+ γ(r − a)

)
ψ(r) = 0 (5.28)

Essa equação diferencial possui solução analítica que são as funções de Airy, sendo que apenas

umas delas é finita para qualquer valor real. A solução assintótica para as funções de Airy é,

Ai(∞) = π1/2(−z)−1/4 sin

[
2

3
(−z)3/2 + π

4

]
(5.29)
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Sendo,

z = −(
2µγ

~2
)1/3(r − a)

Após algumas operações algébricas, chega-se a função de onda da aproximação de JWKB,

ψ(r) = C(p(r))−1/2 sen

[∫
∞

al

p(r)

~
dr +

π

4

]
(5.30)

sendoal o ponto de retorno clássico. No problema o momento é função dacoordenada, logo ele

varia com a energia potencial e o potencial centrífugo, assim, ele pode ser escrito como

pl(r)/~ =

[
k2 − U(r) +

(l + 1
2
)2

r2

]1/2
(5.31)

O potencial centrífugo para a aproximação JWKB difere do utilizado na abordagem quântica.

Essa substituição é conhecida como correção de Langer [5]. Aexpressão para o cálculo do

deslocamento de fase pelo método JWKB é encontrada igualando-se o argumentos de (5.8) com

o de (5.30),

kr − lπ

2
+ ηl =

1

~

∫
∞

al

pl(r)dr +
π

4

ηl =

∫
∞

al

(
pl(r)

~
− k)dr − kal +

l + 1
2

2
π (5.32)

É importante ressaltar que o formalismo apresentado nesta seção admite somente um ponto de

retorno clássico no potencial efetivo. Para situações com mais pontos de retorno, torna-se neces-

sário uma outra abordagem para a solução do problema, o que não será discutido neste trabalho.

5.5 Comparação entre os métodos

Usando o potencial de interação de Varandas foi calculada a fase em função do momento an-

gular utilizando os três métodos discutidos neste capítulo(método da fase variável, aproximação

60



0 5 10 15 20 25 30 35 40
−20

−15

−10

−5

0

5

 l

 η
l

(a)

0 5 10 15 20 25 30 35 40
−7

−6

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

 l

 η
l

(b)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

 l

 η
l

(c)

Figura 5.1: Cálculo da fase para o sistema He-He utilizando diferentes metodologias. As fases
foram obtidas pela: equação de Calogero (círculos); aproximação de Born (quadrados); apro-
ximação de JWKB (triângulos). As energias de colisão são (a)0,1 eV, (b) 0,01 eV e (c) 0,001
eV.

de Born e aproximação de JWKB). Os resultados encontram-se na figura (5.1). A equação de

Calogero foi integrada de 1,5 Å até 10000 Å. Foi necessário a integração para grandes valores da

coordenada, pois para grandes valores de momento angular, opotencial efetivo converge muito

lentamente. A equação diferencial foi resolvida com o método de Runge-Kutta [47] de 4a e 6a
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ordem com passo variável. As integrais das aproximações de Born e JWKB foram resolvidas

utilizando a quadratura de Gauss-Legendre [29].

Pelas figuras em (5.1) pode-se confirmar as limitações dos métodos aproximados sob algumas

condições. A aproximação de Born como esperado, é válida somente para grandes valores de

momento angular. Para pequenos valores del o choque é quase frontal e a energia potencial

influencia consideravelmente a fase acumulada.

A princípio a aproximação de JWKB deveria ser válida para átomos com grandes massas,

como o iodo, devido ao seu pequeno comprimento de onda [6]. Noentanto, o hélio é um átomo

com massa bastante pequena, e pode-se observar que os resultados são excelentes, sobretudo

para maiores valores de energia. Esse comportamento pode ser explicado usando a condição

dada em (5.27), ou seja, o comprimento de onda deve variar pouco com a coordenada. ComoDe

do He-He é muito pequeno, essa variação também será pequena durante o processo de colisão, o

único caso em que a variação será intensa é no ponto de retornoclássico, mas nesta situação foi

feita a correção com as funções de Airy, como apresentado anteriormente.

Os resultados para JWKB não foram satisfatórios apenas parao espalhamento com energia

igual a 0,001 eV como pode ser observado na figura 5.1(c). Apesar de possuir apenas um ponto

de retorno clássico com essa energia de colisão (figura 5.2),o seu valor é muito próximo ao de

De ≈ 0, 001 eV, logo a função de onda varia consideravelmente com a coordenada, e consequen-

temente, invalidando a aproximação de JWKB.
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Figura 5.2: Potenciais efetivos para diferentes valores demomento angular.

5.6 Teorema de Levinson

Uma aplicação bastante útil e simples para o deslocamento defase é o teorema de Levinson,

que fornece o número de estados ligadosNl que um sistema pode suportar para um dado valor

del, quando a energia de colisão tende a zero [5, 6],

ηl(0) = Nlπ (5.33)

Dessa formaNl é múltiplo deπ. O interessante do teorema é a conexão feita entre o contínuoe o

discreto, ou seja, a partir do espalhamento quântico, onde não há a quantização da energia, podem

ser determinados os níveis discretos de energia. As fases calculadas pela aproximações de Born

e JWKB não são adequadas no uso do teorema de Levinson, por nãoapresentarem resultados

satisfatórios para baixos valores de energia, portanto deve-se usar a equação de Calogero, que

fornece bons resultados nestas condições.
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Calculando a fase pela equação de Calogero e aplicando o teorema (5.33) aos potenciais

apresentados no Capítulo 1, constata-se que quase todos prevêem um estado ligado coml =

0. A exceção foi o modelo proposto por Tang e Toennies que não detectou nenhum estado

ligado. Para valores maiores de momento angular todos os potenciais forneceramNl = 0 .

Experimentalmente foi detectado que o He2 apresenta um estado ligado paral = 0 e nenhum

paral 6= 0 [16]. Portanto, conclui-se que o potencial de Tang e Toennies não é adequado na

descrição deste sistema referente à propriedade discutida.

5.7 Seção de choque quântica

A seção de choque pode ser definida também como a razão entre a corrente que atinge o

detector em uma dada direção e o fluxo incidente [6], Sendo a primeira definida como o número

de átomos por unidade de tempo que chegam ao detector e a segunda o número de átomos que

atravessam uma área definida em um intervalo de tempo. Esta definição dada agora será usada

para deduzir uma expressão quântica para a seção de choque diferencial. A expressão quântica

para a densidade de corrente é dada por [53],

~j = − i~

2µ
(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) (5.34)

Substituindo as função de onda incidente e espalhada na expressão anterior, são obtidos os resul-

tados das densidades de corrente das mesmas, que são respectivamente,

~Jinc =
k~

µ

~Jesp =
k~

µr2
|f(θ)|2
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A probabilidade do átomo espalhado passar por uma dada região é encontrada multiplicando a

densidade de corrente por um elemento infinitesimal de áreadA = r2dω [49]. Tal probabilidade

dividida pela densidade de corrente incidente é a seção de choque diferencial,

dσ =
~Jesp
~Jinc
dA

dσ

dΩ
= |f(θ)|2 (5.35)

Portanto a probabilidade de encontrar um átomo espalhado emuma dada direção é simplesmente

o quadrado da amplitude de espalhamento. Na seção 5.1 foi dada a expressão para a amplitude

de espalhamento.

Sobre a seção de choque total, ela pode ser encontrada fazendo-se a integração sobre todos

os ângulos,

σ =

∫ π

0

|f(θ)|2sen(θ)dθ

σ =
4π

k2

∞∑

l=0

(2l + 1)sen2(ηl) (5.36)

A seção de choque total para partículas idênticas tem uma ligeira modificação. Se as partículas

obedecerem a estatística de Bose, como no caso do He4, são levados em consideração somente

os momentos angulares pares para o cálculo [54].

A seção de choque total para o sistema He-He, descrita pelo potencial de Varandas, foi calcu-

lada utilizando os diferentes métodos para a determinação da fase. Os resultados encontram-se

na figura 5.3. Como pode ser observado, mais uma vez a aproximação de Born se mostra total-

mente inadequada no cálculo, devido aos resultados ruins obtidos na determinação da fase para

pequenos valores del. Em relação à aproximação de JWKB, ela se mostrou bastante eficiente

para o cálculo dessa propriedade, como pode ser observado comparando o resultado com o valor

exato.
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Figura 5.3: Seção de choque total em função da energia de colisão para o He-He. A fase utilizada
em (5.36) foi calculada pelos diferentes métodos descritosneste capítulo.
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5.8 Matriz de espalhamento

As funções de Ricatti-Bessell podem ser escritas como uma combinação linear, de tal forma

que elas se adeqüem as funções de Hankel [26],

u+l = gl + ifl

u−l = gl − ifl (5.37)

Sendou+l eu−l respectivamente a onda incidente e espalhada. Fazendo uma combinação linear

das duas funções de Hankel,

ul = αu−l − βu+l (5.38)

Comα eβ sendo a amplitude dessas ondas. Define-se como matriz de espalhamento a razão das

amplitudesSl = β/α. Para o espalhamento elástico ela é uma matriz com apenas um elemento e

para colisões inelásticas, ela envolve os diferentes estados com as respectivas probabilidades de

acoplamento. Substituindo a matriz de espalhamento em (5.38),

ul = u−l − Slu
+
l (5.39)

Como a matriz de espalhamento representa a razão de fluxo, a normalização da função de onda

total não é relevante, podendo ser considerada como unitária. A funçãoul pode ser escrita expli-

citamente em termos das funções de Ricatti-Bessel a partir da definição de uma nova variável, a

matrizK. Com esta substituição (5.39) torna-se,

ul = fl +Kgl (5.40)
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A relação entre as matizesK eS é dada por,

K =
1− Sl

i(1 + Sl)
(5.41)

Para fins práticos a matrizK é calculada antes da matrizS, assim após algumas manipulações

algébricas, a matrizS pode ser escrita em temos daK,

Sl =
1 + iKl

1− iKl

=
1−K2

l

1 +K2
l

+ i
2Kl

1 +K2
l

(5.42)

Com isso são separadas as partes real e imaginária da matrizS. Essa propriedade pode ser

definida também como,

Sl = e2iηl (5.43)

Para obtenção da fase pode-se escrever (5.43) na forma trigonométrica,Sl = cos(2ηl)+isen(2ηl),

assim o deslocamento de fase será,

ηl =
1

2
tg−1

(
imag(Sl)

real(Sl)

)
(5.44)

Sendo as partes reais e imaginárias dadas respectivamente pelo primeiro e segundo termo em

(5.42). Surge um problema na determinação da fase a partir damatriz de espalhamento. Como

a imagem da função arco-tangente é apenas de−π/2 à+π/2, para situações em que a fase fica

fora deste limite, seu valor não pode ser determinado exatamente.

A definição da matrizSl é de grande importância no espalhamento quântico, especialmente

por simplificar o formalismo no estudo de colisões inelásticas. Ela é a propriedade encontrada

quando deseja-se determinar as propriedades do espalhamento propagando o método renormali-

zado de Numerov, como será visto na próxima seção.
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5.9 Método Renormalizado de Numerov

Uma forma de resolver numericamente a equação de Schrödinger unidimensional para qual-

quer potencial é usando o método de Numerov [55]. Tomando a equação (5.2) e fazendo as

seguintes substituições [26]

Q(r) = k2 − U(r)− l(l + 1)

r2

u(r) = ψ(r)/r

a equação de Schrödinger torna-se,

(
d

dr2

)
u(r) +Q(r)u(r) = 0 (5.45)

A solução numérica dessa equação pode ser encontrada somando ψ(r + h) com ψ(r − h) e

fazendo a expansão em Taylor. Se os termos maiores ou iguais ah6 forem desconsiderados, a

expressão geral para o método de Numerov torna-se,

[1− T (r + h)]ψ(r + h)− [2 + 10T (r)]ψ(r) + [1− T (r − h)]ψ(r − h) = 0 (5.46)

sendoT (r) = −h2Q(r)/12. Doravante será adotada a notação em queun = u(r0 + nh) e de

forma similar para as demais funções dependentes der, então,

un−1 = u(r0 − h)

un = u(r0)

un+1 = u(r0 + h)
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O método renormalizado de Numerov é obtido fazendo-se duas transformações em relação ao

método original [56],

Fn = [1− Tn]un (5.47)

Rn = Fn+1F
−1
n (5.48)

Assim a expressão geral para a propagação do método renormalizado de Numerov torna-se,

Rn = (1− Tn)
−1(2 + 10Tn)− R−1

n−1 (5.49)

Pela relação de recorrência estabelecida em (5.47), sabendo-se o valor deRn−1 é possível encon-

trarRn. A determinação do valor deR0 para a propagação deve serR(r0) = ∞, poisu(r0) = 0

eψ(r1) 6= 0.

Podem ser destacadas duas vantagens do método renormalizado de Numerov em relação ao

da equação (5.46). Primeiro, no método de Numerov é necessário o estabelecimento de duas

quantidades iniciais para a sua propagação, no casoTn−1 e Tn, já no renormalizado é necessá-

rio estabelecer um único valor deRn. Mas o principal benefício é o fato deRn ser calculado

comoFn+1F
−1
n , dessa forma a função varia suavemente o que facilita bastante no procedimento

computacional.

O método renormalizado de Numerov pode ser aplicado no espalhamento quântico resolvendo-

se normalmente (5.49). A propagação deve ser feita até um valor da coordenada em que o po-

tencial interatômico passa a ser desprezível, denominado comoRmax. A partir desse ponto a

solução é a combinação linear das funções de Ricatti-Bessell dada por (5.40). Como a função

de onda e a sua derivada primeira devem ser contínuas em um ponto, surge uma fase acumulada

referente ao potencial interatômico nas funções de Ricatti-Bessel.
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A solução para valores maiores queRmax pode ser encontrada combinando a equação (5.40)

com a definição em (5.48),

Fn = Jn +NnK (5.50)

sendoJn = (1− Tn)jl eNn = (1− Tn)gl. Portanto, a matrizK pode ser facilmente encontrada

usando a relação em (5.48),

K = (RnNn −Nn+1)
−1(RnJn − Jn+1) (5.51)

Sabendo-se a matrizK, pode-se encontrar a parte real e imaginária da matriz de espalhamento

usando (5.42). Com a matrizS é possível calcular por exemplo, a seção de choque total retirando

a fase de (5.44). A ambiguidade da fase não interfere no cálculo dessa propriedade, uma vez que

sen2(−π/2 + η) = sen2(π/2 + η).

O cálculo da seção de choque total para o He-He usando o métodorenormalizado de Nume-

rov encontra-se na figura 5.4, que foi comparada com os resultados obtidos com a equação de

Calogero.
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Capítulo 6

Análise sensitiva em propriedades do

espalhamento quântico e semi-clássico

Grande parte dos problemas em ciência, passíveis de modelagem teórica, podem ser descritos

por equações do tipo,K(f) = g. A quantidadeg é um conjunto de parâmetros externos do

sistema em estudo, podendo ser dados experimentais ou um resultado teórico. A grandezaf

representa os dados de entrada do modelamento, muitas vezesinacessíveis por medidas diretas

e por sua vez,K é a equação que descreve o processo em estudo [57]. Tomando umexemplo

no espalhamento clássico, a seção de choque diferencial seria representada porg enquanto a

energia potencial seria a grandezaf . Já a quantidadeK seria representada por dois passos, o

primeiro seria a transformada integral que fornece o ângulode espalhamento a partir do potencial,

enquanto o segundo, é a relação que fornece a seção de choque apartir do ângulo.

Potenciais diferentes irão fornecer resultados diferentes e nesse contexto pode-se perguntar

quão precisa terá de ser a energia para que o resultado estejadentro do erro experimental. Ou

seja, de quanto a seção de choque seria afetada por uma pequena mudança na energia potencial?

Esse tipo de problema, que tem uma aplicação bastante geral,é assunto da análise sensitiva, que

é uma técnica numérica que possibilita formalmente a quantificação da variação deg em relação
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a f . Uma aplicação importante dessa abordagem seria na avaliação da perda de informação,

inerente ao cálculo de qualquer propriedade. Na determinação de uma grandeza macroscópica a

partir de outra microscópica, uma série de passos devem ser seguidos. Durante esse processo de

modelamento as informações microscópicas sobre cada ente constituinte do sistema, são perdidas

e preteridas a favor de uma manifestação global. Esse perda pode ser quantificada avaliando a

sensibilidade do processo [58].

Tradicionalmente, a análise sensitiva possui ampla aplicação nos campos da engenharia, so-

bretudo na otimização de processos [59]. Entretanto o seu emprego na química vem crescendo

recentemente em diferentes áreas, como termodinâmica [60-63], cinética química [38] e dinâ-

mica [64]. Especificamente em espalhamento, H. Rabitz e colaboradores desenvolveram nas

décadas de 80 e 90 vários trabalhos abordando o assunto [65-68].

Neste capítulo será avaliada a sensibilidade do número de estados ligados frente aos parâme-

tros dos potenciais apresentados no Capítulo 1. Além disso será feito a análise sensitiva da fase

e da seção de choque total em relação aos parâmetros do potencial de Varandas.

6.1 Formulação matemática

A análise sensitiva de um sistema pode ser procedida de duas formas, na forma paramétrica

ou funcional [58]. Na primeira, são avaliados como a variação nos parâmetrospi, que não depen-

dem de outras variáveis, afetam no valor de uma propriedade calculadaQ. A análise sensitiva

paramétrica pode ser generalizada em uma expansão de Taylor[63],

δQ =

N∑

i

δQ

δpi
δpi +

N∑

i

N∑

j

δ2Q

δpiδpj
δpiδpj + ... (6.1)

sendoN o número de parâmetros do modelo. O primeiro e segundo termo da expansão corres-

pondem respectivamente aos coeficientes de sensibilidade de primeira e segunda ordem. Espe-
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cificamente para o espalhamento, as propriedadespi poderiam ser parâmetros do potencial, já

a propriedadeQ poderia ser qualquer uma que foi apresentada neste trabalho, por exemplo, o

ângulo de espalhamento ou o deslocamento de fase. Entretanto, tem-se o costume de escolher

propriedades que possam ser medidas experimentalmente para avaliação da sensibilidade, por

exemplo, a seção de choque.

Na outra forma de análise sensitiva, a funcional, em vez de variar separadamente parâmetros

independentes para a avaliação da sensibilidade, são variadas funções dependentes de outras

variáveis. A sensibilidade na forma funcional pode ser representada por [60],

δQ(f(x)) =

∫
δQ(f(x))

δf(x)
dx (6.2)

Para o exemplo do espalhamento, a funçãof(x) pode ser a superfície de energia potencialEp(r)

que é dependente da coordenada.

6.2 Análise sensitiva paramétrica em relação aos estados liga-

dos

No capítulo anterior foi visto que, aplicando-se o teorema de Levinson nos potenciais dados

no Capítulo 2 todos, exceto o de Tang e Toennies, forneceram um estado ligado para o sistema

hélio-hélio com momento angular igual a zero. Portanto, quanto é necessário variar os parâme-

tros do potencial de Tang e Toennies para que o primeiro estado ligado apareça? Em relação

aos demais potenciais, sobre quais condições paramétricasnão existe estado ligado, ou surge o

segundo estado ligado para sistema hélio-hélio?

Uma alternativa para a solução de tais questionamentos é fazer a análise sensitiva paramétrica

do sistema. Nesse caso foram feitas variações nos parâmetros de cada potencial buscando avaliar

como os estados ligados previstos pelo teorema de Levinson são afetados com essas mudanças.
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Os resultados estão dispostos na tabela 6.1, onde são apresentadas as variações percentuais ne-

cessárias para que não exista estado ligado, ou surja o segundo estado. Em todas as situações

admitiu-se quel = 0. Como o modelo de Tang e Toennies não prevê estado ligado, as variações

nos seus parâmetros foram feitas visando o seu surgimento.

Alguns parâmetros são poucos sensíveis e influenciam muito pouco na ocorrência dessa pro-

priedade. Portanto, aqueles que necessitam de uma variaçãomaior que 30% não foram apre-

sentados na tabela 6.1. Entre estes estão os coeficientes de dispersão (Cn) com n maior que

10.

Tabela 6.1: Alteração paramétrica percentual necessária para o desaparecimento do estado ligado
do sistema hélio-hélio para diferentes potenciais.

Jarzen e Aziz TT Jeziorska et.al Varandas

A +5,24% A -0,89%1 β -0,304% α0 -9,48%

α -0,54% b +0,07%1 +26,5%2 α1 +6,78%

β -3,13% C6 +0,47%1 b -3,51 % β0 -9,64%

δ -2,98% C8 +2,02%1 B′ -23,6% β1 +12,7%

C6 -2,41% C10 +6,09%1 D -4,16% ρ +3,34%

C8 -11,8% C6 -2,33% C6 -2,13%

p1 -2,41% C8 -10,6% C8 -9,65%

D +4.10%

γ +4.03%

re +0.30%

1Variação necessária para surgimento do primeiro estado ligado.
2Variação necessária para surgimento do segundo estado ligado.

Observando os resultados, percebe-se que os mais sensíveissão os coeficientes presentes nas

partes exponenciais dos potenciais, como oβ do potencial de Jeziorska et.al. e oγ do modelo

de Varandas. Esses resultados são esperados, uma vez que em funções exponenciais pequenas

mudanças fornecem grandes variações no valor total da função. Sobre a sensibilidade dos coefi-

cientes de dispersão, observa-se que são bastante parecidas para os casos em que o modelo que
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descreve o sistema possui um estado ligado, sobretudo nos primeiros coeficientesC6 eC8, em

que a diferença de sensibilidade em relação aos modelos é inferior a 0,3% para oC6 e 2,3% para

o coeficiente comC8. Um fato interessante é a sensibilidade dore do potencial de Varandas, que

indica o valor da coordenada no equilibrio. A presença do estado ligado é extramente sensível em

relação a esse parâmetro, que também está presente em funçãoexponencial. Com isso a posição

de menor energia influenciará consideravelmente no número de possíveis estados ligados.

Com esses resultados, pode-se concluir de que a parte repulsiva do potencial, onde estão

presentes as funções exponenciais dos modelos, exercem grande influência na existência ou não

dos estados ligados.

6.3 Sensibilidade da seção de choque total

Para proceder a análise sensitiva paramétrica da seção de choque total, foi feita uma pequena

variação em cada parâmetro do potencial de Varandas, especificamente um aumento de 0,1%, e

calculou-se a derivada,
δσ

δpi
=

σ̃ − σ

1× 10−3
(6.3)

sendõσ a seção de choque calculada variandopi eσ a propriedade calculada sem a variação. Para

os cálculos foram utilizados a aproximação de JWKB e o métodorenormalizado de Numerov.

Foram escolhidas estas duas metodologias por possuírem um menor custo computacional se

comparados ao método da fase variável. A equação de Calogeroapresenta por volta do dobro do

custo em relação aos outros dois métodos. Além disso a aproximação de JWKB apresentou bons

resultados no cálculo da seção de choque total. A análise sensitiva paramétrica da propriedade

em estudo pode ser conferida nas figuras 6.1, 6.2, 6.3 e 6.4.

Especificamente, a figura 6.1 apresenta os resultados da sensibilidade da seção de choque em

relação aos coeficientes de dispersãoCn. São apresentados os dados somente para os parâmetros

C6, C8, C10. Em relação aos demais coeficientes de dispersão, comn > 10, os seus resultados
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Figura 6.1: Sensibilidade da seção de choque total em relação aos coeficientes de dispersão.
Seção de choque calculada pelo (a)Método renormalizado de Numerov e (b)aproximação de
JWKB.

foram omitidos por perturbarem pouco a propriedade calculada. Primeiramente, observa-se uma

oscilação na sensibilidade devido à presença da função senona expressão (5.36). Comparando

os resultados entre os diferentes coeficientes, percebe-seque a sensibilidade diminui com o au-

mento den, isso ocorre porqueC6,C8 eC10 são parâmetros de funções do tipor−6, r−8 e r−10

respectivamente. A sensibilidade deve ser negativa, pois osCn são parâmetros do potencial de

longo alcance, com isso um aumento em seus valores torna o potencial mais atrativo, e conse-

quentemente, diminui o valor da seção de choque. Entretantopara colisões com baixa energia

a parte atrativa tem grande influência sobre a intensidade deespalhamento, logo um potencial

atrativo mais forte aumentará a seção de choque. Esse comportamento é observado somente para

energias muito pequenas, especificamente abaixo de 0,05 eV,uma vez que a energia de dissoci-

ação do sistema He2 é próxima a10−3 eV. Mesmo que a escala dos gráficos nas figuras 6.1(a) e

6.1(b) estejam diferentes, pode-se perceber que a perturbação na seção de choque é muito pare-

cida para os dois métodos, apesar da sensibilidade para a aproximação de JWKB ser bem maior

para pequenos valores de energia.
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Figura 6.2: Sensibilidade da seção de choque total em relação aos parâmetros da função de
amortecimento. Seção de choque calculada pelo (a)Método renormalizado de Numerov e
(b)aproximação de JWKB.

A sensibilidade referente aos parâmetros da função de amortecimento são apresentados na

figura 6.2. Pelas equações (2.10), (2.11) e (2.12), percebe-se que um aumento nos parâmetros

α0 e β0 torna o potencial atrativo mais forte, enquanto que o aumento emα1 e β1 e ρ torna-o

mais fraco. Essa expectativa reflete-se na seção de choque, pois essa propriedade possui uma

sensibilidade negativa frente aos dois primeiros e uma sensibilidade positiva em relação aos

outros três.

Sobre a análise sensitiva dos parâmetros do potencial repulsivo de Hartree-Fock, seus resul-

tados encontram-se nas figuras 6.3 e 6.4. Como os coeficientesa3 e a4 são pouco sensíveis,

seus valores não foram apresentados. Pela equação (2.8) pode-se perceber que o aumento de

todos os parâmetros torna o potencial repulsivo mais forte.No entanto, cabe uma observação

sobre o parâmetrore. Na expressão (2.8) ele está presente em duas partes da formafuncional,

na exponencial e no somatório. No primeiro caso, o seu aumento contribui para um potencial

atrativo maior, enquanto no segundo ele o torna menor. A influência dere no termo exponencial

predomina, e muito, sobre a do somatório, pois a sensibilidade da seção de choque é positiva,
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Figura 6.3: Sensibilidade da seção de choque total em relação aos parâmetrosa0 e a1. Seção de
choque calculada pelo (a)Método renormalizado de Numerov e(b)aproximação de JWKB.
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Figura 6.4: Sensibilidade da seção de choque total em relação a alguns parâmetros do po-
tencial repulsivo. Seção de choque calculada pelo (a)Método renormalizado de Numerov e
(b)aproximação de JWKB.

como pode ser observado nas figuras 6.4. Além disso esse é o parâmetro que apresenta uma

maior perturbação no cálculo da seção de choque.
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6.4 Sensibilidade da fase

Para o cálculo da seção de choque total, primeiro deve-se conhecer a fase acumulada na

onda espalhada. Portanto, uma forma de compreender melhor ainfluência dos parâmetros do

potencial no espalhamento é fazendo a análise sensitiva paramétrica em relação a essa grandeza.

Esse procedimento possibilita uma confirmação dos argumentos anteriores além de trazer novas

informações em relação à sensibilidade da propriedade em estudo.
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Figura 6.5: Análise sensitiva da fase em relação a alguns parâmetros do potencial atrativo.
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Figura 6.6: Análise sensitiva da fase em relação a alguns parâmetros do potencial repulsivo.

Assim como no exemplo da seção de choque total, podem ser encontradas similaridades na

sensibilidade da fase. Como discutido anteriormente (Capítulo 5, figura 5.1), para pequenos va-

lores de momento angular, o movimento dos átomos sofre a influência do potencial repulsivo,

que se manifesta como uma fase negativa. Já para grandes valores del, o potencial atrativo do-

mina o movimento do sistema e provoca uma fase acumulada positiva. Portanto, um aumento

nos parâmetros do potencial atrativo (C6 e α0) tornará a fase mais positiva, enquanto um au-

mento nos parâmetros do potencial repulsivo (D e γ) tornará a fase mais negativa. Com isso, a
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sensibilidade da fase frente aos parâmetros do potencial atrativo deve ser positiva, enquanto aos

do potencial repulsivo deve ser negativa.

Na análise sensitiva da seção de choque total percebe-se queo seu valor diminui muito pouco

com o aumento da energia, os resultados das figuras 6.5 e 6.6 podem explicar esse comporta-

mento. A sensibilidade da fase para pequenos valores del é relativamente grande, sobretudo

para grandes valores de energia. Este resultado está de acordo com os dados na figura 5.1, em

que foi visto que a fase para pequenos valores de momento angular é relativamente grande e

aumenta para maiores valores de energia. Com isso, o espalhamento permanece intenso, mesmo

que a energia seja grande.
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Capítulo 7

Considerações Finais

Neste trabalho foi realizado um estudo do espalhamento elástico para o He2, usando as abor-

dagens clássica, quântica e semi-clássica. Inicialmente,no Capítulo 1, foram apresentados alguns

modelos de potencial para o sistema. Esses modelos foram utilizados no Capítulo 2, avaliando o

comportamento do ângulo de espalhamento em função do parâmetro de impacto. Como os resul-

tados foram qualitativamente parecidos decidiu-se usar o potencial mais recente como protótipo

para o estudo, no caso o modelo proposto por Varandas.

No Capítulo 4, o problema do espalhamento clássico foi estudado em uma forma inversa pelo

método de Firsov. Usando essa metodologia, é possível a obtenção do ângulo de espalhamento e

por conseguinte, a recuperação da energia potencial do sistema. A principio examinou-se a efici-

ência da segunda parte do processo (determinação do potencial a partir do ângulo). Concluímos

que o método é matematicamente consistente pois foi possível obter toda a curva de potencial

para o He2. A energia tem um papel fundamental no processo, pois ela define o valor máximo

a ser recuperado do potencial repulsivo, além de determinara qualidade da inversão na parte

atrativa.

Mesmo sendo matematicamente consistente, a recuperação detodo o potencial pelo método

de Firsov tem suas limitações, pois é impossível obter ângulos menores querainbow a partir
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da seção de choque diferencial, assim, para fins práticos é possível recuperar somente a parte

repulsiva do potencial. Nesse processo foram simulados dados experimentais da seção de cho-

que diferencial, para ângulos maiores querainbow, com erro aleatório de até 10 %. Os ângulos

menores foram determinados por uma extrapolação utilizando o potencial de Lennard-Jones. O

método se mostrou bastante eficiente na inversão do potencial repulsivo, uma vez que o pri-

meiro passo do algoritmo é pouco sensível a possíveis erros experimentais. Esse estudo indicou

que a metodologia pode ser usada na validação e na adição de informação no estudo de forças

intermoleculares.

O espalhamento quântico foi estudado no capítulo 5. Foi apresentado o comportamento da

função de onda e a importância do deslocamento de fase no estudo de colisões atômicas. Três

métodos para o cálculo da fase foram apresentados (equação de Calogero, aproximação de Born

e aproximação de JWKB). Este último consiste em um método semi-clássico que pode ser en-

tendido como uma perturbação na equação clássica do movimento. Calculando a fase e a seção

de choque total sobre o potencial de Varandas, percebeu-se que aproximação de Born não é ade-

quada no estudo do sistema, enquanto a aproximação de JWKB forneceu excelentes resultados,

exceto para valores muito baixos de energia. Os resultados das aproximações foram comparados

com os obtidos pela equação de Calogero, que consiste em um formalismo exato para o cálculo

da fase. Usando também a equação de Calogero aplicou-se o teorema de Levinson sobre os

diferentes potenciais apresentados no Capítulo 2. Somenteo potencial de Tang e Toennies não

apresentou estado ligado para o sistema He-He, com isso ele não é adequado na descriçao do sis-

tema. No mesmo capítulo, foi apresentado o método renormalizado de Numerov, que apresenta

um formalismo um pouco distinto para o cálculo da seção de choque. Com esse procedimento é

calculada a matriz de espalhamento, que representa a razão de fluxo entre a onda espalhada e a

incidente, e a partir dela é possível o cálculo das propriedades do espalhamento.

No último capítulo foi levantada a sensibilidade de algumaspropriedades do espalhamento

quântico frente a parâmetros dos potenciais dados no Capítulo 2. Primeiramente foi determinado
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como cada parâmetro dos potenciais influenciam na presença do estado ligado para o dímero de

hélio. Foi visto que os parâmetros do potencial repulsivo exercem grande influência na presença

desta propriedade. Também foi feita a análise sensitiva paramétrica da seção de choque total e da

fase. Pôde-se perceber um padrão no comportamento dessas propriedades de acordo com a varia-

ção dos parâmetros do potencial de Varandas. Por exemplo, osparâmetros do potencial repulsivo

possuíam uma sensibilidade positiva em relação à seção de choque e uma sensibilidade negativa

em relação à fase, enquanto os parâmetros do potencial atrativo possuem um comportamento

contrário.

A discussão no Capítulo 6 foi apenas um estudo preliminar da análise sensitiva, uma vez que

essa abordagem possui aplicações mais amplas e gerais. Por exemplo, ela é uma ferramenta bas-

tante útil na resolução de problemas inversos. Além de avaliar quais são as melhores condições

de inversão, a análise sensitiva permite a inversão do operadorK (notaçãoK(f) = g usada no

começo do Capítulo 6). Se a relação entreg e f for linear o problema resume-se na inversão do

operador. No entanto, se a relação entre essas grandezas nãofor linear a propriedadeg pode ser

obtida a partirf levantando a sensibilidadeS entre ambas, com issoSδf = δg. Portanto a re-

solução do problema inverso passa pela inversão do operadorsensibilidade [69]. Para a maioria

das situações em que o problema inverso não possui solução analítica, a sua resolução deve ser

procedida dessa forma. Como a recuperação da energia potencial a partir da seção de choque

diferencial, utilizando o método de Firsov, possui soluçãoanalítica, não foi necessário usar esse

formalismo para a sua determinação. Para os demais casos a inversão do operadorS deve ser

procedida numericamente.
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Anexos

O trabalho desenvolvido no Capítulo 4, sobre o método de inversão de Firsov, foi aceito

para publicação no periódicoInternational Journal of Quantum Chemistrycom o título: "From

Deflection Function to Potential Energy: A Firsov Approach Critical Analysis".
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From Deflection Function to Potential Energy:
A Firsov Approach Critical Analysis
Márcio Oliveira Alves,[a] Jessé Moreira Oliveira,[a] Nelson Henrique Teixeira Lemes,[b]
and João Pedro Braga∗[a]

The Firsov inverse method was used to retrieve potential energy
for helium–helium system from deflection function. Using a com-
bination of accurate simulated data for large deflection function
and a Lennard–Jones type potential for smaller values, it was
possible to recover the short-range potential in excellent agree-
ment with the theoretical results. Errors in the deflection function
ranged from 1 to 10% with a collision energy from 2 × 10−3 to
2 eV. Inverted potential were obtained with a precision from 2 to

8%. This study explores the possibility to use Firsov approach for
small collision energy, unlike the previous work on the subject.
The method was proved to be robust, stable against experimental
error, and very easy to be implemented numerically. © 2012 Wiley

Periodicals, Inc.

DOI: 10.1002/qua.24031

Introduction

AQ1

Potential energy function establishment is an essential step in
any physical-chemistry process, and this can be achieved by a
direct or an inverse approach. In a direct scheme, the set of
parameters, from a given functional form, can be adjusted to
reproduce a property. For example, potential parameters were
fitted to reproduce vibrational transition, second virial coefficient,
and total cross-section.[1] In the inverse methodology one may
try to find the potential energy function from experimental data,
such as inverting elastic differential cross-section[2] or inelastic
nonadiabatic process.[3] This will produce quality potential for
the property under consideration. Inherent experimental error
has to be considered in this case, which will classify this inversion
methodology as an ill-posed problem.

Inverse ill-posed problems are defined such that one of
the three conditions, existence, unicity, and continuity, are not
satisfied.[4] Among the numerical technique to solve inverse ill-
posed problem, which include the Tikhonov regularization[5] or
the singular value decompostion,[6] there is also the possibility
to use a dynamical learning methodology.[7] This technique has
been used to invert data in magnetic resonance,[8] chemical
kinetics,[9] thermodynamics[10] quantum scattering,[2] and spec-
troscopic data.[11] All these inverse problem applications have in
common a numerical inverse kernel calculation, as no analytic
solution was possible.

Analytical inverse kernel with practical application is very rare,
in special for a nonlinear inverse problem. An exception is the
inverse kernel from the deflection function to the potential
energy function, as developed by Firsov.[12, 13]

In the potential energy retrieved from scattering properties,
two steps are needed: (a) obtaining the deflection function
from differential cross-section; (b) recovering the potential from
deflection function by Firsov method. In this work, methodology
in the last step will be applied to invert short-range potential
taking as a reference the helium–helium system. Testing the
stability and robustness of the method will also be presented.

Very precise potentials[14, 15] are available for the helium–helium
system, which motivated the chosen system. As will be shown,
quantum differential cross-section for He He using Varandas
potential, is identical with the available experimental results.[16]

Therefore, this potential is taken as a reference and will give
the experimental data. Number of experimental points to be
inverted and experimental errors will be easier to handle by
adopting this procedure.

Critical analysis will be carried out by considering errors in
the data up to 10%, as in the experimental results. Exacteness
of the algorithm is also tested with no simulated data errors. A
combination of experimental and a simple Lennard–Jones poten-
tial simulation will provide necessary information to recover the
short-range potential. Comparison with the reference potential
will be discussed. This sort of analysis presented here is impor-
tant for further application on the Firsov approach, whenever
experimental data are available for other systems.

AQ5

AQ6

Theoretical Methodology

Previous Firsov inversion at high energies

Although mathematically consistent, two aspects about the Firsov
algorithm have to be considered. First, it is a classical mechanics
inversion and quantum effects have to be minimized. From a
classical point of view, this corresponds to invert deflection

[a] M. O. Alves, J. M. Oliveira, J. P. Braga
Departmento de Química, Universidade Federal de Minas Gerais, 31270-901,
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function for repulsive potential or more precisely for angles
greater than rainbow, χr .[17] Second, deflection function is not an
available experimental quantity but rather the differential cross-
section. Extracting this property from differential cross-section
has therefore to be considered.

Firsov approach was explored theoretical and in an indepen-
dent way by Keller et al.[18] Retrieving Coulomb law analytically,
from Rutherford differential cross section, is an interesting and
pedagogical aspect of this article. The first Firsov procedure using
experimental data was carried out by Lane and Everhart[19] in
which the interaction potential between rare gas and their ions
were recovered at energies ranging from 25 to 100 keV. Yakovlev
and Bashirov[20] also inverted potential for noble gas ions at
25 keV. Part of repulsive helium–helium interaction potential was
retrieved from high energy differential cross-section in 1987 by
Lambrakos and Peterson,[21] for collision energies from 500 to
1000 eV. More recently, Zinoviev[22] also obtained the potential
between cations and rare gases at 1.5–300 keV using the Firsov
approach.

AQ2

All these studies have in common data for a very high collision
energies. Except for the Lambrakos work, all the mentioned
references involve ions species. Inverting data with ions are
appropriate for the Firsov approach, as in this regime quantum
effects will be less important. For such energies, no rainbow
deflection function will be present. However, even for data at
500 eV[21] the energy will be too high to infer about potential
quality.

Firsov method

Potential energy function, Ep(R), and deflection function, χ , are
related by,[23]

χ = π − 2b

∫ ∞

Rc

dR

R2
(

1 − b2

R2 − Ep(R)

E

)1/2 (1)

in which b is the impact parameter, Rc is the turning point, and
E is the collision energy. Deflection function calculation, from
a given potential energy function, is a relatively simple task.
The Gauss–Chebyshev quadrature[24] is appropriate to solve this
direct problem, for it will remove the singularity at R = Rc.
Conversely, for a given deflection function values, calculation
of the potential energy function is a much more complicated
problem. What is the potential energy if the deflection function
as a function of impact parameter is given? This answer is given
by the Firsov approach.

The first step to obtain the analytical inverse kernel in eq. (1)
consists to change variables as,

s(R) = R2

(
1 − Ep(R)

E

)
(2)

transforming eq. (1) to,

χ = π −
∫ ∞

b2

2b(
s − b2)1/2

d ln R

ds
ds (3)

since dR
R = d ln R = d ln R

ds ds. Integration limits were obtained

by conserving collision energy for E = Ep(Rc) + Eb2

Rc
. Therefore,

s(Rc) = b2 and limR→∞ s(R) → ∞.
If the potential energy is zero one has s(R) = R2 and d ln R

ds = 1
2s

and χ = 0. From eq. (3), it is obtained

π =
∫ ∞

b2

b

(s − b2)1/2

1

s
ds (4)

Therefore, eq. (3) can be rewritten as,

χ(b, E) =
∫ ∞

b2

d ln
(

s
R2

)
ds

bds

(s − b2)1/2
(5)

Multiplying both sides by (b2 − u2)−1/2, integrating over b,
from b = u to b = ∞ and using the Dirichlet identity[12] one
obtains,

I(u) = 1

π

∫ ∞

u

χ(b, E)db

(b2 − u2)1/2
= ln

(
R

u

)
(6)

That is the basic equation from which inversion is to be calculated.
In the Firsov method, one has to first calculate the function

I(u) for a range of u, imposed by energy conservation. Minimum
value of u will be at the turning point, whereas for large values
it will approach the radial coordinate. From the calculated I(u)

one has

R(u) = ueI(u) (7)

and from eq. (2),

Ep(R) = E(1 − e−2I(u)) (8)

Therefore, each point in the potential energy curve is obtained
from the deflection function χ(b, E). The main steps in the Firsov
algorithm are summarized as,

1. Initial range for u;
2. Solution of the integral eq. (6);
3. Scattering coordinate from eq. (7).
4. Potential energy at the calculated scattering coordinate,

eq. (8).
Simulated deflection function were used to calculate the inte-

gral I(u), as in eq. (6). The Gauss–Chebyshev quadrature is also
appropriate to perform this integration, although a simple trans-
formation has to be carried out. With the transformation x = u

b

into I(u) one obtains,[25]

I = 1

π

∫ 1

0

χ
(

u
x , E

)
dx

x(1 − x2)1/2
(9)

Convergence criteria will depend on the potential range to be
inverted, as will be discussed, but it can vary from few points
to a thousand of points.

2 International Journal of Quantum Chemistry 2012, 00, 000–000 http://WWW.CHEMISTRYVIEWS.ORG
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Potential energy

A recent potential[14] will be used to test the inversion procedure.
This potential, henceforth, labeled as Varandas potential, as a
function of coordinate R is given by adding the short- and
long-range parts in the form,

Ep(R) = VHF(R) + Vcor(R) (10)

The Hartree–Fock contribution is given by,

VHF(R) = D

(
1 +

4∑
i=1

ai(R − Re)
i

)
exp(−γ (R − Re)) (11)

in which the parameter Re is the equilibrium distance, γ is related
to the potential strength, and D is related to the repulsive part
of the short range. About the long-range part of the potential
as,

Vcor(R) = −
∑

n=6,8,10−16

Cnχn(R)R−n (12)

with

χn(R) = [1 − exp(−AnR/ρ − BnR2/ρ2)]n

An = α0n−α1

Bn = β0n−β1n

The function χn(R) is a damping function that smooths the
transition region between repulsive and attractive potentials.
The parameters An, Bn, α0, β0, α1, and β1 are used to describe
the behavior of this damping function. For completeness, the
necessary data to define this potential are reproduced in Table 1.T1

Table 1. Parameters for the helium potential.[14]

D 2.909582149142803 × 10−5 β1 0.09574
α0 16.36606 C6 1.4646
α1 0.70172 C8 14.112
a1 −2.677678262034801 × 10−1 C10 178.13
a2 2.345720241868299 × 10−2 C11 −76.7
a3 1.459174818996908 × 10−2 C12 3093
a4 1.237617600368155 × 10−5 C13 −3806.0
Re 5.60323206384019 C14 72016
γ 2.17613250152118 C15 −171000.0
ρ 10.9424025 C16 2276994
β0 17.19338

All quantities are in atomic units.

Results and Discussion

Algorithm consistency

AQ3

Consistency of the algorithm will be investigated. This will be
tested for the situation in which χ(b, E) is given from b = 0 to
very large values, using the potential as in eq. (10). The method
robustness can be seen in Figure 1, as the whole potential canF1

Figure 1. Inverted potential (bullet) and exact potential (full line) for 2 ×
10−2 eV total energy.

Figure 2. Experimental (bullets) and theoretical (full line) differential cross-
section for helium-helium process at 5 meV.

be recovered. If the total energy is increased, the repulsive part
can be recovered further, as imposed by energy conservation.

Although the whole potential can be recovered, the effect of
total energy and quadrature number of points will be further
analyzed. More detailed results are presented in Table 2 for two T2

collision energies, considering the percentual relative error, ε, and
number of points in the Gauss–Chebyshev quadrature, np. As
higher energy will not be appropriate to invert the long-range
region, the error for large scattering coordinate is increased in
this situation. For smaller collision energies, more information is
obtained for the long range and the error decreases. Number
of points for convergence also depends on the region to be
inverted. For the short-range region, small variation on the scat-
tering coordinate will give large variation on the potential. As
a consequence number of points to achieve convergence can
vary from np = 2800 at short range to np = 30 at long range.
Sensitivity analysis impose conditions on this number of points.
For example, at E = 2 eV and R = 7 Å number of points may be
increased in the quadrature without achieving better conver-
gence. If this collision energy is increased, accurate information

http://onlinelibrary.wiley.com International Journal of Quantum Chemistry 2012, 00, 000–000 3
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Table 2. Inverted potential energy function at two collision energies.

2 × 10−3 eV 2 eV

u r/Å Ep(r)/meV np ε u r/Å Ep(r)/meV np ε

– – – – – 0.01 1.1640 1999.9 2800 0.0001
0.25 2.4916 1.9799 2600 0.0005 2.49 2.4912 1.9866 600 0.0500
3.50 2.8943 −0.9247 80 0.0001 2.90 2.8993 −0.9285 20 0.0162
4.24 3.9949 −0.2529 70 0.0001 4.00 3.9997 −0.2511 20 0.0158
5.54 5.4920 −0.0351 50 0.0019 5.50 5.5000 −0.3486 10 0.2859
7.00 6.9861 −0.0080 30 0.0030 7.00 7.0000 −0.0082 30 3.6545

No errors in the data were assumed.

on the long range are lost. Deflection function contribution are
mainly from the repulsive region making it inappropriate to
extract information for the long range.

Inversion from simulated data

Quantum differential cross-section was calculated with the poten-
tial described in eq. (10) for 5 meV collision energy. The
Schrodinger equation was propagated with the renormalized
Numerov method, using Riccati–Bessel function as boundary
conditions. The theory of this scattering process will not be
described here and are given, for example, by Braga.[26] It is clear
that the model potential is appropriate to describe experimen-
tal data.[16] Calculations were also carried out for other energies
and the agreement is similar. Therefore, using Varandas potential
to simulate data or taking the experimental data directly will
be assumed to be equivalent for further discussion on Firsov
algorithm.

The deflection function at 0.4 eV will be simulated and used in
the forthcoming analysis. Extracting this property for the Firsov
inversion at this collision energy is difficult, as rainbow will
occur. Correspondence between differential cross-section and
deflection function is uniquely established only for χ > χr . For
smaller values, one has three impact parameter for the same
deflection function. Instead of solving this problem, that is, to
extract this property from differential cross-section for χ < χr

another procedure will be adopted here.
Deflection function above the rainbow will be determined from

the theoretical calculation and below this point are calculated

using a Lennard–Jones potential with the parameter De = 0.348×
10−4 au and Re = 5.62 au.[27] This combination of experimental
and simple potential to simulate part of the deflection function
will be adequate to retrieve the short range potential by the
Firsov algorithm, even for lower collision energies, as will be
discussed.

A condition closer to the experimental situation is consid-
ering by taking a set of 25 points, with random errors up to
10%, together with the Lennard–Jones simulation data, as previ-
ously described. Lagrange interpolation[24] were used to obtain
the others necessary points. Inverted potential results are as
in Table 3. For data with no errors, the potential is recovered T3

with an average error of about 2%. Error in this case does
not come from the interpolation process but instead from the
Lennard–Jones potential limitation do describe the interaction.
The error increases for lower values of repulsive potential because
it takes more points from the extrapolated Lennard–Jones deflec-
tion function to solve the integral in eq. (6). This kind of error
is more critical for values closer to Ep(σ ) = 0 and inversion
has to be avoided near this point. For the He–He interaction,
one has σ ≈ 2.6 Å. Average error is 2% in this case. If the
point near σ is not taken into account this error decreases
to 0.1 %.

Potential is recovered with a good accuracy if the experimental
error is increased, still with 25 points. Errors on the inverted
potential range from 2 (at 1% error in the deflection function) to
8% error in the potential (for 10% error in the scattering deflection
function). Results for these three errors and combination with
Lennard–Jones potential are presented in Figure 3. F3

Table 3. Recovered potential energy function from experimental/simulated data at 0.4 eV.

No error 1% 10%

r/Å Ep(r)/meV ε r/Å Ep(r)/meV ε r/Å Ep(r)/meV ε

1.5562 373.5720 0.005 1.5587 373.6584 1.169 1.5821 374.4309 12.503
1.5760 342.0234 0.006 1.5762 342.0385 0.102 1.5783 342.1906 1.077
1.6049 300.6034 0.007 1.6059 300.7321 0.518 1.6155 301.9126 5.378
1.6440 251.9978 0.008 1.6449 252.1648 0.496 1.6535 253.7033 5.141
1.6952 199.5625 0.010 1.6924 198.9018 1.585 1.6679 192.9371 14.661
1.7611 147.2072 0.015 1.7603 146.9908 0.482 1.7539 145.1336 4.635
1.8449 99.1465 0.027 1.8448 99.0988 0.091 1.8440 98.8639 0.669
1.9505 59.3422 0.034 1.9510 59.5348 0.634 1.9569 61.5755 7.162
2.0809 30.5042 0.049 2.0812 30.5925 0.470 2.0834 31.3955 4.347
2.2363 12.8717 0.154 2.2364 12.9063 0.483 2.2373 13.2147 3.429
2.4121 4.0100 0.822 2.4122 4.0320 1.431 2.4128 4.2349 7.048
2.6014 0.4288 20.916 2.6014 0.4308 21.502 2.6015 0.4503 27.259

4 International Journal of Quantum Chemistry 2012, 00, 000–000 http://WWW.CHEMISTRYVIEWS.ORG
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Figure 3. Inverted potentials at 0.4 eV. Original potential (full line), inverted
potential without error (bullet), with error up to 1 % (cross) and with error up to
10 % (triangle).

Although correlation between experimental and simulated
data are in excellent agreement, as shown in Figure 3, one must
learn how to extract deflection function from differential cross-
section. For angles greater than the rainbow angle one can use
the relation,

b2 = 2

∫ π

χ

σ (θ) sin θdθ (13)

as pointed out by Firsov.[12] This scheme will give the correspon-
dent deflection function from which the short-range potential
can be obtained. As a further test, the differential cross section
was simulated with a 10% error, within the experimental data.
Usage of eq. (13) gives the necessary impact parameter from
which the scattering angle can be established. Deflection func-
tion errors were found to be about 3%, in the same order of
magnitude as in the previous discussion. Although this indicates
an inversion procedure to obtain the short-range potential, a
more general approach would have to combine, for example, the
coupling of a scattering calculation with a dynamical learning
to obtained the whole potential.[10]

Conclusions

A nonlinear inverse problem to retrieve potential energy function
from deflection function was carried out under Firsov approach.
This approach is one of the rare inverse ill-posed problems in
which the inverse kernel is obtained in analytical form. As a
consequence, a careful study about error in the experimental
data, reference potential, and number of experimental points
was carried out.

A potential energy function capable to reproduce experimen-
tal data with great precision was used as reference potential
to test the inverse procedure. A second potential, a simple
Lennard–Jones potential, was also used to add information on
the deflection function. This combination of experimental data

and data from a simple potential proved to be very useful to
retrieve short-range potentials.

If no experimental error is given to the deflection function,
the whole potential, both short- and long-range regions, can be
recovered with a desired precision. The limitation in this case
relies only on the integral convergence criteria. Firsov method, in
absence of errors is, therefore, well posed, as it is mathematically
consistent. There was no need to construct a numerical kernel
with its computational approximation. The ill-posed nature of
this problem is exclusively from the inherent experimental data.
This important point was explored during this work.

Previous work in the Firsov approach consisted in taking data
with very high collision energy, from 500 to 25,000 eV, a situation
not useful for neutral atomic systems. In this work small collision
energy at 2 × 10−3 eV and 2 eV were first analyzed with no
experimental error. As in any other inverse problem, there is the
limitation imposed by the sensitivity of data. For example, large
errors were observed if one tries to retrieve the long-range part
of the potential with very high collision energy.

Deflection function data were taken after the rainbow position
and the set of data necessary to perform the inversion were
simulated using a simple Lennard–Jones potential. Short range
potential was recovered with great precision, for errors from 1
to 10%. This exemplifies how a combination of experimental
and theoretical results can be used to recover the potential.
Low collision energy and errors up to 10% still gives accurate
potentials. Mathematically, Firsov approaches allow the retrieving
of whole potential, both the short and long range. However, for
pratical purposes, the recovering is effective only in repulsive
potential. This study indicates this methodology can be used to
validate and add information on models and calculations in the
study of intermolecular forces, in particular for the short-range
region.

Keywords: Firsov method • deflection function • potential
energy
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Retrieving potential energy curve from experimental data is the main subject of this work.The Firsov

methodology is an inverse procedure to recover interaction energy from differential cross section.

Short range repulsive part of the potential energy curve was obtained from the differential cross

section under the Firsov approach. Application were carried out for He-He system and comparison

with a recent potential is also discussed.


