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Resumo 

 

 

   Os problemas na ciência usualmente são abordados de uma forma direta 

onde os dados de saída (efeito) são estudados a partir da entrada (causa). Contudo, a 

investigação pode ser procedida invertendo a lógica de causalidade, ou seja, 

determinando a causa a partir do seu efeito. Este tratamento teórico recebe a 

denominação de problema inverso. Para a solução deste tipo de problema o erro 

experimental não pode ser desprezado, e na presença dos mesmos, ele pode se 

tornar mal-colocado comprometendo seriamente a eficiência da inversão. Por 

conseguinte, torna-se necessário o emprego de técnicas robustas e adequadas como 

a regularização de Tikhonov e a rede neural de Hopfield. Uma ferramenta útil na 

solução de problemas inversos é a análise sensitiva, que avalia como variações nos 

dados de entrada afetam os dados de saída. Diante da importância deste tipo de 

abordagem, os trabalhos realizados nesta tese se enquadram na solução de 

problemas diretos e inversos, bem como no uso da análise sensitiva na solução dos 

mesmos. 

 Inicialmente, é proposta uma nova metodologia para a solução de problemas 

inversos mal-colocados que se baseia na regularização de Tikhonov e na rede neural 

de Hopfield. O novo método foi denominado como rede regularizada e foi aplicado 

para a solução de um problema matemático simples e os resultados da inversão foram 

satisfatórios. 

 Como problema direto, foi feito o cálculo do segundo coeficiente do virial 

quântico para o dímero de hélio a baixas temperaturas. Para a determinação desta 

propriedade utilizou-se um potencial recente para a descrição do sistema, além disso, 

foi avaliada a sensibilidade de alguns parâmetros do potencial no cálculo da 

propriedade termodinâmica. Os resultados neste trabalho foram satisfatórios, visto que 

o potencial usado fornece um valor para o segundo coeficiente do virial dentro do erro 

experimental. 

 Usando uma abordagem inversa, a distribuição de fônons experimental do 

alumínio foi determinada a partir da capacidade calorífica experimental. A  distribuição 

de fônons invertida possui uma melhor qualidade se comparada á experimental, uma 

vez que a primeira fornece uma capacidade calorífica dentro do erro experimental, 

diferentemente da distribuição experimental. 



 

 Por fim, a função de distribuição radial do argônio líquido foi invertida a partir do 

seu fator de estrutura. Neste estudo avaliou-se principalmente a influência da rede 

regularizada (desenvolvida neste trabalho) na inversão desta propriedade. Para fins de 

comparação, a mesma propriedade foi invertida usando a rede neural de Hopfield e a 

regularização de Tikhonov. Como a função de distribuição radial possui várias 

oscilações, a rede regularizada forneceu melhores resultados na sua recuperação. 

 

Palavras Chave: Problemas inversos, análise sensitiva, regularização de Tikhonov, 

rede neural de Hopfield, rede regularizada. 

  



 

Abstract 

Sensitivity Analysis Applied to Solve Direct and Inverse Problems in 

Chemistry 

 

 Problems in science are usually addressed in a direct scheme in which the 

output data (effects) are determined from an input (cause). However, studies can be 

done inverting the causality logic, and this approach is so called inverse problem. To 

solve this class of problems the experimental error must be considered, since it can 

cause problems to the inversion procedure. Therefore, robust methodologies are 

needed to figure them out, as the Tikhonov regularization and Hopfield neural network. 

An useful tool to solve inverse problems is the sensitivity analysis, which quantifies how 

the deviations on input parameters affect the output data. The subject of this thesis is 

the solution of direct and inverse problems and the use of sensitivity analysis to help 

solving them.  

 Firstly, it will be proposed a new method for the solution of ill-posed inverse 

problems, which is based on Tikhonov regularization and Hopfield neural network. The 

new method, which was labeled as regularized network, was applied to solve a simple 

problem and the inversion results were satisfactory. 

 As a direct problem, the calculation of the quantum second virial coefficient for 

helium dimer was done at low temperatures. For this property determination, a recent 

potential for the system description were used. Moreover, the sensitivity of some 

potential parameters was evaluated in the calculation for the thermodynamic property. 

The results of this study provides a second virial coefficient within the experimental 

error. 

Using an inverse approach, the phonon distribution of aluminum was 

determined from experimental heat capacity. The inverted distribution has a better 

quality compared to experimental one, since the first provides the heat capacity within 

experimental error, unlike the experimental distribution.  

Lastly, the radial distribution function of the liquid argon was inverted from its 

structure factor. This study assessed mainly the influence of regularized network 

(developed in this work) to retrieve this property. For comparison, the same property 

was inverted using the Hopfield neural network and the Tikhonov regularization. As the 



 

radial distribution is a function with a many oscillations, the regularized network 

provided better results in its inversion. 

 

Key words: inverse problems, sensitivity analysis, Tikhonov regularization, Hopfield 

neural network, regularized network.  
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Capítulo 1: 

Introdução geral e objetivos 
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1.1 - Problemas diretos e inversos 

 

Tomando uma perspectiva histórica, pode-se dizer que o objetivo central da química 

é um melhor entendimento do mundo microscópico e suas implicações. No entanto, a 

interação com as propriedades de sistemas nesta escala não se dá de maneira direta, com 

isso, torna-se necessário o uso de teorias e postulados para uma melhor descrição dos 

mesmos. A validade destes modelos se dá na medida em que eles são capazes de 

descrever satisfatoriamente propriedades macroscópicas mensuráveis. 

Caso os dados experimentais e microscópicos apresentem uma relação quantitativa 

para sua descrição, pode-se representá-la de uma maneira genérica por gfK )( . Neste 

contexto, f  representa os dados de entrada, que são propriedades internas, microscópicas 

e inacessíveis por medidas diretas. Por outro lado g
 simboliza os dados de saída 

macroscópicos que podem ser determinados experimentalmente. As propriedades f  e  g  

são conectadas pelo operador matemático K , que pode ser representado na forma integral, 

diferencial ou matricial. É importante ressaltar que o operador K  pode se dar em uma série 

de etapas e operações para fornecer os dados de saída a partir da entrada.1   

Se o problema for abordado da forma apresentada anteriormente ele é definido como 

um problema direto. Na química e física molecular existem vários casos que podem ser 

enquadrados nesta definição. Como exemplo, tem-se a determinação de propriedades de 

transporte (coeficiente de viscosidade e virial) a partir do potencial de interação entre as 

moléculas do sistema.2    

Por outro lado, também seria possível obter a superfície de potencial a partir de 

propriedades de transporte. Dessa forma, propriedades e parâmetros microscópicos são 

determinados se os dados macroscópicos mensuráveis forem conhecidos. Quando o 

problema recebe este tipo de tratamento ele é caracterizado como um problema inverso.  

Esta abordagem, mesmo que de forma implícita, é bastante comum à rotina de um químico, 

por exemplo, na elucidação da estrutura molecular a partir de dados espectroscópicos. 

Dessa forma, o problema inverso em química pode ser encarado como a determinação de 

dados microscópicos a partir de dados macroscópicos. No entanto ele pode apresentar uma 

definição mais abrangente considerando a inversão da lógica de causalidade, ou seja, se 

em um problema direto o efeito é determinado a partir da causa, no inverso, a causa é 
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determinada a partir do efeito.3 Portanto, tanto a causa quanto o efeito podem ser dados 

macroscópicos ou microscópicos.  

Matematicamente, a resolução de um problema inverso resume-se em encontrar o 

operador inverso de K , ou seja, 1K . Portanto, os dados de entrada são determinados 

conhecendo-se os dados de saída pela relação fgK  )(1
. Na figura 1.1 é apresentada a 

relação hierárquica entre problemas diretos e inversos4. A primeira resolução de um 

problema inverso neste contexto foi feita por Abel em 1823, determinando a relação entre a 

trajetória de um pêndulo e o seu tempo de queda conhecido como braquistócrona. Tanto o 

operador inverso quanto o direto possuem uma forma integral e a conversão entre ambos é 

feita de forma analítica sendo denominada como transformada de Abel.4 A utilização desta 

transformada não se aplica somente ao problema da braquistócrona, mas em diversas áreas 

como espalhamento clássico5, análise de imagens6 e espectroscopia.7 Outras formas de 

inversão analítica para o operador K  são as transformadas inversas de Fourier e Laplace.8 

Contudo, na presença de ruídos, inerentes a qualquer medida experimental, 

matematicamente, o problema direto e inverso pode ser representado por gfK )(  e 

fgK  )(1
 respectivamente.9 Nestas condições, a inversão do operador K  por meios 

analíticos se torna instável devido ao mal-condicionamento do sistema. Um problema mal-

condicionado (ou mal-colocado), de acordo com a definição do matemático francês 

Hadamard, é aquele que não apresenta uma das características a seguir: 10 

 para cada dado de g  existe um valor de f ; 

 a solução de f  é única; 

 a dependência de f  em relação a  g
 é contínua; 

A implicação prática de um problema com estas características é a impossibilidade 

da inversão de forma analítica, uma vez que os ruídos, mesmo que pequenos, são 

extremamente amplificados e o resultado obtido no processo muitas vezes não possui 

significado ou conexão com o esperado. Até técnicas numéricas, como o método dos 

mínimos quadrados não resolve estes problemas de maneira satisfatória. Portanto, para a 

solução deste tipo de problema, torna-se necessário o emprego de técnicas adequadas. 

Uma alternativa é a utilização de métodos numéricos como a decomposição em valores 

singulares11, regularização de Tikhonov12, método de Monte-Carlo reverso e método de 

máxima entropia13. A importância dos problemas inversos tem sido enfatizada em diferentes 
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áreas da ciência, como diagnósticos médicos14,15, controles em sistemas estocásticos16, 

reconstrução de imagens17 e mais recentemente em química18. A relação hierárquica entre 

problemas diretos e inversos usando exemplos da química se encontra na figura 1.2. 

Outro método numérico robusto e estável para a solução de problemas inversos mal-

condicionados é a rede neural de Hopfield, que foi implementada no grupo do Prof. João 

Pedro Braga.19 Esta metodologia se mostrou bastante eficiente e versátil na solução de 

problemas inversos em diferentes áreas da química, como espalhamento quântico20, 

termodinâmica21, ressonância magnética nuclear22, cinética química23, espectroscopia 

vibracional24 e aniquilação de pósitrons25.   

 

Figura 1.1: Representação do problema direto e inverso 
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Figura 1.2: Exemplos de problemas diretos e inversos em química. (a) Relação entre a 

vibração molecular e espectroscopia de infravermelho. (b) Relação entre energia potencial e 

dados de espalhamento (seção de choque) e termodinâmicos (2º coeficiente do virial). 
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1.2 - Análise sensitiva 
 

Uma pergunta pertinente no estudo de problemas inversos é: como alterações nos 

dados de entrada afetam os dados de saída? Tomando um exemplo da termodinâmica, 

quanto o coeficiente do virial seria afetado por uma pequena mudança na energia potencial? 

Este tipo de questionamento é respondido pela análise sensitiva, que é uma ferramenta 

numérica que quantifica a variação de g  em relação a f .  Geralmente, na determinação 

de uma propriedade macroscópica a partir de outra microscópica algumas etapas devem ser 

seguidas, como a solução de uma integral ou equação diferencial, por exemplo.  Durante 

este processo de modelamento as informações microscópicas sobre cada ente constituinte 

do sistema são preteridas a favor de uma manifestação global, que geralmente é dado por 

um valor médio. Dessa forma, ocorre uma perda das informações relativa às propriedades 

microscópicas, que pode ser quantificada avaliando a sensibilidade do processo.26 

A análise sensitiva apresenta algumas características que podem ser úteis na 

solução de problemas inversos mal-colocados. A primeira delas é avaliar quão exato deve 

ser a propriedade de entrada para que a propriedade de saída esteja dentro de um limite 

tolerável de erro. A segunda é avaliar quais são as melhores condições para a resolução do 

problema inverso.27 Por exemplo, o coeficiente do virial é uma função da temperatura e da 

coordenada entre as moléculas, dependendo do valor destas duas propriedades o resultado 

obtido na inversão pode ser satisfatório ou não. Por fim, a análise sensitiva é necessária 

quando o operador K  não é dado em uma única etapa, portanto um operador numérico de 

etapa única é construído numericamente a partir da sensibilidade do processo.28  

Além do auxilio na resolução de problemas inversos, a análise sensitiva possui 

aplicações mais amplas, sendo empregada também em problemas diretos, sobretudo na 

área de otimização de processos29 e controle molecular de reações30.   
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1.3 - Trabalhos desenvolvidos  
 

 Os trabalhos desenvolvidos neste doutoramento enquadram-se dentro da 

abordagem da análise sensitiva e problemas inversos. As técnicas utilizadas na solução dos 

problemas inversos são a regularização de Tikhonov e a rede neural de Hopfield, que foram 

escolhidas devido a sua versatilidade e eficiência na solução de diferentes problemas. Os 

fundamentos matemáticos e numéricos de ambas as metodologias e da análise sensitiva 

serão apresentados no próximo capítulo.   

 Após serem apresentadas as metodologias para a solução de problemas inversos 

mal-colocados, no capítulo 3 será mostrado o desenvolvimento de um novo método para a 

solução de problemas inversos. Tal método, que será denominado de rede regularizada, 

baseia-se na regularização de Tikhonov e na rede neural de Hopfield buscando aliar as 

características e vantagens destas duas técnicas. 

 O capítulo 4, que consiste em um problema direto, apresenta o estudo da 

sensibilidade do segundo coeficiente do virial quântico em relação a um potencial recente 

para o dímero de hélio. Devido à pequena massa molecular do hélio, a baixas temperaturas 

os efeitos quânticos precisam ser considerados, dessa forma, as suas propriedades 

termodinâmicas devem ser calculadas utilizando a estatística adequada, no caso do 4He, a 

estatística de Bose-Einstein. A qualidade de um potencial deve ser colocada à prova 

testando-o em relação a diferentes propriedades experimentais, e o segundo coeficiente do 

virial quântico faz bem este papel, sobretudo para a parte atrativa do potencial que 

apresenta uma grande influência neste dado. Com isso foi analisada a sensibilidade da 

propriedade termodinâmica frente a alguns parâmetros de um potencial recente que 

descreve o sistema. 

 No capítulo 5, desta vez um problema inverso, é estudado a relação entre a 

capacidade calorífica de um sólido e as suas frequências de vibração. A relação entre estas 

duas propriedades é conhecida desde o final do século XIX, na explicação da lei empírica de 

Dulong-Petit pelo princípio da equipartição da energia. Além disso, ela teve um importante 

papel no desenvolvimento da mecânica quântica devido ao trabalho de Einstein. No entanto, 

sabe-se que o sólido não vibra em uma única frequência, mas em uma distribuição 

denominada distribuição de fônons, que pode ser determinada experimentalmente a partir 

de difração de raios-X ou nêutrons. Entretanto, usando uma abordagem direta ela não 

fornece valores de capacidade calorífica dentro da faixa de erro tolerável, portanto, o 
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objetivo deste trabalho foi refinar a distribuição de fônons usando uma abordagem inversa. 

Conhecendo esta propriedade, também é possível determinar outras grandezas 

termodinâmicas, como a entropia e a energia livre de Gibbs.  

 Por fim, no capítulo 6 são apresentados os resultados obtidos na inversão da função 

de distribuição radial do argônio líquido a partir de dados do espalhamento de nêutrons. 

Esta função representa como é a disposição das camadas de solvatação em um líquido e 

sua importância reside na descrição completa da estrutura molecular deste estado. Além 

disso, conhecendo a função de distribuição radial e o potencial de interação é possível 

determinar as propriedades termodinâmicas do líquido. Para a inversão desta função a partir 

dos dados de espalhamento, primeiramente deve-se dar uma estimativa inicial, que foi feita 

usando a distribuição do gás, a qual possui uma determinação simples. Com isso, partindo 

de uma propriedade do estado gasoso foi possível encontrar a mesma propriedade para o 

líquido. A função de distribuição radial foi invertida usando a regularização de Tikhonov, a 

rede neural de Hopfield e a rede regularizada (método desenvolvido neste trabalho).    
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Capítulo 2: 

Métodos numéricos para resolução de 

problemas inversos e avaliação da 

sensibilidade.  
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2.1- Representação matricial e Índice de condicionamento 
 

O primeiro passo na solução de um problema inverso mal-colocado é representá-lo 

na sua forma matemática adequada. Para operadores integrais uma maneira bastante 

simples e eficiente de representação é a equação de Fredholm de primeira ordem, 

geralmente escrita como 1 

 
b

a
xgdyyfyxK )()(),(         (2.1.1) 

Sendo x e y  variáveis reais. A relação integral em (2.1.1) pode ser representada também em 

uma forma discreta  

 



1j

jiiji gfKw         (2.1.2) 

onde iw  simboliza o peso da integração numérica, o índice i  o número de pontos na 

discretização e o índice j  a quantidade de dados disponíveis para a grandeza de saída g .  

A base discreta em (2.1.2) pode ser construída utilizando diferentes métodos de integração 

numérica, como o trapézio e quadraturas gaussianas. A equação (2.1.2) também pode ser 

escrita na forma matricial, com isso ela se torna   

 Kf = g          (2.1.3) 

com K mxnR , f nR  e g mR . Como um sistema linear pode ser representado em uma 

base matricial, a inversão de f consiste em resolver um sistema de equações lineares. A 

princípio, a solução do problema se mostra bastante simples, uma vez que pode-se fazer 

gK  f -1 . Entretanto, esta afirmativa é verdadeira somente se a matriz K for invertível, ou 

seja, se ela apresentar determinante diferente de zero. Caso este valor seja nulo, ou 

próximo disso, surge uma instabilidade no processo de inversão e o problema admite 

somente soluções aproximadas. Tal instabilidade pode ser quantificada avaliando o 

condicionamento da matriz K, que é definido por 2 

  2

2

12

2 ||K|| ||K||)A( cond        (2.1.4) 
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sendo 
2

2||K||  e 2

2

1 ||K|| 

 as respectivas normas da matriz K e da sua inversa. A notação 

2

2|||| x  refere-se à norma euclidiana dos elementos ijx  que compõem um vetor ou matriz2. O 

índice de condicionamento reflete como uma perturbação em g altera a solução em f, 

dessa forma 

 
2

2

2

2

2

2

2

2

||g||

||g||
)(

||f||

||f|| 
Acond         (2.1.5) 

Isto implica que em problemas com grandes índices de condicionamento uma pequena 

perturbação nos dados de saída fornece uma solução inaceitável para Kf = g. Nestas 

condições o problema é classificado como mal-condicionado. 

 

 

2.2- Regularização de Tikhonov 
 

 Uma maneira de remover a singularidade de problemas inversos mal-colocados é 

usando a regularização de Tikhonov3 cujo algoritmo é apresentado e detalhado no trabalho 

de Braga1.  

A princípio, uma propriedade f pode ser obtida a partir de g minimizando o seguinte 

funcional 

  || g - Kf||min 2

2
         (2.2.1) 

Neste caso, a solução do problema será similar à determinação de f pelos métodos dos 

mínimos quadrados, ou seja, minimizar o quadrado entre a diferença de um valor calculado 

da propriedade g e o seu valor de referência 

   2

j )g-(min iij fK
       

(2.2.2) 

No caso da regularização de Tikhonov, além da condição em (2.2.1), uma nova restrição 

deve ser levada em consideração  

 2

2|| f || L          (2.2.3) 
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sendo   uma pequena perturbação e L  um operador dado por     

 

2

2

2

2

2

2

2

10
x

f

x

f
||f̂ - f||  f

d

d
a

d

d
aaL       (2.2.4) 

onde 0a , 1a  e 2a  são restrições que podem ser iguais a 1 ou 0. A propriedade f̂  é uma 

estimativa inicial necessária para a resolução do problema. Os dois últimos termos 

representam as restrições nas derivadas primeira e segunda na solução. Como o problema 

é resolvido de forma matricial, tais representações também devem ser colocadas da mesma 

maneira. Considerando um caso arbitrário em que f possua 4 valores discretos e tomando a 

definição da derivada4  

h

xfhxf

dx

df )()( 


       
(2.2.5) 

Aplicando isto na restrição da primeira derivada, tem-se 

 ])()()[(
x

f 2
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2

1 ffffff
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(2.2.6)

 

E calculando as derivadas parciais 
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(2.2.7)

 

Estas equações podem ser organizadas na seguinte forma matricial 
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(2.2.8)

 

De uma forma generalizada, a restrição da primeira derivada pode ser dada por 
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d
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De maneira similar, a restrição á segunda derivada pode ser feita da mesma forma sabendo 

que a definição da derivada segunda é  

 
22

2 )()(2)(

h

hxfxfhxf

dx

fd 


     
(2.2.10)

 

Portanto, a restrição à segunda derivada em uma forma generalizada é dada pela seguinte 

matriz 
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Com isso, a solução do problema inverso via regularização de Tikhonov se dá com a soma 

das restrições em (2.2.1) e (2.2.4). Logo, o seguinte funcional deve ser minimizado  

 2

2

2

2 || f ||  || g - Kf||)f( L        (2.2.12) 

A propriedade representada por   é denominada parâmetro de regularização, que é o 

principal responsável por eliminar o mal-condicionamento do problema. Caso o parâmetro 
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de regularização apresente um valor igual a zero, a determinação de f se resume á 

resolução do problema por mínimos quadrados, ou seja, 

gK f)KK( TT 
 

g)(K )KK(f T1T 
        (2.2.13) 

Adicionando todas as restrições possíveis, a expressão geral para o problema torna-se 

 f̂  gK f))HHI(KK( T

22110

T   aaa     (2.2.14) 

Usualmente, somente a primeira restrição é levada em conta, ou seja, 10 a , 01 a  e 

02 a , portanto a equação (2.2.14) torna-se  

 f̂  gK f)IKK( TT    

 )f̂  g(K )IKK(f T1T   
       (2.2.15) 

Em relação ao parâmetro de regularização, ele é determinado resolvendo a equação 

(2.2.15) para diferentes valores de   e deve-se escolher um valor onde o mínimo da norma 

do resíduo 2

2|| g - Kf||  e da solução 2

2|| g||  são balanceados. Este procedimento é 

denominado curva L, devido ao formato característico do gráfico que representa estes 

dados. Um exemplo da curva L se encontra na figura 3.3 do próximo capítulo. O melhor 

valor para o parâmetro de regularização é aquele que se encontra no ponto máximo da 

curvatura.1 

 

 

2.3- Rede neural de Hopfield 
 
 
 Dentre as diferentes formas existentes para a solução de problemas computacionais 

complexos está a rede neural artificial. Esta metodologia busca simular o comportamento do 

cérebro humano no seu processo de aprendizagem, baseando-se na estrutura e 

organização dos neurônios. O modelo que busca descrever este processo biológico supõe 
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que existem conexões entre os neurônios e a informação é propagada pela rede por meios 

de sinais elétricos que chegam a eles através dos dendritos. No corpo do neurônio estes 

sinais são processados e gerados novos impulsos que são enviados para as demais células 

vizinhas através do axônio. O contato entre o axônio e o dendrito é denominado sinapse.5 

 Um modelo genérico para a simulação computacional de um neurônio, proposto em 

1943 por McCulloch e Pitts, encontra-se na figura 2.1. Neste exemplo, x1, x2,..., xN 

representam os terminais de entrada deste neurônio com os demais. As sinapses são dadas 

pelos pesos w1, w2, ...,wn, que podem possuir valores negativos ou positivos dependendo da 

sua natureza. No corpo do neurônio os valores de entrada são somados com o seu 

respectivo peso, este resultado é modulado por uma função ativação que converte o 

resultado em uma saída binária (0 ou 1). A escolha do valor correto depende da superação 

do resultado da soma, ou não, de um limite definido como threshold.6 

 

Figura 2.1: Esquema geral do neurônio de Pitts e McCulloch.6 

 

 O esquema apresentado no parágrafo anterior é apenas genérico, pois existem 

diversos detalhes que dependem da forma e da arquitetura da rede. Por exemplo, a rede 

pode apresentar uma ou várias camadas de neurônios, além disso, a informação pode ser 

propagada de forma direta ou recorrente. Entre elas, uma rede de bastante destaque é a 

rede dinâmica de Hopfield proposta inicialmente em 1982.7 Este modelo constitui em uma 
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rede recorrente formada por uma única camada com todos os neurônios conectados entre 

si, que são relacionados a uma função energia.  

 Assim como a regularização de Tikhonov, a rede de Hopfield pode ser aplicada para 

remover a singularidade de problemas inversos mal-colocados. O algoritmo para a 

resolução deste tipo de problema está descrito no trabalho de Lemes et al.8 Neste exemplo 

os estados dos diferentes neurônios são representados por iu , cujo o impulso nervoso é 

dado por uma função ativação )( iua , que deve ser não linear e monotonicamente 

crescente. Em relação à energia da rede, ela é dada por 

 
2
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j

m

j

oE 


          (2.3.1) 

a propriedade jo  representa o resíduo entre a propriedade calculada 
cal

iP  e a experimental 

exp

jP , sendo m o número de dados experimentais. portanto 
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exp       (2.3.2) 

Usando uma representação matricial a equação (2.3.1) resume-se à norma do resíduo, ou 

seja, 2

2|| g - Kf||E  . Portanto, a energia da rede é uma função do erro entre as propriedades 

calculadas e experimentais, além disso, ela é também uma função de )( iua , iu e do tempo 

de processamento (ou aprendizado)  , dessa forma a derivada de E  em relação   é 
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      (2.3.3) 

O objetivo principal da rede é fazer com que a energia sempre decresça em relação ao 

tempo de aprendizado,  

 0






E
         (2.3.4) 

Isto ocorre se duas restrições forem obedecidas. Em primeiro lugar assume-se que, 
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e posteriormente, com uma segunda restrição sendo imposta,  

  0




i

i

u

a
          (2.3.6) 

Para que a função ativação seja crescente e não linear, usualmente escolhem-se funções 

do tipo sigmoide ou tangente hiperbólica para esta finalidade. Portanto, se as condições 

apresentadas anteriormente forem seguidas, o algoritmo proposto tem a importante 

propriedade de sempre diminuir o erro entre o valor teórico e o experimental. Em outra 

linguagem, a rede neural irá sempre aprender.  

 A relação entre o problema inverso e os parâmetros da rede é feita associando os 

estados dos neurônios iu com a propriedade a ser invertida, enquanto o número de 

neurônios i  usados no processo é igual ao tamanho da base de discretização do operador 

K . Diante desta relação pode-se concluir que o problema inverso consiste em determinar o 

estado dos neurônios iu  integrando a equação (2.3.5). Caso a relação entre as 

propriedades f  e g  seja linear a equação diferencial pode ser escrita como 
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     (2.3.7) 

Ou alternativamente, na forma matricial 

 )gKKfK( TT 




t

ui

       
(2.3.8) 

Para a solução de uma equação diferencial é necessário fornecer uma condição inicial para 

a sua propagação, com isso a propriedade é invertida refinando-a sucessivamente. O 

critério de convergência é alcançado quando a energia da rede atinge o seu valor mínimo, 

ou seja, entre todas as soluções possíveis a rede fornece aquela que apresenta a menor 

norma do resíduo.   
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2.4- Análise sensitiva 
 

 A análise sensitiva de um processo pode ser procedida de duas formas: paramétrica 

ou funcional.9 Na primeira, são avaliados como a variação nos parâmetros ip , que não 

dependem de outras variáveis, afetam no valor de uma propriedade calculada Q . A análise 

sensitiva paramétrica pode ser generalizada em uma expansão de Taylor,10  

   
N

i

ji

ji

i

i

pp
pp

Q
p

p

Q
Q ...

2










     (2.4.1) 

sendo N  o número de parâmetros do modelo. O primeiro e o segundo termo da expansão 

correspondem respectivamente aos coeficientes de sensibilidade de primeira e segunda 

ordem. Isto significa que em uma primeira ordem a análise sensitiva da propriedade global é 

feita separadamente em cada parâmetro. Em uma segunda ordem, a sensibilidade é 

realizada avaliando a influência de dois parâmetros simultaneamente e assim por diante. 

Usando um exemplo do coeficiente do virial, as propriedades ip  poderiam ser parâmetros 

do potencial, já a propriedade Q é uma propriedade passível de medição experimental, 

neste caso, o próprio segundo coeficiente do virial.   

 Na segunda forma de análise sensitiva, em vez de variar separadamente parâmetros 

independentes para a avaliação da sensibilidade, é variada uma função dependente de 

outras variáveis. Usando o exemplo genérico da equação de Fredholm na forma matricial, 

representada pela equação (2.1.3), caso a relação entre f e g seja linear, a sensibilidade do 

processo é 11 

 Kf = g         (2.4.2) 

Portanto, para problemas lineares a matriz de sensibilidade se resume ao operador K.  
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Capítulo 3: 

Rede Neural de Hopfield regularizada 
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3.1- Introdução 

 

No capítulo anterior foram apresentadas as técnicas para a solução de problemas 

inversos mal-colocados, especificamente a regularização de Tikhonov e a Rede neural de 

Hopfield. A primeira delas busca aperfeiçoar o processo de inversão minimizando 

simultaneamente os valores da norma do resíduo e da solução.1, 2 Já a rede neural busca 

apenas minimizar o resíduo, ou seja, a diferença entre uma propriedade calculada usando o 

dado invertido e uma propriedade de referência, usualmente dada por uma propriedade 

experimental.3, 4  

O objetivo deste capítulo é apresentar o desenvolvimento de uma metodologia que 

aplica à rede neural de Hopfield um tratamento similar ao da regularização de Tikhonov, 

buscando assim a minimização da norma da solução junto com a norma do resíduo. Apesar 

de a rede ser mais eficiente na diminuição da norma do resíduo, o seu algoritmo não 

possibilita um controle na norma da solução. Dessa forma, a nova metodologia torna a rede 

neural de Hopfield mais versátil, pois possibilita a determinação de valores que apresentem 

uma norma da solução mais adequada. 

  Inicialmente a rede regularizada será aplicada a um problema numérico mais 

simples. Além disso, para verificar a eficiência do método proposto o mesmo problema será 

resolvido usando a regularização de Tikhonov e a rede neural de Hopfield (sem a 

regularização). Posteriormente, o método aqui apresentado será usado para a inversão da 

função de distribuição radial de líquidos.  

 

 

3.2- Fundamentos do método  

 

Como mencionado no capítulo anterior, a inversão de uma propriedade via a rede 

neural de Hopfield se dá pela integração da equação diferencial (2.3.7) ou (2.3.8) e neste 

processo têm-se somente a minimização da norma do resíduo. Se a esta mesma equação 

for aplicada as restrições usadas na regularização de Tikhonov dadas em (2.2.4) a 
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adaptação à rede neural de Hopfield é feito somando à equação (2.3.7) a restrição 
2

2|| f || L .  

Com isso, a equação diferencial da rede regularizada torna-se 

)|| f || gKKfK( 2

2

TT L
t

ui 



      (3.2.1) 

Explicitamente, a equação para a rede regularizada com todas as restrições torna-se 

)f)HHI(gKKfK( 22110

TT aaa
t

ui 





    
(3.2.2) 

As propriedades e parâmetros dados na equação acima são as mesmas apresentadas no 

capítulo anterior. Dessa forma, o termo I0a  tem por objetivo controlar a norma da solução, 

enquanto os termos 11 Ha  e 
11 Ha  controlam as normas da primeira e segunda derivada 

respectivamente. Como mencionado anteriormente, os parâmetros 0a , 1a e 2a podem ser 

igual a 0 ou 1. Caso a referida restrição seja desejada escolhe-se um valor igual a 1, por 

outro lado, se a restrição não for usada, escolhe-se um valor igual a 0. 

A escolha para o valor ótimo para o parâmetro de regularização se dá de forma 

similar à usada para encontra-lo via regularização de Tikhonov, ou seja, a equação (3.2.1) é 

propagada para vários valores do parâmetro de regularização sendo que o melhor valor é 

aquele que balanceia a norma da solução e do resíduo. Com isso, a curva L é construída e 

este valor se encontra no seu ponto máximo de inflexão.  

 

 

3.3- Teste do método 

 

 O método proposto será testado na resolução de uma integral de Fredholm com a 

seguinte solução analítica1 
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Os limites inferiores e superiores de integração são respectivamente 1 e 5. Comparando a 

integral acima com a integral de Fredholm dada pela equação (2.1.1), o kernel de integração 

),( yxK é representado por 








 yx

1
 e a função a ser invertida )(yf , que possui y/1  como 

valor exato. Em relação aos domínios das variáveis x e y ambos vão de 1 a 5.  

O esquema de discretização necessário para a solução da integral será dado por 

uma base quadrada, neste caso 8 ji . A fim de simular melhor dados experimentais um 

erro aleatório máximo de 5% foi introduzido na propriedade de saída g. A estimativa inicial 

para )(yf  foi tomada com um vetor nulo para todos os valores de y. Para analisar o quão 

mal-colocado será o processo de inversão o índice de condicionamento da matriz K foi 

calculado5 usando a equação (2.1.4) e seu valor é igual a 8,97 x 1011. Este alto índice 

significa que o problema é definido como mal-colocado e métodos usuais, como mínimos 

quadrados, não podem resolvê-lo.  

Em relação à inversão de )( yf  usando a regularização de Tikhonov a curva L foi 

construída resolvendo o problema para diferentes valores de . Neste caso, um maior valor 

deste parâmetro favorece maiores valores para norma do resíduo e, consequentemente, 

menores valores para a norma da solução. Por exemplo, para a norma do resíduo 

apresenta um valor nulo, enquanto a norma da solução apresenta um valor igual 5,68 x 

105Como mencionado no capítulo anterior, este caso em específico representa a solução 

por mínimos quadrados. Os resultados para esta inversão estão apresentados na figura 3.1 

e pode-se observar que a inversão não foi satisfatória, visto que os valores da propriedade 

invertida apresentam grandes oscilações em torno do valor exato. Este é um bom exemplo 

para mostrar o quão mal-condicionamento é o problema. 

Por outro lado, caso o parâmetro de regularização assuma um valor grande, igual a 

10, por exemplo, o que representa um valor alto para este problema, a norma da solução 

apresentará um valor muito pequeno, praticamente próximo à zero. Por outro lado a norma 

do resíduo apresentará um valor grande, próximo à unidade. Os resultados desta inversão 

são apresentados na figura 3.2. Novamente observa-se que a solução não é adequada para 

a inversão da propriedade desejada, uma vez que os valores obtidos são bem pequenos 

não condizendo com o resultado esperado.  
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Figura 3.1: Inversão da equação (3.3.1) usando a regularização de Tikhonov para f(y) 

original (˗ ̶) e invertida (o).  

 

Figura 3.2: Inversão da equação (3.3.1) usando a regularização de Tikhonov para  

f(y) original (˗ ̶) e invertida (o).  
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 De acordo com estes resultados observa-se que a principal função do parâmetro de 

regularização é amenizar as oscilações da função invertida. Para encontrar o melhor valor 

de  , o problema é resolvido para vários valores do mesmo, em um procedimento 

denominado curva-L, cujos resultados estão representados na figura 3.3 (a). O valor ótimo 

para parâmetro de regularização é aquele que se encontra no ponto de maior inflexão da 

curvatura. Neste caso seria em um valor de coordenada de 6,1|| g-kf||log 2

2  e 

09,0|| f ||log 2

2 . No entanto, como esta região não está acentuada, torna-se difícil 

determiná-lo apenas visualmente. Com isso, tomando a derivada dos valores da norma da 

solução e da norma do resíduo em relação a  tem-se a seguinte relação6 

 
2/322 ))'()'((

''''''
)(









        (3.3.2) 

Os valores para a função  encontram-se na figura 3.3 (b) e o valor ótimo de , igual a 1,9 

x 10-3, corresponde ao ponto máximo . Com este parâmetro de regularização a função 

f(y) foi invertida e este resultado se encontra na figura 3.4. Nesta inversão as normas do 

resíduo e da solução valem respectivamente 0,0273 e 1,2316. 
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- 

 

Figura 3.3: (a) Curva L para a resolução do problema usando a regularização de Tikhonov. 

(b) Função  para determinação do valor ótimo de . O ponto máximo se encontra no 

máximo da curva cujo valor é 1,9 x 10-3.  
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Figura 3.4: Inversão do problema usando a regularização de Tikhonovf(y) original (˗ ̶ ) e 

invertida (o).  

 

 O mesmo problema foi resolvido via rede neural de Hopfield utilizando a mesma base 

quadrada com N = 8. Neste caso, cada ponto da propriedade invertida é representado por 

um neurônio. A equação diferencial (2.3.7) foi propagada usando como integrador o método 

de Runge-Kutta de 4ª ordem de passo variável com função ativação )tanh()( uuf  . A figura 

3.5 (a) representa a evolução do estado de cada um dos 8 neurônios do problema em 

função do tempo de aprendizagem da rede. Como a estimativa inicial para a solução é um 

vetor nulo, todos os neurônios partem desta posição e a evolução com o tempo se dá a fim 

de minimizar a norma do resíduo. A convergência ocorre quando os estados dos neurônios 

não variam com o tempo de aprendizagem, ou seja, com o número de passos discretos 

necessários para a integração numérica da equação diferencial. Ademais, uma 

representação do decréscimo da norma do resíduo em função do tempo de aprendizagem 

se encontra na figura 3.5 (b). 
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Figura 3.5: (a) Evolução dos neurônios em função do tempo de aprendizagem. (b) 

Decréscimo da norma do resíduo.  
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 Em relação à propriedade f(y) invertida usando a rede de Hopfield, os resultados 

estão apresentados na figura 3.6. Pode-se observar que a inversão apresentou um 

resultado satisfatório, uma vez que os valores da propriedade invertida estão próximos ao 

esperado. Sobre as normas do resíduo e da solução, os respectivos valores foram 0,0262 e 

1,2546. Comparando estes resultados com os obtidos pela regularização de Tikhonov, 

observa-se que se por um lado a norma do resíduo foi menor usando a rede neural, a norma 

da solução foi maior.  

 

Figura 3.6: Inversão da função f(y) via rede de Hopfieldf(y) original (˗ ̶) e invertida (o). 

 Similar à regularização de Tikhonov, para a inversão de )(yf  usando a rede 

regularizada, o melhor valor para o parâmetro de regularização deve ser determinado 

usando a curva L. Os resultados encontram-se na figura 3.8 (a), com o valor ótimo igual a 

2,8 x 10-3, que corresponde ao mínimo da curva. Para uma melhor detecção deste ponto foi 

construída também a função  em função  e o valor foi o mesmo encontrado no método 

curva L (figura 3.8 (b)). A figura 3.7 apresenta o comportamento dos neurônios perante a um 

valor alto para o parâmetro de regularização para o problema, especificamente igual a 3,0 x 

10-1. Percebe-se que a introdução deste dado na resolução do problema faz com que os 

neurônios adquiriram valores mais próximos, e consequentemente, diminuindo a norma da 

solução. 
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 Em relação aos resultados obtidos na inversão usando o valor ótimo do parâmetro de 

regularização, os mesmos estão apresentados na figura 3.9. Os valores da função )(yf  se 

encontram próximo ao esperado, além disso, apresentam norma do resíduo e da solução 

respectivamente igual a 0,0259 e 1,2521. Comparando estes resultados com os obtidos 

usando a rede sem o parâmetro de regularização pode-se observar uma melhora nos dois 

valores. Os dados da norma da solução e do resíduo utilizando as diferentes metodologias 

se encontram na tabela 3.1. 

 

Figura 3.7: Aprendizado dos neurônios para parâmetro de regularização igual a 3,0 x 10-1. 
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Figura 3.8: (a) Curva L para a resolução do problema usando a regularizada de Tikhonov. 

(b) Função  para determinação do valor ótimo de . O ponto máximo se encontra no 

máximo da curva cujo valor é 2,9 x 10-3. 
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Figura 3.9: Inversão da função f(y) via rede de Hopfield regularizadaf(y) original (˗ ̶ ) e 

invertida (o). 

 

Tabela 3.1: Comparação entre as normas do resíduo e solução do problema inverso usando 

os diferentes métodos de inversão. 

 Regularização de 
Tikhonov 

Rede neural de 
Hopfield 

Rede de Hopfield 
regularizada 

Norma do resíduo 0,0273 0,0262 0,0259 
Norma da solução 1,2316 1,2546 1,2521 

  

Pelos dados da tabela acima, observa-se que apesar de uma diminuição na norma 

da solução, que é o principal objetivo no desenvolvimento deste método, o decréscimo deste 

valor foi bastante discreto, especificamente na terceira casa decimal. Percebe-se também 

uma ligeira diminuição na norma do resíduo. Estes resultados pouco significativos podem 

ser explicados devido a dois fatores. O primeiro deles refere-se à simplicidade do problema 

resolvido. Neste caso, como mencionado anteriormente, a discretização da equação (3.3.1) 

foi realizada em uma base quadrada com apenas 8 pontos. No caso de problemas reais, a 

base não apresentará somente este número de elementos. Com uma base maior e com os 

erros inerentes a qualquer medida experimental, pode surgir uma maior sobreposição de 

informações entre os elementos da matriz K, o que provoca um aumento significativo no 

mal-condicionamento do problema. 
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O segundo fator refere-se às características da função invertida, yyf /1)(  . Pode-

se observar que esta função é bastante suave uma vez que não possui oscilações. Funções 

com estas características tendem a possuir um valor pequeno da norma da solução, se 

comparado a outras com grandes oscilações.  Usando como comparação uma função 

arbitrária com oscilações em torno de yyf /1)(   definida por  

yysenyh /|)10(2|)(         (3.3.2) 

considerando um caso com 50 pontos discretos no intervalo entre 1 a 5, a função )(yf  

apresenta uma norma igual a 2,9217 enquanto )( yh  possui um valor bem superior, igual a 

4,1579. Uma representação destas duas funções se encontra na figura 3.10.  

 

Figura 3.10: Comparação entre a função suave )(yf  (*) e oscilante )( yh  (˗ ̶). 

Anteriormente, foi apresentado que o principal objetivo do parâmetro de 

regularização introduzido à rede é o abaixamento da norma da solução. Caso, a função a 

ser invertida apresente muitas oscilações, a metodologia aqui apresentada pode ser 

bastante útil. Um problema real que apresenta uma solução com estas características é a 

inversão da função de distribuição radial de líquidos. Dessa forma, a rede regularizada será 

aplicada para a resolução deste problema, cujos resultados serão apresentados no capítulo 

6 desta tese. 
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Capítulo 4:  

Análise sensitiva para o segundo coeficiente 

do virial quântico 
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4.1 - Introdução 
 

 A energia potencial é de grande importância na química e física molecular, uma vez 

que ela pode fornecer uma descrição completa do sistema. Entre as suas principais 

aplicações está o estudo da dinâmica de processos moleculares1, 2. A forma funcional da 

energia potencial, bem como as suas características, depende diretamente dos tipos de 

partículas que constituem o sistema. Usualmente, ela pode ser descrita como a soma de um 

termo repulsivo com outro atrativo. A parte repulsiva, proveniente da interação entre as 

nuvens eletrônicas, pode ser dada por um termo de Born-Mayer, que é proporcional a 

)exp( r , sendo r  a coordenada entre os átomos. Já a parte atrativa depende da forma com 

que se dá a interação. Por exemplo, no caso da atração entre cargas pontuais o potencial é 

proporcional r/1 , enquanto a interação representada por forças de dispersão é 

proporcional a 6/1 r . O estudo da energia potencial formado por sistemas constituídos por 

mais de dois corpos ou moléculas é mais complexo, visto que a mesma não é isotrópica, 

pois depende da orientação relativa entre as suas partículas constituintes3. 

 Usando uma abordagem direta, a energia potencial pode ser encontrada por 

métodos ab initio, no qual a equação de Schrödinger é resolvida para diferentes valores da 

coordenada, construindo assim a superfície de energia. Outra alternativa são os métodos 

semi-empíricos, onde a solução das equações da mecânica quântica são facilitadas pela 

introdução de dados experimentais. Por fim, têm-se os métodos empíricos, que se baseiam 

no ajuste dos parâmetros de uma dada forma funcional a partir de dados experimentais que 

dependem diretamente da energia potencial.4  

A partir de uma metodologia inversa a energia potencial pode ser determinada a 

partir da seção de choque5 e o segundo do coeficiente do virial6.  Este último apresenta um 

importante papel, sobretudo no estudo de gases imperfeitos e líquidos. Neste caso, os 

dados experimentais desta propriedade termodinâmica podem ser usados para a validação 

de modelos que visam a descrição destes sistemas7. 

Para a maioria das situações, o segundo coeficiente do virial pode ser calculado a 

partir de uma abordagem clássica. No entanto, quando o sistema se encontra a baixas 

temperaturas o tratamento clássico se torna inadequado, pois nestas condições os efeitos 

quânticos devem ser considerados, sobretudo para substâncias com pequenas massas 

moleculares como o hélio.8 Como a relação entre a energia potencial e as propriedades 

termodinâmicas se dá pela mecânica estatística, a descrição para sistemas a baixas 
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temperaturas não pode ser feita usando a estatística de Boltzmann, mas sim a estatística de 

Bose-Einstein ou de Fermi-Dirac. Por exemplo, o isótopo 4He é caracterizado como um 

bóson, portanto ele obedece à estatística de Bose-Einstein, por outro lado, o isótopo 3He é 

um férmion e por isso segue a estatística de Fermi-Dirac.9, 10  

 Além de uma descrição quântica para o segundo coeficiente do virial, o hélio 

apresenta uma série de peculiaridades no seu comportamento. Por exemplo, a ligação 

formada devido às forças de dispersão de van der Waals entre dois átomos deste elemento 

é conhecida como a ligação mais fraca e com maior distância média. 11 Além disso, o hélio 

pode apresentar, dependendo das condições, superfluidez no estado líquido. 8 

 Uma importante aplicação para o segundo coeficiente do virial quântico se encontra 

na calibração e padronização de dispositivos que operam a temperaturas muito baixas. Em 

condições extremas surge uma dificuldade em se obter medidas precisas de propriedades 

experimentais, com isso o cálculo de propriedades termodinâmicas a partir de potenciais ab 

initios combinados a dados experimentais encontram grande utilidade na metrologia. 

Ademais, o gás hélio é amplamente empregado como padrão para a determinação empírica 

de propriedades termodinâmicas de outras substâncias.12-14  

Para o estudo adequado destas e de outras propriedades do hélio de maneira eficaz, 

torna-se necessário o emprego de potenciais desenvolvidos com grande precisão. Portanto, 

valores experimentais do segundo coeficiente do virial quântico, e outras propriedades, 

podem ser usados para o aperfeiçoamento destes modelos. Especificamente, para o He-He 

vários potenciais precisos são apresentados na literatura.15-16 O mais recente deles, 

proposto por Varandas16, descreve adequadamente o mínimo do potencial e a distância de 

equilíbrio. No entanto, este mesmo ainda não foi testado frente a diferentes propriedades de 

transporte e termodinâmicas.  

Portanto, o objetivo deste trabalho é determinar o segundo coeficiente do virial 

quântico usando o potencial proposto por Varandas. Dessa forma, este trabalho se 

enquadra em uma abordagem direta do problema. A propriedade termodinâmica foi 

calculada para o sistema 4He para baixas temperaturas, especificamente de 3 a 100K. Além 

disso, foi feita a análise sensitiva do segundo coeficiente do virial quântico frente a 

diferentes parâmetros do potencial, ou seja, como a variação dos principais parâmetros que 

descrevem a superfície influencia no valor final da propriedade termodinâmica calculada. 
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4.2 - Fundamentos Teóricos e Metodologia 
 

A equação de estado de um gás real pode ser escrita na forma17 

 ...)()( 3

3

2

2   TBTB
kT

p
      (4.2.1) 

sendo k  a constante de Boltzmann,   a densidade, T  a temperatura e p  a pressão. O 2º 

e 3º coeficientes do virial, que são dependentes da temperatura, são dados por )(2 TB  e 

)(3 TB , respectivamente. Estas grandezas fornecem como a interação entre as partículas do 

sistema se manifesta termodinamicamente. Por exemplo, o segundo coeficiente do virial 

fornece a interação entre duas partículas, enquanto o terceiro fornece a interação entre três 

partículas e assim por diante. Desta forma, as propriedades termodinâmicas possuem uma 

dependência direta com a energia potencial )(rEP . Como este trabalho abordará somente o 

segundo coeficiente do virial, o mesmo será denominado apenas por )(TB . Classicamente, 

esta propriedade pode ser calculada pela relação integral18 
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     (4.2.2) 

A equação acima é válida para situações em que o comprimento de onda térmico T  do 

sistema é suficientemente pequeno, especificamente, com um valor menor que o diâmetro  

do átomo. O comprimento de onda térmico é dado por17 

2/1)2( mkT

h
T


 

        (4.2.3) 

sendo h é a constante de Planck e m a massa das partículas. Por esta relação pode-se 

observar que T cresce para situações em que a massa e a temperatura do sistema se 

tornam suficientemente pequenas. Nestas condições a equação (4.2.2) não descreve 

corretamente o segundo coeficiente do virial, portanto, a propriedade termodinâmica deve 

ser calculada quanticamente.  
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Um sistema no qual esta abordagem deve ser empregada é para o hélio a baixas 

temperaturas. Especificamente, o resultado clássico para )(TB  não é apropriado na sua 

descrição para temperaturas abaixo de 100 K. A expressão quântica exata para o cálculo do 

segundo coeficiente do virial pode ser determinada dividindo-a em três contribuições19, 20: i) 

gás ideal quântico; ii) estados ligados; iii) fase de espalhamento. Com os respectivos 

termos, a expressão do virial é escrita como 
 

 FASELIGIDEAL BBBTB )(        (4.2.4) 

A forma como cada um destes termos é calculada será explicitado na seção 4.2.3.
  

 

 

4.2.1- Modelo de potencial 

 

 Para a descrição do sistema e do cálculo do segundo coeficiente do virial, uma 

superfície de potencial bastante precisa desenvolvida por Varandas foi a escolhida. Este 

modelo é dado por um termo de Hartree-Fock de curto alcance e um termo de correlação de 

longo alcance 16 

 )()()( rVrVrE CORHFP          (4.2.5) 
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sendo nC  os coeficientes de dispersão, cujos valores se encontram na tabela 4.1, e nx  uma 

função de amortecimento dada por 
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Os parâmetros em unidades atômicas para esta função são: 9424025,10 , 

36606,160  , 70172,01  , 09574,00   e 09574,01  . Os demais parâmetros 

necessários para a construção do potencial são dados na tabela 4.1 

 

Tabela 4.1: Parâmetros em unidades atômicas para o potencial do He-He. 

Parâmetros HFV  
Coeficientes de dispersão 

D  2,90582149142803 x 10-5 

6C  
1.4646 
 

1a  
–2.677678262034801 × 10-1 
 8C  

14.112 
 

2a  
2.345720241868299 × 10-2 

 10C  
178.13 
 

3a  
1.459174818996908 × 10-2 

 11C  
–76.7 
 

4a  
1.237617600368155 × 10-5 
 12C  

3093 
 

er  
5.60323206384019 
 13C  

–3806.0 
 

  2.17613250152118 
 14C  

72016 
 

  
15C  

–171000.0 
 

  
16C  

2276994 

.  

 

Dados na literatura mostram que o potencial para o dímero de He apresenta um 

mínimo de energia de 10,9 K a uma distância internuclear de 2,97 Angstroms21. Este 

sistema suporta apenas um único estado rotovibracional com uma energia igual a -1,176 

mK, que é a ligação mais fraca já detectada22. Devido a esta interação extremamente fraca, 

a função de onda deve ser deslocalizada sobre uma grande distância, o que proporciona 

uma distância média de ligação próximo a 50 Angstrom23.  O valor mínimo de energia com a 

sua respectiva distância interatômica previsto pelo potencial de Varandas estão de acordo 

os resultados obtidos previamente na literatura.  
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4.2.2- Fase de espalhamento 

 

 O termo referente à fase do espalhamento deve ser determinado resolvendo a 

equação de Schrödinger na forma adequada com as suas devidas condições de contorno. 

Neste tipo de processo a função de onda deve ser diferente de zero em condições 

assintóticas por não se tratar de um estado ligado. A equação de Schrödinger neste caso é24 

 0)(
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sendo 
22 /2 Ek  , l  o momento angular,  a massa reduzida e E  a energia de colisão. 

Após o processo de colisão, a onda espalhada torna-se 
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A fase acumulada l  
fornece toda a informação necessária na descrição do processo de 

espalhamento.  Além disso, este parâmetro fornece a forma com que a energia potencial 

influencia no movimento dos átomos, no caso da partícula livre,  0l . Entre os métodos 

para a determinação da fase estão a aproximação de Born25, o método semi-clássico JWKB 

(abreviação dos autores: Jeffreys, Wentzel, Kramer e Brillouin)26, a equação de Calogero27 e 

o método renormalizado de Numerov28. Devido à grande precisão e baixo custo 

computacional, a última metodologia foi a escolhida para a determinação da fase 

acumulada. Uma descrição mais detalhada do método renormalizado de Numerov se 

encontra no apêndice A desta tese.  

 Por se tratar de uma solução numérica, são necessários vários valores de l , que 

correspondem ao número de ondas parciais. Usualmente este valor é determinado usando a 

aproximação MAXMAX krl  , sendo MAXr  o limite da ação do potencial. A quantidade MAXl  é o 

momento angular máximo requerido para convergência da seção de choque. Como o 

parâmetro k  depende da energia de colisão, maiores valores de energia necessitam de um 

maior número de momentos angulares. Para o modelo de potencial usado neste trabalho a 

faixa de momentos angulares foi 8020  MAXl . 
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4.2.3- Segundo coeficiente do virial quântico 

 

 A dedução da expressão exata do segundo coeficiente do virial quântico foi proposta 

inicialmente por Beth e Uhlenbeck 17, 29 e novas versões foram desenvolvidas posteriormente 

por Kilpatrick19 e Kihara30. A dedução completa desta expressão é bastante longa, portanto, 

neste trabalho serão apresentados apenas alguns fundamentos físicos referentes ao )(TB

quântico. Uma discussão mais detalhada, além de um tratamento rigoroso, pode ser 

encontrada nas referências citadas anteriormente. 

A ideia básica para o desenvolvimento )(TB , é analisar como se relaciona as 

probabilidades de distribuição das partículas num sistema quântico. Retornado à equação 

(4.2.2), para uma expressão quântica do segundo coeficiente do virial, o termo de 

Boltzmann kT

rEP

e

)(

 deve ser substituído por17 
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Sendo nE  autovalores dos diferentes níveis de energia e as n  autofunções referentes ao 

movimento relativo entre as partículas. A autofunção para o sistema é dada por 
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 mlY ,  representa os esféricos harmônicos. A influência direta da energia potencial se 

encontra em )(rl , pois a função de onda apresenta a fase acumulada l  devido à ação de 

)(rEP . Após algumas considerações a respeito das propriedades e normalização destas 

funções, tem-se a seguinte expressão 
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Sendo 
222 /2 Eq T

 e 
222

0 /2 Tkq BT . Estas duas grandezas se relacionam 

respectivamente com a energia de colisão E  e com a temperatura T . Na ausência da 

energia potencial o deslocamento de fase não existirá e consequentemente 0lB . As 

equações fornecem somente a influência contínua da energia potencial no valor da 

propriedade termodinâmica. Não é levado em consideração aspectos da simetria e anti-

simetria das funções de onda, efeitos dos estados discretos de energia e a estatística 

adequada na distribuição das partículas do sistema.  

 Na ausência de forças intermoleculares a descrição termodinâmica do gás não é 

dada pela equação de estado dos gases ideais, pois esta equação é proveniente da 

estatística de Boltzmann, que é clássica. Para sistemas quânticos, deve-se usar a estatística 

de Bose-Einstein ou Fermi-Dirac, pois nestes casos quando 0)( rE p , 0B . Dessa 

forma um termo que possibilite estas restrições deve ser adicionado à equação (4.2.12), 

com isso, o segundo coeficiente do virial para bósons e férmions é dado respectivamente 

por 
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No caso de bósons, o primeiro termo da soma deve ser negativo. Como estas partículas não 

obedecem ao princípio da exclusão de Pauli, as mesmas podem ocupar o mesmo estado 

quântico, possibilitando que elas permaneçam em níveis energéticos mais baixos. Este 

comportamento confere uma “compressão” ao gás ideal quântico, dessa forma 

IDEALBOSON BB  . Por outro lado, os férmions obedecem ao princípio da exclusão de Pauli, 

dessa forma existe uma limitação em relação à ocupação dos níveis energéticos. Portanto, 

este comportamento irá conferir uma característica de “expansão” ao gás, fazendo com que 

IDEALFERMION BB  . Em relação á restrição dos momentos angulares, ela se relaciona com a 

simetria e anti-simetria das funções de onda que os bósons e férmions apresentam, 

respectivamente. Dessa forma os bósons admitem somente momentos angulares pares, 

enquanto os férmions permitem apenas os ímpares. 
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 Por fim, tem-se a contribuição dos estados quânticos discretos. Neste caso, a 

possibilidade da presença de um estado ligado ocasiona em uma diminuição da pressão do 

sistema, portanto 0LIGB . Assim, o termo dos estados discretos é dado por, 
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sendo n  a energia e ng  o peso de uma possível degenerescência do estado n. 

Após as considerações anteriores, o segundo coeficiente do virial quântico pode ser 

calculado para o He4 a partir da equação (4.2.4). A notação e expressão definitiva utilizada 

neste trabalho é similar às utilizadas nos trabalhos de Boyd31 e Colclough 20. Os termos 

específicos da equação (4.2.4) (gás ideal, estado ligado e fase de espalhamento) para o 

referido sistema são, respectivamente 

16

14
2/3

2











kT
BIDEAL




       (4.2.17) 

 


















kTkT
B n

LIG






exp

4
2/3

2
      (4.2.18) 

  





















 




1)(
24

0

/

2

0

2/3
2

2
0

2

qdqqGe
qkT

B
qq

FASE



    (4.2.19) 

sendo 

 
)()12()( qlqG l

PARES
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Como o He4 apresenta apenas um estado roto-vibracional ( n  -1,176 mK) sem 

degenerescência o somatório em (4.2.16) pode ser omitido.  
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4.3 - Resultados e discussão 
 

  O segundo coeficiente do virial quântico para dímero de 4He foi calculado usando 

como protótipo o potencial de Varandas. Os resultados são apresentados na tabela 4.2, 

onde é feita uma comparação entre os dados calculados e os valores experimentais. O erro 

para a propriedade calculada neste trabalho está na faixa de 0,1 cm3 mol-1 para uma 

temperatura abaixo de 10 K. A incerteza na medida cresce para 0,63 cm3 mol-1 para 

temperaturas próximas a 3 K. Como o erro experimental encontra-se na faixa de 0,6 cm3 

mol-1 pode-se admitir que o potencial usado para os cálculos é adequado para estas 

temperaturas. 

Para a determinação do termo da fase de espalhamento, primeiro deve-se calcular o 

)(qG  dado na equação (4.2.20). Os resultados para esta função são dados na figura 4.1. 

Esta propriedade pode ser entendida relacionando-a com as características observadas no 

espalhamento quântico e sobre como a fase acumulada se manifesta na influência da 

energia potencial. Por exemplo, caso a colisão se dê sobre a influência da parte atrativa do 

potencial, a fase acumulada apresentará um valor positivo, que ocorre para colisões com 

baixos valores de energia. Isto é observado principalmente para o hélio, uma vez que a 

parte atrativa do potencial deste sistema é extremamente fraca32. Observando a figura 4.1, o 

valor de )(qG  é positivo para pequenos valores de q , devido à fase acumulada positiva, 

proveniente da influência atrativa do potencial. O pico primário para 0q  é devido ao único 

estado ligado presente no sistema, previsto pelo teorema de Levinson33. Já o próximo 

máximo representa a influência do mínimo do potencial.  

Por outro lado, caso a parte repulsiva apresente influência no movimento das 

partículas do sistema, a fase acumulada será negativa. Isto ocorre para grandes valores de 

energia, e de acordo com a figura 4.1, para as situações em que q  é maior que 4.  
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Tabela 4.2: Segundo coeficiente do virial para o 4He. Unidades em cm3 mol-1 

T / K Experimental Calculado 

3,0 -120,3 -119,67 

4,0 -85,3 -84,70 

5,5 -56,9 -56,55 

7,0 -40,8 -40,56 

9,0 -27,69 -27,56 

11,0 -19,38 -19,31 

13,0 -13,65 -13,60 

15,0 -9,47 -9,43 

17,5 -5,61 -5,58 

20,0 -2,75 -2,71 

29,0 3,35 3,41 

40,0 6,89 6,98 

41,0 7,88 7,98 

45,0 7,11 7,20 

60,0 7,88 7,98 

75,0 10,74 10,85 

90,0 11,32 11,42 

100,0 11,58 11,67 

  

 

Em relação à propriedade definida por 
2
0

2 /
)()(

qq
qeqGqg


 , ela foi calculada para 

diferentes valores de q  e os resultados estão apresentados na figura 4.2 para uma 

temperatura igual a 30 K. A influência da parte atrativa e repulsiva do potencial pode se 

observada nesta figura. O primeiro máximo, para 0q , representa o único o estado ligado 

do sistema. Já o próximo máximo, refere-se ao mínimo do potencial. Os valores negativos 

de )(qg  representam a influência da parte repulsiva do potencial. Na medida em que os 

valores de q  aumentam, o valor da propriedade )(qg  tende a zero, visto que para grandes 

valores na energia de colisão, a energia potencial apresenta pouca influência no 

comportamento do gás. Como o termo da fase representa a influência direta da energia 

potencial sobre as propriedades termodinâmicas do sistema, para grandes valores de q  o 

gás apresenta um comportamento ideal.  
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Figura 4.1: Representação gráfica da função  )()12()( qlqG l

PARES

  . 

 

Figura 4.2: Representação gráfica da função  
2
0

2 /
)()(

qq
qeqGqg


  para K 30T  
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A contribuição individual de cada termo no cálculo do segundo coeficiente do virial é 

apresentada na tabela 4.3. Pode-se perceber que o termo que apresenta maior influência é 

o da fase de espalhamento, que reflete diretamente como a energia potencial do sistema 

afeta no resultado final da propriedade termodinâmica. Para temperaturas abaixo de 20 K 

tem-se um valor negativo para este termo, pois nestas condições, o gás torna-se mais 

compressível devido a uma maior influência da parte atrativa do potencial. Na medida em 

que a temperatura aumenta, a energia média das colisões também aumenta, portanto o 

potencial repulsivo passa a ser predominante no comportamento do gás. Devido ao 

pequeno valor do mínimo de energia do sistema He-He, esta inversão de comportamento 

ocorre a uma temperatura relativamente baixa. 

 

Tabela 4.3: Contribuição dos diferentes termos no cálculo do segundo coeficiente do virial 

quântico em 
-13 mol cm  

T / K B  
IDEALB  LIGB  FASEB  

3,0 -119,67 13,614 -8,5402 x 10-2 -105,97 

4,0 -84,698 -8,8424 -4,1601 x 10-2 -75,814 

5,5 -56,552 -5,4842 -1,8764 x 10-2 -51,049 

7,0 -40,563 -3,8196 -1,0268 x 10-2 -36,733 

9,0 -27,564 -2,6200 -5,4778 x 10-3 -24,939 

11,0 -19,307 -1,9390 -3,3169 x 10-3 -17,365 

13,0 -13,604 -1,5092 -2,1845 x 10-3 -8,2159 

17,5 -2,7118 -0,99628 -1,0390 x 10-3 -4,6150 

20,0 -2,7118 -0,79089 -7,4409 x 10-4 -1,9202 

29,0 3,4108 -0,45296 -2,9390 x 10-4 3,8640 

40,0 6,9847 -0,27962 -1,3154 x 10-4 7,2644 

41,0 7,9821 -0,26945 -1,2366 x 10-4 7,4758 

45,0 7,2062 -0,23434 -9,7986 x 10-5 8,2165 

60,0 7,9821 -0,15221 -4,7732 x 10-5 10,007 

75,0 10,852 -0,10891 -2,7324 x 10-5 10,960 

90,0 11,427 -0,082851 -1,7321 x 10-5 11,509 

100,0 11,675 -0,070739 -1,3299 x 10-5 11,746 
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Como mencionado anteriormente, a baixas temperaturas, um gás sem interação não 

é descrito pela equação de estado do gás ideal. Isso ocorre, pois nestas condições a 

estatística de Boltzmann, que fornece a equação de estado do gás ideal, não é adequada 

para descrevê-lo. No caso do 4He deve-se usar a estatística de Bose-Einstein, uma vez que 

este isótopo se caracteriza como um bóson. Este comportamento pode ser entendido 

analisando o termo do gás ideal quântico. Devido à característica de condensação desta 

estatística, esta contribuição é sempre negativa e se torna menos importante na medida em 

que a temperatura do sistema aumenta, uma vez que a temperaturas suficientemente altas 

a estatística de Bose-Einstein converge para a estatística de Boltzmann. Por exemplo, a 

uma temperatura de 3 K este termo contribui com aproximadamente 11%, enquanto a 100 K 

ela contribui com menos de 1%. 

 Em relação ao termo do estado ligado, ele é o menos importante, devido ao pequeno 

valor do mínimo de energia potencial, o que fornece somente um único estado 

rotovibracional com momento angular nulo. A sua influência é quase nula no valor total de 

)(TB a 3 K e torna-se menos importante com o aumento da temperatura. Em comparação 

com os demais termos, esta contribuição pode ser praticamente desprezada. 

 Uma questão importante é avaliar como deve ser a energia potencial para que ela 

reproduza uma propriedade desejada. Para isto, foi feito a análise sensitiva paramétrica do 

segundo coeficiente do viral quântico em 1ª ordem, de acordo com a equação (2.4.1), 

página 20. Os parâmetros escolhidos foram os coeficientes de dispersão 6C , 8C  e 10C , 

além do parâmetro  , presente na parte repulsiva do potencial. Os valores destes 

parâmetros se encontram na tabela 4.1. As mudanças realizadas nestes parâmetros visam 

uma variação final de 
-13 mol cm 01,0  no cálculo da propriedade termodinâmica. Estes 

resultados encontram-se na tabela 4.4 e são apresentados como a sensibilidade relativa 

entre estes parâmetros. Também é apresentada a incerteza no ajuste dos parâmetros 

usados na construção do potencial16.  

De acordo com os resultados da tabela 4.5, observa-se que a uma temperatura de 

10 K, o parâmetro que apresenta maior sensibilidade é o coeficiente de dispersão 6C , 

enquanto o coeficiente com menor sensibilidade é o e 10C , sendo que o primeiro apresenta 

uma sensibilidade 50 vezes maior que este último. Quando a temperatura é aumentada, a 

100 K, por exemplo, a sensibilidade de todos os coeficientes diminui, pois nestas condições 
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a energia potencial do sistema possui uma menor influência no valor final da propriedade 

termodinâmica. Além disso, nestas condições, observa-se uma maior diminuição na 

sensibilidade dos coeficientes de dispersão. Como estes parâmetros representam a 

influência da parte atrativa do potencial, eles se tornam menos importantes a altas 

temperaturas. Por outro lado, por representar a parte repulsiva do potencial, a diminuição da 

sensibilidade do parâmetro   é menos significativa se comparada às dos coeficientes de 

dispersão. A relação entre a sensibilidade destes parâmetros com o aumento da 

temperatura está apresentada também na figura 4.3. 

 

Tabela 4.4: Sensibilidade relativa do segundo coeficiente do virial em relação a alguns 

parâmetros do potencial. As variações nos parâmetros foram realizadas para que 

-13 mol cm 01,0B .  

 Parâmetro Variação / 

u.a 

Sensibilidade 

relativa 

Incerteza / 

u.a 

T = 10 K 
6C  

2 x 10-4 50 10-12 

 
8C  

10-3 10 10-8 

 
10C  

10-2 1 10-6 

   10-3 10 --- 

T = 100 K 
6C  

10-3 10 10-12 

 
8C  

10-2 1 10-8 

 
10C  

10-2 1 10-6 

   2 x 10-3 5 --- 
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Figura 4.3: Análise sensitiva paramétrica para os parâmetros )(6 C , (...)8C  e )(10 C  

e ):(   em unidades atômicas e cm3 mol-1. 

 
 

4.4 - Conclusões 
 

 O segundo coeficiente virial quântico para o sistema 4He foi calculado no presente 

trabalho usando um potencial recente no intervalo de temperatura entre 3 a 100 K. Nestas 

condições uma abordagem clássica não é suficiente para descrever corretamente este 

sistema. No entanto, o tratamento quântico forneceu resultados condizentes com os dados 

experimentais. Por exemplo, a diferença entre os resultados teóricos e experimentais foram 

0,63 cm3 mol-1 e 0,0095 cm3 mol-1 para as temperaturas de 3 K e 100 K respectivamente. 

 As diferentes contribuições para o cálculo da propriedade termodinâmica foram 

discutidas, como o termo de Bose-Einstein, o do estado ligado e o da fase de espalhamento. 

O primeiro dos três mostrou a menor influência entre os demais, sobretudo para 

temperaturas mais elevadas. Por outro lado, os demais termos apresentam contribuições 
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mais significativas, por exemplo, o termo do gás ideal quântico é 11 % e o da fase de 

espalhamento é 89% para o segundo coeficiente do virial.    

 Para verificar como variações na energia potencial afetam o cálculo da propriedade 

termodinâmica, foi procedida a análise sensitiva paramétrica. As variações provocadas em 

cada parâmetro foram na verdade maiores que a incerteza presente na construção da 

energia potencial. Por exemplo, para estar dentro do erro experimental, o coeficiente de 

dispersão 6C  deve ter uma incerteza na ordem de 10-4 u.a., o que é bem maior que os 10-14 

u.a., a incerteza envolvida no ajuste deste parâmetro. 

 Os cálculos teóricos feitos neste trabalho usando o potencial de Varandas estão 

dentro da incerteza experimental permitida. A análise sensitiva mostrou que a precisão dos 

parâmetros do potencial está além do necessário para reproduzir o segundo coeficiente do 

virial quântico, portanto, um conjunto de potenciais é aceitável.    
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Capítulo 5: 

Refinamento da distribuição de fônons a partir 

da capacidade calorífica 
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5.1 - Introdução 
 

 A capacidade calorífica tem um importante papel histórico no estudo do 

comportamento microscópico de sólidos, fornecendo a validade experimental para muitos 

modelos teóricos. Por exemplo, se tratando de vários sólidos metálicos, dados 

experimentais fornecem um valor próximo a 
1-1 K Jmol  942,243 -Nk   para temperaturas 

próximas a ambiente. Neste contexto N  se refere ao número de átomos e k  à constante de 

Boltzmann.  Estes resultados são conhecidos como Lei de Dulong-Petit. e podem ser 

explicados classicamente pelo princípio da equipartição da energia. Neste modelo assume-

se que as vibrações entre os átomos que compõem o sólido são harmônicas e cada uma 

delas contribui com kT
2

1

 
para a energia cinética média e kT

2

1

 
para a energia potencial 

em cada um das dimensões, ou seja, são 3 graus de liberdade para a energia cinética e 3 

para a potencial. Dessa forma, o número de graus de liberdades do sólido metálico deverá 

ser 6, o que fornece NkT3  para a energia total do sistema e Nk3  para a capacidade 

calorífica 1. 

 No entanto, a baixas temperaturas o princípio da equipartição falha na descrição da 

capacidade calorífica de sólidos, uma vez que os efeitos quânticos devem ser considerados. 

Este problema foi resolvido no começo do século XX por Einstein. Baseando-se no trabalho 

da radiação do corpo negro de Planck, Einstein propôs que as energias de vibração em um 

sólido devem ser quantizadas e dependem de um modo vibracional específico do material. 

Dessa forma foi possível reproduzir os dados da capacidade calorífica do diamante a baixas 

temperaturas usando este modelo2.  

 Apesar do sucesso do trabalho de Einstein, a suposição de que o sólido apresente 

uma única frequência de vibração não é verdadeira. Dessa forma, em 1912 Debye, sugeriu 

uma distribuição contínua de frequências )(g , conhecida como distribuição de fônons. 

Neste modelo tal distribuição é proporcional a 2 , com um limiar máximo de frequência 

MAX , que corresponde ao comprimento de onda de vibração mínimo, valor que deve ser 

maior ou igual à distância média de ligação. O interessante do modelo de Debye é o fato de 

o )(g  ser determinado baseando-se na teoria clássica de meios elásticos e fornecer 

ótimos resultados para capacidade calorífica a temperaturas próximas ao 0 K, nestas 

condições o valor da propriedade termodinâmica é proporcional a 3T .3 
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 Entretanto, em situações reais a distribuição de frequências não é tão simples como 

os modelos de Einstein e Debye. Uma distribuição mais adequada pode ser encontrada via 

cálculos ab initio aplicando-se a condição de contorno periódica de Born-von-Karmann4 ou 

por meio da teoria funcional de densidade (DFT)5. Experimentalmente, pode-se determinar o 

)(g  usando-se o espalhamento de raios-X ou nêutrons. 6 

Pelos trabalhos de Einstein e Debye pode-se concluir que se a distribuição de fônons 

for conhecida é possível determinar a sua capacidade calorífica, portanto, esta relação 

caracteriza-se como um problema direto. O kernel direto que transforma as propriedades 

referidas é dado por uma equação integral. Por outro lado, é possível também obter a 

função )(g  conhecendo a capacidade calorífica empregando uma abordagem inversa. A 

solução deste tipo de problema inverso foi discutida de maneira formal inicialmente por 

Montroll7, no qual o kernel inverso que relaciona as duas propriedades também possui uma 

forma integral.  

Algumas soluções analíticas foram obtidas usando transformadas de Fourier, no qual 

a distribuição de fônons é recuperada da capacidade calorífica, cujos kernels inversos são 

integrais em planos complexos8. No entanto, estas alternativas não possuem fins práticos, 

uma vez que as resoluções destas integrais são instáveis. Outra alternativa para a resolução 

do problema é a aplicação da equação inversa de Möbius, a qual foi apresentada 

inicialmente por Chen em termos de somatórios da transformada inversa de Laplace9, 10. 

Novamente, esta expressão exata é numericamente instável quando aplicada a dados reais, 

uma vez que a transformada inversa de Laplace se caracteriza como um problema inverso 

mal-colocado. 

Devido ao insucesso das soluções analíticas deste tipo de problema, torna-se 

necessário o emprego de métodos numéricos para este fim. No entanto, o número de 

trabalhos disponíveis na literatura para a solução numérica do problema inverso da 

capacidade calorífica ainda é bastante escasso. Especificamente têm-se o trabalho de 

Hague, em que a distribuição de fônons é determinada a partir da capacidade calorífica 

usando os métodos de máxima entropia e Monte Carlo reverso11. Recentemente, Naumov e 

Musikin, propuseram um novo método numérico para a solução do problema. Partindo-se 

uma distribuição inicial simples, o )(g  é sucessivamente aprimorado a fim de se 

reproduzir dados da capacidade calorífica12.  

 Diante das alternativas limitadas para a solução deste problema inverso, o objetivo 

do presente trabalho é inverter a distribuição de fônons do alumínio a partir de dados 
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experimentais da capacidade calorífica, obtidos por calorimetria, usando regularização de 

Tikhonov e a rede neural de Hopfield, que foram apresentadas no capítulo 2. A escolha 

destas duas metodologias se deu devido à versatilidade e eficiência que estas duas técnicas 

apresentaram na solução de problemas inversos em diferentes áreas da química, conforme 

apresentado no capítulo 1. Dados experimentais da distribuição de fônons do metal serão 

usados como estimativa inicial para a solução do problema. Ao se calcular a capacidade 

calorífica a partir do )(g  experimental, observa-se que os valores obtidos para esta 

propriedade não se encontram dentro da sua incerteza experimental13, 14. Desta forma, as 

técnicas para a solução de problemas inversos mal-colocados serão usadas para refinar os 

dados experimentais da distribuição de fônons. 

 

 

5.2 - Fundamentos teóricos e metodologia 
 

A forma com que as partículas se distribuem nos diferentes estados e níveis 

energéticos de um sistema microscópico é dado pela distribuição de Boltzmann. A 

normalização desta distribuição é denominada função partição, que possui uma grande 

importância na termodinâmica estatística, visto que a partir dela é possível determinar todas 

as propriedades termodinâmicas macroscópicas. Dessa forma, o desafio neste tipo de 

estudo é conhecer como as características microscópicas do sistema se relacionam 

quantitativamente com a função partição.15  

No caso de sólidos cristalinos com vibrações harmônicas, a função partição Z  pode 

ser escrita caso a distribuição de fônons do material seja conhecida16 

  
 


0 0

)()1ln(
2

)(ln   dged
uv

uZ u      (5.2.1) 

sendo Thu / , onde  h  é a constante de Planck. Como mencionado anteriormente, 

existem modelos simples para )(g  como o de Einstein, no qual o sólido vibra em uma 

única frequência específica, ou o modelo de Debye, em que a distribuição de frequências é 

proporcional a 2 . Em relação à distribuição de fônons reais, são apresentados exemplos 

na figura 5.1 para diferentes metais. Estes dados são comparados com a distribuição dada 

pelo modelo de Debye. Apesar de os modelos de Einstein e Debye não descreverem 
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corretamente a distribuição de fônons, eles estão presentes nas distribuições reais. Por 

exemplo, para baixas frequências a distribuição é proporcional a 2 , similar ao modelo de 

Debye, estas frequências específicas são denominadas como fônons acústicos. Por outro 

lado, as distribuições possuem picos de frequência similar ao modelo de Einstein, que por 

sua vez, são denominadas como fônons ópticos.4 

Para a determinação da capacidade calorífica a partir da distribuição de fônons 

primeiro deve-se usar a relação termodinâmica desta propriedade com a energia interna U

14
 

V
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C 
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
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
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(5.2.2)

 

Por sua vez, a energia interna possui uma relação direta com a função partição dada por  
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Por fim, tem-se a expressão final para a capacidade calorífica a volume constante 
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A integração da equação (5.2.4) para o modelo de Einstein apresenta uma solução analítica 

que é dada por 

 2/

/2
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       (5.2.5) 

onde kh /  . Como pode ser observado, a grandeza   está diretamente relacionada 

com a frequência de vibração do sólido e possui unidade de medida de temperatura. No 

trabalho original de Einstein, este valor foi ajustado a fim de reproduzir os dados 

experimentais da capacidade calorífica do diamante.17 

Para a inversão da distribuição de fônons usando a regularização de TIkhonov e a 

rede neural de Hopfield o esquema de discretização dado em (2.1.2), página 12, foi feito 

usando uma base trapezoidal. Neste contexto a entrada é dada por )(g  enquanto a saída 

representada por VC . A representação vetorial destas duas grandezas será dado por g e c 
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respectivamente. Dessa forma, a representação discreta e matricial do problema torna-se, 

respectivamente 


i

iijj gKc  

C = K g          (5.2.6) 

 Além da capacidade calorífica, outras propriedades termodinâmicas, como S , H  e 

G  podem ser determinadas a partir da função partição, a relação entre elas é dada por 15  
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Substituindo nas expressões acima a relação entre a função partição e a distribuição de 

fônons, que é dada pela equação (5.2.1), têm-se as relações finais destas propriedades 

termodinâmicas como função de )(g  
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Usando estas relações, as respectivas propriedades termodinâmicas foram calculadas a 

partir da distribuição de fônons refinada.  
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Figura 5.1: Exemplos de distribuição de fônons (  ̶ ) para diferentes metais (potássio, 

molibdênio e ouro). Tais distribuições são comparadas com a distribuição dada pelo modelo 

de Debye (---).4  
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5.3 - Resultados e discussão 
 

 

 Dados experimentais da capacidade calorífica do alumínio apontam uma incerteza 

média de 2,5 % para temperaturas abaixo de 15 K, 1 % até 20 K e 0,25 % para 

temperaturas acima de 30 K13. Se for usada uma função )(g  obtida experimentalmente a 

partir do espalhamento de raios-X e calculada a capacidade calorífica para este metal, as 

incertezas nas respectivas faixas de temperatura seriam 29 %, 9,2 % e 1,0%,14 e na média 

geral este valor seria de 5%. Os dados da capacidade calorífica usando esta distribuição de 

frequência estão apresentados na tabela 5.1. Com isso, conclui-se que a propriedade 

calculada não está dentro da faixa de incerteza permitida. 

 A importância da teoria de problemas inversos pode ser enfatizada neste ponto. 

Começando com uma estimativa inicial simples, como a distribuição de fônons experimental 

que não descreve adequadamente os dados experimentais da capacidade calorífica, é 

possível encontrar uma função de melhor qualidade que reproduza a capacidade calorífica 

dentro da faixa de incerteza aceitável. 

 A distribuição de fônons do alumínio foi refinada em uma faixa de frequência de 0 a 

10 THz com um vetor g com 60 componentes, sendo 34 pontos experimentais da 

capacidade calorífica. Dessa forma a matriz K apresentará uma dimensão de 34 x 60. A 

matriz que representa o kernel de integração possui um índice de condicionamento na 

ordem de 1016, o que indica que pequenas perturbações alteram consideravelmente a 

inversão do problema, dessa forma ele é caracterizado como mal-colocado. 

 Para a recuperação do )(g  usando a regularização de Tikhonov foi construída a 

curva L resolvendo a equação (2.2.14) para vários valores de  . Estes resultados estão 

apresentados na figura 5.2 e o melhor parâmetro, que balanceia a norma do resíduo e da 

solução, possui um valor de 3,43 x 10-25. Este parâmetro é aquele que se encontra no ponto 

de maior inflexão.  
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Figura 5.2: Curva L para a inversão da distribuição de fônons a partir da regularização de 

Tikhonov. 

Usando a mesma base discreta, a distribuição de fônons do alumínio foi refinada 

usando rede neural de Hopfield. A equação diferencial (2.3.7), página 19, foi resolvida 

usando o método de Runge-Kutta de 4ª ordem com passo variável e foi usada 

)tanh()( uuf   como função ativação. Neste caso a norma do resíduo convergiu para um 

valor igual a 0,1349. 

 As distribuições de fônons invertidas usando as duas metodologias, bem como a 

distribuição original, estão apresentadas na figura 5.3. Embora as funções )(g  invertidas 

apresentem as mesmas características da obtida experimentalmente elas fornecem uma 

melhor descrição para a capacidade calorífica experimental. Fica evidente que as principais 

diferenças se concentram nas frequências de Debye e Einstein, próximas a 4,7 e 8,9 THz 

respectivamente. Estas regiões são determinantes na resolução da equação (5.2.4) para a 

determinação da capacidade calorífica. 
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Figura 5.3: )(g  original (curva contínua)14, invertido usando regularização de Tikhonov 

(círculos) e rede de Hopfield (cruzes). 

  

Os argumentos qualitativos apresentados no parágrafo anterior podem ser mais bem 

entendidos avaliando a sensibilidade do processo. Como a equação (5.2.4) apresenta uma 

relação linear entre as propriedades )(g  e VC , a matriz de sensibilidade resume-se ao 

kernel de integração da equação (5.2.4), página 42. Para uma análise mais conveniente a 

matriz de sensibilidade ),( TS  foi construída em uma forma logarítmica 

 
)(ln

)(ln
),(




gd

TCd
TS V          (5.3.1) 

As curvas de nível da matriz de sensibilidade estão apresentadas na figura 5.4. Estes 

dados fornecem quais são os melhores valores de temperatura e frequência para a inversão 

da distribuição de fônons. As regiões do gráfico no qual as linhas estão mais próximas entre 

si representam os pontos com maior valor de sensibilidade. Por exemplo, para temperaturas 

abaixo de 25 K, a informação só pode ser retirada a partir de frequências menores que 3 
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THz. Entre as temperaturas de 25 K a 300 K deverá ser fornecer um )(g  na faixa de 1 

THz a 9 THz. Além disso, pode-se a observar a grande sensibilidade nas frequências de 

Debye e Einstein, que se encontram, respectivamente, próximo a 4 e 8 THz. 

 

Figura 5.4: Sensibilidade da capacidade calorífica em relação à distribuição de fônons. 

  

As distribuições refinadas foram utilizadas para recalcular a capacidade calorífica. 

Estes dados estão apresentados na tabela 5.1, junto com os resultados obtidos 

experimentalmente por Giuaque e os cálculos feitos usando o )(g  obtido por Walker. 

Pelos dados na tabela 5.1 pode-se concluir que as distribuições refinadas pela regularização 

de Tikhonov e da rede de Hopfield são mais adequadas para descrever a capacidade 

calorífica, uma vez que o erro médio obtido por estas novas funções é inferior ao fornecido 

pela distribuição original. Estes dados estão especificados na tabela 5.2. 
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Tabela 5.1: Comparação entre as capacidades caloríficas: experimental e calculadas. 

Unidades em J mol-1 K-1. 

T / K 
VC

Experimental13 

)(g  

experimental 

)(g  refinado 

com Tikhonov 

)(g  refinado 

com Hopfield 

15,00 0.0924 0.0650 0.0935 0.0955 

20,00 0.2072 0.2259 0.2225 0.2241 

25,00 0.4917 0.4685 0.4655 0.4603 

30,00 0.9518 0.8492 0.8570 0.8482 

35,00 1.5879 1.3889 1.4054 1.4000 

40,00 2.3750 2,0917 2,0963 2,0985 

45,00 3,2767 2,9199 2,9035 2,9142 

50,00 4,2552 3,8152 3,7974 3,8146 

60,00 6,3129 5,7520 5,7320 5,7537 

70,00 8,3469 7,7224 7,7103 7,7163 

80,00 10,2428 9,1632 9,6066 9,6140 

90,00 11,9489 11,3535 11,3524 11,3504 

100,00 13,4526 12,9431 12,9193 12,9099 

110,00 14,7623 14,3153 14,3043 14,2898 

120,00 15,8962 15,4949 15,5175 15,5004 

130,00 16,8754 16,4948 16,5757 16,5576 

140,00 17,7213 17,4234 17,4970 17,4794 

150,00 18,4531 18,2434 18,2995 18,2834 

160,00 19,0880 18,9754 18,9996 18,9856 

170,00 19,6407 19,6197 19,6118 19,6004 

180,00 20,1234 20,1761 20,1488 20,1401 

190,00 20,5468 20,6571 20,6214 20,6154 

200,00 20,9194 21,0796 21,0386 21,0355 

210,00 21,2487 21,4269 21,4082 21,4078 

220,00 21,5408 21,7448 21,7369 21,7391 

230,00 21,8009 22,0376 22,0300 22,0348 

240,00 22,0332 22,2982 22,2924 22,2996 

250,00 22,2415 22,5187 22,5280 22,5374 

260,00 22,4288 22,7404 22,7402 22,7517 

270,00 22,5978 22,9370 22,9319 22,9454 

280,00 22,7508 23,1044 23,1055 23,1209 

290,00 22,8896 23,2675 23,2633 23,2804 

298,10 22,9928 23,2930 23,3807 23,3991 

300,00 23,0159 23,4223 23,4070 23,4257 



70 
 

 

 

Figura 5.5: Propriedades termodinâmicas calculadas usando a distribuição de fônons 

refinada pela (a) regularização de Tikhonov e (b) rede de Hopfield. Entropia (o), entalpia (∆), 

energia livre de Gibbs (□).  Os dados experimentais (linha cheia) foram retirados do trabalho 

de Giauque13. 
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Tabela 5.2: Erro percentual relativo da capacidade calorífica experimental e das 

capacidades caloríficas calculadas. 

T / K CV experimental )(g  original )(g  refinado 

com Tikhonov 

)(g  refinado 

com Hopfield 

15,00 2,5 % 29 % 1,6 % 3,5 % 
20,00 1 % 9 % 7 % 8 % 

25-300 0,25 % 4 % 0,2 % 0,2 % 

 

 Com as distribuições refinadas foram calculadas as propriedades termodinâmicas S

, H  e G  usando as equações (5.2.10), (5.2.11) e (5.2.12), respectivamente. Estes 

resultados estão apresentados na figura 5.5 e pode-se perceber que estas novas funções 

fornecem valores condizentes com os dados experimentais13. Os valores para a entalpia e 

energia livre estão representados respectivamente na forma TTHH /))(( 0  e 

TTGG /))(( 0 , sendo K 15,2980 T . 

 

5.4 - Conclusões 
 

 A teoria de problemas inversos foi usada para a recuperação da distribuição de 

fônons a partir de dados experimentais da capacidade calorífica via regularização de 

Tikhonov e a rede neural de Hopfield. A eficiência destes métodos foi testada e explorada no 

presente trabalho. Começando com uma função de distribuição experimental modesta, foi 

possível recuperar uma nova densidade de estados que fornece uma capacidade calorífica 

dentro da faixa de erro experimental, próximos a 2 % para temperaturas acima de 20 K, fato 

que não foi observado quando se aplicou a distribuição de fônons original para este fim. 

 Para verificar como as variações na distribuição de fônons influenciam na 

capacidade calorífica foi procedida a análise sensitiva do processo. As regiões que 

apresentaram uma maior sensibilidade foram as regiões próximas às frequências de 

Einstein e Debye, que apresentam um valor próximo a 4 e 8 THz respectivamente.  

 Por fim foram calculadas outras propriedades termodinâmicas usando as 

distribuições de frequência invertidas. As propriedades calculadas foram a entropia, entalpia 

e energia livre e os resultados obtidos estavam de acordo com os dados experimentais 

disponíveis. 
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Capítulo 6: 

Inversão da função de distribuição radial em 

líquidos 
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6.1- Introdução 
 

 O sucesso de uma teoria molecular depende da sua capacidade de reproduzir 

satisfatoriamente propriedades macroscópicas mensuráveis. Em muitas situações a 

mecânica estatística é bastante útil nesta previsão. Por exemplo, esse tipo de abordagem 

pode fornecer expressões analíticas usando modelos bastante simples na descrição de 

alguns sólidos e gases. Entretanto, quando se trata de líquidos, mesmo para sistemas 

relativamente simples, são necessários métodos mais refinados da mecânica estatística. Em 

geral recorre-se a simulações computacionais como dinâmica molecular e o método de 

Monte Carlo1, mas isso não soluciona completamente o problema. Modelos sobre líquidos 

são desejáveis e devem ser estudados. 

 As primeiras teorias de destaque relacionadas ao tratamento teórico de líquidos são: 

a teoria das estruturas significantes de Eyring2 e a teoria de células de Lennard-Jones e 

Devonshire 3. Ambas datam da década de 30, e com o passar dos anos perderam espaço 

para as modelagens que envolvem simulações computacionais1. Para maioria dos casos o 

líquido pode ser modelado classicamente, exceto aqueles que possuem baixa massa 

molecular como hidrogênio e neônio. No entanto, mesmo tratando o problema 

classicamente, a modelagem de um líquido não é uma tarefa simples. Comparando-o com 

os gases, a dificuldade surge principalmente devido à interação de muitos corpos. Por outro 

lado, se comparado ao sólido, o líquido não apresenta uma estrutura de rede organizada.4 

Dessa forma, mesmo com o uso de computadores são necessários modelos simples de 

energia potencial, em geral soma de pares.  

 Em relação à organização molecular do líquido, se for tomada uma referência 

externa sabe-se que as moléculas são randomicamente distribuídas, no entanto elas 

possuem uma estrutura local organizada que é caracterizada por uma propriedade 

denominada função de distribuição radial. Esta função correlaciona a probabilidade de se 

encontrar duas moléculas em função da distância entre elas.5 Portanto, ela pode ser 

interpretada como são dispostas as camadas de solvatação radial em um líquido tomando 

como referência uma partícula no centro. Usualmente esta propriedade é denominada como 

)(rg . A grande importância da função de distribuição radial, além de fornecer uma 

compreensão do líquido ao nível molecular, é a possibilidade de se encontrar propriedades 

termodinâmicas a partir dela usando a mecânica estatística.6 Apesar de esta propriedade ter 
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uma aplicação com mais destaque no estudo de líquidos ela também pode ser determinada 

para sólidos e gases.7 

 A função de distribuição radial pode ser encontrada de diferentes maneiras. Usando 

simulações computacionais como dinâmica molecular8 ou método de Monte Carlo9. A partir 

da mecânica estatística ela pode ser determinada usando as aproximações de Born-Green-

Yvon e Kirkwood, ou resolvendo a equação integral de Ornstein-Zernike.6 Em todos estes 

exemplos a energia potencial do sistema deve ser conhecida. Dentre as principais técnicas 

experimentais para o estudo da estrutura microscópica de líquidos estão o espalhamento de 

luz 10, 11, nêutrons 12, 13 e raios-X 14, 15, pois a forma com que o padrão de espalhamento é 

gerado depende diretamente do formato da função de distribuição radial. Portanto, 

determinar o )(rg  por estes meios é caracterizado como um problema inverso. 

 Como a função de distribuição radial pode ser calculada conhecendo energia 

potencial, outro problema inverso em líquidos é a obtenção da energia potencial do sistema 

a partir da função de distribuição radial.16, 17 Neste caso o problema inverso resume-se a 

obtenção de uma propriedade microscópica a partir de outra também microscópica. Uma 

forma de hierarquizar os problemas inversos em líquidos encontra-se no esquema da figura 

6.1.  

 
Figura 6.1: Hierarquia das propriedades envolvidas nos problemas diretos e inversos em 

líquidos.  
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 A possibilidade de obter a função de distribuição radial a partir da distribuição angular 

na intensidade de raios-X foi apresentada inicialmente no trabalho de Debye e Mencke18, no 

qual a relação matemática foi deduzida usando o teorema integral de Fourier. Apesar da sua 

importância, estes trabalhos abordaram somente o aspecto formal e matemático do 

problema, desconsiderando a sua possibilidade de aplicação em exemplos reais. Uma 

tentativa em abordar o problema usando dados experimentais foi feita por Johnson e 

colaboradores em um trabalho pioneiro, na tentativa de se obter a energia potencial de 

metais líquidos a partir de dados de raios-X (entre eles estão Li, K e Na)19. Outro trabalho 

envolvendo o estudo de metais líquidos foi o de Seaman e Rupesperg, onde a função de 

distribuição radial do alumínio foi determinada usando também a técnica de espalhamento 

de raios-X. Um aspecto importante deste trabalho foi a determinação da mesma propriedade 

para o alumínio sólido. Desta forma, é possível fazer uma diferenciação entre a estrutura 

microscópica do sólido e do líquido15. O mesmo tipo de estudo foi feito recentemente no 

trabalho de Dahlborg e colaboradores20 

  Com o passar dos anos, um tipo de sistema que recebeu bastante atenção neste 

tipo de análise foi o argônio em fase condensada. Como exemplo tem-se os trabalhos de 

Gingrich e Tompson21 e Kirstein e Pings22 onde a estrutura molecular deste líquido foi 

determinada usando difração de raios-X. O argônio líquido também foi estudado através do 

espalhamento de nêutrons, como exemplo, os trabalhos de Yarnell et al.13 e Pfleiderer et 

al.23 O destaque para este último trabalho é que a função de distribuição radial foi 

determinada sobre diferentes condições termodinâmicas, inclusive próximo ao seu ponto 

crítico.  

 Recentemente, os estudos de problemas inversos em líquidos possuem um grande 

enfoque na determinação da função de distribuição radial e da energia potencial do sistema 

para macromoléculas em soluções24. Especificamente, nestes trabalhos são abordados o 

estudo de emulsões11 e soluções de proteínas10, 11, 14, 25.  Este interesse surge devido à 

importância tecnológica deste estudo, sobretudo na produção de alimentos derivados do 

leite26, na descrição no processo de precipitação de proteínas27 e na formação de clusters 

em mecanismos de doenças28. 

O objetivo deste trabalho é a obtenção da função de distribuição radial do argônio 

líquido a partir do espalhamento de nêutrons usando a regularização de Tikhonov e a rede 

neural de Hopfield. Ademais, a rede regularizada, cuja metodologia foi apresentada no 
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capítulo 3 desta tese, também foi usada no processo de inversão. Para recuperar esta 

função uma estimativa inicial é necessária, que será feita usando a função de distribuição 

radial para o argônio gasoso nas mesmas condições, a qual possui uma determinação 

bastante simples. Os dados experimentais de espalhamento de nêutrons para a inversão 

foram retirados do trabalho de Yarnell e colaboradores13.  

 

 

6.2 - Fundamentos teóricos 
 

6.2.1- Propriedades da função de distribuição radial 

 

 Em um fluido pode-se definir por )( 1

)1( r



 a sua densidade local em relação a uma 

partícula. Devido à interação inerente entre as partículas, a posição da segunda partícula 

fica condicionada à localização da primeira, a da terceira à segunda e assim 

sucessivamente. Portanto, a densidade local ),...,( 1

)(

n

n rr


  referente à n  partículas pode 

ser dada como uma função das densidades independentes 
n  de acordo com a expressão4 
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nn
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n rrgrr
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 
      

(6.2.1) 

neste caso ),...,( 1

)(

n

n rrg


é uma função correlação entre as densidades independentes. 

Usualmente esta função é abordada tomando como relação apenas 2 partículas, dessa 

forma têm-se ),( 21

)2( rrg


. Esta escolha se dá uma vez que a função correlação entre duas 

partículas pode ser determinada experimentalmente por dados de espalhamento. De 

maneira simplificada ela é simbolizada apenas por )(rg  e é conhecida como função de 

distribuição radial. Neste contexto, r  representa a coordenada entra as partículas 1 e 2.6 

De acordo com as definições anteriores, conclui-se que o número de partículas 

encontradas num elemento esférico entre r  e drr   é dado por 
24)()( rrgr  , sendo r  o 

raio em relação á partícula 1. Dessa forma, a função de distribuição radial pode ser 

normalizada tomando como relação o número total de moléculas do líquido N  integrando o 

produto em um elemento esférico de volume 6 
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 NNdrrrgr 


14)()(
0

2       (6.2.2) 

Como o )(rg  se refere à posição e a influência relativa entre as partículas do líquido, para 

grandes valores de r  esta função deve tender à unidade. Este comportamento pode ser 

explicado considerando que para grandes valores da coordenada, as moléculas que 

compõem o líquido não sofrem a ação do potencial em relação à molécula da origem. Com 

isso, a distribuição deve ser totalmente randômica, e as densidades locais serão 

independentes uma da outra, assim a função correlação será igual a 1. Esta característica 

difere o líquido do sólido, uma vez que o último apresenta uma estrutura organizada a 

longas distâncias5. 

 Por outro lado, se 0r , a forte repulsão entre as nuvens eletrônicas impossibilita 

que sejam encontradas partículas nesta região. Para valores intermediários da coordenada, 

primeiro observa-se um máximo no valor de )(rg  que representa a primeira camada de 

solvatação, depois a função decresce e começa a oscilar representando as demais 

camadas de solvatação, que possuem alturas cada vez menores. Tal comportamento pode 

ser observado na figura 6.2, que mostra um exemplo genérico de uma função de distribuição 

radial7. 
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Figura 6.2: Função de distribuição radial típica de um líquido comparando as oscilações 

com as camadas de solvatação. 

  

 Apesar de a função de distribuição radial representar a interação entre pares de 

partículas, ela possui a influência das demais partículas vizinhas nas suas características. 

Devido à alta densidade do líquido a função deve levar em consideração interações em 

ordens maiores. Tais interações podem ser observadas nas oscilações presentes na função. 

Em relação ao )(rg  do gás, existirá apenas um pico, pois devido à baixa densidade deste 

estado, a influência das partículas 3, 4,..., N pode ser negligenciada. Exemplos para as 

funções de distribuição radial para o gás, líquido e sólido estão apresentados na figura 6.3. 
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Figura 6.3: Exemplo típico da função de distribuição radial )(rg  de (a) gases, (b) líquidos e 

(c) sólidos em função da coordenada. Sendo R  o raio atômico. Figura adaptada de Barrat e 

Hansen7. 
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6.2.2 – Obtenção da função de distribuição radial a partir da energia potencial. 

 

Como apresentado previamente, a função de distribuição radial pode ser 

determinada conhecendo-se a energia potencial. No começo da década de 50, Metropolis e 

colaboradores propuseram o método estocástico de Monte Carlo que possibilitou a solução 

de problemas em diferentes áreas da ciência. Um dos primeiros problemas resolvidos foi a 

determinação da função de distribuição radial de um líquido composto por esferas rígidas.9 

Em 1967 Verlet determinou o )(rg  para o argônio líquido via dinâmica molecular para 

várias temperaturas e densidades. Neste trabalho foi considerado que a interação entre os 

átomos se dava pelo potencial de Lennard-Jones. A partir da função de distribuição radial 

foram determinadas algumas propriedades termodinâmicas como fator de compressibilidade 

e o coeficiente do virial, cujos resultados estavam de acordo com os dados experimentais.8 

Outra alternativa para a solução deste tipo problema pode ser feita pela mecânica 

estatística. A vantagem no uso desta abordagem é a conveniência da inversão da energia 

potencial a partir da função de distribuição radial. Isto se deve ao fato do )(rg  ser 

determinado a partir da energia potencial por uma relação integral. A primeira proposta para 

a solução deste problema foi a equação integral de Kirkwood29 

 
V

ddrgrgrururgkT 'r]1)()[';()()(),(ln 3231313

0

1212 


 (6.2.2) 

sendo   é a densidade do fluido. O parâmetro   é denominado parâmetro de acoplamento 

e determina como uma partícula do fluido interage com as demais. Por exemplo, se   é 

igual a 0 significa que não há interação alguma e se   é igual 1 existe um acoplamento total. 

A energia potencial entre as partículas é dada por )( ijru . Como mencionado na seção 

anterior, a função de distribuição radial entre as partículas 1 e 2 sofre influência das demais. 

Esta característica é explicitamente observada nesta equação integral, pois a função )( 12rg  

depende diretamente das funções )( 13rg  e )( 23rg . Esta propriedade faz com que a equação 

(6.2.2) não possa ser caracterizada como uma equação integral de Fredholm de 1ª ordem. 

Além disso, esta característica é comum às demais equações integrais para a descrição do 

estado líquido. 
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 Outra equação integral, proposta na mesma época que a equação de Kirkwood, é a 

de Born-Yvon-Green30 





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(6.2.4)

 

Sendo os kernels presentes na integral acima iguais a 
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A partir do final da década de 1950 uma nova classe de equações integrais foi 

determinada a partir da teoria do funcional de líquidos. Todas estas equações são baseadas 

na equação de Ornstein Zernike, a qual é denominada como a equação definitiva da função 

correlação e foi proposta inicialmente em 1914. No entanto, por necessitar de aproximações 

e transformações, a sua solução para fins práticos se deu somente no final da década de 

1950. Em relação à equação de Ornstein-Zernike, a mesma é dada por29 

 323131212 )()()()( drrhrcrcrh        (6.2.6) 

sendo 1)()(  rgrh . A função )(rc  é denominada correlação direta, que representa 

somente a correlação entre pares, desconsiderando assim a influência da terceira partícula 

no seu comportamento. Um gráfico típico das duas funções )(rc  e )(rh  pode ser visto na 

figura 6.4. 
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Figura 6.4: Comparação entre a função de distribuição radial 1)( rg  e a função de 

correlação direta )(rc .29 

 

 
Pela figura acima observa-se que a função )(rc  pode ser definida como o fator de 

Boltzmann da energia potencial diatômica, ou seja,  

))(exp()( kTrErc p          (6.2.6) 

Esta igualdade é evidente, visto que pela definição de )(rc  é considerado apenas pela 

interação entre as partículas 1 e 2. Por outro lado, a função )(rg  pode ser dada pelo fator 

de Boltzmann do par-potencial efetivo )(rw , que representa a energia potencial efetiva de 

um par de partículas sendo influenciado pelas demais, dessa forma  

))(exp()( kTrwrg         (6.2.7) 

Uma representação entre a função de distribuição radial e o par-potencial efetivo encontra-

se na figura 6.5. 
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Figura 6.5: Função de distribuição radial e par-potencial efetivo. As oscilações na energia 

potencial representam a influência das demais partículas no par entre as partículas 1 e 2.29 

 

Como as equações integrais apresentadas anteriormente, a equação de Ornstein-

Zernike mostra que a função de distribuição radial que representa a interação entre as 

partículas 1 e 2 sofre a influência de uma terceira partícula. Portanto, para baixos valores de 

densidade   a relação integral, que contem a influência da terceira partícula, torna-se 

desprezível. Dessa forma, o )(rg  será dado simplesmente pela função de correlação 

direta, ou seja, a função correspondente ao gás. As demais equações integrais, de Kirkwood 

e Born-Yvon-Green, também apresentam a mesma característica, ou seja, a função de 

distribuição radial tende ao valor referente do gás para baixos valores de densidade.  

Apesar de ser considerada a equação definitiva da função correlação, a equação de 

Ornstein-Zernike não apresenta solução exata, sendo necessário o uso de aproximações 

para resolvê-la. As duas relações usadas para a sua resolução são: Percus-Yevik e 

Hypernetted- chain. Ambas são baseadas na seguinte aproximação 

)()()( rgrgrc indiretoTotal 
       

(6.2.8) 
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Isto significa que a função de distribuição radial é a soma simples da função de correlação 

direta )( 2,1rc
 
mais uma parte indireta, referente às partículas 3,4,etc. Sobre a equação de 

Percus-Yevik, ela é dada pela seguinte relação 

 323131312 )()()(1)( drrhryrfry 
      

(6.2.9) 

sendo as propriedades 
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Já a aproximação Hypernetted-chain é dada por 
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Enquanto a equação de Percus-Yevik apresenta melhores resultados para potenciais de 

curto alcance, a Hypernetted-chain apresenta melhores resultados para potenciais de longo 

alcance, por isso, ela é mais utilizada para o estudo de soluções de macromoléculas.4  

A solução das equações (6.2.9) e (6.2.11) não é trivial demandando para este fim 

métodos sofisticados. No entanto, a aproximação de Percus-Yevik possui solução analítica 

para potenciais de esferas rígidas, apesar de não fornecer um resultado explícito para o 

)(rg , mas somente uma expressão analítica para o fator de compressibilidade.31, 32  
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6.2.3 - Relação entre a função de distribuição radial e dados do espalhamento 

para líquidos monoatômicos puros 

 

 O fator de estrutura )(QS  (propriedade experimental determinada a partir do 

espalhamento de nêutrons ou raios-X) pode ser obtido conhecendo o )(rg . Caso esta 

função seja isotrópica (dependa apenas de r ) a expressão será13 

 dr
Qr

senQr
rgrnQS 













0

2

0 )1)((41)(       (6.2.12) 

sendo 0n  o número de densidade (número de partículas por unidade de volume) e Q  o 

valor absoluto do vetor de espalhamento que depende do comprimento de onda da radiação 

  e da intensidade do raio espalhado no ângulo  . Especificamente,12  

 



senQ

4
          (6.2.13) 

A relação entre )(rg  e )(QS  pode ser invertida por uma transformada de Fourier, uma vez 

que o vetor de espalhamento é o espaço recíproco da coordenada. Com isso13 

 dQ
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senQr
QSQnrg 
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







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0
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2 )1)((21)(      (6.2.14) 

No entanto, esta relação é válida somente na ausência de erros experimentais, pois na 

presença dos mesmos o problema torna-se mal-condicionado impossibilitando a inversão.  

Para a resolução do problema inverso usando regularização de Tikhonov ou a rede 

neural de Hopfield, é necessário aplicar o esquema de discretização à equação (6.2.12), 

similar ao descrito do capítulo 2, com isso, ela se torna  

  
i

iijijj rgKwQS ]1)([1)(       (6.2.15) 

Sendo o índice j  o número de pontos experimentais da intensidade em função de Q , o 

índice i  é o tamanho da base de discretização, ijw  são os pesos da integração numérica e 

)/()(2

ijijiij rQrsenQrK   o kernel de integração.  
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6.3 - Resultados e discussão 
 

    O fator de estrutura experimental para a determinação da função de distribuição 

radial foi obtido por espalhamento de nêutrons, que estão disponíveis no trabalho de Yarnell 

et al13. A matriz K foi construída com uma dimensão de 176x120 pontos discretos em uma 

base trapezoidal. Para avaliar como as perturbações nos dados experimentais afetam na 

inversão do problema, foi calculado o índice de condicionamento, que possui um valor na 

ordem de 1019. Com isso, conforme detalhado no capítulo 2, o problema pode ser 

considerado como mal-colocado. 

 Para a inversão da função de distribuição radial deve ser dada uma estimativa inicial. 

Portanto, foi usado o )(rg  do argônio gasoso, que é simplesmente o fator de Boltzmann 

para a energia potencial5 
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Sendo a temperatura igual a 85 K, mesmo valor utilizado no trabalho original. A energia 

potencial do sistema )(rE p  foi dada por um modelo de Lennard-Jones 
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(6.3.7) 

Com os parâmetros   e 
mr  igual a 1,65 x 10-27 J e 0,36 Å respectivamente33.  

Como mencionado anteriormente, para baixas densidades, a interação de muitos 

corpos no gás pode ser desconsiderada, portanto, a função de distribuição radial apresenta 

um único pico, centrado na coordenada do mínimo do potencial, neste caso o valor do 

parâmetro 
mr .

 Para o líquido, esta consideração não pode ser feita, uma vez que a 

contribuição de muitos corpos não pode ser desprezada. A função )(rg  para o argônio 

gasoso é apresentada na figura 6.6. 

 Usando esta informação prévia, a função de distribuição radial foi invertida a partir do 

fator de estrutura usando a regularização de Tikhonov. Para encontrar o valor ótimo do 

parâmetro de regularização, a curva L foi construída para diferentes valores de  . Estes 
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resultados são apresentados na figura 6.7 (a) e o valor ótimo para o parâmetro de 

regularização é aquele que balanceia a norma do resíduo 
2

2|| s - Kg||  e a norma da solução 

2

2|| g|| . Graficamente ele se encontra no valor máximo de curvatura. Entretanto, não foi 

possível definir com precisão o valor de  usando a curva L. Para uma determinação mais 

precisa foi construído a função , dada pela equação (3.3.2), e estes resultados estão 

dispostos na figura 6.7 (b). Em relação aos valores da norma do resíduo e da solução 

encontrados na resolução do problema, as mesmas valem respectivamente 0,9855 e 

3,8179. 

 

Figura 6.6: Função de distribuição radial para o argônio gasoso a 85 K. 

 

A função de distribuição radial invertida, 1)( rg , é apresentada na figura 6.8, 

fazendo uma comparação com o resultado obtido pela dinâmica molecular e com a 

estimativa inicial usada para a resolução do problema. Embora estes dois resultados 

apresentem algumas diferenças, o )(rg  invertido possui as características necessárias 

para esta função, por exemplo, o primeiro pico apresenta uma altura maior que a dos 
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demais. A principal discrepância está nos valores anteriores à primeira camada de 

solvatação, para 4r  Å, nestas condições o valor para o )(rg  deve ser nulo. 
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Figura 6.7: (a) Curva L para a inversão da função da função de distribuição radial usando a 

regularização de Tikhonov. (b) Função . O melhor valor para o parâmetro de 

regularização é 3,3 x 10-2.  

 

Figura 6.8: Inversão do )(rg  usando a regularização de Tikhonov (o). Os resultados estão 

comparados com a estimativa inicial (+) e função obtida via dinâmica molecular (  ̶).  

 

Para a recuperação do )(rg  usando a rede de Hopfield, foi usada a mesma base 

discreta para o operador K  junto com a estimativa inicial para a função de distribuição 

radial do argônio gasoso. A equação diferencial em (2.3.7) foi integrada usando o método de 

Runge-Kutta de 4a ordem com passo variável. Em relação à função ativação, foi escolhida 

1)tanh(2 u  em detrimento da )tanh(u , que usualmente é a usada na inversão de 

propriedades usando a rede de Hopfield. Esta escolha se deu devido ao domínio que estas 

duas funções possuem. A função 1)( rg  possui como domínio os valores entre -1 e 2. 

Como o domínio da função )tanh(u  é entre -1 e 1 ela não inverte satisfatoriamente a 

propriedade, uma vez que ela não engloba os valores da função 1)( rg . Por outro lado, 

1)tanh(2 u  possui um domínio entre -1 e 3 o que possibilita a inversão da função de 

distribuição radial.  
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Os resultados obtidos na inversão usando a rede neural de Hopfield se encontram na 

figura 6.9 e os valores da norma do resíduo e da solução foram respectivamente 0,2974 e 

4,9943. Comparando estes últimos valores com os obtidos pela regularização de Tikhonov, 

pode-se observar a rede neural de Hopfield fornece uma menor norma do resíduo. Por outro 

lado, o valor da norma da solução é menor na inversão usando o primeiro método. A função 

invertida pela rede de Hopfield se encontra na figura 6.9.  

Os resultados obtidos usando a rede foram melhores se comparados aos da 

regularização de Tikhonov, uma vez que os mesmos apresentam características físicas mais 

adequadas á função de distribuição radial. A principal mudança está nos valores anteriores 

à primeira camada de solvatação, com 4r  Å. Nesta região o valor de  )(rg  foi nulo, 

assim como o esperado. A principal discrepância em relação aos resultados da dinâmica 

molecular se encontra no primeiro pico, uma vez que a função invertida apresenta uma 

altura maior. Se for feita uma comparação entre a altura dos picos do 1)( rg  da estimativa 

inicial e da dinâmica, observa-se que o primeiro apresenta um valor superior, isso resulta em 

um pico mais elevado do 1)( rg  invertido pela rede neural de Hopfield. 

 

Figura 6.9: Inversão do )(rg  usando a rede neural de Hopfield (o). Os resultados estão 

comparados com a estimativa inicial (+) e função obtida via dinâmica molecular ( ̶ ).  
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 Para a recuperação do 1)( rg  usando a rede regularizada, as condições como: 

discretização da base; integração da equação diferencial; estimativa inicial e função ativação 

foram iguais às usadas na inversão usando a rede neural de Hopfield sem a regularização. 

Similar à metodologia empregada na regularização de Tikhonov, o problema foi resolvido 

para diferentes valores do parâmetro de regularização. A curva L e a função )(  foram 

construídas e os resultados se encontram na figura 6.10. De acordo com estes dados 

constata-se que o valor ótimo para   é 3,0 x 10-3. 

 A função de distribuição radial invertida usando a rede regularizada se encontra na 

figura 6.11. Comparando-a com os resultados das demais metodologias, pode-se observar 

que os dados da rede regularizada estão de total acordo com os obtidos pela dinâmica 

molecular. Fazendo uma análise gráfica, o principal ganho desta última inversão em relação 

aos determinados pela rede de Hopfield (sem a regularização) se encontra no primeiro pico 

(primeira camada de solvatação). A diminuição do primeiro pico se dá devido à ação do 

parâmetro de regularização na diminuição da norma da solução.  

Ademais, as normas do resíduo e solução foram respectivamente 0,2960 e 4,6726. 

Comparando estes dados com os das demais metodologias observa-se que a rede 

regularizada apresenta simultaneamente as vantagens da regularização de Tikhonov (menor 

norma da solução) e da rede neural de Hopfield (menor norma do resíduo). Tais 

comparações podem ser visualizadas na tabela 6.1. 

 

Tabela 6.1: Comparação entre as normas do resíduo e solução na inversão do 1)( Rg  

usando os diferentes métodos de inversão. 

 Regularização de 
Tikhonov 

Rede neural de 
Hopfield 

Rede de Hopfield 
regularizada 

Norma do resíduo 0,9855 0,2974 0,2960 
Norma da solução 3,8179 4,9943 4,6726 
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Figura 6.10: (a) Curva L para a inversão da função da função de distribuição radial usando 

a rede regularizada. (b) Função . O melhor valor para o parâmetro de regularização é 

3,0 x 10-3.  
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Figura 6.11: Inversão do )(rg  usando a rede regularizada (o). Os resultados estão 

comparados com a estimativa inicial (+) e função obtida via dinâmica molecular (  ̶).  

 

 

6.4- Conclusão 
 

 Neste trabalho a função de distribuição radial do argônio líquido foi invertida a partir 

de dados experimentais do fator de estrutura. Como a segunda é o espaço recíproco da 

primeira, matematicamente a inversão pode ser feita de forma analítica através da 

transformada de Fourier. No entanto, na presença de erros experimentais o problema se 

torna mal-colocado e a inversão usando esta metodologia é inviável.  

 Dessa forma foram escolhidos métodos numéricos para a recuperação do )(rg . As 

metodologias escolhidas foram a regularização de Tikhonov, a rede neural de Hopfield e a 
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rede regularizada. Para a resolução de problemas inversos é necessário fornecer uma 

estimativa inicial, e isto foi feito usando o )(rg  para o argônio gasoso, que possui uma 

determinação muito simples, uma vez que ela é o fator de Boltzmann da energia potencial 

do par argônio-argônio. Esta consideração pode ser feita pelo fato da interação de muitos 

corpos ser desprezada em sistemas com baixas densidades.  

 As funções obtidas usando os métodos mencionados forneceram resultados 

satisfatórios, pois continham as características necessárias para a função de distribuição 

radial. Em relação ao resultado obtido pela regularização de Tikhonov, a principal 

discrepância estava na região para pequenos valores de r , anteriores à primeira camada de 

solvatação. A rede de Hopfield forneceu uma função mais adequada. Se comparado aos 

resultados da dinâmica molecular, ouve apenas uma diferença em relação à altura do 

primeiro pico. Este problema foi corrigido usando a rede regularizada. Ademais, ela forneceu 

os menores valores numéricos para a norma da solução e do resíduo. Apesar dos 

resultados satisfatórios, esta nova metodologia ainda deve ser testada na inversão de outros 

problemas para que a sua eficácia seja mais bem apreciada. 
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Capítulo 7: 

Considerações finais 
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 Na presente tese foram realizados estudos de problemas diretos e inversos em 

química. Como auxílio nas soluções de alguns destes foi utilizada a análise sensitiva, que 

quantifica como os dados de entrada alteram uma propriedade calculada. Especificamente, 

foram estudados três problemas distintos: i) cálculo do segundo coeficiente do virial quântico 

a baixas temperaturas; ii) inversão da distribuição de fônons de sólidos a partir da 

capacidade calorífica; iii) inversão da função distribuição radial de líquidos a partir de dados 

de espalhamento de nêutrons.    

O primeiro trabalho realizado nesta tese, que se caracteriza como um problema 

direto, foi a determinação do segundo coeficiente do virial quântico para o dímero de hélio a 

partir de um potencial recente do sistema. A baixas temperaturas uma abordagem clássica 

não é adequada para a descrição correta do sistema, portanto, nestas condições as 

propriedades termodinâmicas devem ser calculadas quanticamente. Os resultados obtidos 

teoricamente no cálculo do segundo coeficiente do virial se encontram dentro da incerteza 

experimental. A fim de se verificar a eficiência do potencial usado para a determinação da 

propriedade termodinâmica, foi realizada a análise sensitiva paramétrica do problema. Em 

outras palavras, verificou-se como a variação de alguns parâmetros afeta no valor final do 

segundo coeficiente do virial. A sensibilidade de todos os parâmetros diminuiu com o 

aumento da temperatura e as suas variações são maiores que a incerteza empregada na 

construção do potencial. De acordo com estas informações, pode-se concluir que o 

potencial utilizado é adequado na descrição do segundo coeficiente do virial quântico. 

 Os problemas inversos deste trabalho foram resolvidos usando a regularização de 

Tikhonov e a rede neural de Hopfield. A escolha destas duas metodologias se deu devido à 

versatilidade que elas possuem na solução de diferentes tipos de problemas inversos mal-

colocados encontrados em química. 

 Além disso, o desenvolvimento de uma nova técnica foi apresentado nesta tese, a 

qual busca aliar as características e vantagens da rede neural Hopfield e da regularização 

de Tikhonov. Portanto, ela recebeu a denominação de rede regularizada. Os detalhes 

teóricos da nova metodologia foram apresentados no capítulo 3, bem como a sua aplicação 

em um problema numérico simples. Os resultados foram comparados com as inversões 

usando as outras técnicas, no entanto, os resultados obtidos não apresentaram uma 

melhora significativa. O objetivo principal para o desenvolvimento da rede regularizada foi a 

inversão da função de distribuição radial de líquidos. Devido às suas grandes oscilações, o 

parâmetro de regularização inserido à rede melhorou consideravelmente a qualidade da 

propriedade invertida. Apesar dos resultados satisfatórios, a técnica desenvolvida precisa de 
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ser testada em outros trabalhos para que a sua eficiência seja avaliada. Uma situação em 

que esta metodologia deve ser testada futuramente é no problema inverso da capacidade 

calorífica. Os resultados deverão ser comparados com aqueles obtidos pelos métodos 

tradicionais na inversão de problemas mal-colocados, como a regularização de Tikhonov e a 

rede neural de Hopfield. 

Em relação ao problema inverso da distribuição de fônons de sólidos a partir de 

dados da capacidade calorífica, são encontradas na literatura algumas alternativas 

analíticas para a resolução do problema. Entretanto, todas são instáveis e não apresentam 

fins práticos. Dessa forma, torna-se necessário o emprego de soluções numéricas para o 

problema. Especificamente, neste trabalho foi invertida a distribuição de fônons do alumínio 

usando a regularização de Tikhonov e a rede neural de Hopfield. Como estimativa inicial, foi 

usada a distribuição de fônons experimental do metal, a qual não reproduz a capacidade 

calorífica dentro do erro experimental. Por outro lado, o valor invertido reproduz a 

propriedade termodinâmica dentro do erro experimental, dessa forma, foi possível concluir 

que a metodologia utilizada na solução de problemas inversos pode ser usada para refinar 

uma propriedade experimental. Ademais, a partir da nova distribuição de frequências outras 

propriedades termodinâmicas foram calculadas, como entropia e a energia livre de Gibbs. 

Estes resultados estão de acordo com os experimentais. Além disso, foi procedida a análise 

sensitiva funcional a fim de identificar em quais regiões de frequência e temperatura o 

cálculo da capacidade calorífica apresenta maior sensibilidade. Tais regiões foram as 

frequências de Einstein e Debye.  

Por fim, foi estudado a inversão da função de distribuição radial do argônio líquido a 

partir do seu fator de estrutura, que é obtido a partir de medidas de espalhamento. A 

importância da função da distribuição radial no estudo de líquidos se dá devido a sua 

capacidade de fornecer uma descrição completa no estudo deste estado. Como estimativa 

inicial, foi empregada a função de distribuição radial do argônio gasoso, que é simplesmente 

o fator de Boltzmann da energia potencial. A inversão foi feita usando a rede neural de 

Hopfield, a regularização de Tikhonov e a rede regularizada, metodologia desenvolvida 

nesta tese. A inversão utilizando as duas primeiras metodologias foi satisfatória, no entanto, 

apresentaram alguns problemas, sobretudo na inversão das regiões próximas ao primeiro 

pico da função de distribuição radial. Utilizando a rede regularizada, tais problemas foram 

resolvidos, além de observar uma diminuição considerável na norma da solução.  

Como atualmente a maior parte dos problemas inversos em líquidos está relacionada 

com a inversão de função de distribuição radial e da energia potencial de macromoléculas 
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em soluções, o próximo passo é testar as técnicas usadas neste trabalho nas inversões 

destes sistemas. No entanto, para que este tipo de problema seja abordado é necessário 

que a equação de Ornstein-Zernike seja resolvida para a determinação da energia potencial 

destes sistemas. Portanto, a continuação deste trabalho de problemas inversos em líquidos 

reside em estudar as soluções empregadas para a solução desta equação. 
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Apêndice A: 

Método Renormalizado de Numerov 
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A.1- Método de Numerov 
 

O método de Numerov é uma alternativa numérica para a resolução de equações 

diferenciais unidimensionais dadas pela forma1, 2 

)()(
)(

2

2

xVxU
dx

xd



       (A.1.1) 

Pode-se observar que a equação de Schödinger apresenta esta mesma forma, 

sendo, por exemplo, a parte cinética dada por )(xU  e parte potencial, juntamente com o ser 

termo centrífugo, por )(xV . Os termos cinético e potencial da equação podem ser dados 

juntamente pela forma 

 )(
2

)(
2

xVE
h

xQ 


       (A.1.2) 

Dessa forma a equação (A.1.1) torna-se 

0)()(
2









 xxQ

dx

d
        (A.1.3) 

Para representar o problema de uma maneira genérica será utilizado como 

referência a coordenada x , entretanto, o mesmo pode ser resolvido em função da 

coordenada radial r .  

Considerando como h  um passo discreto da integração, a solução da equação 

(A.1.3) pode ser feita fazendo a soma de )( hx   com )( hx   e expandindo o resultado 

em uma série de Taylor. Dessa forma tem-se a seguinte expressão a ser resolvida 

0)()](1[)()](102[)()](1[  hxhxTxxThxhxT   (A.1.4) 

Sendo 12/)()( 2 xQhxT  . Dessa forma, dado os termos )( hx   e )(x  é possível 

calcular o termo subsequente, ou seja, )( hx  . 
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A.2- Método renormalizado de Numerov 
 

Em 1977 Johnson propôs alterações no método apresentado na seção anterior a fim 

de torna-lo mais eficiente. Para isso foi introduzida as seguintes transformações, sendo a 

primeira delas dada por3 

)()](1[)( xxTxF         (A.2.1) 

Com isso, a equação (A.1.4) torna-se 

 0)()()](102[)](1[)( 1   hxFxFxTxThxF    (A.2.2) 

A outra transformação é feita definido a razão entre as funções )(xF , ou seja 

 
1)]()[()(  xFhxFxR        (A.2.3) 

Substituindo a nova transformação em (A.2.2) tem-se a expressão final do método 

renormalizado de Numerov 

 
11 )]([)](102[)](1[)(   hxRxTxTxR     (A.2.4) 

De acordo com estes passos, observa-se que o método aqui apresentado possui duas 

vantagens em relação ao original. A primeira delas consiste na necessidade de apenas uma 

estimativa inicial referente à )( hx   para a determinação de )(x e dos valores 

subsequentes. A segunda vantagem, e a que garante a grande a eficiência do método, é a 

definição dada por (A.2.3), neste caso é propagado a razão entre as funções )( hxF  e 

)(xF , tornando a solução da equação diferencial bastante suave, visto que estas funções 

são renormalizadas em cada passo da integração. 

 A utilização do método renormalizado de Numerov para o espalhamento quântico é 

feito propagando a equação diferencial até o ponto em que o potencial efetivo (potencial 

interatômico e centrífugo) torna-se desprezível. A partir dai, a solução da equação de 

Schrödinger é dado pela combinação linear das funções de Ricatti-Bessell, que na sua 

forma assintótica são dadas por 

 







 ll

l
kxsenj 



2
        (A.2.5) 
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 







 ll

l
kxg 



2
cos        (A.2.6) 

Observando estas funções percebe-se que a o momento angular manifesta-se na função de 

onda como uma fase acumulada. Além do termo centrífugo, as funções acima também 

apresentam um termo l proveniente da interação do potencial interatômico. 
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