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Resumo

Os problemas na ciéncia usualmente sdo abordados de uma forma direta
onde os dados de saida (efeito) sdo estudados a partir da entrada (causa). Contudo, a
investigacdo pode ser procedida invertendo a légica de causalidade, ou seja,
determinando a causa a partir do seu efeito. Este tratamento tedrico recebe a
denominacdo de problema inverso. Para a solu¢do deste tipo de problema o erro
experimental ndo pode ser desprezado, e na presen¢ca dos mesmos, ele pode se
tornar mal-colocado comprometendo seriamente a eficiéncia da inversdo. Por
conseguinte, torna-se necessario o emprego de técnicas robustas e adequadas como
a regularizacdo de Tikhonov e a rede neural de Hopfield. Uma ferramenta atil na
solucdo de problemas inversos é a analise sensitiva, que avalia como variagdes nos
dados de entrada afetam os dados de saida. Diante da importancia deste tipo de
abordagem, os trabalhos realizados nesta tese se enquadram na solucdo de
problemas diretos e inversos, bem como no uso da andlise sensitiva na solugdo dos

mesmos.

Inicialmente, é proposta uma nova metodologia para a solucdo de problemas
inversos mal-colocados que se baseia na regularizacdo de Tikhonov e na rede neural
de Hopfield. O novo método foi denominado como rede regularizada e foi aplicado
para a solugdo de um problema matematico simples e os resultados da inversdo foram

satisfatorios.

Como problema direto, foi feito o célculo do segundo coeficiente do virial
quantico para o dimero de hélio a baixas temperaturas. Para a determinacdo desta
propriedade utilizou-se um potencial recente para a descricdo do sistema, além disso,
foi avaliada a sensibilidade de alguns parametros do potencial no calculo da
propriedade termodinamica. Os resultados neste trabalho foram satisfatorios, visto que
0 potencial usado fornece um valor para o segundo coeficiente do virial dentro do erro

experimental.

Usando uma abordagem inversa, a distribuicdo de fénons experimental do
aluminio foi determinada a partir da capacidade calorifica experimental. A distribuicdo
de fénons invertida possui uma melhor qualidade se comparada a experimental, uma
vez que a primeira fornece uma capacidade calorifica dentro do erro experimental,

diferentemente da distribuicdo experimental.



Por fim, a funcéo de distribuicéo radial do argdnio liquido foi invertida a partir do
seu fator de estrutura. Neste estudo avaliou-se principalmente a influéncia da rede
regularizada (desenvolvida neste trabalho) na inverséo desta propriedade. Para fins de
comparagéo, a mesma propriedade foi invertida usando a rede neural de Hopfield e a
regularizacdo de Tikhonov. Como a funcdo de distribuicdo radial possui varias

oscilagdes, a rede regularizada forneceu melhores resultados na sua recuperacao.

Palavras Chave: Problemas inversos, andlise sensitiva, regularizagdo de Tikhonov,

rede neural de Hopfield, rede regularizada.



Abstract

Sensitivity Analysis Applied to Solve Direct and Inverse Problems in

Chemistry

Problems in science are usually addressed in a direct scheme in which the
output data (effects) are determined from an input (cause). However, studies can be
done inverting the causality logic, and this approach is so called inverse problem. To
solve this class of problems the experimental error must be considered, since it can
cause problems to the inversion procedure. Therefore, robust methodologies are
needed to figure them out, as the Tikhonov regularization and Hopfield neural network.
An useful tool to solve inverse problems is the sensitivity analysis, which quantifies how
the deviations on input parameters affect the output data. The subject of this thesis is
the solution of direct and inverse problems and the use of sensitivity analysis to help

solving them.

Firstly, it will be proposed a new method for the solution of ill-posed inverse
problems, which is based on Tikhonov regularization and Hopfield neural network. The
new method, which was labeled as regularized network, was applied to solve a simple

problem and the inversion results were satisfactory.

As a direct problem, the calculation of the quantum second virial coefficient for
helium dimer was done at low temperatures. For this property determination, a recent
potential for the system description were used. Moreover, the sensitivity of some
potential parameters was evaluated in the calculation for the thermodynamic property.
The results of this study provides a second virial coefficient within the experimental

error.

Using an inverse approach, the phonon distribution of aluminum was
determined from experimental heat capacity. The inverted distribution has a better
quality compared to experimental one, since the first provides the heat capacity within

experimental error, unlike the experimental distribution.

Lastly, the radial distribution function of the liquid argon was inverted from its
structure factor. This study assessed mainly the influence of regularized network
(developed in this work) to retrieve this property. For comparison, the same property

was inverted using the Hopfield neural network and the Tikhonov regularization. As the



radial distribution is a function with a many oscillations, the regularized network

provided better results in its inversion.

Key words: inverse problems, sensitivity analysis, Tikhonov regularization, Hopfield

neural network, regularized network.
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Capitulo 1:

Introducé&o geral e objetivos



1.1 - Problemas diretos e inversos

Tomando uma perspectiva histérica, pode-se dizer que o objetivo central da quimica
€ um melhor entendimento do mundo microscépico e suas implicacdes. No entanto, a
interagdo com as propriedades de sistemas nesta escala ndo se da de maneira direta, com
isso, torna-se necesséario o uso de teorias e postulados para uma melhor descricdo dos
mesmos. A validade destes modelos se da na medida em que eles sdo capazes de

descrever satisfatoriamente propriedades macroscOpicas mensuraveis.

Caso os dados experimentais e microscopicos apresentem uma relagdo quantitativa

para sua descricdo, pode-se representa-la de uma maneira genérica por K(f)= g . Neste
contexto, f representa os dados de entrada, que sédo propriedades internas, microscépicas
e inacessiveis por medidas diretas. Por outro lado ( simboliza os dados de saida

macroscopicos que podem ser determinados experimentalmente. As propriedades f e {

s&o conectadas pelo operador matematico K, que pode ser representado na forma integral,

diferencial ou matricial. E importante ressaltar que o operador K pode se dar em uma série

de etapas e operacdes para fornecer os dados de saida a partir da entrada.*

Se o problema for abordado da forma apresentada anteriormente ele é definido como
um problema direto. Na quimica e fisica molecular existem varios casos que podem ser
enquadrados nesta definicio. Como exemplo, tem-se a determinacdo de propriedades de
transporte (coeficiente de viscosidade e virial) a partir do potencial de interacdo entre as

moléculas do sistema.?

Por outro lado, também seria possivel obter a superficie de potencial a partir de
propriedades de transporte. Dessa forma, propriedades e parametros microscopicos sao
determinados se o0s dados macroscOpicos mensuraveis forem conhecidos. Quando o
problema recebe este tipo de tratamento ele é caracterizado como um problema inverso.
Esta abordagem, mesmo que de forma implicita, € bastante comum a rotina de um quimico,
por exemplo, na elucidacdo da estrutura molecular a partir de dados espectroscopicos.
Dessa forma, o problema inverso em quimica pode ser encarado como a determinacdo de
dados microscoépicos a partir de dados macroscépicos. No entanto ele pode apresentar uma
definicdo mais abrangente considerando a inversdo da logica de causalidade, ou seja, se

em um problema direto o efeito € determinado a partir da causa, no inverso, a causa €é



determinada a partir do efeito.® Portanto, tanto a causa quanto o efeito podem ser dados

macroscopicos ou microscopicos.

Matematicamente, a resolucdo de um problema inverso resume-se em encontrar o

operador inverso de K, ou seja, K™. Portanto, os dados de entrada s&o determinados

conhecendo-se os dados de saida pela relacao K‘l(g) =f.Na figura 1.1 é apresentada a

relagdo hierarquica entre problemas diretos e inversos*. A primeira resolucdo de um
problema inverso neste contexto foi feita por Abel em 1823, determinando a relacdo entre a
trajetoria de um péndulo e o seu tempo de queda conhecido como braquistécrona. Tanto o
operador inverso quanto o direto possuem uma forma integral e a converséo entre ambos é
feita de forma analitica sendo denominada como transformada de Abel.# A utilizacdo desta
transformada néo se aplica somente ao problema da braquistécrona, mas em diversas areas

como espalhamento classico®, andlise de imagens® e espectroscopia.” Outras formas de

inversao analitica para o operador K s&o as transformadas inversas de Fourier e Laplace.®

Contudo, na presenca de ruidos, inerentes a qualquer medida experimental,

matematicamente, o problema direto e inverso pode ser representado por K(f)~g e

-1 . . . . .
K™(9)= f respectivamente.® Nestas condicBes, a inversdo do operador K por meios

analiticos se torna instavel devido ao mal-condicionamento do sistema. Um problema mal-
condicionado (ou mal-colocado), de acordo com a definicho do matematico francés

Hadamard, é aquele que ndo apresenta uma das caracteristicas a seguir: °

e para cada dado de { existe um valor de f ;
e asolucaode f é Unica;

e adependénciade f emrelagdoa { é continua;

A implicacdo pratica de um problema com estas caracteristicas € a impossibilidade
da inversdo de forma analitica, uma vez que o0s ruidos, mesmo que pequenos, Sao
extremamente amplificados e o resultado obtido no processo muitas vezes néo possui
significado ou conexdo com o esperado. Até técnicas numéricas, como o método dos
minimos quadrados néo resolve estes problemas de maneira satisfatoria. Portanto, para a
solucdo deste tipo de problema, torna-se necessario o emprego de técnicas adequadas.
Uma alternativa é a utilizagdo de métodos numéricos como a decomposicdo em valores
singulares!!, regularizacdo de Tikhonov!?, método de Monte-Carlo reverso e método de

maxima entropial®. A importancia dos problemas inversos tem sido enfatizada em diferentes



areas da ciéncia, como diagnésticos médicos'*'®, controles em sistemas estocasticos?,
reconstrucdo de imagens'’ e mais recentemente em quimica®®. A relacdo hierarquica entre

problemas diretos e inversos usando exemplos da quimica se encontra na figura 1.2.

Outro método numérico robusto e estavel para a solucdo de problemas inversos mal-
condicionados é a rede neural de Hopfield, que foi implementada no grupo do Prof. Jo&do
Pedro Braga.l® Esta metodologia se mostrou bastante eficiente e versatil na solucdo de
problemas inversos em diferentes areas da quimica, como espalhamento quantico®,
termodinamica?!, ressonancia magnética nuclear??, cinética quimica?, espectroscopia

vibracional?®* e aniquilacéo de pdsitrons?.

Problema direto

/ K g

Dados de entrada Dados de saida

Problema inverso

f K g

Figura 1.1: Representacdo do problema direto e inverso
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dados de espalhamento (secao de choque) e termodinadmicos (2° coeficiente do virial).



1.2 - Analise sensitiva

Uma pergunta pertinente no estudo de problemas inversos é: como alteragdes nos
dados de entrada afetam os dados de saida? Tomando um exemplo da termodinémica,
gquanto o coeficiente do virial seria afetado por uma pequena mudancga na energia potencial?
Este tipo de questionamento é respondido pela andlise sensitiva, que € uma ferramenta

numérica que quantifica a variacdo de g em relagdo a f . Geralmente, na determinagao

de uma propriedade macroscopica a partir de outra microscépica algumas etapas devem ser
seguidas, como a solucdo de uma integral ou equacao diferencial, por exemplo. Durante
este processo de modelamento as informagdes microscopicas sobre cada ente constituinte
do sistema sao preteridas a favor de uma manifestacdo global, que geralmente é dado por
um valor médio. Dessa forma, ocorre uma perda das informacdes relativa as propriedades

microscopicas, que pode ser quantificada avaliando a sensibilidade do processo.?

A andlise sensitiva apresenta algumas caracteristicas que podem ser Uteis na
solugdo de problemas inversos mal-colocados. A primeira delas é avaliar quéo exato deve
ser a propriedade de entrada para que a propriedade de saida esteja dentro de um limite
toleravel de erro. A segunda é avaliar quais sao as melhores condi¢des para a resolucao do
problema inverso.?” Por exemplo, o coeficiente do virial € uma funcéo da temperatura e da
coordenada entre as moléculas, dependendo do valor destas duas propriedades o resultado

obtido na inversdo pode ser satisfatério ou ndo. Por fim, a andlise sensitiva é necesséria

quando o operador K n&o é dado em uma Unica etapa, portanto um operador numérico de

etapa Unica é construido numericamente a partir da sensibilidade do processo.?®

Além do auxilio na resolucdo de problemas inversos, a analise sensitiva possui
aplicacdes mais amplas, sendo empregada também em problemas diretos, sobretudo na

area de otimizacdo de processos?® e controle molecular de reacGes®.



1.3 - Trabalhos desenvolvidos

Os trabalhos desenvolvidos neste doutoramento enquadram-se dentro da
abordagem da analise sensitiva e problemas inversos. As técnicas utilizadas na solu¢ao dos
problemas inversos séo a regularizacdo de Tikhonov e a rede neural de Hopfield, que foram
escolhidas devido a sua versatilidade e eficiéncia na solugédo de diferentes problemas. Os
fundamentos mateméticos e numéricos de ambas as metodologias e da andlise sensitiva

serdo apresentados no proximo capitulo.

Apbs serem apresentadas as metodologias para a solugdo de problemas inversos
mal-colocados, no capitulo 3 sera mostrado o desenvolvimento de um novo método para a
solugdo de problemas inversos. Tal método, que sera denominado de rede regularizada,
baseia-se na regularizacdo de Tikhonov e na rede neural de Hopfield buscando aliar as
caracteristicas e vantagens destas duas técnicas.

O capitulo 4, que consiste em um problema direto, apresenta o estudo da
sensibilidade do segundo coeficiente do virial quantico em relagdo a um potencial recente
para o dimero de hélio. Devido a pequena massa molecular do hélio, a baixas temperaturas
os efeitos quanticos precisam ser considerados, dessa forma, as suas propriedades
termodinamicas devem ser calculadas utilizando a estatistica adequada, no caso do “He, a
estatistica de Bose-Einstein. A qualidade de um potencial deve ser colocada a prova
testando-o em relacdo a diferentes propriedades experimentais, e o segundo coeficiente do
virial quéantico faz bem este papel, sobretudo para a parte atrativa do potencial que
apresenta uma grande influéncia neste dado. Com isso foi analisada a sensibilidade da
propriedade termodindmica frente a alguns parametros de um potencial recente que

descreve o sistema.

No capitulo 5, desta vez um problema inverso, é estudado a relacdo entre a
capacidade calorifica de um sdlido e as suas frequéncias de vibracao. A relacdo entre estas
duas propriedades é conhecida desde o final do século XIX, na explicacdo da lei empirica de
Dulong-Petit pelo principio da equiparticdo da energia. Além disso, ela teve um importante
papel no desenvolvimento da mecanica quantica devido ao trabalho de Einstein. No entanto,
sabe-se que o0 sOlido ndo vibra em uma Unica frequéncia, mas em uma distribuicdo
denominada distribuicdo de fénons, que pode ser determinada experimentalmente a partir
de difracdo de raios-X ou néutrons. Entretanto, usando uma abordagem direta ela ndo

fornece valores de capacidade calorifica dentro da faixa de erro toleravel, portanto, o



objetivo deste trabalho foi refinar a distribuicdo de fénons usando uma abordagem inversa.
Conhecendo esta propriedade, também ¢é possivel determinar outras grandezas

termodinamicas, como a entropia e a energia livre de Gibbs.

Por fim, no capitulo 6 sdo apresentados os resultados obtidos na inversédo da fungéo
de distribuicdo radial do arg6nio liquido a partir de dados do espalhamento de néutrons.
Esta funcao representa como € a disposicdo das camadas de solvatagdo em um liquido e
sua importancia reside na descricdo completa da estrutura molecular deste estado. Além
disso, conhecendo a funcédo de distribuicdo radial e o potencial de interacdo € possivel
determinar as propriedades termodinamicas do liquido. Para a inverséo desta fungéo a partir
dos dados de espalhamento, primeiramente deve-se dar uma estimativa inicial, que foi feita
usando a distribuicdo do gas, a qual possui uma determinagdo simples. Com isso, partindo
de uma propriedade do estado gasoso foi possivel encontrar a mesma propriedade para o
liquido. A funcéo de distribui¢c@o radial foi invertida usando a regularizagdo de Tikhonov, a

rede neural de Hopfield e a rede regularizada (método desenvolvido neste trabalho).
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Capitulo 2:

Métodos numéricos para resolucao de
problemas inversos e avaliagcao da
sensibilidade.

11



2.1- Representac&o matricial e indice de condicionamento

O primeiro passo na solucdo de um problema inverso mal-colocado é representa-lo
na sua forma matematica adequada. Para operadores integrais uma maneira bastante
simples e eficiente de representacdo é a equacdo de Fredholm de primeira ordem,

geralmente escrita como ?

[ K0y H()dy=g(x) 2.1.1)

Sendo x e Y variaveis reais. A relacao integral em (2.1.1) pode ser representada também em

uma forma discreta

SwK,f =g, (212)
j=1

onde W. simboliza o peso da integragdo numérica, o indice I o numero de pontos na
discretizacdo e o indice | a quantidade de dados disponiveis para a grandeza de saida {.

A base discreta em (2.1.2) pode ser construida utilizando diferentes métodos de integracéo
numeérica, como o trapézio e quadraturas gaussianas. A equacao (2.1.2) também pode ser

escrita na forma matricial, com isso ela se torna

Kf=g (2.1.3)

com KeR™, fe R" e geR™. Como um sistema linear pode ser representado em uma
base matricial, a inversdo de f consiste em resolver um sistema de equagdes lineares. A

principio, a solu¢do do problema se mostra bastante simples, uma vez que pode-se fazer

f=K 0. Entretanto, esta afirmativa é verdadeira somente se a matriz K for invertivel, ou

seja, se ela apresentar determinante diferente de zero. Caso este valor seja nulo, ou
proximo disso, surge uma instabilidade no processo de inversdo e o problema admite
somente solugbes aproximadas. Tal instabilidade pode ser quantificada avaliando o

condicionamento da matriz K, que é definido por 2

cond(A) =l KIIZ I K™ I3 (2.1.4)

12



2 . . . .
sendo || K|l; e || k|2 as respectivas normas da matriz K e da sua inversa. A notago

2 . . 5 .
| X|; refere-se & norma euclidiana dos elementos X;; que compdem um vetor ou matriz%. O

indice de condicionamento reflete como uma perturbacdo em 8¢ altera a solucdo em &f,

dessa forma

13115
]k

61: 2
LA

< cond(A)
1115

(2.1.5)

Isto implica que em problemas com grandes indices de condicionamento uma pequena
perturbacdo nos dados de saida fornece uma solugdo inaceitavel para Kf = g. Nestas

condi¢cbes o problema é classificado como mal-condicionado.

2.2- Regularizacao de Tikhonov

Uma maneira de remover a singularidade de problemas inversos mal-colocados é
usando a regularizacédo de Tikhonov® cujo algoritmo é apresentado e detalhado no trabalho

de Braga®.

A principio, uma propriedade f pode ser obtida a partir de g minimizando o seguinte

funcional
min || Kf -g||3 (2.2.1)

Neste caso, a solucédo do problema sera similar a determinacéo de f pelos métodos dos
minimos quadrados, ou seja, minimizar o quadrado entre a diferenca de um valor calculado

da propriedade g e o seu valor de referéncia
min > (K; f; -g;)? (2.2.2)

No caso da regularizacdo de Tikhonov, além da condicdo em (2.2.1), uma nova restricao

deve ser levada em consideracao

ILfli<s (2.2.3)
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sendo § uma pequena perturbacdo e L um operador dado por

2 2

+4a,
2

o'
dx?
2

df

™ (2.2.4)

Lf =a, ||f-f||+a1H

onde d,,a, e A, sao restricdes que podem ser iguais a 1 ou 0. A propriedade f é uma

estimativa inicial necessaria para a resolu¢gdo do problema. Os dois Ultimos termos

representam as restricbes nas derivadas primeira e segunda na solu¢cdo. Como o problema

é resolvido de forma matricial, tais representacdes também devem ser colocadas da mesma

maneira. Considerando um caso arbitrario em que f possua 4 valores discretos e tomando a

definicdo da derivada®*

df _ f(x+h)—f(x)

= ’ (2.2.5)
Aplicando isto na restricdo da primeira derivada, tem-se
daf|* a
| :h_lz[(fz — )2+ (f, = )2 +(f, = f,)°] (2.2.6)
2
E calculando as derivadas parciais
oILFI; _ a a,
Tz:_h_lg[z(fz - fl )]:ZF(fl - fz):O
o|Lf|Z a a
”81:2 2 :_h_lz[z(fz —f,)+2(f, - f, )]:Zh_lz(fl +2f, - f,)=0
oIILf 5 a a
—“af3 b2 pat, -yt - 1= 2251, +21, — 1,) =0
oILf|; _a a
o, 2 :—h—12[2(f4 - f; )]:ZF(fA -f;)=0 (2.2.7)

Estas equacbes podem ser organizadas na seguinte forma matricial
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1 -1 0 off,
-1 2 -1 0|f,
0 -1 2 -1f,
0 0 -1 1|f

De uma forma generalizada, a restricdo da primeira derivada pode ser dada por

df | _
dx

2

1=

4

1 -1
-1 2

-1

(2.2.8)

(2.2.9)

-1 2 -1
-1 1|

De maneira similar, a restricdo & segunda derivada pode ser feita da mesma forma sabendo

gue a definicdo da derivada segunda é

d?f _ f(x+h)—2f(x)+ f(x—h)

— = (2.2.10)

Portanto, a restricdo a segunda derivada em uma forma generalizada é dada pela seguinte

matriz
1 -2 1 i
-2 5 -4 1
4% 2 1 -4 6 -4 1
W =H, = ’ ) ) (2.2.11)
2 1 -4 6 -4 1
1 -4 5 -2
i 1 -2 1 i

Com isso, a solucéo do problema inverso via regularizacdo de Tikhonov se d4 com a soma

das restricdes em (2.2.1) e (2.2.4). Logo, o seguinte funcional deve ser minimizado
O(f) =|| Kf -gl; + A I LF I3 (2.2.12)

A propriedade representada por 1 é denominada parametro de regularizagdo, que é o

principal responsavel por eliminar o mal-condicionamento do problema. Caso o parametro
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de regularizacdo apresente um valor igual a zero, a determinagdo de f se resume &

resolucéo do problema por minimos quadrados, ou seja,
(KTK)f =K g

f=(K'K)" (K'q) (2.2.13)
Adicionando todas as restricbes possiveis, a expressdo geral para o problema torna-se

(KTK + (3,1 +a,H, +a,H,)f =K"g+ Af (2.2.14)

Usualmente, somente a primeira restricdo é levada em conta, ou seja, d, =1, a =0c¢e

a, =0, portanto a equagao (2.2.14) torna-se
(K'K + ANf =K"g+ Af

f=(K'K+A)* (K'g+Af) (2.2.15)

Em relacdo ao parédmetro de regularizagdo, ele € determinado resolvendo a equacéo
(2.2.15) para diferentes valores de 1 e deve-se escolher um valor onde o minimo da norma
do residuo O —||Kf-g|? e da solugdo p —||g||? sdo balanceados. Este procedimento &
denominado curva L, devido ao formato caracteristico do grafico que representa estes
dados. Um exemplo da curva L se encontra na figura 3.3 do préximo capitulo. O melhor
valor para o parametro de regularizacdo é aquele que se encontra no ponto maximo da

curvatura.l

2.3- Rede neural de Hopfield

Dentre as diferentes formas existentes para a solugéo de problemas computacionais
complexos esta a rede neural artificial. Esta metodologia busca simular o comportamento do
cérebro humano no seu processo de aprendizagem, baseando-se na estrutura e

organizacado dos neurbnios. O modelo que busca descrever este processo bioldgico supbe
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gue existem conexdes entre os neurdnios e a informacao € propagada pela rede por meios
de sinais elétricos que chegam a eles através dos dendritos. No corpo do neurdnio estes
sinais sdo processados e gerados novos impulsos que sdo enviados para as demais células

vizinhas através do axdnio. O contato entre o axdnio e o dendrito é denominado sinapse.®

Um modelo genérico para a simulacdo computacional de um neur6nio, proposto em
1943 por McCulloch e Pitts, encontra-se na figura 2.1. Neste exemplo, Xi, Xz,..., Xn
representam os terminais de entrada deste neur6nio com os demais. As sinapses sédo dadas
pelos pesos w1, Wy, ...,Ws, que podem possuir valores negativos ou positivos dependendo da
sua natureza. No corpo do neurbnio os valores de entrada sdo somados com o0 seu
respectivo peso, este resultado € modulado por uma funcdo ativagdo que converte o
resultado em uma saida binaria (0 ou 1). A escolha do valor correto depende da superagéo

do resultado da soma, ou nao, de um limite definido como threshold.®

Figura 2.1: Esquema geral do neurdnio de Pitts e McCulloch.®

O esquema apresentado no paragrafo anterior é apenas genérico, pois existem
diversos detalhes que dependem da forma e da arquitetura da rede. Por exemplo, a rede
pode apresentar uma ou varias camadas de neur6nios, além disso, a informacao pode ser
propagada de forma direta ou recorrente. Entre elas, uma rede de bastante destaque é a

rede dinamica de Hopfield proposta inicialmente em 1982.” Este modelo constitui em uma
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rede recorrente formada por uma Unica camada com todos os neurbnios conectados entre

si, que séo relacionados a uma funcao energia.

Assim como a regularizacdo de Tikhonov, a rede de Hopfield pode ser aplicada para
remover a singularidade de problemas inversos mal-colocados. O algoritmo para a

resolucdo deste tipo de problema esta descrito no trabalho de Lemes et al.2 Neste exemplo

os estados dos diferentes neurénios sdo representados por U, , cujo o impulso nervoso é

dado por uma funcdo ativagéo a(ui), gue deve ser nao linear e monotonicamente

crescente. Em relagcéo a energia da rede, ela € dada por

_%Zm: 0 (2.3.1)
=

. , . | .
a propriedade 0; representa o residuo entre a propriedade calculada P,Ca e a experimental

Pjexp, sendo m 0 numero de dados experimentais. portanto

OJ P Pexp — (Z. 1K'J : ) g; (2.3.2)
Usando uma representacdo matricial a equacao (2.3.1) resume-se a norma do residuo, ou
seja, E o|| Kf - g||2. Portanto, a energia da rede € uma fungéo do erro entre as propriedades

calculadas e experimentais, além disso, ela é também uma fungédo de a(u; ), U; e do tempo

de processamento (ou aprendizado) -, dessa forma a derivada de E em relagéo . é

—_Z > |o; — L (2.3.3)
0a, ou; Or

i=1 j=1

O objetivo principal da rede é fazer com que a energia sempre decres¢a em relacdo ao

tempo de aprendizado,

%E o (2.3.4)

or

Isto ocorre se duas restricdes forem obedecidas. Em primeiro lugar assume-se que,

dui ~ m apjcal
dT B j=1 ﬁai ]

(2.3.5)
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e posteriormente, com uma segunda restricido sendo imposta,

o,

—>0 2.3.6
% (2.3.6)

Para que a funcéo ativacdo seja crescente e nao linear, usualmente escolhem-se funcdes
do tipo sigmoide ou tangente hiperbdlica para esta finalidade. Portanto, se as condicfes
apresentadas anteriormente forem seguidas, o algoritmo proposto tem a importante
propriedade de sempre diminuir o erro entre o valor teérico e o experimental. Em outra

linguagem, a rede neural ira sempre aprender.

A relagé@o entre o problema inverso e os parametros da rede é feita associando os
estados dos neurdnios U, com a propriedade a ser invertida, enquanto o nimero de
neurdnios 1 usados no processo é igual ao tamanho da base de discretizagéo do operador
K . Diante desta relagédo pode-se concluir que o problema inverso consiste em determinar o

estado dos neurbnios U; integrando a equacgdo (2.3.5). Caso a relagdo entre as

propriedades f e ( seja linear a equacao diferencial pode ser escrita como

d . m n n
d—“ﬁ—(ZZKnKqu +ZKJigiJ (2.3.7)
=1

j=1 i=1
Ou alternativamente, na forma matricial

ou.
% - (K'Kf +Kg) (2.3.8)

Para a solucdo de uma equacéo diferencial € necessario fornecer uma condicéo inicial para
a sua propagacdo, com isso a propriedade é invertida refinando-a sucessivamente. O
critério de convergéncia é alcancado quando a energia da rede atinge o seu valor minimo,
ou seja, entre todas as solucBes possiveis a rede fornece aquela que apresenta a menor

norma do residuo.
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2.4- Andlise sensitiva

A andlise sensitiva de um processo pode ser procedida de duas formas: paramétrica
ou funcional.® Na primeira, sdo avaliados como a variacdo nos parametros pP;, que ndo

dependem de outras variaveis, afetam no valor de uma propriedade calculada Q . A andlise

sensitiva paramétrica pode ser generalizada em uma expansao de Taylor,°

:NQ ) 52Q ) 4+ 2.4.1
R =2 P L2y PPt (240

sendo N o numero de parametros do modelo. O primeiro e 0 segundo termo da expanséo
correspondem respectivamente aos coeficientes de sensibilidade de primeira e segunda
ordem. Isto significa que em uma primeira ordem a analise sensitiva da propriedade global é
feita separadamente em cada parametro. Em uma segunda ordem, a sensibilidade é

realizada avaliando a influéncia de dois parédmetros simultaneamente e assim por diante.
Usando um exemplo do coeficiente do virial, as propriedades [); poderiam ser pardmetros

do potencial, ja a propriedade Q é uma propriedade passivel de medicdo experimental,

neste caso, o préprio segundo coeficiente do virial.

Na segunda forma de analise sensitiva, em vez de variar separadamente parametros
independentes para a avaliacdo da sensibilidade, é variada uma funcdo dependente de
outras variaveis. Usando o exemplo genérico da equacao de Fredholm na forma matricial,
representada pela equacdo (2.1.3), caso a relacéo entre f e g seja linear, a sensibilidade do

processo é !
K&f = 89 (2.4.2)

Portanto, para problemas lineares a matriz de sensibilidade se resume ao operador K.
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Capitulo 3:

Rede Neural de Hopfield regularizada
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3.1- Introducéo

No capitulo anterior foram apresentadas as técnicas para a solu¢cdo de problemas
inversos mal-colocados, especificamente a regularizacdo de Tikhonov e a Rede neural de
Hopfield. A primeira delas busca aperfeicoar o processo de inversdo minimizando
simultaneamente os valores da norma do residuo e da solugdo." 2 J4 a rede neural busca
apenas minimizar o residuo, ou seja, a diferenga entre uma propriedade calculada usando o
dado invertido e uma propriedade de referéncia, usualmente dada por uma propriedade

experimental.®

O objetivo deste capitulo é apresentar o desenvolvimento de uma metodologia que
aplica a rede neural de Hopfield um tratamento similar ao da regularizacdo de Tikhonov,
buscando assim a minimiza¢do da norma da solu¢éo junto com a norma do residuo. Apesar
de a rede ser mais eficiente na diminuicdo da norma do residuo, o seu algoritmo ndo
possibilita um controle na norma da solucdo. Dessa forma, a nova metodologia torna a rede
neural de Hopfield mais versatil, pois possibilita a determinacédo de valores que apresentem

uma norma da solugdo mais adequada.

Inicialmente a rede regularizada sera aplicada a um problema numérico mais
simples. Além disso, para verificar a eficiéncia do método proposto o mesmo problema sera
resolvido usando a regularizagdo de Tikhonov e a rede neural de Hopfield (sem a
regularizagdo). Posteriormente, o método aqui apresentado serd usado para a inversdo da

funcéo de distribuicéo radial de liquidos.

3.2- Fundamentos do método

Como mencionado no capitulo anterior, a inversdo de uma propriedade via a rede
neural de Hopfield se da pela integracdo da equacao diferencial (2.3.7) ou (2.3.8) e neste
processo tém-se somente a minimiza¢do da norma do residuo. Se a esta mesma equacéao

for aplicada as restricbes usadas na regularizacdo de Tikhonov dadas em (2.2.4) a
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. e R ~ . 2
adaptacéo a rede neural de Hopfield é feito somando a equacéo (2.3.7) a restricdo A || Lf ||2 .
Com isso, a equacéo diferencial da rede regularizada torna-se

ou,
a—t':—(KTKf +KTg+ 2| Lf]3) (3.2.1)

Explicitamente, a equacdo para a rede regularizada com todas as restricées torna-se

ou.
E‘:—(KTKf+KTg+/1(aOI+a1Hl +a,H,)f) (3.2.2)
As propriedades e pardmetros dados na equacdo acima sdo as mesmas apresentadas no

capitulo anterior. Dessa forma, o termo ﬂaol tem por objetivo controlar a norma da solucéo,

enquanto os termos 4a,H, e jaH, controlam as normas da primeira e segunda derivada

respectivamente. Como mencionado anteriormente, os parametros a,, d; e d,podem ser

igual a 0 ou 1. Caso a referida restricdo seja desejada escolhe-se um valor igual a 1, por

outro lado, se a restrigdo néo for usada, escolhe-se um valor igual a 0.

A escolha para o valor 6timo para o parametro de regularizacdo se da de forma
similar a usada para encontra-lo via regularizacdo de Tikhonov, ou seja, a equacao (3.2.1) é
propagada para varios valores do parametro de regularizacdo sendo que o melhor valor é
aquele que balanceia a norma da solugéo e do residuo. Com isso, a curva L é construida e

este valor se encontra no seu ponto maximo de inflexao.

3.3- Teste do método

O método proposto sera testado na resolucdo de uma integral de Fredholm com a

seguinte solucdo analitica®

Ib 1 Edyzlm[l”/aj (3.3.1)
al X+y)y x \(1+x/b

24



Os limites inferiores e superiores de integracdo sao respectivamente 1 e 5. Comparando a
integral acima com a integral de Fredholm dada pela equacéo (2.1.1), o kernel de integracéo

1 . . .
K (x,y)é representado por (—J e a fungéo a ser invertida f (y), que possui 1/y como
X+Yy

valor exato. Em relag@o aos dominios das variaveis x e y ambos vao de 1 a 5.

O esquema de discretizagdo necessério para a solucao da integral ser4 dado por

uma base quadrada, neste caso i = j =8. A fim de simular melhor dados experimentais um

erro aleatério maximo de 5% foi introduzido na propriedade de saida g. A estimativa inicial

para f(y) foi tomada com um vetor nulo para todos os valores de y. Para analisar o quéao

mal-colocado serd o processo de inversdo o indice de condicionamento da matriz K foi
calculado® usando a equacdo (2.1.4) e seu valor é igual a 8,97 x 10*. Este alto indice
significa que o problema é definido como mal-colocado e métodos usuais, como minimos

guadrados, ndo podem resolvé-lo.

Em relacdo a inversdo de f(y) usando a regularizagdo de Tikhonov a curva L foi

construida resolvendo o problema para diferentes valores de A. Neste caso, um maior valor
deste parametro favorece maiores valores para norma do residuo e, consequentemente,
menores valores para a norma da solu¢ao. Por exemplo, para A =0, a norma do residuo
apresenta um valor nulo, enquanto a norma da solugdo apresenta um valor igual 5,68 x
10°. Como mencionado no capitulo anterior, este caso em especifico representa a solucdo
por minimos quadrados. Os resultados para esta inversdo estao apresentados na figura 3.1
e pode-se observar que a inversdo nao foi satisfatéria, visto que os valores da propriedade
invertida apresentam grandes oscilacdes em torno do valor exato. Este € um bom exemplo

para mostrar o quédo mal-condicionamento é o problema.

Por outro lado, caso o parametro de regularizacdo assuma um valor grande, igual a
10, por exemplo, o que representa um valor alto para este problema, a norma da solucéo
apresentara um valor muito pequeno, praticamente préximo a zero. Por outro lado a norma
do residuo apresentara um valor grande, proximo a unidade. Os resultados desta inverséao
sdo apresentados na figura 3.2. Novamente observa-se que a solucdo nao é adequada para
a inversdo da propriedade desejada, uma vez que os valores obtidos sdo bem pequenos

ndo condizendo com o resultado esperado.
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Figura 3.1: Inversédo da equacdo (3.3.1) usando a regularizacéo de Tikhonov para A = 0. f(y)

original (-) e invertida (0).
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Figura 3.2: Inversdo da equacdo (3.3.1) usando a regularizacdo de Tikhonov para A = 10.

f(y) original (-) e invertida (0).
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De acordo com estes resultados observa-se que a principal fungdo do parametro de
regularizagdo € amenizar as oscilagdes da funcao invertida. Para encontrar o melhor valor
de A, o problema é resolvido para varios valores do mesmo, em um procedimento
denominado curva-L, cujos resultados estao representados na figura 3.3 (a). O valor 6timo

para parametro de regularizacdo € aquele que se encontra no ponto de maior inflexdo da
i log|| kf -g |5~ 16
curvatura. Neste caso seria em um valor de coordenada de ogll g||2~ 0 e

2 . , I
log||f[|520,09. No entanto, como esta regifio ndo esta acentuada, torna-se dificil

determina-lo apenas visualmente. Com isso, tomando a derivada dos valores da norma da

solucédo e da norma do residuo em relacdo a A tem-se a seguinte relacéo®

p—p'Q
(o) +@)")"

K(A) = (3.3.2)

Os valores para a fungéo k(1) encontram-se na figura 3.3 (b) e o valor 6timo de 2, igual a 1,9
x 103, corresponde ao ponto maximo «(1). Com este parametro de regularizacéo a funcéo
f(y) foi invertida e este resultado se encontra na figura 3.4. Nesta inversdo as normas do

residuo e da solugdo valem respectivamente 0,0273 e 1,2316.
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Figura 3.3: (a) Curva L para a resolucdo do problema usando a regularizagdo de Tikhonov.

(b) Fungéo «(\) para determinagdo do valor 6timo de L. O ponto maximo se encontra no
maximo da curva cujo valor € 1,9 x 103,
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Figura 3.4: Inversdo do problema usando a regularizagdo de Tikhonov. f(y) original (—) e

invertida (0).

O mesmo problema foi resolvido via rede neural de Hopfield utilizando a mesma base
quadrada com N = 8. Neste caso, cada ponto da propriedade invertida é representado por
um neurdnio. A equacéo diferencial (2.3.7) foi propagada usando como integrador o0 método

de Runge-Kutta de 42 ordem de passo variavel com fungéo ativagdo f (u) = tanh(u). A figura

3.5 (a) representa a evolugcdo do estado de cada um dos 8 neurdnios do problema em
func&o do tempo de aprendizagem da rede. Como a estimativa inicial para a solugdo € um
vetor nulo, todos os neurdnios partem desta posicao e a evolucdo com o tempo se da a fim
de minimizar a norma do residuo. A convergéncia ocorre quando os estados dos neurdnios
ndo variam com o tempo de aprendizagem, ou seja, com o numero de passos discretos
necessarios para a integracdo numérica da equacao diferencial. Ademais, uma
representacdo do decréscimo da norma do residuo em funcéo do tempo de aprendizagem

se encontra na figura 3.5 (b).
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Em relagdo a propriedade f(y) invertida usando a rede de Hopfield, os resultados
estdo apresentados na figura 3.6. Pode-se observar que a inversdo apresentou um
resultado satisfatorio, uma vez que os valores da propriedade invertida estdo préximos ao
esperado. Sobre as normas do residuo e da solugéo, os respectivos valores foram 0,0262 e
1,2546. Comparando estes resultados com os obtidos pela regularizacdo de Tikhonov,
observa-se que se por um lado a norma do residuo foi menor usando a rede neural, a norma

da solucéo foi maior.
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Figura 3.6: Inversao da funcao f(y) via rede de Hopfield. f(y) original (—) e invertida (o).

Similar a regularizagdo de Tikhonov, para a inversdo de f(y) usando a rede

regularizada, o melhor valor para o parametro de regularizacdo deve ser determinado
usando a curva L. Os resultados encontram-se na figura 3.8 (a), com o valor 6timo igual a
2,8 x 1073, que corresponde ao minimo da curva. Para uma melhor detecgdo deste ponto foi
construida também a funcdo x em fung¢éo A e o valor foi 0 mesmo encontrado no método
curva L (figura 3.8 (b)). A figura 3.7 apresenta o0 comportamento dos neurdnios perante a um
valor alto para o parametro de regularizacdo para o problema, especificamente igual a 3,0 x
10, Percebe-se que a introducdo deste dado na resolucdo do problema faz com que os
neurdnios adquiriram valores mais proximos, e consequentemente, diminuindo a norma da

solucéo.
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Em relacé@o aos resultados obtidos na inversdo usando o valor 6timo do parametro de
regularizagdo, os mesmos estédo apresentados na figura 3.9. Os valores da funcdo f(y) se

encontram préoximo ao esperado, além disso, apresentam norma do residuo e da solucédo
respectivamente igual a 0,0259 e 1,2521. Comparando estes resultados com os obtidos
usando a rede sem o parametro de regularizacdo pode-se observar uma melhora nos dois
valores. Os dados da norma da solucao e do residuo utilizando as diferentes metodologias

se encontram na tabela 3.1.
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Figura 3.7: Aprendizado dos neurdnios para parametro de regularizagédo igual a 3,0 x 102
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Figura 3.8: (a) Curva L para a resolucdo do problema usando a regularizada de Tikhonov.
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Figura 3.9: Inversdo da fungdo f(y) via rede de Hopfield regularizada. f(y) original (—) e

invertida (0).

Tabela 3.1: Comparacao entre as normas do residuo e solu¢ao do problema inverso usando

os diferentes métodos de inversao.

Regularizagéo de Rede neural de Rede de Hopfield
Tikhonov Hopfield regularizada
Norma do residuo 0,0273 0,0262 0,0259
Norma da solucao 1,2316 1,2546 1,2521

Pelos dados da tabela acima, observa-se que apesar de uma diminuicdo na norma
da solucéo, que é o principal objetivo no desenvolvimento deste método, o decréscimo deste
valor foi bastante discreto, especificamente na terceira casa decimal. Percebe-se também
uma ligeira diminuicdo na norma do residuo. Estes resultados pouco significativos podem
ser explicados devido a dois fatores. O primeiro deles refere-se a simplicidade do problema
resolvido. Neste caso, como mencionado anteriormente, a discretizacdo da equacéo (3.3.1)
foi realizada em uma base quadrada com apenas 8 pontos. No caso de problemas reais, a
base ndo apresentara somente este numero de elementos. Com uma base maior e com 0s
erros inerentes a qualquer medida experimental, pode surgir uma maior sobreposicdo de
informacdes entre os elementos da matriz K, o que provoca um aumento significativo no

mal-condicionamento do problema.
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O segundo fator refere-se as caracteristicas da funcéo invertida, f(y)=1/y. Pode-

se observar que esta fungédo é bastante suave uma vez que ndo possui oscilagées. Funcbes
com estas caracteristicas tendem a possuir um valor pequeno da norma da solugdo, se
comparado a outras com grandes oscilagbes. Usando como comparagdo uma funcao

arbitréria com oscilagcdes em torno de f(y) =1/y definida por
h(y) = 2sen(10y) |/ y (3.3.2)

considerando um caso com 50 pontos discretos no intervalo entre 1 a 5, a fungéo f(y)
apresenta uma norma igual a 2,9217 enquanto h(y) possui um valor bem superior, igual a

4,1579. Uma representagdo destas duas fungdes se encontra na figura 3.10.
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Figura 3.10: Comparacao entre a fungéo suave f(y) (*) e oscilante h(y) (-).

Anteriormente, foi apresentado que o principal objetivo do parametro de
regularizagdo introduzido a rede é o abaixamento da norma da solugdo. Caso, a funcdo a
ser invertida apresente muitas oscilagbes, a metodologia aqui apresentada pode ser
bastante util. Um problema real que apresenta uma solucdo com estas caracteristicas é a
inversao da funcédo de distribuicdo radial de liquidos. Dessa forma, a rede regularizada sera
aplicada para a resolucao deste problema, cujos resultados serdo apresentados no capitulo

6 desta tese.
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Capitulo 4:

Analise sensitiva para o segundo coeficiente
do virial quantico
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4.1 - Introducao

A energia potencial € de grande importancia na quimica e fisica molecular, uma vez
qgue ela pode fornecer uma descricdo completa do sistema. Entre as suas principais
aplicacdes esta o estudo da dindmica de processos moleculares® 2. A forma funcional da
energia potencial, bem como as suas caracteristicas, depende diretamente dos tipos de
particulas que constituem o sistema. Usualmente, ela pode ser descrita como a soma de um
termo repulsivo com outro atrativo. A parte repulsiva, proveniente da interagdo entre as
nuvens eletrdnicas, pode ser dada por um termo de Born-Mayer, que € proporcional a
exp(—r), sendo r a coordenada entre os atomos. Ja a parte atrativa depende da forma com

gue se dé a interagdo. Por exemplo, no caso da atragdo entre cargas pontuais o potencial &
proporcional —1/r, enguanto a interacdo representada por forcas de dispersdo é
proporcional a —1/r®. O estudo da energia potencial formado por sistemas constituidos por
mais de dois corpos ou moléculas é mais complexo, visto que a mesma nédo € isotropica,

pois depende da orientacdo relativa entre as suas particulas constituintes®.

Usando uma abordagem direta, a energia potencial pode ser encontrada por
métodos ab initio, no qual a equacédo de Schrodinger € resolvida para diferentes valores da
coordenada, construindo assim a superficie de energia. Outra alternativa sdo os métodos
semi-empiricos, onde a solucao das equacdes da mecanica quantica sao facilitadas pela
introducdo de dados experimentais. Por fim, tém-se os métodos empiricos, que se baseiam
no ajuste dos parametros de uma dada forma funcional a partir de dados experimentais que

dependem diretamente da energia potencial.*

A partir de uma metodologia inversa a energia potencial pode ser determinada a
partir da secéo de choque® e o segundo do coeficiente do virial®. Este Ultimo apresenta um
importante papel, sobretudo no estudo de gases imperfeitos e liquidos. Neste caso, 0s
dados experimentais desta propriedade termodin@mica podem ser usados para a validagéo

de modelos que visam a descri¢do destes sistemas’.

Para a maioria das situagbes, o segundo coeficiente do virial pode ser calculado a
partir de uma abordagem classica. No entanto, quando o sistema se encontra a baixas
temperaturas o tratamento classico se torna inadequado, pois nestas condicdes os efeitos
quanticos devem ser considerados, sobretudo para substancias com pequenas massas
moleculares como o hélio.® Como a relacdo entre a energia potencial e as propriedades

termodin@micas se da& pela mecéanica estatistica, a descricdo para sistemas a baixas
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temperaturas ndo pode ser feita usando a estatistica de Boltzmann, mas sim a estatistica de
Bose-Einstein ou de Fermi-Dirac. Por exemplo, o is6topo “He é caracterizado como um
béson, portanto ele obedece a estatistica de Bose-Einstein, por outro lado, o isétopo *He é

um férmion e por isso segue a estatistica de Fermi-Dirac.® 1°

Além de uma descricdo quantica para o segundo coeficiente do virial, o hélio
apresenta uma série de peculiaridades no seu comportamento. Por exemplo, a ligagédo
formada devido as forcas de dispersao de van der Waals entre dois atomos deste elemento
é conhecida como a ligacdo mais fraca e com maior distancia média. !* Além disso, o hélio

pode apresentar, dependendo das condi¢des, superfluidez no estado liquido. 8

Uma importante aplicagdo para o segundo coeficiente do virial quantico se encontra
na calibragdo e padronizacédo de dispositivos que operam a temperaturas muito baixas. Em
condi¢cbes extremas surge uma dificuldade em se obter medidas precisas de propriedades
experimentais, com isso o calculo de propriedades termodindmicas a partir de potenciais ab
initios combinados a dados experimentais encontram grande utilidade na metrologia.
Ademais, o gas hélio é amplamente empregado como padrdo para a determinacdo empirica

de propriedades termodinamicas de outras substancias.'?14

Para o estudo adequado destas e de outras propriedades do hélio de maneira eficaz,
torna-se necessario o emprego de potenciais desenvolvidos com grande precisédo. Portanto,
valores experimentais do segundo coeficiente do virial quantico, e outras propriedades,
podem ser usados para o aperfeicoamento destes modelos. Especificamente, para o He-He
varios potenciais precisos sdo apresentados na literatura.’®>® O mais recente deles,
proposto por Varandas®®, descreve adequadamente o minimo do potencial e a distancia de
equilibrio. No entanto, este mesmo ainda nao foi testado frente a diferentes propriedades de

transporte e termodinamicas.

Portanto, o objetivo deste trabalho é determinar o segundo coeficiente do virial
quéantico usando o potencial proposto por Varandas. Dessa forma, este trabalho se
enquadra em uma abordagem direta do problema. A propriedade termodinamica foi
calculada para o sistema “He para baixas temperaturas, especificamente de 3 a 100K. Além
disso, foi feita a andlise sensitiva do segundo coeficiente do virial quantico frente a
diferentes parametros do potencial, ou seja, como a variacdo dos principais parametros que

descrevem a superficie influencia no valor final da propriedade termodinamica calculada.
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4.2 - Fundamentos Teoricos e Metodologia

A equacdo de estado de um gas real pode ser escrita na forma?’

2= p B, (T)p” + B, (T)p’ .. (4.2.1)

sendo k a constante de Boltzmann, p a densidade, T atemperaturae P a pressdo. O 2°
e 3° coeficientes do virial, que sdo dependentes da temperatura, sdo dados por B2(T) e

B3 (T ) respectivamente. Estas grandezas fornecem como a interacdo entre as particulas do

sistema se manifesta termodinamicamente. Por exemplo, o segundo coeficiente do virial
fornece a interacao entre duas particulas, enquanto o terceiro fornece a interagéo entre trés

particulas e assim por diante. Desta forma, as propriedades termodindmicas possuem uma
dependéncia direta com a energia potencial Ep(r). Como este trabalho abordara somente o

segundo coeficiente do virial, 0 mesmo sera denominado apenas por B(T) . Classicamente,

esta propriedade pode ser calculada pela relacéo integral'®

B(T) = 27z_[ 1- exp{ kp()} 4.2.2)

A equacdo acima é valida para situacdes em que o comprimento de onda térmico Ar do
sistema é suficientemente pequeno, especificamente, com um valor menor que o didmetro

do &tomo. O comprimento de onda térmico é dado por?’

h

Ar = (Zﬂka)UZ (4.2.3)

sendo h é a constante de Planck e m a massa das particulas. Por esta relacdo pode-se
observar que Ar cresce para situacbes em que a massa e a temperatura do sistema se
tornam suficientemente pequenas. Nestas condicBes a equacdo (4.2.2) ndo descreve
corretamente o segundo coeficiente do virial, portanto, a propriedade termodinamica deve

ser calculada quanticamente.
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Um sistema no qual esta abordagem deve ser empregada € para o hélio a baixas
temperaturas. Especificamente, o resultado classico para B(T) néo é apropriado na sua
descricdo para temperaturas abaixo de 100 K. A expressao quantica exata para o célculo do
segundo coeficiente do virial pode ser determinada dividindo-a em trés contribuicdes!® 2°; i)
gas ideal quéntico; ii) estados ligados; iii) fase de espalhamento. Com 0s respectivos

termos, a expressao do virial € escrita como

B(T) = BIDEAL + BLIG + BFASE (4.2.4)

A forma como cada um destes termos € calculada sera explicitado na segéo 4.2.3.

4.2.1- Modelo de potencial

Para a descricdo do sistema e do célculo do segundo coeficiente do virial, uma
superficie de potencial bastante precisa desenvolvida por Varandas foi a escolhida. Este
modelo é dado por um termo de Hartree-Fock de curto alcance e um termo de correlagéo de

longo alcance *°

Ep (1) =Vie (1) +Veor (1) (4.2.5)
onde

Ve (r) = D(l+ 4 a (r—r, )jexp(—ﬂr—re ) (4.2.6)

Veor=— 2, Cox,(nr" (4.2.7)

n=6,8,10-16

sendo Cn os coeficientes de dispersédo, cujos valores se encontram na tabela 4.1, e X, uma

funcdo de amortecimento dada por

Xn :[1_exp(_Anr/p_ Bnr2 /pz)n]
A =a,n™ (4.2.8)
Bn zﬂon_ﬂln
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Os parametros em unidades atémicas para esta funcdo sdo: o =10,9424025,

Q, =16,36600, (o :0,70172, ﬂo =0,09574 e ,3120,09574_ Os demais parametros

necessarios para a construcao do potencial sdo dados na tabela 4.1

Tabela 4.1: Parametros em unidades atdbmicas para o potencial do He-He.

R Coeficientes de dispersao
Parametros VHF P

D 2,90582149142803 x 10° C 1.4646
6
—2.677678262034801 x 10* C 14.112
d; 8
a 2.345720241868299 x 107 C 178.13
2 10
a 1.459174818996908 x 107 C —76.7
3 11
a 1.237617600368155 x 10° C 3093
4 12
r 5.60323206384019 C —-3806.0
e 13
4 2.17613250152118 C 72016
14
C -171000.0
15
C 2276994

=
(<2

Dados na literatura mostram que o potencial para o dimero de He apresenta um
minimo de energia de 10,9 K a uma distancia internuclear de 2,97 Angstroms?. Este
sistema suporta apenas um Unico estado rotovibracional com uma energia igual a -1,176
mK, que é a ligacdo mais fraca ja detectada?®?. Devido a esta interacédo extremamente fraca,
a funcdo de onda deve ser deslocalizada sobre uma grande distancia, o que proporciona
uma distancia média de ligacdo préximo a 50 Angstrom?3. O valor minimo de energia com a
sua respectiva distancia interatdmica previsto pelo potencial de Varandas estdo de acordo

os resultados obtidos previamente na literatura.
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4.2.2- Fase de espalhamento

O termo referente a fase do espalhamento deve ser determinado resolvendo a
equacgdo de Schrddinger na forma adequada com as suas devidas condi¢cbes de contorno.
Neste tipo de processo a funcdo de onda deve ser diferente de zero em condi¢des
assintoticas por nao se tratar de um estado ligado. A equacédo de Schrodinger neste caso é24

d> o 2uE () 1(1+1)
_z+k o 2 - 2
dr h r

y, (r)=0 (4.2.9)

2 2 . . .
sendo K =2LE /%", | o momento angular, 1 a massa reduzida e E a energia de colis3o.

Apbs o processo de colisdo, a onda espalhada torna-se

w, (r)= Asen[kr—%+5, j (4.2.8)

A fase acumulada 6, fornece toda a informag&o necesséria na descricdo do processo de

espalhamento. Além disso, este pardmetro fornece a forma com que a energia potencial
influencia no movimento dos atomos, no caso da particula livre, 0, =0. Entre os métodos

para a determinagdo da fase estdo a aproximacgéo de Born?, o método semi-classico JWKB
(abreviacéo dos autores: Jeffreys, Wentzel, Kramer e Brillouin)?®, a equacéo de Calogero? e
o método renormalizado de Numerov®. Devido a grande precisdo e baixo custo
computacional, a ultima metodologia foi a escolhida para a determinacdo da fase
acumulada. Uma descricdo mais detalhada do método renormalizado de Numerov se

encontra no apéndice A desta tese.
Por se tratar de uma solugdo numérica, sdo necessarios varios valores de |, que
correspondem ao numero de ondas parciais. Usualmente este valor é determinado usando a

aproximacao lMAX R krMAX , sendo [y, o limite da acdo do potencial. A quantidade lMAX éo

momento angular maximo requerido para convergéncia da secdo de choque. Como o
parametro k depende da energia de colisdo, maiores valores de energia necessitam de um

maior nimero de momentos angulares. Para o modelo de potencial usado neste trabalho a

faixa de momentos angulares foi 20< IMAX <80.
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4.2.3- Segundo coeficiente do virial quéantico

A deducgéo da expressao exata do segundo coeficiente do virial quéntico foi proposta
inicialmente por Beth e Uhlenbeck 1% e novas versées foram desenvolvidas posteriormente
por Kilpatrick!® e Kihara®. A deducdo completa desta expressdo é bastante longa, portanto,

neste trabalho seréo apresentados apenas alguns fundamentos fisicos referentes ao B(T)

gquéantico. Uma discussdo mais detalhada, além de um tratamento rigoroso, pode ser

encontrada nas referéncias citadas anteriormente.

A ideia basica para o desenvolvimento B(T), € analisar como se relaciona as
probabilidades de distribuicdo das particulas num sistema quéantico. Retornado a equagao
(4.2.2), para uma expressao quantica do segundo coeficiente do virial, o termo de

—Ep(r)
Boltzmann e X deve ser substituido por’

Squan (1) = Zexp(— ET J¢ *g (4.2.10)

Sendo E, autovalores dos diferentes niveis de energia e as @, autofuncdes referentes ao

movimento relativo entre as particulas. A autofuncéo para o sistema é dada por

1
P =TV (r)Yim (4.2.11)

Y,’m representa os esféricos harmoénicos. A influéncia direta da energia potencial se
encontra em Y, (r), pois a funcéo de onda apresenta a fase acumulada 0, devido a acéo de

Ep(l’). Apo6s algumas consideracdes a respeito das propriedades e normalizacao destas

funcdes, tem-se a seguinte expressao

B(T) =) (21 +1)B, (4.2.12)
1=0
472\ ds
B (F)z—( j daexpl-q®/q; )— 4213
I KT _([ ( o) dg ( )
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2 _ 2 2 2 2 2 .
Sendo (°=2ultE/N" e q; =2uA-k,T/h°. Estas duas grandezas se relacionam
respectivamente com a energia de colisio E e com a temperatura T . Na auséncia da

energia potencial o deslocamento de fase ndo existira e consequentemente B, =0. As

equacdes fornecem somente a influéncia continua da energia potencial no valor da
propriedade termodindmica. Ndo € levado em consideracdo aspectos da simetria e anti-
simetria das funcdes de onda, efeitos dos estados discretos de energia e a estatistica

adequada na distribuic&o das particulas do sistema.

Na auséncia de forcas intermoleculares a descricao termodinamica do gas nao é
dada pela equacdo de estado dos gases ideais, pois esta equacdo é proveniente da
estatistica de Boltzmann, que é classica. Para sistemas quanticos, deve-se usar a estatistica

de Bose-Einstein ou Fermi-Dirac, pois nestes casos quando Ep(r)—>0, B=0. Dessa

forma um termo que possibilite estas restricdes deve ser adicionado a equacéo (4.2.12),

com isso, 0 segundo coeficiente do virial para bosons e férmions é dado respectivamente

por
1 (42 )"
B(T) =—— + ) (21+1)B 4.2.14
soson = 6| 4T PAZRES | (4.2.14)
1 (42"
B(T) =+ + > (2+1)B 4.2.15
FERMION 16 IUkT |M§ES | ( )

No caso de bdsons, o primeiro termo da soma deve ser negativo. Como estas particulas ndo
obedecem ao principio da exclusdo de Pauli, as mesmas podem ocupar 0 mesmo estado
guantico, possibilitando que elas permanecam em niveis energéticos mais baixos. Este

comportamento confere uma “compressao” ao gas ideal quantico, dessa forma

Bgoson < Bipea. - Por outro lado, os férmions obedecem ao principio da excluséo de Pauli,

dessa forma existe uma limitacdo em relacdo a ocupacao dos niveis energéticos. Portanto,

este comportamento ira conferir uma caracteristica de “expansao” ao gas, fazendo com que

Brerumion > BipeaL - Em relagéo & restricio dos momentos angulares, ela se relaciona com a

simetria e anti-simetria das funcdes de onda que os bdsons e férmions apresentam,
respectivamente. Dessa forma os bdsons admitem somente momentos angulares pares,

enquanto os férmions permitem apenas os impares.

45



Por fim, tem-se a contribuicdo dos estados quénticos discretos. Neste caso, a
possibilidade da presenca de um estado ligado ocasiona em uma diminui¢cdo da pressao do

sistema, portanto B ,; <0. Assim, o termo dos estados discretos é dado por,

iy 3/2 ‘.
Bioea. = _{ﬁ] Zgn exp _ﬁ (4.2.16)

sendo &, aenergiae (, o peso de uma possivel degenerescéncia do estado n.

Apés as consideracdes anteriores, o segundo coeficiente do virial quantico pode ser
calculado para o He* a partir da equacgéo (4.2.4). A notacdo e expressao definitiva utilizada
neste trabalho é similar as utilizadas nos trabalhos de Boyd® e Colclough %°. Os termos
especificos da equacao (4.2.4) (gés ideal, estado ligado e fase de espalhamento) para o

referido sistema séo, respectivamente

42\ 1
Boew = —= | = (4.2.17)
(KT ) 16
A 3/2
&g
Bug=-1——| &xp——= (4.2.18)
KT kT
3/2
472772 2 T /g2
Brase :_[ ykTJ (HSE‘)‘G i G(Q)qu—lj (4.2.19)
sendo
G(q) = 21 +1)5,
(@) PAZRES( )3, (a) 4220
Como o He* apresenta apenas um estado roto-vibracional (o = -1,176 mK) sem

degenerescéncia o somatorio em (4.2.16) pode ser omitido.
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4.3 - Resultados e discussao

O segundo coeficiente do virial quantico para dimero de “He foi calculado usando
como protoétipo o potencial de Varandas. Os resultados sdo apresentados na tabela 4.2,
onde é feita uma comparacao entre os dados calculados e os valores experimentais. O erro
para a propriedade calculada neste trabalho esta na faixa de 0,1 cm?® mol! para uma
temperatura abaixo de 10 K. A incerteza na medida cresce para 0,63 cm® mol! para
temperaturas proximas a 3 K. Como o erro experimental encontra-se na faixa de 0,6 cm?

mol? pode-se admitir que o potencial usado para os calculos é adequado para estas

temperaturas.

Para a determinacéo do termo da fase de espalhamento, primeiro deve-se calcular o
G(q) dado na equacéo (4.2.20). Os resultados para esta fungdo sao dados na figura 4.1.

Esta propriedade pode ser entendida relacionando-a com as caracteristicas observadas no
espalhamento quéantico e sobre como a fase acumulada se manifesta na influéncia da
energia potencial. Por exemplo, caso a colisdo se dé sobre a influéncia da parte atrativa do
potencial, a fase acumulada apresentara um valor positivo, que ocorre para colisdes com
baixos valores de energia. Isto é observado principalmente para o hélio, uma vez que a
parte atrativa do potencial deste sistema é extremamente fraca®2. Observando a figura 4.1, o

valor de G(q) é positivo para pequenos valores de (, devido a fase acumulada positiva,
proveniente da influéncia atrativa do potencial. O pico primario para q ~ 0 é devido ao Unico

estado ligado presente no sistema, previsto pelo teorema de Levinson®. Ja& o préximo

maximo representa a influéncia do minimo do potencial.

Por outro lado, caso a parte repulsiva apresente influéncia no movimento das
particulas do sistema, a fase acumulada sera negativa. Isto ocorre para grandes valores de

energia, e de acordo com a figura 4.1, para as situagfes em que ( € maior que 4.
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Tabela 4.2: Segundo coeficiente do virial para o “He. Unidades em cm? mol*

T/K Experimental Calculado
3,0 -120,3 -119,67
4,0 -85,3 -84,70
5,5 -56,9 -56,55
7,0 -40,8 -40,56
9,0 -27,69 -27,56
11,0 -19,38 -19,31
13,0 -13,65 -13,60
15,0 -9,47 -9,43
17,5 -5,61 -5,58
20,0 -2,75 -2,71
29,0 3,35 3,41
40,0 6,89 6,98
41,0 7,88 7,98
45,0 7,11 7,20
60,0 7,88 7,98
75,0 10,74 10,85
90,0 11,32 11,42
100,0 11,58 11,67

Em relacdo a propriedade definida por g(q) = G(q)qe‘qz’qg, ela foi calculada para

diferentes valores de ( e os resultados estdo apresentados na figura 4.2 para uma

temperatura igual a 30 K. A influéncia da parte atrativa e repulsiva do potencial pode se

observada nesta figura. O primeiro maximo, para q ~ 0, representa o Unico o estado ligado

do sistema. Ja o préximo maximo, refere-se ao minimo do potencial. Os valores negativos

de g(q) representam a influéncia da parte repulsiva do potencial. Na medida em que os
valores de ( aumentam, o valor da propriedade g(q) tende a zero, visto que para grandes

valores na energia de colisdo, a energia potencial apresenta pouca influéncia no
comportamento do gas. Como o termo da fase representa a influéncia direta da energia

potencial sobre as propriedades termodinamicas do sistema, para grandes valores de ( o

gas apresenta um comportamento ideal.
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G(qg)

Figura 4.1: Representacéo gréfica da funcdo G(q) = Z(ZI +1)0, (q).
PARES

g(q)

Figura 4.2: Representacio grafica da fungio g(q) = G(q)ge™ '® para T =30K
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A contribuigdo individual de cada termo no célculo do segundo coeficiente do virial é
apresentada na tabela 4.3. Pode-se perceber que o termo que apresenta maior influéncia é
o da fase de espalhamento, que reflete diretamente como a energia potencial do sistema
afeta no resultado final da propriedade termodinamica. Para temperaturas abaixo de 20 K
tem-se um valor negativo para este termo, pois nestas condi¢cdes, 0 gas torna-se mais
compressivel devido a uma maior influéncia da parte atrativa do potencial. Na medida em
que a temperatura aumenta, a energia média das colisdbes também aumenta, portanto o
potencial repulsivo passa a ser predominante no comportamento do gas. Devido ao
pequeno valor do minimo de energia do sistema He-He, esta inversdo de comportamento

ocorre a uma temperatura relativamente baixa.

Tabela 4.3: Contribuicdo dos diferentes termos no calculo do segundo coeficiente do virial

quantico em ¢cm® mol™

T/K B BIDEAL BLIG BFASE
3,0 -119,67 13,614 -8,5402 x 107 -105,97
4,0 -84,698 -8,8424 -4,1601 x 107 -75,814
9,5 -56,552 -5,4842 -1,8764 x 107 -51,049
7,0 -40,563 -3,8196 -1,0268 x 107 -36,733
9,0 -27,564 -2,6200 -5,4778 x 107 -24,939
11,0 -19,307 -1,9390 -3,3169 x 10 -17,365
13,0 -13,604 -1,5092 -2,1845 x 107 -8,2159
17,5 -2,7118 -0,99628 -1,0390 x 10 -4,6150
20,0 -2,7118 -0,79089 -7,4409 x 10* -1,9202
29,0 3,4108 -0,45296 -2,9390 x 10* 3,8640
40,0 6,9847 -0,27962 -1,3154 x 10* 7,2644
41,0 7,9821 -0,26945 -1,2366 x 10* 7,4758
45,0 7,2062 -0,23434 -9,7986 x 10° 8,2165
60,0 7,9821 -0,15221 -4,7732 x 10° 10,007
75,0 10,852 -0,10891 -2,7324 x 10 10,960
90,0 11,427 -0,082851 -1,7321 x 10°® 11,509
100,0 11,675 -0,070739 -1,3299 x 10° 11,746
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Como mencionado anteriormente, a baixas temperaturas, um gas sem interagdo nao
€ descrito pela equacdo de estado do géas ideal. Isso ocorre, pois nestas condi¢Bes a
estatistica de Boltzmann, que fornece a equacado de estado do gas ideal, ndo é adequada
para descrevé-lo. No caso do *He deve-se usar a estatistica de Bose-Einstein, uma vez que
este isd6topo se caracteriza como um bdéson. Este comportamento pode ser entendido
analisando o termo do gas ideal quantico. Devido a caracteristica de condensacédo desta
estatistica, esta contribuicdo é sempre negativa e se torna menos importante na medida em
que a temperatura do sistema aumenta, uma vez que a temperaturas suficientemente altas
a estatistica de Bose-Einstein converge para a estatistica de Boltzmann. Por exemplo, a
uma temperatura de 3 K este termo contribui com aproximadamente 11%, enquanto a 100 K

ela contribui com menos de 1%.

Em relagcdo ao termo do estado ligado, ele é o menos importante, devido ao pequeno
valor do minimo de energia potencial, o que fornece somente um Unico estado
rotovibracional com momento angular nulo. A sua influéncia é quase nula no valor total de

B(T)a 3 K e torna-se menos importante com o aumento da temperatura. Em comparagao

com os demais termos, esta contribuicdo pode ser praticamente desprezada.

Uma questao importante é avaliar como deve ser a energia potencial para que ela
reproduza uma propriedade desejada. Para isto, foi feito a analise sensitiva paramétrica do

segundo coeficiente do viral quantico em 12 ordem, de acordo com a equagédo (2.4.1),
pagina 20. Os parametros escolhidos foram os coeficientes de dispersdo C;, C; e C,q,
além do parametro 7, presente na parte repulsiva do potencial. Os valores destes
parametros se encontram na tabela 4.1. As mudancas realizadas nestes parametros visam
uma variacdo final de 0,01cm® mol™ no céalculo da propriedade termodindmica. Estes

resultados encontram-se na tabela 4.4 e sdo apresentados como a sensibilidade relativa
entre estes parametros. Também ¢é apresentada a incerteza no ajuste dos parametros

usados na construcdo do potencial®®.

De acordo com os resultados da tabela 4.5, observa-se que a uma temperatura de

z

10 K, o parametro que apresenta maior sensibilidade é o coeficiente de disperséo C6,

enquanto o coeficiente com menor sensibilidade é o e C,,, sendo que o primeiro apresenta

uma sensibilidade 50 vezes maior que este Ultimo. Quando a temperatura € aumentada, a

100 K, por exemplo, a sensibilidade de todos os coeficientes diminui, pois nestas condi¢des

51



a energia potencial do sistema possui uma menor influéncia no valor final da propriedade

termodindmica. Além disso, nestas condi¢Bes, observa-se uma maior diminuicdo na

sensibilidade dos coeficientes de dispersdo. Como estes parametros representam a

influéncia da parte atrativa do potencial, eles se tornam menos importantes a altas

temperaturas. Por outro lado, por representar a parte repulsiva do potencial, a diminuicdo da

sensibilidade do pardmetro 7 € menos significativa se comparada as dos coeficientes de

dispersdo. A relacdo entre a sensibilidade destes parametros com o aumento da

temperatura esta apresentada também na figura 4.3.

Tabela 4.4: Sensibilidade relativa do segundo coeficiente do virial em relagdo a alguns

parametros do potencial.

AB=0,01cm® mol?.

As variacbes nos parametros foram realizadas para que

Parametro Variagéo / Sensibilidade  Incerteza /
u.a relativa u.a
T=10K C 2x10* 50 10712
6
C 103 10 108
8
C 107 1 10°
10
/4 103 10
T=100K C 103 10 10712
6
C 1072 1 108
8
C 102 1 10°
10
/4 2x10°% 5
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Figura 4.3: Analise sensitiva paramétrica para os parametros C, (—), C4(...) e Cjo(——-)

e y(—:—) em unidades atdbmicas e cm*® mol*.

4.4 - Conclusodes

O segundo coeficiente virial quantico para o sistema “He foi calculado no presente
trabalho usando um potencial recente no intervalo de temperatura entre 3 a 100 K. Nestas
condigbes uma abordagem classica ndo € suficiente para descrever corretamente este
sistema. No entanto, o tratamento quantico forneceu resultados condizentes com os dados
experimentais. Por exemplo, a diferenca entre os resultados tedricos e experimentais foram

0,63 cm® mol* e 0,0095 cm?® mol? para as temperaturas de 3 K e 100 K respectivamente.

As diferentes contribuicdes para o calculo da propriedade termodinamica foram
discutidas, como o termo de Bose-Einstein, o do estado ligado e o da fase de espalhamento.
O primeiro dos trés mostrou a menor influéncia entre os demais, sobretudo para

temperaturas mais elevadas. Por outro lado, os demais termos apresentam contribuices
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mais significativas, por exemplo, o termo do gés ideal quantico é 11 % e o da fase de
espalhamento é 89% para o segundo coeficiente do virial.

Para verificar como variac6es na energia potencial afetam o calculo da propriedade
termodinamica, foi procedida a analise sensitiva paramétrica. As variacdes provocadas em
cada parametro foram na verdade maiores que a incerteza presente na construcdo da

energia potencial. Por exemplo, para estar dentro do erro experimental, o coeficiente de
dispersao C6 deve ter uma incerteza na ordem de 10 u.a., o que é bem maior que os 10
u.a., a incerteza envolvida no ajuste deste parametro.

Os célculos tedricos feitos neste trabalho usando o potencial de Varandas estao
dentro da incerteza experimental permitida. A analise sensitiva mostrou que a precisao dos

parametros do potencial estd além do necessério para reproduzir o segundo coeficiente do

virial quantico, portanto, um conjunto de potenciais é aceitavel.
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Capitulo 5:

Refinamento da distribuicdo de fonons a partir
da capacidade calorifica
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5.1 - Introducao

A capacidade calorifica tem um importante papel histérico no estudo do
comportamento microscopico de solidos, fornecendo a validade experimental para muitos

modelos teoricos. Por exemplo, se tratando de varios sOlidos metdlicos, dados

experimentais fornecem um valor proximo a 3NK = 24,942 Jmol” K™ para temperaturas

préximas a ambiente. Neste contexto N se refere ao nimero de &tomos e k a constante de
Boltzmann. Estes resultados sdo conhecidos como Lei de Dulong-Petit. e podem ser
explicados classicamente pelo principio da equiparticdo da energia. Neste modelo assume-

se que as vibracdes entre os a&tomos que compdem o solido sdo harmdnicas e cada uma

delas contribui com %kT para a energia cinética média e %kT para a energia potencial

em cada um das dimensdes, ou seja, sdo 3 graus de liberdade para a energia cinética e 3
para a potencial. Dessa forma, o numero de graus de liberdades do sélido metélico devera
ser 6, o que fornece 3NKT para a energia total do sistema e 3Nk para a capacidade

calorifica .

No entanto, a baixas temperaturas o principio da equiparticdo falha na descrigdo da
capacidade calorifica de sélidos, uma vez que os efeitos quanticos devem ser considerados.
Este problema foi resolvido no comego do século XX por Einstein. Baseando-se no trabalho
da radiacdo do corpo negro de Planck, Einstein propds que as energias de vibracdo em um
s6lido devem ser quantizadas e dependem de um modo vibracional especifico do material.
Dessa forma foi possivel reproduzir os dados da capacidade calorifica do diamante a baixas

temperaturas usando este modelo?.

Apesar do sucesso do trabalho de Einstein, a suposi¢cdo de que o sélido apresente
uma Unica frequéncia de vibracdo ndo é verdadeira. Dessa forma, em 1912 Debye, sugeriu

uma distribui¢do continua de frequéncias g(v), conhecida como distribuicdo de fénons.

Neste modelo tal distribuicdo é proporcional a v?, com um limiar maximo de frequéncia

Upax » que corresponde ao comprimento de onda de vibracdo minimo, valor que deve ser

maior ou igual a distancia média de ligacdo. O interessante do modelo de Debye € o fato de

0 g(v) ser determinado baseando-se na teoria classica de meios elasticos e fornecer
otimos resultados para capacidade calorifica a temperaturas proximas ao 0 K, nestas

condicdes o valor da propriedade termodinamica é proporcional a T 2.3
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Entretanto, em situacdes reais a distribuicdo de frequéncias ndo é tdo simples como
os modelos de Einstein e Debye. Uma distribuicdo mais adequada pode ser encontrada via
calculos ab initio aplicando-se a condicdo de contorno periédica de Born-von-Karmann* ou
por meio da teoria funcional de densidade (DFT)®°. Experimentalmente, pode-se determinar o
g(v) usando-se o espalhamento de raios-X ou néutrons. ©

Pelos trabalhos de Einstein e Debye pode-se concluir que se a distribuicdo de fénons
for conhecida € possivel determinar a sua capacidade calorifica, portanto, esta relacéo
caracteriza-se como um problema direto. O kernel direto que transforma as propriedades
referidas € dado por uma equacdo integral. Por outro lado, é possivel também obter a
funcdo g(v) conhecendo a capacidade calorifica empregando uma abordagem inversa. A

solucdo deste tipo de problema inverso foi discutida de maneira formal inicialmente por
Montroll’, no qual o kernel inverso que relaciona as duas propriedades também possui uma

forma integral.

Algumas solugdes analiticas foram obtidas usando transformadas de Fourier, no qual
a distribuicdo de fénons é recuperada da capacidade calorifica, cujos kernels inversos séo
integrais em planos complexos®. No entanto, estas alternativas ndo possuem fins praticos,
uma vez que as resolugdes destas integrais sdo instaveis. Outra alternativa para a resolucéo
do problema é a aplicacdo da equacdo inversa de Mobius, a qual foi apresentada
inicialmente por Chen em termos de somatérios da transformada inversa de Laplace® °.
Novamente, esta expressdo exata € numericamente instavel quando aplicada a dados reais,
uma vez gue a transformada inversa de Laplace se caracteriza como um problema inverso

mal-colocado.

Devido ao insucesso das solugBes analiticas deste tipo de problema, torna-se
necessario o emprego de métodos numéricos para este fim. No entanto, o ndmero de
trabalhos disponiveis na literatura para a solucdo numérica do problema inverso da
capacidade calorifica ainda € bastante escasso. Especificamente tém-se o trabalho de
Hague, em que a distribuicdo de fonons é determinada a partir da capacidade calorifica
usando os métodos de maxima entropia e Monte Carlo reverso!l. Recentemente, Naumov e
Musikin, propuseram um novo método numeérico para a solucdo do problema. Partindo-se

uma distribuicdo inicial simples, o g(v) € sucessivamente aprimorado a fim de se

reproduzir dados da capacidade calorifica?.

Diante das alternativas limitadas para a solucédo deste problema inverso, o objetivo

do presente trabalho € inverter a distribuicdo de fénons do aluminio a partir de dados
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experimentais da capacidade calorifica, obtidos por calorimetria, usando regularizacdo de
Tikhonov e a rede neural de Hopfield, que foram apresentadas no capitulo 2. A escolha
destas duas metodologias se deu devido a versatilidade e eficiéncia que estas duas técnicas
apresentaram na solucdo de problemas inversos em diferentes areas da quimica, conforme
apresentado no capitulo 1. Dados experimentais da distribuicdo de fonons do metal seréo
usados como estimativa inicial para a solu¢cdo do problema. Ao se calcular a capacidade
calorifica a partir do g(v) experimental, observa-se que os valores obtidos para esta

propriedade nédo se encontram dentro da sua incerteza experimental®® 4. Desta forma, as
técnicas para a solugéo de problemas inversos mal-colocados serdo usadas para refinar os

dados experimentais da distribuicdo de fénons.

5.2 - Fundamentos teodricos e metodologia

A forma com que as particulas se distribuem nos diferentes estados e niveis
energéticos de um sistema microscopico é dado pela distribuicAo de Boltzmann. A
normalizacdo desta distribuicdo é denominada funcdo particdo, que possui uma grande
importancia na termodinamica estatistica, visto que a partir dela é possivel determinar todas
as propriedades termodinamicas macroscopicas. Dessa forma, o desafio neste tipo de
estudo é conhecer como as caracteristicas microscopicas do sistema se relacionam

quantitativamente com a funcéo partigdo.*

No caso de sdlidos cristalinos com vibragdes harmonicas, a funcdo particdo Z pode

ser escrita caso a distribuicdo de fénons do material seja conhecida'®

InZ(u)=—I?du—fln(l—e‘““)g(u)du (5.2.1)
0 0

sendo u=h/T, onde h é a constante de Planck. Como mencionado anteriormente,

existem modelos simples para g(v) como o de Einstein, no qual o sélido vibra em uma

Unica frequéncia especifica, ou 0 modelo de Debye, em que a distribuicdo de frequéncias é

proporcional a v?. Em relagdo a distribuicdo de fonons reais, sdo apresentados exemplos

na figura 5.1 para diferentes metais. Estes dados sdo comparados com a distribuicdo dada

pelo modelo de Debye. Apesar de os modelos de Einstein e Debye ndo descreverem
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corretamente a distribuicdo de fénons, eles estdo presentes nas distribuicbes reais. Por
exemplo, para baixas frequéncias a distribuigcdo é proporcional a »?, similar ao modelo de
Debye, estas frequéncias especificas sdo denominadas como fénons acusticos. Por outro
lado, as distribuicBes possuem picos de frequéncia similar ao modelo de Einstein, que por

sua vez, sdo denominadas como fénons 6pticos.*

Para a determinacdo da capacidade calorifica a partir da distribuicdo de fénons

primeiro deve-se usar a relacéo termodinamica desta propriedade com a energia interna U

14

_(oY
C, _(aT jv (5.2.2)

Por sua vez, a energia interna possui uma relacdo direta com a funcao particdo dada por

(5.2.3)

U=k Tz[alnzj
— B

oT

Por fim, tem-se a expressao final para a capacidade calorifica a volume constante
uv)e™
J' ( ) 2 g(U)dU (524)

A integracdo da equacéo (5.2.4) para o modelo de Einstein apresenta uma solucdo analitica

que é dada por

0 2 eB/T
CV :3Nk(?j W (5.2.5)

onde d=hv/k. Como pode ser observado, a grandeza ¢ esta diretamente relacionada
com a frequéncia de vibragdo do sélido e possui unidade de medida de temperatura. No
trabalho original de Einstein, este valor foi ajustado a fim de reproduzir os dados

experimentais da capacidade calorifica do diamante.’

Para a inversdo da distribuicdo de fénons usando a regularizacdo de Tlkhonov e a
rede neural de Hopfield o esquema de discretizagdo dado em (2.1.2), pagina 12, foi feito

usando uma base trapezoidal. Neste contexto a entrada € dada por g(») enquanto a saida

representada por CV A representacao vetorial destas duas grandezas serd dado por g e C
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respectivamente. Dessa forma, a representacéo discreta e matricial do problema torna-se,

respectivamente
Cj = Z Kij g;
C=Kg (5.2.6)

Além da capacidade calorifica, outras propriedades termodinamicas, como S, H e

G podem ser determinadas a partir da funcéo particdo, a relacédo entre elas é dada por **

S=kT(a|an +kInz (5.2.7)
aT ),
H — kT (alnzj +V(a|nzj (5.2.8)
T Jou Ny
G = —kT InZ—V(aInZJ (5.2.9)
av T,N

Substituindo nas expressdes acima a relagcédo entre a funcédo particdo e a distribuicdo de
fénons, que é dada pela equacédo (5.2.1), tém-se as relacbes finais destas propriedades

termodindmicas como fung¢éo de g(v)

I {12 I
S_kBﬂ(euv—n In(L—e )}g(u)du (5.2.10)

H=hf| %Y }g(u)du (5.2.11)
ﬂz e -1

G =hT 2jtiln(l—e“‘v) g(v)dov (5.2.12)
oL2 U

Usando estas relacdes, as respectivas propriedades termodindmicas foram calculadas a

partir da distribuicdo de fénons refinada.
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giv)(THz™")

v(THz)

Figura 5.1: Exemplos de distribuicdo de fénons (— ) para diferentes metais (potassio,

molibdénio e ouro). Tais distribuicbes sdo comparadas com a distribuicdo dada pelo modelo

de Debye (---).*
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5.3 - Resultados e discussao

Dados experimentais da capacidade calorifica do aluminio apontam uma incerteza
média de 2,5 % para temperaturas abaixo de 15 K, 1 % até 20 K e 0,25 % para

temperaturas acima de 30 K. Se for usada uma funcdo g(v) obtida experimentalmente a

partir do espalhamento de raios-X e calculada a capacidade calorifica para este metal, as
incertezas nas respectivas faixas de temperatura seriam 29 %, 9,2 % e 1,0%,'* e na média
geral este valor seria de 5%. Os dados da capacidade calorifica usando esta distribuicdo de
frequéncia estdo apresentados na tabela 5.1. Com isso, conclui-se que a propriedade
calculada ndo esta dentro da faixa de incerteza permitida.

A importancia da teoria de problemas inversos pode ser enfatizada neste ponto.
Comegando com uma estimativa inicial simples, como a distribuicdo de fonons experimental
que ndo descreve adequadamente os dados experimentais da capacidade calorifica, €
possivel encontrar uma funcédo de melhor qualidade que reproduza a capacidade calorifica

dentro da faixa de incerteza aceitavel.

A distribuicdo de fénons do aluminio foi refinada em uma faixa de frequéncia de 0 a
10 THz com um vetor g com 60 componentes, sendo 34 pontos experimentais da
capacidade calorifica. Dessa forma a matriz K apresentard uma dimensédo de 34 x 60. A
matriz que representa o kernel de integracdo possui um indice de condicionamento na
ordem de 10'%, o que indica que pequenas perturbacdes alteram consideravelmente a

inversdo do problema, dessa forma ele é caracterizado como mal-colocado.

Para a recuperacdo do g(v) usando a regularizacdo de Tikhonov foi construida a

curva L resolvendo a equagédo (2.2.14) para varios valores de 1. Estes resultados estédo
apresentados na figura 5.2 e o melhor pardmetro, que balanceia a norma do residuo e da
solucéo, possui um valor de 3,43 x 10'%. Este parametro é aquele que se encontra no ponto

de maior inflexao.
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Figura 5.2: Curva L para a inversdo da distribuicdo de fénons a partir da regularizacdo de
Tikhonov.

Usando a mesma base discreta, a distribuicdo de fénons do aluminio foi refinada
usando rede neural de Hopfield. A equacdo diferencial (2.3.7), pagina 19, foi resolvida
usando o método de Runge-Kutta de 4% ordem com passo varidvel e foi usada

f (u) = tanh(u) como funcéo ativagdo. Neste caso a norma do residuo convergiu para um

valor igual a 0,1349.

As distribuicBes de fénons invertidas usando as duas metodologias, bem como a

distribuicdo original, estdo apresentadas na figura 5.3. Embora as fun¢des g(v) invertidas

apresentem as mesmas caracteristicas da obtida experimentalmente elas fornecem uma
melhor descricdo para a capacidade calorifica experimental. Fica evidente que as principais
diferencas se concentram nas frequéncias de Debye e Einstein, proximas a 4,7 e 8,9 THz
respectivamente. Estas regides sédo determinantes na resolugéo da equacgéo (5.2.4) para a
determinacgdo da capacidade calorifica.
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Figura 5.3: g(v) original (curva continua)', invertido usando regularizagdo de Tikhonov

(circulos) e rede de Hopfield (cruzes).

Os argumentos qualitativos apresentados no paragrafo anterior podem ser mais bem

entendidos avaliando a sensibilidade do processo. Como a equacéo (5.2.4) apresenta uma

relagdo linear entre as propriedades g(v) e C,, a matriz de sensibilidade resume-se ao

kernel de integracdo da equagédo (5.2.4), pagina 42. Para uma andalise mais conveniente a

matriz de sensibilidade S(T,v) foi construida em uma forma logaritmica

_dInG, @) (5.3.1)

ST =g

As curvas de nivel da matriz de sensibilidade estdo apresentadas na figura 5.4. Estes
dados fornecem quais sdo os melhores valores de temperatura e frequéncia para a inversdo
da distribui¢cdo de fonons. As regifes do grafico no qual as linhas estdo mais proximas entre
si representam os pontos com maior valor de sensibilidade. Por exemplo, para temperaturas

abaixo de 25 K, a informacéo s6 pode ser retirada a partir de frequéncias menores que 3
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THz. Entre as temperaturas de 25 K a 300 K devera ser fornecer um g(v) na faixa de 1

THz a 9 THz. Além disso, pode-se a observar a grande sensibilidade nas frequéncias de
Debye e Einstein, que se encontram, respectivamente, proximo a 4 e 8 THz.

300 —

250}

200 i

X ’
= 150} ]

100+

50t

-

Figura 5.4: Sensibilidade da capacidade calorifica em relagéo a distribui¢cdo de féonons.

As distribuigbes refinadas foram utilizadas para recalcular a capacidade calorifica.
Estes dados estdo apresentados na tabela 5.1, junto com os resultados obtidos

experimentalmente por Giuague e os célculos feitos usando o g(v) obtido por Walker.

Pelos dados na tabela 5.1 pode-se concluir que as distribuicfes refinadas pela regularizagéo
de Tikhonov e da rede de Hopfield sdo mais adequadas para descrever a capacidade
calorifica, uma vez que o erro médio obtido por estas novas funcdes é inferior ao fornecido

pela distribuicdo original. Estes dados estédo especificados na tabela 5.2.
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Tabela 5.1: Comparacdo entre as capacidades calorificas: experimental e calculadas.

Unidades em J mol?! K2.

T/K C, g(v) g(v) refinado g(v) refinado
Experimental®? experimental com Tikhonov com Hopfield
15,00 0.0924 0.0650 0.0935 0.0955
20,00 0.2072 0.2259 0.2225 0.2241
25,00 0.4917 0.4685 0.4655 0.4603
30,00 0.9518 0.8492 0.8570 0.8482
35,00 1.5879 1.3889 1.4054 1.4000
40,00 2.3750 2,0917 2,0963 2,0985
45,00 3,2767 2,9199 2,9035 2,9142
50,00 4,2552 3,8152 3,7974 3,8146
60,00 6,3129 5,7520 5,7320 5,7537
70,00 8,3469 71,7224 7,7103 7,7163
80,00 10,2428 9,1632 9,6066 9,6140
90,00 11,9489 11,3535 11,3524 11,3504
100,00 13,4526 12,9431 12,9193 12,9099
110,00 14,7623 14,3153 14,3043 14,2898
120,00 15,8962 15,4949 15,5175 15,5004
130,00 16,8754 16,4948 16,5757 16,5576
140,00 17,7213 17,4234 17,4970 17,4794
150,00 18,4531 18,2434 18,2995 18,2834
160,00 19,0880 18,9754 18,9996 18,9856
170,00 19,6407 19,6197 19,6118 19,6004
180,00 20,1234 20,1761 20,1488 20,1401
190,00 20,5468 20,6571 20,6214 20,6154
200,00 20,9194 21,0796 21,0386 21,0355
210,00 21,2487 21,4269 21,4082 21,4078
220,00 21,5408 21,7448 21,7369 21,7391
230,00 21,8009 22,0376 22,0300 22,0348
240,00 22,0332 22,2982 22,2924 22,2996
250,00 22,2415 22,5187 22,5280 22,5374
260,00 22,4288 22,7404 22,7402 22,7517
270,00 22,5978 22,9370 22,9319 22,9454
280,00 22,7508 23,1044 23,1055 23,1209
290,00 22,8896 23,2675 23,2633 23,2804
298,10 22,9928 23,2930 23,3807 23,3991
300,00 23,0159 23,4223 23,4070 23,4257
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Figura 5.5: Propriedades termodindmicas calculadas usando a distribuicdo de fénons
refinada pela (a) regularizacéo de Tikhonov e (b) rede de Hopfield. Entropia (0), entalpia (A),

energia livre de Gibbs (o). Os dados experimentais (linha cheia) foram retirados do trabalho
de Giauque®.
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Tabela 5.2: Erro percentual relativo da capacidade calorifica experimental e das

capacidades calorificas calculadas.

T/K Cv experimental g(v) original g(v) refinado g(v) refinado
com Tikhonov com Hopfield
15,00 2,5% 29 % 16 % 3,5%
20,00 1% 9% 7% 8 %
25-300 0,25 % 4% 0,2% 0,2%

Com as distribuicdes refinadas foram calculadas as propriedades termodinamicas S

, H e G usando as equacbes (5.2.10), (5.2.11) e (5.2.12), respectivamente. Estes
resultados estédo apresentados na figura 5.5 e pode-se perceber que estas novas funcdes

fornecem valores condizentes com os dados experimentais®®. Os valores para a entalpia e

energia livre estdo representados respectivamente na forma (H-H(T,))/T e

(G-G(T, ))/T,sendo T, =29815K.

5.4 - Conclusoes

A teoria de problemas inversos foi usada para a recuperagdo da distribuicdo de
fébnons a partir de dados experimentais da capacidade calorifica via regularizagdo de
Tikhonov e a rede neural de Hopfield. A eficiéncia destes métodos foi testada e explorada no
presente trabalho. Comegando com uma fungéo de distribuicdo experimental modesta, foi
possivel recuperar uma nova densidade de estados que fornece uma capacidade calorifica
dentro da faixa de erro experimental, préximos a 2 % para temperaturas acima de 20 K, fato

qgue nédo foi observado quando se aplicou a distribuicdo de fénons original para este fim.

Para verificar como as variagbes na distribuicdo de fbnons influenciam na
capacidade calorifica foi procedida a andlise sensitiva do processo. As regibes que
apresentaram uma maior sensibilidade foram as regifes proximas as frequéncias de

Einstein e Debye, que apresentam um valor préximo a 4 e 8 THz respectivamente.

Por fim foram calculadas outras propriedades termodindmicas usando as
distribuicdes de frequéncia invertidas. As propriedades calculadas foram a entropia, entalpia
e energia livre e os resultados obtidos estavam de acordo com os dados experimentais

disponiveis.
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Capitulo 6:

Inverséo da funcao de distribuicao radial em
liguidos
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6.1- Introducéo

O sucesso de uma teoria molecular depende da sua capacidade de reproduzir
satisfatoriamente propriedades macroscopicas mensuraveis. Em muitas situacdes a
mecanica estatistica é bastante Gtil nesta previsdo. Por exemplo, esse tipo de abordagem
pode fornecer expressfes analiticas usando modelos bastante simples na descricdo de
alguns solidos e gases. Entretanto, quando se trata de liquidos, mesmo para sistemas
relativamente simples, sdo necessarios métodos mais refinados da mecanica estatistica. Em
geral recorre-se a simulagbes computacionais como dindmica molecular e 0 método de
Monte Carlo?, mas isso ndo soluciona completamente o problema. Modelos sobre liquidos
sdo desejaveis e devem ser estudados.

As primeiras teorias de destaque relacionadas ao tratamento tedérico de liquidos sao:
a teoria das estruturas significantes de Eyring? e a teoria de células de Lennard-Jones e
Devonshire 3. Ambas datam da década de 30, e com o passar dos anos perderam espaco
para as modelagens que envolvem simulagées computacionais®. Para maioria dos casos o
liquido pode ser modelado classicamente, exceto aqueles que possuem baixa massa
molecular como hidrogénio e neb6nio. No entanto, mesmo tratando o problema
classicamente, a modelagem de um liquido n&o é uma tarefa simples. Comparando-o com
0s gases, a dificuldade surge principalmente devido a interagdo de muitos corpos. Por outro
lado, se comparado ao sdélido, o liquido ndo apresenta uma estrutura de rede organizada.*
Dessa forma, mesmo com o0 uso de computadores sdo necessarios modelos simples de

energia potencial, em geral soma de pares.

by

Em relacdo a organizagcdo molecular do liquido, se for tomada uma referéncia
externa sabe-se que as moléculas sdo randomicamente distribuidas, no entanto elas
possuem uma estrutura local organizada que € caracterizada por uma propriedade
denominada fungéo de distribuicdo radial. Esta funcdo correlaciona a probabilidade de se
encontrar duas moléculas em funcdo da distancia entre elas.® Portanto, ela pode ser
interpretada como séo dispostas as camadas de solvatagéo radial em um liquido tomando
como referéncia uma particula no centro. Usualmente esta propriedade é denominada como

g(r). A grande importancia da funcdo de distribuicdo radial, além de fornecer uma

compreenséo do liquido ao nivel molecular, é a possibilidade de se encontrar propriedades

termodinamicas a partir dela usando a mecanica estatistica.® Apesar de esta propriedade ter
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uma aplicagdo com mais destaque no estudo de liquidos ela também pode ser determinada
para soélidos e gases.’

A funcao de distribuicao radial pode ser encontrada de diferentes maneiras. Usando
simulacdes computacionais como dinamica molecular® ou método de Monte Carlo®. A partir
da mecénica estatistica ela pode ser determinada usando as aproximacdes de Born-Green-
Yvon e Kirkwood, ou resolvendo a equacéo integral de Ornstein-Zernike.® Em todos estes
exemplos a energia potencial do sistema deve ser conhecida. Dentre as principais técnicas
experimentais para o estudo da estrutura microscépica de liquidos estédo o espalhamento de
luz 10 11 néutrons 2 13 e raios-X * 15, pois a forma com que o padrdo de espalhamento é
gerado depende diretamente do formato da funcdo de distribuicdo radial. Portanto,

determinar o g(r) por estes meios € caracterizado como um problema inverso.

Como a fungcdo de distribuicdo radial pode ser calculada conhecendo energia
potencial, outro problema inverso em liquidos é a obtencdo da energia potencial do sistema
a partir da funcdo de distribuicdo radial.’® " Neste caso o problema inverso resume-se a
obtencado de uma propriedade microscépica a partir de outra também microscopica. Uma
forma de hierarquizar os problemas inversos em liquidos encontra-se no esquema da figura
6.1.

Par-potencial efetivo

Problema inversoI l Problema direto

Funcao de distribuicao radial

Problema inversoI l Problema direto

Dados de espalhamento (raio-X, luz ou
néutrons)

Figura 6.1: Hierarquia das propriedades envolvidas nos problemas diretos e inversos em

liquidos.

76



A possibilidade de obter a funcdo de distribuicdo radial a partir da distribuicdo angular
na intensidade de raios-X foi apresentada inicialmente no trabalho de Debye e Mencke!®, no
qual a relacdo matematica foi deduzida usando o teorema integral de Fourier. Apesar da sua
importéncia, estes trabalhos abordaram somente o aspecto formal e matematico do
problema, desconsiderando a sua possibilidade de aplicacdo em exemplos reais. Uma
tentativa em abordar o problema usando dados experimentais foi feita por Johnson e
colaboradores em um trabalho pioneiro, na tentativa de se obter a energia potencial de
metais liquidos a partir de dados de raios-X (entre eles estdo Li, K e Na)°. Outro trabalho
envolvendo o estudo de metais liquidos foi o de Seaman e Rupesperg, onde a fungéo de
distribuicdo radial do aluminio foi determinada usando também a técnica de espalhamento
de raios-X. Um aspecto importante deste trabalho foi a determinacdo da mesma propriedade
para o aluminio sélido. Desta forma, é possivel fazer uma diferenciacao entre a estrutura
microscépica do sélido e do liquido®. O mesmo tipo de estudo foi feito recentemente no

trabalho de Dahlborg e colaboradores?°

Com o passar dos anos, um tipo de sistema que recebeu bastante atencédo neste
tipo de andlise foi o argbnio em fase condensada. Como exemplo tem-se os trabalhos de
Gingrich e Tompson?' e Kirstein e Pings® onde a estrutura molecular deste liquido foi
determinada usando difracéo de raios-X. O argénio liquido também foi estudado através do
espalhamento de néutrons, como exemplo, os trabalhos de Yarnell et al.®® e Pfleiderer et
al.?? O destaque para este Ultimo trabalho é que a funcédo de distribuicdo radial foi
determinada sobre diferentes condi¢bes termodindmicas, inclusive préximo ao seu ponto

critico.

Recentemente, os estudos de problemas inversos em liquidos possuem um grande
enfoque na determinacdo da funcéo de distribuicdo radial e da energia potencial do sistema
para macromoléculas em solucdes?. Especificamente, nestes trabalhos sdo abordados o
estudo de emulsdes! e solucbes de proteinas® 1 14 25 Este interesse surge devido a
importancia tecnolégica deste estudo, sobretudo na producdo de alimentos derivados do
leite?®, na descricdo no processo de precipitacdo de proteinas?’ e na formacéo de clusters

em mecanismos de doencas?.

O objetivo deste trabalho é a obtencdo da funcdo de distribuicdo radial do argdnio
liquido a partir do espalhamento de néutrons usando a regularizacdo de Tikhonov e a rede

neural de Hopfield. Ademais, a rede regularizada, cuja metodologia foi apresentada no
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capitulo 3 desta tese, também foi usada no processo de inversdo. Para recuperar esta
funcdo uma estimativa inicial € necesséria, que sera feita usando a funcao de distribuicdo
radial para o argbnio gasoso nas mesmas condigbes, a qual possui uma determinagao
bastante simples. Os dados experimentais de espalhamento de néutrons para a inverséo
foram retirados do trabalho de Yarnell e colaboradores®®.

6.2 - Fundamentos tedricos

6.2.1- Propriedades da funcéo de distribuicéo radial

Em um fluido pode-se definir por p(l)(Fl ) a sua densidade local em relacdo a uma

particula. Devido a interacdo inerente entre as particulas, a posicdo da segunda particula

fica condicionada a localizacdo da primeira, a da terceira a segunda e assim

sucessivamente. Portanto, a densidade local o™ (F ,..,T,) referente & N particulas pode

ser dada como uma fungéo das densidades independentes ,0n de acordo com a expressao*
PO af) = p" 9O (F ) (6.2.1)

neste caso g(”)(f ,...,Fn )é uma funcdo correlagdo entre as densidades independentes.
Usualmente esta funcdo é abordada tomando como relacdo apenas 2 particulas, dessa

" (¢ ¥ P ~ =
forma tém-se g( )(rl Ty ) Esta escolha se d4 uma vez que a funcéo correlacdo entre duas

particulas pode ser determinada experimentalmente por dados de espalhamento. De

maneira simplificada ela & simbolizada apenas por g(r) e € conhecida como fungéo de

distribuicdo radial. Neste contexto, r representa a coordenada entra as particulas 1 e 2.°

De acordo com as definicbes anteriores, conclui-se que o nuimero de particulas
- . 2
encontradas num elemento esférico entre r e r+dr é dado por p(r)g(r)4sre, sendo r o

raio em relagdo a particula 1. Dessa forma, a funcdo de distribuicdo radial pode ser
normalizada tomando como relagdo o numero total de moléculas do liquido N integrando o

produto em um elemento esférico de volume &
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I:p(r)g(r)4m2dr =N-1~N (6.2.2)

Como o g(r) se refere a posigcéo e a influéncia relativa entre as particulas do liquido, para

grandes valores de r esta funcdo deve tender a unidade. Este comportamento pode ser
explicado considerando que para grandes valores da coordenada, as moléculas que
compdem o liquido ndo sofrem a acdo do potencial em relacdo a molécula da origem. Com
isso, a distribuicdo deve ser totalmente randomica, e as densidades locais ser&o
independentes uma da outra, assim a fungéo correlacdo sera igual a 1. Esta caracteristica
difere o liquido do sélido, uma vez que o Ultimo apresenta uma estrutura organizada a

longas distancias®.

Por outro lado, se r —0, a forte repulsdo entre as nuvens eletrénicas impossibilita
que sejam encontradas particulas nesta regido. Para valores intermediarios da coordenada,

primeiro observa-se um maximo no valor de g(r) que representa a primeira camada de

solvatacdo, depois a funcdo decresce e comeca a oscilar representando as demais
camadas de solvatacdo, que possuem alturas cada vez menores. Tal comportamento pode
ser observado na figura 6.2, que mostra um exemplo genérico de uma funcgéo de distribuigdo

radial’.
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Figura 6.2: Funcdo de distribuicao radial tipica de um liquido comparando as oscilacées

com as camadas de solvatacao.

Apesar de a funcdo de distribuicdo radial representar a interacdo entre pares de
particulas, ela possui a influéncia das demais particulas vizinhas nas suas caracteristicas.
Devido a alta densidade do liquido a funcdo deve levar em consideracado interacées em
ordens maiores. Tais interacdes podem ser observadas nas oscilacdes presentes na funcao.
Em relagdo ao g(r) do gas, existird apenas um pico, pois devido a baixa densidade deste
estado, a influéncia das particulas 3, 4,..., N pode ser negligenciada. Exemplos para as

fungbes de distribui¢do radial para o gas, liquido e sélido estdo apresentados na figura 6.3.
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Figura 6.3: Exemplo tipico da fungéo de distribui¢éo radial g(r) de (a) gases, (b) liquidos e

(c) solidos em funcédo da coordenada. Sendo R o raio atdmico. Figura adaptada de Barrat e

Hansen’.
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6.2.2 — Obtencéao da funcéo de distribuicao radial a partir da energia potencial.

Como apresentado previamente, a funcdo de distribuicdo radial pode ser
determinada conhecendo-se a energia potencial. No come¢o da década de 50, Metropolis e
colaboradores propuseram o método estocastico de Monte Carlo que possibilitou a solugcédo
de problemas em diferentes areas da ciéncia. Um dos primeiros problemas resolvidos foi a
determinacdo da funcéo de distribuicdo radial de um liquido composto por esferas rigidas.®
Em 1967 Verlet determinou o g(r) para o argbnio liquido via dindmica molecular para

varias temperaturas e densidades. Neste trabalho foi considerado que a interacdo entre os
atomos se dava pelo potencial de Lennard-Jones. A partir da funcdo de distribuicdo radial
foram determinadas algumas propriedades termodinamicas como fator de compressibilidade

e o coeficiente do virial, cujos resultados estavam de acordo com os dados experimentais.®

Outra alternativa para a solugédo deste tipo problema pode ser feita pela mecénica
estatistica. A vantagem no uso desta abordagem é a conveniéncia da inversdo da energia

potencial a partir da fungdo de distribuicdo radial. Isto se deve ao fato do g(r) ser

determinado a partir da energia potencial por uma relacdo integral. A primeira proposta para

a solucdo deste problema foi a equacéo integral de Kirkwood?®

9
kTIng(r,, &) = &u(r,)+ p[ [u(rs)g(rs;€)lg(re) -Udrdg'  (6.22)

sendo o é a densidade do fluido. O pardmetro ¢ é denominado parametro de acoplamento
e determina como uma particula do fluido interage com as demais. Por exemplo, se ¢ é
igual a 0 significa que nédo hé interacdo alguma e se ¢ é igual 1 existe um acoplamento total.
A energia potencial entre as particulas € dada por u(l’ij ). Como mencionado na secéo

anterior, a funcdo de distribuicdo radial entre as particulas 1 e 2 sofre influéncia das demais.

Esta caracteristica é explicitamente observada nesta equacao integral, pois a fungdo g(rlz)

depende diretamente das funcdes g(r13) e g(rzg). Esta propriedade faz com que a equacéo

(6.2.2) ndo possa ser caracterizada como uma equacéo integral de Fredholm de 12 ordem.
Além disso, esta caracteristica € comum as demais equacdes integrais para a descri¢cdo do

estado liquido.
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Outra equacao integral, proposta na mesma época que a equacao de Kirkwood, é a
de Born-Yvon-Green®

In g(rlz) =
r % (6.2.4)
—%"‘”_IOJ‘ K(r, = 13,8) = K1, + 5, $)15[9 (1 —1)]d1yg
M2 %
Sendo os kernels presentes na integral acima iguais a

2 T 2 1

K(r12 - I‘23,.§) = _ﬁ I(rls - (r12 - rzs) )u (r13)g(r131§)dr13
[l

2 :

K(r, +15,8) = _ﬁ j(r13 —(r, + r23)2)u (r3)g(r, &)dr, (6.2.5)

[ — s

A partir do final da década de 1950 uma nova classe de equagfes integrais foi
determinada a partir da teoria do funcional de liquidos. Todas estas equacdes sdo baseadas
na equacao de Ornstein Zernike, a qual € denominada como a equacao definitiva da funcao
correlagdo e foi proposta inicialmente em 1914. No entanto, por necessitar de aproximagoes
e transformacdes, a sua solucdo para fins praticos se deu somente no final da década de

1950. Em relacéo a equacéo de Ornstein-Zernike, a mesma é dada por?
h(r,) = (1) + o[ el )h(r,)dr, (6.:2.6)

sendo h(r)=g(r)—1. A funcdo c(r) é denominada correlacdo direta, que representa

somente a correlacdo entre pares, desconsiderando assim a influéncia da terceira particula

no seu comportamento. Um grafico tipico das duas func¢des c(r) e h(r) pode ser visto na

figura 6.4.
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Figura 6.4: Comparagcao entre a fungao de distribuicdo radial g(r)—1 e a fungao de

correlagéo direta c(r).*

Pela figura acima observa-se que a funcdo c(r) pode ser definida como o fator de

Boltzmann da energia potencial diatbmica, ou seja,
(6.2.6)

c(r) =exp(- E, (r) /kT)

Esta igualdade é evidente, visto que pela definicdo de c(r) € considerado apenas pela

7

7

interacdo entre as particulas 1 e 2. Por outro lado, a fungdo g(r) pode ser dada pelo fator
de Boltzmann do par-potencial efetivo w(r), que representa a energia potencial efetiva de

um par de particulas sendo influenciado pelas demais, dessa forma
(6.2.7)

g(r) = exp(—w(r)/kT)

Uma representacéo entre a funcéo de distribuicdo radial e o par-potencial efetivo encontra-

se na figura 6.5.
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Figura 6.5: Funcao de distribuigdo radial e par-potencial efetivo. As oscilagbes na energia

potencial representam a influéncia das demais particulas no par entre as particulas 1 e 2.2°

Como as equacdes integrais apresentadas anteriormente, a equagdo de Ornstein-
Zernike mostra que a fungcd@o de distribuicdo radial que representa a interacdo entre as
particulas 1 e 2 sofre a influéncia de uma terceira particula. Portanto, para baixos valores de

densidade p a relagdo integral, que contem a influéncia da terceira particula, torna-se
desprezivel. Dessa forma, o g(r) sera dado simplesmente pela funcdo de correlagédo

direta, ou seja, a funcao correspondente ao gas. As demais equacdes integrais, de Kirkwood
e Born-Yvon-Green, também apresentam a mesma caracteristica, ou seja, a funcado de

distribuicao radial tende ao valor referente do gas para baixos valores de densidade.

Apesar de ser considerada a equacdo definitiva da funcéo correlacéo, a equacao de
Ornstein-Zernike ndo apresenta solucdo exata, sendo necessario 0 uso de aproximacoes
para resolvé-la. As duas relacbes usadas para a sua resolucdo séo: Percus-Yevik e

Hypernetted- chain. Ambas sdo baseadas na seguinte aproximacéao

C(r) = gTotaI (r) - gindireto(r) (6.2.8)
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Isto significa que a funcéo de distribuicdo radial é a soma simples da funcdo de correlacdo
direta C(rl,z) mais uma parte indireta, referente as particulas 3,4,etc. Sobre a equacéo de

Percus-Yevik, ela é dada pela seguinte relacdo
y(,) =1+ p[ T (1) y(rs)h(ns)dr, (6.2.9)

sendo as propriedades

_ u(r)
y(r) = 9(7) exp[ kT j

f(r)=c(r)/y(r) (6.2.10)

Ja a aproximacao Hypernetted-chain é dada por

In Y(rlz) = pI |:h(r13) —In g(rlS) - ug?)}[g(rzs) —1]d|’3 (6-2-11)

Enquanto a equacdo de Percus-Yevik apresenta melhores resultados para potenciais de
curto alcance, a Hypernetted-chain apresenta melhores resultados para potenciais de longo

alcance, por isso, ela é mais utilizada para o estudo de solucdes de macromoléculas.*

A solucédo das equacdes (6.2.9) e (6.2.11) nao é trivial demandando para este fim
métodos sofisticados. No entanto, a aproximacdo de Percus-Yevik possui solu¢do analitica
para potenciais de esferas rigidas, apesar de ndo fornecer um resultado explicito para o

g(r), mas somente uma expresséo analitica para o fator de compressibilidade.3" 32
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6.2.3 - Relacéo entre a funcéo de distribuicdo radial e dados do espalhamento
para liquidos monoatémicos puros

O fator de estrutura S(Q) (propriedade experimental determinada a partir do
espalhamento de néutrons ou raios-X) pode ser obtido conhecendo og(r). Caso esta

funcdo seja isotrépica (dependa apenas de r) a expressdo sera®?

S(Q)~1=4m, [ r*(g(r) - 1)[59”erd (6.2.12)

sendo N, o ndmero de densidade (numero de particulas por unidade de volume) e Q o

valor absoluto do vetor de espalhamento que depende do comprimento de onda da radiacéo

4 e da intensidade do raio espalhado no angulo #. Especificamente,*?

Q =47”sem9 (6.2.13)

A relacdo entre g(r) e S(Q) pode ser invertida por uma transformada de Fourier, uma vez

que o vetor de espalhamento é o espaco reciproco da coordenada. Com isso*?
senQr
g(N-1=27n, ["Q*(S(Q) 1) dQ (6.2.14)
No entanto, esta relagdo é vélida somente na auséncia de erros experimentais, pois na

presencga dos mesmos o problema torna-se mal-condicionado impossibilitando a inversao.

Para a resolucdo do problema inverso usando regularizacdo de Tikhonov ou a rede
neural de Hopfield, é necessario aplicar o esquema de discretizacdo a equagéo (6.2.12),

similar ao descrito do capitulo 2, com isso, ela se torna
S(Qj)—1=ZWinij[g(n )-1] (6.2.15)

Sendo o indice j o ndmero de pontos experimentais da intensidade em fungédo de Q, o

indice 1 é o tamanho da base de discretizac&o, W; sdo os pesos da integragdo numerica e

Kij = riz(sean I )/(Q;r; ) okemel de integragéo.
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6.3 - Resultados e discussao

O fator de estrutura experimental para a determinacdo da funcéo de distribuicdo
radial foi obtido por espalhamento de néutrons, que estéo disponiveis no trabalho de Yarnell
et al*®. A matriz K foi construida com uma dimensédo de 176x120 pontos discretos em uma
base trapezoidal. Para avaliar como as perturbacdes nos dados experimentais afetam na
inversdo do problema, foi calculado o indice de condicionamento, que possui um valor na
ordem de 10%. Com isso, conforme detalhado no capitulo 2, o problema pode ser

considerado como mal-colocado.

Para a inverséo da funcdo de distribuicdo radial deve ser dada uma estimativa inicial.

Portanto, foi usado o g(r) do argbnio gasoso, que é simplesmente o fator de Boltzmann

para a energia potencial®

g(r) =exp 50 (6.3.1)
KT o
Sendo a temperatura igual a 85 K, mesmo valor utilizado no trabalho original. A energia

potencial do sistema Ep(r) foi dada por um modelo de Lennard-Jones

E,(N=¢ (r—mJ —2(r—mJ (6.3.7)
r r

Com os parametros ¢ e r_ igual a 1,65 x 10%" J e 0,36 A respectivamente®.

Como mencionado anteriormente, para baixas densidades, a interacdo de muitos
corpos no gas pode ser desconsiderada, portanto, a funcao de distribuicdo radial apresenta
um Unico pico, centrado na coordenada do minimo do potencial, neste caso o valor do

parametro r_ Para o liquido, esta consideracdo ndo pode ser feita, uma vez que a

contribuicdo de muitos corpos ndo pode ser desprezada. A fungcdo g(r) para o argdnio

gasoso € apresentada na figura 6.6.

Usando esta informacao prévia, a fungéo de distribui¢do radial foi invertida a partir do
fator de estrutura usando a regularizacdo de Tikhonov. Para encontrar o valor 6timo do

parametro de regularizagdo, a curva L foi construida para diferentes valores de A . Estes
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resultados sdo apresentados na figura 6.7 (a) e o valor 6timo para o parametro de

o : . 2 ~
regularizacdo é aquele que balanceia a norma do residuo H Kg-SH2 e a horma da solucao

2 . . N :
||g||2. Graficamente ele se encontra no valor maximo de curvatura. Entretanto, nao foi

possivel definir com precisédo o valor de A usando a curva L. Para uma determinacdo mais
precisa foi construido a funcdo x(L), dada pela equacédo (3.3.2), e estes resultados estédo
dispostos na figura 6.7 (b). Em relacdo aos valores da norma do residuo e da solucéo
encontrados na resolucdo do problema, as mesmas valem respectivamente 0,9855 e
3,8179.

35 T T T T T

1
0 5 10 15 20 25 30
rf Angstrom

Figura 6.6: Funcao de distribuicdo radial para o argdnio gasoso a 85 K.

A funcéo de distribuicdo radial invertida, g(r)—1, € apresentada na figura 6.8,

fazendo uma comparacdo com o resultado obtido pela dindmica molecular e com a
estimativa inicial usada para a resolucdo do problema. Embora estes dois resultados

apresentem algumas diferencas, o g(r) invertido possui as caracteristicas necessarias

para esta funcdo, por exemplo, o primeiro pico apresenta uma altura maior que a dos
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demais. A principal discrepancia estid nos valores anteriores a primeira camada de

solvatag&o, para r <4 A, nestas condi¢Bes o valor para o g(r) deve ser nulo.

D?z T T T T T T T T

(a)

071 .

0.7+ .

2
2

089 r .

log|l gl

0BS| .

067 .

DEE 1 1 1 1 1 1 1 1
062 0B 058 -05 054 052 05 048 -046 -044

loglkg-s 12

1[":' T T T T T T T T T

o0 | (b) |

fOr .

B0 .

0t .

30 .

10

1 1 | 1 1 1 L
1] oo 002 003 004 005 006 007 003 002 01
A

90



Figura 6.7: (a) Curva L para a inverséo da funcéo da funcéo de distribuicdo radial usando a
regularizagdo de Tikhonov. (b) Funcdo x(A). O melhor valor para o paréametro de

regularizacdo é 3,3 x 102
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Figura 6.8: Inversdo do g(r) usando a regularizagéo de Tikhonov (0). Os resultados estéo

comparados com a estimativa inicial (+) e funcdo obtida via dinAmica molecular (-).

Para a recuperacdo do g(r) usando a rede de Hopfield, foi usada a mesma base

discreta para o operador K junto com a estimativa inicial para a funcdo de distribuico
radial do argénio gasoso. A equacao diferencial em (2.3.7) foi integrada usando o método de
Runge-Kutta de 4® ordem com passo variavel. Em relacédo a funcao ativacao, foi escolhida

2tanh(u) +1 em detrimento da tanh(u), que usualmente é a usada na inversdo de

propriedades usando a rede de Hopfield. Esta escolha se deu devido ao dominio que estas

duas fungbes possuem. A fungdo g(r) —1 possui como dominio os valores entre -1 e 2.
Como o dominio da fungdo tanh(u) é entre -1 e 1 ela ndo inverte satisfatoriamente a
propriedade, uma vez que ela ndo engloba os valores da fun¢gdo g(r)—1. Por outro lado,
2tanh(u) +1 possui um dominio entre -1 e 3 o0 que possibilita a inversdo da funcdo de

distribuicéo radial.
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Os resultados obtidos na inversdo usando a rede neural de Hopfield se encontram na
figura 6.9 e os valores da norma do residuo e da solucdo foram respectivamente 0,2974 e
4,9943. Comparando estes ultimos valores com os obtidos pela regularizagdo de Tikhonov,
pode-se observar a rede neural de Hopfield fornece uma menor norma do residuo. Por outro
lado, o valor da norma da solu¢éo é menor na inversao usando o primeiro método. A funcao

invertida pela rede de Hopfield se encontra na figura 6.9.

Os resultados obtidos usando a rede foram melhores se comparados aos da
regularizagdo de Tikhonov, uma vez que 0s mesmos apresentam caracteristicas fisicas mais
adequadas a funcéo de distribuicao radial. A principal mudanca esta nos valores anteriores

a primeira camada de solvatagdo, com I <4 A. Nesta regido o valor de g(r) foi nulo,

assim como o esperado. A principal discrepancia em relacdo aos resultados da dinamica
molecular se encontra no primeiro pico, uma vez que a funcdo invertida apresenta uma

altura maior. Se for feita uma comparacéo entre a altura dos picos do g(r) —1 da estimativa

inicial e da dinamica, observa-se que o primeiro apresenta um valor superior, isso resulta em

um pico mais elevado do g(r) —1 invertido pela rede neural de Hopfield.
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Figura 6.9: Inversdo do g(r) usando a rede neural de Hopfield (0). Os resultados estédo

comparados com a estimativa inicial (+) e funcéo obtida via dindmica molecular (-).
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Para a recuperagéo do g(r)—1 usando a rede regularizada, as condigcbes como:
discretizacdo da base; integracdo da equacéo diferencial; estimativa inicial e funcéo ativagédo
foram iguais as usadas na inversdo usando a rede neural de Hopfield sem a regularizacéo.
Similar & metodologia empregada na regularizagdo de Tikhonov, o problema foi resolvido
para diferentes valores do parametro de regularizagdo. A curva L e a fungdo x(A) foram

construidas e os resultados se encontram na figura 6.10. De acordo com estes dados

constata-se que o valor 6timo para A é 3,0 x 103,

A funcéo de distribuicdo radial invertida usando a rede regularizada se encontra na
figura 6.11. Comparando-a com os resultados das demais metodologias, pode-se observar
que os dados da rede regularizada estdo de total acordo com os obtidos pela dinamica
molecular. Fazendo uma andlise grafica, o principal ganho desta ultima inversao em relacao
aos determinados pela rede de Hopfield (sem a regularizagdo) se encontra no primeiro pico
(primeira camada de solvatacao). A diminuicdo do primeiro pico se da devido a acdo do

parametro de regularizacdo na diminuicdo da norma da solucéo.

Ademais, as normas do residuo e solugédo foram respectivamente 0,2960 e 4,6726.
Comparando estes dados com os das demais metodologias observa-se que a rede
regularizada apresenta simultaneamente as vantagens da regulariza¢do de Tikhonov (menor
norma da solucdo) e da rede neural de Hopfield (menor norma do residuo). Tais

comparacgdes podem ser visualizadas na tabela 6.1.

Tabela 6.1: Comparagéo entre as normas do residuo e solucdo na inversdo do g(R)-1

usando os diferentes métodos de inversao.

Regularizacéo de Rede neural de Rede de Hopfield
Tikhonov Hopfield regularizada
Norma do residuo 0,9855 0,2974 0,2960
Norma da solucéo 3,8179 4,9943 4,6726
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Figura 6.10: (a) Curva L para a inversao da funcéo da funcdo de distribuicéo radial usando
a rede regularizada. (b) Funcéo (). O melhor valor para o pardmetro de regularizacéo é
3,0x 103,
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Figura 6.11: Inversdo do g(r) usando a rede regularizada (0). Os resultados estéo

comparados com a estimativa inicial (+) e funcéo obtida via dindmica molecular (-).

6.4- Conclusao

Neste trabalho a fungéo de distribuicao radial do argonio liquido foi invertida a partir
de dados experimentais do fator de estrutura. Como a segunda € 0 espaco reciproco da
primeira, matematicamente a inversdo pode ser feita de forma analitica através da
transformada de Fourier. No entanto, na presenca de erros experimentais o problema se

torna mal-colocado e a inversao usando esta metodologia é inviavel.

Dessa forma foram escolhidos métodos numeéricos para a recuperagéo do g(r).As

metodologias escolhidas foram a regularizacdo de Tikhonov, a rede neural de Hopfield e a
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rede regularizada. Para a resolucdo de problemas inversos € necessario fornecer uma

estimativa inicial, e isto foi feito usando o g(r) para o argdnio gasoso, que possui uma

determinacdo muito simples, uma vez que ela é o fator de Boltzmann da energia potencial
do par argbnio-argonio. Esta consideracdo pode ser feita pelo fato da interagdo de muitos
corpos ser desprezada em sistemas com baixas densidades.

As fungbBes obtidas usando 0s métodos mencionados forneceram resultados
satisfatérios, pois continham as caracteristicas necessarias para a fungédo de distribuicdo
radial. Em relacdo ao resultado obtido pela regularizagdo de Tikhonov, a principal
discrepancia estava na regido para pequenos valores de r, anteriores a primeira camada de
solvatacdo. A rede de Hopfield forneceu uma funcdo mais adequada. Se comparado aos
resultados da dinamica molecular, ouve apenas uma diferenca em relacdo a altura do
primeiro pico. Este problema foi corrigido usando a rede regularizada. Ademais, ela forneceu
0s menores valores numéricos para a norma da solugdo e do residuo. Apesar dos
resultados satisfatorios, esta hova metodologia ainda deve ser testada na inversao de outros

problemas para que a sua eficacia seja mais bem apreciada.
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Capitulo 7:

Consideracodes finais
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Na presente tese foram realizados estudos de problemas diretos e inversos em
quimica. Como auxilio nas solu¢des de alguns destes foi utilizada a analise sensitiva, que
guantifica como os dados de entrada alteram uma propriedade calculada. Especificamente,
foram estudados trés problemas distintos: i) calculo do segundo coeficiente do virial quantico
a baixas temperaturas; ii) inversdao da distribuicdo de féonons de sélidos a partir da
capacidade calorifica; iii) inversdo da fungao distribuicdo radial de liquidos a partir de dados
de espalhamento de néutrons.

O primeiro trabalho realizado nesta tese, que se caracteriza como um problema
direto, foi a determinacdo do segundo coeficiente do virial quantico para o dimero de hélio a
partir de um potencial recente do sistema. A baixas temperaturas uma abordagem classica
ndo é adequada para a descricdo correta do sistema, portanto, nestas condicbes as
propriedades termodindmicas devem ser calculadas quanticamente. Os resultados obtidos
teoricamente no célculo do segundo coeficiente do virial se encontram dentro da incerteza
experimental. A fim de se verificar a eficiéncia do potencial usado para a determinagéo da
propriedade termodinamica, foi realizada a andlise sensitiva paramétrica do problema. Em
outras palavras, verificou-se como a variagdo de alguns parametros afeta no valor final do
segundo coeficiente do virial. A sensibilidade de todos os parametros diminuiu com o
aumento da temperatura e as suas variacdes sdo maiores que a incerteza empregada na
construcdo do potencial. De acordo com estas informagfes, pode-se concluir que o

potencial utilizado é adequado na descricdo do segundo coeficiente do virial quantico.

Os problemas inversos deste trabalho foram resolvidos usando a regularizacdo de
Tikhonov e a rede neural de Hopfield. A escolha destas duas metodologias se deu devido a
versatilidade que elas possuem na solucado de diferentes tipos de problemas inversos mal-

colocados encontrados em quimica.

Além disso, o desenvolvimento de uma nova técnica foi apresentado nesta tese, a
qual busca aliar as caracteristicas e vantagens da rede neural Hopfield e da regularizacédo
de Tikhonov. Portanto, ela recebeu a denominagdo de rede regularizada. Os detalhes
tedricos da nova metodologia foram apresentados no capitulo 3, bem como a sua aplicagédo
em um problema numérico simples. Os resultados foram comparados com as inversdes
usando as outras técnicas, no entanto, os resultados obtidos ndo apresentaram uma
melhora significativa. O objetivo principal para o desenvolvimento da rede regularizada foi a
inversdo da funcao de distribuicdo radial de liquidos. Devido as suas grandes oscilagdes, 0
parametro de regularizacdo inserido a rede melhorou consideravelmente a qualidade da

propriedade invertida. Apesar dos resultados satisfatorios, a técnica desenvolvida precisa de
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ser testada em outros trabalhos para que a sua eficiéncia seja avaliada. Uma situacdo em
que esta metodologia deve ser testada futuramente € no problema inverso da capacidade
calorifica. Os resultados deverdo ser comparados com aqueles obtidos pelos métodos
tradicionais na inversdo de problemas mal-colocados, como a regularizacdo de Tikhonov e a

rede neural de Hopfield.

Em relacdo ao problema inverso da distribuicdo de fénons de sélidos a partir de
dados da capacidade calorifica, sdo encontradas na literatura algumas alternativas
analiticas para a resolucao do problema. Entretanto, todas sdo instaveis e nao apresentam
fins préaticos. Dessa forma, torna-se necessario o emprego de solugbes numéricas para o
problema. Especificamente, neste trabalho foi invertida a distribuicdo de fénons do aluminio
usando a regularizagédo de Tikhonov e a rede neural de Hopfield. Como estimativa inicial, foi
usada a distribuicdo de fénons experimental do metal, a qual ndo reproduz a capacidade
calorifica dentro do erro experimental. Por outro lado, o valor invertido reproduz a
propriedade termodindmica dentro do erro experimental, dessa forma, foi possivel concluir
gue a metodologia utilizada na solugdo de problemas inversos pode ser usada para refinar
uma propriedade experimental. Ademais, a partir da nova distribuicdo de frequéncias outras
propriedades termodinamicas foram calculadas, como entropia e a energia livre de Gibbs.
Estes resultados estdo de acordo com os experimentais. Além disso, foi procedida a andlise
sensitiva funcional a fim de identificar em quais regides de frequéncia e temperatura o
calculo da capacidade calorifica apresenta maior sensibilidade. Tais regides foram as

frequéncias de Einstein e Debye.

Por fim, foi estudado a inverséo da funcédo de distribuicdo radial do argénio liquido a
partir do seu fator de estrutura, que é obtido a partir de medidas de espalhamento. A
importancia da funcdo da distribuicdo radial no estudo de liquidos se da devido a sua
capacidade de fornecer uma descricdo completa no estudo deste estado. Como estimativa
inicial, foi empregada a funcao de distribui¢do radial do argbnio gasoso, que é simplesmente
o fator de Boltzmann da energia potencial. A inversdo foi feita usando a rede neural de
Hopfield, a regularizacdo de Tikhonov e a rede regularizada, metodologia desenvolvida
nesta tese. A inversao utilizando as duas primeiras metodologias foi satisfatéria, no entanto,
apresentaram alguns problemas, sobretudo na inversdo das regides proximas ao primeiro
pico da fungéo de distribuicdo radial. Utilizando a rede regularizada, tais problemas foram

resolvidos, além de observar uma diminuicdo consideravel na norma da solucéo.

Como atualmente a maior parte dos problemas inversos em liquidos esta relacionada

com a inversao de fungéo de distribuicdo radial e da energia potencial de macromoléculas
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em solucdes, o proximo passo é testar as técnicas usadas neste trabalho nas inversdes
destes sistemas. No entanto, para que este tipo de problema seja abordado é necessério
gque a equacédo de Ornstein-Zernike seja resolvida para a determinacéo da energia potencial
destes sistemas. Portanto, a continuacdo deste trabalho de problemas inversos em liquidos

reside em estudar as solu¢bes empregadas para a solugéo desta equacéo.
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Apéndice A:

Método Renormalizado de Numerov
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A.1- Método de Numerov

O método de Numerov é uma alternativa numérica para a resolucdo de equacdes

diferenciais unidimensionais dadas pela forma? 2

d d‘i %) U +v (9 (1)

Pode-se observar que a equacdo de Schodinger apresenta esta mesma forma,
sendo, por exemplo, a parte cinética dada por U (x) e parte potencial, juntamente com o ser

termo centrifugo, por V (x). Os termos cinético e potencial da equacdo podem ser dados

juntamente pela forma
2
Q) =25 (E-V(x) (A.12)

Dessa forma a equacao (A.1.1) torna-se

[dd—z + Q(X)JW(X) =0 (A.1.3)
X

Para representar o problema de uma maneira genérica serd utilizado como
referéncia a coordenada X, entretanto, o mesmo pode ser resolvido em funcdo da

coordenada radial r.

Considerando como h um passo discreto da integracdo, a solugdo da equacéo

(A.1.3) pode ser feita fazendo a soma de w(x-+h) com y(x—h) e expandindo o resultado

em uma série de Taylor. Dessa forma tem-se a seguinte expressao a ser resolvida

[L—T(x+h)w(x+h)—[2+10T () (x) +[1-T(x—h)Jw(x—h) =0  (A.1.4)

Sendo T(X)=—h2Q(X)/12. Dessa forma, dado os termos w(x—h) e w(x) € possivel

calcular o termo subsequente, ou seja, w(x+h).
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A.2- Método renormalizado de Numerov

Em 1977 Johnson prop0s alteragfes no método apresentado na sec¢do anterior a fim
de torna-lo mais eficiente. Para isso foi introduzida as seguintes transformacdes, sendo a

primeira delas dada por?
FO) =[1-TX)y(x) (A.2.1)

Com isso, a equagédo (A.1.4) torna-se
F(x+h)-[1-T)]'[2+10T (X)]F(x) + F(x=h) =0 (A.2.2)

A outra transformacéo é feita definido a raz&o entre as funcdes F(x), ou seja

R(x) = F(x+)[F(x)]" (A.2.3)

Substituindo a nova transformacdo em (A.2.2) tem-se a expressdo final do método

renormalizado de Numerov

R(X) =[1-T(X)] ' [2+10T (x)]-[R(x=h)]" (A.2.4)

De acordo com estes passos, observa-se que o método aqui apresentado possui duas
vantagens em relagdo ao original. A primeira delas consiste na necessidade de apenas uma
estimativa inicial referente a w(x—h) para a determinagdo de y(x)e dos valores
subsequentes. A segunda vantagem, e a que garante a grande a eficiéncia do método, é a
definicdo dada por (A.2.3), neste caso é propagado a razéo entre as fungbes F(x-—h)e

F(x), tornando a solugéo da equacao diferencial bastante suave, visto que estas funcdes

sdo renormalizadas em cada passo da integracao.

A utilizagdo do método renormalizado de Numerov para o espalhamento quéantico é
feito propagando a equagédo diferencial até o ponto em que o potencial efetivo (potencial
interatbmico e centrifugo) torna-se desprezivel. A partir dai, a solucdo da equacdo de
Schrdédinger é dado pela combinacdo linear das funcdes de Ricatti-Bessell, que na sua

forma assintotica sédo dadas por

) 7
i = sen(kx—z +7) j (A.2.5)
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fugen)
g, =co kx—5+77I (A.2.6)

Observando estas fungdes percebe-se que a 0 momento angular manifesta-se na funcéo de

onda como uma fase acumulada. Além do termo centrifugo, as fungdes acima também

apresentam um termo 7], proveniente da interagéo do potencial interatdmico.
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Quantum Second Virial Coefficient Calculation for the ‘He Dimer on a Recent Potential
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Este trabalho concentra-se no cdloulo do ssgundo coeficiente virial quintico, o partir de
um potencial desenvolvido recentemente. Este coeficiente fioi determinado com 4-5 algarismos
significatives na faiva de temperatara de 3 a 100 K. Nossos resuliades estio dentro do ermo
experimental. Trés contribuigtes para o valor tolal deste coeficiente 530 0 espalhamento guintion
(contribuig®o de estadoes no continea), o estado ligado (contribuigio de estados discretos) e o ghs
ideal quintico; disculimos eskas contribuigtes separadamente. A conbribuicy mais imporiants
& do espalhamento quintico, enquanto que as coatribaigies menores sio dos estados discretos.
U'ma andlise da sensibilidade foi realizada em fungfio da temperatura para um pardmetro na regifio
de carto alcance do potencial @ para trés parimetros na regifo de longo alcance do potencial.
Para ambas g5 lemperaturas consideradss. 1002 100 K, o coeficiente de dispersio C foi o mais
significativa, @ o lermo dispersdo O, foi o menos significative para o resultado total. Em geral, a
precisdo exigida para descrever 08 potenciais diminui com o aamento da lemperafure. A precisio
total e a rela;do dos parimetros com os erros experimentas 550 discutidas.

This paper focuses on the calculation of the quantum second virial coefficient, under a
recently developed potential. This coefficient was determined to within 4-5 significant figares
in the tempersture range from 3 o 100 K. Ouwr results are within experimental error. The three
contributions o the overall value of the coefficient are the quantum scattering (continuwam state
contribution), the bound state (discrete state contribution) and the quantom ideal gas; we discuss
these coniribations separsiely. The most significant contribution is from the scadlering stales,
wheress the smaller contributicns are from the discrele states. A sensitivity analysis was performed
as a function of lemperature for one parameter in the shor-range region of the potential and for
three parameters in the long-range regions of the podential. For both temperabares conssdened,
10 and 100 K, the C, dispersion coefficient was the most significant, and the O dispersion term
was the least significant o the overall resull. In general. the precision required 1o describe the
polential decays as the temperature increases. The overall accuracy and the relationship of the
parameters to the experimental errors are discussed.

Keywords: quantom virial, helivm-helium. scattering phase shifi.

Introduction

A guantum second wirial coefficient calculation
provides important information that is necessary for
analyzing model potentials, for this calculation involves
low temperature data.! These potential energy function
can be obtained by a direct procedure, such as fitting
parameters to experimental data, or, conversely, by

*p-mail: jpbrags @ netunc.loc.ufmg. be

an inverse problem treatment, in which experimental
properties are treated first.** The potential refinement is
very important in chemistry and is performed whenever
new reliable data become available. Accurate values
of heliuvm properties, such as the low-temperature
experimental virial coefficient, can be determined®®
and experimental *He, dimers can be identified.*"
Thus, a comparison between theory and experiment is
an important test for the guality of the interatomic He
potential.
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INTRODUCTION

To better describe and understand any system it is
important to know its structure. Depending on the
quality of the structure data, several other
informations about the system can be inferred, such
as the potential field'. Thus is fundamental to have
an accurate data, with the minimal emor. But when
it comes to describe the structure of a liquid system,
one may have some difficulties due to the wvery
nature of a liquid, and also because of the accuracy
of the available data. One of the ways to represent
the structure of a system, and particularly useful to
liquids, is the Radial Distribution Function {(ROF, or
gir)), that counts the number of paricles radially
spread around a center. The RDF can be calculated
from melecular dynamics simulations, for example,
but can also be obtained from other proprieties that
can be experimentally determined, such as x-ray or
neutron scattering®®.

To retrieve theoretical information from expermental
data is called an inverse problem. Since the problem
of inverting the RDF from experimental scattering
data is a rank deficient case, powerful mathematical
methods are required to solve it, and two different
ones will be used and compared in the present work,
applied to a liquid aluminum simulated system, The
Singular Value Decomposiion (SVD) and the
Hopfield Neural Metwork (HNH).

RESULTS AND DISCUSSION

The gir) original data was obtained from
Ruppersberg and Seemann work®, and from that the
related scattering intensity, i(g), in which g in the
scattering vector, was simulated using equation 1
and the results are shown in figure 1. Then a
random noise was inserted into i(q), simulating an
experimental ermor, and so that this one could be
inverted by SVD methed to obtain the inverted RDF.
Figure 2 compares the result from our inversion with
the orginal g{r) data. The HHNN inversion iz being
implementad in the present moment.

= [ " anrilglr) — ﬂ”’jﬂﬂm- 0
(1]

Il [] B # 12 7]

Figure 1. Simulated intensity of liguid aluminum at
670 °C
Lol man

i
i, Ly .
. p LTI

3 & H L3 T L) L] R

Figure 2. Result from the inversion by SVD (full line)
compared with the original gir) (squares).

CONCLUSIONS

The SVD inversion retumed a very good result, dus
to the fact that the original data was simulated. The
HMN result iz expect to be even better, allowing the
inversion to work with noisy data.
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INTRODUCTION

The relation between the phonon density of states
({DOS) and the heat capacity has an important role in
the history of the physics of condensed matter,
mainly due to the Einstein’s work in the beginning of
the fwenty century. The interest in this field
increased along the years, since the knowledge of
the phonon DOS gives a helpful understanding
about the solid state features. Therefore, it is
necessary to find alternatives ways to obtain this
property. It can be done in a theoretical scheme,
uging ab imitio calculations or experimentally using x-
ray or neutron scattering data.

Usually, the experimental phonon DOS does not
reproduces the heat capacity with an acceptable
emor. An alternative way to handle this problem is
refine the phonon DOS from heat capacity using an
inverse methodology. Since the problem is ill-posed,
traditional methods like least squares are not usaful.
Some powerful techniques to solve illposed inverse
problems are the Tikhonov regularization, singular
value decomposition and Hopfisld neural network 2

METHODS
The relation between heat capacty C,(T) and
phonon DOS g(v) is given by

(ke kT

= hv | e
(M= | g (v)dv

o \T) g
with k,and h the Boltzmann and Planck constants
respectively.

The Hopfield neural network was used to improve
the experimental phonon DOS. In this approach the
g(1y is amended by decreasing the emor between
the calculated heat capacity and the experimental
value of this property. When the emor stops fo
decrease the g(v) function has been inverted and
refined.

RESULTS AND DISCUSSION

Metallic cooper was chosen as prototype. Ilts
experimental data for heat capacity and the phonon
D05 were taken for Giaugue® and Flinn®.

The g+ crginal and refined are shown in Figure 1.
Table 1 shows the relation between the heat
capacity calculated using the original and modified
phonon DOS. The results were also compared with
the experimental value.

Figure 1. Original (klue crosses) and refined (red
circles) phonon DOS.

Table 1. Comparison n eixperimental value of
heat capacity (in units J mol™ K') and the calculated
uging the criginal and refined phonon DOS.

T Expenimental Criginal Fefned
1] 017 1.18 07
20 0477 D432 0430
25 0875 0.0 0234
30 172 1.88 173
35 266 284 268
40 arT 377 T
45 4978 4080 4270
50 8237 6.253 .07
B0 8.855 BT3T 3.854

COMCLUSIONS

The Hopfield neural network provided goods results
for improving the g3, Using the experimental data
for heat capacity as reference, this new function
yielded better values for thiz property in comparizson
the original phonon DOS.
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Abstract In this study it is reported the retrieval of the
phonon density of states for solid aluminium from the tem-
perature dependent heat capacity, the inverse heat capacity
problem. The singularity in this ill posed problem was
removed by the Tikhonov approach with the regularization
parameter caleulated as the L curve maximum curvature. A
sensitivity analysis was also coupled to the numerical imver-
sion. For temperatures ranging from 13 K to 3060 K the heat
capacity results, calculated from the invened phonon den-
sity of states, yields an average error of about 0.3 % | within
the experimental errors that ranged from 2 % to 3 %. The
predicted entropy, enthalpy and Gibbs free energy are also
within experimental errors.

Keywords Density of states - Heat capacity - Solid state -
Physical chemistry - Tikhonov regularization
Introduction

Classical statistical mechanics theory states that the molar
heat capacity of solids shall have the same value, 24.042]
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mol~! K71 {the Dulong-Petit law), a result which is in
good agreement with experimental data at higher tempera-
tures | 1]. However, this behaviour is in contrast with that
observed for low temperatures experimental data. The dis-
crepancies between the classical theory and experiment data
at low temperatures were qualitatively explained in 1907 by
Einstein | 2], who took into account a quantum vibrational
maxdel with a single frequency.

Further theoretical developments were reported by
Debye in 1912 [1, 3, 4] w explain the heat capacity
behaviour at the low temperatures limit. Debye suggested
a continuous distribution of vibrational modes in the form,
elv) = av? with a cut-off at a maximum frequency 1y
and a normalization constant of ¢. In models developed by
Einstein and Debye the heat capacity can be obtained as a
direct problem. by integrating a model phonon distribution
function over the frequency.

This phonon density of states (i.e. the number of oscil-
lators in the frequency interval v and v + dv) is typically
measured by X-ray [3] or inclastic newtron scattering [6].
The phonon density of stales can also be obtained by ab
inifio calculation such as in the density functional the-
ory (DFT) [7]. However, the determination of giv) from
experimental thermodynamic data is considered an inverse
problem. The phonon density of states and heat capacity are
connected by Fredholm's integral form of the first order, a
well known ill posed problem [B].

The inverse heat capacity problem can be formally solved
in analytical form, which was first described by Montroll
[9]. and subsequently investigated by other awthors [ 10-13].
Analytical solutions have been obtained by Fourier trans-
forms [9, 10], in which the density of the vibration modes
can be solved by double complex integrals of heat capac-
ity data. The exact closed-form solution is not of practical
significance, because the integrand is unstable. The Mibius

2! Springer
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INTRODUCAD

A obtengdo de infnrmagﬁes. microscopicas a partir de
dados experimentais & de extrema importdncia na
quimica. Quando o estudo é realizado desta forma ele &
denominado problema inverso. Entre az metodologias
empregadas para a solugdo deste tipo de problema esta
a rede neural de Hopfield, processo que simula ©
comportamento do cérebro humano buscando diminuir a
diferenga entre um dado experimental & a mesma
propriedade  calculada. Em  outras  palavras, a
propriedade gque se deseja inverter & determinada
quandeo a norma do residuo atinge um valor minima

Mo entanto, para que os valores da propriedade
inverfida néo possuam grandes oscilagbes & desejavel
gue a noma da solugdo apresente tambem um valor
peguenc. Com isso, baseando-se na regularizago de
Tikhonow®, serd adicionade ac algoritmo da rede um
pardmetro de regularizagSo que busca encontrar um
valor &fimo entre as normas da solugdo e do residuo.
Como teste desta metodologia, serd invertida a fungéo
de distribuigdo radial (propriedade microscopica) do
argdnio liguido a partir do seu fator de estrutura
(propriedade experimental). A propriedade invertida & de
grande importdncia no estudo de liguidos, pois
determina mrrFIetamente a estrutura molecular deste
fipo de sistema’.

RESULTADOS E DISCUSS0OES

Muma abordagem direta a fungéo de distribuigBo radial
gR) formece o fator de estrutura 50,/ pela relagéo
- .
—Ledan, [z -1 2R 1
SI@)-1=4am, [ 'r(s(R) )|__QRJﬂt o1

Sendo R a coordenada relativa enfre duas particulas do
liguido, @ o fator de estrutura & my 0 nimero de
densidade. Em uma representagdo geral, a soluggo do
problema inversoc consiste em propagar a seguinte
equagdo diferencial

%=K’Kg+K‘S-.Ag+A(I+H._ +H)e

Sendo K a representagdo matricial do kemell de
integragdo em (01). g e 5 representam respectivamente o
vetor com oz dados do gR) e 5. O pardmetro de
regularizagio & dado por A e pode ser encontrado por
um procedimento determinado curva L u:iue otimiza os
valores da norma da solugdo & do residuo™.
Usando dades experimentais do trabalho de Yamell et
af* a fungio de distribuigio radial do argdnio liquido foi
inverida usando a rede de Hopfield com e sem o
pardmetro de regularizagdo. Os resultados  estdo

apresentados na figura 1 e foram comparados com oS
obtides por dindmica molecular’.

As oscilagdes na fungdo gif) podem ser interpretadas
como as camadas de solvatagdo no liguido de acordo
com a coordenada K. Os resultados da inversdo, a
principal discrepdncia se encontra no primeiro pico. Em
redlagdo ao gR) invertide a partir da rede com o
pardmetro de regularizagio a fungdo obfida se encontra
na figura 2, pode-se observar que o resultado se adégua
melhor aocs dados obtidos por dindmica molecular,
sobretudo no primeino pico.

-1

o

[ I 4

3 [ e ix "
R ! Bngstiom
Figura 1. g®) inverﬁdob%cnminua} sem o pardmefro de
regularizacao. gR! obtido por dinadmica molecular
(pontos)’.

CONCLUSOES

A introdugdo do pardmetro de regularizagdo & rede de
Hopfield melhorow consideravelmente a qualidade da
propriedade invertida, tornando-a mais proximo do valor
adequado.
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