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Resumo
Na presente dissertacdo alguns métodos utilizados em célculos de estrutura eletronica sao dis-
cutidos juntamente com exemplos de aplicagdes. No capitulo 1, parte-se do método de Hartree-
Fock-Roothaan deduzindo-se as equagdes a serem resolvidas a partir da energia de um estado
eletrOnico e resolve-se estas equagdes para o dtomo de hélio unidimensional. Continuando em
sistemas de dois elétrons no capitulo 2 € apresentado o método de Hylleraas, publicado em uma
série de trés artigos entre os anos de 1928 e 1930, juntamente com uma simplificacdo do método
apresentada por Chandrasekhar e Herzberg em 1955. No capitulo 3 € deduzida, pela primeira
vez, as condi¢des de cuspide nas coordenadas de Hylleraas e estas sdo aplicadas em algumas
fungdes encontradas na literatura afim de analisar se estas condi¢des sao satisfeitas. Sao obti-
das, também neste capitulo, restricdes para as fun¢des de onda de modo que estas satisfacam
as condi¢coes de cuspide. No capitulo 4 introduz-se um novo modelo para calculo de estrutura
eletronica desenvolvido simultaneamente por Thomas e Fermi nos anos de 1927 e 1928, res-
pectivamente no qual utiliza-se a densidade eletronica para se obter a energia do sistema, dando
origem assim a Teoria do Funcional de Densidade, considerando que esta densidade seja uni-
forme. As equacdes a serem resolvidas sdo deduzidas neste capitulo, considerando-se apenas
os efeitos classicos como nos trabalhos originais de Thomas e Fermi, no qual sdo apresenta-
das todas as passagens matematicas necessdrias e os resultados sao discutidos. No capitulo 5
€ apresentado uma continuagcdo no desenvolvimento do modelo de Thomas-Fermi no qual o
efeito quantico de troca como um funcional da densidade foi introduzido por Dirac em 1930.
A dedugdo ndo segue o trabalho original de Dirac, mas todos os conceitos necessdrios € to-
das as passagens matematicas sdo apresentadas ao longo do desenvolvimento deste capitulo.
No capitulo 6 introduz-se o modelo de Khon e Sham, proposto em 1965, no qual ainda se
utiliza funcionais da densidade na realizacdo dos cdlculos, mas que obteve grande €xito nos
calculos de modo que este modelo € utilizado ainda nos dias atuais em célculos de estrutura
eletronica. Nesse capitulo € introduzido o funcional de correlagdo e a melhoria nos resulta-
dos ao se considerar esse efeito fica evidente ao se resolver um exemplo apds a obtengao das
equacoes necessdrias. No capitulo 7 utiliza-se um software para se estudar sistemas de muitos
elétrons utilizando-se funcionais mais complexos do que os apresentados nos capitulos 5 e 6.
Os sistemas escolhidos para estudo sao clusters de ouro contendo de dois a seis atomos. Os re-
sultados sdo comparados com dados experimentais disponiveis e tedricos. Realizou-se também
a andlise populacional dos orbitais afim de se determinar a carga em cada dtomo dos clusters e
esses resultados foram utilizados para relacionar as distribui¢des de cargas nos clusters com as

geometrias de interagcdo entre os clusters e ligantes receptores ou doadores de elétrons.

Palavras-chave: Método de Hartree-Fock-Roothaan - Método de Hylleraas - Condi¢des de
cuspide - Modelo de Thomas-Fermi - Teoria do Funcional de Densidade



Abstract
In the present dissertation, some methods used in electronic structure calculations are discussed
together with examples of applications. In Chapter 1, we start with the Hartree-Fock-Roothaan
method deducing the equations to be solved from the energy of an electronic state and solving
these equations for the one-dimensional helium atom. Keeping the study of two-electron sys-
tems in Chapter 2, it is presented the Hylleraas’s method, published in a series of three articles
between the years 1928 and 1930, together with a simplification of the method presented by
Chandrasekhar and Herzberg in 1955. In chapter 3, the cusp conditions are deduced for the first
time in the Hylleraas coordinates and these are applied in some functions found in the literature
in order to analyze if these conditions are satisfied. Also in this chapter, constraints for the
wavefunctions are obtained to guarantee that the cusp conditions will be satisfied. In Chapter
4 we introduce a new model used in electronic structure calculations developed simultaneously
by Thomas and Fermi in the years 1927 and 1928, respectively, in which the electronic density
is used to obtain the energy of the system, thus giving rise to the Density Functional Theory,
considering that this density is uniform. The equations to be solved are deduced in this chapter,
considering only the classical effects as in the original works of Thomas and Fermi, in which all
necessary mathematical passages are presented and the results are discussed. In Chapter 5 it is
presented a continuation in the development of the Thomas-Fermi model in which the quantum
exchange effect, as a functional of the density, was introduced by Dirac in 1930. The deduction
does not follow the original work of Dirac, but all necessary concepts and all the mathematical
passages are presented throughout the development of this chapter . In Chapter 6 are introduced
the Khon and Sham model, proposed in 1965, which uses the functionals of density to perform
the calculations, but obtained great success in the results so that this model is still used in the
present day to perform electronic structure calculations. In this chapter the correlation func-
tional is introduced and the improvement in the results when considering this effect becomes
evident when an example is solved after deduction of the necessary equations. In Chapter 7 a
software is used to study systems of many electrons using more complex functionals than those
presented in Chapters 5 and 6. The systems chosen for the study are the gold clusters contai-
ning two to six atoms. The results are compared with available experimental and theoretical
data. The population analysis of the orbitals was also carried out to determine the charges in
each atom of the clusters, and these results are used to relate the charge distributions in clus-

ters with the geometries of interaction between clusters and a electron receptor, or donor, ligand.

Key-words: Hartree-Fock-Roothaan method - Hylleraas method - Cusp conditions - Thomas-

Fermi model - Density Functional Theory
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Introducao

Para sistemas que sdo constituidos por muitas particulas, elétrons e nucleos, encontra-se

1-5

em diversos livros de mecanica quantica basica' a equagdo de Schrodinger que descreve este

sistema. Sendo esta dada por

Hi(r,R) = EY(r,R) (1)

onde H € o hamiltoniano para o sistema, ¢/ é a funcdo de onda, r é referente a todas as coorde-

nadas eletronicas, R é referente a todas as coordenadas nucleares e £ a energia total do sistema.

Sendo o hamiltoniano, em unidades atdmicas (ua), dado por:

N N n

. 1 1 A N 7.7
H=—§ZV%1—§ZV%—ZZ‘F’.| +Zz‘r.k| T Z|ﬁ-k| )
i=1 j=1 i=1 j=1 " Y i=1 k>i ' ! i=1 k=1 """

sendo os dois primeiros termos referentes as energias cinética dos ntcleos e elétrons, respec-
tivamente, e os outros trés referentes as energias de interagcao elétron-ntcleo, elétron-elétron e
ndcleo-nicleo. O operador V? representa a segunda derivada e Z,, a carga nuclear do p-ésimo
nucleo. Uma aproximacao que facilita a solugdo desta equacdo foi proposta por Born e Op-
peheimer em 1927,% onde estes separaram o movimento nuclear do eletrénico considerando-se
que devido diferenca de massa os elétrons se moverao muito mais rapido que os ndcleos. Sendo

assim, para cada configuracio nuclear os elétrons sempre estardo em equilibrio.

Um dos métodos aproximados para se resolver a equacdo de Schrédinger para a parte
eletronica é o método de Hartree-Fock”® no qual supde-se que a fungio de onda total é dada
pelo produto das funcdo de onda de um elétron (produto de Hartree) e resolve-se a equagao
de Schrodinger para um elétron movendo-se no potencial médio gerado por todos os outros
elétrons, repetindo-se este processo para cada elétron do sistema a quantidade necessaria de
vezes para que a fungdo de onda e/ou a energia ndo se altere significativamente. Uma outra
forma de representacdo da func¢do de onda total, dada pelo determinante das fun¢des de onda
de um elétron, que leva em consideracio o principio da antissimetria foi proposta por Slater.”
Outra representacio, que serd utilizada em alguns momentos nesta dissertagdao, € dada pela

combinacao linear de fun¢des que satisfacam a equagao de Schrodinger.

O estudo da estrutura eletronica € importante para o entendimento das propriedades da
matéria: seja para a obtencdo da configuracio estrutural de moléculas e sélidos e/ou para a

obtencdo da energia dos mesmos; para o entendimento de como se da a interacdo entre dois

11



ou mais compostos; a estrutura eletronica também permite a previsao de processos quimicos e
fisicos; permite a simulacdo computacional de situacdes dificeis de se observar experimental-
mente. O entendimento dos variados métodos de se resolver a equacdo de Schrodinger além
de ser o primeiro passo para o entendimento do funcionamento de softwares e para a liber-
dade de se desenvolver programas préoprios. Além disso possibilita o desenvolvimento de novos

métodos bem como a possibilidade de contribuir conceitualmente com os métodos j existentes.

Na presente dissertagcdo serdo discutidos alguns métodos: o de Hartree-Fock-Roothan; o
método de Hylleraas; o método de Thomas-Fermi e Thomas-Fermi-Dirac e o método de Khon-
Sham. Além disto é apresentada uma contribuic@o teérica no que diz respeito as condi¢des
de cuispide nas coordenadas de Hylleraas e outra contribui¢dao na drea de modelagem onde o
método de Khon-Sham foi utilizado para se calcular propriedades eletronicas e estruturais de
pequenos clusters de ouro. Ao longo deste trabalho foram publicados trés artigos, citados nos

capitulos que sdo referentes a estes.
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Capitulo 1

Equacao de Hartree-Fock-Roothaan

1.1 Introducao

Em 1923, foi publicado na revista Nature a aula ministrada por Niels Bohr na ocasido de
ter ganhado o prémio Nobel em 1922.! Nesta aula ele inicia definindo a constitui¢do do 4tomo
mais recente na época: constituido por um nucleo de carga positiva possuindo a maior parte
da massa do atomo e por elétrons de carga negativa de massa muito menor que se posicionam
a uma distancia muito grande do nucleo. Baseando-se nisso pode-se supor que 0 movimento
dos elétrons em torno do nicleo é similar ao movimento planetario de nosso sistema solar. En-
tretanto, Bohr aponta que em um sistema planetirio o mesmo € alterado permanentemente por
qualquer influéncia externa e os dtomos, apos serem perturbados, sempre voltam ao mesmo es-
tado inicial. Esta observagdo deixa claro que um tratamento utilizando-se somente da mecanica
classica ndo fornece um modelo satisfatdrio. Bohr aponta também que o trabalho de Lorentz,
apesar de explicar o efeito Zeeman baseando-se no fato de que os elétrons oscilam harmoni-
camente em torno de uma posi¢ao de equilibrio, fornece um modelo no qual o &tomo emitiria

radiag@o continuamente até o0 momento em que o elétron colidisse com o nucleo.

Visto que a fisica cldssica ndo permitia uma descricdo aceitavel para a estrutura do
atomo, em 1913 Bohr publicou um artigo no qual ele utiliza os resultados de Plank e Eins-
tein para o modelo da estrutura atdmica.? Sendo assim, ele parte de duas suposig¢des: de que
existem estados estaciondrios, sendo que o movimento do sistema consiste na transicao com-
pleta de um estado estaciondrio para outro e que na transicdo entre dois estados pode haver

emissdo de radiacdo.

Em 1926, Erwin Schrodinger publicou um artigo no qual ele desenvolve uma formulacao
ondulatéria para tratar 4tomos e moléculas.® Na introducdo de seu artigo ele aponta algumas
vantagens deste modelo. Dentre elas o fato de que as leis de movimento e as condi¢cdes quanticas
s@o obtidas simultaneamente do principio hamiltoniano e que os resultados experimentais estao

em maior acordo com os resultados obtidos por este novo formalismo.
Hartree obteve um conjunto de equacdes ao se considerar a solu¢do da equagdo de

Schrédinger como um produto de funcdes de um elétron, mas que ndo levava em conta a energia

de troca. Apos o trabalho de Hartree, Fock resolveu este problema ao se tratar variacionalmente
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a equagao de Schrodinger levando em conta a simetria das fun¢des de onda. A solugdo de
Fock juntamente com seus apontamentos sobre o desenvolvimento de Hartree estdo no livro
“Fundamentals of quantum mechanics”, escrito por Fock.> Esta tltima versdo da equacio ficou
conhecida como equacgdo de Hartree-Fock. Entretanto, resolver estas equagdes € um problema
matematico dificil. Roothaan propds, entdo, um método para simplificar o problema no qual
expande-se a fun¢do de onda em uma combinagio linear de orbitais atdmicos.® Neste trata-

mento o problema se resume a resolver um problema algébrico de autovalores e autovetores.

No presente capitulo sed deduzida as equagdes de Hartree-Fock-Roothaan a partir da
energia de um estado eletronico e entdo esta serd resolvida para o 4tomo de hélio unidimensio-

nal, como feito por Harriss e Rioux.”’

1.2 O método autoconsistente

A energia de um elétron no i-ésimo estado quantico de um sistema com camadas fe-
chadas pode ser representada em termos da componente andloga a do 4tomo de hidrogénio, da

integral de Coulomb e da integral de troca:

N/2

=Hi+ ) (2] — Ky) (1.1)
j=1

No qual j correspondem ao j-ésimo estado quantico e N o nimero total de elétrons no

sistema. Explicitando as integrais, tem-se:

N/2

& = (1) H (1) ]v(1) Z (D(2)15(2)) = i1 (1)]45(2)¢4(2))) (1.2)

onde 1 = r{, 2 = r9. Definindo-se:

(i(a)ia)[; (b)ih; (b)) = <wi(a)wj(b) %b wi(a)wj(b)> (1.3)
1
(Vi(a)vj(a)|1i(b)i;(b)) = <wi(a)¢j(b) - ¢j(a)¢i(b)> (1.4)
e sendo,
H(1) = —gvf — ZT—TQ (1.5)

onde h € a constante de Plank dividida por 27, p a massa reduzida e e a carga do elétron.

Pode-se expandir as fun¢des 1) em um conjunto de base, como representado abaixo:
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Z i i

¢i = Cr¢r (16)
T

onde r denota a r-ésima fun¢do de base e o r-ésimo coeficiente da base referente ao z'—ésimo

estado quantico. Definindo ¢ = >, i ¢y, s = >, i), U5 = Y-, chrdlr ey =3, ol

tem-se que

6= 30" ctrel (L)1) +

N/2
+ 2; Xk: Xl: S5 e (2 (61616282 — ((1)E (D] (2)6(2)))

(1.7)
Aplicando o método variacional em relagao aos coeficientes do i-€simo estado de modo

que a energia seja estaciondria, obtém-se:

o¢; ;
5o = 2; D) +
N/2

#2333 il (2 (A1) = (LA MDI)HR)) =0
(1.8)
Derivando-se com relag@o ao k-ésimo coeficiente, c; por exemplo, ambos os coeficientes

k e [ resultam neste coeficiente e € por esta razdo que tem-se a multiplicacdo por dois. Como

exemplo:

et (cled GHOITIOHD) + 2 (GO DIGH) + b (BN =
2c} (@1 (VI H (1)[61 (1)) + 263 (61 (DIAW)|83(1) =2 el (61 (DIHW)|8} (1)

!
(1.9)

Entretanto é necessdrio que haja a restricdo de que a funcdo esteja normalizada. Ou seja,

I= AZZcz*cé 1)]¢i(1)) (1.10)

Logo,

ol
act.

=2\ ¢ (6(1)]gi(1)) =0 (1.11)

Sendo assim, tem-se pelo método dos multiplicadores de Lagrange que
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N/2

> (g WIHD)|gy(1) +ZZZZC’m 1eh (2 (61 (1)1 (1)]67,(2)97,(2))

I I m n (1.12)
— (4L(1)¢! ()W (2)67(2))) = A D e (er(1)] (1)

l

Rearranjando:

> (Fu—ASw) e =0 (1.13)

!
Para £ = 1,2,3,... e notando também que haverd uma equacdo andloga para cada

estado eletronico. Onde

Fy = (¢L(1)|H(1)]¢i(1) +ZZZQ¢J (/{l|mn)—%(k‘n\ml)) (1.14)

c
Sk = (¢, (1)];(1)) (1.15)
Definindo,
P =2 _did) (1.16)
J
c
Hyq = (¢} (1)|H(1)|}(1)) (1.17)
Ter-se-a:
Fu=Hy+ Y Y Pun ((kl\mn) — % (zmymz)> (1.18)

Assim, derivou-se a equagao de Hartree-Fock-Roothaan a partir da energia de um estado

eletronico e deve-se resolver esta por autoconsisténcia.

1.3 Solucao da equacao de Hartree-Fock-Roothaan para o

atomo de Hélio

A solugdo para o a&tomo de Hélio no estado fundamental e com a fun¢@o de onda sendo

combinacao de duas func¢des de base serd desenvolvida nessa se¢do. Para este caso particular
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os parametros usados serdo N =2, k = =m =n = 2 e j = 1 devido ao fato de no d&tomo de

hélio no estado fundamental haver somente um estado ocupado. Portanto,

Y = 1s = cj¢1 + cyho (1.19)
Reescrevendo (1.14) de acordo com os parametros utilizados:

2 2

Fu = (oe(WIHD)|41(1)) + > > Pran ((kl|mn) — % (zm|mz)) (1.20)

m=1n=1

Teremos:

Fii = (1) + Py ((11|11) — % (11|11)) + Py ((11|12) — % (12|11)) +

: ) (1.21)
+ Py ((11|21) 3 (11’21)) + Py ((11’22) 3 (12|21))
Fi = (12) + Py ((12|11) -2 (11|12)) Py ((12112) -2 (12|12)) "
(1.22)
4Py ((12|21) - % (11|22)) + Py ((12|22) - % (12|22))
Fy = (21) + Py, ((21111) -3 (21111)) + P ((21112) = (22|11)) +
(1.23)
Py <<21|21) - % (21|21)) + Py ((21122) - % (22|21))
Fy = (22) + Py ((22|11) — % (21|12)) + P ((22|12) — % (22|12)) +
(1.24)
+Psy ((22|21) — % (21|22)) + Py ((22’22) — % (22|22))
Sendo a matriz P,
| aa acs
P=2 Al el ] (1.25)

Como somente um unico estado foi considerado para as fun¢des de onda pode-se omitir

o indice j e fazer ¢/ = ¢,, por exemplo. Sendo assim, reescreve-se para Fi;:
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Fy= (11) + 2¢] ((11]11) — % (11\11)) + 2c1c9 ((11\12) — % (12|11)> +
+200er ((11\21) - % (11|21)> + 22 ((11\22) _ % (12|21)> _ (1.26)
= (11) + ¢ (11]11) + 2¢y¢9 (11]12) + 265 ((11|22) - % (12|21)>
De (1.13), ao se considerar todos os valores possiveis para o indice k, obtém-se:

FC = £SC (1.27)

Desenvolvendo para o exemplo considerado, onde k£ = [ = 2, tem-se:

Fiy —eSn Fiz — eSS ] [ “ ] —0 (1.28)

Fy — eS8y Foy — €S9 &

Note que a equagao (1.13) é geral para quaisquer que sejam a quantidade de estados
analisados e de bases, sendo a diferenga para sistemas com mais de um estado ocupado que

nestes casos ter-se-4 uma equacao analogo para cada estado.

Para solucdo deste problema pode-se considerar duas fun¢des unidimensionais’:

¢1(z) = 2xe™™ (1.29)
c
do(z) = V32re ™ (1.30)

A escolha para estas duas fungdes € justificada pelo argumento de que estas representam
fungdes para dtomos de um elétron submetidos com cargas nucleares de +1 e +2 respectiva-
mente, devido aos expoentes 1 e 2. Como no dtomo de He ha uma blindagem da carga nuclear,
a carga efetiva que um elétron sentird serd algo entre +1 e +2 e sendo assim € razodvel assumir

a combinacdo linear destas duas fungdes.

Utilizando-se estas duas funcdes de base obtém-se para a energia o valor de —2, 8420 ua
e os coeficientes obtidos por meio da solu¢do por autoconsisténcia os coeficientes obtidos sdo
c; = —0,1602 e i = —0, 86192, utilizando-se valores iniciais de ¢ = 0 e ¢} = 1. O resultado
obtido com este tratamento possui um erro relativo de aproximadamente 0, 0212 se comparado
com o valor exato de —2, 9036 ua, obtido por Nakashima e Nakatsuji® utilizando-se o método

“free iterative complement interaction”.
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Apesar do argumento fisico para a escolha das funcdes de base (1.29) e (1.30), a inclusao
de mais fungdes nesta ird refinar os resultados. Outro ponto observado € que independentemente
das condicdes iniciais para os coeficientes o resultado sempre serd os mesmo. A seguir € apre-

sentada uma tabela com os valores dos coeficientes e energias ao longo das iteracoes:

Tabela 1.1: Valores dos coeficientes e energia ao longo das interacdes

iteracao 1 Co J (ua) Energia (ua)
1 0 1 1,1807 -2,8384
2 -0,1363 -0,8830 11,1399 -2,8419
3 -0,1569 -0,8649 11,1334 -2,8420
4 -0,1597 -0,8623 11,1325 -2,8420
5 -0,1601 -0,8620 1,1323 -2.8420
6 -0,1602 -0,8619 11,1323 -2,8420
7 -0,1602 -0,8619 11,1323 -2,8420
8 -0,1602 -0,8619 11,1323 -2,8420
9 -0,1602 -0,8619 11,1323 -2,8420

—
=

-0,1602 -0,8619 11,1323 -2,8420

Percebe-se que ao longo da iteracdo os valores da integral de Coulomb decairam, o que
representa a minimizacao da repulsdo eletronica. A minimizagdo da repulcio eletronica acar-

reta a minimizagdo da energia. Notando-se que esta converge ja na terceira iteracao.

Fazendo ¢»(r) = /13,5xe 1" o resultado para a energia passa a ser de —2, 7625 ua,
mMenos preciso que o anterior e para ¢o(r) = v/108ze ™3 a energia é —2, 7599 ua, ainda menos
preciso. Com base nos argumentos apresentados anteriormente com relacdo a escolha dos ex-
poentes das fungdes ¢ pode-se notar porque estes resultados ndo siao bons frente ao anterior. A
carga nuclear efetiva do 4tomo de He é de aproximadamente 1, 6875°, ou seja, o expoente de
1, 5 ndo faz sentido e o expoente referente a carga 3 estd mais distante da carga nuclear efetiva

do que o expoente referente a carga 2.
Como as fungdes utilizadas na base representam fungdes para os dtomos de H e He™,

pode-se fazer uma comparagdo para as densidades de probabilidade destas com a do 4&tomo de

He unidimensional.
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L? ——He

Densidade de Probabilidade

Figura 1.1: Densidades de probabilidade para os dtomos de H, He e He™

Observa-se que a condi¢do inicial para os coeficientes faz com que os dois elétrons do
atomo de He sejam colocados no orbital do Het. Ao se otimizar os coeficientes ocorre um
alargamento da funcdo de densidade de probabilidade. Ou seja, a otimizagdo promove um alar-
gamento da regido do espaco onde pode-se encontrar os elétrons e por isso ameniza o efeito
de repulcao eletronica entre estes, o que foi observado numericamente na tabela 3.1. Nota-
se também um deslocamento do médximo para a direita, o que implica que para minimizar a

repulcdo eletronica os elétrons se afastam um pouco do nticleo.

Tendo em vista que o elemento de matriz (22) é referente a energia do fon de He pode-se
calcular a energia de ionizagdao do He:

E; = Eyer — Eye = —2,0000 — (—2,8420) = 0, 8420 va ~ 22,9120 eV (1.31)

O resultado experimental para a energia de ionizacdo é de 24, 587 eV '°. Ou seja, obteve-

se um erro relativo de 0,0791.

1.4 Conclusoes

No presente capitulo foi deduzida a equacao de Hartree-Fock-Roothaan utilizando-se a

energia de um estado eletronico e o método dos multiplicadores de Lagrange. Mesmo o pro-
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blema do hélio em uma dimensdo sendo um modelo simplificado, o resultado contém 2, 12%
de erro. Tendo em vista a simplicidade das funcdes de base utilizada e o fato de terem sido

utilizadas apenas duas, o resultado € bastante satisfatorio.

Foram propostas duas outras fungdes para ¢,(z) de modo a obervar alteragdes no resul-
tado e tanto para a variacdo do expoente para mais ou menos, em relacao a (1.30), os resultados
divergiram mais do valor exato. De fato, a escolha baseada nas solucdes para 4tomos com car-
gas nucleares logo acima e abaixo da carga nuclear efetiva do dtomo de hélio € a que faz mais

sentido fisico.

Utilizando-se o elemento de matriz referente a energia do fon He™ e na energia determi-
nada resolvendo-se a equagdo de Hartree-Fock-Roothaan também € possivel calcular a energia
de ioniza¢do com um erro de 7,91%, que também é um resultado muito bom levando-se em

conta a simplicidade na modelacdo do problema.

Portanto o modelo do atomo de hélio unidimensional se mostrou bastante satisfatorio e

facil de ser aplicado, podendo assim ser ensinado em cursos inciais de mecanica quantica.
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Capitulo 2

O método de Hylleraas para atomos de

dois elétrons

2.1 Introducao

Egil A. Hylleraas publicou, entre 1928 e 1930, uma série de trés artigos ' em que trata
da mecanica quantica de dtomos de dois elétrons. Resultados extremamente precisos, com um
desenvolvimento relativamente simples, podem ser obtidos por essa abordagem. A correlagcdo
entre os elétrons € introduzida de forma explicita na funcdo de onda, considerando ndo somente
as coordenadas elétron-nucleo mas também a coordenada relativa entre os elétrons. Ao esca-
lonar a funcdo de onda Hylleraas simplifica consideravelmente o calculo variacional, pois o
parametro variacional aparece na forma quadratica e linear, ao contrario da forma exponencial.

A versdo em inglés do trabalho de E. A. Hylleraas pode ser encontrada nas referéncias.*>

A historia da mecanica quantica de &tomos de dois elétrons € contada pelo proprio Hyl-
leraas no excelente artigo autobiografico, Reminiscences form the Early Quantum Mechanics of
Two-Electron Atoms. O calculo da energia de dtomos de dois elétrons foi um teste crucial para
dar credibilidade a mecanica quantica, pois resultados corretos ja haviam sido obtidos para o
dtomo de hidrogénio por E. Schrédinger no seu trabalho original da mecénica ondulatéria’® e
por W. Pauli usando a mecénica matricial.®!° Era natural que se perguntasse como seriam os re-
sultados para 4tomos de dois elétrons e essa era a pergunta que E.A. Hylleraas tentava responder.

I ¢ baseado nos

O presente texto, publicado originalmente na revista Quimica Nova,!
trabalhos originais de Hylleraas, com a inten¢do de tornar esses trabalhos mais acessiveis para
estudantes de graduacdo. ApoOs uma introducdo tedrica do hamiltoniano nas coordenadas de
Hylleraas, o calculo da energia do d&tomo de hélio é realizado com uma, duas, trés e seis funcoes
de base, como tratado originalmente. O cdlculo das integrais nessas coordenadas € feito, com
exemplos em uma dimensdo, para ilustrar integrais mais elaboradas, resumidas nas equacoes
de Chandrasekhar-Herzberg. !> As energias calculadas serdo comparadas com os resultados es-
tabelecidos em 1966 por Frankowski e Pekeris'* que obteve o resultado, £ = —2,903 724 377

ua, com todos algarismos significativos.
Para efeito de comparacdo com o trabalho original, toma-se a energia de referéncia

24



em E = —2,9037 ua, pois os célculos em 1929 foram feitos nessa precisdo. Entretanto, um
resultado para 140 funcdes de base sera discutido e comparado com o trabalho de Frankowski e
Pekeris. Os métodos numéricos aqui apresentados sdo acessiveis a um estudante de graduacgao,

possibilitando de forma simples a reproducao do trabalho original de Egil A. Hylleraas.

2.2 Coordenadas de Hylleraas e elementos de matriz

Com as coordenadas cartesianas dos dois elétrons denotadas por (x1, y1, 21) € (22, Y2, 22),
r1 € 19 as distancias dos elétrons ao niucleo e 715 a distancia entre os elétrons, Hylleraas define

as novas coordenadas,

s:r1+r2:\/x%+y%+z%+ x5+ Y5+ 23

t:rl—rgz\/x%+y%+z%—\/zg+y§+z§ 2.1

w=riy =/ (22 —21)? + (2 — 11)* + (22 — 21)?
transformando, assim, um problema originalmente em seis coordenadas para trés coordenadas

relativas. O célculo do hamiltoniano nessas novas coordenadas requer uma transformacao de co-

ordenadas, seguindo uma l6gica andloga & apresentada em textos basicos de quimica tedrica. 1>
Nas coordenadas de Hylleraas o hamiltoniano tem a forma,
~ o? 0? 0? 4s 0 4 0 20
H=-(—S+-5+ — =+ = — ==
0s? 0t Ou? s2—1t20s  s2—t20t wldu
(2.2)

_23 u? — t? 0? _23 u? —s? 0? 4z S +l
u \ s2—1t2) 0s0u u \ s2—1t2 ) 0tdu s2—t2  u
com o elemento de volume igual a,dv = u(s® — t?)dsdtdu, com 0 <t < u < s < oo.

Os autovalores da equagao de Schrodinger, H 1 = FE1p, serdo determinados pelo método
variacional linear. Nesse método a funcdo de onda total ¢ € expandida nas funcdes de base,
fi» na forma ¢ = ) "¢;f; e os coeficientes sdo otimizados para minimizar a energia total,
isto €, procura-se satisfazer a condi¢ao g—g =0, ( = 1,...n). Procurar a solugdo nio tri-
vial desse minimo € equivalente a estabelecer as raizes do determinante, |H — E'S| = 0, com
Hjj=[ filf.i fidve S;j = [ f;f;dv. Para n funcdes de base as matrizes simétricas envolvidas
terdo dimensao n x n, podendo-se dizer que o problema foi representado em n fungdes de base,
ou seja, um problema de n estados. Para maiores detalhes do método variacional linear o leitor

deve consultar livros bdsicos de mecanica quantica. !>

Por ser o problema linear, constantes comuns, como no elemento de volume ou nas

fungdes de base, ndo precisam ser consideradas. Para se estabelecer os elementos de matriz
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do hamiltoniano na base desenvolve-se a expressio, [ fjfl fidv + [ f,H fjdv. Ao se usar a
condicdo de contorno da funcdo de onda juntamente com a propriedade hermitiana do operador,

retira-se 4

o s 0f,0f, OF0f Of0f;
= VAN I ZJv I ZJr I
Hyy /0 ds/o d“/o dt(u(s t)lﬁs 0s Ot ot | ou ou

+s(u? — ) 01i0f; | 0591
ou 0s Js Ou 2.3)
0f; 0f;  0fi 0f;
2 _ 2 91 91i
s ) {au ot i 8u]
—(4Zsu+t2 - 32)fz-fj)
Para uso posterior, define-se
> ° “ ofiof;  0f;0f;  0fi0f;
= 2 _ g2y |20y ZN )y ZJeEJT
M;; /0 ds/odu/o dt(u(s t>[8385+8t 8t+6uau]
9fi0f;  0fi 0f;
2 _ 42 9l 9li
sl =) {&L ds  Os 8u] 4
af:0f;  0f; 0f;
2 _ 2 9l 9li
s ) [ﬁu o o auD
Lij = / ds / du / dt((4Zsu+t* — $°) f: f;) (2.5)
0 0 0

Nij = /OO ds /S du /u dt (U(82 - t2>f1fj) (26)
0 0 0

observando que os elementos de matriz da energia cinética sdo dados por M;;, da energia
potencial por —L;; enquanto os elementos de matriz da integral de superposi¢do equivalem
a N;;. O elementos de matriz do hamiltoniano total serdo, por conseguinte, equivalentes a
H;; = M;; — L;j. A notag@o usada para as matrizes de energia cinética, energia potencial e

integral de superposicao € a mesma do trabalho original.

As trés matrizes M, L e N serdo utilizadas no célculo da energia de atomos de dois

elétrons. As fungdes propostas por Hylleraas? foram,

@0(37 ta U) = 6_5/2 Z dlmnsltm "= Z dlmnflmn (27)

Ilmn Ilmn

com,
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fimn = e~/ 2sitmy" (2.8)

sendo a funcdo de base. Os inteiros [, m,n sdo positivos, com m podendo assumir somente
valores pares. A notacdo f,;,, = (nlm), indicando os expoentes nas variaveis s,t e u, serd

também utilizada ao longo do presente trabalho. Por exemplo, fyoo = e~%/% ou foo1 = e~*/?u.

2.3 Escalonando a funcao total

Sabendo-se que a energia cinética se escalona como k? e a energia potencial como k,
onde k € um parametro de mudanga de escala que serd otimizado para minimizar a energia
posteriormente, pode-se substituir s = ks, t = kt e u = ku, para transformar a fun¢do de onda

na forma,
ks, kt,ku) = e " dypp (ks)! (kt)™ (ku)" (2.9)
com a consequente equacao secular,

kM — kL — EN| =0 (2.10)

A forma escalonada da funcao de onda simplifica muito o cdlculo tedrico, pois o parametro
aparece no determinante e ndo explicitamente na fun¢do de onda, além de satisfazer implicita-

mente o teorema do virial.*

Todas as integrais envolvidas para o estabelecimento do cédlculo variacional serdo analiticas
e do tipo,

oo S u l 2 !
[l,m,n] = / / / e st u" dtduds = (mtn+?) (2.11)
o Jo Jo (m+1)(m+n+2)

A prova dessa relacdo € simples, bastando observar que as passagens envolverdo as

/ e “xPdx = p!
0

b 1
o+
/ 2Pdx =
0 p+1

A generalizacio dos elementos de matriz para o hamiltoniano e para a integral de superposi¢ao

integrais elementares,

(2.12)

¢ possivel. Entretanto, antes de abordar essa generalizacdo, ilustra-se o cdlculo das integrais

para alguns casos particulares.
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2.4 Calculo da energia com uma funcao de base

Para o problema unidimensional, com a funcdo de base fyoo = e~5/2, desenvolve-se,

H11—/ ds/ du/ dt(u(s* — t?) (a(J;ooo) + (5% = t* — 4Zsu) fiy)
s
:%1/ dses/ du/ dtu(s2—t2)—|—/ dse” /du/ dt(s* — t* — 4Zsu) @13)
0 0 0

=8 — (327 — 10)

onde a relacdo entre a derivada da segunda e o quadrado da derivada da primeira foi utilizada,

veja Anexo A, e,

o0 S U o) s 3
Nii = / dS/ du/ dte_su(82 — t2) = / dse_s/ dun (82u o u_)
0 0 0 0 0 3
o0 s 4 4 0 4 ‘
= / dses/ du 52u2 — U_ = —/ 67885d8 — x5 (214)
0 0 3 15 Jo 15

= 32

mostrando que, para o caso do dtomo de hélio (Z = 2), M=8, L=(32 x 2 -10)=54, N=32.
Portanto, de acordo com a equacdo geral (2.10), tem de se resolver a equagio k?8—k54—32F =
0, ou
k*8 — k54
E = v (2.15)
32

O minimo da energia em relacdo ao parametro variaciona 27

dE
1 8

, 95 = 0, fornece kyin =

e por conseguinte F(k,,;,) = —2, 8477 ua.

Esse resultado é igual a F = —(2— )? = —(1,6875)* = —2, 8477 ua, como obtido em
livros bdsicos de mecanica quantica.!® Entretanto, enfatiza-se que o caminho aqui apresentado,
seguindo o trabalho de Hylleraas, simplifica consideravelmente os calculos, pois o parametro
variacional aparece como k? e k, e ndo no exponencial da funcdo de onda, como j4 enfatizado.

Observa-se que o significado de g € o mesmo de Z.y, a carga atOmica efetiva.

2.5 Asequacoes de Chandrasekhar-Herzberg

Expressoes analiticas para as matrizes M, L e N s@o possiveis para qualquer conjunto de

expoentes [, m, n na funcdo de base fi,,, = e~*2s't™u™. O caso geral pode ser encontrado no
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trabalho original de Hylleraas, mas de uma forma mais didatica no trabalho de Chandrasekhar

e Herzberg. !?

Definindo-se, ag = l;+1;, a1 = Li+1j+1, a0 = [;+1;+2, a3 = [;+1;—1, as = [;+1; -2,
com expressdes semelhantes para m (letra b) e n (letra c) tem-se,
M;; = (Lil; — mymyj + Ling + nl; — myn; —myn;)|ao, bo, 1]
—0,5(l; + I + n; + nj)as, by, c1] — (nin; + Ling + nil;)[ag, ba, ¢4l
+(ninj + min; +mjin;)[az, bo, cs] + 0,5(L; + 1;)[as, ba, c1] (2.16)
+0,5(n; +nj)[as, be, c3] — Lil;[as, be, c1] + mymjlas, by, c1]

+0, 25[&2, bo, Cl] — 0, 25[&0, bg, Cl]

Li; = 4Z[ay, by, c1] — [az, by, co] + [ag, ba, ¢1] (2.17)

N;; = [a2,bo70ﬂ - [CLObeaCl] (2.18)

com |a, b, c] ja definido. No que se segue essas trés equacdes serdo denominadas de relacdes
de Chandrasekhar-Herzberg. A prova dessas relagdes envolve uma algebra trabalhosa e longa,

com utilizacdo do resultado da equacao (2.11).

Para um exemplo da aplicacao das relagdes de Chandrasekhar-Herzberg considera-se o
calculo do elemento de matriz Ny;, como desenvolvido na equagao (2.14). Nesse caso, [, =
my=mn; =1ls=mg=mn9=0e¢,

5! 5!
Ny =12,0,1] - 10,2,1] = — —
11 { s Yy ] [ ) &y ] 3 3%5

confirmando o resultado feito diretamente por integracdo, equagdo (2.14). Os elementos de

=40—-8=32 (2.19)

matriz podem ser calculados de forma andloga. Um programa geral para calcular essas matrizes

conterd por volta de 20 comandos, como desenvolvido pelos autores do presente artigo.

2.6 Solucao para duas funcoes base

As trés matrizes necessdrias para o cdlculo variacional na base {e~/2, e=*/?u} sdo dadas

por,

8 25 54 208 32 140
M = L= N = (2.20)
25 128 208 1012 140 768
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o que pode ser confirmado pelas equagdes de Chandrasekhar-Herzberg. Pela equagdo bésica

deve-se resolver o determinante,

2 8 25 . o4 208 & 32 140
25 128 208 1012 140 768

Uma solucdo analitica desse problema de dois estados pode ser desenvolvida, resolvendo-

=0 (2.21)

se o problema quadrético em £/,

4976 E? — (3240k? — 15616k)E + (399k* — 4608k> + 11384k%) = 0 (2.22)

que admite as solugdes,

— 1952k + 405k2 & 21/6k+/1664k2 — 6168k + 11245
E(k) = ST (2.23)

Ja que k € positivo tem-se para a raiz de menor valor,

— 1952k + 405k2 — 21/6k+/1664k% — 6168k + 11245
E(k) = S (2.24)

O minimo de E(k) fornece &, = 3,6994 com E,,;, = —2,8911au, coincidindo com o

resultado de 1929. Essas equacdes quadraticas ndo aparecem no trabalho original de Hylleraas,

mas o problema certamente foi resolvido dessa maneira.

E importante observar que esse resultado analitico e simples fornece uma precisdo maior
do que cdlculos numéricos em estrutura eletronica. O limite Hartree-Fock para o dtomo de
hélio foi calculado, usando uma base de alta qualidade, e estabelecido em £ = —2,8616au, um

resultado pior do que o aqui encontrado.

2.7 Calculo da energia com trés funcoes de base

Para trés estados com a base, fogo = e %/2, foo1 = ue /2, fooo = t2e~*/2, é necessario

resolver,
8§ 25 48 54 208 348 32 140 192
K225 128 292 | — k| 208 1012 2048 | — E | 140 768 1232 || =0 (2.25)
48 292 1920 348 2048 8592 192 1232 4608

Para esse problema pode-se escrever a equacao do terceiro grau e resolvé-la pelo método
de Cardano,'® mas como a expressdo obtida nfio é trivial, decidiu-se tomar outro caminho

numeérico.
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Desenvolvendo o determinante obtém-se,

f(E) =a(k)E* +b(k)E? + c(k)E + d(k) (2.26)
com,
a(k) = —12279808
b(k) = 14526464k* — 59882240k 2.27)
c(k) = —(5130752k* — 45141888k> + 93159424%%) '
d(k) = 489856k5 — 7321840k + 32800768k* — 452465283
A raiz desse polindmio, que serd a solucdo do problema, foi calculada pelo método de
Newton,
f(E)
E,..=FE,— 2.28
+1 F(E) (2.28)
com f'(E) = & = 3a(k)E® + 2b(k)E + c(k). Com a condigdo inicial de Bohr(-3,0au)” ¢ e
k=3,69 obteve-se I/ = —2,9024au, com apenas cinco iteragdes. Novamente esse resultado foi

obtido por Hylleraas em 1929.2 2 O resultado € surpreendente: a solucdo de um problema com

trés funcdes de base ja fornece trés algarismos significativos se comparados com os exatos. '3

2.8 O problema de seis funcoes de base

Hylleraas resolveu também o problema com as seis fungdes de base,

{6_8/2, 6_5/2’&, 6_8/2t2, 6—3/287 6_8/252, 6—5/2u2}

Para facilitar o uso da teoria apresentada e tornar o presente trabalho mais didatico, sao

apresentadas as matrizes para essa base,

8§ 25 48 32 144 96

25 128 292 135 800 700
48 292 1920 288 1920 1920
M = (2.29)
32 135 288 176 1056 672
144 800 1920 1056 8064 4992

96 700 1920 672 4992 4992

54 208 348 270 1620 1012
208 1012 2048 1248 8736 5952
348 2048 8592 2436 19488 14128
L= (2.30)
270 1248 2436 1620 11340 7084
1620 8736 19488 11340 90720 56672

1012 5952 14128 7084 56672 41040
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32 140 192 192 1344 768

140 768 1232 980 7840 5040

192 1232 4608 1536 13824 9216

N = 2.31)
192 980 1536 1344 10752 6144

1344 7840 13824 10752 96768 55296

768 5040 9216 6144 55296 38400

Como esses calculos eram feitos em 1929? O préprio Hylleraas responde, no seu ar-
tigo autobiografico: os calculos numéricos foram realizados em uma maquina de calcular
Mercedes-Euclid, cuja figura pode ser apreciada em livros sobre a histéria da computagio, '
7 que também dava choques quando os calculos eram realizados (... with the faculty of giving

out not only veritable acoustic waves, but even respectable shock waves).%

Um programa numérico(em Mat 1ab), de somente uma linha, pode reproduzir esse tra-

balho gigantesco de 1929. Se essas matrizes sdo substituidas no programa,

m=[...],1=[...],n=[...],f=0@ (k) min(eig(kxkxm-kx1,n)),

km=fminsearch (f, 3), e=f (km)

obtém-se k,,;, = 3,5113 e Ein = —2,9033 ua, um resultado preciso com 4 significativos,
confirmando o trabalho de 1929.

O programa apresentado se presta para qualquer dimensado. Para ilustrar, considere m =
[8],1 = [54],n = [32], obtendo-se o resultado ja calculado. Com esse mesmo programa e com
as matrizes correspondentes, incluindo todos os termos na expansao até os expoentes maximos
lnaz = 35 Mgz = 8 € Ny = 6, tamanho da base igual a 140, calculou-se k,,;,, = 3,983178
e F = —2,903724 ua, indicando uma precisdo de sete significativos. A tabela 2.1 resume os

resultados dos célculos do presente trabalho.

Tabela 2.1: Energias do dtomo de hélio nas varias bases. Nimeros em negrito indicam a pre-
cisdo dos resultados.

Base Resultado calculado Erro/%
{e=3/2 =52} -2,847 656 2
{e=s/2 e=5/2u} -2,891 120 0,4
{6*3/2, Q*S/QU, @*S/2t2} -2,902 432 0,04
{675/2’ 678/211,, 675/2t2’ 675/23, 678/2527 678/2’[1,2} -2,903 329 0301
{e=s/2 e=5/2u, e=5/%2 ... e™*/2 5330S} -2,903 724 0

2.9 Discussao e conclusao

O trabalho original de Hylleraas sobre o calculo da energia no atomo de hélio foi apre-

sentado e discutido de forma didatica. Os resultados foram apresentados para as mesmas bases
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empregadas em 1929 e adicionalmente com 140 fun¢des de base.

s/2

O cdlculo com um conjunto de fungio de base, {e~*/? e~%/2}, é equivalente ao cilculo

apresentado em livros textos de mecanica quantica, apesar de uma abordagem mais simples.

s/2 e75/24} obtém-se um resultado analitico e simples, com uma precisio maior

Com abase {e~
do que o limite Hartree-Fock para esse sistema, calculado em £/ = —2,8616 ua. Esse resul-
tado serve também como um teste para o modelo do campo central com um determinante,
empregando-se a base gaussiana. Uma base simples, como a de Hylleraas € superior a um
calculo computacional nessa aproximagdo, pois as fungdes de base de Hylleraas, ao contrario
da aproximag¢ao com um determinante, levam em conta a correlagdo explicita entre os elétron,

ao se incluir v como varidvel da funcdo de onda.

O resultado classico de Hylleraas € obtido com trés e seis estados, ja fornecendo trés e
quatro algarismos significativos, respectivamente. Ao se aumentar o tamanho da base a precisdao

tende a aumentar e obteve-se sete significativos com uma base modesta, de 140 funcdes de base.

Para apreciar ainda melhor os resultados obtidos, calculou-se a energia do hélio pelo
método MRCI, extrapolando para o limite de base completa, obtendo-se 2 = —2,903784 ua,
teoricamente uma base infinita. Ainda assim o resultado com seis func¢des de base fornece um

algarismo significativo a menos do que esse resultado com base infinita.

Célculos foram realizados para outros dtomos de dois elétrons com a mesma base de 140
termos. Para a sequéncia H-, Li*, Be?>" e B3 foram obtidos, respectivamente, os resultados
para as energias, —0, 527750 ua, —7,279913 ua, —13, 655565 ua e —22,030971 ua. Todos os

resultados se encontram com sete algarismos significativos.

Variacdes do método discutido podem ser adaptadas, como por exemplo, uma andlise
sensitiva das funcdes de base. Qual a importincia relativa de cada termo na expansdo se-
ria uma pergunta fécil de se responder com o formalismo aqui apresentado.Os calculos para
os sistemas apresentados servem também para elucidar a equacdo apresentada por Hylleraas,

— 57 0,00876 0,00274
E=—Z7>+422—0,15744 + =20 — =53

O resultado pode ser verificado, fornecendo trés algarismos significativos. A série pode
ser aumentando para se obter um resultado mais preciso, usando-se os dados fornecidos no pre-

sente trabalho.

O método de Hylleraas aqui discutido pode ser ensinado em cursos basicos de quimica

quantica, especialmente no que se refere a aplicacdo do método.
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Capitulo 3

Condicoes de cuspide nas coordenadas de

Hylleraas

3.1 Introducao

Desde os primordios da teoria do orbital molecular, tratada na mecanica quantica, sabe-
se que as func¢des de Slater ndo levam em consideracao o efeito de correlag@o entre os elétrons.
Este problema pode ser contornado considerando-se a distancia eletronica, 115, como uma
varidvel, procedimento realizado por E. A. Hylleraas em 1929.! Um aprimoramento simples
na funcio de onda, usando-se e~ "1 +72)7 5 a0 invés de uma funcio de Slater simples pode redu-
zir o erro de 4% para 0.4%. Apesar das coordenadas de Hylleraas serem incorporadas em alguns
métodos para célculos de estrutura eletronica, como o R12, conjuntos de base constituidas de
funcdes gaussianas acabam sendo utilizadas inevitavelmente, devido ao fato destas resultarem
em uma maior velocidade para a finalizagdo dos calculos. Contudo, as fun¢des gaussianas nao
satisfazem as condi¢Oes de cuspide. Mesmo as fun¢des de Hylleraas, apesar de fornecer melho-
res resultados utilizando-se conjuntos de base menores, nem sempre irdo satisfazer as condicoes
de cuspide. Este trabalho se concentra na andlise destas condi¢cdes de um modo geral e aplicado

as fungdes de Hylleraas.

Em 1951 Kato? publicou um artigo no qual ele discute as propriedades gerais do ope-
rador Hamiltoniano. Em um trabalho subsequente, publicado em 1957, o0 mesmo autor> es-
tabeleceu duas condi¢des fundamentais que a funcdo de onda deve satisfazer para evitar as
singularidades quando as coordenadas de dois elétrons ou de um elétron e um nicleo coinci-

dem. Estas condi¢des sdo conhecidas hoje em dia como “condi¢des de cuspide de Kato™.

Entretanto, em 1953, Léwdin* publicou um trabalho no qual ele estudou numericamente
fungdes de onda de campo auto-consistentes tabeladas e observou uma relacdo equivalente a
condi¢ao de cuspide que viria a ser proposta por Kato trés anos depois. Outro ponto a ser des-
tacado é o fato de que Lowdin obteve esta relacdo em fungdo da carga nuclear e do nimero
quantico de momentum angular, /, enquanto Kato obteve apenas para o estado fundamental do

sistema.
As condi¢cdes de cuspide para dtomos de dois elétrons foram obtidas por Roothaan e
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Weis® em 1960, mas um tratamento geral foi desenvolvido por Pack e Brown® para qualquer
estado eletronico e obtendo-se a mesma condi¢do que Lowdin. Em 1976 Thakkar e Smith’
demonstraram a correspondéncia entre as condi¢des de cuspide de Kato e a média esférica
da matriz intracula, aplicando seus resultados para verificar se a fun¢do de Hylleraas de 20

parametros obtida por Hart e Herzberg?® satisfazia as condi¢des de ctispide.

No presente capitulo, resultado de um trabalho publicado na revista Journal of Physics
B: Atomic, Molecular and Optical Physics,’ as condi¢des de cispide serdo derivadas a partir
da andlise do Hamiltoniano e testadas diretamente para as fun¢des de onda nas coordenadas
de Hylleraas, ao invés de se utilizar a média esférica da matriz intracula. Esta abordagem foi
escolhida devido ao fato de a relac@o entre a fungdo de onda e sua derivada poder ser vista de
forma mais intuitiva por meio do Hamiltoniano. Restri¢des para as funcdes de Hylleraas, tanto
na parte polinomial quanto exponencial, também foram obtidas para assegurar o comportamento

correto nos pontos de coincidéncia das coordenadas de dois elétrons ou um elétron e um nucleo.

3.2 Condicoes de ciispide em coordenadas relativas

O Hamiltoniano para 4tomos de dois elétrons, nas coordenadas ry, r € 712, é dado por: '

H:—§ —+2f'1'f12

p_ 1[0 20 R
or?  ry0r Ori0ryy  Or3

2 0 DT 0? n 4 0 .
—_— I‘ .I‘ —— —
9 Oy 2 Ory0riy 1120112 3.1

que possui singularidades nos limites de r; — 0, 72 — 0 ou 5 — 0. Como as derivadas com

termos cruzados serdao zero nestes limites, obtém-se,

Y(r1, _
grllm) - — —Z¢(T1,T2)T1:0
8w ) —_
1) L, =2 ) (3.2)
oY (r1, _ 1
% - = 5’(/}(7’1,7’2>r12:0

de modo a evitar as singularidades em cada limite. Estas sdo as condi¢des de cuspide.

Se a fungédo de onda (11, 79) = ¢(r1)d(r2)P(r12) € utilizada na equagéo (3.1), tem-se

para o Hamiltoniano de interacao elétron-elétron:
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Hypy=—| 252 +£—§J+L 3.3)

r12 Or12 12

No limite de r15 — 0, pode-se expandir a fungio de onda:!!

d(r12) = co+ 112 + Corfy + . (3.4)

© 1
I:.]12¢ (7’12) = 7"_ (CO — 201) + (Cl — 602) + O (7”12) ce (35)

12

Consequentemente, para remover a singularidade € necessario que ¢; = . Na medida em que

r12 aproxima de zero, a funcdo de onda aproximada é dada por

¢ (r12) = co (1 + %) (3.6)

Esta expressdo pode ser obtida diretamente da terceira relacdo na equagdo (3.2) se a

fungdo de onda for subtituida diretamente nesta. O método R12 é baseado neste resultado. 2

3.3 Condicoes de cuspide nas coordenadas de Hylleraas

3.3.1 Hamiltoniano e possiveis singularidades

A obtenc¢do das condic¢des de cuispide nas coordenadas de Hylleraas € importante, uma
vez que estas irdo impor importantes restricdes na funcao de onda. As coordenadas de Hylleraas

s, t e u sdo definidas como: '3

S=r1+1r9 t=7T1—T2 U=T (3.7

com a fungdo de onde escrita da seguinte forma, (s, t,u) = e~z >t Aimn 't u™. Neste

novo conjunto de coordenadas o Hamiltoniano é dado por:

~ o? 0? 0? 4s 0
Hp (s.tu) = {— <@+@+ auz) TE s

(3.8)

4 0 20 2s <u2—t2) 0?

2120t wou u \s2—t2) 9sOu

o2t (u? — §? 0? 47 s
s2—t2 ) Otou  s2—t

Exceto pelas derivadas de segunda ordem e derivadas cruzadas no Hamiltoniano, todos

5 —l—%] (s, t,u)

u

0s outros termos possuem singularidades quando v = 0 ou s* = ¢2 (ou seja, s = [t]). Os termos
cruzados devem ser analisados separadamente, ja que ndo € possivel notar se ha singularidade

ou ndo nestes limites. Os coeficientes que multiplicam estes termos serao analisados para ambos
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os limites u — 0 e s — t2.

3.3.2 Limitedeu — 0

u®—t?
s2_¢2

angulo entre os vetores ry € ro aproxima-se de zero e sob esta condic¢ao, tem-se:

O primeiro coeficiente, C; = 2 (

u

), sera estudado no limite v — 0. Neste caso o

lul” ~ |r1)? + [raf” — 2|11 [r2| = (|r2| — [11])° (3.9)

ou seja, |u| ~ ||rz| — |ry||. Portanto, para o primeiro termo cruzado no Hamiltoniano o limite

¢ dado por:

u—0

lim Cy = lim 2su <1‘2(_1;2 ) —0 (3.10)
u—0 $

2 . P .
onde usou-se ||rz| — |r1||” = u? = t2. Logo, este primeiro termo ndo € singular no limite con-

siderado e ndo contribuird para a condicao de cuspide.

Para o segundo caso,

) .2t (u? — s .2t [—s*
iy Co = i (ft) =i (—) - G0
Onde utilizou-se o fato de u = |t| e de que ﬁ serd —1 ou 1 dependendo se |ra| se

aproxima de |rq| pela esquerda ou direita. Portanto, o resultado deste limite ¢ finito e conse-

quentemente ndo ird contribuir para a condi¢do de cuspide.

3.3.3 Limite de s — [t

Para o limite de s — [t|, que ocorre se, e somente se, r; — 0 ou ry — 0, tem-se:

, . 25 (u?—+t2 . 2y (12 —12
Yim, € = Jim, (ﬁ) = Jim (f) -7 G12)
2 2 2
€
. BRRT 2t u?—s2\ _ 1. _2ry rgfr§> _
Jim Co = Jim 3 () = tim, % (=) = =2 613

com resultados semelhantes para os limites em relacdo a r — (0. Assim como na andlise
anterior, estes termos também ndo serdo importantes para se evitar as singularidades no Hamil-

toniano.

3.3.4 Condicoes de cispide eletronica e nuclear

Ap6s a andlise dos termos cruzados, as condi¢cdes de cuspide poderdo ser obtidas, como

feito anteriormente. Para os termos que sdo singulares no limite de s — |¢|, deve-se impor
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4 OY(s,t,u) (s, t,u) 47 s

t — = — t,u)s— 14

52 — ¢2 |: ot § Os ol 52 — 2 w(sv 7U)S—|t| (3.14)
ou,

a¢<8,t,U) aw(sﬂtau)
—_— = Z .1
{t T S5 - s(s,t,u)| (3.15)
Para a singularidade no limite © — 0, deve-se garantir
u ou w—0 U

ou,

ad) <S7t’u) — ¢ (S7t7u>u:O (317)

ou we0 2

Como resultado, para se evitar as singularidades do Hamiltoniano nas coordenadas de

Hylleraas, as relagcdes

t 5 — s ] - = Zsy(s,t,u)| oy (3.18)
e
0V (s,t,u) (s, tu), g
~ou . =5 (3.19)

devem ser satisfeitas. Estas sdo as condi¢des de cuspide nuclear e eletrOnica, respectivamente.

3.4 Funcoes depedentes de s

As condi¢Oes de cuspide serdo analisadas para fun¢des dependentes apenas da varidvel

s, primeiramente. A fun¢io mais simples €, '*
Yi(s) = e (3.20)
A condig¢do de cuspide nuclear, equacao (3.15), aplicada a esta fungdo resulta em:

_ Ov1(s)
= —g—
s=1t| Os

oY1(s) oY1(s)
t Blt -5 815 }

oy = 2 e (3.21)

ou seja, esta funcao satisfaz a condicdo de cuspide, ja que para o hélio Z = 2. Entretanto, como
esta funcdo ndo depende de u, a condicao de cuspide eletronica ndo pode ser satisfeita. Outra
funcdo de onda comumente encontrada é: '

Un(s) = o 168755 (3.22)

Analogamente,
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Oa(s) Oa(s)
t 192t - gs i|

Otha(s) _ —1,6875s
e BT 6:23)

Nota-se que esta funcdo ndo satisfaz a condi¢do de cispide nuclear.

3.5 Funcoes que dependem de s e u

Para funcdes de onda que dependem das varidveis s e u, pode-se considerar, 1°

Ys(s,u) = e 2 (1+0,5572u) (3.24)

Como a parte polinomial ndo depende de s, o resultado para a condi¢do de cuspide
nuclear serd o mesmo encontrado para v (s), ou seja, a funcdo de onda 3(s, u) satisfaz esta
condicdo. Aplicando-se a relacdo (3.17) para esta funcdo de onda, ontém-se que:

Quslow) | — (), 557245 (s,u),_o 7 0, 503 (5, 1), (3.25)

ou

Portanto, a condi¢do de cuspide eletronica ndo € satisfeita. Do mesmo modo obtém-se

que Yy(s,u) = e 188535 (1 4 0, 5252u) ndo satisfaz nenhuma das duas condigdes.

3.6 Funcoes que dependem de s, v et

Considerando agora fun¢des que dependem das trés coordenadas de Hylleraas: '4

Ys(s, t,u) = e 1% (14 0,30u + 0, 13¢%) (3.26)

tem-se,

et — 2t | = [1[0,261] -
’ s=|t
s[1,816] (1 +0,30u + 0,13%)] e~ 1¥1%| _, = (3.27)

[0,26t2 — |¢] [1,816] (1 4 0, 30u + 0, 13¢2)] ¢~ L8161

que ¢ diferente de 2[t|e 18101 (1 40, 30u + 0, 132) e, portanto, ndo satisfaz a condi¢io de
cuspide nuclear. Para a condi¢do de cuspide eletronica:
uslstan) | = (), 30e 18165 £ 0, 5e~ 15165 (1 4 0, 13¢) (3.28)
0

ou -
u="

Ou seja, esta func@o também nao satisfaz a condi¢c@o de cuspide eletronica.
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3.7 Restricoes para as funcoes de Hylleraas

3.7.1 Uma forma geral para as funcoes de Hylleraas

Como mostrado pelos exemplos anteriores, as funcdes de onda de Hylleraas podem ou
nao satisfazer as condicoes de ctspide. Portanto € importante impor algumas restri¢des nestas
fungdes de onda de modo que estas condi¢des sejam satisfeitas. De modo geral, estas funcdes

de onda podem ser escritas como

(s, t,u) =e Z A s't™u"™ = e ** P (s,t, 1) (3.29)

Im,n
As condigdes de cuspide eletronica e nuclear serdo aplicadas para esta forma geral da

funcao de onda.

3.7.2 A condicao de cispide nuclear para a forma geral

Para a condi¢do de cuspide nuclear, pode-se escrever a equagdo (3.15) como

—Qs aP (57 t’ u) —Qas —Qs aP (87 t’ u) _ —Qas
[te 5 + sae” P (s,t,u) — se s . = Zse P(s,t,u)‘szm
(3.30)
que simplifica para,

OP (s,t,u) OP (s,t,u)

{tT + saP (s, t,u) — R . = ZsP (s, t,u)|,_y (3.31)
Se definira = Z e
P P
O aiy 0s oy

a condigdo de cuspide nuclear serd satisfeita. Como P (s, t,u) = Y, djmns't™u", a equagdo

(3.32) pode ser expressa como,

> "m0 =Y Uy [ 0" (3.33)

l,m,n l,m,n

que € vélida somente para [ = m. Consequentemente, o polindmio devera ser da forma,

Y (s, t,u) = e % Z Ay 8™ U™ (3.34)

m,n

para que a condi¢do de cuspide nuclear seja satisfeita.
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3.7.3 Condicao de cuspide eletronica

E necessario que a fun¢@o de onda satisfagca as duas condi¢des. Sendo a condig¢do de

cuspide eletronica dada por

oY (s, t,u)
ou

Utiliza-se a equacao (3.34) nesta definicdo. Explicitando os termos que nao multiplicam

1
= §w (s,t,u),_g (3.35)

u=0

as varidveis s, t e v na parte polinomial e sua derivada, obtém-se, ap6s dividir por e=%* de

ambos os lados:

ot + 3 ™ 70" | =3 (oo + X 0 donns™ ™" (3.36)
Notando que quando v — 0 tem-se também que ¢ — 0, obtém-se,
1
do1 = §d00 (3.37)

3.7.4 A funcao de onda geral

Definindo-se o primeiro coeficiente da funcdo como sendo unitario, entdo dy; = % e,

Y (s, t,u) =e 7

1+u (% +> dmlsmtm> YN st (3.38)

m>0 m>0n>1

Sendo assim, uma forma geral para a funcao de onda nas coordenadas de Hylleraas que

satisfaz as condi¢des de cuspide foram obtidas. Um caso particular sera testado.

3.8 Exemplo de uma funcao de Hylleraas que satisfaz as condicoes
de cuspide

Para o caso particular de 1,4 = 2, Mper = 4 € Z = 2 a equacdo (3.38) € escrita na

forma,

w (S, t, u) = 6_28 [1 +u (% + d2182t2 + d4184t4) -+ U2 (d2282t2 + d4254t4)} (339)

que serd analisada. A condi¢do de cuspide nuclear, equagdo (3.18), pode ser desenvolvida,

obtém-se que
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ot Os = te7 (u [dn 25" + dinds"t’] + 0 [d25° + dinds™t]) +

s=|t|

t&b(s,t,u) S@l/z(s,t,u)]

1
s2e~ %8 [1 +u <§ + do 8%t2 + d4134t4> + u? (d2232t2 + d4284t4):| —

se”%s [u (d212st2 + d41433t4) + u? (d2225t2 + d424s3t4)} | =

s=|t|

e2s (u [d21232t2 + d414s4t4] +u? [d22232t2 + d42454t4}) +
1
s2e” % [1 +u <§ + dyy S22 + d4184t4) + u? (d2232t2 + d4284t4):| -

6728 [U (d21252t2 + d41454t4) -+ U2 (d22282t2 + d42454t4)] | =

s=|t|

s=|t|

1
526725 |:1 +u (5 + d2182t2 + d4184t4) + U2 (d2282t2 + d4254t4)1

281# (57 tu U) |s:|t\
(3.40)

que satisfaz a condicdo de cuspide nuclear. A condi¢do de cuspide eletronica, equagdo (3.19), é

equivalente a:

0 t 1
Y (s, t,u) — o2 [(_ T dyy 2% + d4134t4>
du u=0 2
2,2 4,44 e
—|—2U, (d228 [ d428 t )} ‘u:(] - 9 - (341)
1
§w (s,t,u) .

ou seja, a condi¢do de cuspide eletrOnica também € satisfeita. Estes dois desenvolvimentos
confirmam que as restri¢des impostas as funcdes de Hylleraas, expressa na forma apresentada

em (3.38), garantem que as condi¢des de clispide sejam satisfeitas.

3.9 Conclusoes

As condi¢des de cuspide foram estabelecidas em dois conjuntos de coordenadas. Na
primeira andlise estas condi¢des foram obtidas nas coordenadas 71,75 € 715 na qual uma fungdo
de correlacdo simples, (3.6), foi obtida. Explicando, de forma direta, a origem fisica do método

R12 usado em calculos de estrutura eletronica. '
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No segundo desenvolvimento uma forma para as condi¢des de cispide foram obtidas
utilizando-se as coordenadas de Hylleraas, sendo expressas pelas equacdes (3.18) and (3.19).

Foram obtidas também restricdes para as fungdes de Hylleraas, sendo estas:

1. E necessério que o polindmio contenha o produto das varidveis s e ¢, sendo os expoentes

de ambas iguais;

2. O expoente da parte exponencial da fun¢do de onda deve ser igual a —Z, no caso do

atomo de hélio igual a —2;

3. A primeira poténcia da variavel u, com m = 0, deve multiplicar um coeficiente constante
com a condi¢do dy; = %doo- Se for definido dyy = 1, entdo a primeira poténcia de u deve

multiplicar 1;

Estas condi¢des, que podem ser aplicadas diretamente, foram testadas em algumas das
fungdes de onda originalmente propostas por Hylleraas. Por exemplo, foi demonstrado que

Y1(s) = e2* satisfaz a condigdo de cuspide nuclear e que y(s) = e 108755

nao, entretanto
a ultima apresenta um resultado mais preciso para a energia calculada e satisfaz o teorema do
Virial. Com isto surge uma questdo importante relacionada as condi¢des de cuspide: elas tem
de ser satisfeitas ndo somente para melhores resultados, mas para garantir a qualidade da fun¢ao
de base no processo de convergéncia. Outras funcdes propostas por Hylleraas em seu trabalho

original também foram discutidas ao longo do texto.
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Capitulo 4

O Modelo de Thomas-Fermi

4.1 Introducao

Em 1927, o fisico e matemadtico britanico Llewellyn Hilleth Thomas publicou um artigo
intitulado “The calculation of atomic fields”.' Neste artigo Thomas parte de quatro suposicdes
iniciais para o cdlculo dos campos atdmicos por uma abordagem puramente tedrica, sendo es-
tas: ndo € necessdrio considerar efeitos relativisticos; existe um potencial, V, no dtomo que €
dependente somente da distancia em relacdo ao nicleo sendo que este € zero no infinito € no
limite de » — 0, tem-se 7V — FE; os elétrons estdo uniformemente distribuidos no espago
de fases na razio de dois elétrons por k3 do volume; o potencial é autodeterminado pela carga
nuclear e pela distribuicao dos elétrons. Esta tltima suposi¢do garante que o potencial pode ser

determinado resolvendo-se a equagao de Poisson.

Enrico Fermi, partindo do desenvolvimento estatistico desenvolvido por ele em 1926,2
publicou em 1928 um artigo, denominado “Eine statistische Methode zur Bestimmung einiger
Eigenschaften des Atoms und ihre Anwendung auf die Theorie des periodischen Systems der
Elemente”,* no qual ele obteve a relagio entre a densidade eletrdnica e potencial partindo-se
da premissa de que o sistema pode ser descrito pelo modelo do gas de elétrons. Substituindo
a relacdo entre densidade e potencial encontrada na equagao de Poisson obteve, independente-

mente, a mesma equagao que Thomas.

E interessante notar que em ambas as formulagdes hd a necessidade de que se considere
atomos pesados. Na formulagdo de Thomas € devido ao fato de que o campo efetivo de um
dtomo em qualquer ponto depende se este estd ocupado, vazio e das condi¢des da ocupacdo! e
portanto para que o campo niao varie e as condi¢des estabelecidas por Thomas serem vélidas é
necessario que o dtomo tenha uma grande quantidade de elétrons. No modelo de Fermi, para
que o problema possa ser abordado estatisticamente pelo modelo do gés de elétrons € necessario
que se tenha uma grande quantidade de elétrons no sistema. Desta forma as duas abordagens
necessitam da mesma suposi¢ao e ambas tem como resultado final a mesma equagao, conhecida

hoje como equagao de Thomas-Fermi.

No presente capitulo serd deduzida a equagcdao de Thomas-Fermi seguindo o modelo

do gas de elétrons, utilizando-se o resultado de uma particula em um poco de potencial in-
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finito tridimensional para se obter a energia cinética para o sistema. Serdo apresentadas as
defini¢es de densidade eletronica e densidade de um par eletronico que serdo utilizadas em ou-
tros capitulos desta dissertacdo e que sdo importantes para se definir os funcionais de interagao
elétron-elétron e elétron-nicleo. Apds estabelecer a forma funcional da energia total, sera apli-
acado o principio variacional para que esta seja minimizada em relagdo a densidade eletronica e
entdo a equacao de Thomas-Fermi serd obtida como resultado final. Esta serd resolvida numeri-
camente de acordo com o método apresentado no livro do Shampine*, utilizando-se o programa
em MatLab disponibilizado por Weatherwax?, e o resultado sera aplicado inicialmente para o

atomo de hélio e depois para outros &tomos mais pesados.

4.2 O modelo da particula na caixa e o funcional da energia
cinética

No modelo de Thomas-Fermi considera-se um sistema de elétrons que ndo interagem
entre si para se obter a energia cinética para este sistema. Neste caso, a energia de cada estado
quantico sera obtida a partir do modelo da particula na caixa. A solug¢do para este modelo
ndo serd apresentado aqui, mas pode ser encontrado facilmente em livros de mecénica quéntica

basica.” O resultado para os niveis de energia deste modelo € dado por

h2
ml?

Onde n,, n, € n, sdo os numeros quinticos e assumem valores inteiros maiores ou

€(ng, ny,n,) = (nfc + 7%2/ + ng) 4.1)

iguais a zero, [ é o comprimento da caixa, h a constante de Plank e m a massa do elétron.
Para uma grande quantidade de estados pode-se aproximar o nimero de estados, N(€), com
energia menor ou igual a e pelo volume do primeiro octante de uma esfera de raio R, onde
R? = (n2 +nl + n2). Portanto,

€3 (4.2)

N

N{(e)

_147R® @ (Sml2e)3 _ 8rAV

3
=85 3 6\ g (2m°)

Onde I? = AV. O célculo de algumas propriedades, dentre elas a energia média, pode
ser obtido por meio do produto da densidade de estados e da distribui¢cdo de probabilidade. Para

o caso da energia média:®

E = /ef(e)g(e)de (4.3)

Como o sistema em questdo € o gas de elétrons a distribui¢do de probabilidade ¢ dada

pela distribuicao de Fermi-Dirac:

(4.4)



onde x € o potencial quimico e kp € a constante de Boltzmann. Esta fungdo descreve como se
d4 a distribuicao de férmions (particulas de spin semi-inteiro) em fun¢do da energia dos estados.

A densidade de estados € obtida pela derivada do nimero de estados em relagdo a energia e:

_dN(e) 4rAV
~de B3

N
[

g(€) (2m3) €

4.5)

Tem-se entao, que

W1 fEr 16TAV 15
E = 2/ef(e)g(e)de =0 (2m?)? / e2de = % (2m*)? Elgw (4.6)
0

Onde o fator de dois € em consequéncia de haver dois elétrons por estado e a alteracao
no limite superior da integral é por conta da distribuicdo de Fermi-Dirac ser uma fun¢do degrau

no limite de 7" — 0, como demonstrado a seguir:

Para e < pu:

1
T—0 14+ e*pT

Para e >

1
T—0 1 + 6’”5'771
4 também € denominado de energia de Fermi, Fr. O uso da funcao degrau, que € o caso
particular do limite 7" — 0 ¢ justificado pelo fato de o erro cometido ao se considerar isto para

outras temperaturas é pequeno. Tem-se para o nimero de elétrons dentro da caixa de volume
AV:

16TAV

e 4.9)

—~
SOO
~—

[N
S5

M olw

An = Q/g(e)f(e)de =

De (4.9) e (4.6), tem-se

302 [ 3\3 An\? 3R 2 An\ 3
E = ] A = 3AV [ — 4.1
10m (&) v (AV) Tom (37)7 AV (AV) (4-10)

O ndmero de elétrons por unidade de volume € definido como sendo a densidade eletronica,

p(r). Fazendo-se AV — 0 e somando-se todos os elementos de volume obtém-se
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2 2 L . .o . . ~
No qual cp = ﬁ;‘m (372)3. Esta € a energia cinética para um sistema de elétrons que nio

interagem entre si.

4.3 A densidade eletronica e a densidade do par eletronico

A densidade eletronica € formalmente uma fun¢do de distribuicao onde sabe-se qual a
probabilidade de encontrar qualquer um dos N elétrons em qualquer estado de spin em um
elemento de volume, dr, enquanto todos os outros N — 1 elétrons possuem posicdes e spins
arbitrarios. Sendo assim, toma-se a densidade de probabilidade da func¢do de onda total norma-

lizada e integra-se sobre todas as coordenadas de spin e espaciais, menos a de um elétron:

,01(1"):N/---/|1/J(r,31,r2,52,...,rN,sN)|2dsld32...dsNdrzdrg...drN (4.12)

De modo que a integral sobre todo o espaco resultard no niimero total de elétrons. De

fato,

/ p(r)dr = N (4.13)
1%

Outra grandeza necessaria no estudo da teoria do funcional de densidade € a densidade
do par eletronico. A interpretacdo desta grandeza é andloga a anterior, mas nesta tem-se a
probabilidade de se encontrar um par de elétrons dentro de dois elementos de volume, dr; e

drs,, enquanto os outros N — 2 elétrons possuem posi¢des e spins aritrarios. De forma anéloga:

N(N -1
pa(ry,T2) = % / e / [Y(r, 51,12, 82, ..., N, 3N)|2 dsydsy . ..dsydrs. .. drn
(4.14)
Neste caso a integral sobre todo o espago resultard na quantidade total de pares de

elétrons presentes. Ou seja,

//P(I'1,I‘2)611‘1CZI‘2=M (4.15)
vi Jva 2

4.4 Funcionais para interacoes intereletronicas

Na secdo 4.2 desenvolveu-se o funcional da energia cinética para um sistema de elétrons
que ndo interagem entre si. Entretanto ainda resta determinar os funcionais de interacdes intere-
letrOnicas, que para um sistema atdmico consiste das interacoes elétron-nucleo e elétron-elétron.

Estas sdo representadas, em unidades atOmicas, respectivamente por
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V., = —/ Zp(x) 4 (4.16)
Vv

V.. / / p(r1, r2) P T2) dridrs (4.17)
AT |r12|

Se na energia de interacdo entre os elétrons for considerado somente o efeito classico de

interacao, onde ocorrerd somente a interacao de repulsao entre os elétrons do sistema, esta pode

/ / drldrz (418)
vi SV, |r12|

Um fato importante a ser notado € que para r; # ra tem-se a repulsdo de um dos

ser reescrita como sendo

N elétrons presentes no elemento de volume dr; com um dos N — 1 elétrons presentes no

elemento de volume dr,. Porém tem-se também os pontos onde r; = ry € neste caso ocorre

a interacdo de um dos N elétrons no volume dr; com ele mesmo, o que nao tem significado

fisico algum. Além disso também ha os efeitos nao classicos que devem ser contabilizados na
densidade do par de elétrons e assim defini-se:

1

p2(ra,12) = 5p(r1)p(re) (L + huc(rs, r2)] (4.19)

O termo que considera os efeitos de troca e correlagdo sera abordado mais adiante no

decorrer desta dissertacdo. Por enquanto serd considerado somente o termo cldssico de interagcao

eletronica.

4.5 Principio variacional e a equacao de Thomas-Fermi

Desconsiderando os efeitos nao cldssicos de interagdo entre os elétrons, tem-se que a

energia total do sistema serd dado por

Elp(r)] = cp /V (p(r))3 dr — ; /V 1 /V 2 ‘rm’ drldr2 (4.20)

A densidade eletronica deve ser tal que a energia seja minima e que o nimero total de
particulas seja constante e igual a V. Logo, utiliza-se o método dos multiplicadores de Lagrange

com esta dltima restricdo. Define-se a equacao de Lagrange como:

A(p(x), ) = Blp(e)] — jire ( [ otwra - N) @21)

Entdo, se existe um ponto extremo na funcdo E[p(r)], existe um valor de p(r) e urp

para os quais a fungdo A(p(r), urr) seja estaciondria. Ou seja,
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<6A(p(r),MTF) dA(p(r),qu)) -0 (4.22)

op(r) 7 dprr
A segunda entrada no vetor resulta na restri¢do original uma vez que:
dA
dMp(w), ) _ o / r)dr — N =0 (4.23)
durr

Antes de resolver o termo presente na primeira entrada do vetor do lado esquerdo na

equacgao (4.22) € necessario definir a derivada de um funcional com relacdo a uma funcao.

Defini-se:
[P gte = s+ e (424)
e=0
Realizando-se as derivadas termo a termo, tem-se:
/ 5TTFE§ ¢dr = cF—/ ) + €p) 3 dr| = CFg/ (p(r) +ep)d or| =
v =0 v 0 (4.05)
5} 2 0T 5 2
CFB/V(p(r))3¢r — % = §ch(I‘)§
Venlp(@)] (o4 [ Z a2
[ ot =g, et eonte| == [ oar — @26)
Vurlpr) 7 |
dp(r) r|
Vel p(r)] p(r1) + ed(r1))(p(r2) + €g(r2)) _
/v p(r) v 2d€ /v1 /w T12] dradis -
1/ ¢(r1)(p(rz) + €d(r2)) + ¢(rz)(p(ry) + 1) pdey| - 4.27)
vi Jvs [T12] =0
/ P(r1)p(rz) + ¢(rz)p(r l)dr dr
vi JV, r12] =
Como 6(r1)p(rs) = ¢(ra)p(r1), tem-se
/ ¢(r1)p(rz) + ¢(r2)p(r1) o dr _/ (r1)p d dry =
Vi JVa r12] o Vi JVa |1“12| e
(4.28)

L
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Definindo-se R[p(r)] = pirr ([, p(r)dr — N), tem-se

L%aﬁdr = %uw (/V p(r) +e¢>dr—N)

= / prredr =
e=0 \%4

(4.29)
dR[p(r)] .
op(r)
Portanto, tem-se:
5 Z
—ch(r)% -t / MGll“z —prr =0 (4.30)
3 [ Jy, [Tz
Ou ainda,
5 2 A r 5 2
prr = —cpp(r)s — — +/ pl 2)dr2 = —cpp(r)s — o(r) (4.31)
3 | Jy, [Tz 3

Na qual definiu-se a fungdo ¢(r) como sendo a fungdo do potencial eletronico. No
limite de » — 0 ter-se-d que ¢(r) = oo e portanto p(r) — 0o, o que é um defeito da teoria de
Thomas-Fermi e que pode ser contornado impondo-se uma restricao que nado sera discutida. A
funcdo de onda do sistema tem de ir pra zero no limite de r — oo e, portanto, tem-se 0 mesmo
comportamento para a densidade eletronica. Logo, por (4.31) tem-se que purp = 0. Sendo

assim:

5

chp(r)

_Z / Pr2) s — () (4.32)
Va

(V1N

| T12]

Tem-se entdo a densidade como uma func¢do do potencial:

Mﬂzﬁifwn

5CF

lw

(4.33)

Para se determinar o potencial, ¢(r), pode-se utilizar a equag¢ao de Poisson dada por

V2¢(r) = —4nps(r) = 4dnp(r) — 4Z76(r) (4.34)

Na qual p,(r) é a densidade de carga total do sistema, ou seja, a densidade eletronica e
nuclear. Uma vez que a densidade eletronica para um dtomo € esfericamente simétrica, pode-se

definir:

8(r) = 6r) = Zx(1) (4.3

Pr6ximo ao ntcleo o potencial que prevalece € o potencial coulombico devido a carga
nuclear, de modo que no limite de » — 0 deve-se impor x(0) = 1, desta forma defini-se uma

expressao mais simples para o potencial na qual o comportamento proximo ao nicleo € imposto
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pela condicdo de contorno e onde o efeito da repulsao entre os elétrons estd implicito na fung¢ao
2 _ 14 _ Zdx(n) .
x(r). Como V*¢(r) = ro(r) =2 tem-se:

T dr2 dr2

Z d*x(r)
r dr?

Usando a equagao (4.33) e desconsiderando a posi¢ao do nucleo, obtém-se:

x(r) _ (i) (E) : NG (4.37)

dr? 5cp r

+4Z7d(r) = 4mp(r) (4.36)

Realizando uma mudanga de varidveis onde defini-se um fator de escala tal que r = 2,

tem-se:

d_2 ii_iﬁiﬁ_id_z = d_Q—a2d_2 (4.38)
de?2  dedr drdrdrdrz o2 dr? dr2 dx? '

<5i> 73, obtém-se:
cr

Wi

Usando-se este resultado e definindo-se o = (47):

Py (z) _ x(x)?
dx? x%

(4.39)

Que € a equacdo diferencial de Thomas-Fermi. Os resultados serdao discutidos aqui, mas
a solucdo numérica desta equacao sera discutida em detalhes no Anexo B. Segue o grifico da

fungdo x(x) para o caso do dtomo de hélio, Z = 2:

15

Figura 4.1: Gréfico da solugdo da equacgao diferencial de Thomas-Fermi

Notando-se que x(0) = 1 é satisfeito e que x(z) = 0 no limite de * — oo. Esse

resultado deve ser utilizado para se obter a densidade eletrOnica, mas antes faz necessério fazer
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a mesma mudanga de varidvel feita r = £. Sendo assim:

o) = (%) [%xm]g

Usando os valores de cr e a:

o - 2 ] 7

Tem-se para a densidade eletronica:

0.18

016 |

0.14

02 r

0.08 r

0.06

0.04 1

0.02 T

=

0 2 4 6
x (ua)

Figura 4.2: Grafico da densidade eletronica do 4tomo de Thomas-Fermi

o
=} @
4
Ll
q

(4.40)

(4.41)

Apesar da densidade possuir uma singularidade na origem, este resultado obedece a

restricdo imposta quando se estabeleceu a equacdo de Lagrange. Resolvendo-se a integral da

densidade sobre todo o espaco numericamente, obtém-se que:

4
/ p(r)dr = 4 / r2p(r)dr = —7; 22p(x)dr = 2,000005054092698
(6]

(4.42)

onde foram deixadas todas as casas decimais obtidas afim de demonstrar que o erro encontra-se

na sexta casa decimal. As integrais para o cédlculo da energia foram desenvolvidas numerica-

mente e os resultados estdo representados na Tabela 4.1:
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Tabela 4.1: Energias cinética, de interagdes elétron-elétron e elétron-nicleo no modelo de
Thomas-Fermi em unidades atdmicas

Trrlp]l Venlpl Veelp]
39 9.1 3

Nota-se que o modelo de Thomas-Fermi satisfaz o teorema do Virial: % = —0,5.

Para se resolver a integral (4.17) utilizou-se a mudanga de coordenadas apresentada no
Anexo C. Somando-se estes resultados obtém-se para a energia total £ = —3,9 ua, resul-
tado que apresenta um erro aprecidvel se comparado com o valor exato de —2, 9037 ua.® Os

resultados para este e outros dtomos estdo representados na Tabela 4.2:

Tabela 4.2: Energias para atomos com Z = 2, Z = 8 e Z = 10 obtidas pelo modelo de
Thomas-Fermi em unidades atOmicas.

Z Ecalculado Eliteratura Erro (%)
2 -39 -2,90378  -34,31
10 -166,2 -128,9° -28,94
18  -655,0 -526,8° -24,34
Os resultados para Z=10 e Z=18 foram obtidos utilizando-se o0 método CCSD(T)=FULL com os conjuntos de base

cc-pCVTZ e 6-31G, respectivamente.

4.6 Conclusoes

No presente capitulo foi obtido a equagdo de Thomas-Fermi, seguindo o modelo do gés
de elétrons para obten¢do da energia cinética dos elétrons, a partir do método variacional para
a densidade eletronica. A solu¢do numérica € detalhada no Anexo B e o resultado foi aplicado
para o atomo de hélio, mostrando que este método € pouco eficiente para este sistema mesmo
satisfazendo o teorema do Virial. Aplicou-se entdo o resultado para atomos mais pesados e
percebeu-se que o erro obtido em relagio aos dados apresentados na literatura diminui na me-
dida em que aumenta-se a carga nuclear do atomo. Sendo assim, constata-se que de fato a
equac¢do de Thomas-Fermi € mais eficiente para &tomos pesados, como mencionado nos artigos

originais de Thomas e Fermi.
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Capitulo 5

O funcional de Dirac para a energia de

troca

5.1 Introducao

Este capitulo é uma continuacdo natural do capitulo anterior. Quando se estuda o método
de Hartree-Fock fica evidente que as interacdes cldssicas, somente, ndo conseguem reproduzir
de forma precisa os resultados obtidos experimentalmente. Entdo quando se estuda o modelo
de Thomas-Fermi, espera-se que os efeitos ndo-classicos corrijam os resultados obtidos por este
modelo. Entretanto, resta saber como o funcional de troca pode ser obtido. Este problema foi

resolvido por Paul Dirac em 1930.

Em 1930 Dirac publicou uma nota intitulada “Note on Exchange Phenomena in the
Thomas Atom”! na qual parte da definicdo da densidade eletrdnica total em termos do operador
densidade (que ndo estd definido nesta dissertacdo, mas pode ser encontrado na literatura?) e
estabelecendo-se a equacdo de movimento para a densidade, Dirac obtém os funcionais para o
hamiltoniano de um elétron se movendo no campo de um nicleo, para o potencial produzido
pela distribuicio total de carga no sistema e também aparece um termo adicional que contabiliza

o efeito de troca.

No presente trabalho o funcional de troca de Dirac serd deduzido, mas antes serdo apre-
sentadas algumas defini¢des que auxiliardo nesta deducdo. Apds obter o funcional de Dirac
para o efeito de troca, este serd utilizado para obter a nova energia para o dtomo de hélio. Neste
tratamento ainda falta considerar o efeito de correlacdo, mas este serd apresentado e aplicado

apos ser introduzido o método de Kohn e Sham no préximo capitulo.

5.2 Matrizes de densidade de primeira e segunda ordem

Para a obtencdo do funcional de troca € necessario definir o que sdo as matrizes de
densidade de primeira e segunda ordem e como estas se relacionam entre si e com a fungdo de

onda. De uma forma geral, a matriz de densidade de ordem p é definida por:?
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N
Yo (r'lslr'252 .. .T5,, T181 25y .. .rpsp) = ( ) / . / P (rysy... TSN X
p (5.1)

Y* (r181...INSN) drpi1dspy - .. drndsy

com (];[ ) sendo um coeficiente binomial e onde r sdo as coordenadas cartesianas € s as Coor-
denadas de spin dos elétrons. Sendo assim, tem-se as matrizes de primeira e segunda ordem,

definindo-se x; = rysy:

7 (X, %1) = N/ e P (r)sy.. . tgsn)Y¥* (r181 ... rNSN) dradss ... drndsy  (5.2)
Va Vn

€

N(N -1
g / e P (rysy.. . tsn) ¥ (r1s1...rNSy) dradss . .. drndsy
Vs \4

2
(5.3)
Considerando-se agora que a fun¢@o de onda seja representada por um determinante de

V2 (X/1X§a X1X2) =

Slater e que o sistema seja constituido de dois elétrons, por questdes de simplicidade, tem-se

para as matrizes de densidade:

Y1 (Xll, Xl) =2 ’QZJ (r’lslr’ZSQ) ’Qb* (I'1811'282) dI‘gdSQ (54)
Va

Y2 (Xix5, X1X2) = 1 (r)s1rhs0) ¥ (r181T287) (5.5)

Sendo a fun¢do de onda representada por um determinante de Slater pode-se expandir
o determinante de duas maneiras: expandindo-se na primeira linha e expandindo-se nas duas
primeiras linhas. A primeira expangdo serd utilizada na matriz de densidade de primeira ordem
e a segunda expansdo na de segunda ordem. Tem-se entdo o determinante de Slater para um

sistema de dois elétrons dado por:

1| i(x1) ta(x1)
, = 5.6
¥ (1, xa) \/§ P1(x2) Pa(x2) 60
Expandindo-se na primeira linha:
Y (X1,X2) = = [th1(x1)2(x2) — Ya(x1) 11 (x2)] (5.7)

V2

Substituindo este resultado em (5.4) tem-se:
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2

(X )ha (% )7 (x1) b3 (x2) — W (x )b (x) 15 (x1) 007 (x2) —
Vo (5.8)

Y1 (x4)05 (X5 (x1 )11 (X2) + (X)) 01 (X5) 105 (x1) 1] (X2)dxo

Como as funcdes de onda de um elétron sdo ortogonais, 0s termos negativos se cance-

lardo, logo:

Y1 (X7, X1) = 1 (X7 (x1) + ¥ (x7) 95 (x1) (5.9)

Este resultado pode ser generalizado para o caso de N elétrons. A expansdo nas duas

primeiras linhas para este caso particular resulta em:

1
V2

notando que, a pesar do resultado ser o mesmo neste exemplo em particular, quando se considera

Y (x1,%X2) = (11 (X1)2(x2) — P2(x1)11(X2)] (5.10)

mais elétrons no sistema as expansoes resultardo em expressoes diferentes. Utilizando-se este

resultado em (5.5) obtém-se:

272 (X1 X, X1X2) = ¥1(X] )ha(X5)17 (x1)15 (X2) — 11 (X )1ha (o)1 (1)1 (x2) —
Y7 (%705 (X5) o (X1 )11 (X2) + (X)) 11 (X5 )15 (x1) 1] (x2)

(5.11)

Somando e subtraindo ¢y (x )1 (x1 )t (X )7 (X2) & tha (X4 )03 (X1 ) o (X4 )5 (x2), obtém-
SE.

1
Yo (X}X5, X1Xg) = 3 (71 (%7, %1) 71 (X, X2) — 71 (X7, X2) 71 (X5, X7)] (5.12)

Este resultado € geral para qualquer que seja o nimero de elétrons presentes no sistema.

5.3 Matrizes de densidade reduzidas de primeira e segunda

ordem

A matrix de densidade reduzida € resultado da integral da matriz de densidade sobre as

coordenadas de spin da funcdo de onda.? Ou seja,

P1 (I',l, I'l) = /’)/1 (X/I,Xl) d81 (513)

Porém, ha duas funcdes de spin, o e [3, possiveis para cada elétron do sistema e sendo
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assim reescreve-se: 3

Y1 (x1,X1) = pi® (ry,r1) a(s)) a(s)) + P?ﬁ (ri,r1) a(s)) B (s1) +

P (rh,1) B () @ (s1) + p) (v1,0) B (1) B (51)

Como as fung¢des de spin sdo ortogonais entre si, a integral sobre estas coordenadas irda

(5.14)

resultar em:

pr(rh,r1) = p (v, 11) + p7 (¥), 1) (5.15)

Ja para a matriz de densidade reduzida de segunda ordem utiliza-se a equacdo (5.12) e

também que:

N
W (X, x2) = Y (v (r2)ojo; (5.16)
=1

onde o e o’ representam as fungdes de spin. Logo, p(r), ra) serd ndo nulo somente se 0 = o’.

Sendo assim,

1

Py (1Y, Tar2) = 3 (P (v, t1)pt (ra, r2) — pf (T, T2)p7 (15, 11))
1
p377 (e, rara) = 5 (P 12)0) (v, v2) — pf (x4, w2)p] (1,11 )
1 (5.17)
g7 (¥ixh,rara) = 5 (8 (0 m) ) (v v2)
o,pDo 1 (6%
P30 (i rara) = 5 (03 10)p8 (1 v2)
Tem-se entdo, para py (rir,, rirs):
pa (Tyrh, Targ) = 3% (rhrh, ars) + pb 7 (v rh, Tars) + p57 7 (rhrh, rirs) +
o,Ppo 1
P (hry rary) = Spr (v, 1) pu (1. 12) - (5.18)

1 o, o,
5 P’ (r/1>r2)p17 (I'/2,I'1>—|—p?"8(r/1,r2)pf’ﬁ(r/2,r1)

Na auséncia de um campo magnético externo, em um sistema de camadas fechadas, a

populacgdo de elétrons nos dois estados de spin possiveis serd igual. Desta forma,

oL, 1
P (v, r2) = pi (v, 19) = oM (ry,r2) (5.19)

Analogamente para a os termos com as coordenadas espaciais permutadas. Sendo assim,
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1
P2 (rllr/27 1“11'2) = §P1 (F/p r1) p1 (I“lz, ra) —

5.20
) / / (5.20)
Zpl (r],r2) p1 (ry,r1)

A matriz de densidade de primeira e segunda ordem sdo as densidades eletronica e do

par eletrOnico, respectivamente, descritas anteriormente. Sendo assim, relaciona-se:

p2 (r1,T2) = py (rir2, r173) (5.21)

p1(r) = pi(r,r) (5.22)

5.4 O funcional de troca

De posse de uma expressao mais completa pra densidade do par eletronico, pode-se

reescrever a equagao (4.17) como sendo

1
V., = / / P1 1‘171‘1)01 (1‘271‘2)d Ldry — _/ / L1 (1‘171'2)01 (1‘271‘1)61 Ldry =
v, JVy Iy 4 Jv, Jv, 12

/ / p1 I'1 P1 I'z s 2 drydry — _/ / |p1 rl,rz drldr2 J[ ] K [p]
V1 V2 1 Vl V2 12
(5.23)

O primeiro termo € a integral de Coulomb e o segundo termo é o andlogo da integral

de troca no formalismo de Hartree-Fock. Entretanto, seria interessante expressar o funcional
de troca em termos de um conjunto de trés coordenadas ao invés de seis. Para tal, define-se a
condi¢do de contorno periddica i(x) = 1(z + ). E entdo a fungdo de onda de um elétron pode

ser escrita como uma onda plana:

U(r) = %ei‘” (5.24)

Utilizando-se este resultado na funcdo de densidade reduzida de primeira ordem:

p1(r1,r2) =V Z el (rir2) (5.25)
Pode-se aproximar a soma de uma integral tendo em vista que ha um estado para cada
elemento de volume Ak = Logo
) eik'(l‘l —r3) 1 ]
== | ————dk=— [ e*T2gk 5.26
p1(r1,r2) V/k Ak = /ke ( )
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Reescrevendo a integral em coordenadas esféricas e definindo a nova coordenada s =

r; — ro como um vetor contido no eixo-k,, obtém-se:

modo,

1 KF s . 27
pr(rira) = 5 /0 2 /0 sin feks cosd /0 dpddk

Fazendo-se a substitui¢do u = iks cos 0, tem-se que du = —ikssin 6 e, portanto,

1 KF 7Z'k8 e'u, 27
prlrnrg) == [ [ S [ dodudn -
0

is ks Jo
1 KF (elks _ e—’Lks) 1 KF

k dk =

s Jo 2i sm? Jo

ksin(ks)dk =

Kp

L [Sin(ks) - kscos(ks)]

1
5 = [sin(Kps) — Kpscos(Kps)] =
s

s372

ST 0

SK% sin(Kps) — Kpscos(Krs)
372 K3.s3

Notando que, parar; = ry = r, tem-se pela equagio (5.27):

K
pi(r,r) = 352

Tem-se:

sin(Krs) — Kps cos(KFs)}

p1(ry,r2) = 3pi(r,T) { K343
F

Definindo t = Kps:

sin(t) — tcos(t)]

p1(r1,r2) = 3pi(r,1) { I

A equacdo (5.31) tem o mesmo resultado alternando as coordenadas r; e rs.

P1 (1”1> 1‘2) =P (1‘2, Fl) = p1(r,5)

Sendo assim,

K[p]zi//@drds

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

Deste

(5.32)

(5.33)

Utilizando-se as equagdes (5.32) e (5.31) na definicdo do funcional de troca, obtém-se:

t6

KM:Z//V)(I‘;T)I (sin(t) — teos(t)®
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Reescrevendo a variavel s em coordenadas esféricas:

in(t) — tcos(t))?
Kp| = or / / s |p(r, ) 820 = <OS()” s (5.35)
Como as coordenadas s e ¢ relacionam entre si, reescreve-se ds = 1?_2 e, logo:
2. 2
t)—t t
K[p] = or // lp(e, DI sin(f) — teos(®)] g (5.36)
K3 A

Até aqui foi obtido o funcional de troca em funcdo de quatro varidveis. Para obter-se o
funcional em funcdo apenas das coordenadas r, integra-se em relagdo a ¢t. Para tal, utiliza-se a

substituicdo ¢ = % Desta defini¢do, retira-se que:

dq  sint —tcost

= e (5.37)
e
d*q 2dg
FER T ©-38)
Portanto, reescreve-se a integral sobre ¢ como:
Ty D P P A e
I 1) a\T & S|t ) ||

7

Para obter o resultado, analisa-se os limites superior e inferior para a variavel g. Para o
limite inferior tem-se o primeiro limite fundamental do célculo:
. sint
¢ =lim——=1 (5.40)
t—0 ¢
Para o limite superior, como tem-se uma fun¢do limitada superior e inferiormente mul-

tiplicando uma que vai a zero, logo:

g = lim 222 — (5.41)

Portanto,

/ (sin(t) — tcos(t))2dt 1 (5.42)

t° 4

Com este resultado e utilizando-se a equagdo (5.29), obtém-se:

K p] = G) (%)é/p(r,r)gdr (5.43)

Nota-se que o funcional de troca possui um valor maior que zero e sendo assim, como
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este termo € subtraido na energia total, esta ficard ainda mais negativa. Como o resultado para o
modelo de Thomas-Fermi ja € muito abaixo do esperado, € interessante notar que a inser¢ao do
termo de troca faz com que o resultado seja ainda pior do que no caso mais simples. Utilizando-
se a densidade obtida no modelo de Thomas-Fermi para calcular a energia de troca, obtém-se
para esta que K [p| = 0, 7 ua e portanto a energia total serd dada por £ = Erp — K [p| = —4,5

ua.

5.5 Conclusoes

No presente capitulo foi deduzido o funcional de troca de Dirac a partir das defini¢des
de matriz densidade, como apresentado por Parr e Yang,? ao invés do procedimento adotado por
Dirac. O resultado para a contribui¢cdo deste termo foi obtido considerando-se que a densidade
¢ a mesma obtida como resultado do modelo de Thomas-Fermi. Entretanto, pode-se aplicar o
método variacional para a energia total contendo o funcional de troca e entdo obter uma nova

equacao a ser resolvida.

Nota-se que apesar de fornecer uma descricdo mais completa das interagdes do sistema,
o resultado € pior do que o obtido pelo modelo de Thomas-Fermi. O erro € estabelecido desde o
inicio do modelo ao se obter uma equacao diferencial que € vélida apenas para dtomos pesados.
O funcional da energia cinética obtido por Fermi também € obtido utilizando-se o operador da
energia cinética considerando-se que a densidade decaia lentamente com r, mas este também ¢é
um caso particular de &tomos pesados. Necessita-se, entdo, de uma teoria que considere também
sistemas pequenos. Uma das metodologias que contornou este problema foi proposta por Kohn

e Sham e serd abordado no préximo capitulo.
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Capitulo 6

O modelo de Khon-Sham

6.1 Introducao

Em 1964 Pierre Hohenberg e Walter Kohn'! publicaram um artigo, intitulado “Inhomo-
geneous Electron Gas”, no qual eles definem o que hoje é conhecido como os teoremas de
Hohenberg-Kohn. O primeiro teorema enuncia que dois potenciais diferentes (ndo necessari-
amente o potencial de Coulomb) ndo resultam na mesma densidade eletrOnica para o sistema.
O segundo teorema enuncia que ha um funcional universal que sendo conhecido, pode-se obter
a partir dele a densidade e a energia do estado fundamental de qualquer sistema pelo principio
variacional. Entretando, saber que ha um funcional universal ndo significa que ele possa ser

escrito.?

Walter Khon e Lu Jeu Sham, em 1965, propuseram um método para se obter a densi-
dade do estado fundamental de um 4tomo a partir da solucao por autoconsisténcia da equagdo de
Shrodinger para um elétron. Neste método tem-se que saber qual a expressao para os funcionais
de troca e correlagdo, sendo o funcional de troca mais simples o obtido por Dirac, apresentado
no capitulo anterior. Algumas expressoes analiticas razoavelmente precisas para o modelo do
gas de elétrons podem ser obtidas para o funcional de correlacdo a partir da interpolacao dos
resultados obtidos pelo método de Monte Carlo* e podem ser encontradas na literatura.”~’ Um
longo histdrico sobre funcionais poderia ser feito abordando-se quanto a localidade da den-
sidade eletronica (local ou nao local) e quanto as corre¢des adicionando as dependéncias do
gradiente, laplaciano e/ou energia cinética da densidade eletronica nos funcionais e para esta

revisdo sugere-se os trabalhos de Cramer e Truhlar® e Becke.?

No presente capitulo, apds definir os funcionais que contribuem para a energia total
do sistema, serdo obtidas as equagdes de Kohn-Sham pelo método variacional utilizando-se
o método dos multiplicadores de Lagrange. Sera feita a expansdo da funcido de onda em um
conjunto de base para que o problema se reduza a um problema de dlgebra linear e por fim
aplica-se o método para o caso do dtomo de hélio. Em uma primeira andlise o funcional de
correlagcdo nao seré considerado e depois faz-se com o funcional de correlagdo obtido por Hedin

e von Barth.°
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6.2 Derivacao das equacoes de Khon-Sham

Foi visto nos dois capitulos anteriores que a energia total de um sistema pode ser escrita
como a soma de funcionais de densidade. Sendo assim, escreve-se a energia total de um sistema

como sendo:

Elpl = Tks [p] + J [p] + Eze [p] + Veat [p] (6.1)

com a densidade dada por

N
= il (6.2)
=1

e na qual o termo Tk [p] é referente a energia cinética das particulas, V., [p] é o potencial
externo gerado pelos nicleos presentes no sistema, .J [p] sendo o termo referente ao potencial
de Coulomb de interago entre os eléctrons e F,. [p] sendo o termo responsavel pelos efeitos de

troca e correlacdo. A energia cinética para um sistema de NV elétrons é dada por:

—_

N
Tis o) = —5 > (Wi(r)|V2]ei(r)) (6.3)
=1

l\D

a energia potencial externa é dada por

ext Z/ |R —I‘|dr (6.4)

onde 7, € a carga nuclear do n-ésimo nicleo, R,, € o vetor posi¢do do niicleo e r é o vetor

posicdo referente a densidade eletronica. O potencial de Coulomb devido a repulsdo intere-

/ / 1dI‘2 (65)
i Iy |r2—r1|

e o termo de troca e correlagdo € dado por

letrOnica € escrito como

Ev.lp] = / p(X)e(o(r))dr 6.6)

onde €(p(r)) é definido como sendo o potencial de troca e correlagdo. No modelo do gés
uniforme de elétrons, negligenciando o efeito de correlagdo, o potencial de troca, como obtido

no capitulo anterior, € dado por:

e(p(r)) = —z (3,)_@))% (6.7)

(e

O resultado para a densidade dado por (6.2) é o resultado da integral sobre as coordena-

das de spin da equacdo (5.9) ao se considerar N elétrons, que € obtida considerando a fun¢do
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de onda representada por um determinante de Slater. Ou seja, para o caso no qual a fungdo de

onda total do sistema obedece ao principio da antissimetria.

Sendo o funcional da energia cinética dependente da funcdo de onda e os demais de-
pendentes da densidade, que por sua vez € um funcional da fun¢do de onda, deve-se procurar
pela funcdo de onda que minimiza a energia total com a condi¢ao de que estas sejam ortogonais

entre si, ou seja,

/ i (x);(r)dr = b (6.8)
v
Obém-se, entdo, a equagao de Lagrange para o problema,
6 (B [p] = X0 X2 A fy 7 (et (x)r
0y

Uma vez que a energia cinética depende diretamente da funcdo de onda, a variagdo pode

=0 (6.9)

ser obtida diretamente pela derivada do funcional em relag@o a . Ja para os demais termos
serd necessario aplicar a regra da cadeia. Esta sendo definida de forma semelhante a regra da
cadeia usual. Seja F'[f] um funcional de f. Sendo assim, retira-se a derivada deste funcional

de acordo com a seguinte definicao:

SF [f] _d

Tgb(r)dr = %F {f + Gf] » (610)
Seguindo esta defini¢do, tem-se para a energia cinética:
) d
/%W)hb (r)dr = —Tis [+ eg] .
1 d 1
Sl ferovioron|| ][ vion]| -
1
~5 [ 09k + u92od

(6.11)

mas, como o valor médio do operador energia cinética esta contido no conjunto dos

ndmeros reais,

WV2|g) = To = T5 = (Y[V?]6)" = (¢|V|¥) (6.12)
Entao,
0T ks [V 1
/ Td)(r) dr = -5 / 20V 21hdr (6.13)

68



Logo,

0T ks [1)]
o

Para os demais funcionais, para os quais a regra da cadeia serd necessdria, serd realizada

= -V (6.14)

primeiramente a derivada com relacio a densidade. Para o funcional de interacdo entre dois

elétrons, tem-se:

o] [p] d
d = —_— pu—
Pote)ds = L lp+eo]
// p(r1) + ed(r1)] [p(r1) + 6¢(r1)]dr1dr2 _ (6.15)
2 de rg — 14| e=0
{// drr1+// drzr}
|1°2—1“1| |r2—1°1|
Sendo [ [ L2 drypy — [ [ LELEIR) gy
0J r
j(b(rl)drl :/ |:/ Mdm} (b(r]_)dr]_ (616)
op [rg — 14
Portanto,
/ (6.17)
T2 — 1‘1\
Para o funcional de troca, tem-se:
5B, 3p(r)\ *
2z (ﬂ) (6.18)
dp T
Para o funcional da energia de interacdo elétron-nucleo:
5‘/63375
6.19
Z ‘R iy~ (6.19)
Finalmente, seguindo o mesmo raciocinio para a restri¢ao,
DL 55 A, (6.20)
J
Para a derivada da densidade em relacdo a funcao de onda, tem-se:
dp _ Ay, il
= =T — %)y 6.21
WY (©2D

Substituindo estes resultados na equacao (6.9):
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1
=

2 p(rz) Zn 3p(r)\*|
—Vr”/vgmd“”;mn—ﬂ”( . wi_QEj:AU% (6.22)

Simplificando,

2 3p
_—v / ‘I'2 — rl’d 2 Z ‘R . I" ( T ) ] Z)\ij (623)

Sendo equivalente, por uma transformacao unitaria dos orbitais, a

I, 3o\
[—§Vr+ ; |r2—r1|d2 Z|R e ( . >]wz_&¢z (6.24)

Neste caso, \; é a energia do i-ésimo orbital de Kohn-Sham. Esta equagdo deve ser
resolvida por autoconsisténcia onde se define uma fun¢do de onda inicial para o problema,
calcula-se a densidade a partir desta e entdo resolve-se o problema de autovalores e autovetores
para se obter uma nova fun¢do de onda e assim sucessivamente até que ndo haja alteragdes na

densidade eletronica do sistema.

6.3 Um problema de algebra linear

Para se resolver a equacdo de Kohn-Sham pode-se utilizar um conjunto de base,’ de
forma semelhante ao método utilizado para resolver as equagdes de Hartree-Fock por Ro-

10

othaan, " e assim o problema de se resolver as equagdes de Kohn-Sham torna-se um problema

de algebra linear. Seja a funcdo de onda para as particulas com estado de spin « expandida da

seguinte maneira:

U= con (6.25)

k

De modo similar para as particulas que estdo com estado de spin /3

=3 & o (6.26)
k

Sendo assim, as densidades eletronicas para cada estado sao dadas por

2

Z Chi®k

k

(6.27)




Z Zc,m (6.28)
e a densidade total do sistema, como ja definido na equacgdo (5.15)
pr(r) = pf (r) + pf (r) (6.29)

Na deducdo da equacdo (6.24) o estado de spin ndo foi mencionado, mas na auséncia
de um campo externo nao havera a diferenca energética entre as duas particulas que ocupam o
mesmo orbital com diferentes estados de spin. Sendo assim, para cada estado energético ter-
se-a duas equagdes andlogas para os dois estados de spin possiveis. Para o estado de spin o a

equagdo (6.24) pode ser reescrita, utilizando-se a definicao (6.27), como se segue

30(
[——Vz / ’rz_rl‘drz Z’R " (Pﬂ )]Z%% A o (630)
k

Multiplicando-se > c%¢* a direita, obtém-se:

wwz

Z Z waz‘czéi/ by, [_%qubk] dr + Z Z CoowiChi / Mdrzdm—
E o w 4 E w i

Va vy — 1y
B IPILAT L |ff f’“ﬂdr—zz mcm( ) /V p(r)Sidndr = (6.31)
n k w
chfmczi)‘i / by, Prdr
k w Vv

Permitindo-se que os coeficientes sejam varidveis enquanto as fun¢des que os multipli-
cam sejam todas constantes dado um ponto no espaco, a minimiza¢do da energia consistird na

aplicagdao do método variacional com relagao aos coeficientes. Sendo assim,

o ) 9 Pip(ra)
Zk:Cki/\/¢w |:__V2¢k:| dr+zckz/ v |I‘2k—pr1| dr 2dr1—

O ® o 3 i .
o Z Z Ckl / |R _krldr - g Cri (;) /Vp(r) 3 ¢w¢kdr = (6.32)
> /v o e

Para cada valor de w. Simplificando a notagdo utilizada
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[Tk + Juk = Vior — Eur] Y _ s = Surhi »_ e (6.33)
k k

Sendo
Tk = / o {—lvl%czﬁk} dr (6.34)
V 2
ka :/ Mp(mdrzdrl (635)
ViJVa |r2 - r1|
O O
Vir, = ZZ R (6.36)
3\ 5 L
Bk = (—) / p(r)s 7, drdr (637)
n 1%

Portanto o problema se resume em resolver o problema de autovalores e autovetores da

forma

[T+J—-V —E]c* =eSc” (6.38)

Onde c® € vetor coluna com os coeficientes com estado de spin .. Equagdo andloga é
obtida para os estados de spin . Para se calcular a energia total a partir das energias dos orbitais

de Khon-Sham, deve-se notar que

Sa= g i)+ 3 [ [ A e,
w#& 3 ; L« _
T i) fontson
2) 0, [a(ra)
Z—— (il V2[s) + /V1 /V2 T— dradry—
S, i) 3\ ? ,
S| Sl —(;) /Vp<r>3;wl-<r>rzdr—

;Zn/vmi(—i’mr—@)é/VMﬂ

Para se obter a energia total deve-se subtrair e/ou adicionar termos a esta equacao afim de

(6.39)

W=

p(r)dr
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obter (6.1). Nota-se que as contribuicdes da energia cinética e do potencial de interagﬁo elétron-

I‘
nicleo ja estdo como na equagao pra energia total, mas deve-se subtrair —3 fv fV2 ‘rz o | £(x2)p) g, gy

subtrair — (2 ) [, p(r)3 p(r)dr e adicionar E,. [p]. Logo,

:;/\i—%/ /V |r2—r1| pr2)plrs) ooy /Vp(r) le(p(r))+ (3”:));] (6.40)

6.4 Solucao para o atomo de Hélio sem efeitos de correlacao

Seja a funcdo de onda expandida em duas func¢des do tipo Slater com os expoentes dados

por Clementi: !!

w? — Nlc?l€71.45367“ + Nzcgl€72.9109r (641)

wf — Nlcfle—l.4536r + NQC§1€—2.9109T (642)

Sendo N; e N, as constantes de normalizacdo. Considerando um sistema em que nao
haja aplicacdo de um campo externo, ndo haverd distingdo energética entre os dois elétrons
presentes no orbital s. Desta forma resolve-se o problema algébrico apenas uma vez com cj}; =
c’,fi e p = 2|¢4|>. Definindo-se inicialmente os coeficientes como sendo ¢; = 10 e ¢, = 7,

obtém-se a matrizes:

1.0565 1.7719
= [ ] (6.43)

1.7719 4.2367

[ 551.5033 1118.2
J= (6.44)
1118.2 257400

—2.9072 —3.6554 |
V= (6.45)
—3.6554 —5.8218

—3.4979 —4.0927 |

E = (6.46)
| —4.0927  —5.9003 |
1 0.8375
— (6.47)
0.8375 1

Resolvendo-se recursivamente obtém-se, apds atingir a altoconsisténcia, os autovalores:

|06 0 (6.48)
0 20337
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Com os coeficientes otimizados

c11 = —1 e cy; = 0.0018. Deste resultado tem-se a
densidade do sistema

Figura 6.1: Densidade calculada com duas funcdes do tipo Slater

Integrando-se esta densidade no intervalo 0 < r < 20 tem-se N = 1.9941, ou seja, um
erro de 0.3%. Também foi possivel obter os potenciais em funcéo de r:

12 —— ! . . .
{
| sV
ot 0F % KS|
‘II
sf |
| X
6 |
=2 IR S L4
B L > ‘
***
Fol 2 *
H 3
i
2 X _‘*
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* #
3 et
2 #
ES #
*gk*m*@k*ﬁ
4 i a4 i i
05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
r (ua) r (ua)
(a) (b)

Figura 6.2: Cada contribuicao para o potencial - V.. sendo o potencial de troca; V,,; € o poten-

cial de interacdo elétron-nicleo; Vi, ee sendo o potencial couldmbico de interagdo elétron-
elétron - em unidades atomicas (a) e o potencial total em eV (b)

O orbital de Khon-Sham de mais alta energia, neste caso hd somente um, possui o signi-

ficado fisico de representar a energia de ionizacdo.'? Sendo assim, tem-se —\; = 15.3eV que
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representa um erro de —37.71% se comparado com o dado experimental de 24.563¢V.!* Neste
exemplo em particular foi determinada a energia total do sistema como sendo —2.7 ua, um erro

de —7.02% se comparado com o resultado exato de —2.9037 ua.

6.5 Solucao para o atomo de Hélio com efeitos de correlacao

Em 1972 von Barth e Hedin® obtiveram uma expressdo para o termo de correla¢io para
o modelo do gis de elétrons:

3 2
(1 + (T—> ) In (1 + @) TRLLE (T—) - 1] (6.49)
o Ty 219 70 3

Para um sistema paramagnético as constantes sao definidas como ¢y = 0.0504 e ry = 30,

€c = —

com a varidvel r, se relacionando com a densidade segundo a relagdao ﬁ = %’rr;”. No artigo
original o resultado para a energia de correlagdo é dado em Rydberg, sendo assim o valor da
constante deve ser convertido para unidades atdomicas, ¢y = 0.0252. A derivada do funcional é

obtida pela defini¢do (6.10):

/V5E_ -_/ r) + cd)ec(p(r) + ep)dr

e=0
d
[ delpte) + €0) + (o) + e0) o)+ coie| = (6.50)
e=0
SE.[p d
[ i o = [ oatote)) + o) Gatole) 4 co)| s
|4 € e=0
Para a derivada de €.(p(r) + €¢) aplicada no € = 0, tem-se
1
d \ & rop(r)s To
— €, - _ 14— 1 —_—
Jcelp(r) + ) T ( + rop(r)) ( + = PTRE
(6.51)
Y3 rop(r)s Y 2Y?
|1 _
rop(r)? ! ( " Y > 6rop(r)s - 3r2p(r)s
Onde Y = (%)%. Entao,
I\ -1
0B [p] < Ve ) rop(r)s o
= €, — 1 1 2
5y~ lem) = plr)eo | {1+ o )\ Ty SE
(6.52)
Y3 rop(r)s Y 2y
In|1
rop(r)? ! ( " Y 6T0p(r)% - 3r%p(r)§




Este termo deve ser incluido na equacao (6.24) e para calcular a energia total € necessario

analisar a contribui¢do deste novo termo. Seja o segundo termo que multiplica p(r) definido
como B(p(r)). Entdo,

Z AN = Z[ec(p(r)) — p(r)B(p(r))]; (r)vi(r) = [e.(p(r)) — p(r)B(p(r))]p(r) (6.53)

Portanto, para obter a energia total é necessario somar [, p(r)?B(p(r))dr a equagdo
(6.40) com A sendo o autovalor para a equagdao de Khon-Sham inclundo o termo de correlacgao.

Com o efeito de correlagdo a energia calculada foi de —2.8 ua, um erro de —3,61%. O resultado

ainda ndo estd proximo dos dados experimentais, mas a contribuicdo do termo de correlacdao

para a energia total € evidente. Os graficos para os potenciais de Kohn-Sham estao representados
a seguir:

12 —
|
1
ol | ~ Vs
|
af %
‘II
6F |
< X
A
\
g *
¢ * e
A\
> —e—VH 2t \ 4t
3k ] artree w
* -V _***@k
corr 4 A
4 i i i i i M i
05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
r (ua) r (ua)
(a)

Figura 6.3: Contribuigdes para o potencial total - V,, sendo o termo de troca; V,,; o potencial

de interagdo elétron-nucleo; Vi, e @ contribuicio da interacdo couldombica entre os elétrons;
V.orr 0 potencial de correlacdo - em unidades atdmicas (a) e o potencial total em eV (b)

Para melhor visualizacdo, o grafico do potencial de correlacdo também € mostrado se-
paradamente:
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Figura 6.4: Potencial de correlacdo

As alteragcdes na densidade sdo muito pequenas para serem visualizadas graficamente.

6.6 Conclusoes

Por meio do método dos multiplicadores de Lagrange foi possivel obter as equacdes de
Kohn-Sham e expandindo-se a funcdo de onda em um conjunto de base mostrou-se que o pro-
blema fica reduzido a resolver um problema de algebra linear. O presente método foi resolvido
para o atomo de hélio de duas formas, uma na qual o efeito de correlagao foi desconsiderado e
outro no qual o mesmo foi considerado. Para o caso onde negligenciou-se o efeito de correlacdo
foi obtido um resultado com um erro de —7, 02%. Levando-se em conta que o funcional de troca
utilizado foi o obtido por Dirac para o modelo do gés de elétrons e que foi utilizada uma fungao
de base com dois termos pode-se afirmar que o resultado obtido € satisfatério. Comparando-se
este com os modelos de Thomas-Fermi e Thomas-Fermi-Dirac, apresentados nos capitulos an-

teriores, percebe-se o avanco obtido por Khon e Sham.

Ao se considerar o funcional de correlacdo obtido por von Barth e Hedin, percebe-se
que o erro obtido no cdlculo da energia total caiu para —3, 61%. Ou seja, o efeito de correlagido
contribui de forma significante para a energia total do sistema. E importante notar que os
funcionais de troca e correlacdo utilizados sdo referentes ao modelo do gis de elétrons, mas
nao ocorre como nos modelos de Thomas-Fermi e Thomas-Fermi-Dirac de retornar resultados
pouco precisos para dtomos leves. Mais uma vez fica evidente o avango que o modelo de
Kohn-Sham representa para a DFT. Vale notar que ainda hoje hd grandes esforcos para se obter

funcionais cada vez mais precisos e que funcionem para uma grande variedade de sistemas.
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Capitulo 7

DFT em sistemas de muitos elétrons:
Clusters de Aup

7.1 Introducao

Pequenos clusters tem sido amplamente estudados na dltima década no que diz res-
peito as suas geometrias, propriedades eletronicas e também a interagdo destes com atomos
e/ou moléculas. "' Em particular, clusters de ouro possuem aplicagdes em ciéncia dos mate-
riais como catalisadores e em ciéncias médicas como transportadores de drogas.'? Haruta!* e
Valden et al.'® reportaram o melhoramento do efeito catalitico do ouro quando suportado por
oxidos metalicos. Este tipo de suporte também influencia significativamente o crescimento dos
clusters.'® Como os pequenos clusters sdo os precursores dos grandes sélidos cristalinos, o en-

tendimento de suas propriedades pode ajudar no entendimento das propriedades dos sélidos. !’

A transferéncia de carga entre clusters ou superficies de ouro e moléculas tem uma
importante consequéncia. Este tipo de sistema possui aplicagdes, como por exemplo, em bi-
osensores, '® fotodiodos'® e em eletronica molecular.?’ A cinética da transferéncia de centros
redutores de ferrocenos e ruténio ligados a eletrodos de ouro por meio de pontes de alcanos
saturados também tem sido reportada na literatura.>!~2* Ditiols em superficies de ouro sdo apre-
sentados como modelos para o entendimento de como a estrutura e funcionalidade em jungdes

do tipo metal-molécula-metal relacionam entre si.?®

A escolha de métodos para determinar qual estrutura é a mais estivel é uma tarefa
dificil.! O método coupled-cluster (CC) sdo extensivamente usados em quimica quantica para
testar e/ou validar funcionais usados na teoria do funcional de densidade (DFT) pelo fato deste
método ser tido como de alta qualidade para realizar calculos de propriedades eletronicas. En-

tretanto, Truhlar et al.?’

publicaram em 2015 um artigo no qual s3o apresentados melhores
resultados obtidos por célculos utilizando DFT para alguns funcionas de troca e correlagdo
quando comparados com cdlculos usando o método CC para dtomos de metais de transicdo. O
funcional MO08-SO, também considerado neste trabalho, € listado entre os 42 funcionais testa-

dos e apresentou melhores resultados quando aplicado ao dtomo de zinco.
As propriedades de um sistema podem ser calculadas utilizando-se uma ampla varie-
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dade de funcionais existentes na literatura. Alguns destes sdo mais conhecidos por apresentar
melhor performance para alguns sistemas especificos, como por exemplo o B3LYP que € ex-
tensivamente utilizado em célculos envolvendo moléculas organicas. Neste sentido, hd uma
tendéncia na literatura de que funcionais locais apresentam melhores resultados para metais de
transi¢io, como apontado por Cramer e Truhlar.?® Apesar disto, varios funcionais meta hibridos
para estudar clusters de ouro tem sido utilizados, entre eles estao M0S, M05-2X, M06, M06-
2X, M06-HF and M06-L* e os melhores resultados foram obtidos pelo M06-L. Entretanto, as
energias para os dois isdmeros do trimero de ouro sdo quase degeneradas, mas foi encontrado

experimentalmente que o triAngulo obtuso é o mais estdvel.?

Becke, em 2014,3° menciona em um artigo de revisdo o que ele espera ser a tltima fron-
teira para a DFT de sistemas no estado fundamental: o efeito de correlacao forte. Este efeito
aparece, por exemplo, em sistemas com orbitais d parcialmente preenchidos e novos funcionais
tém sido desenvolvidos para tratar de forma precisa estes sistemas. '™ No entanto, no presente
capitulo serdo utilizados funcionais hibridos e meta hibridos devido aos resultados obtidos por
Shi et al..*

No presente capitulo, resultado de um trabalho publicado na Brazilian Journal of Phy-
sics,?* cdlculos utilizando a DFT serdo realizados e os resultados serdo comparados entre o
obtido utilizando-se o funcional M06-L, que apresenta o melhor resultado no trabalho de Shi
et al.,* 0 M08-SO? publicado pelo mesmo grupo de desenvolvedores do anterior e também o
B3LYP. Apds a comparagao dos resultados o funcional M08-SO, juntamente com o conjunto de
base aug-cc-pVDZ-PP3® e um potencial efetivo (ECP), foi escolhido para a obtencdo das estru-
turas mais estaveis de pequenos clusters de ouro, Au, (2<n<6). O potencial médio relativistico
efetivo e os operadores de spin-6rbita para os dtomos de ouro estdo incluidos no potencial efe-
tivo utilizado.?” Também foi realizada a analise populacional dos clusters na auséncia de ligan-
tes para a andlise de como se dd a distribuicdo de cargas nos clusters. O novo funcional utilizado
indica que a andlise populacional de Mulliken (MPA) ndo apresenta resultados em acordo com
dados encontrados na literatura para o trimero de tetrimero de ouro.>?*® A anélise populacional
natural (NPA), entretanto, apresenta resultados coerentes com os dados para a distribuicdo de
cargas. Estes resultados foram comparados com trabalhos que tratam da interag@o entre peque-

nos clusters de ouro e elétrons doadores e receptores no intuito de relaciona-los.

7.2 Detalhes computacionais

Os célculos foram realizados utilizando-se o software MOLPRO.?® Dois funcionais en-

3440 & outro funcional

contrados na literatura, B3LYP e o0 M06-L, para estudar clusters de ouro
ainda ndo reportado para este sistema, 0 M08-SO?°, foram utilizados. O ECP utilizado foi o

CRENBL? e algumas fungdes de base foram testadas.
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Cada estrutura foi pré-otimizada utilizando-se o método de Hartree-Fock e em seguida
foi feita uma segunda otimizacao utilizando-se a DFT. O método de otimizacao implementado
no MOLPRO ¢ o desenvolvido por Eckert*! e este foi estabelecido com os critérios de con-
vergéncia padroes do software, sendo estes: méaxima componente do gradiente menor do que
3 x 107* ua e a maxima variagdo de energia sendo menor que 10~° ua; ou a mdxima compo-
nente do gradiente sendo menor que 3 x 10~% ua e a componente méxima do passo da otimizacdo
sendo menor do que 3 x 107* ua. O limite para o cédlculo da energia também foi estabelecido
como o padrdo do MOLPRO, que é estabelecido em 10~7 ua para ambos os métodos utilizados

nas otimizagoes.

Apos este procedimento, a distribuicdo de carga foi obtida pela anélise populacional
de Mulliken (MPA) utilizando-se ainda o mesmo software e também utilizou-se o software de

c6digo aberto JANPA*? para se obter realizar a anélise populacional natural (NPA).

7.3 Resultados e discussoes

Escolhendo o método

Para testar o método comparou-se a energia de coesdo, comprimento de ligacdo e a
frequéncia vibracional para o dimero de ouro obtidas com dados experimentais. Os resultados
se encontram na Tabela 7.1. Para cada estrutura otimizada a energia de coesdo € dada pela

diferenca entre a energia do atomo isolado e a energia por atomo do cluster::

EAun

Ec= Eau — (7.1)

na qual E,, € a energia para o atomo isolado, E,,, € a energia do cluster e n € o nimero de

atomos no cluster.
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Tabela 7.1: Energia de coesdo, EC (kcal/mol), comprimento de ligacdo, R (A) e frequéncias
vibracionais, v (cm™!) para o dimero de ouro

Funcional Conjunto de Base ECP EC R v
M0O6-L. LANL2DZ M.T. CRENBL 26,3 2,557 168,12
B3LYP LANL2DZM.T. CRENBL 23,4 2,579 160,99
MO08-SO LANL2DZ M.T. CRENBL 22,4 2,587 165,83
MO6-L LANL2DZ CRENBL 26,1 2,562 164,99
B3LYP LANL2DZ CRENBL 23,2 2,585 158,57
MO08-SO LANL2DZ CRENBL 223 2,590 165,34
MO0O6-L.  aug-cc-pVTZ-PP CRENBL 41,2 2,459 194,48
MO08-SO  aug-cc-pVTZ-PP CRENBL 36,0 2,476 195,51
MO08-SO  aug-cc-pVDZ-PP CRENBL 26,8 2,450 203,57
B3LYP aug-cc-pVDZ-PP CRENBL 28,0 2,448 201,95
B3LYP Def2-QZVPD  CRENBL 24.6 2,505 176,41
MO6-L Def2-QZVPD  CRENBL 28,4 2,507 175,04
MO6-L Def2-TZVP CRENBL 26,8 2,527 170,00
exp. 26,6 £0,1 *2,47 *190,09

Os funcionais que apresentaram melhores resultados para as frequéncias vibracionais

e comprimento de ligacdo foram o M06-L e M08-SO juntamente com o conjunto de base

aug-cc-pVTZ-PP e o ECP CRENBL. Entretanto, os resultados para as energias de coesao nao

estdo proximas do valor experimental. Para este parametro os melhores resultados foram ob-

tidos utilizando-se o funcional M06-L com os conjuntos de base LANL2DZ para metais de
transicdo® e Def2-TZVP com o ECP CRENBL e o funcional M08-SO com o conjunto de base

aug-pVDZ-PP e o mesmo ECP mencionado anteriormente, sendo que este ultimo fornece me-

lhores resultados para o comprimento de ligacdo. Para estes trés casos foi calculada a energia

de ionizacdo vertical, ou seja, quando o processo ocorre sem alteracdo da geometria do cluster.

Tabela 7.2: Energia de ionizagao para o dimero Au,, IE (eV)

Fncional Conjunto de Base ECP El
MO08-SO aug-cc-pVDZ-PP CRENBL 9,26
MO06-L Def2-TZVP CRENBL 8,96
MO6-L  LANL2DZ M.T. CRENBL 8,89
exp. 49,50

Como ndo ha resultados na literatura para clusters de ouro utilizando-se o funcional

MO08-SO e este forneceu os melhores resultados no geral com o conjunto de base aug-cc-pVDZ-

PP, n6s escolhemos utilizar estes parametros para prosseguir com os cdlculos.

Estruturas otimizadas para Au,, (2 <n < 6)

Os resultados das otimizagdes estdo representados na Tabela 7.3 e Figura 7.1. Os resul-

tados para cada valor de n sdo apresentados a seguir:
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n=3: Foram determinados dois isomeros para o trimero de ouro. Um com geometria
de triangulo agudo com o menor comprimento de ligagcdo 2,48 A e maiores comprimentos
de ligacdo 2,69 A e outro com geometria de tridngulo obtuso com menores comprimentos de
ligacdo 2,45 A e maior comprimento de ligagio 2,84 A. O tridngulo obtuso é mais estdvel por
1,23 kcal/mol. A energia calculada para o triangulo obtuso estd de acordo com dados experi-
mentais para o tridAngulo “bent”que é 28,2 =+ 0, 6 kcal mol™! determinado por Hilpert e Ginge-
rich*’. O fato de o tridAngulo obtuso ser o mais estdvel estd de acordo com dados de célculos

reportados na literatura>#43-3!1 ?

e com dados experimentais. >

n=4: Neste caso também foram determinados dois isOmeros. A estrutura com formato
em Y foi determinada como a mais estavel por 0,67 kcal/mol se comparada com a estrutura
em forma de losango. Esta ordem de estabilidade depende do método utilizado para realizar
os calculos.* Os resultados para a energia de coesdo do losango neste trabalho estd em acordo
com o melhor valor determinado por Shi et al..* Entretanto a ordem de estabilidade reportada

na literatura € a inversa ao determinada neste trabalho.

n=5: Para o pentamero também foram determinadas duas estruturas, com as formas de

X e W, na qual a estrutura em W € a mais estdvel por 2, 18 kcal/mol. O fato de a estrutura em

2-4,6,7,48-51

W ser a mais estdvel estd de acordo com dados encontrados na literatura. A energia

de coesdo estd de acordo com a determinada por Wang et al..®

n=6: Para o hexamero foi obtido uma geometria triangular planar, que também ¢ repor-

2,3,6,7,48-51

tada na literatura e o valor pra energia de coesdo também estd de acordo com o valor

obtido por Wang et al..®

Tabela 7.3: Valores para energia de coesdo, CE (kcal/mol), energia de ionizagao, IE (eV), para
Au,

n CE IE
2 268 933
Bpgudo 279 6,89
Bobuso 29,1 8,54
4y 380 8,06
A osango 37,3 7,79
5x 405 6,77
Swo 427 747
6 510 867

Os resultados apresentados neste trabalho mostram uma tendéncia de que a energia coe-

siva aumente na medida em que o nimero de &tomos aumenta. Tomando a diferenca de segunda
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ordem, definida como Ayp(Au,) = E(Au,—1) + E(Au,t1) — 2E(Auy,), aplicada para as es-
truturas mais estdveis aqui reportadas obtém-se que os clusters com nimero par de 4tomos sao

relativamente mais estaveis.

2.450

2

2 2490

Figura 7.1: Geometrias otimizadas com distincias em A e dngulo para o tridngulo obtuso em
graus

Andlise populacional de Mulliken

Os resultados para a andlise populacional de Mulliken estdo representados na Tabela 7.4.
Observa-se que para o trimero de ouro a alteragdo do angulo acarreta uma inversao da carga
transferida e esta € simétrica para o tridangulo obtuso e quase simétrica, por uma diferenga na
terceira casa decimal, para o trinagulo agudo. Isto é esperado, uma vez que os dois tridngulos
possuem simetria C,,. A geometria em forma de Y apresenta transferéncia de carga para o

atomo 1 e observa-se que, como a parte triangular da estrutura é composta por um triangulo
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agudo, a transferéncia de carga segue o mesmo padrao do trimero agudo, mas neste tetramero
toda a carga € transferida para o dtomo 1. Para o losango a transferéncia de carga ocorre dos
atomos 3 e 4 para os 1 e 2. Para o pentamero em forma de X a carga € transferida do atomo
central para os demais e para a geometria em forma de W a transferéncia ocorre dos dtomos 2
e 4 para os demais. O hexamero possue as cargas negativas concentradas nos atomos presentes

nos vértices do triangulo.

Por meio da andlise da distribuicdo de cargas no cluster € possivel predizer em qual
posicdo um composto aceptor ou doador de elétrons ird interagir mais eficientemente com o
cluster. Por exemplo, para um doador de elétrons, espera-se que a adsor¢ao no trimero de ouro
ocorra proximo aos dtomos 1 e 2 para o tridngulo agudo e préximo ao dtomo 2 para o tridngulo
obtuso. Para o cluster em forma de Y espera-se que a adsor¢ao mais eficiente ocorra proximo
aos atomos 3 e 4 no plano do cluster ou aos atomos 2,3 e 4 fora do plano da estrutura. A
adsor¢do no losango deve ocorrer préximo aos atomos 3 e 4. Para a geometria em forma de X
espera-se que a interagdo ocorra fora do plano do cluster préximo ao dtomo 2 e para a estrutura
em forma de W espera-se que a adsor¢ao ocorra proximo aos dtomos 2 e 4. Para o hexdmero a

interagdo deve ocorrer nas proximidades dos dtomos 2, 3 e 4.
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Tabela 7.4: Resultados para a andlise populacional de Mulliken

Cluster | Atomo q . Ngk) ¢ o N =3 N(r) | Carga
Au, 1 3,228 | 5,840 | 9,915 | 0,017 | 0,000 19,000 0,000
2 3,228 | 5,840 | 9,915 | 0,017 | 0,000 19,000 0,000

1 3,124 | 5,895 | 9,895 | 0,021 | 0,000 18,936 0,064

AU3agudo 2 3,123 | 5,894 | 9,896 | 0,022 | 0,000 18,934 0,066
3 3,274 | 5,974 | 9,871 | 0,011 | 0,000 19,130 -0,130

1 3,450 | 5,903 | 9,958 | 0,018 | 0,000 19,328 -0,328

AUsobruso 2 2,597 | 5,850 | 9,860 | 0,036 | 0,000 18,344 0,656
3 3,450 | 5,903 | 9,958 | 0,018 | 0,000 19,328 -0,328

1 2,967 | 6,246 | 9,907 | 0,031 | 0,000 19,151 -0,151

Auy, 2 2,967 | 6,246 | 9,907 | 0,031 | 0,000 19,151 -0,151
osango 3 3,078 | 5,881 | 9,874 | 0,016 | 0,000 18,849 0,151

4 3,078 | 5,881 | 9,874 | 0,016 | 0,000 18,849 0,151
1 3,506 | 5,842 | 9,924 | 0,019 | 0,000 19,292 -0,292

Aty 2 2,487 | 6,463 | 9,776 | 0,043 | 0,000 18,771 0,230
3 3,155 | 5,876 | 9,915 | 0,025 | 0,000 18,971 0,029

4 3,155 | 5,872 | 9,914 | 0,025 | 0,000 18,967 0,033
1 3,212 | 5,882 | 9,924 | 0,019 | 0,000 19,036 -0,036

2 2,413 | 6,687 | 9,699 | 0,054 | 0,000 18,853 0,147
Ausy 3 3,212 | 5,882 | 9,924 | 0,019 | 0,000 19,037 -0,037
4 3,212 | 5,882 | 9,924 | 0,019 | 0,000 19,036 -0,036
5 3,212 | 5,882 | 9,924 | 0,019 | 0,000 19,037 -0,037

1 3,276 | 5,834 | 9,897 | 0,026 | 0,000 19,033 -0,033

2 2,869 | 5,969 | 9,858 | 0,025 | 0,000 18,721 0,279
Auswy 3 2,708 | 6,894 | 9,848 | 0,043 | 0,000 19,492 -0,492
4 2,869 | 5,969 | 9,858 | 0,025 | 0,000 18,721 0,279

5 3,276 | 5,834 | 9,897 | 0,026 | 0,000 19,033 -0,033

1 3,671 | 5,690 | 9,900 | 0,032 | 0,000 19,293 -0,293

2 2,540 | 6,377 | 9,746 | 0,043 | 0,000 18,706 0,294

Aug 3 2,541 | 6,379 | 9,745 | 0,043 | 0,000 18,709 0,291
4 2,540 | 6,377 | 9,746 | 0,043 | 0,000 18,706 0,294

5 3,671 | 5,690 | 9,900 | 0,032 | 0,000 19,293 -0,293

6 3,671 | 5,689 | 9,900 | 0,032 | 0,000 19,293 -0,293

Andlise populacional natural (NPA)

Os resultados para a NPA*? estio representados na Tabela 7.5. E possivel notar algu-
mas diferencas entre as duas andlises realizadas. A alteracdo do angulo no trimero ndo altera
o sentido do fluxo de cargas, apenas a quantidade transferida. para o losango a transferéncia
de carga ocorre dos atomos 1 e 2 para os demais, resultado que estd de acordo com o trabalho
de Siddiqui et al..® Para a estrutura em forma de Y a carga é transferida dos 4tomos na base
da parte triangular para os dtomos 1 e 2, mas diferentemente apenas uma pequena quantidade é
transferida para o 4&tomo 1 e a maior parte da carga fica concentrada no d&tomo 2. No pentamero
em forma de X as cargas sao transferidas para o &tomo central e no pentdmero em forma de W a

carga € transferida para o 4tomo 3. Para o hexamero a transferéncia de carga ocorre dos dtomos
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nos vértices para os demais.
Predicdo para as posicoes de adsorcdo

A andlise para as possiveis posi¢do de interagdo serd baseada na deficiéncia ou excesso
de carga eletrOnica nos clusters, ja que seria mais provavel que dtomos que doam densidade
eletrOnica interajam mais efetivamente com dtomos com deficiéncia de elétrons. Um raciocinio

andlogo pode ser feito para receptores de elétrons.

Resultados para adsor¢cdo do dtomo de mercurio, que é um doador de elétrons para o
cluster de ouro,? e resultados para adsorcdo de O,, que é um aceptor de elétrons,*® serdo discu-
tidos. Uma andlise numérica prévia dos resultados para a MPA demonstrou que os resultados
obtidos por esta ndo sdo apropriados para esta andlise. Sendo assim, faz-se a andlise conside-

rando os resultados obtidos pela NPA.

A posic¢ao de interacdo dos clusters de ouro com um doador ou receptor de elétrons pode
ser prevista utilizando-se 0 método NPA. Para a interagdo com um doador de elétrons com o
trimero uma diferenca € observada se € considerado o triangulo agudo ou obtuso. Se o doador é
posicionado proximo a base do tridngulo, a interacao mais efetiva serd com o tridngulo obtuso,
uma vez que os atomos 1 e 3 tem uma maior deficiéncia eletronica. Se o doador é colocado
préximo ao topo do tridngulo, a interacdo mais efetiva ocorrerd com o triangulo agudo, ja que
este possui uma carga negativa menor no dtomo nesta posicao. Para a estrutura em forma de
Y deve-se esperar que a interagdo serd mais eficiente se o doador € posicionado préoximo aos
atomos 3 e 4. Analisando o losango, a geometria mais estdvel resultard da interacdo entre o
doador e os dtomos 1 e 2. Para cluster em forma de X a estrutura mais estavel serd aquela na
qual o doador se posiciona proximo aos vértices da estrutura ou formando pontes entre estes.
Em relacdo geometria em forma de W, o doador de elétrons estard mais proximo de dtomos
deficientes de elétrons ligando-se aos dtomos 2 e 4 por meio de uma ponte. No hexamero o

doador provavelmente se ligard mais efetivamente aos dtomos nos vértices do triangulo.

Se um receptor de elétrons € posicionado no topo do trimero espera-se que a estrutura
mais estdvel serd o triangulo obtuso, ja que este possui uma maior carga negativa nesta posi¢ao.
Se o aceptor € posicionado préximo a base do tridngulo, a interagdo mais efetiva ird ocorrer com
o triangulo agudo, ja que os dtomos da base nesta estrutura sao menos positivos. Para o losango
a interacdo mais efetiva deve ocorrer proximo aos atomos 3 e 4 e para a estrutura em forma de
Y a geometria mais estdvel serd quando o aceptor estiver proximo aos atomos 1 e 2. Para o
cluster em forma de X a interagdo mais efetiva deve ser aquela na qual o aceptor é posicionado
fora do plano do cluster, proximo ao dtomo central. Para o pentdmero em forma de W espera-se

que a intera¢ao ocorra proximo ao atomo 3. Para o hexdmero, pode-se prever que a interacao
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ocorrera mais favoravelmente com os atomos 2, 3 e 4.

Tabela 7.5: Dados obtidos pela NPA

Cluster | Atomo S Pogulagao (Iilos orblials o Populacdo eletronica | Carga
Au, 1 3,163 | 6,131 | 9,288 | 0,02 | 0,000 19,000 0,000
2 3,163 | 6,131 | 9,288 | 0,002 | 0,000 19,000 0,000

1 3,082 | 6,248 | 9,609 | 0,002 | 0,000 18,941 0,059

Aus,gudo 2 3,081 | 6,248 | 9,609 | 0,002 | 0,000 18,940 0,060
3 3,316 | 6,186 | 9,615 | 0,001 | 0,000 19,119 -0,119

1 3,040 | 6,096 | 9,691 | 0,002 | 0,000 18,828 0,172

AU3obtuso 2 3,479 | 6,325 | 9,536 | 0,003 | 0,000 19,343 -0,343
3 3,040 | 6,096 | 9,691 | 0,002 | 0,000 18,828 0,172

1 2,971 | 6,517 | 9,482 | 0,003 | 0,000 18,973 0,027

Auy 2 2,971 | 6,517 | 9,482 | 0,003 | 0,000 18,974 0,026
onango 3 3,367 | 6,143 | 9,515 | 0,002 | 0,000 19,026 -0,026

4 3,367 | 6,143 | 9,515 | 0,002 | 0,000 19,026 -0,026

1 3,300 | 6,086 | 9,624 | 0,002 | 0,000 19,012 -0,012

Aty 2 3,443 | 6,585 | 9,369 | 0,004 | 0,000 19,402 -0,402
3 3,033 | 6,211 | 9,546 | 0,003 | 0,000 18,793 0,207

4 3,033 | 6,211 | 9,546 | 0,003 | 0,000 18,793 0,207

1 3,070 | 6,178 | 9,534 | 0,002 | 0,000 18,784 0,216

2 2,429 | 7,170 | 9,257 | 0,008 | 0,000 19,864 -0,864

Ausx 3 3,070 | 6,178 | 9,534 | 0,002 | 0,000 18,784 0,216
4 3,070 | 6,178 | 9,534 | 0,002 | 0,000 18,784 0,216

5 3,070 | 6,178 | 9,534 | 0,002 | 0,000 18,784 0,216

1 3,233 | 6,153 | 9,490 | 0,003 | 0,000 18,878 0,122

2 3,110 | 6,382 | 9,454 | 0,003 | 0,000 18,948 0,052

Auswy 3 3,253 | 6,744 | 9,346 | 0,004 | 0,000 19,347 -0,347
4 3,110 | 6,382 | 9,454 | 0,003 | 0,000 18,948 0,052

5 3,233 | 6,153 | 9,490 | 0,003 | 0,000 18,878 0,122

1 3,230 | 6,146 | 9,450 | 0,004 | 0,000 18,830 0,170

2 3,217 | 6,671 | 9,277 | 0,004 | 0,000 19,170 -0,170

Aug 3 3,217 | 6,671 | 9,277 | 0,004 | 0,000 19,170 -0,170
4 3,217 | 6,671 | 9,277 | 0,004 | 0,000 19,170 -0,170

5 3,230 | 6,146 | 9,450 | 0,004 | 0,000 18,830 0,170

6 3,230 | 6,146 | 9,450 | 0,004 | 0,000 18,830 0,170

Comparando estas previsdes com os resultados obtidos por Siddiqui et al.? para as es-
truturas mais estaveis € possivel observar que nossas previsodes estdo de acordo com os resul-
tados obtidos por estes. Comparando com os resultados de Joshi et al.’® para o trimero de
ouro € possivel explicar a estabilidade da molécula de oxigénio com o tridngulo agudo quando
esta € posicionada préximo a base. Entretanto, esperava-se que a estrutura mais estavel seria
aquela na qual o receptor de elétrons fosse posicionado no topo do tridngulo, como encontrado

por Metiu et al..> Esta configuragio determinada por Joshi et al.*®

¢ explicada com base na
sobreposicao dos orbitais moleculares, mas € mencionado no mesmo trabalho que a andlise dos

orbitais também pode prever erroneamente a interacdo mais estdvel. Mesmo assim, dada o local
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de interacdo € possivel prever a geometria do cluster baseando-se na distribuicdo de cargas e no

fato de o ligante ser um receptor ou doador de elétrons.

Em adic@o 2 esta andlise, a configuracio mais estdvel por Kuang et al.® para a adsor¢io
da molécula de NO, que é um receptor de elétrons, no trimero de ouro € aquela na qual o
NO ¢€ posicionado no topo do tridangulo. Resultado este que estd de acordo com o fato de o
atomo nesta posicao do cluster conter o acimulo de cargas negativas de acordo com o presente
trabalho. Contudo, a estabilidade das estruturas ird depender do método utilizado, como de-
monstrado pelas diferengas nos trabalhos de Joshi et al.*® e Metiu et al.® sobre a adsor¢io do

oxigénio em trimeros de ouro.

7.4 Conclusoes

O funcional M08-SO usado nesse trabalho tem uma excelente performance em descre-
ver as energias de coesdo para clusters de ouro em relagdo aos dados experimentais. Para os
clusters com as geometrias de triangulo obtuso, losango e pentamero em forma de W, os re-
sultados mostram uma diferenga menor que 1 kcal mol™!, exceto pelo pentimero de ouro, com
dados calculados por Shi et al..* Nossos resultados mostram uma faixa entre 0 e 6, 3 kcal mol’!
se comparado com os resultados de Mancera e Benoit.”" As energias de band gap encontradas
neste trabalho foram superestimadas, entretanto, como as energias de coesdo e ioniza¢ao sao
determinadas por diferencas de energia, o erro em cada cdlculo € cancelado. As geometrias
obtidas nesse trabalho sdo todas planares, o que esta de acordo com os resultados encontrados

na literatura.

A carga atdmica bruta encontrada pela andlise populacional de Mulliken ndo esta de
acordo com os resultados encontrados na literatura. Entdo, pode-se concluir que a andlise de
Mulliken ndo € indicada para este sistema ao utilizar os parametros deste capitulo. De fato, Reed
et al.>* aponta que esta analise é muito sensivel ao conjunto de base e conforme o conjunto de
base € ampliado para obter maior precisdo, essa metodologia se torna ainda mais sensivel. Con-
tudo, a andlise NPA realizada resulta em uma carga atdmica bruta que nos permite prever as
posicdes mais estaveis de interacao entre doadores ou receptores de elétrons com as geometrias

aguda e obtusa do trimero de ouro.

O funcional M08-SO fornece bons resultados para pequenos clusters de ouro, principal-
mente para o dimero e o trimero que diferem dos dados experimentais por 0,2 = 0,1 € 0,9 + 0,6
kcal mol!, respectivamente. A tendéncia para maior estabilidade de clusters com nimero par

de atomos € também obtida neste trabalho.
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Conclusoes

Na presente dissertacdao foram mostradas em detalhe as deducdes de alguns métodos uti-
lizados em célculos de estrutura eletronica juntamente com algumas aplicacdes em problemas
simples, com a intencdo de facilitar o entendimento do que foi feito e possibilitar a um estu-
dante com o conhecimento basico de mecanica quantica o aprendizado de alguns dos métodos
utilizados. Além disso, foi possivel estabelecer as condi¢des de cuspide nas coordenadas de
Hylleraas, em um artigo inédito na literatura, e também restricdes as fungdes de Hylleraas de
modo que estas sempre satisfacam as condi¢des de cispide. Em outro capitulo da dissertagao é
apresentado um trabalho no qual faz-se a aplicacdo de um funcional que ainda ndo havia sido
empregado no estudo de clusters de ouro para o qual obteve-se excelente concordincia com os

dados experimentais disponiveis para este sistema.

O desenvolvimento deste trabalho possibilitou algumas expectativas para o futuro, como
por exemplo a aplicacdo da expressao obtida para a funcao de Hylleraas em problemas numéricos.
Espera-se também, desenvolver mais trabalhos na drea de educacdo, visando estudantes de
graducdo e pds-gradugdo, ndo tratando somente de estrutura eletronica, mas também de ou-
tras areas de pesquisa. Em relacdo a parte do trabalho voltada para o modelo de Khon-Sham,
pretende-se continuar o estudo da DFT no que diz respeito aos métodos mais avancados de
se obter novos funcionais e também com relagdo ao formalismo dependente do tempo desta
mesma teoria. Pretende-se continuar desenvolvendo trabalhos na drea de modelagem compu-
tacional tanto de sistemas pequenos quanto de sistemas maiores, visando o entendimento de

processos quimicos, fisicos e também aplicacdes tecnoldgicas.
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Anexo A

Relacao entre a derivada da segunda e o

quadrado da derivada primeira

Considerando o caso unidimensional tem-se para a componente da energia cinética do

Hamiltoniano:
d2¢
A.l
— [ v A1)
Integrando por partes, definindo u = ¥ (x) e dv = ¥ (x)”,
; di(z) | /°° dy(x)’
T =— d A2
v = v " (T ) (A2)
como as condicdes de contorno impde que a fun¢do e sua derivada devem ser nulas nas extre-
midades, tem-se
. < (dip(x)\?
Ty(z) = ~7r dx (A.3)
o x
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Anexo B

Sobre a solucao numérica da equacao de

Thomas-Fermi

Busca-se a solugdo para a equacao

! —

y' =

N[
nlw

Yy (B.1)

com duas condi¢des de contorno, com justificativas fornecidas no capitulo 5: y(0) = 1 e
y(oco) = 0. Serdo analisadas as solug¢des nos dois pontos separadamente. Para x — 0, tem-

se que y(0) = 1 e portanto:

y'(z) ~ 272 (B.2)
Sendo assim, neste limite uma solu¢@o em série tem que conter o termo %x%. Como no
zero, y = 1, tem-se que incluir esta constante na série e pode-se assumir que: !
4 3 9 5
y(:z:):1+px+§$2—l—bx +cx2 ... (B.3)
Pode-se reescrever (B.1) como:
x (y”)2 =7 (B.4)
de modo que, truncando a série no quinto termo,
11\ 2 2 15 15¢ ? 2 1 3
x(y") =14 (4b +7c T+ o) + 4bx2 + 15bcx2 (B.5)

v =1+ 6pbcx% + 3px + 3bz? + 3cxs + dw? + 6pba® + 6pcx% 1 6bex? + 3vbpa’t + 3cp2x%+

16 64
8pbx% + 8pca® + 3pb*a® + 3pcta® + 8bea® + 3cb?z? + 3bcPa” + §x3 + 2—71’%—1—

16 16
3p2a? + pr% + 8bx? + 8cxt + 3b%at + 3c%2° + gpafl + pPa® + 4p2m% + gbx5+

?cx121 + 4b2$% + 402:B173 + 6328 4+ CSSE%

(B.6)
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igualando as equacdes (B.5) e (B.6), considerando somente as duas menores poténcias de =,
com excessao do 0 — ou seja, as que vao para zero mais lentamente — obtém-se as relagdes entre

0s parametros p, c e b:

4b =0

B.7)
15 (
(41)2 + ?c) = 3p

Sendo assim, retira-se que b = O e c = %p. Aparentemente ha um problema com esta
formulacdo, pois com b=0 tem-se em > um termo 4z3 e do lado esquerdo ndo aparece nenhum
termo com este mesmo expoente Entretanto, se considerar uma expansio com mais termos,
como por exemplo da? e ex?, ter-se-d 12dz? do lado esquerdo. Ou seja, os termos que nao
aparecem multiplicando as mesma poténcias de x s6 existem pela limitagao de se trabalhar com
uma quantidade finita de termos. Substituindo os valores de b, p e c em (B.3) tem-se:

y(x) =1+ px + %QZS + %piﬂg (B.8)

Para o limite de x — oo, pode-se determinar o comportamento assintético de y. Supde-
se entdo que a solu¢do seja y ~ az®. Portanto, 3y’ = aa(a — 1)z* 2. Substituindo y e y” na

equacdo (B.4), tem-se:

T (a2oz2(oz - 1)251020“_4) = = 042(04 - 1)2 =az®P =y =

oo — 1)? (B.9)
=

Comparando com a fungio de teste tem-se que @ = —3 e a = a*(a — 1)? = 144 e logo:
y = 144273 (B.10)

que satisfaz a condi¢do de contorno no infinito. Entretanto, como discutido por Bender e Ors-
zag,?, esta solugdo ndo satisfaz a condi¢do de contorno na origem. Porém, se este termo também
for tomado como o termo condutor da solucao que satisfaz as condi¢des de contorno, é possivel

determinar correcdes para este comportamento. Supondo que a corre¢do seja da forma:

y=—+¢€(x) =10+ e(x) (B.11)

3
2

Se € € muito menor que y, pode-se expandir y% = (yo + €)?2 na série de Taylor no ponto
3 1

¢ = 0, obtendo-se y% ~ ye + 3yde(x). Logo,

[N

3 31
y" = yg 4+ =g (yo2 + §y026(x)) (B.12)
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Agrupando termos e usando y, = 144273, retira-se para ¢:

18
€= — (B.13)
x
Supondo que € = cx”, tem-se que:
18cx”
Yy =1 = = — (y—1) =18 (B.14)
x

1+73
2

Que tem raizes y; = €Y = %ﬁ A raiz que satisfaz a condi¢@o de contorno no

infinito € 5. Sendo assim:
—V73
y~yoter B (B.15)
O método sugerido por Shampine! para resolver esta equacdo consiste em mover a
condigdo inicial da origem de uma quantidade d > 0 relacionando-se y(d) e ¥’ (d) com a solugdo
por série dada pela equcao (B.8) e mover também a condic¢do inicial do infinito por uma quan-
tidade D (relativamente grande) relacionando y(D) e y'(D) com X e —32, pois no infinito a

solucdo decai algebricamente. Utilizando-se para isto o software Matlab.

Em 2015, Rach e Bougoffa publicaram duas solu¢des analiticas aproximadas, uma para
pequenos valores e outra para grandes valores de x, que obedecem as condi¢cdes de contorno
como uma alternativa para os métodos numéricos.> Outra forma de resolver o problema se-
ria utilizando-se o método do tiro. A seguir estdo representados os graficos para as duas
solu¢des aproximadas de Rach e Bougoffa, para a solucdo numérica proposta por Shampine
e pelo método do tiro utilizando-se 0 método de Runge-Kutta de quarta ordem nos intervalos
x € [10,15] e x € [0, 1]:

Figura B.1: Gréficos para as diferentes solucdes da equacdo de Thomas-Fermi nos intervalos
z €[0,15]ex € [0,1]
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Anexo C

Mudanca de variavel na integral de

Coulomb

Por conta da singularidade na integral de Coulomb € necessario fazer uma mudancga

de varidvel. Defini-se a posicao da segunda particula em relacdo a primeira em coordenadas

esféricas. !

ZA

rn ‘ r2

<

Figura C.1: Sistema de coordenadas para as particulas 1 e 2
Tem-se do teorema de pitdgoras generalizado para quaisquer dois vetores:

ro? =112 + 1197 — 2|ry1| 112 cos(w) (C.1)

o elemento de volume para a particula 1 em relacio ao sistema cartesiano xyz é dado por:

dVi = ridry sin(6,)d0,do, (C.2)

e, de modo analogo, para a particula 2 em relag¢ao ao sistema x'y’2’":

dVy = r2,dryy sin(w)dwdp (C.3)

sendo 715 € w as varidveis dependentes, diferenciando-se (C.1):
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rodry

2rodry = 2r1rg sin(w)dw = sin(w)dw = (C.4)
r1irie
Substituindo (C.4) em (C.3):
TQdTQ
d‘/Q = 7’12d7”12d,0 (C5)
T
Tem-se entao:
1
/ —d‘/ld‘/g = / Tld’l”l sin(@l)d91d¢1r2dr2dr12dp =
vi Jvp T12 71,72,712,01,41,p
(C.6)

872 / r1driradredriy
T1,72,712

Com os intervalos de integragdo sendo: 0 < 6; < 7, 0 < ¢; < 27, 0 < p < 2,

0<r;<oo,0<ry<ooe|ry —re <riy<ry+re. Sendo assim:

00 OO pTIFT2 00 oo
87r2/ / / rirodriadridry = 87r2/ / [r1 + 1o — |11 — 7|l Timadridry  (C.7)
0 0 ‘7"1—7"2| 0 0

Utilizando-se a mudanga de varidvel r = £ na integral de coulomb (4.18):

4 2 [e%¢) 00
Jp] = %/ / p(x1)p(xe) (X1 4+ T2 — |71 — Xo|] X1 22d21d2o (C.8)
o Jo

Para se resolver esta integral analiticamente € necessdrio dividi-la em duas regides, uma
na qual r; > ro e outra onde o > r;. Entretanto a solucdo obtida pelo método descrito no
Anexo B € discreta e portanto uma solu¢do numérica € necessaria. Neste caso, pode-se resolver
(C.8) diretamente.

100



Bibliografia

[1] MARGENAU, Henry; MURPHY, George Moseley. The Mathematics of Physics and Chemistry. New
York: East-West Press, 1966.

101



Anexo D

Artigos publicados em revistas

102



Quim. Nova, Vol. 40, No. 10, 1259-1263, 2017

8
T

http://dx.doi.org/10.21577/0100-4042.20170125

0 METODO DE HYLLERAAS PARA ATOMOS DE DOIS ELETRONS

Felipe S. Carvalho e Joao P. Braga*

Departamento de Quimica, Universidade Federal de Minas Gerais, 31270-901 Belo Horizonte — MG, Brasil

Recebido em 25/05/2017; aceito em 08/08/2017; publicado na web em 02/10/2017

Educacao

THE HYLLERAAS METHOD FOR TWO ELECTRONS ATOMS. The quantum mechanics of two electrons atoms, as suggested
by E. A. Hylleraas in the period between 1928-1930, is discussed in the present work. Hylleraas introduced explicit correlations in
the wavefunction by treating the coordinates between the electrons as an independent variable of the problem, an approach that gives

very precise energy values. Solution of the problem is given for one, two, three and six basis functions, as in the original work. The
solution is also carried out with 140 basis functions, showing that the energy for two electron atoms can be calculated with seven
significant figures. Numerical methods presented here are accessible to undergraduated level students.

Keywords: Hylleraas method; two-electrons atom; electronic correlation.

INTRODUCAO

Egil A. Hylleraas publicou, entre 1928 e 1930, uma serie de trés
artigos'™ em que trata da mecinica quantica de dtomos de dois elé-
trons. Resultados extremamente precisos, com um desenvolvimento
relativamente simples, podem ser obtidos por essa abordagem. A
correlag@o entre os elétrons € introduzida de forma explicita na fungéo
de onda, considerando nao somente as coordenadas elétron-ntcleo,
mas também a coordenada relativa entre os elétrons. Ao escalonar
a fungdo de onda, Hylleraas simplifica consideravelmente o cdlculo
variacional, pois o par@metro variacional aparece na forma quadratica
e linear, ao contrario da forma exponencial. A versdao em inglés do
trabalho de E.A. Hylleraas pode ser encontrada nas referéncias.*

A histéria da mecanica quantica de dtomos de dois elétrons €
contada pelo préprio Hylleraas no excelente artigo autobiografico,
Reminiscences form the Early Quantum Mechanics of Two-Electron
Atoms.® O cdlculo da energia de dtomos de dois elétrons foi um teste
crucial para dar credibilidade a mecanica quantica, pois resultados
corretos ja haviam sido obtidos para o 4tomo de hidrogénio por E.
Schrodinger no seu trabalho original da mecénica ondulatéria’ e por
W. Pauli usando a mecanica matricial.*'° Era natural que se pergun-
tasse como seriam os resultados para dtomos de dois elétrons e essa
era a pergunta que E.A. Hylleraas tentava responder.

O presente texto € baseado nos trabalhos originais de Hylleraas,
com a inten¢do de tornar esses trabalhos mais acessiveis para estu-
dantes de graduagio. Apés uma introducdo teérica do hamiltoniano
nas coordenadas de Hylleraas, o cédlculo da energia do dtomo de
hélio € realizado com uma, duas, trés e seis fungdes de base, como
tratado originalmente. O cdlculo das integrais nessas coordenadas €
feito, com exemplos em uma dimens@o, para ilustrar integrais mais
elaboradas, resumidas nas equacoes de Chandrasekhar-Herzberg."
As energias calculadas serdo comparadas com os resultados estabe-
lecidos em 1966 por Frankowski e Pekeris'> que obteve o resultado,
E =-2,903724377 au, com todos algarismos significativos.

Para efeito de comparagiio com o trabalho original, toma-se a
energia de referéncia em E = -2,9037 au, pois os cdlculos em 1929
foram feitos nessa precisao. Entretanto, um resultado para 140 funcdes
de base serd discutido e comparado com o trabalho de Frankowski e
Pekeris. Os métodos numéricos aqui apresentados sdo acessiveis a um
estudante de graduacilo, possibilitando de forma simples a reproducio

*e-mail: jpbraga@ufmg.br

do trabalho original de Egil A. Hylleraas.

COORDENADAS DE HYLLERAAS E ELEMENTOS DE
MATRIZ

Com as coordenadas cartesianas dos dois elétrons denotadas por
(X1, V15 21) € (X, V5, 25), 1y € 1 as distincias dos elétrons ao nicleo e r,
a distancia entre os elétrons, Hylleraas define as novas coordenadas,

_ _ [.2 2 2 2 2 2
S—I’i +}"2— Xl +yl +Zl + X2+y2+ZZ

t=r—r =X £y x4yl 42 M

w=ry=(5 -3 +(m-») +(z-2)

transformando, assim, um problema originalmente em seis coordena-
das para trés coordenadas relativas. O calculo do hamiltoniano nessas
novas coordenadas requer uma transformacao de coordenadas, seguin-
do uma ldgica andloga a apresentada em textos bdsicos de quimica
tedrica.'*!* Nas coordenadas de Hylleraas o hamiltoniano tem a forma

ﬁ__[az+az azj 45 0 4 8 20

- —+
s*=t0s st 0t wuou 2)
2_ 2 2 2_ 2 2 1
58 u2 ZZ 0 72£ u2 s2 0 _az 2s L
u\ s*—1t" )Osou u\ s“—t° )otou sT—t" u
com o elemento de volume igual a, dv = u(s® — *)dsdtdu, com 0 < ¢
Su<s<oo,

Os autovalores da equagdo de Schrédinger, Hy = Ey, serdo de-
terminados pelo método variacional linear. Nesse método a funcao de

+
os> o ou’

onda total y € expandida nas fung¢des de base, f;, na forma y = chf
i
e os coeficientes sdo otimizados para minimizar a energia total, isto

. . . . OF .
&, procura-se satisfazer a condicdo, — =0, (i=1, ..., n). Procurar a
i

solucdo nao trivial desse minimo € equivalente a estabelecer as raizes
do determinante, |H — ES| = 0, com H; = | fHf.dve S; = [ f.fdv. Para
n funcoes de base as matrizes simétricas envolvidas terdo dimensio
n x n, podendo-se dizer que o problema foi representado com n
funcdes de base, ou seja, um problema de n estados. Para maiores
detalhes do método variacional linear o leitor deve consultar livros
bésicos de mecanica quantica.'*
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Abstract

CrossMark

In this work it was shown how cusp conditions in radial coordinates are implied in the

fundamental idea of the R12 method used in electronic structure calculations. We also derived
the cusp conditions in Hylleraas coordinates through Hamiltonian singularities analysis. The
functions described in literature which depend on these variables were investigated and it was
found that these functions do not necessarily satisfy the cusp conditions, although they return
good energy results with few parameters. Starting from the cusp conditions derived in the
Hylleraas coordinates, three restrictions were established for the wavefunctions. An example of

this correct cusp behavior for a particular wavefunctions is given. This issue is of great
importance since the cusp conditions guarantee a better convergence for numerical results.

Keywords: Hylleraas wavefunctions, cusp conditions, Hylleraas coordinates

1. Introduction

Since the early days of the quantum mechanics of molecular
orbital theory, it has been recognized that the Slater functions
could not take electronic correlation between electrons into
account. This could be achieved by considering the distance
among the electrons, 7},, as a variable of the problem, which
was done by Hylleraas in 1929 [1]. A simple improvement in
the two-electron wavefunction, using e~ r, instead of a
simple Slater function, can decrease the error from 4% to
0.4%. Although the Hylleraas coordinates have been incor-
porated in some electronic calculation methods, such as in the
R12 approach, Gaussian basis functions are inevitably used in
the computation, for they provide a fast numerical calculation.
Nevertheless, this Gaussian basis does not satisfy the cusp
conditions which will result in a slow convergence. But even
when the term ry, is considered, cusp conditions cannot be
satisfied, and this is the case for some of the original proposed
functions by Hylleraas. This paper is about the analysis of
cusp conditions in a general form, and applied to some
Hylleraas functions.

In 1951, Kato [2] published an article in which he dis-
cusses the general properties of Hamiltonian operators. In a
subsequent work, the same author [3] established two fun-
damental conditions to be satisfied by the wavefunction in
order to avoid electronic and nuclear singularities. These

0953-4075,/18/135001+05$33.00

conditions are known nowadays as Kato’s cusp conditions for
many electron atoms, although originally proved for ground
states.

However, in 1953, Lowdin [4] published a paper in
which he studied, from a numerical point of view, tabulated
self-consistent field wavefunctions. He observed that the
condition for the ratio of the wavefunction in some intervals
must be equal to the ratio of atomic number by the angular
quantum number plus one. In the limit of small intervals,
Lowdin obtained a general cusp condition for any / value
although his analysis was numerical.

Ground state helium-like atom cusp conditions were also
obtained by Roothaan and Weis [5] in 1960, but a general
treatment was developed by Pack and Brown [6] for any
electronic state, deriving the same cusp conditions, as in
Lowdin’s work. In 1976 Thakkar and Smith [7] showed the
correspondence between Kato’s cusp condition and the
spherical averaged intracule matrix, applying their results to
verify the cusp condition for the 20-parameter Hylleraas type
function obtained by Hart and Herzberg [8].

In the present work, cusp conditions will be derived from
Hamiltonian analysis and tested directly for the wavefunction
in relative and Hylleraas coordinates, instead of using the
spherical averaged intracule matrix. This approach was
choosen since the relation between the wavefunction and its
derivative can be more intuitively seen from the Hamiltonian.

© 2018 IOP Publishing Ltd Printed in the UK
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Abstract

We have investigated the more stable structures for small gold clusters, Au, (2< n < 6), using the density functional theory
method. Two functionals used in the literature, the well-known B3LYP and M06-L, were compared with the one that has not
been used for this system yet, MO8-SO, and the results for dimer were compared with experimental data. It was found that
MOS-SO gives the best results for the effective core potential and basis set tested. Therefore, the functional M08-SO was
used for other structures. The planar geometries were found to have the lowest energies. After the geometry optimization,
Mulliken populational analysis (MPA) and natural populational analysis (NPA) were carried out and the results for charge
distribution in gold trimer and tetramer were compared with data found in literature. The MPA calculation does not give
results in agreement with the literature. On the other hand, the NPA calculation gives coherent data. The results showed that

the charge distribution will not always predict the more favorable site of interaction.

Keywords DFT - Gold clusters - M08-SO functional - Charge distribution

1 Introduction

Small clusters have been largely studied in the past decade
concerning their geometries, electronic properties, and also
the interaction with other atoms or molecules [1-12]. Gold
clusters, in particular, have applications in material science
as catalysts and in medical sciences for drug delivery [13].
Haruta [14] and Valden et al. [15] reported the enhancement
of the catalytic effect of gold supported by metal oxides.
This kind of support also has effect on the gold cluster
growth [16]. Since small clusters are the precursors of large
crystal solids, the understanding of their properties can help
to understand the properties of solids [17].

The charge transfer between gold clusters or surfaces
and molecules has an important consequence. This kind
of systems has aplications, for example, to biosensors
[18], photodiodes [19], and in molecular electronics [20].
The electron-transfer kinetics of ferrocene and ruthenium
redox centers attached to gold electrodes through satured
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alkane bridges also have been reported in literature [21-25].
Dithiols in gold surfaces were presented as models to
understand how the structure and functionality in metal-
molecule-metal junctions are related to each other [26].

The choice of the methods to determine which is the more
stable structure is a difficult task [1]. Coupled-cluster (CC)
methods are extensively used in quantum chemistry for
testing and/or validate functionals used in density functional
theory (DFT) calculations. The CC method is considered
a high-level technique to perform calculations. However,
Truhlar et al. [27] published in 2015 an article that shows
a better performance of exchange-correlations functional
if compared with CC methods for calculations involving
3D transition metal atoms. The M08-SO functional, also
considered in this article, is listed among the 42 functionals
tested in their work that gives a better result for Zn.

There are several types of functionals that can be used
in a system. Some of those are well known to have a good
performance in general and depending on the system under
consideration, as, for example, B3LYP that is largely used
in organic chemistry calculations. Therefore, it is important
to note, as a general trend in the literature, that local
functionals perform better for transition metals, as pointed
by Truhlar and Cramer [28]. Nevertheless, several hybrid
meta functionals to study gold cluster in DFT level, among
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