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Resumo
Na presente dissertação alguns métodos utilizados em cálculos de estrutura eletrônica são dis-
cutidos juntamente com exemplos de aplicações. No capı́tulo 1, parte-se do método de Hartree-
Fock-Roothaan deduzindo-se as equações a serem resolvidas a partir da energia de um estado
eletrônico e resolve-se estas equações para o átomo de hélio unidimensional. Continuando em
sistemas de dois elétrons no capı́tulo 2 é apresentado o método de Hylleraas, publicado em uma
série de três artigos entre os anos de 1928 e 1930, juntamente com uma simplificação do método
apresentada por Chandrasekhar e Herzberg em 1955. No capı́tulo 3 é deduzida, pela primeira
vez, as condições de cúspide nas coordenadas de Hylleraas e estas são aplicadas em algumas
funções encontradas na literatura afim de analisar se estas condições são satisfeitas. São obti-
das, também neste capı́tulo, restrições para as funções de onda de modo que estas satisfaçam
as condições de cúspide. No capı́tulo 4 introduz-se um novo modelo para cálculo de estrutura
eletrônica desenvolvido simultaneamente por Thomas e Fermi nos anos de 1927 e 1928, res-
pectivamente no qual utiliza-se a densidade eletrônica para se obter a energia do sistema, dando
origem assim à Teoria do Funcional de Densidade, considerando que esta densidade seja uni-
forme. As equações a serem resolvidas são deduzidas neste capı́tulo, considerando-se apenas
os efeitos clássicos como nos trabalhos originais de Thomas e Fermi, no qual são apresenta-
das todas as passagens matemáticas necessárias e os resultados são discutidos. No capı́tulo 5
é apresentado uma continuação no desenvolvimento do modelo de Thomas-Fermi no qual o
efeito quântico de troca como um funcional da densidade foi introduzido por Dirac em 1930.
A dedução não segue o trabalho original de Dirac, mas todos os conceitos necessários e to-
das as passagens matemáticas são apresentadas ao longo do desenvolvimento deste capı́tulo.
No capı́tulo 6 introduz-se o modelo de Khon e Sham, proposto em 1965, no qual ainda se
utiliza funcionais da densidade na realização dos cálculos, mas que obteve grande êxito nos
cálculos de modo que este modelo é utilizado ainda nos dias atuais em cálculos de estrutura
eletrônica. Nesse capı́tulo é introduzido o funcional de correlação e a melhoria nos resulta-
dos ao se considerar esse efeito fica evidente ao se resolver um exemplo após a obtenção das
equações necessárias. No capı́tulo 7 utiliza-se um software para se estudar sistemas de muitos
elétrons utilizando-se funcionais mais complexos do que os apresentados nos capı́tulos 5 e 6.
Os sistemas escolhidos para estudo são clusters de ouro contendo de dois a seis átomos. Os re-
sultados são comparados com dados experimentais disponı́veis e teóricos. Realizou-se também
a análise populacional dos orbitais afim de se determinar a carga em cada átomo dos clusters e
esses resultados foram utilizados para relacionar as distribuições de cargas nos clusters com as
geometrias de interação entre os clusters e ligantes receptores ou doadores de elétrons.

Palavras-chave: Método de Hartree-Fock-Roothaan - Método de Hylleraas - Condições de
cúspide - Modelo de Thomas-Fermi - Teoria do Funcional de Densidade



Abstract
In the present dissertation, some methods used in electronic structure calculations are discussed
together with examples of applications. In Chapter 1, we start with the Hartree-Fock-Roothaan
method deducing the equations to be solved from the energy of an electronic state and solving
these equations for the one-dimensional helium atom. Keeping the study of two-electron sys-
tems in Chapter 2, it is presented the Hylleraas’s method, published in a series of three articles
between the years 1928 and 1930, together with a simplification of the method presented by
Chandrasekhar and Herzberg in 1955. In chapter 3, the cusp conditions are deduced for the first
time in the Hylleraas coordinates and these are applied in some functions found in the literature
in order to analyze if these conditions are satisfied. Also in this chapter, constraints for the
wavefunctions are obtained to guarantee that the cusp conditions will be satisfied. In Chapter
4 we introduce a new model used in electronic structure calculations developed simultaneously
by Thomas and Fermi in the years 1927 and 1928, respectively, in which the electronic density
is used to obtain the energy of the system, thus giving rise to the Density Functional Theory,
considering that this density is uniform. The equations to be solved are deduced in this chapter,
considering only the classical effects as in the original works of Thomas and Fermi, in which all
necessary mathematical passages are presented and the results are discussed. In Chapter 5 it is
presented a continuation in the development of the Thomas-Fermi model in which the quantum
exchange effect, as a functional of the density, was introduced by Dirac in 1930. The deduction
does not follow the original work of Dirac, but all necessary concepts and all the mathematical
passages are presented throughout the development of this chapter . In Chapter 6 are introduced
the Khon and Sham model, proposed in 1965, which uses the functionals of density to perform
the calculations, but obtained great success in the results so that this model is still used in the
present day to perform electronic structure calculations. In this chapter the correlation func-
tional is introduced and the improvement in the results when considering this effect becomes
evident when an example is solved after deduction of the necessary equations. In Chapter 7 a
software is used to study systems of many electrons using more complex functionals than those
presented in Chapters 5 and 6. The systems chosen for the study are the gold clusters contai-
ning two to six atoms. The results are compared with available experimental and theoretical
data. The population analysis of the orbitals was also carried out to determine the charges in
each atom of the clusters, and these results are used to relate the charge distributions in clus-
ters with the geometries of interaction between clusters and a electron receptor, or donor, ligand.

Key-words: Hartree-Fock-Roothaan method - Hylleraas method - Cusp conditions - Thomas-
Fermi model - Density Functional Theory
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3.3 Condições de cúspide nas coordenadas de Hylleraas . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.3.1 Hamiltoniano e possı́veis singularidades . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.3.2 Limite de u→ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.3.3 Limite de s→ |t| . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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Introdução

Para sistemas que são constituı́dos por muitas partı́culas, elétrons e núcleos, encontra-se
em diversos livros de mecânica quântica básica1–5 a equação de Schrödinger que descreve este
sistema. Sendo esta dada por

Ĥψ(r,R) = Eψ(r,R) (1)

onde Ĥ é o hamiltoniano para o sistema, ψ é a função de onda, r é referente à todas as coorde-
nadas eletrônicas, R é referente à todas as coordenadas nucleares eE a energia total do sistema.

Sendo o hamiltoniano, em unidades atômicas (ua), dado por:

Ĥ = −1

2

N∑
i=1

∇2
Ri
− 1

2

n∑
j=1

∇2
rj
−

N∑
i=1

n∑
j=1

Zi
|rij|

+
N∑
i=1

n∑
k>i

1

|rik|
+

N∑
i=1

N∑
k=1

ZiZk
|Rik|

(2)

sendo os dois primeiros termos referentes às energias cinética dos núcleos e elétrons, respec-
tivamente, e os outros três referentes às energias de interação elétron-núcleo, elétron-elétron e
núcleo-núcleo. O operador ∇2 representa a segunda derivada e Zp a carga nuclear do p-ésimo
núcleo. Uma aproximação que facilita a solução desta equação foi proposta por Born e Op-
peheimer em 1927,6 onde estes separaram o movimento nuclear do eletrônico considerando-se
que devido diferença de massa os elétrons se moverão muito mais rápido que os núcleos. Sendo
assim, para cada configuração nuclear os elétrons sempre estarão em equilı́brio.

Um dos métodos aproximados para se resolver a equação de Schrödinger para a parte
eletrônica é o método de Hartree-Fock7,8 no qual supõe-se que a função de onda total é dada
pelo produto das função de onda de um elétron (produto de Hartree) e resolve-se a equação
de Schrödinger para um elétron movendo-se no potencial médio gerado por todos os outros
elétrons, repetindo-se este processo para cada elétron do sistema a quantidade necessária de
vezes para que a função de onda e/ou a energia não se altere significativamente. Uma outra
forma de representação da função de onda total, dada pelo determinante das funções de onda
de um elétron, que leva em consideração o princı́pio da antissimetria foi proposta por Slater.9

Outra representação, que será utilizada em alguns momentos nesta dissertação, é dada pela
combinação linear de funções que satisfaçam a equação de Schrödinger.

O estudo da estrutura eletrônica é importante para o entendimento das propriedades da
matéria: seja para a obtenção da configuração estrutural de moléculas e sólidos e/ou para a
obtenção da energia dos mesmos; para o entendimento de como se dá a interação entre dois
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ou mais compostos; a estrutura eletrônica também permite a previsão de processos quı́micos e
fı́sicos; permite a simulação computacional de situações difı́ceis de se observar experimental-
mente. O entendimento dos variados métodos de se resolver a equação de Schrödinger além
de ser o primeiro passo para o entendimento do funcionamento de softwares e para a liber-
dade de se desenvolver programas próprios. Além disso possibilita o desenvolvimento de novos
métodos bem como a possibilidade de contribuir conceitualmente com os métodos já existentes.

Na presente dissertação serão discutidos alguns métodos: o de Hartree-Fock-Roothan; o
método de Hylleraas; o método de Thomas-Fermi e Thomas-Fermi-Dirac e o método de Khon-
Sham. Além disto é apresentada uma contribuição teórica no que diz respeito às condições
de cúspide nas coordenadas de Hylleraas e outra contribuição na área de modelagem onde o
método de Khon-Sham foi utilizado para se calcular propriedades eletrônicas e estruturais de
pequenos clusters de ouro. Ao longo deste trabalho foram publicados três artigos, citados nos
capı́tulos que são referentes a estes.

12
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Capı́tulo 1

Equação de Hartree-Fock-Roothaan

1.1 Introdução

Em 1923, foi publicado na revista Nature a aula ministrada por Niels Bohr na ocasião de
ter ganhado o prêmio Nobel em 1922.1 Nesta aula ele inicia definindo a constituição do átomo
mais recente na época: constituı́do por um núcleo de carga positiva possuindo a maior parte
da massa do átomo e por elétrons de carga negativa de massa muito menor que se posicionam
à uma distância muito grande do núcleo. Baseando-se nisso pode-se supor que o movimento
dos elétrons em torno do núcleo é similar ao movimento planetário de nosso sistema solar. En-
tretanto, Bohr aponta que em um sistema planetário o mesmo é alterado permanentemente por
qualquer influência externa e os átomos, após serem perturbados, sempre voltam ao mesmo es-
tado inicial. Esta observação deixa claro que um tratamento utilizando-se somente da mecânica
clássica não fornece um modelo satisfatório. Bohr aponta também que o trabalho de Lorentz,
apesar de explicar o efeito Zeeman baseando-se no fato de que os elétrons oscilam harmoni-
camente em torno de uma posição de equilı́brio, fornece um modelo no qual o átomo emitiria
radiação continuamente até o momento em que o elétron colidisse com o núcleo.

Visto que a fı́sica clássica não permitia uma descrição aceitável para a estrutura do
átomo, em 1913 Bohr publicou um artigo no qual ele utiliza os resultados de Plank e Eins-
tein para o modelo da estrutura atômica.2 Sendo assim, ele parte de duas suposições: de que
existem estados estacionários, sendo que o movimento do sistema consiste na transição com-
pleta de um estado estacionário para outro e que na transição entre dois estados pode haver
emissão de radiação.

Em 1926, Erwin Schrödinger publicou um artigo no qual ele desenvolve uma formulação
ondulatória para tratar átomos e moléculas.3 Na introdução de seu artigo ele aponta algumas
vantagens deste modelo. Dentre elas o fato de que as leis de movimento e as condições quânticas
são obtidas simultaneamente do princı́pio hamiltoniano e que os resultados experimentais estão
em maior acordo com os resultados obtidos por este novo formalismo.

Hartree obteve um conjunto de equações ao se considerar a solução da equação de
Schrödinger como um produto de funções de um elétron, mas que não levava em conta a energia
de troca. Após o trabalho de Hartree, Fock resolveu este problema ao se tratar variacionalmente
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a equação de Schrödinger levando em conta a simetria das funções de onda. A solução de
Fock juntamente com seus apontamentos sobre o desenvolvimento de Hartree estão no livro
“Fundamentals of quantum mechanics”, escrito por Fock.5 Esta última versão da equação ficou
conhecida como equação de Hartree-Fock. Entretanto, resolver estas equações é um problema
matemático difı́cil. Roothaan propôs, então, um método para simplificar o problema no qual
expande-se a função de onda em uma combinação linear de orbitais atômicos.6 Neste trata-
mento o problema se resume a resolver um problema algébrico de autovalores e autovetores.

No presente capı́tulo seá deduzida as equações de Hartree-Fock-Roothaan a partir da
energia de um estado eletrônico e então esta será resolvida para o átomo de hélio unidimensio-
nal, como feito por Harriss e Rioux.7

1.2 O método autoconsistente

A energia de um elétron no i-ésimo estado quântico de um sistema com camadas fe-
chadas pode ser representada em termos da componente análoga à do átomo de hidrogênio, da
integral de Coulomb e da integral de troca:

εi = Hi +

N/2∑
j=1

(2Jij −Kij) (1.1)

No qual j correspondem ao j-ésimo estado quântico e N o número total de elétrons no
sistema. Explicitando as integrais, tem-se:

εi = 〈ψi(1)|Ĥ(1)|ψi(1)〉+

N/2∑
j=1

(2 (ψi(1)ψi(1)|ψj(2)ψj(2))− (ψi(1)ψj(1)|ψj(2)ψi(2))) (1.2)

onde 1 = r1, 2 = r2. Definindo-se:

(ψi(a)ψi(a)|ψj(b)ψj(b)) =

〈
ψi(a)ψj(b)

∣∣∣∣ 1

rab

∣∣∣∣ψi(a)ψj(b)

〉
(1.3)

(ψi(a)ψj(a)|ψi(b)ψj(b)) =

〈
ψi(a)ψj(b)

∣∣∣∣ 1

rab

∣∣∣∣ψj(a)ψi(b)

〉
(1.4)

e sendo,

Ĥ(1) = − ~2

2µ
∇2

1 −
Ze2

r1

(1.5)

onde ~ é a constante de Plank dividida por 2π, µ a massa reduzida e e a carga do elétron.
Pode-se expandir as funções ψ em um conjunto de base, como representado abaixo:
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ψi =
∑
r

cirφ
i
r (1.6)

onde r denota a r-ésima função de base e o r-ésimo coeficiente da base referente ao i-ésimo
estado quântico. Definindo ψ∗i =

∑
k c

i∗
k φ

i∗
k , ψi =

∑
l c
i
lφ
i
l, ψ

∗
j =

∑
m c

j∗
mφ

j∗
m e ψj =

∑
n c

j
nφ

j
n,

tem-se que

εi =
∑
k

∑
l

ci∗k c
i
l 〈φik(1)|Ĥ(1)|φil(1)〉+

+

N/2∑
j=1

∑
k

∑
l

∑
m

∑
n

ci∗k c
j∗
mc

i
lc
j
n

(
2
(
φik(1)φil(1)|φjm(2)φjn(2)

)
−
(
φik(1)φjn(1)|φjm(2)φil(2)

))
(1.7)

Aplicando o método variacional em relação aos coeficientes do i-ésimo estado de modo
que a energia seja estacionária, obtém-se:

∂εi
∂cik

= 2
∑
l

cil 〈φik(1)|Ĥ(1)|φil(1)〉+

+2

N/2∑
j=1

∑
l

∑
m

∑
n

cj∗mc
i
lc
j
n

(
2
(
φik(1)φil(1)|φjm(2)φjn(2)

)
−
(
φik(1)φjn(1)|φjm(2)φil(2)

))
= 0

(1.8)
Derivando-se com relação ao k-ésimo coeficiente, c1 por exemplo, ambos os coeficientes

k e l resultam neste coeficiente e é por esta razão que tem-se a multiplicação por dois. Como
exemplo:

∂

∂c1
1

(
c1

1c
1
1 〈φ1

1(1)|Ĥ(1)|φ1
1(1)〉+ 2c1

1c
1
2 〈φ1

1(1)|Ĥ(1)|φ1
2(1)〉+ c1

2c
1
2 〈φ1

2(1)|Ĥ(1)|φ1
2(1)〉

)
=

2c1
1 〈φ1

1(1)|Ĥ(1)|φ1
1(1)〉+ 2c1

2 〈φ1
1(1)|Ĥ(1)|φ1

2(1)〉 = 2
∑
l

c1
l 〈φ1

1(1)|Ĥ(1)|φ1
l (1)〉

(1.9)
Entretanto é necessário que haja a restrição de que a função esteja normalizada. Ou seja,

I = λ
∑
k

∑
l

ci∗k c
i
l 〈φik(1)|φil(1)〉 (1.10)

Logo,

∂I

∂cik
= 2λ

∑
l

cil 〈φik(1)|φil(1)〉 = 0 (1.11)

Sendo assim, tem-se pelo método dos multiplicadores de Lagrange que
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∑
l

cil 〈φik(1)|Ĥ(1)|φil(1)〉+

N/2∑
j=1

∑
l

∑
m

∑
n

cj∗mc
i
lc
j
n

(
2
(
φik(1)φil(1)|φjm(2)φjn(2)

)
−
(
φik(1)φjn(1)|φjm(2)φil(2)

))
= λ

∑
l

cil 〈φik(1)|φil(1)〉
(1.12)

Rearranjando:

∑
l

(Fkl − λSkl) cil = 0 (1.13)

Para k = 1, 2, 3, . . . e notando também que haverá uma equação análoga para cada
estado eletrônico. Onde

Fkl = 〈φik(1)|Ĥ(1)|φil(1)〉+
∑
j

∑
m

∑
n

2cj∗mc
j
n

(
(kl|mn)− 1

2
(kn|ml)

)
(1.14)

e

Skl = 〈φik(1)|φil(1)〉 (1.15)

Definindo,

Pmn = 2
∑
j

cj∗mc
j
n (1.16)

e

Hkl = 〈φik(1)|Ĥ(1)|φil(1)〉 (1.17)

Ter-se-á:

Fkl = Hkl +
∑
m

∑
n

Pmn

(
(kl|mn)− 1

2
(kn|ml)

)
(1.18)

Assim, derivou-se a equação de Hartree-Fock-Roothaan a partir da energia de um estado
eletrônico e deve-se resolver esta por autoconsistência.

1.3 Solução da equação de Hartree-Fock-Roothaan para o
átomo de Hélio

A solução para o átomo de Hélio no estado fundamental e com a função de onda sendo
combinação de duas funções de base será desenvolvida nessa seção. Para este caso particular

17



os parâmetros usados serão N = 2, k = l = m = n = 2 e j = 1 devido ao fato de no átomo de
hélio no estado fundamental haver somente um estado ocupado. Portanto,

ψ1 = 1s = c1
1φ1 + c1

2φ2 (1.19)

Reescrevendo (1.14) de acordo com os parâmetros utilizados:

Fkl = 〈φk(1)|Ĥ(1)|φl(1)〉+
2∑

m=1

2∑
n=1

Pmn

(
(kl|mn)− 1

2
(kn|ml)

)
(1.20)

Teremos:

F11 = 〈11〉+ P11

(
(11|11)− 1

2
(11|11)

)
+ P12

(
(11|12)− 1

2
(12|11)

)
+

+P21

(
(11|21)− 1

2
(11|21)

)
+ P22

(
(11|22)− 1

2
(12|21)

) (1.21)

F12 = 〈12〉+ P11

(
(12|11)− 1

2
(11|12)

)
+ P12

(
(12|12)− 1

2
(12|12)

)
+

+P21

(
(12|21)− 1

2
(11|22)

)
+ P22

(
(12|22)− 1

2
(12|22)

) (1.22)

F21 = 〈21〉+ P11

(
(21|11)− 1

2
(21|11)

)
+ P12

(
(21|12)− 1

2
(22|11)

)
+

+P21

(
(21|21)− 1

2
(21|21)

)
+ P22

(
(21|22)− 1

2
(22|21)

) (1.23)

F22 = 〈22〉+ P11

(
(22|11)− 1

2
(21|12)

)
+ P12

(
(22|12)− 1

2
(22|12)

)
+

+P21

(
(22|21)− 1

2
(21|22)

)
+ P22

(
(22|22)− 1

2
(22|22)

) (1.24)

Sendo a matriz P,

P = 2

[
c1

1c
1
1 c1

1c
1
2

c1
2c

1
1 c1

2c
1
2

]
(1.25)

Como somente um único estado foi considerado para as funções de onda pode-se omitir
o ı́ndice j e fazer cjn = cn, por exemplo. Sendo assim, reescreve-se para F11:
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F11 = 〈11〉+ 2c2
1

(
(11|11)− 1

2
(11|11)

)
+ 2c1c2

(
(11|12)− 1

2
(12|11)

)
+

+2c2c1

(
(11|21)− 1

2
(11|21)

)
+ 2c2

2

(
(11|22)− 1

2
(12|21)

)
=

= 〈11〉+ c2
1 (11|11) + 2c1c2 (11|12) + 2c2

2

(
(11|22)− 1

2
(12|21)

) (1.26)

De (1.13), ao se considerar todos os valores possı́veis para o ı́ndice k, obtém-se:

FC = εSC (1.27)

Desenvolvendo para o exemplo considerado, onde k = l = 2, tem-se:[
F11 − εS11 F12 − εS12

F21 − εS21 F22 − εS22

][
c1

c2

]
= 0 (1.28)

Note que a equação (1.13) é geral para quaisquer que sejam a quantidade de estados
analisados e de bases, sendo a diferença para sistemas com mais de um estado ocupado que
nestes casos ter-se-á uma equação análogo para cada estado.

Para solução deste problema pode-se considerar duas funções unidimensionais7:

φ1(x) = 2xe−x (1.29)

e

φ2(x) =
√

32xe−2x (1.30)

A escolha para estas duas funções é justificada pelo argumento de que estas representam
funções para átomos de um elétron submetidos com cargas nucleares de +1 e +2 respectiva-
mente, devido aos expoentes 1 e 2. Como no átomo de He há uma blindagem da carga nuclear,
a carga efetiva que um elétron sentirá será algo entre +1 e +2 e sendo assim é razoável assumir
a combinação linear destas duas funções.

Utilizando-se estas duas funções de base obtém-se para a energia o valor de−2, 8420 ua
e os coeficientes obtidos por meio da solução por autoconsistência os coeficientes obtidos são
c1

1 = −0, 1602 e c1
2 = −0, 86192, utilizando-se valores iniciais de c1

1 = 0 e c1
2 = 1. O resultado

obtido com este tratamento possui um erro relativo de aproximadamente 0, 0212 se comparado
com o valor exato de −2, 9036 ua, obtido por Nakashima e Nakatsuji8 utilizando-se o método
“free iterative complement interaction”.
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Apesar do argumento fı́sico para a escolha das funções de base (1.29) e (1.30), a inclusão
de mais funções nesta irá refinar os resultados. Outro ponto observado é que independentemente
das condições iniciais para os coeficientes o resultado sempre será os mesmo. A seguir é apre-
sentada uma tabela com os valores dos coeficientes e energias ao longo das iterações:

Tabela 1.1: Valores dos coeficientes e energia ao longo das interações

iteração c1 c2 J (ua) Energia (ua)
1 0 1 1,1807 -2,8384
2 -0,1363 -0,8830 1,1399 -2,8419
3 -0,1569 -0,8649 1,1334 -2,8420
4 -0,1597 -0,8623 1,1325 -2,8420
5 -0,1601 -0,8620 1,1323 -2.8420
6 -0,1602 -0,8619 1,1323 -2,8420
7 -0,1602 -0,8619 1,1323 -2,8420
8 -0,1602 -0,8619 1,1323 -2,8420
9 -0,1602 -0,8619 1,1323 -2,8420

10 -0,1602 -0,8619 1,1323 -2,8420

Percebe-se que ao longo da iteração os valores da integral de Coulomb decaı́ram, o que
representa a minimização da repulsão eletrônica. A minimização da repulção eletrônica acar-
reta a minimização da energia. Notando-se que esta converge já na terceira iteração.

Fazendo φ2(x) =
√

13, 5xe−1,5x o resultado para a energia passa a ser de −2, 7625 ua,
menos preciso que o anterior e para φ2(x) =

√
108xe−3x a energia é −2, 7599 ua, ainda menos

preciso. Com base nos argumentos apresentados anteriormente com relação à escolha dos ex-
poentes das funções φ pode-se notar porque estes resultados não são bons frente ao anterior. A
carga nuclear efetiva do átomo de He é de aproximadamente 1, 68759, ou seja, o expoente de
1, 5 não faz sentido e o expoente referente à carga 3 está mais distante da carga nuclear efetiva
do que o expoente referente à carga 2.

Como as funções utilizadas na base representam funções para os átomos de H e He+,
pode-se fazer uma comparação para as densidades de probabilidade destas com a do átomo de
He unidimensional.
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Figura 1.1: Densidades de probabilidade para os átomos de H , He e He+

Observa-se que a condição inicial para os coeficientes faz com que os dois elétrons do
átomo de He sejam colocados no orbital do He+. Ao se otimizar os coeficientes ocorre um
alargamento da função de densidade de probabilidade. Ou seja, a otimização promove um alar-
gamento da região do espaço onde pode-se encontrar os elétrons e por isso ameniza o efeito
de repulção eletrônica entre estes, o que foi observado numericamente na tabela 3.1. Nota-
se também um deslocamento do máximo para a direita, o que implica que para minimizar a
repulção eletrônica os elétrons se afastam um pouco do núcleo.

Tendo em vista que o elemento de matriz 〈22〉 é referente à energia do ı́on deHe pode-se
calcular a energia de ionização do He:

Ei = EHe+ − EHe = −2, 0000− (−2, 8420) = 0, 8420 ua ≈ 22, 9120 eV (1.31)

O resultado experimental para a energia de ionização é de 24, 587 eV10. Ou seja, obteve-
se um erro relativo de 0, 0791.

1.4 Conclusões

No presente capı́tulo foi deduzida a equação de Hartree-Fock-Roothaan utilizando-se a
energia de um estado eletrônico e o método dos multiplicadores de Lagrange. Mesmo o pro-
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blema do hélio em uma dimensão sendo um modelo simplificado, o resultado contém 2, 12%

de erro. Tendo em vista a simplicidade das funções de base utilizada e o fato de terem sido
utilizadas apenas duas, o resultado é bastante satisfatório.

Foram propostas duas outras funções para φ2(x) de modo a obervar alterações no resul-
tado e tanto para a variação do expoente para mais ou menos, em relação à (1.30), os resultados
divergiram mais do valor exato. De fato, a escolha baseada nas soluções para átomos com car-
gas nucleares logo acima e abaixo da carga nuclear efetiva do átomo de hélio é a que faz mais
sentido fı́sico.

Utilizando-se o elemento de matriz referente à energia do ı́onHe+ e na energia determi-
nada resolvendo-se a equação de Hartree-Fock-Roothaan também é possı́vel calcular a energia
de ionização com um erro de 7, 91%, que também é um resultado muito bom levando-se em
conta a simplicidade na modelação do problema.

Portanto o modelo do átomo de hélio unidimensional se mostrou bastante satisfatório e
fácil de ser aplicado, podendo assim ser ensinado em cursos inciais de mecânica quântica.
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[10] Computational Chemistry Comparison and Benchmark DataBase. Disponı́vel em
<http://cccbdb.nist.gov/ie2x.asp?casno=7440597>. Acesso em 3 fev 2017.

23



Capı́tulo 2

O método de Hylleraas para átomos de
dois elétrons

2.1 Introdução

Egil A. Hylleraas publicou, entre 1928 e 1930, uma série de três artigos1–3 em que trata
da mecânica quântica de átomos de dois elétrons. Resultados extremamente precisos, com um
desenvolvimento relativamente simples, podem ser obtidos por essa abordagem. A correlação
entre os elétrons é introduzida de forma explı́cita na função de onda, considerando não somente
as coordenadas elétron-núcleo mas também a coordenada relativa entre os elétrons. Ao esca-
lonar a função de onda Hylleraas simplifica consideravelmente o cálculo variacional, pois o
parâmetro variacional aparece na forma quadrática e linear, ao contrário da forma exponencial.
A versão em inglês do trabalho de E. A. Hylleraas pode ser encontrada nas referências.4,5

A história da mecânica quântica de átomos de dois elétrons é contada pelo próprio Hyl-
leraas no excelente artigo autobiográfico, Reminiscences form the Early Quantum Mechanics of

Two-Electron Atoms.6 O cálculo da energia de átomos de dois elétrons foi um teste crucial para
dar credibilidade à mecânica quântica, pois resultados corretos já haviam sido obtidos para o
átomo de hidrogênio por E. Schrödinger no seu trabalho original da mecânica ondulatória7,8 e
por W. Pauli usando a mecânica matricial.9,10 Era natural que se perguntasse como seriam os re-
sultados para átomos de dois elétrons e essa era a pergunta que E.A. Hylleraas tentava responder.

O presente texto, publicado originalmente na revista Quı́mica Nova,11 é baseado nos
trabalhos originais de Hylleraas, com a intenção de tornar esses trabalhos mais acessı́veis para
estudantes de graduação. Após uma introdução teórica do hamiltoniano nas coordenadas de
Hylleraas, o cálculo da energia do átomo de hélio é realizado com uma, duas, três e seis funções
de base, como tratado originalmente. O cálculo das integrais nessas coordenadas é feito, com
exemplos em uma dimensão, para ilustrar integrais mais elaboradas, resumidas nas equações
de Chandrasekhar-Herzberg.12 As energias calculadas serão comparadas com os resultados es-
tabelecidos em 1966 por Frankowski e Pekeris13 que obteve o resultado, E = −2, 903 724 377

ua, com todos algarismos significativos.

Para efeito de comparação com o trabalho original, toma-se a energia de referência
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em E = −2, 9037 ua, pois os cálculos em 1929 foram feitos nessa precisão. Entretanto, um
resultado para 140 funções de base será discutido e comparado com o trabalho de Frankowski e
Pekeris. Os métodos numéricos aqui apresentados são acessı́veis a um estudante de graduação,
possibilitando de forma simples a reprodução do trabalho original de Egil A. Hylleraas.

2.2 Coordenadas de Hylleraas e elementos de matriz

Com as coordenadas cartesianas dos dois elétrons denotadas por (x1, y1, z1) e (x2, y2, z2),
r1 e r2 as distâncias dos elétrons ao núcleo e r12 a distância entre os elétrons, Hylleraas define
as novas coordenadas,

s = r1 + r2 =
√
x2

1 + y2
1 + z2

1 +
√
x2

2 + y2
2 + z2

2

t = r1 − r2 =
√
x2

1 + y2
1 + z2

1 −
√
x2

2 + y2
2 + z2

2

u = r12 =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2

(2.1)

transformando, assim, um problema originalmente em seis coordenadas para três coordenadas
relativas. O cálculo do hamiltoniano nessas novas coordenadas requer uma transformação de co-
ordenadas, seguindo uma lógica análoga à apresentada em textos básicos de quı́mica teórica.14,15

Nas coordenadas de Hylleraas o hamiltoniano tem a forma,

Ĥ = −
(
∂2

∂s2
+
∂2

∂t2
+

∂2

∂u2

)
− 4s

s2 − t2
∂

∂s
+

4t

s2 − t2
∂

∂t
− 2

u

∂

∂u

−2
s

u

(
u2 − t2

s2 − t2

)
∂2

∂s∂u
− 2

t

u

(
u2 − s2

s2 − t2

)
∂2

∂t∂u
− 4Z

s

s2 − t2
+

1

u

(2.2)

com o elemento de volume igual a,dv = u(s2 − t2)dsdtdu, com 0 ≤ t ≤ u ≤ s ≤ ∞.

Os autovalores da equação de Schrödinger, Ĥψ = Eψ, serão determinados pelo método
variacional linear. Nesse método a função de onda total ψ é expandida nas funções de base,
fi, na forma ψ =

∑n
i cifi e os coeficientes são otimizados para minimizar a energia total,

isto é, procura-se satisfazer a condição ∂E
∂ci

= 0, (i = 1, ...n). Procurar a solução não tri-
vial desse mı́nimo é equivalente a estabelecer as raı́zes do determinante, |H − ES| = 0, com
Hij =

∫
fiĤfjdv e Sij =

∫
fifjdv. Para n funções de base as matrizes simétricas envolvidas

terão dimensão n×n, podendo-se dizer que o problema foi representado em n funções de base,
ou seja, um problema de n estados. Para maiores detalhes do método variacional linear o leitor
deve consultar livros básicos de mecânica quântica.15

Por ser o problema linear, constantes comuns, como no elemento de volume ou nas
funções de base, não precisam ser consideradas. Para se estabelecer os elementos de matriz
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do hamiltoniano na base desenvolve-se a expressão,
∫
fjĤfidv +

∫
fiĤfjdv. Ao se usar a

condição de contorno da função de onda juntamente com a propriedade hermitiana do operador,
retira-se14

Hij =

∫ ∞
0

ds

∫ s

0

du

∫ u

0

dt(u(s2 − t2)

[
∂fi
∂s

∂fj
∂s

+
∂fi
∂t

∂fj
∂t

+
∂fi
∂u

∂fj
∂u

]
+s(u2 − t2)

[
∂fi
∂u

∂fj
∂s

+
∂fi
∂s

∂fj
∂u

]
+t(s2 − u2)

[
∂fi
∂u

∂fj
∂t

+
∂fi
∂t

∂fj
∂u

]
−(4Zsu+ t2 − s2)fifj)

(2.3)

Para uso posterior, define-se

Mij =

∫ ∞
0

ds

∫ s

0

du

∫ u

0

dt

(
u(s2 − t2)

[
∂fi
∂s

∂fj
∂s

+
∂fi
∂t

∂fj
∂t

+
∂fi
∂u

∂fj
∂u

]
+s(u2 − t2)

[
∂fi
∂u

∂fj
∂s

+
∂fi
∂s

∂fj
∂u

]
+t(s2 − u2)

[
∂fi
∂u

∂fj
∂t

+
∂fi
∂t

∂fj
∂u

]) (2.4)

Lij =

∫ ∞
0

ds

∫ s

0

du

∫ u

0

dt((4Zsu+ t2 − s2)fifj) (2.5)

e,

Nij =

∫ ∞
0

ds

∫ s

0

du

∫ u

0

dt
(
u(s2 − t2)fifj

)
(2.6)

observando que os elementos de matriz da energia cinética são dados por Mij , da energia
potencial por −Lij enquanto os elementos de matriz da integral de superposição equivalem
a Nij . O elementos de matriz do hamiltoniano total serão, por conseguinte, equivalentes a
Hij = Mij − Lij . A notação usada para as matrizes de energia cinética, energia potencial e
integral de superposição é a mesma do trabalho original.

As três matrizes M, L e N serão utilizadas no cálculo da energia de átomos de dois
elétrons. As funções propostas por Hylleraas2 foram,

ψ(s, t, u) = e−s/2
∑
lmn

dlmns
ltmun =

∑
lmn

dlmnflmn (2.7)

com,
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flmn = e−s/2sltmun (2.8)

sendo a função de base. Os inteiros l,m, n são positivos, com m podendo assumir somente
valores pares. A notação fnlm = (nlm), indicando os expoentes nas variáveis s, t e u, será
também utilizada ao longo do presente trabalho. Por exemplo, f000 = e−s/2 ou f001 = e−s/2u.

2.3 Escalonando a função total

Sabendo-se que a energia cinética se escalona como k2 e a energia potencial como k,
onde k é um parâmetro de mudança de escala que será otimizado para minimizar a energia
posteriormente, pode-se substituir s = ks, t = kt e u = ku, para transformar a função de onda
na forma,

ψ(ks, kt, ku) = e−ks/2
∑
n

dlmn(ks)l(kt)m(ku)n (2.9)

com a consequente equação secular,

|k2M− kL− EN| = 0 (2.10)

A forma escalonada da função de onda simplifica muito o cálculo teórico, pois o parâmetro
aparece no determinante e não explicitamente na função de onda, além de satisfazer implicita-
mente o teorema do virial.4

Todas as integrais envolvidas para o estabelecimento do cálculo variacional serão analı́ticas
e do tipo,

[l,m, n] =

∫ ∞
0

∫ s

0

∫ u

0

e−ssltmundtduds =
(l +m+ n+ 2)!

(m+ 1)(m+ n+ 2)
(2.11)

A prova dessa relação é simples, bastando observar que as passagens envolverão as
integrais elementares, ∫ ∞

0

e−xxpdx = p!

∫ b

0

xpdx =
bp+1

p+ 1

(2.12)

A generalização dos elementos de matriz para o hamiltoniano e para a integral de superposição
é possı́vel. Entretanto, antes de abordar essa generalização, ilustra-se o cálculo das integrais
para alguns casos particulares.
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2.4 Cálculo da energia com uma função de base

Para o problema unidimensional, com a função de base f000 = e−s/2, desenvolve-se,

H11 =

∫ ∞
0

ds

∫ s

0

du

∫ s

0

dt(u(s2 − t2)

(
∂f000

∂s

)2

+ (s2 − t2 − 4Zsu)f 2
000)

=
1

4

∫ ∞
0

dse−s
∫ s

0

du

∫ s

0

dtu(s2 − t2) +

∫ ∞
0

dse−s
∫ s

0

du

∫ s

0

dt(s2 − t2 − 4Zsu)

= 8− (32Z − 10)

(2.13)

onde a relação entre a derivada da segunda e o quadrado da derivada da primeira foi utilizada,
veja Anexo A, e,

N11 =

∫ ∞
0

ds

∫ s

0

du

∫ u

0

dte−su(s2 − t2) =

∫ ∞
0

dse−s
∫ s

0

duu

(
s2u− u3

3

)
=

∫ ∞
0

dse−s
∫ s

0

du

(
s2u2 − u4

3

)
=

4

15

∫ ∞
0

e−ss5ds =
4× 5!

15

= 32

(2.14)

mostrando que, para o caso do átomo de hélio (Z = 2), M=8, L=(32 × 2 -10)=54, N=32.
Portanto, de acordo com a equação geral (2.10), tem de se resolver a equação k28−k54−32E =

0, ou

E =
k28− k54

32
(2.15)

O mı́nimo da energia em relação ao parâmetro variacional, dE
dk

= 0, fornece kmin = 27
8

e por conseguinte E(kmin) = −2, 8477 ua.

Esse resultado é igual aE = −(2− 5
16

)2 = −(1, 6875)2 = −2, 8477 ua, como obtido em
livros básicos de mecânica quântica.15 Entretanto, enfatiza-se que o caminho aqui apresentado,
seguindo o trabalho de Hylleraas, simplifica consideravelmente os cálculos, pois o parâmetro
variacional aparece como k2 e k, e não no exponencial da função de onda, como já enfatizado.
Observa-se que o significado de k

2
é o mesmo de Zef , a carga atômica efetiva.

2.5 As equações de Chandrasekhar-Herzberg

Expressões analı́ticas para as matrizes M, L e N são possı́veis para qualquer conjunto de
expoentes l,m, n na função de base flmn = e−s/2sltmun. O caso geral pode ser encontrado no
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trabalho original de Hylleraas, mas de uma forma mais didática no trabalho de Chandrasekhar
e Herzberg.12

Definindo-se, a0 = li+lj , a1 = li+lj+1, a2 = li+lj+2, a3 = li+lj−1, a4 = li+lj−2,
com expressões semelhantes para m (letra b) e n (letra c) tem-se,

Mij = (lilj −mimj + linj + nilj −minj −mjni)[a0, b0, c1]

−0, 5(li + lj + ni + nj)[a1, b0, c1]− (ninj + linj + nilj)[a0, b2, c4]

+(ninj +minj +mjni)[a2, b0, c3] + 0, 5(li + lj)[a3, b2, c1]

+0, 5(ni + nj)[a1, b2, c3]− lilj[a4, b2, c1] +mimj[a2, b4, c1]

+0, 25[a2, b0, c1]− 0, 25[a0, b2, c1]

(2.16)

Lij = 4Z[a1, b0, c1]− [a2, b0, c0] + [a0, b2, c1] (2.17)

Nij = [a2, b0, c1]− [a0, b2, c1] (2.18)

com [a, b, c] já definido. No que se segue essas três equações serão denominadas de relações
de Chandrasekhar-Herzberg. A prova dessas relações envolve uma álgebra trabalhosa e longa,
com utilização do resultado da equação (2.11).

Para um exemplo da aplicação das relações de Chandrasekhar-Herzberg considera-se o
cálculo do elemento de matriz N11, como desenvolvido na equação (2.14). Nesse caso, l1 =

m1 = n1 = l2 = m2 = n2 = 0 e,

N11 = [2, 0, 1]− [0, 2, 1] =
5!

3
− 5!

3× 5
= 40− 8 = 32 (2.19)

confirmando o resultado feito diretamente por integração, equação (2.14). Os elementos de
matriz podem ser calculados de forma análoga. Um programa geral para calcular essas matrizes
conterá por volta de 20 comandos, como desenvolvido pelos autores do presente artigo.

2.6 Solução para duas funções base

As três matrizes necessárias para o cálculo variacional na base {e−s/2, e−s/2u} são dadas
por,

M =

(
8 25

25 128

)
L =

(
54 208

208 1012

)
N =

(
32 140

140 768

)
(2.20)
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o que pode ser confirmado pelas equações de Chandrasekhar-Herzberg. Pela equação básica
deve-se resolver o determinante,∣∣∣∣∣k2

(
8 25

25 128

)
− k

(
54 208

208 1012

)
− E

(
32 140

140 768

)∣∣∣∣∣ = 0 (2.21)

Uma solução analı́tica desse problema de dois estados pode ser desenvolvida, resolvendo-
se o problema quadrático em E,

4976E2 − (3240k2 − 15616k)E + (399k4 − 4608k3 + 11384k2) = 0 (2.22)

que admite as soluções,

E(k) =
−1952k + 405k2 ± 2

√
6k
√

1664k2 − 6168k + 11245

1244
(2.23)

Já que k é positivo tem-se para a raiz de menor valor,

E(k) =
−1952k + 405k2 − 2

√
6k
√

1664k2 − 6168k + 11245

1244
(2.24)

O mı́nimo deE(k) fornece kmin = 3, 6994 comEmin = −2, 8911au, coincidindo com o
resultado de 1929. Essas equações quadráticas não aparecem no trabalho original de Hylleraas,
mas o problema certamente foi resolvido dessa maneira.

É importante observar que esse resultado analı́tico e simples fornece uma precisão maior
do que cálculos numéricos em estrutura eletrônica. O limite Hartree-Fock para o átomo de
hélio foi calculado, usando uma base de alta qualidade, e estabelecido em E = −2, 8616au, um
resultado pior do que o aqui encontrado.

2.7 Cálculo da energia com três funções de base

Para três estados com a base, f000 = e−s/2, f001 = ue−s/2, f020 = t2e−s/2, é necessário
resolver,

∣∣∣∣∣∣∣k2

 8 25 48

25 128 292

48 292 1920

− k
 54 208 348

208 1012 2048

348 2048 8592

− E
 32 140 192

140 768 1232

192 1232 4608


∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (2.25)

Para esse problema pode-se escrever a equação do terceiro grau e resolvê-la pelo método
de Cardano,16 mas como a expressão obtida não é trivial, decidiu-se tomar outro caminho
numérico.
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Desenvolvendo o determinante obtém-se,

f(E) = a(k)E3 + b(k)E2 + c(k)E + d(k) (2.26)

com,

a(k) = −12279808

b(k) = 14526464k2 − 59882240k

c(k) = −(5130752k4 − 45141888k3 + 93159424k2)

d(k) = 489856k6 − 7321840k5 + 32800768k4 − 45246528k3

(2.27)

A raiz desse polinômio, que será a solução do problema, foi calculada pelo método de
Newton,

En+1 = En −
f(E)

f ′(E)
(2.28)

com f ′(E) = df
dE

= 3a(k)E2 + 2b(k)E + c(k). Com a condição inicial de Bohr(-3,0au)17 16 e
k=3,69 obteve-se E = −2, 9024au, com apenas cinco iterações. Novamente esse resultado foi
obtido por Hylleraas em 1929.2 2 O resultado é surpreendente: a solução de um problema com
três funções de base já fornece três algarismos significativos se comparados com os exatos.13

2.8 O problema de seis funções de base

Hylleraas resolveu também o problema com as seis funções de base,

{e−s/2, e−s/2u, e−s/2t2, e−s/2s, e−s/2s2, e−s/2u2}

Para facilitar o uso da teoria apresentada e tornar o presente trabalho mais didático, são
apresentadas as matrizes para essa base,

M =



8 25 48 32 144 96

25 128 292 135 800 700

48 292 1920 288 1920 1920

32 135 288 176 1056 672

144 800 1920 1056 8064 4992

96 700 1920 672 4992 4992


(2.29)

L =



54 208 348 270 1620 1012

208 1012 2048 1248 8736 5952

348 2048 8592 2436 19488 14128

270 1248 2436 1620 11340 7084

1620 8736 19488 11340 90720 56672

1012 5952 14128 7084 56672 41040


(2.30)

31



N =



32 140 192 192 1344 768

140 768 1232 980 7840 5040

192 1232 4608 1536 13824 9216

192 980 1536 1344 10752 6144

1344 7840 13824 10752 96768 55296

768 5040 9216 6144 55296 38400


(2.31)

Como esses cálculos eram feitos em 1929? O próprio Hylleraas responde, no seu ar-
tigo autobiográfico: os cálculos numéricos foram realizados em uma máquina de calcular
Mercedes-Euclid, cuja figura pode ser apreciada em livros sobre a história da computação,18

17 que também dava choques quando os cálculos eram realizados (... with the faculty of giving

out not only veritable acoustic waves, but even respectable shock waves).6

Um programa numérico(em Matlab), de somente uma linha, pode reproduzir esse tra-
balho gigantesco de 1929. Se essas matrizes são substituı́das no programa,

m=[...],l=[...],n=[...],f=@(k) min(eig(k*k*m-k*l,n)),

km=fminsearch(f,3), e=f(km)

obtém-se kmin = 3, 5113 e Emin = −2, 9033 ua, um resultado preciso com 4 significativos,
confirmando o trabalho de 1929.

O programa apresentado se presta para qualquer dimensão. Para ilustrar, considere m =

[8], l = [54], n = [32], obtendo-se o resultado já calculado. Com esse mesmo programa e com
as matrizes correspondentes, incluindo todos os termos na expansão até os expoentes máximos
lmax = 3, mmax = 8 e nmax = 6, tamanho da base igual a 140, calculou-se kmin = 3, 983178

e E = −2, 903724 ua, indicando uma precisão de sete significativos. A tabela 2.1 resume os
resultados dos cálculos do presente trabalho.

Tabela 2.1: Energias do átomo de hélio nas várias bases. Números em negrito indicam a pre-
cisão dos resultados.

Base Resultado calculado Erro/%
{e−s/2, e−s/2} -2,847 656 2
{e−s/2, e−s/2u} -2,891 120 0,4

{e−s/2, e−s/2u, e−s/2t2} -2,902 432 0,04
{e−s/2, e−s/2u, e−s/2t2, e−s/2s, e−s/2s2, e−s/2u2} -2,903 329 0,01
{e−s/2, e−s/2u, e−s/2t2, ..., e−s/2s3t8u6} -2,903 724 0

2.9 Discussão e conclusão

O trabalho original de Hylleraas sobre o cálculo da energia no átomo de hélio foi apre-
sentado e discutido de forma didática. Os resultados foram apresentados para as mesmas bases
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empregadas em 1929 e adicionalmente com 140 funções de base.

O cálculo com um conjunto de função de base, {e−s/2, e−s/2}, é equivalente ao cálculo
apresentado em livros textos de mecânica quântica, apesar de uma abordagem mais simples.
Com a base {e−s/2, e−s/2u} obtém-se um resultado analı́tico e simples, com uma precisão maior
do que o limite Hartree-Fock para esse sistema, calculado em E = −2, 8616 ua. Esse resul-
tado serve também como um teste para o modelo do campo central com um determinante,
empregando-se a base gaussiana. Uma base simples, como a de Hylleraas é superior a um
cálculo computacional nessa aproximação, pois as funções de base de Hylleraas, ao contrário
da aproximação com um determinante, levam em conta a correlação explı́cita entre os elétron,
ao se incluir u como variável da função de onda.

O resultado clássico de Hylleraas é obtido com três e seis estados, já fornecendo três e
quatro algarismos significativos, respectivamente. Ao se aumentar o tamanho da base a precisão
tende a aumentar e obteve-se sete significativos com uma base modesta, de 140 funções de base.

Para apreciar ainda melhor os resultados obtidos, calculou-se a energia do hélio pelo
método MRCI, extrapolando para o limite de base completa, obtendo-se E = −2, 903784 ua,
teoricamente uma base infinita. Ainda assim o resultado com seis funções de base fornece um
algarismo significativo a menos do que esse resultado com base infinita.

Cálculos foram realizados para outros átomos de dois elétrons com a mesma base de 140
termos. Para a sequência H−, Li+, Be2+ e B3+ foram obtidos, respectivamente, os resultados
para as energias, −0, 527750 ua, −7, 279913 ua, −13, 655565 ua e −22, 030971 ua. Todos os
resultados se encontram com sete algarismos significativos.

Variações do método discutido podem ser adaptadas, como por exemplo, uma análise
sensitiva das funções de base. Qual a importância relativa de cada termo na expansão se-
ria uma pergunta fácil de se responder com o formalismo aqui apresentado.Os cálculos para
os sistemas apresentados servem também para elucidar a equação apresentada por Hylleraas,
E = −Z2 + 5Z

8
− 0, 15744 + 0,00876

Z
− 0,00274

Z2

O resultado pode ser verificado, fornecendo três algarismos significativos. A série pode
ser aumentando para se obter um resultado mais preciso, usando-se os dados fornecidos no pre-
sente trabalho.

O método de Hylleraas aqui discutido pode ser ensinado em cursos básicos de quı́mica
quântica, especialmente no que se refere à aplicação do método.
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Capı́tulo 3

Condições de cúspide nas coordenadas de
Hylleraas

3.1 Introdução

Desde os primórdios da teoria do orbital molecular, tratada na mecânica quântica, sabe-
se que as funções de Slater não levam em consideração o efeito de correlação entre os elétrons.
Este problema pode ser contornado considerando-se a distância eletrônica, r12, como uma
variável, procedimento realizado por E. A. Hylleraas em 1929.1 Um aprimoramento simples
na função de onda, usando-se e−(r1+r2)r12, ao invés de uma função de Slater simples pode redu-
zir o erro de 4% para 0.4%. Apesar das coordenadas de Hylleraas serem incorporadas em alguns
métodos para cálculos de estrutura eletrônica, como o R12, conjuntos de base constituı́das de
funções gaussianas acabam sendo utilizadas inevitavelmente, devido ao fato destas resultarem
em uma maior velocidade para a finalização dos cálculos. Contudo, as funções gaussianas não
satisfazem as condições de cúspide. Mesmo as funções de Hylleraas, apesar de fornecer melho-
res resultados utilizando-se conjuntos de base menores, nem sempre irão satisfazer as condições
de cúspide. Este trabalho se concentra na análise destas condições de um modo geral e aplicado
às funções de Hylleraas.

Em 1951 Kato2 publicou um artigo no qual ele discute as propriedades gerais do ope-
rador Hamiltoniano. Em um trabalho subsequente, publicado em 1957, o mesmo autor3 es-
tabeleceu duas condições fundamentais que a função de onda deve satisfazer para evitar as
singularidades quando as coordenadas de dois elétrons ou de um elétron e um núcleo coinci-
dem. Estas condições são conhecidas hoje em dia como “condições de cúspide de Kato”.

Entretanto, em 1953, Löwdin4 publicou um trabalho no qual ele estudou numericamente
funções de onda de campo auto-consistentes tabeladas e observou uma relação equivalente à
condição de cúspide que viria a ser proposta por Kato três anos depois. Outro ponto a ser des-
tacado é o fato de que Löwdin obteve esta relação em função da carga nuclear e do número
quântico de momentum angular, l, enquanto Kato obteve apenas para o estado fundamental do
sistema.

As condições de cúspide para átomos de dois elétrons foram obtidas por Roothaan e
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Weis5 em 1960, mas um tratamento geral foi desenvolvido por Pack e Brown6 para qualquer
estado eletrônico e obtendo-se a mesma condição que Löwdin. Em 1976 Thakkar e Smith7

demonstraram a correspondência entre as condições de cúspide de Kato e a média esférica
da matriz intrácula, aplicando seus resultados para verificar se a função de Hylleraas de 20
parâmetros obtida por Hart e Herzberg8 satisfazia as condições de cúspide.

No presente capı́tulo, resultado de um trabalho publicado na revista Journal of Physics
B: Atomic, Molecular and Optical Physics,9 as condições de cúspide serão derivadas a partir
da análise do Hamiltoniano e testadas diretamente para as funções de onda nas coordenadas
de Hylleraas, ao invés de se utilizar a média esférica da matriz intrácula. Esta abordagem foi
escolhida devido ao fato de a relação entre a função de onda e sua derivada poder ser vista de
forma mais intuitiva por meio do Hamiltoniano. Restrições para as funções de Hylleraas, tanto
na parte polinomial quanto exponencial, também foram obtidas para assegurar o comportamento
correto nos pontos de coincidência das coordenadas de dois elétrons ou um elétron e um núcleo.

3.2 Condições de cúspide em coordenadas relativas

O Hamiltoniano para átomos de dois elétrons, nas coordenadas r1, r2 e r12, é dado por:10

Ĥ = −1

2

[
∂2

∂r2
1

+
2

r1

∂

∂r1

+ 2r̂1 · r̂12
∂2

∂r1∂r12

+
∂2

∂r2
2

+

2

r2

∂

∂r2

+ 2r̂2 · r̂12
∂2

∂r2∂r12

+
4

r12

∂

∂r12

+

2
∂2

∂r2
12

]
− Z

r1

− Z

r2

+
1

r12

(3.1)

que possui singularidades nos limites de r1 → 0, r2 → 0 ou r12 → 0. Como as derivadas com
termos cruzados serão zero nestes limites, obtém-se,

∂ψ(r1,r2)
∂r1

∣∣∣
r1=0

= −Zψ(r1, r2)r1=0

∂ψ(r1,r2)
∂r2

∣∣∣
r2=0

= −Zψ(r1, r2)r2=0

∂ψ(r1,r2)
∂r12

∣∣∣
r12=0

= 1
2
ψ(r1, r2)r12=0

(3.2)

de modo a evitar as singularidades em cada limite. Estas são as condições de cúspide.

Se a função de onda ψ(r1, r2) = φ(r1)φ(r2)φ(r12) é utilizada na equação (3.1), tem-se
para o Hamiltoniano de interação elétron-elétron:
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Ĥ12 = −
[

2
r12

∂
∂r12

+ ∂2

∂r212

]
+ 1

r12
(3.3)

No limite de r12 → 0, pode-se expandir a função de onda:11

φ(r12) = c0 + c1r12 + c2r
2
12 + . . . (3.4)

e
Ĥ12φ (r12) =

1

r12

(c0 − 2c1) + (c1 − 6c2) +O (r12) . . . (3.5)

Consequentemente, para remover a singularidade é necessário que c1 = c0
2

. Na medida em que
r12 aproxima de zero, a função de onda aproximada é dada por

φ (r12) = c0

(
1 +

r12

2

)
(3.6)

Esta expressão pode ser obtida diretamente da terceira relação na equação (3.2) se a
função de onda for subtituı́da diretamente nesta. O método R12 é baseado neste resultado.12

3.3 Condições de cúspide nas coordenadas de Hylleraas

3.3.1 Hamiltoniano e possı́veis singularidades

A obtenção das condições de cúspide nas coordenadas de Hylleraas é importante, uma
vez que estas irão impor importantes restrições na função de onda. As coordenadas de Hylleraas
s, t e u são definidas como:13

s = r1 + r2 t = r1 − r2 u = r12 (3.7)

com a função de onde escrita da seguinte forma, ψ(s, t, u) = e−
s
2

∑
lmn dlmns

ltmun. Neste
novo conjunto de coordenadas o Hamiltoniano é dado por:

Ĥψ (s, t, u) =

[
−
(
∂2

∂s2
+
∂2

∂t2
+

∂2

∂u2

)
− 4s

s2 − t2
∂

∂s
+

4t

s2 − t2
∂

∂t
− 2

u

∂

∂u
− 2s

u

(
u2 − t2

s2 − t2

)
∂2

∂s∂u
−

2t

u

(
u2 − s2

s2 − t2

)
∂2

∂t∂u
− 4Zs

s2 − t2
+

1

u

]
ψ (s, t, u)

(3.8)

Exceto pelas derivadas de segunda ordem e derivadas cruzadas no Hamiltoniano, todos
os outros termos possuem singularidades quando u = 0 ou s2 = t2 (ou seja, s = |t|). Os termos
cruzados devem ser analisados separadamente, já que não é possı́vel notar se há singularidade
ou não nestes limites. Os coeficientes que multiplicam estes termos serão analisados para ambos
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os limites u→ 0 e s2 → t2.

3.3.2 Limite de u→ 0

O primeiro coeficiente, C1 = 2s
u

(
u2−t2
s2−t2

)
, será estudado no limite u → 0. Neste caso o

ângulo entre os vetores r1 e r2 aproxima-se de zero e sob esta condição, tem-se:

|u|2 ≈ |r1|2 + |r2|2 − 2 |r1| |r2| = (|r2| − |r1|)2 (3.9)

ou seja, |u| ≈ ||r2| − |r1||. Portanto, para o primeiro termo cruzado no Hamiltoniano o limite
é dado por:

lim
u→0

C1 = lim
u→0

2su

(
1−( tu)

2

s2−t2

)
= 0 (3.10)

onde usou-se ||r2| − |r1||2 = u2 = t2. Logo, este primeiro termo não é singular no limite con-
siderado e não contribuirá para a condição de cúspide.

Para o segundo caso,

lim
u→0

C2 = lim
u→0

2t

u

(
u2 − s2

s2 − t2

)
= lim

u→0

2t

u

(
−s2

s2

)
= ±2 (3.11)

Onde utilizou-se o fato de u = |t| e de que t
|t| será −1 ou 1 dependendo se |r2| se

aproxima de |r1| pela esquerda ou direita. Portanto, o resultado deste limite é finito e conse-
quentemente não irá contribuir para a condição de cúspide.

3.3.3 Limite de s→ |t|

Para o limite de s→ |t|, que ocorre se, e somente se, r1 → 0 ou r2 → 0, tem-se:

lim
r1→0

C1 = lim
r1→0

2s

u

(
u2 − t2

s2 − t2

)
= lim

r1→0

2r2

r2

(
r2

2 − r2
2

r2
2 − r2

2

)
= 2 (3.12)

e
lim
r1→0

C2 = lim
r1→0

2t
u

(
u2−s2
s2−t2

)
= lim

r1→0
−2r2

r2

(
r22−r22
r22−r22

)
= −2 (3.13)

com resultados semelhantes para os limites em relação à r2 → 0. Assim como na análise
anterior, estes termos também não serão importantes para se evitar as singularidades no Hamil-
toniano.

3.3.4 Condições de cúspide eletrônica e nuclear

Após a análise dos termos cruzados, as condições de cúspide poderão ser obtidas, como
feito anteriormente. Para os termos que são singulares no limite de s→ |t|, deve-se impor
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4

s2 − t2

[
t
∂ψ(s, t, u)

∂t
− s∂ψ(s, t, u)

∂s

]∣∣∣∣
s=|t|

=
4Zs

s2 − t2
ψ(s, t, u)s=|t| (3.14)

ou, [
t
∂ψ(s, t, u)

∂t
− s∂ψ(s, t, u)

∂s

]∣∣∣∣
s=|t|

= Zsψ(s, t, u)|s=|t| (3.15)

Para a singularidade no limite u→ 0, deve-se garantir

2

u

∂ψ (s, t, u)

∂u

∣∣∣∣
u=0

=
ψ (s, t, u)u=0

u
(3.16)

ou,

∂ψ (s, t, u)

∂u

∣∣∣∣
u=0

=
ψ (s, t, u)u=0

2
(3.17)

Como resultado, para se evitar as singularidades do Hamiltoniano nas coordenadas de
Hylleraas, as relações[

t
∂ψ(s, t, u)

∂t
− s∂ψ(s, t, u)

∂s

]∣∣∣∣
s=|t|

= Zsψ(s, t, u)|s=|t| (3.18)

e
∂ψ (s, t, u)

∂u

∣∣∣∣
u=0

=
ψ (s, t, u)u=0

2
(3.19)

devem ser satisfeitas. Estas são as condições de cúspide nuclear e eletrônica, respectivamente.

3.4 Funções depedentes de s

As condições de cúspide serão analisadas para funções dependentes apenas da variável
s, primeiramente. A função mais simples é,14

ψ1(s) = e−2s (3.20)

A condição de cúspide nuclear, equação (3.15), aplicada à esta função resulta em:[
t∂ψ1(s)

∂t
− s∂ψ1(s)

∂s

]∣∣∣
s=|t|

= −s∂ψ1(s)
∂s

∣∣∣
s=|t|

= 2se−2s|s=|t| (3.21)

ou seja, esta função satisfaz a condição de cúspide, já que para o hélio Z = 2. Entretanto, como
esta função não depende de u, a condição de cúspide eletrônica não pode ser satisfeita. Outra
função de onda comumente encontrada é:14

ψ2(s) = e−1,6875s (3.22)

Analogamente,

39



[
t∂ψ2(s)

∂t
− s∂ψ2(s)

∂s

]∣∣∣
s=|t|

= −s∂ψ2(s)
∂s

∣∣∣
s=|t|

= 1, 6875se−1,6875s|s=|t| (3.23)

Nota-se que esta função não satisfaz a condição de cúspide nuclear.

3.5 Funções que dependem de s e u

Para funções de onda que dependem das variáveis s e u, pode-se considerar,15

ψ3(s, u) = e−2s (1 + 0, 5572u) (3.24)

Como a parte polinomial não depende de s, o resultado para a condição de cúspide
nuclear será o mesmo encontrado para ψ1 (s), ou seja, a função de onda ψ3(s, u) satisfaz esta
condição. Aplicando-se a relação (3.17) para esta função de onda, ontém-se que:

∂ψ3(s,u)
∂u

∣∣∣
u=0

= 0, 5572ψ3 (s, u)u=0 6= 0, 5ψ3 (s, u)u=0 (3.25)

Portanto, a condição de cúspide eletrônica não é satisfeita. Do mesmo modo obtém-se
que ψ4(s, u) = e−1,8853s (1 + 0, 5252u) não satisfaz nenhuma das duas condições.

3.6 Funções que dependem de s, u e t

Considerando agora funções que dependem das três coordenadas de Hylleraas:14

ψ5(s, t, u) = e−1,816s
(
1 + 0, 30u+ 0, 13t2

)
(3.26)

tem-se, [
t∂ψ5(s,t,u)

∂t
− s∂ψ5(s,t,u)

∂s

]∣∣∣
s=|t|

= [t [0, 26t] −

s [1, 816] (1 + 0, 30u+ 0, 13t2)] e−1,816s|s=|t| =

[0, 26t2 − |t| [1, 816] (1 + 0, 30u+ 0, 13t2)] e−1,816|t|

(3.27)

que é diferente de 2|t|e−1,816|t| (1 + 0, 30u+ 0, 13t2) e, portanto, não satisfaz a condição de
cúspide nuclear. Para a condição de cúspide eletrônica:

∂ψ5(s,t,u)
∂u

∣∣∣
u=0

= 0, 30e−1,816s 6= 0, 5e−1,816s (1 + 0, 13t2) (3.28)

Ou seja, esta função também não satisfaz a condição de cúspide eletrônica.
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3.7 Restrições para as funções de Hylleraas

3.7.1 Uma forma geral para as funções de Hylleraas

Como mostrado pelos exemplos anteriores, as funções de onda de Hylleraas podem ou
não satisfazer as condições de cúspide. Portanto é importante impor algumas restrições nestas
funções de onda de modo que estas condições sejam satisfeitas. De modo geral, estas funções
de onda podem ser escritas como

ψ (s, t, u) = e−αs
∑
l,m,n

dlmns
ltmun = e−αsP (s, t, u) (3.29)

As condições de cúspide eletrônica e nuclear serão aplicadas para esta forma geral da
função de onda.

3.7.2 A condição de cúspide nuclear para a forma geral

Para a condição de cúspide nuclear, pode-se escrever a equação (3.15) como

[
te−αs

∂P (s, t, u)

∂t
+ sαe−αsP (s, t, u)− se−αs∂P (s, t, u)

∂s

]∣∣∣∣
s=|t|

= Zse−αsP (s, t, u)
∣∣
s=|t|

(3.30)
que simplifica para,

[
t
∂P (s, t, u)

∂t
+ sαP (s, t, u)− s∂P (s, t, u)

∂s

]∣∣∣∣
s=|t|

= ZsP (s, t, u)|s=|t| (3.31)

Se definir α = Z e

t
∂P (s, t, u)

∂t

∣∣∣∣
s=|t|

= s
∂P (s, t, u)

∂s

∣∣∣∣
s=|t|

(3.32)

a condição de cúspide nuclear será satisfeita. Como P (s, t, u) =
∑

l,m,n dlmns
ltmun, a equação

(3.32) pode ser expressa como,

∑
l,m,n

mdlmn|t|ltmun =
∑
l,m,n

ldlmn|t|ltmun (3.33)

que é válida somente para l = m. Consequentemente, o polinômio deverá ser da forma,

ψ (s, t, u) = e−Zs
∑
m,n

dmns
mtmun (3.34)

para que a condição de cúspide nuclear seja satisfeita.
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3.7.3 Condição de cúspide eletrônica

É necessário que a função de onda satisfaça as duas condições. Sendo a condição de
cúspide eletrônica dada por

∂ψ (s, t, u)

∂u

∣∣∣∣
u=0

=
1

2
ψ (s, t, u)u=0 (3.35)

Utiliza-se a equação (3.34) nesta definição. Explicitando os termos que não multiplicam
as variáveis s, t e u na parte polinomial e sua derivada, obtém-se, após dividir por e−Zs de
ambos os lados:

[
d01 +

∑
m,n ndmns

mtmun−1
]∣∣∣
u=0

= 1
2

[
d00 +

∑
m,n dmns

mtmun
]∣∣∣
u=0

(3.36)

Notando que quando u→ 0 tem-se também que t→ 0, obtém-se,

d01 =
1

2
d00 (3.37)

3.7.4 A função de onda geral

Definindo-se o primeiro coeficiente da função como sendo unitário, então d01 = 1
2

e,

ψ (s, t, u) = e−Zs

[
1 + u

(
1

2
+
∑
m>0

dm1s
mtm

)
+
∑
m>0

∑
n>1

dmns
mtmun

]
(3.38)

Sendo assim, uma forma geral para a função de onda nas coordenadas de Hylleraas que
satisfaz as condições de cúspide foram obtidas. Um caso particular será testado.

3.8 Exemplo de uma função de Hylleraas que satisfaz as condições
de cúspide

Para o caso particular de nmax = 2, mmax = 4 e Z = 2 a equação (3.38) é escrita na
forma,

ψ (s, t, u) = e−2s
[
1 + u

(
1
2

+ d21s
2t2 + d41s

4t4
)

+ u2 (d22s
2t2 + d42s

4t4)
]

(3.39)

que será analisada. A condição de cúspide nuclear, equação (3.18), pode ser desenvolvida,
obtém-se que
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[
t
∂ψ(s, t, u)

∂t
− s∂ψ(s, t, u)

∂s

]∣∣∣∣
s=|t|

= te−2s
(
u
[
d212s2t+ d414s4t3

]
+ u2

[
d222s2t+ d424s4t3

])
+

s2e−2s

[
1 + u

(
1

2
+ d21s

2t2 + d41s
4t4
)

+ u2
(
d22s

2t2 + d42s
4t4
)]
−

se−2s
[
u
(
d212st2 + d414s3t4

)
+ u2

(
d222st2 + d424s3t4

)]∣∣
s=|t| =

e−2s
(
u
[
d212s2t2 + d414s4t4

]
+ u2

[
d222s2t2 + d424s4t4

])
+

s2e−2s

[
1 + u

(
1

2
+ d21s

2t2 + d41s
4t4
)

+ u2
(
d22s

2t2 + d42s
4t4
)]
−

e−2s
[
u
(
d212s2t2 + d414s4t4

)
+ u2

(
d222s2t2 + d424s4t4

)]∣∣
s=|t| =

s2e−2s

[
1 + u

(
1

2
+ d21s

2t2 + d41s
4t4
)

+ u2
(
d22s

2t2 + d42s
4t4
)]∣∣∣∣

s=|t|
=

2sψ (s, t, u)|s=|t|
(3.40)

que satisfaz a condição de cúspide nuclear. A condição de cúspide eletrônica, equação (3.19), é
equivalente à:

∂ψ (s, t, u)

∂u

∣∣∣∣
u=0

= e−2s

[(
1

2
+ d21s

2t2 + d41s
4t4
)

+2u
(
d22s

2t2 + d42s
4t4
)]∣∣

u=0
=
e−2s

2
=

1

2
ψ (s, t, u)

∣∣∣∣
u=0

(3.41)

ou seja, a condição de cúspide eletrônica também é satisfeita. Estes dois desenvolvimentos
confirmam que as restrições impostas às funções de Hylleraas, expressa na forma apresentada
em (3.38), garantem que as condições de cúspide sejam satisfeitas.

3.9 Conclusões

As condições de cúspide foram estabelecidas em dois conjuntos de coordenadas. Na
primeira análise estas condições foram obtidas nas coordenadas r1,r2 e r12 na qual uma função
de correlação simples, (3.6), foi obtida. Explicando, de forma direta, a origem fı́sica do método
R12 usado em cálculos de estrutura eletrônica.12
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No segundo desenvolvimento uma forma para as condições de cúspide foram obtidas
utilizando-se as coordenadas de Hylleraas, sendo expressas pelas equações (3.18) and (3.19).
Foram obtidas também restrições para as funções de Hylleraas, sendo estas:

1. É necessário que o polinômio contenha o produto das variáveis s e t, sendo os expoentes
de ambas iguais;

2. O expoente da parte exponencial da função de onda deve ser igual à −Z, no caso do
átomo de hélio igual à −2;

3. A primeira potência da variável u, com m = 0, deve multiplicar um coeficiente constante
com a condição d01 = 1

2
d00. Se for definido d00 = 1, então a primeira potência de u deve

multiplicar 1
2
;

Estas condições, que podem ser aplicadas diretamente, foram testadas em algumas das
funções de onda originalmente propostas por Hylleraas. Por exemplo, foi demonstrado que
ψ1(s) = e−2s satisfaz a condição de cúspide nuclear e que ψ2(s) = e−1.6875s não, entretanto
a última apresenta um resultado mais preciso para a energia calculada e satisfaz o teorema do
Virial. Com isto surge uma questão importante relacionada às condições de cúspide: elas tem
de ser satisfeitas não somente para melhores resultados, mas para garantir a qualidade da função
de base no processo de convergência. Outras funções propostas por Hylleraas em seu trabalho
original também foram discutidas ao longo do texto.
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Capı́tulo 4

O Modelo de Thomas-Fermi

4.1 Introdução

Em 1927, o fı́sico e matemático britânico Llewellyn Hilleth Thomas publicou um artigo
intitulado “The calculation of atomic fields”.1 Neste artigo Thomas parte de quatro suposições
iniciais para o cálculo dos campos atômicos por uma abordagem puramente teórica, sendo es-
tas: não é necessário considerar efeitos relativı́sticos; existe um potencial, V, no átomo que é
dependente somente da distância em relação ao núcleo sendo que este é zero no infinito e no
limite de r → 0, tem-se rV → E; os elétrons estão uniformemente distribuı́dos no espaço
de fases na razão de dois elétrons por h3 do volume; o potencial é autodeterminado pela carga
nuclear e pela distribuição dos elétrons. Esta última suposição garante que o potencial pode ser
determinado resolvendo-se a equação de Poisson.

Enrico Fermi, partindo do desenvolvimento estatı́stico desenvolvido por ele em 1926,2

publicou em 1928 um artigo, denominado “Eine statistische Methode zur Bestimmung einiger

Eigenschaften des Atoms und ihre Anwendung auf die Theorie des periodischen Systems der

Elemente”,3 no qual ele obteve a relação entre a densidade eletrônica e potencial partindo-se
da premissa de que o sistema pode ser descrito pelo modelo do gás de elétrons. Substituindo
a relação entre densidade e potencial encontrada na equação de Poisson obteve, independente-
mente, a mesma equação que Thomas.

É interessante notar que em ambas as formulações há a necessidade de que se considere
átomos pesados. Na formulação de Thomas é devido ao fato de que o campo efetivo de um
átomo em qualquer ponto depende se este está ocupado, vazio e das condições da ocupação1 e
portanto para que o campo não varie e as condições estabelecidas por Thomas serem válidas é
necessário que o átomo tenha uma grande quantidade de elétrons. No modelo de Fermi, para
que o problema possa ser abordado estatisticamente pelo modelo do gás de elétrons é necessário
que se tenha uma grande quantidade de elétrons no sistema. Desta forma as duas abordagens
necessitam da mesma suposição e ambas tem como resultado final a mesma equação, conhecida
hoje como equação de Thomas-Fermi.

No presente capı́tulo será deduzida a equação de Thomas-Fermi seguindo o modelo
do gás de elétrons, utilizando-se o resultado de uma partı́cula em um poço de potencial in-
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finito tridimensional para se obter a energia cinética para o sistema. Serão apresentadas as
definições de densidade eletrônica e densidade de um par eletrônico que serão utilizadas em ou-
tros capı́tulos desta dissertação e que são importantes para se definir os funcionais de interação
elétron-elétron e elétron-núcleo. Após estabelecer a forma funcional da energia total, será apli-
acado o princı́pio variacional para que esta seja minimizada em relação à densidade eletrônica e
então a equação de Thomas-Fermi será obtida como resultado final. Esta será resolvida numeri-
camente de acordo com o método apresentado no livro do Shampine4, utilizando-se o programa
em MatLab disponibilizado por Weatherwax5, e o resultado será aplicado inicialmente para o
átomo de hélio e depois para outros átomos mais pesados.

4.2 O modelo da partı́cula na caixa e o funcional da energia
cinética

No modelo de Thomas-Fermi considera-se um sistema de elétrons que não interagem
entre si para se obter a energia cinética para este sistema. Neste caso, a energia de cada estado
quântico será obtida a partir do modelo da partı́cula na caixa. A solução para este modelo
não será apresentado aqui, mas pode ser encontrado facilmente em livros de mecânica quântica
básica.7 O resultado para os nı́veis de energia deste modelo é dado por

ε(nx, ny, nz) =
h2

8ml2
(
n2
x + n2

y + n2
z

)
(4.1)

Onde nx, ny e nz são os números quânticos e assumem valores inteiros maiores ou
iguais à zero, l é o comprimento da caixa, h a constante de Plank e m a massa do elétron.
Para uma grande quantidade de estados pode-se aproximar o número de estados, N(ε), com
energia menor ou igual à ε pelo volume do primeiro octante de uma esfera de raio R, onde
R2 =

(
n2
x + n2

y + n2
z

)
. Portanto,

N(ε) =
1

8

4πR3

3
=
π

6

(
8ml2ε

h2

) 3
2

=
8π∆V

3h3

(
2m3

) 1
2 ε

3
2 (4.2)

Onde l3 = ∆V . O cálculo de algumas propriedades, dentre elas a energia média, pode
ser obtido por meio do produto da densidade de estados e da distribuição de probabilidade. Para
o caso da energia média:6

E =

∫
εf(ε)g(ε)dε (4.3)

Como o sistema em questão é o gás de elétrons a distribuição de probabilidade é dada
pela distribuição de Fermi-Dirac:

f(ε) =
1

1 + e
ε−µ
kBT

(4.4)
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onde µ é o potencial quı́mico e kB é a constante de Boltzmann. Esta função descreve como se
dá a distribuição de férmions (partı́culas de spin semi-inteiro) em função da energia dos estados.
A densidade de estados é obtida pela derivada do número de estados em relação à energia ε:

g(ε) =
dN(ε)

dε
=

4π∆V

h3

(
2m3

) 1
2 ε

1
2 (4.5)

Tem-se então, que

E = 2

∫
εf(ε)g(ε)dε =

8π∆V

h3

(
2m3

) 1
2

∫ EF

0

ε
3
2dε =

16π∆V

5h3

(
2m3

) 1
2 E

5
2
F (4.6)

Onde o fator de dois é em consequência de haver dois elétrons por estado e a alteração
no limite superior da integral é por conta da distribuição de Fermi-Dirac ser uma função degrau
no limite de T → 0, como demonstrado a seguir:

Para ε < µ:

lim
T→0

1

1 + e
ε−µ
kBT

= 1 (4.7)

Para ε > µ:

lim
T→0

1

1 + e
ε−µ
kBT

= 0 (4.8)

µ também é denominado de energia de Fermi, EF . O uso da função degrau, que é o caso
particular do limite T → 0 é justificado pelo fato de o erro cometido ao se considerar isto para
outras temperaturas é pequeno. Tem-se para o número de elétrons dentro da caixa de volume
∆V :

∆n = 2

∫
g(ε)f(ε)dε =

16π∆V

3h3

(
2m3

) 1
2 E

3
2
F (4.9)

De (4.9) e (4.6), tem-se

E =
3h2

10m

(
3

8π

) 2
3

∆V

(
∆n

∆V

) 5
3

=
3~2

10m

(
3π2
) 2

3 ∆V

(
∆n

∆V

) 5
3

(4.10)

O número de elétrons por unidade de volume é definido como sendo a densidade eletrônica,
ρ(r). Fazendo-se ∆V → 0 e somando-se todos os elementos de volume obtém-se

∑
∆V

3~2

10m

(
3π2
) 2

3 (ρ(r))
5
3 ∆V ≈

∫
3~2

10m

(
3π2
) 2

3 (ρ(r))
5
3 dV = cF

∫
(ρ(r))

5
3 dV (4.11)
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No qual cF = 3~2
10m

(3π2)
2
3 . Esta é a energia cinética para um sistema de elétrons que não

interagem entre si.

4.3 A densidade eletrônica e a densidade do par eletrônico

A densidade eletrônica é formalmente uma função de distribuição onde sabe-se qual a
probabilidade de encontrar qualquer um dos N elétrons em qualquer estado de spin em um
elemento de volume, dr, enquanto todos os outros N − 1 elétrons possuem posições e spins
arbitrários. Sendo assim, toma-se a densidade de probabilidade da função de onda total norma-
lizada e integra-se sobre todas as coordenadas de spin e espaciais, menos a de um elétron:

ρ1(r) = N

∫
· · ·
∫
|ψ(r, s1, r2, s2, . . . , rN, sN)|2 ds1ds2 . . . dsNdr2dr3 . . . drN (4.12)

De modo que a integral sobre todo o espaço resultará no número total de elétrons. De
fato, ∫

V

ρ(r)dr = N (4.13)

Outra grandeza necessária no estudo da teoria do funcional de densidade é a densidade
do par eletrônico. A interpretação desta grandeza é análoga à anterior, mas nesta tem-se a
probabilidade de se encontrar um par de elétrons dentro de dois elementos de volume, dr1 e
dr2, enquanto os outros N − 2 elétrons possuem posições e spins aritrários. De forma análoga:

ρ2(r1, r2) =
N(N − 1)

2

∫
· · ·
∫
|ψ(r, s1, r2, s2, . . . , rN, sN)|2 ds1ds2 . . . dsNdr3 . . . drN

(4.14)
Neste caso a integral sobre todo o espaço resultará na quantidade total de pares de

elétrons presentes. Ou seja, ∫
V1

∫
V2

ρ(r1, r2)dr1dr2 =
N(N − 1)

2
(4.15)

4.4 Funcionais para interações intereletrônicas

Na seção 4.2 desenvolveu-se o funcional da energia cinética para um sistema de elétrons
que não interagem entre si. Entretanto ainda resta determinar os funcionais de interações intere-
letrônicas, que para um sistema atômico consiste das interações elétron-núcleo e elétron-elétron.
Estas são representadas, em unidades atômicas, respectivamente por
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Ven = −
∫
V

Zρ(r)

|r|
dr (4.16)

Vee =

∫
V1

∫
V2

ρ(r1, r2)

|r12|
dr1dr2 (4.17)

Se na energia de interação entre os elétrons for considerado somente o efeito clássico de
interação, onde ocorrerá somente a interação de repulsão entre os elétrons do sistema, esta pode
ser reescrita como sendo

Vee =
1

2

∫
V1

∫
V2

ρ(r1)ρ(r2)

|r12|
dr1dr2 (4.18)

Um fato importante a ser notado é que para r1 6= r2 tem-se a repulsão de um dos
N elétrons presentes no elemento de volume dr1 com um dos N − 1 elétrons presentes no
elemento de volume dr2. Porém tem-se também os pontos onde r1 = r2 e neste caso ocorre
a interação de um dos N elétrons no volume dr1 com ele mesmo, o que não tem significado
fı́sico algum. Além disso também há os efeitos não clássicos que devem ser contabilizados na
densidade do par de elétrons e assim defini-se:

ρ2(r1, r2) =
1

2
ρ(r1)ρ(r2) [1 + hxc(r1, r2)] (4.19)

O termo que considera os efeitos de troca e correlação será abordado mais adiante no
decorrer desta dissertação. Por enquanto será considerado somente o termo clássico de interação
eletrônica.

4.5 Princı́pio variacional e a equação de Thomas-Fermi

Desconsiderando os efeitos não clássicos de interação entre os elétrons, tem-se que a
energia total do sistema será dado por

E[ρ(r)] = cF

∫
V

(ρ(r))
5
3 dr−

∫
V

Zρ(r)

|r|
dr +

1

2

∫
V1

∫
V2

ρ(r1)ρ(r2)

|r12|
dr1dr2 (4.20)

A densidade eletrônica deve ser tal que a energia seja mı́nima e que o número total de
partı́culas seja constante e igual aN . Logo, utiliza-se o método dos multiplicadores de Lagrange
com esta última restrição. Define-se a equação de Lagrange como:

Λ(ρ(r), µTF ) = E[ρ(r)]− µTF
(∫

V

ρ(r)dr−N
)

(4.21)

Então, se existe um ponto extremo na função E[ρ(r)], existe um valor de ρ(r) e µTF
para os quais a função Λ(ρ(r), µTF ) seja estacionária. Ou seja,
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(
δΛ(ρ(r), µTF )

δρ(r)
,
dΛ(ρ(r), µTF )

dµTF

)
= 0 (4.22)

A segunda entrada no vetor resulta na restrição original uma vez que:

dΛ(ρ(r), µTF )

dµTF
= 0 =⇒

∫
V

ρ(r)dr−N = 0 (4.23)

Antes de resolver o termo presente na primeira entrada do vetor do lado esquerdo na
equação (4.22) é necessário definir a derivada de um funcional com relação à uma função.
Defini-se: ∫

V

δF [f ]

δf
φdr =

d

dε
F [f + εφ]

∣∣∣∣
ε=0

(4.24)

Realizando-se as derivadas termo a termo, tem-se:

∫
V

δTTF [ρ(r)]

δρ(r)
φdr = cF

d

dε

∫
V

(ρ(r) + εφ)
5
3 dr

∣∣∣∣
ε=0

= cF
5

3

∫
V

(ρ(r) + εφ)
2
3 φr

∣∣∣∣
ε=0

=

cF
5

3

∫
V

(ρ(r))
2
3 φr =⇒ δTTF [ρ(r)]

δρ(r)
=

5

3
cFρ(r)

2
3

(4.25)

∫
V

δVen[ρ(r)]

δρ(r)
φdr − d

dε

∫
V

Z

|r|
(ρ(r) + εφ)dr

∣∣∣∣
ε=0

= −
∫
V

Z

|r|
φdr =⇒

δVen[ρ(r)]

δρ(r)
= − Z
|r|

(4.26)

∫
V

δVee[ρ(r)]

δρ(r)
φdr =

1

2

d

dε

∫
V1

∫
V2

(ρ(r1) + εφ(r1))(ρ(r2) + εφ(r2))

|r12|
dr2dr1

∣∣∣∣
ε=0

=

1

2

∫
V1

∫
V2

φ(r1)(ρ(r2) + εφ(r2)) + φ(r2)(ρ(r1) + εφ(r1))

|r12|
dr2dr1

∣∣∣∣
ε=0

=

1

2

∫
V1

∫
V2

φ(r1)ρ(r2) + φ(r2)ρ(r1)

|r12|
dr2dr1

(4.27)

Como φ(r1)ρ(r2) ≡ φ(r2)ρ(r1), tem-se

1

2

∫
V1

∫
V2

φ(r1)ρ(r2) + φ(r2)ρ(r1)

|r12|
dr2dr1 =

∫
V1

∫
V2

φ(r1)ρ(r2)

|r12|
dr2dr1 =

∫
V1

[∫
V2

ρ(r2)

|r12|
dr2

]
φ(r1)dr1 =⇒ δVee[ρ(r)]

δρ(r)
=

∫
V2

ρ(r2)

|r12|
dr2

(4.28)
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Definindo-se R[ρ(r)] = µTF
(∫

V
ρ(r)dr−N

)
, tem-se

∫
V

δR[ρ(r)]

δρ(r)
φdr =

d

dε
µTF

(∫
V

ρ(r) + εφdr−N
)∣∣∣∣

ε=0

=

∫
V

µTFφdr =⇒

δR[ρ(r)]

δρ(r)
= µTF

(4.29)

Portanto, tem-se:

5

3
cFρ(r)

2
3 − Z

|r|
+

∫
V2

ρ(r2)

|r12|
dr2 − µTF = 0 (4.30)

Ou ainda,

µTF =
5

3
cFρ(r)

2
3 − Z

|r|
+

∫
V2

ρ(r2)

|r12|
dr2 =

5

3
cFρ(r)

2
3 − φ(r) (4.31)

Na qual definiu-se a função φ(r) como sendo a função do potencial eletrônico. No
limite de r → 0 ter-se-á que φ(r) = ∞ e portanto ρ(r) → ∞, o que é um defeito da teoria de
Thomas-Fermi e que pode ser contornado impondo-se uma restrição que não será discutida. A
função de onda do sistema tem de ir pra zero no limite de r→∞ e, portanto, tem-se o mesmo
comportamento para a densidade eletrônica. Logo, por (4.31) tem-se que µTF = 0. Sendo
assim:

5

3
cFρ(r)

2
3 =

Z

|r|
−
∫
V2

ρ(r2)

|r12|
dr2 = φ(r) (4.32)

Tem-se então a densidade como uma função do potencial:

ρ(r) =

(
3

5cF

) 3
2

φ(r)
3
2 (4.33)

Para se determinar o potencial, φ(r), pode-se utilizar a equação de Poisson dada por

∇2φ(r) = −4πρt(r) = 4πρ(r)− 4Zπδ(r) (4.34)

Na qual ρt(r) é a densidade de carga total do sistema, ou seja, a densidade eletrônica e
nuclear. Uma vez que a densidade eletrônica para um átomo é esfericamente simétrica, pode-se
definir:

φ(r) = φ(r) =
Z

r
χ(r) (4.35)

Próximo ao núcleo o potencial que prevalece é o potencial coulombico devido à carga
nuclear, de modo que no limite de r → 0 deve-se impor χ(0) = 1, desta forma defini-se uma
expressão mais simples para o potencial na qual o comportamento próximo ao núcleo é imposto
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pela condição de contorno e onde o efeito da repulsão entre os elétrons está implı́cito na função
χ(r). Como∇2φ(r) = 1

r
d2

dr2
rφ(r) = Z

r
d2χ(r)
dr2

, tem-se:

Z

r

d2χ(r)

dr2
+ 4Zπδ(r) = 4πρ(r) (4.36)

Usando a equação (4.33) e desconsiderando a posição do núcleo, obtém-se:

d2χ(r)

dr2
= 4π

(
3

5cF

) 3
2
(
Z

r

) 1
2

χ(r)
3
2 (4.37)

Realizando uma mudança de variáveis onde defini-se um fator de escala tal que r = x
α

,
tem-se:

d2

dx2
=

d

dx

d

dx
=

d

dr

dr

dx

d

dr

dr

dx
=

1

α2

d2

dr2
=⇒ d2

dr2
= α2 d

2

dx2
(4.38)

Usando-se este resultado e definindo-se α = (4π)
2
3

(
3

5cF

)
Z

1
3 , obtém-se:

d2χ (x)

dx2
=
χ(x)

3
2

x
1
2

(4.39)

Que é a equação diferencial de Thomas-Fermi. Os resultados serão discutidos aqui, mas
a solução numérica desta equação será discutida em detalhes no Anexo B. Segue o gráfico da
função χ(x) para o caso do átomo de hélio, Z = 2:

Figura 4.1: Gráfico da solução da equação diferencial de Thomas-Fermi

Notando-se que χ(0) = 1 é satisfeito e que χ(x) = 0 no limite de x → ∞. Esse
resultado deve ser utilizado para se obter a densidade eletrônica, mas antes faz necessário fazer
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a mesma mudança de variável feita r = x
α

. Sendo assim:

ρ(x) =

(
3

5cF

) 3
2
[
Zα

x
χ(x)

] 3
2

(4.40)

Usando os valores de cF e α:

ρ(x) =
32

9π3

[
χ(x)

x

] 3
2

Z2 (4.41)

Tem-se para a densidade eletrônica:

Figura 4.2: Gráfico da densidade eletrônica do átomo de Thomas-Fermi

Apesar da densidade possuir uma singularidade na origem, este resultado obedece à
restrição imposta quando se estabeleceu a equação de Lagrange. Resolvendo-se a integral da
densidade sobre todo o espaço numericamente, obtém-se que:

∫
ρ(r)dr = 4π

∫
r2ρ(r)dr =

4π

α3

∫
x2ρ(x)dx = 2, 000005054092698 (4.42)

onde foram deixadas todas as casas decimais obtidas afim de demonstrar que o erro encontra-se
na sexta casa decimal. As integrais para o cálculo da energia foram desenvolvidas numerica-
mente e os resultados estão representados na Tabela 4.1:
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Tabela 4.1: Energias cinética, de interações elétron-elétron e elétron-núcleo no modelo de
Thomas-Fermi em unidades atômicas

TTF [ρ] Ven [ρ] Vee [ρ]
3,9 -9,1 1,3

Nota-se que o modelo de Thomas-Fermi satisfaz o teorema do Virial: TTF
Vtot

= −0, 5.

Para se resolver a integral (4.17) utilizou-se a mudança de coordenadas apresentada no
Anexo C. Somando-se estes resultados obtém-se para a energia total E = −3, 9 ua, resul-
tado que apresenta um erro apreciável se comparado com o valor exato de −2, 9037 ua.8 Os
resultados para este e outros átomos estão representados na Tabela 4.2:

Tabela 4.2: Energias para átomos com Z = 2, Z = 8 e Z = 10 obtidas pelo modelo de
Thomas-Fermi em unidades atômicas.

Z Ecalculado Eliteratura Erro (%)
2 -3,9 -2,90378 -34,31

10 -166,2 -128,99 -28,94
18 -655,0 -526,89 -24,34

Os resultados para Z=10 e Z=18 foram obtidos utilizando-se o método CCSD(T)=FULL com os conjuntos de base
cc-pCVTZ e 6-31G, respectivamente.

4.6 Conclusões

No presente capı́tulo foi obtido a equação de Thomas-Fermi, seguindo o modelo do gás
de elétrons para obtenção da energia cinética dos elétrons, a partir do método variacional para
a densidade eletrônica. A solução numérica é detalhada no Anexo B e o resultado foi aplicado
para o átomo de hélio, mostrando que este método é pouco eficiente para este sistema mesmo
satisfazendo o teorema do Virial. Aplicou-se então o resultado para átomos mais pesados e
percebeu-se que o erro obtido em relação aos dados apresentados na literatura diminui na me-
dida em que aumenta-se a carga nuclear do átomo. Sendo assim, constata-se que de fato a
equação de Thomas-Fermi é mais eficiente para átomos pesados, como mencionado nos artigos
originais de Thomas e Fermi.
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[8] NAKASHIMA, Hiroyuki; NAKATSUJI, Hiroshi. Solving the Schrdinger equation for helium atom and its
isoelectronic ions with the free iterative complement interaction (ICI) method. The Journal of chemical
physics, 127, 22, 224104-1–224104-14, 2007.

[9] Computational Chemistry Comparison and Benchmark DataBase. Disponı́vel em:
<http://cccbdb.nist.gov/ie2x.asp?casno=7440597>. Acesso em 3 fev 2017.

56



Capı́tulo 5

O funcional de Dirac para a energia de
troca

5.1 Introdução

Este capı́tulo é uma continuação natural do capı́tulo anterior. Quando se estuda o método
de Hartree-Fock fica evidente que as interações clássicas, somente, não conseguem reproduzir
de forma precisa os resultados obtidos experimentalmente. Então quando se estuda o modelo
de Thomas-Fermi, espera-se que os efeitos não-clássicos corrijam os resultados obtidos por este
modelo. Entretanto, resta saber como o funcional de troca pode ser obtido. Este problema foi
resolvido por Paul Dirac em 1930.

Em 1930 Dirac publicou uma nota intitulada “Note on Exchange Phenomena in the
Thomas Atom”1 na qual parte da definição da densidade eletrônica total em termos do operador
densidade (que não está definido nesta dissertação, mas pode ser encontrado na literatura2) e
estabelecendo-se a equação de movimento para a densidade, Dirac obtém os funcionais para o
hamiltoniano de um elétron se movendo no campo de um núcleo, para o potencial produzido
pela distribuição total de carga no sistema e também aparece um termo adicional que contabiliza
o efeito de troca.

No presente trabalho o funcional de troca de Dirac será deduzido, mas antes serão apre-
sentadas algumas definições que auxiliarão nesta dedução. Após obter o funcional de Dirac
para o efeito de troca, este será utilizado para obter a nova energia para o átomo de hélio. Neste
tratamento ainda falta considerar o efeito de correlação, mas este será apresentado e aplicado
após ser introduzido o método de Kohn e Sham no próximo capı́tulo.

5.2 Matrizes de densidade de primeira e segunda ordem

Para a obtenção do funcional de troca é necessário definir o que são as matrizes de
densidade de primeira e segunda ordem e como estas se relacionam entre si e com a função de
onda. De uma forma geral, a matriz de densidade de ordem p é definida por:2
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γp
(
r′1s1r

′
2s2 . . . r

′
psp, r1s1r2s2 . . . rpsp

)
=

(
N

p

)∫
· · ·
∫
ψ (r′1s1 . . . r

′
NsN)×

ψ∗ (r1s1 . . . rNsN) drp+1dsp+1 . . . drNdsN

(5.1)

com
(
N
p

)
sendo um coeficiente binomial e onde r são as coordenadas cartesianas e s as coor-

denadas de spin dos elétrons. Sendo assim, tem-se as matrizes de primeira e segunda ordem,
definindo-se x1 = r1s1:

γ1 (x′1,x1) = N

∫
V2

· · ·
∫
VN

ψ (r′1s1 . . . r
′
NsN)ψ∗ (r1s1 . . . rNsN) dr2ds2 . . . drNdsN (5.2)

e

γ2 (x′1x
′
2,x1x2) =

N(N − 1)

2

∫
V3

· · ·
∫
VN

ψ (r′1s1 . . . r
′
NsN)ψ∗ (r1s1 . . . rNsN) dr3ds3 . . . drNdsN

(5.3)
Considerando-se agora que a função de onda seja representada por um determinante de

Slater e que o sistema seja constituı́do de dois elétrons, por questões de simplicidade, tem-se
para as matrizes de densidade:

γ1 (x′1,x1) = 2

∫
V2

ψ (r′1s1r
′
2s2)ψ∗ (r1s1r2s2) dr2ds2 (5.4)

e

γ2 (x′1x
′
2,x1x2) = ψ (r′1s1r

′
2s2)ψ∗ (r1s1r2s2) (5.5)

Sendo a função de onda representada por um determinante de Slater pode-se expandir
o determinante de duas maneiras: expandindo-se na primeira linha e expandindo-se nas duas
primeiras linhas. A primeira expanção será utilizada na matriz de densidade de primeira ordem
e a segunda expansão na de segunda ordem. Tem-se então o determinante de Slater para um
sistema de dois elétrons dado por:

ψ (x1,x2) =
1√
2

ψ1(x1) ψ2(x1)

ψ1(x2) ψ2(x2)
(5.6)

Expandindo-se na primeira linha:

ψ (x1,x2) =
1√
2

[ψ1(x1)ψ2(x2)− ψ2(x1)ψ1(x2)] (5.7)

Substituindo este resultado em (5.4) tem-se:
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γ1 (x′1,x1) =
2

2

∫
V2

ψ1(x′1)ψ2(x′2)ψ∗1(x1)ψ∗2(x2)− ψ1(x′1)ψ2(x′2)ψ∗2(x1)ψ∗1(x2)−

ψ∗1(x′1)ψ∗2(x′2)ψ2(x1)ψ1(x2) + ψ2(x′1)ψ1(x′2)ψ∗2(x1)ψ∗1(x2)dx2

(5.8)

Como as funções de onda de um elétron são ortogonais, os termos negativos se cance-
larão, logo:

γ1 (x′1,x1) = ψ1(x′1)ψ∗1(x1) + ψ2(x′1)ψ∗2(x1) (5.9)

Este resultado pode ser generalizado para o caso de N elétrons. A expansão nas duas
primeiras linhas para este caso particular resulta em:

ψ (x1,x2) =
1√
2

[ψ1(x1)ψ2(x2)− ψ2(x1)ψ1(x2)] (5.10)

notando que, a pesar do resultado ser o mesmo neste exemplo em particular, quando se considera
mais elétrons no sistema as expansões resultarão em expressões diferentes. Utilizando-se este
resultado em (5.5) obtém-se:

2γ2 (x′1x
′
2,x1x2) = ψ1(x′1)ψ2(x′2)ψ∗1(x1)ψ∗2(x2)− ψ1(x′1)ψ2(x′2)ψ∗2(x1)ψ∗1(x2)−

ψ∗1(x′1)ψ∗2(x′2)ψ2(x1)ψ1(x2) + ψ2(x′1)ψ1(x′2)ψ∗2(x1)ψ∗1(x2)
(5.11)

Somando e subtraindoψ1(x′1)ψ∗1(x1)ψ1(x′2)ψ∗1(x2) eψ2(x′1)ψ∗2(x1)ψ2(x′2)ψ∗2(x2), obtém-
se:

γ2 (x′1x
′
2,x1x2) =

1

2
[γ1 (x′1,x1) γ1 (x′2,x2)− γ1 (x′1,x2) γ1 (x′2,x1)] (5.12)

Este resultado é geral para qualquer que seja o número de elétrons presentes no sistema.

5.3 Matrizes de densidade reduzidas de primeira e segunda
ordem

A matrix de densidade reduzida é resultado da integral da matriz de densidade sobre as
coordenadas de spin da função de onda.2 Ou seja,

ρ1 (r′1, r1) =

∫
γ1 (x′1,x1) ds1 (5.13)

Porém, há duas funções de spin, α e β, possı́veis para cada elétron do sistema e sendo
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assim reescreve-se:3

γ1 (x′1,x1) = ραα1 (r′1, r1)α (s′1)α (s1) + ραβ1 (r′1, r1)α (s′1) β (s1) +

ρβα1 (r′1, r1) β (s′1)α (s1) + ρββ1 (r′1, r1) β (s′1) β (s1)
(5.14)

Como as funções de spin são ortogonais entre si, a integral sobre estas coordenadas irá
resultar em:

ρ1 (r′1, r1) = ραα1 (r′1, r1) + ρββ1 (r′1, r1) (5.15)

Já para a matriz de densidade reduzida de segunda ordem utiliza-se a equação (5.12) e
também que:

γσσ
′

1 (x′1,x2) =
N∑
i=1

ψi(r
′
1)ψ∗i (r2)σ′iσ

∗
i (5.16)

onde σ e σ′ representam as funções de spin. Logo, ρ(r′1, r2) será não nulo somente se σ = σ′.
Sendo assim,

ραα,αα2 (r′1r
′
2, r1r2) =

1

2
(ρα1 (r′1, r1)ρα1 (r′2, r2)− ρα1 (r′1, r2)ρα1 (r′2, r1))

ρββ,ββ2 (r′1r
′
2, r1r2) =

1

2

(
ρβ1 (r′1, r1)ρβ1 (r′2, r2)− ρβ1 (r′1, r2)ρβ1 (r′2, r1)

)
ραβ,αβ2 (r′1r

′
2, r1r2) =

1

2

(
ρα1 (r′1, r1)ρβ1 (r′2, r2)

)
ρβα,βα2 (r′1r

′
2, r1r2) =

1

2

(
ρβ1 (r′1, r1)ρα1 (r′2, r2)

)
(5.17)

Tem-se então, para ρ2 (r′1r
′
2, r1r2):

ρ2 (r′1r
′
2, r1r2) = ραα,αα2 (r′1r

′
2, r1r2) + ρββ,ββ2 (r′1r

′
2, r1r2) + ραβ,αβ2 (r′1r

′
2, r1r2) +

ρβα,βα2 (r′1r
′
2, r1r2) =

1

2
ρ1 (r′1, r1) ρ1 (r′2, r2)−

1

2

[
ρα,α1 (r′1, r2)ρα,α1 (r′2, r1) + ρβ,β1 (r′1, r2)ρβ,β1 (r′2, r1)

] (5.18)

Na ausência de um campo magnético externo, em um sistema de camadas fechadas, a
população de elétrons nos dois estados de spin possı́veis será igual. Desta forma,

ρα,α1 (r′1, r2) = ρβ,β1 (r′1, r2) =
1

2
ρ1 (r′1, r2) (5.19)

Analogamente para a os termos com as coordenadas espaciais permutadas. Sendo assim,
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ρ2 (r′1r
′
2, r1r2) =

1

2
ρ1 (r′1, r1) ρ1 (r′2, r2)−

1

4
ρ1 (r′1, r2) ρ1 (r′2, r1)

(5.20)

A matriz de densidade de primeira e segunda ordem são as densidades eletrônica e do
par eletrônico, respectivamente, descritas anteriormente. Sendo assim, relaciona-se:

ρ2 (r1, r2) = ρ2 (r1r2, r1r2) (5.21)

e

ρ1 (r) = ρ1 (r, r) (5.22)

5.4 O funcional de troca

De posse de uma expressão mais completa pra densidade do par eletrônico, pode-se
reescrever a equação (4.17) como sendo

Vee =
1

2

∫
V1

∫
V2

ρ1 (r1, r1) ρ1 (r2, r2)

r12
dr1dr2 −

1

4

∫
V1

∫
V2

ρ1 (r1, r2) ρ1 (r2, r1)

r12
dr1dr2 =

1

2

∫
V1

∫
V2

ρ1 (r1) ρ1 (r2)

r12
dr1dr2 −

1

4

∫
V1

∫
V2

|ρ1 (r1, r2)|2

r12
dr1dr2 = J [ρ]−K [ρ]

(5.23)
O primeiro termo é a integral de Coulomb e o segundo termo é o análogo da integral

de troca no formalismo de Hartree-Fock. Entretanto, seria interessante expressar o funcional
de troca em termos de um conjunto de três coordenadas ao invés de seis. Para tal, define-se a
condição de contorno periódica ψ(x) = ψ(x+ l). E então a função de onda de um elétron pode
ser escrita como uma onda plana:

ψ(r) =
1√
V
eik·r (5.24)

Utilizando-se este resultado na função de densidade reduzida de primeira ordem:

ρ1 (r1, r2) =
2

V

∑
k

eik·(r1−r2) (5.25)

Pode-se aproximar a soma de uma integral tendo em vista que há um estado para cada
elemento de volume ∆k = 8π3

V
. Logo,

ρ1 (r1, r2) =
2

V

∫
k

eik·(r1−r2)

∆k
dk =

1

4π3

∫
k

eik·(r1−r2)dk (5.26)
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Reescrevendo a integral em coordenadas esféricas e definindo a nova coordenada s =

r1 − r2 como um vetor contido no eixo-kz, obtém-se:

ρ1 (r1, r2) =
1

4π3

∫ KF

0

k2

∫ π

0

sin θeiks cos θ

∫ 2π

0

dφdθdk (5.27)

Fazendo-se a substituição u = iks cos θ, tem-se que du = −iks sin θ e, portanto,

ρ1 (r1, r2) = − 1

4π3

∫ KF

0

k2

∫ −iks
iks

eu

iks

∫ 2π

0

dφdudk =

1

sπ2

∫ KF

0

k

(
eiks − e−iks

)
2i

dk =
1

sπ2

∫ KF

0

k sin(ks)dk =

1

sπ2

[
sin(ks)− ks cos(ks)

s2

]∣∣∣∣KF
0

=
1

s3π2
[sin(KF s)−KF s cos(KF s)] =

3
K3
F

3π2

[
sin(KF s)−KF s cos(KF s)

K3
F s

3

]
(5.28)

Notando que, para r1 = r2 = r, tem-se pela equação (5.27):

ρ1(r, r) =
K3
F

3π2
(5.29)

Tem-se:

ρ1 (r1, r2) = 3ρ1(r, r)

[
sin(KF s)−KF s cos(KF s)

K3
F s

3

]
(5.30)

Definindo t = KF s:

ρ1 (r1, r2) = 3ρ1(r, r)

[
sin(t)− t cos(t)

t3

]
(5.31)

A equação (5.31) tem o mesmo resultado alternando as coordenadas r1 e r2. Deste
modo,

ρ1 (r1, r2) = ρ1 (r2, r1) = ρ1 (r, s) (5.32)

Sendo assim,

K [ρ] =
1

4

∫ ∫
|ρ1 (r, s)|2

s
drds (5.33)

Utilizando-se as equações (5.32) e (5.31) na definição do funcional de troca, obtém-se:

K [ρ] =
9

4

∫ ∫
|ρ(r, r)|2

s

(sin(t)− t cos(t))2

t6
drds (5.34)
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Reescrevendo a variável s em coordenadas esféricas:

K [ρ] = 9π

∫ ∫
s |ρ(r, r)|2 (sin(t)− t cos(t))2

t6
drds (5.35)

Como as coordenadas s e t relacionam entre si, reescreve-se ds = dt
KF

e, logo:

K [ρ] = 9π

∫ ∫
|ρ(r, r)|2

K2
F

(sin(t)− t cos(t))2

t5
drdt (5.36)

Até aqui foi obtido o funcional de troca em função de quatro variáveis. Para obter-se o
funcional em função apenas das coordenadas r, integra-se em relação à t. Para tal, utiliza-se a
substituição q = sin t

t
. Desta definição, retira-se que:

dq

dt
= −sin t− t cos t

t2
(5.37)

e

d2q

dt2
= −2

t

dq

dt
− q (5.38)

Portanto, reescreve-se a integral sobre t como:

∫
(sin(t)− t cos(t))2

t5
dt = −1

4

∫
d

dt

(
q2 −

(
dq

dt

)2
)
dt = −1

4

[
q2 −

(
dq

dt

)2
]∣∣∣∣∣
qs

qi

(5.39)

Para obter o resultado, analisa-se os limites superior e inferior para a variável q. Para o
limite inferior tem-se o primeiro limite fundamental do cálculo:

qi = lim
t→0

sin t

t
= 1 (5.40)

Para o limite superior, como tem-se uma função limitada superior e inferiormente mul-
tiplicando uma que vai à zero, logo:

qs = lim
t→∞

sin t

t
= 0 (5.41)

Portanto, ∫
(sin(t)− t cos(t))2

t5
dt =

1

4
(5.42)

Com este resultado e utilizando-se a equação (5.29), obtém-se:

K [ρ] =

(
3

4

)(
3

π

) 1
3
∫
ρ(r, r)

4
3dr (5.43)

Nota-se que o funcional de troca possui um valor maior que zero e sendo assim, como
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este termo é subtraı́do na energia total, esta ficará ainda mais negativa. Como o resultado para o
modelo de Thomas-Fermi já é muito abaixo do esperado, é interessante notar que a inserção do
termo de troca faz com que o resultado seja ainda pior do que no caso mais simples. Utilizando-
se a densidade obtida no modelo de Thomas-Fermi para calcular a energia de troca, obtém-se
para esta que K [ρ] = 0, 7 ua e portanto a energia total será dada por E = ETF −K [ρ] = −4, 5

ua.

5.5 Conclusões

No presente capı́tulo foi deduzido o funcional de troca de Dirac a partir das definições
de matriz densidade, como apresentado por Parr e Yang,2 ao invés do procedimento adotado por
Dirac. O resultado para a contribuição deste termo foi obtido considerando-se que a densidade
é a mesma obtida como resultado do modelo de Thomas-Fermi. Entretanto, pode-se aplicar o
método variacional para a energia total contendo o funcional de troca e então obter uma nova
equação a ser resolvida.

Nota-se que apesar de fornecer uma descrição mais completa das interações do sistema,
o resultado é pior do que o obtido pelo modelo de Thomas-Fermi. O erro é estabelecido desde o
inı́cio do modelo ao se obter uma equação diferencial que é válida apenas para átomos pesados.
O funcional da energia cinética obtido por Fermi também é obtido utilizando-se o operador da
energia cinética considerando-se que a densidade decaia lentamente com r, mas este também é
um caso particular de átomos pesados. Necessita-se, então, de uma teoria que considere também
sistemas pequenos. Uma das metodologias que contornou este problema foi proposta por Kohn
e Sham e será abordado no próximo capı́tulo.
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Capı́tulo 6

O modelo de Khon-Sham

6.1 Introdução

Em 1964 Pierre Hohenberg e Walter Kohn1 publicaram um artigo, intitulado “Inhomo-

geneous Electron Gas”, no qual eles definem o que hoje é conhecido como os teoremas de
Hohenberg-Kohn. O primeiro teorema enuncia que dois potenciais diferentes (não necessari-
amente o potencial de Coulomb) não resultam na mesma densidade eletrônica para o sistema.
O segundo teorema enuncia que há um funcional universal que sendo conhecido, pode-se obter
a partir dele a densidade e a energia do estado fundamental de qualquer sistema pelo princı́pio
variacional. Entretando, saber que há um funcional universal não significa que ele possa ser
escrito.2

Walter Khon e Lu Jeu Sham, em 1965,3 propuseram um método para se obter a densi-
dade do estado fundamental de um átomo a partir da solução por autoconsistência da equação de
Shrödinger para um elétron. Neste método tem-se que saber qual a expressão para os funcionais
de troca e correlação, sendo o funcional de troca mais simples o obtido por Dirac, apresentado
no capı́tulo anterior. Algumas expressões analı́ticas razoavelmente precisas para o modelo do
gás de elétrons podem ser obtidas para o funcional de correlação a partir da interpolação dos
resultados obtidos pelo método de Monte Carlo4 e podem ser encontradas na literatura.5–7 Um
longo histórico sobre funcionais poderia ser feito abordando-se quanto à localidade da den-
sidade eletrônica (local ou não local) e quanto às correções adicionando as dependências do
gradiente, laplaciano e/ou energia cinética da densidade eletrônica nos funcionais e para esta
revisão sugere-se os trabalhos de Cramer e Truhlar8 e Becke.2

No presente capı́tulo, após definir os funcionais que contribuem para a energia total
do sistema, serão obtidas as equações de Kohn-Sham pelo método variacional utilizando-se
o método dos multiplicadores de Lagrange. Será feita a expansão da função de onda em um
conjunto de base para que o problema se reduza a um problema de álgebra linear e por fim
aplica-se o método para o caso do átomo de hélio. Em uma primeira análise o funcional de
correlação não será considerado e depois faz-se com o funcional de correlação obtido por Hedin
e von Barth.6
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6.2 Derivação das equações de Khon-Sham

Foi visto nos dois capı́tulos anteriores que a energia total de um sistema pode ser escrita
como a soma de funcionais de densidade. Sendo assim, escreve-se a energia total de um sistema
como sendo:

E [ρ] = TKS [ρ] + J [ρ] + Exc [ρ] + Vext [ρ] (6.1)

com a densidade dada por

ρ (r) =
N∑
i=1

|ψi|2 (6.2)

e na qual o termo TKS [ρ] é referente à energia cinética das partı́culas, Vext [ρ] é o potencial
externo gerado pelos núcleos presentes no sistema, J [ρ] sendo o termo referente ao potencial
de Coulomb de interação entre os eléctrons e Exc [ρ] sendo o termo responsável pelos efeitos de
troca e correlação. A energia cinética para um sistema de N elétrons é dada por:

TKS [ρ] = −1

2

N∑
i=1

〈ψi(r)|∇2
r|ψi(r)〉 (6.3)

a energia potencial externa é dada por

Vext [ρ] = −
∑
n=1

∫
V

Zn
ρ(r)

|Rn − r|
dr (6.4)

onde Zn é a carga nuclear do n-ésimo núcleo, Rn é o vetor posição do núcleo e r é o vetor
posição referente à densidade eletrônica. O potencial de Coulomb devido à repulsão intere-
letrônica é escrito como

J [ρ] =
1

2

∫
V1

∫
V2

ρ(r1)ρ(r2)

|r2 − r1|
dr1dr2 (6.5)

e o termo de troca e correlação é dado por

Exc [ρ] =

∫
V

ρ(r)ε(ρ(r))dr (6.6)

onde ε(ρ(r)) é definido como sendo o potencial de troca e correlação. No modelo do gás
uniforme de elétrons, negligenciando o efeito de correlação, o potencial de troca, como obtido
no capı́tulo anterior, é dado por:

ε(ρ(r)) = −3

4

(
3ρ(r)

π

) 1
3

(6.7)

O resultado para a densidade dado por (6.2) é o resultado da integral sobre as coordena-
das de spin da equação (5.9) ao se considerar N elétrons, que é obtida considerando a função
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de onda representada por um determinante de Slater. Ou seja, para o caso no qual a função de
onda total do sistema obedece ao princı́pio da antissimetria.

Sendo o funcional da energia cinética dependente da função de onda e os demais de-
pendentes da densidade, que por sua vez é um funcional da função de onda, deve-se procurar
pela função de onda que minimiza a energia total com a condição de que estas sejam ortogonais
entre si, ou seja, ∫

V

ψ∗i (r)ψj(r)dr = δij (6.8)

Obém-se, então, a equação de Lagrange para o problema,

δ
(
E [ρ]−

∑
i

∑
j λij

∫
V
ψ∗i (r)ψj(r)dr

)
δψ

= 0 (6.9)

Uma vez que a energia cinética depende diretamente da função de onda, a variação pode
ser obtida diretamente pela derivada do funcional em relação à ψ. Já para os demais termos
será necessário aplicar a regra da cadeia. Esta sendo definida de forma semelhante à regra da
cadeia usual. Seja F [f ] um funcional de f . Sendo assim, retira-se a derivada deste funcional
de acordo com a seguinte definição:∫

δF [f ]

δf
φ(r)dr =

d

dε
F [f + εf ]

∣∣∣∣
ε=0

(6.10)

Seguindo esta definição, tem-se para a energia cinética:

∫
δTKS [ψ]

δψ
φ (r) dr =

d

dε
TKS [ψ + εφ]

∣∣∣∣
ε=0

=

−1

2

d

dε

[∫
(ψ + εφ)∇2

r (ψ + εφ) dr

]∣∣∣∣
ε=0

= −1

2

[∫
φ∇2

r (ψ + εφ) + (ψ + εφ)∇2
rφdr

]∣∣∣∣
ε=0

=

−1

2

∫
φ∇2

rψ + ψ∇2
rφdr

(6.11)
mas, como o valor médio do operador energia cinética está contido no conjunto dos

números reais,

〈ψ|∇2|φ〉 = T2 = T ∗2 = 〈ψ|∇2|φ〉∗ = 〈φ|∇2|ψ〉 (6.12)

Então, ∫
δTKS [ψ]

δψ
φ (r) dr = −1

2

∫
2φ∇2

rψdr (6.13)
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Logo,

δTKS [ψ]

δψ
= −∇2

rψ (6.14)

Para os demais funcionais, para os quais a regra da cadeia será necessária, será realizada
primeiramente a derivada com relação à densidade. Para o funcional de interação entre dois
elétrons, tem-se: ∫

δJ [ρ]

δρ
φ (r) dr =

d

dε
J [ρ+ εφ]

∣∣∣∣
ε=0

=

1

2

d

dε

[∫ ∫
[ρ(r1) + εφ(r1)] [ρ(r1) + εφ(r1)]

|r2 − r1|
dr1dr2

]∣∣∣∣
ε=0

=

1

2

[∫ ∫
ρ(r2)φ(r1)

|r2 − r1|
dr2r1 +

∫ ∫
ρ(r1)φ(r2)

|r2 − r1|
dr2r1

] (6.15)

Sendo
∫ ∫ ρ(r2)φ(r1)

|r2−r1| dr2r1 =
∫ ∫ ρ(r1)φ(r2)

|r2−r1| dr2r1:∫
δJ [ρ]

δρ
φ(r1)dr1 =

∫ [∫
ρ(r2)

|r2 − r1|
dr2

]
φ(r1)dr1 (6.16)

Portanto,

δJ [ρ]

δρ
=

∫
ρ(r2)

|r2 − r1|
dr2 (6.17)

Para o funcional de troca, tem-se:

δExc
δρ

= −
(

3ρ(r)

π

) 1
3

(6.18)

Para o funcional da energia de interação elétron-núcleo:

δVext [ρ]

δρ
= −

∑
n

Zn
|Rn − r|

(6.19)

Finalmente, seguindo o mesmo raciocı́nio para a restrição,

δD [ψ]

δψ
= 2

∑
j

λijψj (6.20)

Para a derivada da densidade em relação à função de onda, tem-se:

dρ

dψi
=
d
∑

i |ψi|
2

dψi
= 2ψi (6.21)

Substituindo estes resultados na equação (6.9):
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[
−∇2

r + 2

∫
V2

ρ(r2)

|r2 − r1|
dr2 − 2

∑
n

Zn
|Rn − r|

− 2

(
3ρ(r)

π

) 1
3

]
ψi = 2

∑
j

λijψj (6.22)

Simplificando,

[
−1

2
∇2

r +

∫
V2

ρ(r2)

|r2 − r1|
dr2 −

∑
n

Zn
|Rn − r|

−
(

3ρ(r)

π

) 1
3

]
ψi =

∑
j

λijψj (6.23)

Sendo equivalente, por uma transformação unitária dos orbitais, à

[
−1

2
∇2

r +

∫
V2

ρ(r2)

|r2 − r1|
dr2 −

∑
n

Zn
|Rn − r|

−
(

3ρ(r)

π

) 1
3

]
ψi = λiψi (6.24)

Neste caso, λi é a energia do i-ésimo orbital de Kohn-Sham. Esta equação deve ser
resolvida por autoconsistência onde se define uma função de onda inicial para o problema,
calcula-se a densidade a partir desta e então resolve-se o problema de autovalores e autovetores
para se obter uma nova função de onda e assim sucessivamente até que não haja alterações na
densidade eletrônica do sistema.

6.3 Um problema de álgebra linear

Para se resolver a equação de Kohn-Sham pode-se utilizar um conjunto de base,9 de
forma semelhante ao método utilizado para resolver as equações de Hartree-Fock por Ro-
othaan,10 e assim o problema de se resolver as equações de Kohn-Sham torna-se um problema
de álgebra linear. Seja a função de onda para as partı́culas com estado de spin α expandida da
seguinte maneira:

ψαi =
∑
k

cαkiφk (6.25)

De modo similar para as partı́culas que estão com estado de spin β

ψβi =
∑
k

cβkiφk (6.26)

Sendo assim, as densidades eletrônicas para cada estado são dadas por

ρα1 (r) =
∑
i

∣∣∣∣∣∑
k

cαkiφk

∣∣∣∣∣
2

(6.27)
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ρβ1 (r) =
∑
i

∣∣∣∣∣∑
k

cβkiφk

∣∣∣∣∣
2

(6.28)

e a densidade total do sistema, como já definido na equação (5.15)

ρ1 (r) = ρα1 (r) + ρβ1 (r) (6.29)

Na dedução da equação (6.24) o estado de spin não foi mencionado, mas na ausência
de um campo externo não haverá a diferença energética entre as duas partı́culas que ocupam o
mesmo orbital com diferentes estados de spin. Sendo assim, para cada estado energético ter-
se-á duas equações análogas para os dois estados de spin possı́veis. Para o estado de spin α a
equação (6.24) pode ser reescrita, utilizando-se a definição (6.27), como se segue

[
−1

2
∇2

r +

∫
V2

ρ(r2)

|r2 − r1|
dr2 −

∑
n

Zn
|Rn − r|

−
(

3ρ(r)

π

) 1
3

]∑
k

cαkiφk = λi
∑
k

cαkiφk (6.30)

Multiplicando-se
∑

w c
∗α
wiφ

∗
w à direita, obtém-se:

∑
k

∑
w

cα∗wic
α
ki

∫
V

φ∗w

[
−1

2
∇2

rφk

]
dr +

∑
k

∑
w

cα∗wic
α
ki

∫
V1

∫
V2

φ∗wφkρ(r2)

|r2 − r1|
dr2dr1−

−
∑
n

∑
k

∑
w

cα∗wic
α
kiZn

∫
V

φ∗wφk
|Rn − r|

dr−
∑
k

∑
w

cα∗wic
α
ki

(
3

π

) 1
3
∫
V

ρ(r)
1
3φ∗wφkdr =

∑
k

∑
w

cα∗wic
α
kiλi

∫
V

φ∗wφkdr

(6.31)

Permitindo-se que os coeficientes sejam variáveis enquanto as funções que os multipli-
cam sejam todas constantes dado um ponto no espaço, a minimização da energia consistirá na
aplicação do método variacional com relação aos coeficientes. Sendo assim,

∑
k

cαki

∫
V

φ∗w

[
−1

2
∇2

rφk

]
dr +

∑
k

cαki

∫
V1

∫
V2

φ∗wφkρ(r2)

|r2 − r1|
dr2dr1−

−
∑
n

∑
k

cαkiZn

∫
V

φ∗wφk
|Rn − r|

dr−
∑
k

cαki

(
3

π

) 1
3
∫
V

ρ(r)
1
3φ∗wφkdr =

∑
k

cαkiλi

∫
V

φ∗wφkdr

(6.32)

Para cada valor de w. Simplificando a notação utilizada
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[Twk + Jwk − Vwk − Ewk]
∑
k

cαki = Swkλi
∑
k

cαki (6.33)

Sendo

Twk =

∫
V

φ∗w

[
−1

2
∇2

rφk

]
dr (6.34)

Jwk =

∫
V1

∫
V2

φ∗wφkρ(r2)

|r2 − r1|
dr2dr1 (6.35)

Vwk =
∑
n

Zn

∫
V

φ∗wφk
|Rn − r|

dr (6.36)

Ewk =

(
3

π

) 1
3
∫
V

ρ(r)
1
3φ∗wφkdr (6.37)

Portanto o problema se resume em resolver o problema de autovalores e autovetores da
forma

[T + J−V − E] cα = εScα (6.38)

Onde cα é vetor coluna com os coeficientes com estado de spin α. Equação análoga é
obtida para os estados de spin β. Para se calcular a energia total a partir das energias dos orbitais
de Khon-Sham, deve-se notar que

∑
i

λi =
∑
i

−1

2
〈ψi|∇2|ψi〉+

∑
i

∫
V1

∫
V2

ρ(r2)ψ∗i (r1)ψi(r1)

|r2 − r1|
dr2dr1−

∑
n

∑
i

Zn

∫
V

ψ∗iψi
|Rn − r|

dr −
∑
i

(
3

π

) 1
3
∫
V

ρ(r)
1
3ψ∗iψidr =

∑
i

−1

2
〈ψi|∇2|ψi〉+

∫
V1

∫
V2

ρ(r2)
∑

i |ψi(r1)|2

|r2 − r1|
dr2dr1−

∑
n

Zn

∫
V

∑
i |ψi(r)|

2

|Rn − r|
dr −

(
3

π

) 1
3
∫
V

ρ(r)
1
3

∑
i

|ψi(r)|2 dr =

∑
i

−1

2
〈ψi|∇2|ψi〉+

∫
V1

∫
V2

ρ(r2)ρ(r1)

|r2 − r1|
dr2dr1−

∑
n

Zn

∫
V

ρ(r)

|Rn − r|
dr−

(
3

π

) 1
3
∫
V

ρ(r)
1
3ρ(r)dr

(6.39)

Para se obter a energia total deve-se subtrair e/ou adicionar termos à esta equação afim de
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obter (6.1). Nota-se que as contribuições da energia cinética e do potencial de interação elétron-
núcleo já estão como na equação pra energia total, mas deve-se subtrair−1

2

∫
V1

∫
V2

ρ(r2)ρ(r1)
|r2−r1| dr2dr1,

subtrair −
(

3
π

) 1
3
∫
V
ρ(r)

1
3ρ(r)dr e adicionar Exc [ρ]. Logo,

E [ρ] =
∑
i

λi −
1

2

∫
V1

∫
V2

ρ(r2)ρ(r1)

|r2 − r1|
dr2dr1 +

∫
V

ρ(r)

[
ε (ρ(r)) +

(
3ρ(r)

π

) 1
3

]
(6.40)

6.4 Solução para o átomo de Hélio sem efeitos de correlação

Seja a função de onda expandida em duas funções do tipo Slater com os expoentes dados
por Clementi:11

ψα1 = N1c
α
11e
−1.4536r +N2c

α
21e
−2.9109r (6.41)

ψβ1 = N1c
β
11e
−1.4536r +N2c

β
21e
−2.9109r (6.42)

Sendo N1 e N2 as constantes de normalização. Considerando um sistema em que não
haja aplicação de um campo externo, não haverá distinção energética entre os dois elétrons
presentes no orbital s. Desta forma resolve-se o problema algébrico apenas uma vez com cαki =

cβki e ρ = 2 |ψ1|2. Definindo-se inicialmente os coeficientes como sendo c1 = 10 e c2 = 7,
obtém-se a matrizes:

T =

[
1.0565 1.7719

1.7719 4.2367

]
(6.43)

J =

[
551.5033 1118.2

1118.2 257400

]
(6.44)

V =

[
−2.9072 −3.6554

−3.6554 −5.8218

]
(6.45)

E =

[
−3.4979 −4.0927

−4.0927 −5.9003

]
(6.46)

S =

[
1 0.8375

0.8375 1

]
(6.47)

Resolvendo-se recursivamente obtém-se, após atingir a altoconsistência, os autovalores:

ε =

[
−0.6 0

0 2.0337

]
(6.48)
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Com os coeficientes otimizados c11 = −1 e c21 = 0.0018. Deste resultado tem-se a
densidade do sistema

Figura 6.1: Densidade calculada com duas funções do tipo Slater

Integrando-se esta densidade no intervalo 0 < r < 20 tem-se N = 1.9941, ou seja, um
erro de 0.3%. Também foi possı́vel obter os potenciais em função de r:

(a) (b)

Figura 6.2: Cada contribuição para o potencial - Vxc sendo o potencial de troca; Vext é o poten-
cial de interação elétron-núcleo; VHartree sendo o potencial coulômbico de interação elétron-
elétron - em unidades atômicas (a) e o potencial total em eV (b)

O orbital de Khon-Sham de mais alta energia, neste caso há somente um, possui o signi-
ficado fı́sico de representar a energia de ionização.12 Sendo assim, tem-se −λ1 = 15.3eV que
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representa um erro de −37.71% se comparado com o dado experimental de 24.563eV .13 Neste
exemplo em particular foi determinada a energia total do sistema como sendo −2.7 ua, um erro
de −7.02% se comparado com o resultado exato de −2.9037 ua.

6.5 Solução para o átomo de Hélio com efeitos de correlação

Em 1972 von Barth e Hedin6 obtiveram uma expressão para o termo de correlação para
o modelo do gás de elétrons:

εc = −c0

[(
1 +

(
rs
r0

)3
)

ln

(
1 +

r0

rs

)
+

rs
2r0

−
(
rs
r0

)2

− 1

3

]
(6.49)

Para um sistema paramagnético as constantes são definidas como c0 = 0.0504 e r0 = 30,
com a variável rs se relacionando com a densidade segundo a relação 1

ρ(r)
= 4π

3
r3
s . No artigo

original o resultado para a energia de correlação é dado em Rydberg, sendo assim o valor da
constante deve ser convertido para unidades atômicas, c0 = 0.0252. A derivada do funcional é
obtida pela definição (6.10):∫

V

δEc[ρ]

δρ
φdr =

d

dε

∫
V

(ρ(r) + εφ)εc(ρ(r) + εφ)dr

∣∣∣∣
ε=0

=

∫
V

φεc(ρ(r) + εφ) + (ρ(r) + εφ)
d

dε
εc(ρ(r) + εφ)dr

∣∣∣∣
ε=0

=

∫
V

δEc[ρ]

δρ
φdr =

∫
V

φεc(ρ(r)) + ρ(r)
d

dε
εc(ρ(r) + εφ)

∣∣∣∣
ε=0

dr

(6.50)

Para a derivada de εc(ρ(r) + εφ) aplicada no ε = 0, tem-se

d

dε
εc(ρ(r) + εφ)

∣∣∣∣
ε=0

= −c0

(1 +
Y 3

r0ρ(r)

)(
1 +

r0ρ(r)
1
3

Y

)−1
r0

3Y ρ(r)
2
3

−

Y 3

r3
0ρ(r)2

ln

(
1 +

r0ρ(r)
1
3

Y

)
− Y

6r0ρ(r)
4
3

+
2Y 2

3r2
0ρ(r)

5
3

]
φ

(6.51)

Onde Y =
(

3
4π

) 1
3 . Então,

δEc[ρ]

δρ
= εc(ρ(r))− ρ(r)c0

(1 +
Y 3

r0ρ(r)

)(
1 +

r0ρ(r)
1
3

Y

)−1
r0

3Y ρ(r)
2
3

−

Y 3

r3
0ρ(r)2

ln

(
1 +

r0ρ(r)
1
3

Y

)
− Y

6r0ρ(r)
4
3

+
2Y 2

3r2
0ρ(r)

5
3

] (6.52)
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Este termo deve ser incluı́do na equação (6.24) e para calcular a energia total é necessário
analisar a contribuição deste novo termo. Seja o segundo termo que multiplica ρ(r) definido
como B(ρ(r)). Então,

∑
i

λcorri =
∑
i

[εc(ρ(r))− ρ(r)B(ρ(r))]ψ∗i (r)ψi(r) = [εc(ρ(r))− ρ(r)B(ρ(r))]ρ(r) (6.53)

Portanto, para obter a energia total é necessário somar
∫
V
ρ(r)2B(ρ(r))dr à equação

(6.40) com λ sendo o autovalor para a equação de Khon-Sham inclundo o termo de correlação.
Com o efeito de correlação a energia calculada foi de−2.8 ua, um erro de−3, 61%. O resultado
ainda não está próximo dos dados experimentais, mas a contribuição do termo de correlação
para a energia total é evidente. Os gráficos para os potenciais de Kohn-Sham estão representados
a seguir:

(a) (b)

Figura 6.3: Contribuições para o potencial total - Vx sendo o termo de troca; Vext o potencial
de interação elétron-núcleo; VHartree a contribuição da interação coulômbica entre os elétrons;
Vcorr o potencial de correlação - em unidades atômicas (a) e o potencial total em eV (b)

Para melhor visualização, o gráfico do potencial de correlação também é mostrado se-
paradamente:
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Figura 6.4: Potencial de correlação

As alterações na densidade são muito pequenas para serem visualizadas graficamente.

6.6 Conclusões

Por meio do método dos multiplicadores de Lagrange foi possı́vel obter as equações de
Kohn-Sham e expandindo-se a função de onda em um conjunto de base mostrou-se que o pro-
blema fica reduzido a resolver um problema de álgebra linear. O presente método foi resolvido
para o átomo de hélio de duas formas, uma na qual o efeito de correlação foi desconsiderado e
outro no qual o mesmo foi considerado. Para o caso onde negligenciou-se o efeito de correlação
foi obtido um resultado com um erro de−7, 02%. Levando-se em conta que o funcional de troca
utilizado foi o obtido por Dirac para o modelo do gás de elétrons e que foi utilizada uma função
de base com dois termos pode-se afirmar que o resultado obtido é satisfatório. Comparando-se
este com os modelos de Thomas-Fermi e Thomas-Fermi-Dirac, apresentados nos capı́tulos an-
teriores, percebe-se o avanço obtido por Khon e Sham.

Ao se considerar o funcional de correlação obtido por von Barth e Hedin, percebe-se
que o erro obtido no cálculo da energia total caiu para −3, 61%. Ou seja, o efeito de correlação
contribui de forma significante para a energia total do sistema. É importante notar que os
funcionais de troca e correlação utilizados são referentes ao modelo do gás de elétrons, mas
não ocorre como nos modelos de Thomas-Fermi e Thomas-Fermi-Dirac de retornar resultados
pouco precisos para átomos leves. Mais uma vez fica evidente o avanço que o modelo de
Kohn-Sham representa para a DFT. Vale notar que ainda hoje há grandes esforços para se obter
funcionais cada vez mais precisos e que funcionem para uma grande variedade de sistemas.
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Capı́tulo 7

DFT em sistemas de muitos elétrons:
Clusters de Aun

7.1 Introdução

Pequenos clusters tem sido amplamente estudados na última década no que diz res-
peito às suas geometrias, propriedades eletrônicas e também a interação destes com átomos
e/ou moléculas.1–12 Em particular, clusters de ouro possuem aplicações em ciência dos mate-
riais como catalisadores e em ciências médicas como transportadores de drogas.13 Haruta14 e
Valden et al.15 reportaram o melhoramento do efeito catalı́tico do ouro quando suportado por
óxidos metálicos. Este tipo de suporte também influencia significativamente o crescimento dos
clusters.16 Como os pequenos clusters são os precursores dos grandes sólidos cristalinos, o en-
tendimento de suas propriedades pode ajudar no entendimento das propriedades dos sólidos.17

A transferência de carga entre clusters ou superfı́cies de ouro e moléculas tem uma
importante consequência. Este tipo de sistema possui aplicações, como por exemplo, em bi-
osensores,18 fotodiodos19 e em eletrônica molecular.20 A cinética da transferência de centros
redutores de ferrocenos e rutênio ligados à eletrodos de ouro por meio de pontes de alcanos
saturados também tem sido reportada na literatura.21–25 Ditiols em superfı́cies de ouro são apre-
sentados como modelos para o entendimento de como a estrutura e funcionalidade em junções
do tipo metal-molécula-metal relacionam entre si.26

A escolha de métodos para determinar qual estrutura é a mais estável é uma tarefa
difı́cil.1 O método coupled-cluster (CC) são extensivamente usados em quı́mica quântica para
testar e/ou validar funcionais usados na teoria do funcional de densidade (DFT) pelo fato deste
método ser tido como de alta qualidade para realizar cálculos de propriedades eletrônicas. En-
tretanto, Truhlar et al.27 publicaram em 2015 um artigo no qual são apresentados melhores
resultados obtidos por cálculos utilizando DFT para alguns funcionas de troca e correlação
quando comparados com cálculos usando o método CC para átomos de metais de transição. O
funcional M08-SO, também considerado neste trabalho, é listado entre os 42 funcionais testa-
dos e apresentou melhores resultados quando aplicado ao átomo de zinco.

As propriedades de um sistema podem ser calculadas utilizando-se uma ampla varie-
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dade de funcionais existentes na literatura. Alguns destes são mais conhecidos por apresentar
melhor performance para alguns sistemas especı́ficos, como por exemplo o B3LYP que é ex-
tensivamente utilizado em cálculos envolvendo moléculas orgânicas. Neste sentido, há uma
tendência na literatura de que funcionais locais apresentam melhores resultados para metais de
transição, como apontado por Cramer e Truhlar.28 Apesar disto, vários funcionais meta hı́bridos
para estudar clusters de ouro tem sido utilizados, entre eles estão M05, M05-2X, M06, M06-
2X, M06-HF and M06-L4 e os melhores resultados foram obtidos pelo M06-L. Entretanto, as
energias para os dois isômeros do trı́mero de ouro são quase degeneradas, mas foi encontrado
experimentalmente que o triângulo obtuso é o mais estável.29

Becke, em 2014,30 menciona em um artigo de revisão o que ele espera ser a última fron-
teira para a DFT de sistemas no estado fundamental: o efeito de correlação forte. Este efeito
aparece, por exemplo, em sistemas com orbitais d parcialmente preenchidos e novos funcionais
têm sido desenvolvidos para tratar de forma precisa estes sistemas.31–33 No entanto, no presente
capı́tulo serão utilizados funcionais hı́bridos e meta hı́bridos devido aos resultados obtidos por
Shi et al..4

No presente capı́tulo, resultado de um trabalho publicado na Brazilian Journal of Phy-
sics,34 cálculos utilizando a DFT serão realizados e os resultados serão comparados entre o
obtido utilizando-se o funcional M06-L, que apresenta o melhor resultado no trabalho de Shi
et al.,4 o M08-SO35 publicado pelo mesmo grupo de desenvolvedores do anterior e também o
B3LYP. Após a comparação dos resultados o funcional M08-SO, juntamente com o conjunto de
base aug-cc-pVDZ-PP36 e um potencial efetivo (ECP), foi escolhido para a obtenção das estru-
turas mais estáveis de pequenos clusters de ouro, Aun (2≤n≤6). O potencial médio relativı́stico
efetivo e os operadores de spin-órbita para os átomos de ouro estão incluı́dos no potencial efe-
tivo utilizado.37 Também foi realizada a análise populacional dos clusters na ausência de ligan-
tes para a análise de como se dá a distribuição de cargas nos clusters. O novo funcional utilizado
indica que a análise populacional de Mulliken (MPA) não apresenta resultados em acordo com
dados encontrados na literatura para o trı́mero de tetrâmero de ouro.3,38 A análise populacional
natural (NPA), entretanto, apresenta resultados coerentes com os dados para a distribuição de
cargas. Estes resultados foram comparados com trabalhos que tratam da interação entre peque-
nos clusters de ouro e elétrons doadores e receptores no intuito de relacioná-los.

7.2 Detalhes computacionais

Os cálculos foram realizados utilizando-se o software MOLPRO.39 Dois funcionais en-
contrados na literatura, B3LYP e o M06-L, para estudar clusters de ouro3,4,40 e outro funcional
ainda não reportado para este sistema, o M08-SO35, foram utilizados. O ECP utilizado foi o
CRENBL37 e algumas funções de base foram testadas.
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Cada estrutura foi pré-otimizada utilizando-se o método de Hartree-Fock e em seguida
foi feita uma segunda otimização utilizando-se a DFT. O método de otimização implementado
no MOLPRO é o desenvolvido por Eckert41 e este foi estabelecido com os critérios de con-
vergência padrões do software, sendo estes: máxima componente do gradiente menor do que
3 × 10−4 ua e a máxima variação de energia sendo menor que 10−6 ua; ou a máxima compo-
nente do gradiente sendo menor que 3×10−4 ua e a componente máxima do passo da otimização
sendo menor do que 3 × 10−4 ua. O limite para o cálculo da energia também foi estabelecido
como o padrão do MOLPRO, que é estabelecido em 10−7 ua para ambos os métodos utilizados
nas otimizações.

Após este procedimento, a distribuição de carga foi obtida pela análise populacional
de Mulliken (MPA) utilizando-se ainda o mesmo software e também utilizou-se o software de
código aberto JANPA42 para se obter realizar a análise populacional natural (NPA).

7.3 Resultados e discussões

Escolhendo o método

Para testar o método comparou-se a energia de coesão, comprimento de ligação e a
frequência vibracional para o dı́mero de ouro obtidas com dados experimentais. Os resultados
se encontram na Tabela 7.1. Para cada estrutura otimizada a energia de coesão é dada pela
diferença entre a energia do átomo isolado e a energia por átomo do cluster::

Ec = EAu −
EAun
n

(7.1)

na qual EAu é a energia para o átomo isolado, EAun é a energia do cluster e n é o número de
átomos no cluster.
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Tabela 7.1: Energia de coesão, EC (kcal/mol), comprimento de ligação, R (Å) e frequências
vibracionais, ν (cm−1) para o dı́mero de ouro

Funcional Conjunto de Base ECP EC R ν
M06-L LANL2DZ M.T. CRENBL 26,3 2,557 168,12
B3LYP LANL2DZ M.T. CRENBL 23,4 2,579 160,99

M08-SO LANL2DZ M.T. CRENBL 22,4 2,587 165,83
M06-L LANL2DZ CRENBL 26,1 2,562 164,99
B3LYP LANL2DZ CRENBL 23,2 2,585 158,57

M08-SO LANL2DZ CRENBL 22,3 2,590 165,34
M06-L aug-cc-pVTZ-PP CRENBL 41,2 2,459 194,48

M08-SO aug-cc-pVTZ-PP CRENBL 36,0 2,476 195,51
M08-SO aug-cc-pVDZ-PP CRENBL 26,8 2,450 203,57
B3LYP aug-cc-pVDZ-PP CRENBL 28,0 2,448 201,95
B3LYP Def2-QZVPD CRENBL 24,6 2,505 176,41
M06-L Def2-QZVPD CRENBL 28,4 2,507 175,04
M06-L Def2-TZVP CRENBL 26,8 2,527 170,00

exp. 4326,6 ± 0,1 442,47 44190,09

Os funcionais que apresentaram melhores resultados para as frequências vibracionais
e comprimento de ligação foram o M06-L e M08-SO juntamente com o conjunto de base
aug-cc-pVTZ-PP e o ECP CRENBL. Entretanto, os resultados para as energias de coesão não
estão próximas do valor experimental. Para este parâmetro os melhores resultados foram ob-
tidos utilizando-se o funcional M06-L com os conjuntos de base LANL2DZ para metais de
transição45 e Def2-TZVP com o ECP CRENBL e o funcional M08-SO com o conjunto de base
aug-pVDZ-PP e o mesmo ECP mencionado anteriormente, sendo que este último fornece me-
lhores resultados para o comprimento de ligação. Para estes três casos foi calculada a energia
de ionização vertical, ou seja, quando o processo ocorre sem alteração da geometria do cluster.

Tabela 7.2: Energia de ionização para o dı́mero Au2, IE (eV)

Fncional Conjunto de Base ECP EI
M08-SO aug-cc-pVDZ-PP CRENBL 9,26
M06-L Def2-TZVP CRENBL 8,96
M06-L LANL2DZ M.T. CRENBL 8,89

exp. 469,50

Como não há resultados na literatura para clusters de ouro utilizando-se o funcional
M08-SO e este forneceu os melhores resultados no geral com o conjunto de base aug-cc-pVDZ-
PP, nós escolhemos utilizar estes parâmetros para prosseguir com os cálculos.

Estruturas otimizadas para Aun (2 < n ≤ 6)

Os resultados das otimizações estão representados na Tabela 7.3 e Figura 7.1. Os resul-
tados para cada valor de n são apresentados a seguir:
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n=3: Foram determinados dois isômeros para o trı́mero de ouro. Um com geometria
de triângulo agudo com o menor comprimento de ligação 2, 48 Å e maiores comprimentos
de ligação 2, 69 Å e outro com geometria de triângulo obtuso com menores comprimentos de
ligação 2, 45 Å e maior comprimento de ligação 2, 84 Å. O triângulo obtuso é mais estável por
1, 23 kcal/mol. A energia calculada para o triângulo obtuso está de acordo com dados experi-
mentais para o triângulo “bent”que é 28, 2 ± 0, 6 kcal mol-1 determinado por Hilpert e Ginge-
rich47. O fato de o triângulo obtuso ser o mais estável está de acordo com dados de cálculos
reportados na literatura3,4,48–51 e com dados experimentais.29

n=4: Neste caso também foram determinados dois isômeros. A estrutura com formato
em Y foi determinada como a mais estável por 0, 67 kcal/mol se comparada com a estrutura
em forma de losango. Esta ordem de estabilidade depende do método utilizado para realizar
os cálculos.4 Os resultados para a energia de coesão do losango neste trabalho está em acordo
com o melhor valor determinado por Shi et al..4 Entretanto a ordem de estabilidade reportada
na literatura é a inversa ao determinada neste trabalho.

n=5: Para o pentâmero também foram determinadas duas estruturas, com as formas de
X e W, na qual a estrutura em W é a mais estável por 2, 18 kcal/mol. O fato de a estrutura em
W ser a mais estável está de acordo com dados encontrados na literatura.2–4,6,7,48–51 A energia
de coesão está de acordo com a determinada por Wang et al..6

n=6: Para o hexâmero foi obtido uma geometria triangular planar, que também é repor-
tada na literatura2,3,6,7,48–51 e o valor pra energia de coesão também está de acordo com o valor
obtido por Wang et al..6

Tabela 7.3: Valores para energia de coesão, CE (kcal/mol), energia de ionização, IE (eV), para
Aun

n CE IE
2 26.8 9.33

3Agudo 27,9 6,89
3Obtuso 29,1 8,54

4Y 38,0 8,06
4Losango 37,3 7,79

5X 40,5 6,77
5W 42,7 7,47
6 51,0 8,67

Os resultados apresentados neste trabalho mostram uma tendência de que a energia coe-
siva aumente na medida em que o número de átomos aumenta. Tomando a diferença de segunda
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ordem, definida como ∆2E(Aun) = E(Aun−1) + E(Aun+1) − 2E(Aun), aplicada para as es-
truturas mais estáveis aqui reportadas obtém-se que os clusters com número par de átomos são
relativamente mais estáveis.

Figura 7.1: Geometrias otimizadas com distâncias em Å e ângulo para o triângulo obtuso em
graus

Análise populacional de Mulliken

Os resultados para a análise populacional de Mulliken estão representados na Tabela 7.4.
Observa-se que para o trı́mero de ouro a alteração do ângulo acarreta uma inversão da carga
transferida e esta é simétrica para o triângulo obtuso e quase simétrica, por uma diferença na
terceira casa decimal, para o trin̂agulo agudo. Isto é esperado, uma vez que os dois triângulos
possuem simetria C2v. A geometria em forma de Y apresenta transferência de carga para o
átomo 1 e observa-se que, como a parte triangular da estrutura é composta por um triângulo
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agudo, a transferência de carga segue o mesmo padrão do trı́mero agudo, mas neste tetrâmero
toda a carga é transferida para o átomo 1. Para o losango a transferência de carga ocorre dos
átomos 3 e 4 para os 1 e 2. Para o pentâmero em forma de X a carga é transferida do átomo
central para os demais e para a geometria em forma de W a transferência ocorre dos átomos 2
e 4 para os demais. O hexâmero possue as cargas negativas concentradas nos átomos presentes
nos vértices do triângulo.

Por meio da análise da distribuição de cargas no cluster é possı́vel predizer em qual
posição um composto aceptor ou doador de elétrons irá interagir mais eficientemente com o
cluster. Por exemplo, para um doador de elétrons, espera-se que a adsorção no trı́mero de ouro
ocorra próximo aos átomos 1 e 2 para o triângulo agudo e próximo ao átomo 2 para o triângulo
obtuso. Para o cluster em forma de Y espera-se que a adsorção mais eficiente ocorra próximo
aos átomos 3 e 4 no plano do cluster ou aos átomos 2,3 e 4 fora do plano da estrutura. A
adsorção no losango deve ocorrer próximo aos átomos 3 e 4. Para a geometria em forma de X
espera-se que a interação ocorra fora do plano do cluster próximo ao átomo 2 e para a estrutura
em forma de W espera-se que a adsorção ocorra próximo aos átomos 2 e 4. Para o hexâmero a
interação deve ocorrer nas proximidades dos átomos 2, 3 e 4.
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Tabela 7.4: Resultados para a análise populacional de Mulliken

Cluster Átomo
N(rk)

N =
∑

rk
N(rk) Carga

s p d f g

Au2
1 3,228 5,840 9,915 0,017 0,000 19,000 0,000
2 3,228 5,840 9,915 0,017 0,000 19,000 0,000

Au3agudo

1 3,124 5,895 9,895 0,021 0,000 18,936 0,064
2 3,123 5,894 9,896 0,022 0,000 18,934 0,066
3 3,274 5,974 9,871 0,011 0,000 19,130 -0,130

Au3obtuso

1 3,450 5,903 9,958 0,018 0,000 19,328 -0,328
2 2,597 5,850 9,860 0,036 0,000 18,344 0,656
3 3,450 5,903 9,958 0,018 0,000 19,328 -0,328

Au4losango

1 2,967 6,246 9,907 0,031 0,000 19,151 -0,151
2 2,967 6,246 9,907 0,031 0,000 19,151 -0,151
3 3,078 5,881 9,874 0,016 0,000 18,849 0,151
4 3,078 5,881 9,874 0,016 0,000 18,849 0,151

Au4Y

1 3,506 5,842 9,924 0,019 0,000 19,292 -0,292
2 2,487 6,463 9,776 0,043 0,000 18,771 0,230
3 3,155 5,876 9,915 0,025 0,000 18,971 0,029
4 3,155 5,872 9,914 0,025 0,000 18,967 0,033

Au5X

1 3,212 5,882 9,924 0,019 0,000 19,036 -0,036
2 2,413 6,687 9,699 0,054 0,000 18,853 0,147
3 3,212 5,882 9,924 0,019 0,000 19,037 -0,037
4 3,212 5,882 9,924 0,019 0,000 19,036 -0,036
5 3,212 5,882 9,924 0,019 0,000 19,037 -0,037

Au5W

1 3,276 5,834 9,897 0,026 0,000 19,033 -0,033
2 2,869 5,969 9,858 0,025 0,000 18,721 0,279
3 2,708 6,894 9,848 0,043 0,000 19,492 -0,492
4 2,869 5,969 9,858 0,025 0,000 18,721 0,279
5 3,276 5,834 9,897 0,026 0,000 19,033 -0,033

Au6

1 3,671 5,690 9,900 0,032 0,000 19,293 -0,293
2 2,540 6,377 9,746 0,043 0,000 18,706 0,294
3 2,541 6,379 9,745 0,043 0,000 18,709 0,291
4 2,540 6,377 9,746 0,043 0,000 18,706 0,294
5 3,671 5,690 9,900 0,032 0,000 19,293 -0,293
6 3,671 5,689 9,900 0,032 0,000 19,293 -0,293

Análise populacional natural (NPA)

Os resultados para a NPA42 estão representados na Tabela 7.5. É possı́vel notar algu-
mas diferenças entre as duas análises realizadas. A alteração do ângulo no trı́mero não altera
o sentido do fluxo de cargas, apenas a quantidade transferida. para o losango a transferência
de carga ocorre dos átomos 1 e 2 para os demais, resultado que está de acordo com o trabalho
de Siddiqui et al..3 Para a estrutura em forma de Y a carga é transferida dos átomos na base
da parte triangular para os átomos 1 e 2, mas diferentemente apenas uma pequena quantidade é
transferida para o átomo 1 e a maior parte da carga fica concentrada no átomo 2. No pentâmero
em forma de X as cargas são transferidas para o átomo central e no pentâmero em forma de W a
carga é transferida para o átomo 3. Para o hexâmero a transferência de carga ocorre dos átomos
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nos vértices para os demais.

Predição para as posições de adsorção

A análise para as possı́veis posição de interação será baseada na deficiência ou excesso
de carga eletrônica nos clusters, já que seria mais provável que átomos que doam densidade
eletrônica interajam mais efetivamente com átomos com deficiência de elétrons. Um raciocı́nio
análogo pode ser feito para receptores de elétrons.

Resultados para adsorção do átomo de mercúrio, que é um doador de elétrons para o
cluster de ouro,3 e resultados para adsorção de O2, que é um aceptor de elétrons,38 serão discu-
tidos. Uma análise numérica prévia dos resultados para a MPA demonstrou que os resultados
obtidos por esta não são apropriados para esta análise. Sendo assim, faz-se a análise conside-
rando os resultados obtidos pela NPA.

A posição de interação dos clusters de ouro com um doador ou receptor de elétrons pode
ser prevista utilizando-se o método NPA. Para a interação com um doador de elétrons com o
trı́mero uma diferença é observada se é considerado o triangulo agudo ou obtuso. Se o doador é
posicionado próximo à base do triângulo, a interação mais efetiva será com o triângulo obtuso,
uma vez que os átomos 1 e 3 tem uma maior deficiência eletrônica. Se o doador é colocado
próximo ao topo do triângulo, a interação mais efetiva ocorrerá com o triângulo agudo, já que
este possui uma carga negativa menor no átomo nesta posição. Para a estrutura em forma de
Y deve-se esperar que a interação será mais eficiente se o doador é posicionado próximo aos
átomos 3 e 4. Analisando o losango, a geometria mais estável resultará da interação entre o
doador e os átomos 1 e 2. Para cluster em forma de X a estrutura mais estável será aquela na
qual o doador se posiciona próximo aos vértices da estrutura ou formando pontes entre estes.
Em relação geometria em forma de W, o doador de elétrons estará mais próximo de átomos
deficientes de elétrons ligando-se aos átomos 2 e 4 por meio de uma ponte. No hexâmero o
doador provavelmente se ligará mais efetivamente aos átomos nos vértices do triângulo.

Se um receptor de elétrons é posicionado no topo do trı́mero espera-se que a estrutura
mais estável será o triângulo obtuso, já que este possui uma maior carga negativa nesta posição.
Se o aceptor é posicionado próximo à base do triângulo, a interação mais efetiva irá ocorrer com
o triângulo agudo, já que os átomos da base nesta estrutura são menos positivos. Para o losango
a interação mais efetiva deve ocorrer próximo aos átomos 3 e 4 e para a estrutura em forma de
Y a geometria mais estável será quando o aceptor estiver próximo aos átomos 1 e 2. Para o
cluster em forma de X a interação mais efetiva deve ser aquela na qual o aceptor é posicionado
fora do plano do cluster, próximo ao átomo central. Para o pentâmero em forma de W espera-se
que a interação ocorra próximo ao átomo 3. Para o hexâmero, pode-se prever que a interação
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ocorrerá mais favoravelmente com os átomos 2, 3 e 4.

Tabela 7.5: Dados obtidos pela NPA

Cluster Átomo
População nos orbitais

População eletrônica Carga
s p d f g

Au2
1 3,163 6,131 9,288 0,02 0,000 19,000 0,000
2 3,163 6,131 9,288 0,002 0,000 19,000 0,000

Au3agudo

1 3,082 6,248 9,609 0,002 0,000 18,941 0,059
2 3,081 6,248 9,609 0,002 0,000 18,940 0,060
3 3,316 6,186 9,615 0,001 0,000 19,119 -0,119

Au3obtuso

1 3,040 6,096 9,691 0,002 0,000 18,828 0,172
2 3,479 6,325 9,536 0,003 0,000 19,343 -0,343
3 3,040 6,096 9,691 0,002 0,000 18,828 0,172

Au4losango

1 2,971 6,517 9,482 0,003 0,000 18,973 0,027
2 2,971 6,517 9,482 0,003 0,000 18,974 0,026
3 3,367 6,143 9,515 0,002 0,000 19,026 -0,026
4 3,367 6,143 9,515 0,002 0,000 19,026 -0,026

Au4Y

1 3,300 6,086 9,624 0,002 0,000 19,012 -0,012
2 3,443 6,585 9,369 0,004 0,000 19,402 -0,402
3 3,033 6,211 9,546 0,003 0,000 18,793 0,207
4 3,033 6,211 9,546 0,003 0,000 18,793 0,207

Au5X

1 3,070 6,178 9,534 0,002 0,000 18,784 0,216
2 2,429 7,170 9,257 0,008 0,000 19,864 -0,864
3 3,070 6,178 9,534 0,002 0,000 18,784 0,216
4 3,070 6,178 9,534 0,002 0,000 18,784 0,216
5 3,070 6,178 9,534 0,002 0,000 18,784 0,216

Au5W

1 3,233 6,153 9,490 0,003 0,000 18,878 0,122
2 3,110 6,382 9,454 0,003 0,000 18,948 0,052
3 3,253 6,744 9,346 0,004 0,000 19,347 -0,347
4 3,110 6,382 9,454 0,003 0,000 18,948 0,052
5 3,233 6,153 9,490 0,003 0,000 18,878 0,122

Au6

1 3,230 6,146 9,450 0,004 0,000 18,830 0,170
2 3,217 6,671 9,277 0,004 0,000 19,170 -0,170
3 3,217 6,671 9,277 0,004 0,000 19,170 -0,170
4 3,217 6,671 9,277 0,004 0,000 19,170 -0,170
5 3,230 6,146 9,450 0,004 0,000 18,830 0,170
6 3,230 6,146 9,450 0,004 0,000 18,830 0,170

Comparando estas previsões com os resultados obtidos por Siddiqui et al.3 para as es-
truturas mais estáveis é possı́vel observar que nossas previsões estão de acordo com os resul-
tados obtidos por estes. Comparando com os resultados de Joshi et al.38 para o trı́mero de
ouro é possı́vel explicar a estabilidade da molécula de oxigênio com o triângulo agudo quando
esta é posicionada próximo à base. Entretanto, esperava-se que a estrutura mais estável seria
aquela na qual o receptor de elétrons fosse posicionado no topo do triângulo, como encontrado
por Metiu et al..5 Esta configuração determinada por Joshi et al.38 é explicada com base na
sobreposição dos orbitais moleculares, mas é mencionado no mesmo trabalho que a análise dos
orbitais também pode prever erroneamente a interação mais estável. Mesmo assim, dada o local
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de interação é possı́vel prever a geometria do cluster baseando-se na distribuição de cargas e no
fato de o ligante ser um receptor ou doador de elétrons.

Em adição à esta análise, a configuração mais estável por Kuang et al.9 para a adsorção
da molécula de NO, que é um receptor de elétrons, no trı́mero de ouro é aquela na qual o
NO é posicionado no topo do triângulo. Resultado este que está de acordo com o fato de o
átomo nesta posição do cluster conter o acúmulo de cargas negativas de acordo com o presente
trabalho. Contudo, a estabilidade das estruturas irá depender do método utilizado, como de-
monstrado pelas diferenças nos trabalhos de Joshi et al.38 e Metiu et al.5 sobre a adsorção do
oxigênio em trı́meros de ouro.

7.4 Conclusões

O funcional M08-SO usado nesse trabalho tem uma excelente performance em descre-
ver as energias de coesão para clusters de ouro em relação aos dados experimentais. Para os
clusters com as geometrias de triângulo obtuso, losango e pentâmero em forma de W, os re-
sultados mostram uma diferença menor que 1 kcal mol-1, exceto pelo pentâmero de ouro, com
dados calculados por Shi et al..4 Nossos resultados mostram uma faixa entre 0 e 6, 3 kcal mol-1

se comparado com os resultados de Mancera e Benoit.50 As energias de band gap encontradas
neste trabalho foram superestimadas, entretanto, como as energias de coesão e ionização são
determinadas por diferenças de energia, o erro em cada cálculo é cancelado. As geometrias
obtidas nesse trabalho são todas planares, o que está de acordo com os resultados encontrados
na literatura.

A carga atômica bruta encontrada pela análise populacional de Mulliken não está de
acordo com os resultados encontrados na literatura. Então, pode-se concluir que a análise de
Mulliken não é indicada para este sistema ao utilizar os parâmetros deste capı́tulo. De fato, Reed
et al.52 aponta que esta análise é muito sensı́vel ao conjunto de base e conforme o conjunto de
base é ampliado para obter maior precisão, essa metodologia se torna ainda mais sensı́vel. Con-
tudo, a análise NPA realizada resulta em uma carga atômica bruta que nos permite prever as
posições mais estáveis de interação entre doadores ou receptores de elétrons com as geometrias
aguda e obtusa do trı́mero de ouro.

O funcional M08-SO fornece bons resultados para pequenos clusters de ouro, principal-
mente para o dı́mero e o trı́mero que diferem dos dados experimentais por 0,2± 0,1 e 0,9± 0,6
kcal mol-1, respectivamente. A tendência para maior estabilidade de clusters com número par
de átomos é também obtida neste trabalho.
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Conclusões

Na presente dissertação foram mostradas em detalhe as deduções de alguns métodos uti-
lizados em cálculos de estrutura eletrônica juntamente com algumas aplicações em problemas
simples, com a intenção de facilitar o entendimento do que foi feito e possibilitar a um estu-
dante com o conhecimento básico de mecânica quântica o aprendizado de alguns dos métodos
utilizados. Além disso, foi possı́vel estabelecer as condições de cúspide nas coordenadas de
Hylleraas, em um artigo inédito na literatura, e também restrições às funções de Hylleraas de
modo que estas sempre satisfaçam as condições de cúspide. Em outro capı́tulo da dissertação é
apresentado um trabalho no qual faz-se a aplicação de um funcional que ainda não havia sido
empregado no estudo de clusters de ouro para o qual obteve-se excelente concordância com os
dados experimentais disponı́veis para este sistema.

O desenvolvimento deste trabalho possibilitou algumas expectativas para o futuro, como
por exemplo a aplicação da expressão obtida para a função de Hylleraas em problemas numéricos.
Espera-se também, desenvolver mais trabalhos na área de educação, visando estudantes de
gradução e pós-gradução, não tratando somente de estrutura eletrônica, mas também de ou-
tras áreas de pesquisa. Em relação à parte do trabalho voltada para o modelo de Khon-Sham,
pretende-se continuar o estudo da DFT no que diz respeito aos métodos mais avançados de
se obter novos funcionais e também com relação ao formalismo dependente do tempo desta
mesma teoria. Pretende-se continuar desenvolvendo trabalhos na área de modelagem compu-
tacional tanto de sistemas pequenos quanto de sistemas maiores, visando o entendimento de
processos quı́micos, fı́sicos e também aplicações tecnológicas.

93



Anexo A

Relação entre a derivada da segunda e o
quadrado da derivada primeira

Considerando o caso unidimensional tem-se para a componente da energia cinética do
Hamiltoniano:

T̂ψ(x) = −
∫ ∞
−∞

ψ(x)
d2ψ(x)

dx2
dx (A.1)

Integrando por partes, definindo u = ψ(x) e dv = ψ(x)′′,

T̂ψ(x) = − ψ(s)
dψ(x)

dx

∣∣∣∣∞
−∞

+

∫ ∞
−∞

(
dψ(x)

dx

)2

dx (A.2)

como as condições de contorno impõe que a função e sua derivada devem ser nulas nas extre-
midades, tem-se

T̂ψ(x) =

∫ ∞
−∞

(
dψ(x)

dx

)2

dx (A.3)
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Anexo B

Sobre a solução numérica da equação de
Thomas-Fermi

Busca-se a solução para a equação

y′′ = x−
1
2y

3
2 (B.1)

com duas condições de contorno, com justificativas fornecidas no capı́tulo 5: y(0) = 1 e
y(∞) = 0. Serão analisadas as soluções nos dois pontos separadamente. Para x → 0, tem-
se que y(0) = 1 e portanto:

y′′(x) ∼ x−
1
2 (B.2)

Sendo assim, neste limite uma solução em série tem que conter o termo 4
3
x

3
2 . Como no

zero, y = 1, tem-se que incluir esta constante na série e pode-se assumir que:1

y(x) = 1 + px+
4

3
x

3
2 + bx2 + cx

5
2 + . . . (B.3)

Pode-se reescrever (B.1) como:

x (y′′)
2

= y3 (B.4)

de modo que, truncando a série no quinto termo,

x(y′′)2 = 1 +

(
4b2 +

15

2
c

)
x+

(
15c

4

)2

x2 + 4bx
1
2 + 15bcx

3
2 (B.5)

e

y3 = 1 + 6pbcx
11
2 + 3px+ 3bx2 + 3cx

5
2 + 4x

3
2 + 6pbx3 + 6pcx

7
2 + 6bcx

9
2 + 3bp2x4 + 3cp2x

9
2 +

8pbx
9
2 + 8pcx5 + 3pb2x5 + 3pc2x6 + 8bcx6 + 3cb2x

13
2 + 3bc2x7 +

16

3
x3 +

64

27
x

9
2 +

3p2x2 + 8px
5
2 + 8bx

7
2 + 8cx4 + 3b2x4 + 3c2x5 +

16

3
px4 + p3x3 + 4p2x

7
2 +

16

3
bx5+

16

3
cx

11
2 + 4b2x

11
2 + 4c2x

13
2 + b3x6 + c3x

15
2

(B.6)
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igualando as equações (B.5) e (B.6), considerando somente as duas menores potências de x,
com excessão do 0 – ou seja, as que vão para zero mais lentamente – obtém-se as relações entre
os parâmetros p, c e b:

4b = 0(
4b2 +

15

2
c

)
= 3p

(B.7)

Sendo assim, retira-se que b = 0 e c = 2
5
p. Aparentemente há um problema com esta

formulação, pois com b=0 tem-se em y3 um termo 4x
3
2 e do lado esquerdo não aparece nenhum

termo com este mesmo expoente Entretanto, se considerar uma expansão com mais termos,
como por exemplo dx3 e ex

7
2 , ter-se-á 12dx

3
2 do lado esquerdo. Ou seja, os termos que não

aparecem multiplicando as mesma potências de x só existem pela limitação de se trabalhar com
uma quantidade finita de termos. Substituindo os valores de b, p e c em (B.3) tem-se:

y(x) = 1 + px+
4

3
x

3
2 +

2

5
px

5
2 (B.8)

Para o limite de x→∞, pode-se determinar o comportamento assintótico de y. Supõe-
se então que a solução seja y ∼ axα. Portanto, y′′ = aα(α − 1)xα−2. Substituindo y e y′′ na
equação (B.4), tem-se:

x
(
a2α2(α− 1)2x2α−4

)
= a3x3α =⇒ α2(α− 1)2 = axα+3 = yx3 =⇒

y =
α2(α− 1)2

x3

(B.9)

Comparando com a função de teste tem-se que α = −3 e a = α2(α− 1)2 = 144 e logo:

y = 144x−3 (B.10)

que satisfaz a condição de contorno no infinito. Entretanto, como discutido por Bender e Ors-
zag,2, esta solução não satisfaz a condição de contorno na origem. Porém, se este termo também
for tomado como o termo condutor da solução que satisfaz as condições de contorno, é possı́vel
determinar correções para este comportamento. Supondo que a correção seja da forma:

y =
144

x3
+ ε(x) = y0 + ε(x) (B.11)

Se ε é muito menor que y0 pode-se expandir y
3
2 = (y0 + ε)

3
2 na série de Taylor no ponto

ε = 0, obtendo-se y
3
2 ∼ y

3
2
0 + 3

2
y

1
2
0 ε(x). Logo,

y′′ = y′′0 + ε′′ = x−
1
2

(
y

3
2
0 +

3

2
y

1
2
0 ε(x)

)
(B.12)
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Agrupando termos e usando y0 = 144x−3, retira-se para ε:

ε′′ =
18ε

x2
(B.13)

Supondo que ε = cxγ , tem-se que:

cγ(γ − 1)xγ−2 =
18cxγ

x2
=⇒ γ(γ − 1) = 18 (B.14)

Que tem raı́zes γ1 = 1+
√

73
2

e γ2 = 1−
√

73
2

. A raiz que satisfaz a condição de contorno no
infinito é γ2. Sendo assim:

y ∼ y0 + cx
1−
√
73

2 (B.15)

O método sugerido por Shampine1 para resolver esta equação consiste em mover a
condição inicial da origem de uma quantidade d > 0 relacionando-se y(d) e y′(d) com a solução
por série dada pela equção (B.8) e mover também a condição inicial do infinito por uma quan-
tidade D (relativamente grande) relacionando y(D) e y′(D) com 144

x3
e −432

x4
, pois no infinito a

solução decai algebricamente. Utilizando-se para isto o software Matlab.

Em 2015, Rach e Bougoffa publicaram duas soluções analı́ticas aproximadas, uma para
pequenos valores e outra para grandes valores de x, que obedecem as condições de contorno
como uma alternativa para os métodos numéricos.3 Outra forma de resolver o problema se-
ria utilizando-se o método do tiro. A seguir estão representados os gráficos para as duas
soluções aproximadas de Rach e Bougoffa, para a solução numérica proposta por Shampine
e pelo método do tiro utilizando-se o método de Runge-Kutta de quarta ordem nos intervalos
x ∈ [10, 15] e x ∈ [0, 1]:

Figura B.1: Gráficos para as diferentes soluções da equação de Thomas-Fermi nos intervalos
x ∈ [0, 15] e x ∈ [0, 1]
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Anexo C

Mudança de variável na integral de
Coulomb

Por conta da singularidade na integral de Coulomb é necessário fazer uma mudança
de variável. Defini-se a posição da segunda partı́cula em relação à primeira em coordenadas
esféricas.1

Figura C.1: Sistema de coordenadas para as partı́culas 1 e 2

Tem-se do teorema de pitágoras generalizado para quaisquer dois vetores:

r2
2 = r1

2 + r12
2 − 2 |r1| |r12| cos(w) (C.1)

o elemento de volume para a partı́cula 1 em relação ao sistema cartesiano xyz é dado por:

dV1 = r2
1dr1 sin(θ1)dθ1dφ1 (C.2)

e, de modo análogo, para a partı́cula 2 em relação ao sistema x′y′z′:

dV2 = r2
12dr12 sin(ω)dωdρ (C.3)

sendo r12 e ω as variáveis dependentes, diferenciando-se (C.1):
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2r2dr2 = 2r1r12 sin(ω)dω =⇒ sin(ω)dω =
r2dr2

r1r12

(C.4)

Substituindo (C.4) em (C.3):

dV2 =
r2dr2

r1

r12dr12dρ (C.5)

Tem-se então:

∫
V1

∫
V2

1

r12

dV1dV2 =

∫
r1,r2,r12,θ1,φ1,ρ

r1dr1 sin(θ1)dθ1dφ1r2dr2dr12dρ =

8π2

∫
r1,r2,r12

r1dr1r2dr2dr12

(C.6)

Com os intervalos de integração sendo: 0 < θ1 < π, 0 < φ1 < 2π, 0 < ρ < 2π,
0 < r1 <∞, 0 < r2 <∞ e |r1 − r2| < r12 < r1 + r2. Sendo assim:

8π2

∫ ∞
0

∫ ∞
0

∫ r1+r2

|r1−r2|
r1r2dr12dr1dr2 = 8π2

∫ ∞
0

∫ ∞
0

[r1 + r2 − |r1 − r2|] r1r2dr1dr2 (C.7)

Utilizando-se a mudança de variável r = x
α

na integral de coulomb (4.18):

J [ρ] =
4π2

α5

∫ ∞
0

∫ ∞
0

ρ(x1)ρ(x2) [x1 + x2 − |x1 − x2|]x1x2dx1dx2 (C.8)

Para se resolver esta integral analiticamente é necessário dividı́-la em duas regiões, uma
na qual r1 > r2 e outra onde r2 > r1. Entretanto a solução obtida pelo método descrito no
Anexo B é discreta e portanto uma solução numérica é necessária. Neste caso, pode-se resolver
(C.8) diretamente.
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Anexo D

Artigos publicados em revistas
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