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Resumo

Este trabalho consiste em analisar a influéncia de algoritmos de reordenacao de matrizes
esparsas no desempenho do método Cholesky controlado gradiente conjugado - CCCG(n).
Este método tem se mostrado muito eficiente na solucao de sistemas lineares de alta ordem

com matriz simétrica e definida positiva.

Sao estudados algoritmos mais simples como o contagem de colunas e o Cuthill-McKee
reverso, além de algoritmos mais sofisticados como o minimo grau aproximado. Alguns re-
sultados numéricos com o efeito das reordenagoes no preenchimento e no nimero de iteracoes
do método sao apresentados, mostrando experimentalmente que certos algoritmos, como o

minimo grau aproximado, podem trazer beneficios.

Estes beneficios consistem em uma aceleracao da convergéncia do método e em uma
reducao da quantidade de armazenamento utilizado. Enfim, foi estabelecida a situacao onde

uma reordenagao deve ser utilizada para melhorar o desempenho do CCCG(n).
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Abstract

In this work we investigate the influence of reordering algorithms on the performance of
controlled Cholesky conjugate gradient method - CCCG(n). This method has been proved

to be efficient in solution of high linear systems with positive definite coefficient matrix.

It has been considered simple algorithms like column count and reverse Cuthill-McKee
and more sophisticated algorithms like approximate minimum degree. Some numerical re-
sults on the effect of orderings on the fill-in and the iteration number have been presented.
It is shown experimentally that certain reorderings like aproximated minimum degree can

be very beneficial.

The benefits consist of a faster convergence of the method and a lower storage require-

ments. Finally, the situation where a reordering can improve the CCCG(n) was estabilished.
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Capitulo 1

Introducao

Em areas da engenharia e da matematica aplicada, tais como otimizacao, redes neu-
rais, sistemas eletromagnéticos, simulacao de processos fisicos, previsao de tempo e moni-
toramento de dados sismicos, a maioria dos problemas envolve a solucao de sistemas line-
ares. Ksses sistemas lineares geralmente possuem matrizes de coeficientes de alta ordem
(> 10%) [TBI7] e esparsas. A etapa de solugao desses sistemas demanda a maior parte do
processamento, aumentando a necessidade de técnicas computacionais cada vez mais efici-

entes.

Em relacao as estruturas fisicas, por exemplo, a industria esta confiando cada vez mais
nestas simulacoes computacionais. As estruturas a serem analisadas pelo computador sao
discretizadas por meio de malhas complexas. Quanto melhor for a resolucao destas ma-
lhas, maior é a precisao da simulacao numérica correspondente. Entretanto, aumentando-se
esta resolucao, o tamanho do sistema linear correspondente a ser resolvido numericamente
também aumenta. Problemas com milhoes de varidveis estao sendo construidos hoje em
dia e o tamanho destas malhas ira crescer substancialmente em um futuro préximo. Desta
forma, o grande obstaculo no desempenho de simulagoes numéricas de grande escala é dado

pela velocidade na qual sistemas de equacoes lineares sao resolvidos.

A Figura 1.1 apresenta o resultado de um estudo feito pelo Research Institute for Advan-
ced Computer Science da NASA [RIA] envolvendo a modelagem bi-dimensional do fluxo so-
bre a asa de um aviao com aerofélio. Nesta simulacao, os pontos criticos sao representados por
uma maior quantidade de informacao, aumentando a resolucao nestes locais. Variaveis como
pressao hidrodinamica e componentes de velocidade resultam em um sistema de equagoes
diferenciais parciais (nao lineares). Cada passo de uma iteragao nao linear requer a solucao

de um sistema de equacoes lineares. Como ambos, conectividade e localizacao geométrica



1. Introducio 2

dos pontos da malha sao conhecidos, é possivel construir o grafo.

Este exemplo possui 4253 pontos (tamanho do sistema) e 28831 conexoes. A estrutura
da matriz de coeficientes correspondente a esta malha pode ser vista na Figura 1.2. Esta
matriz é altamente esparsa, ou seja, possui a maioria dos elementos iguais a zero (densidade
igual a 0,0016). Esta correspondéncia entre grafos e matrizes esparsas serd vista com mais

detalhes na secao 4.3.

Malha de elementos finitos de um aerofolio da NASA
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Figura 1.1: Malha de elementos finitos de um aerofélio de um aviao.
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Existe um grande ntimero de métodos numéricos para solucao de sistemas de equagoes
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lineares. A escolha entre eles depende do tamanho e da estrutura da matriz de coeficientes
do sistema a ser resolvido. Eles podem ser divididos em duas classes: métodos diretos e ite-
rativos. Os métodos diretos sao aqueles em que a solucao do sistema é obtida, teoricamente,
com um numero finito de operagoes aritméticas. Ja na segunda classe, a solugao exata é
obtida somente com um numero infinito de operacoes, mas na pratica existem critérios de

parada que tornam a solugao aproximada satisfatéria.

Os sistemas que sao abordados neste trabalho possuem matrizes de coeficientes simétrica
e definida positiva. Desta forma, os algoritmos apropriados para este tipo de sistema sao a
fatoracao de Cholesky (abordagem direta) e o gradiente conjugado (abordagem iterativa).
Porém, os métodos diretos perdem sua eficiéncia a medida que cresce o nimero de equagoes,
inviabilizando a fatoracao de Cholesky jé que os problemas a serem resolvidos sao de grande

porte.

O método do gradiente conjugado [HS52] tem se firmado como o método ideal para
solucao de sistemas lineares de alta ordem com matriz simétrica e definida positiva. No en-
tanto, suas potencialidades sao evidenciadas por meio de uma operacgao de pré-processamento
da matriz chamada de precondicionamento, tornando-o bastante eficiente diante de uma
grande variedade de problemas. O método Cholesky controlado gradiente conjugado -
CCCG(n), proposto por Campos [Cam95]|, utiliza um tipo de precondicionamento que con-
trola o preenchimento da matriz, sendo muito eficiente para a solucao de grandes sistemas

esparsos.

Um procedimento adicional pode ser feito na matriz de entrada para aumentar a eficiéncia
do CCCG(n) - areordenagao. Os algoritmos de reordenagao modificam a estrutura da matriz
esparsa, ou seja, a distribuicao dos elementos nao nulos. Com esta modificacao, o espaco
de armazenamento utilizado durante a execucao do algoritmo tende a diminuir, o que pode

diminuir também o tempo de execucao.

O objetivo deste trabalho ¢ analisar a influéncia de algoritmos de reordenacao de matrizes
esparsas na solugao de sistemas lineares pelo método CCCG(n). Serao estudados algoritmos
mais simples como contagem de colunas e Cuthill-McKee reverso [CM69] e algoritmos mais
sofisticados como o minimo grau e suas variagoes [ADD96]. Desta forma, pretende-se estabe-
lecer em qual situagao um determinado algoritmo é o mais indicado para tornar o CCCG(n)

mais eficiente.

A influéncia da reordenacao na convergéncia de métodos iterativos precondicionados

tem sido discutida por um grande ntimero de autores. Varios artigos tratam de proble-
mas simétricos [CT95, DFT92, DM89, Ort91]. Neste contexto, Duff e Meurant [DM89]
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fizeram um estudo bastante detalhado sobre o efeito da reordenacao no método do gradi-
ente conjugado precondicionado, ou seja, no caso de sistemas com matriz de coeficientes
simétrica e definida positiva. Eles testaram 17 diferentes tipos de reordenacao, considerando

um precondicionador sem preenchimento ou com apenas um nivel de preenchimento.

Baseado em extensos experimentos, eles concluiram que o niimero de iteragoes requeridas
para a convergéncia usando reordenacao ¢ normalmente o mesmo, sendo as vezes maior
que a ordenacao original. Como o Cuthill-McKee reverso apresentou bons resultados, ele
foi considerado como uma boa escolha. Uma observagao importante vista em [DM89] é
que o numero de iteragoes do gradiente conjugado nao esta relacionado ao preenchimento
descartado na fatoragdo incompleta (como foi conjecturado por Simon [Sim85]), mas sim a

norma residual da matriz.

Em [BSD99], Benzi et al. observaram que os beneficios da reordenagao dependem de
quao proximo a matriz estd de ser simétrica, diagonalmente dominante e do tipo de pre-
condicionador utilizado. Eles concluiram que, para matrizes aproximadamente simétricas,
a reordenagao nao tem efeito positivo na convergéncia de métodos do subespago de Krylov
precondicionados, concordando com Duff e Meurant. Por outro lado, para matrizes nao
simétricas, eles observaram que reordenagoes podem de fato fazer uma grande diferenca.
Permutagoes que parecem nao ter efeito para casos quase simétricos, melhoram freqiiente-
mente a robustez e o desempenho de iteragoes precondicionadas nos casos nao simétricos.
Outro fato observado em [BSD99] é que, para alguns casos, a reordenagao da matriz de
coeficientes antes da fatoragao incompleta pode ter o efeito de produzir fatores triangula-
res estaveis, além de precondicionadores mais efetivos. Geralmente a norma residual nao
contém informacao suficiente para descrever em um modelo quantitativo o comportamento
de fatoracoes incompletas. Em particular, nao é possivel estabelecer comparacoes entre fa-
toragoes incompletas baseadas apenas na norma. Isto nao é surpresa, considerando que para
problemas nao simétricos nao é conhecida uma maneira de predizer a taxa de convergeéncia

de métodos iterativos.

Ainda sobre matrizes nao simétricas, alguns autores concluiram que as reordenacoes
nao sao recomendadas para o uso com métodos iterativos precondicionados [DFT92, Lan89,
Sim85]. Simon [Sim85] usou o minimo grau e o Nested Dissection em conjunc¢ao com a fa-
toragao incompleta para um tipo de problema especifico (simula¢ao em reservatério de dleo)
e nao encontrou nenhuma melhoria consideravel sobre a ordenacao original. Conclusoes si-
milares foram obtidas por Langtangen [Lan89], que aplicou o minimo grau com a fatoracao
incompleta em problemas também especificos (formulacao Petrov-Galerkin para equagoes
de convecgao-difusao). Porém, deve ser mencionado que os problemas considerados por es-

tes autores nao exibiram qualquer tipo de instabilidade de fatores triangulares incompletos,
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sendo a maioria considerada facil de resolver nos padroes de hoje. Dutto [Dut93], resol-
vendo equagoes diferenciais também especificas (equagoes de Navier-Stokes), foi a primeira
a observar que o minimo grau e outras reordenagoes podem ter um efeito positivo na con-
vergéncia do GMRES [Saa96] com a fatoracao incompleta. Isto fica mais consistente com os

experimentos reportados por Benzi et al. em [BSD99).

Voltando ao contexto de matrizes simétricas, Clift e Tang [CT95] testaram problemas
de equacoes diferenciais parciais originadas de simulagoes em reservatérios de 6leo. Eles
verificaram que o Cuthill-McKee reverso e algumas variagoes funcionaram satisfatoriamente
para problemas simétricos e anisotrépicos. Essas variagoes foram desenvolvidas considerando
os coeficientes do grafo além da sua estrutura (reordenagoes ponderadas). Experimentos
numéricos reportados em [BF84] indicaram que um caso especial da reordenagao Cuthill-
McKee usado com a fatoracao incompleta em certos problemas nao simétricos definidos em
malhas retangulares pode ser superior a ordenacao original, mas esta observacao nao recebeu
a atencao que merecia. Talvez isto pode ter sido causado pelo uso de uma terminologia
particular ao campo de simulacao em reservatérios. Um pequeno paragrafo mencionando
que estas reordenacgoes podem ser tteis para métodos iterativos precondicionados pode ser
encontrado em [Saa96] e observagoes similares sdo encontradas pela literatura. Desta forma,
ainda é possivel encontrar alguns artigos que consideram as reordenacoes sem efeito, ou até

sao ruins, em métodos iterativos precondicionados.

Em [BT99], Bridson e Tang verificaram que algumas reordenagoes que melhoram a con-
vergencia de métodos do subespaco de Krylov podem ter dificuldades particularmente com
sistemas originados de fungdes anisotrépicas. Concordando com [CT95], eles observaram
a necessidade de utilizar reordenacgoes ponderadas para este caso, considerando os valores
numeéricos da matriz. Eles concluiram que a informacao estrutural de uma matriz nao é o
suficiente para observar os beneficios na convergéncia, ja que a anisotropia pode ter um efeito
significativo no desempenho, seja em relacao ao tempo de precondicionamento ou ao tempo
de solugao. Enfim, eles finalizaram informando a necessidade de heuristicas ponderadas mais

sofisticadas para um maior progresso.

Em outro artigo, Bridson e Tang [BT00b] apresentaram uma anélise do efeito de re-
ordenagoes para fatorizacao incompleta em termos da estrutura de esparsidade da matriz.
Eles observaram que o Cuthill-McKee reverso normalmente apresenta um bom resultado
e o minimo grau torna-se muito competitivo quando algum preenchimento é permitido.
Em [BT00a], Benzi e Tuma consideraram a influéncia de reordenagdes no desempenho de
um precondicionador que utiliza a matriz aproximadamente inversa. Através de seus expe-
rimentos, eles observaram que o minimo grau e o Nested Dissection foram muito benéficos.

Estes beneficios consistem na reducao do tempo e espaco de armazenamento requeridos para
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a construcao do precondicionador, além da convergéncia mais rapida em muitos casos de

interesse pratico. Estes resultados sao compativeis com os encontrados neste trabalho.

Finalmente, tem-se o caso de alguns artigos que consideram outros tipos de reordenagoes,
tais como aquelas motivadas pela computacao paralela [EA89, Ort91]. Tais reordenagoes
podem ser 1teis na pratica, mas elas sao fortemente especificas ao tipo do problema e a

arquitetura do computador utilizado.

Este trabalho é constituido por 7 capitulos. No que se segue, tem-se a descricao dos
sistemas lineares com matriz de coeficientes simétrica e definida positiva, assim como o0s
métodos mais utilizados para sua solugao: a fatoracao de Cholesky e o gradiente conjugado.
No capitulo 3 é apresentado o método utilizado neste projeto para solucao de sistemas li-
neares de grande porte, o Cholesky controlado gradiente conjugado, que é baseado nos dois
métodos apresentados anteriormente. O capitulo 4 é uma revisao sobre matrizes esparsas,
suas estruturas de armazenamento e os principais algoritmos que utilizam este tipo de es-
trutura. Ja no capitulo 5 sao apresentados alguns algoritmos para reordenacao de matrizes
esparsas que podem melhorar a convergéncia do CCCG(n): contagem de colunas, Cuthill-
McKee reverso e minimo grau. Os experimentos numéricos sao descritos no capitulo 6, onde
foram utilizadas matrizes simétricas esparsas disponiveis em bibliotecas digitais. No capitulo

7, tem-se as conclusoes e, finalizando, as referéncias bibliograficas.



Capitulo 2

Sistemas de equacoes lineares

Neste capitulo serao vistos alguns algoritmos para solucao de sistemas de equacoes li-
neares. Estes algoritmos podem ser divididos em duas classes: métodos diretos e métodos
iterativos. Na primeira classe, a solucao exata do sistema é obtida, teoricamente, com um
numero finito de operagoes aritméticas. Destacam-se os métodos de eliminagao tais como

eliminacao de Gauss, fatoragdo LU e fatoragao de Cholesky [CamO01].

Ja na segunda classe, a solucao exata é obtida somente com um ntimero infinito de
operagoes. Partindo de um valor inicial qualquer, o algoritmo converge para o resultado até
atingir uma precisao pré-definida. Exemplos classicos sao os métodos iterativos estacionarios
como Jacobi, Gauss-Seidel e SOR. Exemplos mais sofisticados sao dados pelos métodos do

subespago de Krylov [TB97, Saa96] tais como gradiente conjugado, GMRES e Lanczos.

Os métodos iterativos, apesar de dependerem de condicoes de convergéncia e apresenta-
rem algumas restrigoes quanto ao uso, sao os métodos mais indicados para resolver sistemas
de grande porte. Isto porque os métodos diretos perdem sua eficiencia a medida que cresce

o numero de equagoes.

Os sistemas utilizados neste trabalho possuem matrizes de coeficientes simétrica e definida
positiva, assunto da primeira secao. Desta forma, neste capitulo serao vistos os algoritmos

apropriados para este tipo de sistema: a fatoracao de Cholesky e o gradiente conjugado.
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2.1 Sistema com matriz simétrica definida positiva

Uma parte substancial dos problemas envolvendo sistemas de equagoes lineares na ciéncia
e engenharia tem a matriz de coeficientes simétrica e definida positiva. Seja um sistema de
equagoes lineares da forma Az = b, onde A € R™"™ é uma matriz simétrica definida positiva

se

tTAx >0, Vz e R"ex #0.

Desta forma, tem-se que:

e Se uma matriz A € R"*" for simétrica, entao possui n autovalores reais e n autovetores

ortonormais;

e Uma matriz simétrica é definida positiva se, e somente se, seus autovalores sao reais e

positivos;

e Uma matriz simétrica é definida positiva se, e somente se, cada uma de suas submatrizes

possui determinante positivo;

e Uma matriz simétrica é definida positiva se, e somente se, o processo de eliminagao
de Gauss pode ser realizado sem permutacoes de linhas ou colunas e possui todos os

elementos pivos positivos.

As matrizes definidas positivas, quando decompostas, apresentam uma grande estabili-
dade numérica. O método de Cholesky aplicado a uma matriz simétrica e definida positiva
nao necessita de pivotacao (troca de linhas e/ou colunas) para manter a estabilidade, o que

nao acontece com matrizes indefinidas.

Outra vantagem do uso deste tipo de matriz esta na facilidade de tratamento do problema
da reordenagao (segao 5). Ja que elas podem ser facilmente modeladas como grafos nao
direcionados (segao 4.3), é possivel aumentar o escopo de manipula¢do com algoritmos e
técnicas ja existentes para o tratamento de grafos. Além disto, a matriz reordenada é
também simétrica e definida positiva para qualquer regra de permutacao de linhas ou colunas,
permitindo a execucao da reordenagao sem se preocupar com a estabilidade e antes mesmo

que a fatoracao numérica comece de fato.
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2.2 Meétodo de Cholesky

Para um sistema Ax = b, quando A € R™*" for uma matriz simétrica e definida positiva,

ela pode ser decomposta em:
A=LL",

onde L é uma matriz triangular inferior.

A decomposicdo A = LLT é conhecida como decomposicao de Cholesky e sua existéncia
¢ garantida pelo teorema (2.1) [GL96].

Teorema 2.1. Se A € R™™" for uma matriz simétrica e definida positiva, entdo existe uma

inica matriz triangular L € R™™ com elementos da diagonal positivos tal que A = LL" .

Para resolver o sistema Az = b, usa-se a matriz na forma decomposta

Az =b= (LLM)x =b.

Resolvendo
Ly=be LTz =y,

tem-se que a solucao y do sistema triangular inferior é obtida pelas substitui¢oes sucessivas
(secao 4.2.2) e a solucao = do sistema triangular superior pelas substitui¢oes retroativas
(secao 4.2.3) .

A prova da decomposicao de Cholesky é construtiva. Entretanto, uma maneira simples

para obter o fator L pode ser feita pela comparacao dos elementos da equacio A = LL™:

a1l = 1111117

21 = 1211117 age = loglyy + 1221227

ap1 = ln1l117 Qp2 = ln1l21 + ln2l227 e Qpp = lnllnl + ln2ln2 +...+ lnnlrm

Sendo L uma matriz triangular inferior, é possivel rearranjar as equacgoes acima da se-

guinte forma:

j—1
2
a; =Y i
k=1
j—1
Qij — E Likljk
k=1

= —— parai>j. (2.1)
Lij
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Uma maneira alternativa para resolver o sistema Az = b pode ser feita decompondo a

matriz A em:
A=LDL",

onde L ¢ uma matriz triangular inferior unitéria (I; = 1,Vi) e D é uma matriz diagonal.

Desta forma, evita-se o cdlculo de raizes quadradas.

Para resolver o sistema Az = b, usa-se a matriz na forma decomposta:

Az =b= (LDL )z =b.

Fazendo
Ly=b, Dz=y e LTz =z,

tem-se que a solucao y do sistema é obtida pelas substituicoes sucessivas e a solugao x pelas

substituigoes retroativas. As matrizes L e D sao calculadas por:
j—1
dj = Qa5 — Z ljk2dk s
k=1

J—1
Q5 — E likdkljk
k=1

lij = 1. , para i > j.
J

Conforme visto na se¢ao anterior, as matrizes definidas positivas possuem alta estabili-
dade numérica, dispensando o uso de estratégias de pivotacao. Ja para matrizes indefinidas,
o uso de estratégias de pivotagao pode ser necessario. Além disto, sabe-se que se a matriz é
definida positiva entao a decomposi¢ao de Cholesky existe. Desta forma, torna-se um atra-

tivo aplicar esta decomposi¢ao para determinar se a matriz possui ou nao esta propriedade.

Algoritmo de Cholesky

A Figura 2.1 apresenta um algoritmo para fatorar uma matriz simétrica e definida positiva
A = LLT utilizando a decomposigao de Cholesky [Cam01]. Os parametros de entrada sao
a ordem n e a matriz A, e os parametros de saida sao a matriz triangular inferior L, o
determinante Det e a condi¢ao de erro Erro. Se Erro = 0, significa que a decomposicao
foi realizada e portanto, a matriz é definida positiva, se Erro = 1, a decomposicao nao foi

realizada porque a matriz nao é definida positiva.

A Figura 2.2 apresenta um algoritmo para fatorar uma matriz simétrica em A = LDLT.

Este algoritmo pode ser utilizado para fatorar matrizes indefinidas. Os parametros de entrada
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sao a ordem n e a matriz A, e os parametros de saida sao a matriz triangular inferior L e a

matriz D na diagonal de L.

A Figura 2.3 mostra um algoritmo para resolver o sistema Az = b utilizando a decom-
posicao LDLT. Os parametros de entrada sao a ordem n, matriz L, contendo D na diagonal

e o vetor de termos independentes b, e o parametro de saida é a solucao x do sistema.

Algoritmo Cholesky
{ Objetivo: Fazer a decomposicao LLT de uma matriz A simétrica e definida positiva }
parametros de entrada n, A { ordem e matriz a ser decomposta }
parametros de saida L, Det, Erro { fator, determinante e condigao de erro }
Det — 1
para j < 1 até n faca
Soma «+— 0
parak «— 1 até j — 1 faca
Soma — Soma + L(j, k)
fim para
t — A(j,j) — Soma; Det < Det * t
Erro «— t <0 { varidvel l6gica: se verdadeiro tem erro e se falso ndo ha erro }
se Erro entao
escreva “a matriz nao ¢é definida positiva”; abandone
senao
L(j,j) < raiz(t); r — 1/L(j,j)
fim se
para i < j + 1 até n faga
Soma «+— 0
parak «— 1 até j — 1 faca
Soma «— Soma + L(i, k) = L(j, k)
fim para
L(i,j) < (A(i,7) — Soma) * r
fim para
fim para

fim algoritmo

Figura 2.1: Decomposigao de Cholesky de uma matriz A simétrica e definida positiva.
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Algoritmo LDL”
{ Objetivo: Fazer a decomposi¢io LDLT de uma matriz A simétrica }
parametros de entrada n, A { ordem e matriz a ser decomposta }
parametros de saida L { fator L contendo D na diagonal }
para j < 1 até n faga
para i < j até n faga
Somal « 0
Soma?2 « 0
parak «— 1 atéj — 1 faca
Somal « Somal + L(j, k)* * d(k)
Soma?2 «— Soma2 + L(i, k) % L(j, k) * d(k)
fim para
4(j) — A, j) — Soma
L(i,j) — (A(i,j) — Soma2)/d(j)
L(j,j) < d(j)
fim para
fim para

fim algoritmo

Figura 2.2: Decomposicao LDL”T de uma matriz A simétrica.
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Algoritmo Sub_Sucessivas_Retroativas
{ Objetivo: Resolver os sistemas Ly =b, Dz =y e LTx = 2 }
parametros de entrada n, L, b
{ ordem, matriz L contendo D na diagonal, vetor de termos independentes }
parametros de saida z { solugdo do sistema }
{ Substituigoes Sucessivas }
y(1) < b(1)
2(1) —y(1)/L(1,1)
para i < 2 até n faga
soma <+ 0
paraj < 1 até ¢ — 1 faca
soma «— soma + L(i,7) * y(j)
fim para
y(i) < b(i) — soma
2(1) —y(1)/L(z, 1)
fim para
{ Substituigoes Retroativas }
v(n) < y(n)
para i < n — 1 até 1 passo — 1 faca
soma «— 0
para j < ¢+ 1 até n faca
soma «— soma + L(j,1) * z(j)
fim para
z(i) «— z(1) — soma
fim para

fim algoritmo

Figura 2.3: Solucao do sistema utilizando a decomposicao LDL”.
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2.3 Meétodo do gradiente conjugado

O método do gradiente conjugado (CG: conjugate gradient) pertence a um conjunto de
métodos de otimizacao do qual fazem parte o método do gradiente e o método das direcoes
conjugadas [MLS86], entre outros. Eles sao modelados como uma minimizagao irrestrita, ou
seja:

min f(x)
reR

onde f(z) é uma fun¢do convexa nao linear, caracterizando um problema de programacao
nao linear (PPNL).

Na minimizacao de uma funcao convexa, o ponto de minimo é aquele onde o vetor
gradiente se anula, ou seja:

Vfix)=0.

Para resolver um sistema linear da forma Ax = b usando minimizagao, é necessério

encontrar uma funcao cujo gradiente seja:

Vf(x)=Ax —b,
desta forma, tem-se como resultado:
Vfx) = 0,
Ar—b = 0,
Ar = b,

que ¢ a solucao do sistema linear.

Por definigao [She94|, a fungao utilizada para o problema com matriz A simétrica e

definida positiva é:
1
f(z) = §xTAx — vz, (2.2)

A Figura 2.4 mostra um exemplo da forma quadratica desta fungao e de suas curvas de

3 2 2
[ [2) v

Derivando parcialmente a funcgao:

nivel para as matrizes:

1 1
Vf(zr) = §ATx+§Ax—b.
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Figura 2.4: Forma quadratica e suas curvas de nivel.

Como a matriz A é simétrica, o gradiente fica de acordo com o esperado:

Vfi(x)=Ax —b.

Assim, é possivel modelar a solu¢ao de um sistema lineares como uma minimizagao de

(2.2).

Definido o problema nao linear, o método de minimizacao poderd ser descrito. Antes
do gradiente conjugado, serao vistos os métodos do gradiente e das direcoes conjugadas, ja
que eles fornecem toda uma base tedrica para o CG. Existem varias formas de se descrever
estes métodos. Serd apresentada aqui uma abordagem intuitiva e com boas interpretacoes

geométricas, totalmente baseada em [She94].

2.3.1 Meétodo do gradiente

Este método, também chamado de méximo declive (steepest descent), é um dos mais
conhecidos para minimizacao de uma fungao de varias variaveis. Além de sua simplicidade e
facilidade de anélise, ele é importante por servir de base para outros métodos mais eficientes

resultantes da modificacao no seu algoritmo.

De um modo geral, os algoritmos de minimizacao irrestrita partem de um ponto inicial
o qualquer e, a cada iteracao ¢, movem um passo «; em uma dire¢ao d; buscando atingir
um ponto estaciondario que satisfaga a condigao de parada. O método do gradiente caminha

na direcao oposta ao vetor gradiente para convergir para o ponto de minimo:

~Vf(z;) = —Az; +b.
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Pode-se ver que esta direcao é a mesma do residuo da solugao na iteragao i:

r, = b— Aux;,

Assim, a cada iteracao deste método, a solucao é dada por:

Tir1 = X5 + our; .

Para que o tamanho do passo «; em direcao ao residuo seja definido, é necessario mi-
nimizar a func¢do criada para intersecao da quadratica com a dire¢ao de busca —V f(x;) no

ponto z;,1. Na Figura 2.5, tem-se o caminhamento realizado pelo exemplo da Figura 2.4
partindo do ponto [—2, —2]T.

f(z@) + ary)

140
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s

ANANRANALRGN
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0.2 04 06

Figura 2.5: Intersecao das superficies.
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Sabe-se que o ponto de minimo é o ponto onde a derivada é nula, ou seja:

af(l"iﬂ) -0

oo

8f(xi+1)T ) 8f($lfz + Oéﬂ”i) —0
Ox Oa -
rﬁlri =0,

(b— A$i+1)T7”z‘ =0,

(b— Az + o)) 'y = 0,

(b— Ax))Tr; — ai(Ary)Tr; =0,
(b— Az)''r; = o (Ar))Tr,
rlr; = agrl Ar;,

3
T

pu— T .
r; A’T’Z’

(6%

Desta forma, enquanto uma determinada condicao de parada nao for satisfeita, este

método executa as seguintes operagoes:

r, = b— A[L’Z s
T’Z-T’f’i
= rl Ar;
Tiv1 = I —+ a;r; .

2.3.2 Meétodo das diregoes conjugadas

O método do gradiente é bastante simples em termos computacionais, mas pode ter uma
convergéncia lenta. Ele utiliza pouca informagao, somente o cdlculo do gradiente, usando

direcoes de busca ortogonais, ja que os residuos sao ortogonais entre si.

O método das diregoes conjugadas minimiza a funcao quadratica de ordem n em no
maximo n iteragoes. Para isto, ele utiliza direcoes de busca conjugadas e nao mais ortogonais.

Por definicao, dada uma matriz A simétrica, dois vetores d; e d; sao conjugados se:
T
Sendo A, «n, esta definicao pode ser estendida ao subespaco R”, onde existem n vetores

conjugados:

diTAdj =0, para 0 <i,j <n,i#J.
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Figura 2.6: Direcoes conjugadas x direcoes ortogonais.

Graficamente, as diregoes conjugadas sao projecoes das diregoes ortogonais quando as

curvas de nivel s@o elipticas (Figura 2.6).

Para gerar a direcao conjugada, é usado o processo de conjugagao de Gram-
Schmidt [She94]. Este método se baseia em um conjunto de vetores ug, uy, ..., u,_1 line-

armente independentes para gerar as direcoes conjugadas da seguinte forma:

N = —a : 2.4

ﬁzk d{Ad}C’ para ¢ > ka ( )
i—1

di = wi+ Y Bud. (2.5)
k=0

O processo de encontrar o tamanho do passo na direcao escolhida é o mesmo usado no
método do gradiente. Assim, é feita uma minimizacao da funcao criada pela intersecao da

quadratica com a direcao de busca no ponto z;,:
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Of (wina) _ 0

Jda ’

ox O ’
Tij;—1di =0,

(b - AZEi+1)sz' =0,

(b — A(z; + oud;))d; =0,

(b— Azx)'d; — a;(Ad)"d; = 0,
(b— Az)"d; = a;(Ady) " d,
rId; = a;(Ady) " d;,

rld; = a;dt Ad;,

dZTTZ‘ = OéZdZTAdZ,
o dZT’I"Z
~dTAd;

(2.6)

Q;

Como resultado, gerando um conjunto de i direcoes conjugadas e efetuando uma mini-
mizacao em cada direcao d; a partir de xq, é possivel atingir o ponto de minimo da quadratica

caminhando da seguinte maneira:

Tir1 = X5 + Oéidi . (27)

A dificuldade em usar Gram-Schmidt estda na necessidade de armazenar todas as i — 1
direcoes ja geradas para construir a préxima. Assim, O(n?) operagoes sdo requeridas para
se gerar o conjunto total, onde n é a ordem do sistema. Por isto, o método das direcoes

conjugadas nao é muito eficiente para minimizacao de fungoes.

2.3.3 Meétodo do gradiente conjugado

O método do gradiente conjugado foi proposto por Hestenes e Stiefel em 1952 [HS52]. E
um dos métodos mais eficientes para solucao de sistemas lineares de grande porte com matriz
de coeficientes esparsa, simétrica e definida positiva. Assim como o método das direcoes
conjugadas, ele caminha para a solucao efetuando uma minimizagao em cada direcao d;

([L’H_l =x; + Oéldz)

A cada iteracao, este método gera uma direcao de busca formada pela combinacao linear

do residuo e de direcoes conjugadas. Porém, estas diregoes conjugadas sao construidas pela
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conjugacao dos residuos, o que simplifica o processo de conjugacao de Gram-Schmidt devido

as seguintes propriedades:

rfr; =0, paraij, 2.8)
df'r; =0, parai<j.
Além disto, tomando-se o produto interno de (2.5) por 7;:
i—1
dir; =ulr;+ Z Budir;
k=0
como, por (2.4), i > k e fazendo i = j, por (2.8) tem-se:
diri=ur;. (2.9)

Desta forma, nao é mais necessario guardar todas as dire¢oes conjugadas ja geradas,
sendo isto um dos fatores que torna o CG tao eficiente em relagao ao método das diregoes
conjugadas. Para demonstrar esta proposicao, basta reescrever o residuo multiplicando cada

termo de (2.7) por -A e adicionando b:

1’j+1 = l’j + Oéjdj s

—ALL’]‘_H +b = (—ALL’]‘ — OéjAdj) +0b y

Tiv1 = 15— OéjAdj .
Multiplicando ambos os lados por 77, tem-se:
T _ T T
riTis = 1y —oyr Ady
T T
riTi— 1T
’I“Z-TAdj — ) ) ,
Q;
por (2.8):
rir; o
BN para t = 7,
OéiT
r; Ad; —t' parai=j+1,
a1
0, nos demais casos.

Em (2.4), considerando u; = r; (residuo linearmente independente), tem-se:

/6 UZTAd] . > .
ij = , para i > j,
i dTAd,
—rlr; S
— " parai=7j+1,
Bij = o ad]  Adiy

0, para i > j+ 1.
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Com isto, muitos termos de (3;; se anulam para ¢ > j + 1, sendo necessario armazenar

apenas os valores da tltima iteracdo. Simplificando §; = ;-1 e usando (2.6), tem-se:

T
Ty . .
;= arat=7j+1
Bi oy P J+1,
T
ror;
G; = ——+——, por (2.9).
! T,'T_lri—l ( )

Assim, a direcao de busca sera dada por:

Tig1r = T4 — a; Ad,; )
T
3 __Tipahip
i+1 - T ;

dig1 = Tig1 + Biqad; .

Em relagao ao tamanho do passo, dado que u; = r;, por (2.6) e (2.9), tem-se:

N T’Z-T’f’i
~dlAd;

(6%

Algoritmo do gradiente conjugado

A Figura 2.7 apresenta um algoritmo para calcular a solu¢ao de um sistema Az = b pelo
método do gradiente conjugado. Os parametros de entrada sao matriz A, o vetor de termos
independentes b, uma solucao inicial 2°, o niimero méximo de iteracdes Kmax e a tolerancia
toler. Os parametros de saida sao a solucao do sistema x e a condigao de erro Erro para
verificar se houve convergéncia. Se Erro = 0, significa que houve convergencia e se Erro = 1

que nao houve.



2. Sistemas de equacdes lineares

Algoritmo CG
{ Objetivo: Resolver o sistema Az = b pelo método gradiente conjugado }
parametros de entrada A, b, zy, kmaz, toler
{ matriz dos coeficientes, vetor de termos independentes, solugao inicial }
{ nimero méaximo de iteragoes, tolerancia maxima admitida }
parametros de saida z, Erro { solugdo do sistema, condi¢ao de erro }
rg — b— Axux
k<« 0; dg < 0; pg«— 1
repita
k«—k+ 1
Pk (Tk—z)TT’k—z
Br < pr/pr-1
dp < Th—1 + Brdi—s
ay, < pi/(dy) " Ady,
Th < Th—1 — ap Ady
Ty, — T_; + apdy { caminhamento }
escreva k, Ty, 1%
se ||7¢||/||rol| < toler ou k = kmax
entao interrompa
fim se
fim repita

Erro — ||ri||/||ro|] > toler { varidvel 16gica }

fim algoritmo

Figura 2.7: Algoritmo do gradiente conjugado.



Capitulo 3

Cholesky controlado gradiente

conjugado

J& se tem conhecimento e experiéncia com os fundamentos tedricos relativos ao uso de
técnicas para o aumento de eficiéncia do gradiente conjugado. O precondicionamento é um
procedimento que pode ser aplicado a métodos iterativos para melhorar suas caracteristicas
de convergéncia, principalmente, em problemas que possuem a matriz dos coeficientes com
autovalores muito dispersos. Precondicionar um sistema linear é fazer com que a matriz dos
coeficientes apresente as condicoes desejadas para que o método de solucao aplicado seja

eficiente.

Neste capitulo serao vistos alguns precondicionadores para o gradiente conjugado, tais
como o escalonamento diagonal, a fatoracao de Cholesky incompleta e a fatoracao de Cho-
lesky controlada. Este tltimo serve como base para o método de solucao de sistemas utilizado

neste trabalho, o Cholesky controlado gradiente conjugado [CR95b].

3.1 Precondicionadores para o gradiente conjugado

A convergéncia do método do gradiente conjugado depende do formato das curvas de
nivel da fungao (2.2) a ser minimizada, ou seja, dos autovalores da matriz de coeficientes.
Autovalores de mesma magnitude tornam a superficie esférica, acelerando a convergeéncia.
Quando estas curvas de nivel sdo elipticas, a convergéncia pode se tornar lenta (caminha-
mento em zigue-zague), tornando-se necesséaria a utilizacdo de técnicas para melhorar esta

convergéncia. A utilizacdo de precondicionadores é determinante para a eficiéencia do CG,
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pois tendem a remover os autovalores pequenos e/ou grandes e melhorar a sua distribuicao

de tal modo que eles fiquem préximos da unidade ou em grupos de mesmo valor.

Uma forma simples de realizar o precondicionamento é fazer uma pré-multiplicagao da
inversa de uma matriz auxiliar M, denominada precondicionadora, a um sistema de equacoes

lineares Ax = b, da seguinte maneira:

M 'Az=M"'b.

Para que este precondicionamento seja eficiente, suas operagoes devem ser de baixo custo,
a matriz precondicionadora M deve ser facilmente construida, ter esparsidade proxima de A

e os autovalores de M 1A devem estar préximos a unidade ou agrupados.

Um sistema pode ser precondicionado implicitamente se apenas o vetor residuo é modifi-
cado ao resolvé-lo, ou explicitamente, se as modifica¢oes ocorrem na matriz dos coeficientes.

Neste trabalho nos restringiremos a sistemas precondicionados explicitamente.

Seja Ax = b um sistema de equacOes lineares, onde A é simétrica e definida positiva.

Este sistema pode ser precondicionado por:
(M AM )y = M~'b,
onde y = MTz. Para resolvé-lo, serd utilizado o algoritmo da Figura 3.1.

Existem varias formas para construir um precondicionador M, e uma boa escolha pode
ter um efeito destacavel na convergéncia do método. A seguir, serao vistos alguns precondi-

cionadores utilizados para resolver sistemas com o método do gradiente conjugado.

3.1.1 Escalonamento diagonal

Um dos precondicionadores mais simples utilizados para o gradiente conjugado é o es-
calonamento diagonal (diagonal scaling). Em 1955, Forsythe e Strauss [F'S55] propuseram
uma maneira muito simples para precondicionar um sistema de equagoes lineares utilizando
uma matriz diagonal D:

(DAD)(D™'z) = Db.

Para matrizes simétricas, quando D = diag(A), o sistema pode ser precondicionado por:
(D_1/2AD_1/2)y — D—l/Zb ’

onde (D~Y2AD~'/2) é uma matriz com diagonal unitéria e y = D'/2z.
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Algoritmo Precond _CG
{ Objetivo: Resolver o sistema de equagdes lineares Az = b pelo método }
{ gradiente conjugado precondicionado explicitamente }
parametros de entrada A, M, b, yy, kmaz, toler
{ matriz dos coeficientes, matriz precondicionadora, vetor de termos independentes, }
{ solugao inicial, nimero méximo de iteragoes, tolerancia maxima admitida }
parametros de saida z, FErro { solugdo do sistema, condigao de erro }
ro — M~ (b— AM~Typ)
k<« 0; dg «—0; pg— 1
repita
k—k+1
pr — (1h1) "
Br — pr/pr—1
de < Th—1 + Brdp—s
ag — pr/((d) TM=1TAM~Tdy,)
Yr < Yr—1 + agdy
T — Tp_g — o M~ TAM~Td,
escreva k, Yy, 7%
se ||7e||/||ro]] < toler ou k = kmazx
entao interrompa
fim se
fim repita
z, — M~ Ty,

Erro — |||/l ro|| > toler { varidvel logica }

fim algoritmo

Figura 3.1: Algoritmo do gradiente conjugado precondicionado explicitamente.

3.1.2 Fatoracao incompleta de Cholesky

Da mesma forma que métodos iterativos podem ser usados para refinar a solugao obtida
por métodos diretos, também os métodos diretos podem ser utilizados para acelerar a con-
vergéncia de métodos iterativos. Um exemplo disto é o uso da fatoracao de Cholesky como

base para a construcao de precondicionadores para o método do gradiente conjugado.

A fatoragao incompleta de Cholesky (ICF: incomplete Cholesky factorization), é uma das
estratégias mais importantes de obter precondicionadores para sistemas de equagoes lineares

com matrizes de grande porte, esparsas, simétricas e definidas positivas. O uso da fatoracao
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de Cholesky para resolver estes sistemas pode nao ser possivel, por limitagoes de meméria.
Em geral, o fator L, obtido da decomposicao de Cholesky, serd mais denso que a matriz dos
coeficientes, devido ao preenchimento (fill-in) ocorrido durante a fatoragdo. Uma das formas
de se evitar este problema € o uso da fatoracao incompleta, ou seja, aplica-se a decomposicao

de Cholesky ignorando alguns elementos para reduzir o preenchimento.

Seja Ar = b um sistema de equagoes lineares. Uma forma fécil e eficiente para obter
um precondicionador M para este sistema é determinar uma matriz triangular inferior L
que tenha os elementos nao nulos nas mesmas posicoes dos elementos nao nulos de A, tal
que, M = LLT. Desta forma, elimina-se alguns dos elementos que causam preenchimento,

fazendo com que o espaco requerido para armazenar L seja o mesmo da matriz original A.

Em 1968, Stone [Sto68] propos um procedimento implicito avancado (SIP: strongly im-

plicit procedure) que usa a iteracao:

Mz y = Mxy + oir;

onde:
M = A+ R, sendo R a matriz resto,
T, = b — A[L’i,

0; ¢ uma parametro de iteracao.

Ao se decompor a matriz dos coeficientes modificada em M = LLT, onde L tém elementos
nao nulos somente nas posigoes correspondentes aos elementos nao nulos de A, a matriz M

pode ser utilizada como precondicionador para o sistema Ax = b.

Foram desenvolvidos varios precondicionadores baseados em fatoragoes incompletas. Em
1977, Meijerink e van der Vorst [MdV77] propuseram uma classe de matrizes precondiciona-
doras com niveis de preenchimento denominadas decomposicao LU incompleta. Munksga-
ard [Mun80] propds um esquema de retirada por tolerancia, no qual, elimina-se somente os
elementos de L que sdo menores que um valor pré-estabelecido. Jones e Plassmann [JPI5]
propuseram um precondicionador (IICD: improved incomplete Cholesky decomposition) onde
o fator L possui um ntmero fixo de elementos nao nulos por linha ou coluna. Este nimero é
igual & quantidade de elementos nao nulos de cada linha ou coluna de A, porém os elementos

escolhidos sao os maiores em modulo.

3.1.3 Fatoragao controlada de Cholesky

A fatoracdo controlada de Cholesky (CCF: controlled Cholesky factorization), foi pro-

posta por Campos [CR95b] em 1995 também como uma varia¢ao da fatoracdo incompleta
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de Cholesky. O objetivo é construir uma matriz precondicionadora que possua os autovalores
agrupados e préximos a unidade, de forma a acelerar a convergéncia do método gradiente

conjugado.
Seja a matriz A € R™*" fatorada em:
A=LL" = LL" + R, (3.1)

onde:

L = fator obtido pela fatoracao completa de Cholesky,

L = fator obtido pela fatoracao incompleta de Cholesky,

R = matriz resto.
Usando L como uma matriz precondicionadora para A, obtém-se:

LYALTT = L'LL" L7 = (L7'L)(L1L)T.

Definindo, E = L — L e substituindo na igualdade acima, tem-se:

LYALTT=(I+L'E)I + L 'E)T.

Observe que, se L — L entdo E — 0e L AL T — 1.

Duff e Meurant [DM89] mostraram que o niimero de iteragoes gastas pelo método gra-
diente conjugado estd diretamente relacionado com a norma de R. De acordo com (3.1), R

pode ser expresso por:

= LL" - LL",

= LLT—LL"+LL" - LL7,
LIL" — L™+ (L - L)L",
= L(L-L)"+(L—-L)L",
= LET+FEL".

=vii=v = =V I~
I

O precondicionador CCF foi construido baseado na minimizac¢ao da norma de Frobenius

de E, visto que, quando ||E]| — 0= ||R| — 0.

Considere o seguinte problema:

' n n - 9
min |E"p =Y e;=> |l — Uyl (3.2)
=1 i=1
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Dividindo ¢; em dois somatorios, tem-se:

n m;+n ) n

7 2
Y= Mg —ligl + D |l
j=1 k=1 ke=m;+n+1

onde:
m; = numero de elementos nao nulos abaixo da diagonal na j-ésima coluna da matriz A;
7 = numero extra de elementos nao nulos permitido por coluna;

n = ordem da matriz.

O problema (3.2) pode ser resolvido, baseando-se na seguinte heuristica:

e Aumentando o fator 7, permitindo maior preenchimento. Desta forma, c; decresce,
pois a primeira soma contém mais elementos. Isto é o mesmo que ocorre quando niveis

de preenchimento sao usados nas fatoragoes incompletas.

e Escolhendo os maiores m; + 1 elementos de L, em valor absoluto, para 7 fixo. Desta
forma os maiores elementos estao na primeira soma e os menores na segunda, produ-
zindo um fator L 6timo, para uma determinada quantidade de armazenamento. Este

esquema de minimizacao ¢ semelhante ao esquema de retirada por tolerancia.

Algoritmo da fatoragao controlada de Cholesky

A Figura 3.2 é uma versao aprimorada do algoritmo CCF dado em [CB98|. Para cada
coluna j em L, tem-se apenas m; + n elementos nao nulos. Inicialmente, a coluna j ¢
calculada e armazenada, depois selecionam-se os k maiores elementos em valor absoluto e
descarta-se o restante. Os parametros de entrada para o algoritmo sao a matriz A, a ordem
da matriz n e o fator para controle de preenchimento 7. Tem-se como parametro de saida,

a matriz precondicionadora L.
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Algoritmo CCF
{ Objetivo: Computar a fatoracio controlada de Cholesky LDL” }
parametros de entrada n, nza, V, 7, €,
{ ordem, ntimero de elementos nao nulos, matriz a ser fatorada, }
{ controle de preenchimento e precisdo da méaquina }
parametros de saida L, Erro
{ matriz L com diagonal contendo a diagonal de D e condicdo de erro }
R « diagonal( V)
V — R-1/2VR-1/2
c—0; t—0
repita
Erro «+ falso
para j < 1 até n faca
para k < 1 até j — 1 faga t(k) < L(j, k) * L(k, k) fim para
j—1
para i« j+ 1 até nfaca w(i) «— V(i,j)— Z L(i, k) x t(k) fim para
k=1
m; «— numero de elementos nao nulos na coluna j de V
se 1 > () entao

M — max(m; +n, 0)

senao
MHmax(mj*(%—i—]),O)
fim se

w «— selecionar M maiores elementos de w, em mddulo, (eliminar demais)

LG.g) 1= Y LK) = 1(k) o0

se L(j,7) < €, entao
c— 51074 %20 te—t+1
Erro « verdadeiro
interrompa para-faga (j)

fim se

para k «— 1 até M faga
i(k) < indice da k-ésima linha selecionada de w
L(i(k),j) < w(i(k))/L(5,7)

fim para

fim para
até nao Erroou t > 15

fim algoritmo

Figura 3.2: Fatoragao Controlada de Cholesky.
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3.2 CCCG(n)

O gradiente conjugado precondicionado pela fatoracao controlada de Cholesky resulta
no método de solucao de sistemas utilizado neste projeto, o Cholesky controlado gradiente

conjugado (CCCG: controlled Cholesky conjugate gradient).

As principais vantagens do uso do precondicionador CCF podem ser descritas como:

1. Escolha dos elementos por valor

O padrao de esparsidade da matriz original nao é considerado pelo CCF. As posicoes
dos elementos nao nulos escolhidas pelo precondicionador podem ou nao cobrir aquelas
da matriz original, ja que a selecao é feita por valor e nao por posicao. O CCF da
bons precondicionadores utilizando pouca memoria em comparagao com outros que

conservam o padrao de esparsidade da matriz original.

2. Generalizagao do IICD (improved incomplete Cholesky decomposition)

Jones e Plassmann [JP95] desenvolveram o precondicionador IICD que permite um
niumero fixo de elementos nao nulos em cada linha ou coluna do precondicionador.
Este ntimero é dado pela quantidade destes elementos na matriz original A. Porém,
somente os maiores elementos em magnitude sao mantidos e o padrao de esparsidade
de A é ignorado. Desta forma, pode-se considerar o CCF como uma generalizacao do

método IICD, ja que é permitido preenchimento.

3. Utilizagao do incremento exponencial

Manteuffel [Man80] provou que se A for simétrica definida positiva, entdo ha uma
constante ¢ > 0 tal que exista uma fatoracao incompleta de A + ol. Assim, um valor
é acrescido aos elementos da diagonal durante a construcao do precondicionador, ob-
tendo uma menor perturbacao das diagonais e fazendo com que A permanega definida
positiva. No caso do CCF, este valor é dado por um incremento exponencial igual a
o; = 51074 x 2.

4. Precondicionador versatil

O CCF produz uma matriz precondicionadora M versatil para (M 1AM ~T)y = M~1b.
Quando n = —n, é feito apenas o escalonamento diagonal. Ja quando n = n, é feita
a fatoracao completa de Cholesky. Desta forma, 1 pode ser escolhido no intervalo
[—n,n| tal que M necessite de mais ou menos memoria que A. Em outras palavras,

preenchimento (n > 0) e retirada (7 < 0) sdo permitidos pelo CCF.
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5. Armazenamento previsivel

Seja n a ordem da matriz A e m o ntiimero de seus elementos nao nulos. Considerando o
nimero de bytes presentes em um inteiro e em um real iguais a 4 e 8, respectivamente,
a quantidade de memoria utilizada pelo IICD(0) é 20m + 4n + 4 e pelo CCF(n) é
28m + (161 + 8)n + 8. Embora o CCF(n) utilize mais memoéria que o IICD(0), ele
possui uma estrutura de dados mais versatil que permite que o niimero de elementos

nao nulos de L seja variavel.

Na implementagao do método de solugao CCCG(n) construido a partir deste precondici-

onador, destacam-se alguns topicos que serao descritos nas secoes a seguir.

Verificagao do precondicionador

O método CCCG(n) pode ter a opgao de verificagao do precondicionador. Dependendo
do valor de n escolhido, o precondicionador criado pode nao ser de boa qualidade, ficando
com autovalores muito grandes. Dai a importancia da verificacao da qualidade do precondi-

cionador.

Os residuos de CG podem ser escritos em termos do residuo inicial 7, = ¢r(A)rg, onde

¢r(A) é o erro polinomial de CG com grau k, tal que ¢5(0) =1,

k
T — X
J
on(z) =] — . (3.3)
=1
Este polinomio é expresso em termos de suas raizes 7; (valores de Ritz) que sdo os

autovalores de uma matriz simétrica tridiagonal T" de ordem k calculada a partir dos valores
a; e (; para k passos de CG [CR95al:

1 1 ;
Tiy=—, Tj;= (— + ﬂ) )
g

Q; (078
VB .
Tijv= Timg= = i, 1<j<k.
-

Os autovalores 7; de T" podem ser calculados pelo método eficiente e robusto QL com
incremento (shift) implicito [DMWG68]. A presenca de autovalores grandes na matriz precon-
dicionadora pode ser verificada por (3.3). Inicialmente 7 é escolhido e CCF(n) é calculado.
Apos a execucao de algumas iteracoes, o maior valor de Ritz 7,,,, é estimado. Se ele for
pequeno o processo continua, senao o precondicionador pode ser descartado desde que auto-

valores grandes podem tornar a convergéncia lenta. Assim, outro precondicionador é obtido
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usando um 7 maior. Desta forma, os valores de Ritz produzidos pelo CG podem ser usados

durante o processo para verificar o precondicionador.

Comparacao com outros métodos

Campos e Birkett [CB98] fizeram uma comparagao entre os métodos ICCG(0) (incom-
plete Cholesky conjugate gradient [MdV77]), IICCG(0) (precondicionador IICD [JP95]) e
CCCG(0), todos eles sem preenchimento e usando incremento da diagonal para que as ma-
trizes permanecam definidas positivas durante as iteragoes. Em relacao ao tempo, o pre-
condicionador CCF ¢ as vezes o mais lento devido a maior complexidade de sua estrutura
de dados, que permite preenchimento e retirada. Porém, ele converge mais rapido porque
produz matrizes mais bem condicionadas, o que pode ser comprovado pelo nimero e tempo

das iteracoes.

Eles também compararam o seu desempenho com a sub-rotina MA31, que é uma imple-
mentacao do método ICCG usando o esquema ja mencionado de retirada por tolerancia. Os
resultados mostraram que o CCCG(n) faz uma melhor selegao de elementos, pois converge
para os sistemas nos quais a MA31 falha, mesmo usando menos memoria. A MA31 é da
Harwell Subroutine Library e estd implementada em outros pacotes mateméaticos como o da
NAG [Ltd90].

Finalmente, eles verificaram que o CCCG(7n) é muito eficiente para solugdo de equagdes
diferenciais parabdlicas dependentes do tempo. Ao se permitir preenchimento no fator do
precondicionador, o CCCG(n) foi até 14 vezes mais rapido do que a fatoragdo incompleta

sem preenchimento.

Campos e Rollett [CR95a] analisaram o desempenho do CG por meio da distribuigao
dos autovalores da matriz dos coeficientes precondicionada por quatro diferentes esquemas.
Eles também mostraram [CR95b] que, quando os fatores sdo obtidos sem preenchimento, a

fatoracao de Cholesky controlada é um precondicionador melhor que o ICCG [MdV77].

Um precondicionador adaptativo para o CG

Para algumas classes de problemas, é necessario resolver varios sistemas lineares cuja
matriz de coeficientes é a mesma ou aproximadamente a mesma. Um exemplo é a solucao de

equagoes diferenciais parabdlicas dependentes do tempo. Nesta situagao, é possivel estimar
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um 7 6timo (7,4, ) para o tempo total ¢ minimo:
t =mp+ si, (3.4)

onde:

m = numero de sistemas necessarios para determinar 7y,
s = numero total de sistemas a serem resolvidos,

p = tempo de precondicionamento,

1 = tempo da iteracao.

O mesmo precondicionador pode ser mantido para resolver os s — m sistemas restantes
tao 10go Nom seja encontrado. Tipicamente, m = 10 e se s &~ m, entao t = s(p + i) precisa

ser minimizado. Por outro lado, se s > m, entao t = si precisa ser minimizado.

Este processo pode ser descrito variando-se 1 até que o melhor valor seja obtido. Em
uma primeira instancia, o intervalo [a, ¢| C [Nmin, Tmaz) que contém 7,4, é obtido dobrando-
se sucessivamente os intervalos até que um aumento do tempo necesséario para o CCCG(n)
resolver o sistema seja detectado. Para isto, o parametro 1,,;,, pode ser iniciado com —n e
Nmaz POde ser iniciado com o maximo armazenamento permitido. A partir dai, 1., € |a, c|

é obtido utilizando-se a minimizagao de Brent [Bre73].
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Capitulo 4

Matrizes esparsas

Uma matriz é dita esparsa quando a maioria de seus elementos sao iguais a zero, ou
seja, ela possui relativamente poucos elementos nao nulos. Sistemas lineares que surgem na
solucao de problemas reais possuem, em sua maioria, matrizes esparsas e de ordem elevada.
Nestes casos, é proibitivo armazenar toda a matriz por questao de memoria do computador

e o que se faz na pratica é guardar somente os elementos nao nulos.

4.1 Estrutura de dados para matrizes esparsas

Existem varios esquemas para armazenar as matrizes esparsas. Para exemplificar, seja a
pequena matriz de ordem 10 mostrada na Figura 4.1. Quando a matriz for simétrica entao
apenas os elementos nao nulos localizados da diagonal para baixo (ou para cima) devem ser

armazenados.

As secOes seguintes mostram trés tipos de estruturas de dados para o armazenamento
de matrizes esparsas: esquema de coordenadas, coluna esparsa compactada e linha esparsa

compactada.

4.1.1 Esquema de coordenadas

O modo mais simples de armazenar uma matriz esparsa é por meio do esquema de
coordenadas ou tripleto. Ele consiste em um conjunto de trés vetores, um especificando o
indice da linha do elemento (IndLin), outro o indice da coluna (IndCol) e o terceiro o valor

do elemento (A). O comprimento dos trés vetores é igual ao ntimero de elementos nao nulos
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da matriz. No caso de matriz simétrica, o comprimento é dado pelo ntimero de elementos
abaixo da diagonal. A Figura 4.2 apresenta o esquema de coordenadas para a matriz da

Figura 4.1, de ordem n = 10 e com m = 30 elementos nao nulos.

A maior dificuldade com o esquema de coordenadas encontra-se na inconveniéncia ao se
ter acesso a estrutura de dados por linha ou por coluna, ja que os vetores de linha e coluna

nao precisam estar, necessariamente, ordenados.

4.1.2 Coluna esparsa compactada

Pode-se observar na Figura 4.2 uma repeticao desnecessaria dos indices das colunas no
vetor IndCol no formato de coordenadas. Isto pode ser evitado com o uso do esquema
de coluna esparsa compactada (CSC: Compressed Sparse Column), que é considerado um
formato padrao para matriz esparsa [DGL92]. Neste formato, o vetor de indice das colunas
(IndCol) de tamanho m é substituido por um outro vetor (PCol) de tamanho n+1, contendo
as localizacoes da primeira entrada de cada coluna da matriz nos vetores IndLin e A. A
posicao n + 1 de PCol contém o valor m + 1. A Figura 4.3 mostra o formato coluna esparsa
compactada para a matriz da Figura 4.1, de ordem n = 10 e com m = 30 elementos nao

nulos.

Usando varidveis inteiras com ¢ bytes e reais com r bytes, o niimero total de bytes gastos

i\j 1 2| 3| 4 51 6 71 8| 9|10
1| 5.0 —4.0
2 2.4 2.1 1.5
3 8.5 ~3.0 3.5
41 11 1.9 6.0
5 —2.0 5.7 4.0
6 || —3.0 6.0 10.3
7 1.4 2.0| 15.0 4.8
8 5.8 7.7
9| 36 2.2 3.3 14.2

10 ~3.2 3.8 6.1

Figura 4.1: Matriz esparsa nao simétrica.



4. Matrizes esparsas

37

i | mdLin | dcol A i | mdLin | Tdcol A i | dLin | Tndcol A
1 1 1 5.0 11 4 4 1.9 21 7 7115.0
2 4 1 1.1 12 9 4 2.2 22 10 7| 3.8
3 6 1]-3.0 13 3 5| —3.0 23 2 8| 1.5
4 9 1 3.6 14 3 3 2.7 24 5 8| 4.0
b} 2 2 2.4 15 10 5| —3.2 25 8 8| 5.8
6 7 2 1.4 16 6 6| 10.3 26 7 9| 48
7 3 3 8.5 17 7 6 2.0 27 9 9|14.2
8 5 3| —-2.0 18 9 6 3.3 28 3 10| 3.5
9 6 3 6.0 19 1 7| —4.0 29 8 10 7.7

10 2 41 21 20 4 7| 6.0 30 10 10| 6.1

Figura 4.2: Esquema de coordenadas ou tripleto.

pelo formato de coluna esparsa compactada para armazenar uma matriz A de ordem n e

com m elementos nao nulos é By = (m +n+ 1)i + mr.

4.1.3 Linha esparsa compactada

Se em vez de indexar os elementos coluna por coluna for feito por linha, tem-se o esquema

de linha esparsa compactada (CSR: Compressed Sparse Row). Ele consiste de trés vetores,

um contendo os indices das colunas da matriz (IndCol) de tamanho m, um segundo com os

i | PCol | mdLin A | peot | mdrin A i | TdLin A
1 1 1 5.0 111 31 4 1.9 21 7115.0
2 5 4 1.1 12 9 29 22 10| 3.8
3 7 6| —3.0 13 31 -=30 23 21 15
41 10 9 3.6 14 5 5.7 24 5 4.0
51 13 2 2.4 15 10 | —3.2 25 81 5.8
6| 16 7 1.4 16 6| 10.3 26 7| 4.8
71 19 3 8.5 17 7 2.0 27 9114.2
8| 23 51 —2.0 18 9 3.3 28 31 35
9 26 6 6.0 19 1] —-4.0 29 8| 7.7

10 | 28 2 2.1 20 4 6.0 30 10| 6.1

Figura 4.3: Esquema de coluna esparsa compactada.
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valores dos elementos (A) também de tamanho m e um terceiro (PLin) de tamanho n + 1
com as localizacoes da primeira entrada de cada linha da matriz nos vetores IndCol e A. A
ultima posi¢ao de PLin contém o valor m + 1. é apresentado na Figura 4.4 o formato linha
esparsa compactada para a matriz da Figura 4.1, de ordem n = 10 e com m = 30 elementos

nao nulos.

PLin | IndCol A | prin | mdcor A i | mdcol A
1 1 1 5.0 111 31 7 6.0 21 9 4.8
2 3 71 —4.0 12 31 =20 22 8 5.8
3 6 2 2.4 13 5 5.7 23 10 7.7
4 9 41 2.1 14 8| 4.0 24 1 3.6
51 12 8 1.5 15 1] -3.0 25 41 2.2
6| 15 3 8.5 16 3 6.0 26 6 3.3
7| 18 51 —-3.0 17 6| 10.3 27 91 14.2
8| 22 10 3.5 18 2 1.4 28 51 —-3.2
9| 24 1 1.1 19 6 2.0 29 7| 3.8

10 | 28 4 1.9 20 71 15.0 30 10 6.1

Figura 4.4: Esquema de linha esparsa compactada.

4.2 Algoritmos para operacoes com matrizes esparsas

A operacao de maior custo computacional utilizada pelos métodos iterativos do sub-
espaco de Krylov é a multiplicacao matriz-vetor. Esta secdo mostra um algoritmo para
realizar esta multiplicacao utilizando a estrutura de coluna esparsa compactada, a qual esta
sendo usada pelo algoritmo CCCG(n). Em seguida, sdo mostrados dois algoritmos para
resolver sistemas lineares que usam a mesma estrutura de dados da multiplicagao matriz-

vetor: substituicao sucessiva e retroativa.

4.2.1 Multiplicacao matriz-vetor

A Figura 4.5 mostra um algoritmo para multiplicar uma matriz esparsa por um vetor,

com a matriz armazenada no esquema de coluna esparsa compactada.
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Algoritmo Matriz_vetor_coluna
{ Objetivo: Multiplicar uma matriz armazenada no esquema }
{ de coluna esparsa compactada por um vetor }
parametros de entrada n, IndLin, PCol, A, v
{ ordem, indice das linhas, apontador das colunas, valores dos elementos, }
{ vetor a ser multiplicado }
parametros de saida w { vetor produto de matriz-vetor }
para i < 1 até n faca
w(i) <0
fim para
para j < 1 até n faca
para k < PCol(j) até PCol(j + 1) — 1 faga
i« IndLin(k)
w(i) — w(i) + A(k) * v(j)
fim para
fim para

fim algoritmo

Figura 4.5: Produto matriz-vetor para matriz no esquema de coluna esparsa compactada.

4.2.2 Substituicao sucessiva

A Figura 4.6 mostra um algoritmo para realizar a substituigao sucessiva realizando a
multiplicagao matriz-vetor e utilizando o esquema de coluna esparsa compactada. Ele resolve

o sistema linear inferior da forma Lz = c.

Este mesmo algoritmo esta descrito na Figura 2.3, mas com a a estrutura de armazena-

mento densa.

4.2.3 Substituicao retroativa

A Figura 4.7 mostra um algoritmo para realizar a substituicao retroativa realizando a
multiplicagao matriz-vetor e utilizando o esquema de coluna esparsa compactada. Da mesma
forma, este algoritmo esta descrito na Figura 2.3 com a estrutura de armazenamento densa.

Ele resolve o sistema linear superior da forma Ux = d.
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Algoritmo Substituicao_Sucessiva
{ Objetivo: Resolver o sistema triangular inferior Lz = ¢ }
{ pelas substitui¢oes sucessivas }
parametros de entrada n, IndLin, PCol, L, c
{ ordem, matriz triangular inferior e vetor independente. }
parametros de saida z { solucao do sistema triangular inferior }
para i < 1 até n faca
z(i) «— c(1)
fim para
para i < 1 até n faca
para j < PCol(i) + 1 até PCol(i + 1) — 1 faga
k «— IndLin(j)
v(k) — x(k) — L) * 2(4)
fim para
z(1) «— z(i) / L(PCol(1))
fim para

fim algoritmo

Figura 4.6: Substituigao sucessiva.
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Algoritmo Substituicao_Retroativa
{ Objetivo: Resolver o sistema triangular superior Uz = d }
{ pelas substituigdes retroativas }
parametros de entrada n, IndLin, PCol, U, d
{ ordem, matriz triangular superior e vetor independente. }
parametros de saida z { solugao do sistema triangular superior }
para i < 1 até n faga
z(i) «— d(i)
fim para
parai < n — 1 até 1 faga
soma <« 0
para j <« PCol(i)+ 1 até PCol(i+ 1) — 1 faca
soma «— soma + U(j) * z(IndLin(j))
fim para
z(1) <« d(i) / L(PCol(i)) — soma
fim para

fim algoritmo

Figura 4.7: Substituigao retroativa.
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4.3 Grafos e matrizes esparsas

A teoria dos grafos foi identificada como uma poderosa ferramenta para a computagao
de matrizes esparsas quando Seymour Parter [Par61] usou grafos nao direcionados para
modelar a eliminacao Gaussiana ha mais de quarenta anos atras. Grafos podem ser usados
para modelar matrizes simétricas, nao simétricas, fatoracoes etc. Além de tornar mais facil
a compreensao e analise de algoritmos para matrizes esparsas, eles também aumentam o

escopo de manipulagao destas matrizes usando algoritmos e técnicas ja existentes.

Um grafo é, fundamentalmente, um modo de representar uma relacao binaria entre ob-
jetos. Para o propésito deste trabalho, considere um grafo G = (V, E') como um conjunto de
vértices V = {v1,vq,...} (ou nds) e um conjunto de arestas F = {ey, eq,... }. Estas arestas

sao representadas por pares nao ordenados, por exemplo, e; = (vy, v3).

Um conhecimento basico de teoria dos grafos é importante para o entendimento do tra-
balho. Conceitos mais especificos serao introduzidos quando necessarios. Um resumo dos

principais conceitos é dado por:

e Grau do vértice: numero de arestas incidentes no vértice.

e Vértices adjacentes: dois vértices v; e vy sao adjacentes quando possuem uma aresta

entre eles; ou seja, e; = (vy, vs).
e Caminho: seqiiéncia de arestas disjuntas (z1,22) — (22, 23) — -+ = (Tg—1, Tp)-
e (Ciclo: caminho com mesmo vértice inicial e final.
e Grafo conectado (conexo): possui caminho entre qualquer par de vértices.

e Subgrafo completo (clique): cada vértice do subgrafo possui aresta incidente em todos

os outros vértices do subgrafo.

e Arvore: grafo conectado sem ciclos.

Assim como um grafo, uma matriz também descreve uma relagao bindria entre variaveis
através de seus elementos nao nulos. Uma matriz simétrica A, ., pode ser modelada como
um grafo G(V, F), onde os n vértices em V representam as dimensées da matriz e existe

uma aresta conectando os vértices i e j se a;; # 0.

A Figura 4.8 mostra uma matriz simétrica de ordem 10 e um grafo nao direcionado

que representa esta matriz. Como na linha 1 existem os elementos nao nulos a;; e a; 2,
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conclui-se que né 1 esta conectado ao né 2. Da mesma forma, como existem os elementos
as1,022,023,025 € G2, 0 NO 2 estd conectado aos ndés 1, 3, 5 e 6. O mesmo raciocinio pode

ser feito usando os elementos a; 2, as2, as 2, as2 € ag2 pertencentes a coluna 2 de A.

X X 1
X PX X X X 2
X X X $
X X 4

X X X X 5
X X X X x|
X X X X X |7

X x @ X < |8

X ‘x‘x9

X X X X ix |1

Figura 4.8: Representacao de uma matriz simétrica por um grafo.

A reordenacao de uma matriz a partir de um vetor é assunto principal do capitulo 5.
Como o uso de grafos pode facilitar o estudo de matrizes esparsas, esta reordenacao de

matrizes serd vista em termos da reordenacao dos nés de um grafo.

Na Figura 4.9(a) é possivel ver a ordenagao do grafo G(V, E). Uma ordenagao é sim-
plesmente o mapeamento de um vetor o« = {1,2,3,4,5,6} aos vértices do grafo, onde os
elementos deste vetor identificam a linha e coluna da matriz. Assim, o n6 1 e seus relacio-
namentos sao representados na linha e na coluna 1 da matriz, o n6é 2 na linha e na coluna 2,

e assim por diante.

Por outro lado, uma reordenacao deste grafo é uma mudanga do mapeamento inicial, ou
seja, aplica-se um vetor 3 = {6,2,3,1,4,5} aos vértices, por exemplo. O resultado desta
reordenacao (3 no grafo 4.9(a) pode ser visto na Figura 4.9(b), onde uma nova matriz é
formada. Para construir esta nova matriz, os nés do grafo sao renumerados e esta nova
numeragao vai representar cada linha e coluna da matriz. Desta forma, o né 4 e seus
relacionamentos sao representados na linha e na coluna 1 da matriz, ja que o identificador
1 estd na quarta posicao do vetor. Os nos 2 e 3 continuam representados na mesma linha e
coluna, porém seus relacionamentos mudam de posicao de acordo com as mudancas dos nos.
O né 5 e seus relacionamentos sao representados na linha e na coluna 4 da matriz, ja que o
identificador 4 estd na quinta posicao do vetor. O né 6 ocupa a posicao 5 da matriz e o né

1 estd na posicao 6.
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1 (2) 3

X (5 x
e e X x (o)

(a) Grafo ordenado por a = {1,2,3,4,5,6} e sua matriz correspondente.

@ x ]
6 /é\ 3 x (2

(3 x
x (& X

(5 x
(O—© -

(b) Reordenacao do grafo (a) por = {6,2,3,1,5,4} e matriz resultante.

Figura 4.9: Reordenagao de um grafo.



Capitulo 5

Algoritmos para reordenacao de

matrizes esparsas

Neste capitulo serao apresentadas algumas técnicas para reordenagao de matrizes esparsas
simétricas que representam as matrizes dos coeficientes de sistemas lineares de grande porte.
A principal motivacao para o uso destas técnicas esta na possibilidade da reducao de memoria
durante o processo de decomposigao de Cholesky (secao 2.2) utilizado na solugdo destes
sistemas pelo CCCG(n).

Para exemplificar, considere o sistema Az = b:

De acordo com (2.1), o fator de Cholesky da matriz de coeficientes A é dado por:

O exemplo acima ilustra o fato mais importante da aplicacao do método de Cholesky a

uma matriz esparsa A: a matriz decomposta normalmente sofre um preenchimento, ou seja,

4 1
1 0,5
2 0

0,5 0
2 0

2 0,5 2
0 0 0
3.0 0
0 0,625 0
0

2
0,5
1
0,25
1

0 16

0
0,5
1

—0,25
~1

0 0
0 0
1 0
-0,5 0,5
-2 =3

T
X2
T3
Ty

Ts

0

_ o O O

L possui elementos nao nulos em posi¢oes onde havia zeros em A.
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Mudando as posicoes das variaveis x; de acordo com a regra ¥; — T¢_;, ¢t = 1,...,5 e
rearranjado as equagoes de forma que o ultimo se torne o primeiro, o pentultimo se torne o

segundo e assim sucessivamente, obtém-se o seguinte sistema de equagoes:

16 0 0 0 2 1[x —4
0 0,625 0 0 0,5 s —4
0O 0 3 0 2 iy | =
0O 0 005 1 Ty 3

2 05 2 1 4 ||a | | 7]

Esta mudanca das posicoes das variaveis e a reordenacgao das equagoes equivale a uma
permutacao das linhas e colunas de A, a qual também é aplicada a = e a b. Esta permutacao
é realizada pela multiplicagao de uma matriz P construida a partir de uma matriz identidade
da mesma ordem do sistema e com as posicoes das linhas e colunas trocadas de acordo com a
regra de permutacao. Neste caso, temos o vetor de ordenacao igual a (5,4, 3,2, 1), resultando

na seguinte matriz P:

00001
00010
P=|00100
01000
100 0 0|

Este novo sistema PAPT(Px) = Pb, onde PT = P!, é referido como A% = b. Usando

o método de Cholesky neste novo sistema, a fatoragao de A em LLT retorna:

4 0 0 0 0
0,5 0,791 0 0 0
0o 0 1,73 0 0
0 0 0 0,707 0

| 0,5 0,632 1,15 1,41 1,29 |

N
I

A solugao encontrada 7 é, simplesmente, uma forma rearranjada de x. E necessario mudar
a ordem dos elementos dessa solucao conforme a matriz de permutacao para se chegar a
solucao desejada x. O ponto crucial é que essa reordenacao de equacgoes e variaveis produziu
um fator triangular L tdo esparso quanto a matriz triangular inferior de A. Embora seja
dificil na pratica alcangar esta esparsidade, uma reordenacao de linhas e colunas pode levar
a uma enorme reducao no preenchimento, reduzindo o custo de execugao e armazenamento.
O estudo de algoritmos que realizam este processo de reordenacao é o assunto principal
deste capitulo. Serao vistos trés algoritmos: contagem de colunas, Cuthill-McKee reverso e

minimo grau.
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A matriz apresentada ilustra as caracteristicas basicas de uma eliminacao e o efeito da
reordenagao. Para enfatizar melhor estes pontos, considere um exemplo maior (662 x 662),
onde o padrao de esparsidade estd mostrado na Figura 5.1(a). Esta matriz é conhecida como
662_bus (série psadmit) e pertence a cole¢ao Harwell-Boeing [DGL92], onde existem vérias
séries de matrizes disponiveis para testes. Pela fatoracao desta matriz em LL”, obtém-se
a estrutura de L em 5.1(b), onde percebe-se a grande quantidade de preenchimento obtido.
Enquanto A possui 1568 elementos nao nulos na parte triangular inferior (2474 no total), L

possui 8830.

A Figura 5.2(a) mostra a estrutura da permutacao simétrica A’. Esta matriz foi obtida
de A usando-se o método Cuthill-McKee reverso que concentra os elementos proximos da
diagonal. Seu fator de Cholesky L', exibido na Figura 5.2(b), possui 6595 elementos nao
nulos. Ja a Figura 5.3(a) mostra a matriz A” que foi obtida também de A utilizando-se o
método do minimo grau. Este método tem o objetivo de diminuir o preenchimento criado
durante a fatoracao de Cholesky, o que pode ser facilmente comprovado pelo seu fator L”

(Figura 5.3(b)) que possui apenas 2551 elementos nao nulos.

O R T T T ! ! ! 0

. . . . . : L . . .
0 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400
nz = 2474 nz = 8830

a) Matriz A b) Fator L de Cholesky

Figura 5.1: Preenchimento causado pela fatoracao da matriz 662_bus.

5.1 Contagem de colunas

O método de contagem de colunas (column count) é baseado no ntimero de elementos
nao nulos de cada coluna da matriz. Ele simplesmente move linhas e colunas com o maior

numero de elementos nao nulos para as ultimas posicoes da matriz. E um bom método de
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200

300

400 -

. . . . . . . . . . . .
0 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500 600

a) Matriz A’ b) Fator L’ de Cholesky

Figura 5.2: Fatoracao da matriz 662_bus reordenada por Cuthill-McKee reverso.

100

) - S H 0 a0f - e ]
e d :
300F N, : | a0 1
A .
, 2
00} < < 00 et 1

s00f e | 3 soof 1

600 [ 600 1

ML TR S RS LT PR IS o Y e ikl
0 100 200 300 400 500 600 0 100 200 300 400 500 600
nz = 2474 nz = 2551
a) Matriz A” b) Fator L” de Cholesky

Figura 5.3: Fatoracao da matriz 662_bus reordenada por minimo grau.

reordenacao para matrizes com estruturas muito irregulares, especialmente se had uma grande

variacao na quantidade destes elementos.

Neste método sao realizadas as seguintes etapas:
1. Contagem de elementos de cada coluna e armazenamento em um vetor;
2. Ordenagao deste vetor;

3. Permutacao das linhas e colunas da matriz com base neste vetor criado.

A ordenacao é feita através do algoritmo Quicksort nao recursivo da Figura 5.4.
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Algoritmo Quicksort_nao_recursivo
parametros de entrada A, N { Vetor a ser ordenado, ordem do vetor. }
K «—1; StackL(1) < 1; StackR(K) < N;
enquanto (K <> 0)
L — StackL(K); R <« StackR(K); K «— K — 1,
enquanto (L < R)
I—L; J—R X<—A(L+R)/2)
enquanto (I <= J)
enquanto (A(/)< V) I« I+ 1; fim enquanto
enquanto (X < A(J)) J < J—1; fim enquanto
se | <= J entao
W — A(I); A(I)—A(J); A(J)<—W; I—I+1;, J—J—-1,

fim se
fim enquanto
se (J—L) < (R—1)entao
se I < R entao
K — K+ 1; StackL(K)«—I; StackR(K) < R;
fim se
R—J
senao
se L < J entao
K — K+ 1; StackL(K)«— L; StackR(K) « J;
fim se
L—1
fim se
fim enquanto
fim enquanto

fim algoritmo

Figura 5.4: Quicksort nao recursivo.
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Desta forma, o método de contagem de colunas pode levar a fatores mais esparsos. Nao
é o melhor método de reordenagao existente, mas é rapido e realiza um bom trabalho. O
algoritmo utilizado para a ordenagao do vetor é o quicksort [CLR90] e a complexidade do

contagem de colunas é dada por este algoritmo de ordenagao, ou seja, O(nlog,n).

5.2 Cuthill-McKee reverso

Em 1969, Cuthill e McKee [CM69] propuseram um algoritmo de reordenacao, cujo obje-
tivo principal é reduzir a largura de banda (bandwidth) de uma matriz simétrica. A largura
de banda (3 de uma matriz A é dada pela maior distancia de um elemento nao nulo a diagonal
principal, ou seja:

B(A) zgg%\z—ﬂ-

Desta forma, os elementos sao movidos para perto da diagonal, melhorando a localidade
de acesso aos dados dentro das matrizes. Como esta propriedade é mantida no fator de
Cholesky correspondente, a reordenacao tende a reduzir o preenchimento. Isto torna o
algoritmo muito usado na pratica. Nao é garantido que se encontre a menor largura de

banda possivel, mas isso normalmente acontece.

O Cuthill-McKee executa uma minimizacao local de cada largura de banda (; correspon-
dente a cada linha ¢ para reduzir a largura de banda da matriz. Isto sugere que o algoritmo

possa ser usado para reduzir o profile da matriz, que é dado por:

profile(A) = Z Bi(A).

George [GeoT71] propds em 1971 que a ordenagao obtida pelo reverso da Cuthill-McKee,
freqiientemente, supera a original em termos de reducao do profile, embora mantenha a
mesma largura de banda. Esse algoritmo é conhecido como Cuthill-McKee reverso (RCM:
reverse Cuthill-McKee).

Considerando um grafo conectado, o problema de reduzir a largura de banda é convertido
em encontrar uma renumeracao dos vértices do grafo tal que a diferenca entre os indices seja
minima. Seja n o numero total de vértices representando a dimensao da matriz A. Uma

aresta conecta os nés ¢ e j quando A;; é nao nulo. Assim, temos o seguinte algoritmo:

1. Vértice inicial : Determina o vértice inicial r, atribuindo seu valor a xy;
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2. Parte principal : Para ¢ = 1,...,n, encontra todos os vizinhos nao numerados do

vértice x;, numerando-os em ordem crescente do grau;

3. Ordenacao reversa : A ordenacao reversa é dada por ¥y, ...,y, onde y; = x,,_;11 para

i=1,...,n.

Quando o grafo é desconexo, é possivel aplicar o algoritmo acima a cada componente
conexo. Para um dado né inicial, a parte principal do RCM (Figura 5.5) é relativamente
simples de ser implementado tendo como base o algoritmo de busca em largura ( Breadth-first
search [CLR90]).

Algoritmo RCM (Parte Principal)
{ Objetivo: Visitar vértices alcancdveis a partir da raiz V. }
parametros de entrada V { Vértice raiz. }
Fila — V; { Enfileira }
Visitou( V') < verdadeiro;
enquanto FilaVazia(Fila) = falso faga
V'« Fila; { Desenfileira }
Numera vértice V;
{ Visita os vértices adjacentes a W em ordem crescente do grau }
para cada vértice W adjacente a V' em ordem crescente de grau faca
se Visitou( W) = falso entao
Fila — W, { Enfileira }
Visitou( W) « verdadeiro;
fim se
fim para
fim enquanto

fim algoritmo

Figura 5.5: Caminhamento do RCM baseado na busca em largura.

No grafo da Figura 5.6(a), suponha que o né g seja o né inicial. A Tabela 5.6(b) mostra
como seria a numeracao dos nds dada pelo algoritmo RCM. A ordenacao resultante é dada
pela Figura 5.7, onde os nés do grafo original 5.6(a) estdao numerados em ordem contréria
ao caminhamento. O né inicial g estd identificado pelo niimero 10 e dltimo né visitado (7)
estd identificado pelo nimero 1. A matriz resultante da ordenacao também pode ser vista

nesta figura, onde tem-se um profile de tamanho 22.
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a) Grafo original.

Vizinhos nao

i ndéx; numerados em ordem

crescente de grau

1 g
2 h
3 e
4 b
5 f
6 ¢
7 J
8 a
9 d
10 i

h,e,b,f
c
J
a,d

b) Numeracao dos vértices a partir de g.

Figura 5.6: Caminhamento do algoritmo RCM.

Ta

Figura 5.7: Ordenacgao do grafo 5.6(a) a partir de 5.6(b) e matriz resultante.
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A qualidade da ordenacao do algoritmo depende, essencialmente, da escolha do né inicial.
No grafo da Figura 5.6(a), se o0 n6 a fosse escolhido como n¢ inicial, o resultado seria dado
pela Figura 5.8. O nd inicial a estd identificado pelo nidmero 10 e ultimo né visitado (j)
possui nimero 1. Nesta mesma figura, é possivel ver a matriz resultante, a qual possui um

profile de tamanho 18.

2 |

simétrica

e
9 (9
WO%

Figura 5.8: Ordenagao do grafo 5.6(a) com né inicial a e matriz resultante.

N6 pseudo-periférico

Um estudo feito por George e Liu [GL79] propde um algoritmo para encontrar o vértice
inicial do algoritmo. O objetivo é encontrar um par de nés que estdo o maximo possivel (ou

proximo disto) distantes um do outro.

Um caminho de tamanho k£ de um né zy para o né zx é um conjunto ordenado de
vértices distintos (zg,z1,...,xx), onde z; pertence ao conjunto de nés adjacentes a x;,1, ou
seja, z; € adj(x;4q1) parai=0,1,...,k—1. A distancia d(z,y) entre dois nés x e y no grafo
conectado G = (X, F) é, simplesmente, o tamanho do menor caminho entre os nés z e y.

Por definigao, a excentricidade ¢ de um né x é dada pela sua maior distancia, ou seja:

((x) = max{d(z,y) |y € X}.

O diametro 0 de um grafo G é dado pela maior excentricidade alcangada por um né

qualquer pertencente a este grafo:

0(G) = maz{l(z)|x € X},
NG) = maz{d(z,y)|z,y € X}.
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Um né z € X é conhecido como periférico se sua excentricidade for igual ao diametro do
grafo, ou seja, se ¢(x) = 0(G). A Figura 5.9 mostra um grafo com 8 nés e diametro 5. Os

nés o, r5 e ry sao nos periféricos, ja que possuem a maior excentricidade deste grafo.

@ (e —(e—(e)— s

x1 X6 X X3

" ~
’ \
X7 1
7
\\_,

\

Figura 5.9: Nés periféricos.

Desta forma, o objetivo é descrever uma heuristica eficiente para encontrar nés de alta
excentricidade. O algoritmo nao garante encontrar um né periférico, ou mesmo préximo
disto. Porém, os nés encontrados possuem alta excentricidade, sendo bons vérticies iniciais

para o RCM. Estes vértices sao conhecidos como nés pseudo-periféricos.

Uma modelagem de grafos muito 1util na descricao deste algoritmo é conhecida como
estrutura de nivel (rooted level structure). Dado um né x € X, a estrutura de nivel de x é o

particionamento £(z) de X satisfazendo:

L(x) = {Lo(x), L1(x), ..., Lyaz)(2)},
onde

Lo(x) = {x}, L1(x) = adj(Lo(x)),

Li(z) = adj(Li—1(x)) — Li_s(x),i = 2,3,...,¢(x).

O particionamento £(x) possui um tamanho igual a excentricidade ¢(z) e sua largura
w(z) é definida por:
w(z) = maz{|L;(x)| |1 =0,1,...,¢(z)}.

A estrutura de nivel do né xg da Figura 5.9 é vista na Figura 5.10. O particionamento dos
nés é dado por Lo(zg) = {x¢}, L1(wg) = {x1, 28}, La(ws) = {x2, w3, 24}, La(xg) = {x5, 27}
Desta forma, tem-se que £(xg) = 3 e w(xg) = 3.

O algoritmo 5.11 descreve a busca pelo né pseudo-periférico.
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Figura 5.10: Estrutura de nivel.

Algoritmo N6_pseudo_periférico
{ Objetivo: Encontrar um né pseudo periférico de um grafo. }
parametros de entrada G(X) { Grafo. }
{ Inicializacao }
Escolher um né qualquer r em X;
{ Geragao da estrutura de nivel }
Construir a estrutura de nivel de r:
L(r) ={Lo(r), L1(r), ..., Ly () };
repita
Escolher um né x em Ly (r) de minimo grau;
{ Nova geragao da estrutura de nivel }
Construir a estrutura de nivel de x;
se ((x) > ((r) entao
T x;
senao
interrompa
fim se
fim repita
{ Finalizacao }
O né z é o n6 pseudo-periférico;

fim algoritmo

Figura 5.11: Busca pelo né pseudo-periférico.
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A Figura 5.12 mostra um exemplo da execucao do algoritmo RCM em um grafo a partir
de trés nds iniciais diferentes. O nd raiz (inicial) esta identificado pela letra r e os nés
pertencentes ao nivel i estao identificados pelo inteiro i. No primeiro caso, o algoritmo
alcanca apenas dois niveis de profundidade. Nos dois tltimos grafos, o né raiz escolhido é

pseudo-periférico e o algoritmo alcanca quatro niveis de profundidade.
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Figura 5.12: Aplicacao de algoritmo.

A complexidade do RCM ¢é dada pelo produto entre o grau n do vértice de maior grau

do grafo e o nimero total de arestas |E|, ou seja, O(n|E|).

5.3 Minimo grau

O algoritmo mais usado para reordenagao de matrizes esparsas é o minimo grau [GL80,
GL81]. Esta heuristica tem o objetivo de encontrar uma ordenagao para a matriz tal que
ela sofra o menor preenchimento quando for fatorada pela decomposicao de Cholesky. O
algoritmo é muito sofisticado e poderoso, levando a fatores de solucao normalmente mais

esparsos que outras ordenacoes eficientes como Cuthill-Mckee reverso.

Usando uma abordagem mais simples, pode-se modelar a matriz simétrica como um
grafo nao direcionado, conhecido como grafo de eliminacao GG. O algoritmo basico pode ser

convenientemente escrito em termos do grafo de eliminacao da Figura 5.13.
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Algoritmo Minimo_grau
parametros de entrada A { Matriz simétrica. }
{ Inicializacao }
Construir o grafo de eliminacao G correspondente a matriz A;
parak =1,2,... até G, ={ } faga
Escolher um vértice v, de Gy com o menor grau;
Eliminar vy de G}, para formar o novo grafo de eliminagao Gy1;
fim para

fim algoritmo

Figura 5.13: Minimo grau.

A cada passo k, o vértice com o menor grau é escolhido no grafo de eliminagao corrente
Gy. Uma eliminacdo G(v) é obtida de um grafo G pela remogao do vértice v e de todas
as suas arestas incidentes. Porém, novas arestas sao adicionadas transformando todos os
vértices adjacentes a v em um clique, ou seja, cria-se uma aresta entre cada par de vértices
adjacentes a v. A ordenacao resultante é uma seqiiéncia de vértices vg, vy, ... eliminados

pelo algoritmo.

A Figura 5.14 mostra o relacionamento entre o algoritmo minimo grau (MD: minimum
degree) e o preenchimento da matriz. Nesta figura pode-se observar o grafo de eliminagao e a
matriz correspondente durante as iteragoes do algoritmo. A parte (a) corresponde ao inicio
do algoritmo, a parte (b) se refere a eliminagao do né 1 (iteragao 1), a parte (c) corresponde

a eliminagao do né 2 (iteracao 2) e assim sucessivamente.

Nas matrizes desta figura, os elementos das diagonais sao numerados de acordo com o né
correspondente no grafo. Suas posi¢oes nao nulas, que correspondem as arestas do grafo, sao
representadas por X. A medida que os nos sao eliminados, as matrizes L e LT sao formadas
com as posi¢oes nao nulas representadas por e. Desta forma, em (b) tem-se a primeira linha

de LT e a primeira coluna de L.

O preenchimento (novas arestas) criado no decorrer da fatoragdo sado representados por
B. Assim, a matriz resultante da eliminagao do né 1 sofreu preenchimento entre os nés 4
e 6. As posicoes originalmente nao nulas, onde uma nova aresta seria inserida durante a

eliminagao, sao representados por X (posi¢oes que nao precisaram sofrer preenchimento).
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Figura 5.14: Grafo de eliminacao e matriz correspondente.
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A sele¢ao de um né de minimo grau a ser eliminado implica que o clique formado seja
pequeno. O sucesso desta heuristica pode ser atribuida a esta propriedade de formar o menor
clique possivel como resultado da eliminacao. Muitas técnicas tém sido incorporadas a este
algoritmo visando melhorar a eficiéncia. Na secao 5.3.1 serao apresentadas algumas destas

melhorias.

5.3.1 Propriedades do algoritmo

Diversas técnicas tém sido incorporadas ao algoritmo bésico do MD para melhorar seu
desempenho. Depois de uma eliminacao, o grafo é modificado e os graus dos nés remanes-
centes tém que ser recalculados para que o vértice de minimo grau seja escolhido novamente.
Como a operacao mais cara do algoritmo consiste na atualizacao dos graus, estas técnicas

visam uma reducao deste nimero de atualizacao dos graus.

Eliminacao em massa

Uma técnica simples e muito utilizada para reduzir a quantidade de atualizacao de graus
é conhecida como eliminagao em massa (mass elimination). Esta técnica usa o conceito de
supernode ou noés indistingiiiveis para eliminar um subconjunto de nés na mesma iteracao,

o que pode agilizar o algoritmo.

No processo de eliminacao, dois nds = e y se tornam indistingiiiveis quando satisfazem a

igualdade:
adj(y) Uy = adj(x) U z,

onde adj(y) representa o conjunto de nds adjacentes a y. Desta forma, ter-se-ia um supernode
formado por x e y que seria eliminado de uma vez. O ntmero de nés indistingiiiveis contidos

em um supernode é conhecido como o peso do supernode.

Grau externo

No esquema convencional, o grau de um né é calculado pelo nimero de nés adjacentes
no grafo de eliminacao corrente, ou seja, o grau exato. Desde que a técnica de eliminagao
em massa esteja sendo usada, o tamanho do clique formado por um né y eliminado com seus
indistingiiiveis pode ser diferente do tamanho do clique formado se y fosse eliminado sozinho

(grau exato).
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Diante disto, a técnica do grau externo é utilizada para substituir o grau exato. O grau
externo de um no y é o numero de nés vizinhos que nao sejam indistingiiiveis a ele, ou seja,

o grau externo ao supernode contendo y. O grafo da Figura 5.15 exemplifica este conceito.

Figura 5.15: Grau externo.

O minimo grau corrente é 6, e o né que possui este grau é y. A eliminagao deste no ira
criar um clique com os nés {a,b,c,m,n,o}. Assim, estes nés ficariam com o grau exato de
tamanho 10 e os préximos a serem eliminados seriam {d, e, f, g, h} ou {p, q,r, s, t}, todos de

grau 7.

Pela Tabela 5.1 é possivel comparar o grau exato ao grau externo. Como y nao possui
vizinhos indistingiiiveis, seu grau externo é o proprio grau exato. Ja o né a ¢ indistingtivel
de b e ¢, fazendo que seu grau externo seja o grau exato diminuido de 2. Por outro lado, o

né d é indistingiiivel de e, f, g e h, resultando num grau externo ainda menor (7 — 4 = 3).

Nos Grau exato | Grau externo
Y 6 6
{a,b,c},{m,n, o} 8 6
{d.e, f,g9,h},{p,q,7, 5, t} 7 3

Tabela 5.1: Comparagao entre grau exato e grau externo.

A eliminacao em massa do supernode {d, e, f, g, h} prioritariamente, resulta em um clique
{a,b,c} de tamanho 3 e, conseqiientemente, um preenchimento bem menor, o que justifica

0 uso desta técnica.
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Eliminacao miiltipla

Outra técnica utilizada por alguns algoritmos para reduzir a quantidade de atualizagao
de graus é a eliminacao multipla. Esta técnica elimina multiplos supernodes com o corrente
minimo grau antes que uma completa atualizacao dos graus seja feita. O algoritmo escolhe o
conjunto maximal de vértices independentes, ou seja, um conjunto de vértices nao adjacentes

que seja maximal para ser eliminado em uma iteracao.

E importante destacar que esta modificagao pode nao resultar em uma mesma ordenacao
provida pelo algoritmo original do minimo grau. Pelo grafo da Figura 5.16, pode-se ver que
o minimo grau é 2 e os nés com este grau sao {a, b, d, f, g}. Considere a eliminagao do né a.
O ndé b ¢ indistingiiivel de a, entdao a e b fazem parte de um supernode e sao eliminados em
massa. O menor grau corrente passou a ser 1 e somente ¢ possui este grau. Desta forma, a

seqiiéncia de eliminagao é mostrada na Tabela 5.2.

(D)
ARNYERNVARNVARN

Figura 5.16: Grafo de eliminagao.

Iteracao | Nos eliminados
1 {a, b}

2 c
3 d
1 {e. f, 9}

Tabela 5.2: Seqiiéncia de eliminagao usando eliminacao simples.

Por outro lado, se for aplicada a eliminagao multipla, os nés {a,b}, d e {f, g} de grau 2
serao eliminados na mesma iteracao. A nova seqiiéncia de eliminacao ¢é vista na Tabela 5.3,

onde foram gastas apenas 2 iteragoes e os graus dos nods sofreram menos atualizagoes.
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Iteracao | No6s eliminados

1 {a,b},d,{f,9}

2 c,e

Tabela 5.3: Seqiiéncia de eliminagao usando eliminacao multipla.

Conjunto alcancavel

Uma modelagem muito utilizada para representar um conjunto adjacente a um né per-
tencente a um grafo de eliminagao é conhecida como conjunto alcancével (reachable set). A
partir de um subconjunto S de nés de um grafo, com = ¢ S, o n6 x é alcancével por y através
de S se existe um caminho (y, vy, ..., v, z) dey a x tal que v; € Sparai=1,..., ke k > 0.

Se k fosse zero, o conjunto alcancavel seria equivalente ao conjunto de vértices adjacentes
adj(y).-

O conjunto alcangavel de y através de S é definido pelo operador alcance (reach):
alcance(y, S) = {x ¢ S|s é alcancavel por y através de S}.

A Figura 5.17 exemplifica esta notacao. Supondo o conjunto S = {sl,s2,s3,s4}, o

conjunto alcangavel de y é dado por alcance(y,S) = {a,b,c}, ja que existem os caminhos
(y,s2,s4,a), (y,b) e (y,s1,c).

//—h\\ //—h\\ /’—‘\\
@ LS4 L S2 Fy\ \ sl

Figura 5.17: Conjunto alcancavel.

Para compreender a relagao existente entre conjunto alcangavel e a modelagem de uma eli-
minacao, considere o grafo numerado da Figura 5.18. Esta numeracao representa a seqiiéncia

de nds a serem eliminados.

Definindo-se S; = {x1,...,2;_1} como o conjunto de nds ja eliminados na itera¢ao i, nao
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Figura 5.18: Grafo numerado.

é dificil ver pela definicao de conjunto alcancavel que:

alcance(x1,Sy) = {5, xs}

alcance(xq,S1) = {x4, x5}

= {s}

= {5, 27}

alcance(xs, Sy

alcance(xy, Ss

= {ar, 25}
= {as}

= {ao}

= ¢.

alcance(xg, Ss
alcance(xr, Sg

alcance(xg, Sy

(w1, 50)
(w2, 51)
( )
( )
alcance(xs,S;) = {wg, 7,28}
( )
( )
(s, 57)
( )

alcance(xg, Sg

Desta forma, é possivel definir o conjunto de nés adjacentes a um né y pertencente a um

grafo de eliminacao G; = (X;, E;) como:
alcance(y, {x1,...,2:}),

onde o operador alcance é aplicado ao grafo original Gj.

Absorcao de elementos

Os nés eliminados de um grafo, também conhecidos como elementos, sao utilizados no
calculo do conjunto alcancavel de um né. Por exemplo, considerando-se o grafo da Fi-
gura 5.18 apés a eliminacao dos nés {xy, o, T3, x4, T5}, seu grafo de eliminagao correspon-

dente é dado pela Figura 5.19.
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Figura 5.19: Resultado da eliminacao dos nés {x1, z2, x3, x4, T5}.

Sendo S = {z1, %9, 3,14, x5}, pode-se ver que xg € alcance(zr,S), j4 que existe o
caminho (x7,24,x9, 25, 26). Da mesma forma, xg € alcance(zr,S) devido ao caminho
(7,24, 75,21, 28). O tamanho dos caminhos é 4 e 5, respectivamente. Assim, duas ob-

servagoes podem ser feitas:

e A quantidade de trabalho para gerar os conjuntos alcancaveis pode ser reduzida se o

tamanho dos caminhos para os nds nao eliminados for pequeno.

e Se estes caminhos forem diminuidos ao extremo, ter-se-a a propria modelagem do grafo

de eliminacao onde nao faz sentido o uso de conjunto alcangavel.

Por estes motivos, uma técnica conhecida como absorc¢ao de elementos (element absorp-
tion) realiza a uniao entre os nds eliminados que sejam conectados para formar um tnico né,
fazendo com que o tamanho do conjunto alcangavel fique pequeno e mais facil de ser calcu-

lado. Por exemplo, o novo grafo que representa a Figura 5.19 seria dado pela Figura 5.20.

Figura 5.20: Absorgao de elementos.
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Por conveniéncia, o algoritmo usa x5 = {1, %, 4,25} € x3 = {x3} para denotar estes
componentes conectados em S. Com este novo grafo, os novos caminhos sao (x7, s, xg) €
(27,25, xs), que possuem tamanho igual a 2. Assim, um novo tipo de grafo pode ser usado
para modelar a eliminacao de nés. Neste grafo, que serd apresentado na préxima secao, cada
clique formado durante a eliminacao € representado por um elemento composto pela absor¢ao
dos nés eliminados e nao mais por arestas explicitas. Esta representacao tem um grande

impacto no gerenciamento de dados e na quantidade de memoria utilizada pelo algoritmo.

Grafo quociente

O modelo de eliminagao implementado pelos algoritmos envolve o conceito de grafo quo-
ciente (ou grafo de elementos). O uso deste tipo de grafo introduz uma forma mais compacta

e elegante de representacao da seqiiéncia de mudancas no grafo de eliminagao.

Um grafo quociente G consiste de dois tipo de nds: snodes (ou supernodes) e enodes
(ou elementos). Inicialmente, ele é idéntico ao grafo de eliminagdo G e consiste apenas
de snodes. Quando um snode é eliminado, ele nao é removido do grafo quociente, mas se
torna um enode (supernode eliminado). O conjunto de snodes adjacentes a um snode r é
representado por sadj(r) e o conjunto de enodes adjacentes a r é representado por eadj(r).

Assim, no grafo quociente, tem-se:
adjg(r) = sadj(r) U eadj(r).
Usando esta nova notagao, o conjunto alcangavel de um snode r é a unido dos sadj(r) e

dos snodes que podem ser alcancados através de caminhos consistindo apenas de seus enodes

adjacentes, o que corresponde aos vizinhos no grafo de eliminagao G:
alcanceg(r) = sadj(r) U (Ueceqdj(rySadj(e)).
Conseqlientemente, para determinar o préximo vértice a ser eliminado no algoritmo, o
tamanho dos conjuntos alcangaveis de todos os snodes candidatos deve ser calculado. Para

que isto seja feito com uma maior eficiéncia, a técnica de absor¢ao de elementos é usada para

que o caminho composto apenas por enodes fique pequeno.

A eliminacao de r pode causar mudancas nos conjuntos de adjacéncias de outros snodes:

e Se dois snodes tornam-se indistingiiiveis, eles também sao absorvidos em um tunico

snode.
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e Se dois snodes adjacentes r e s tém um mesmo enode como vizinho, entao a aresta
que une os dois pode ser retirada do grafo, ja que existe uma redundancia (ambos sao

alcancéveis através do enode).

Este novo modelo representa o processo de eliminacao como uma seqiiéncia de grafos
quociente. Na Figura 5.21 é possivel ver esta seqiiéncia. O algoritmo inicia com o grafo
quociente original Gy, onde o conjunto alcancavel de cada snode candidato a eliminacao deve

ser calculado. Como o snode 1 possui o menor conjunto alcancgavel, devera ser eliminado.

Com a eliminacao do snode 1, o novo grafo quociente G; é formado. Neste grafo, o né
eliminado se torna um enode. Novamente, o conjunto alcan¢avel dos candidatos a eliminagao

é calculado e o snode 2 é o préximo escolhido.

Com a eliminagao do snode 2 no grafo G, a técnica de absorgao de elementos é aplicada
ao enode 1, o qual é absorvido pelo novo enode 2. Os snodes 5 e 6 se tornam indistingiiiveis,
formando um unico supernode. Além disto, a aresta redundante que conectava os snodes
{5,6} ao 4 é retirada do grafo, j4 que ambos possuem o mesmo enode 2 como vizinho.
Novamente é feita a escolha do préximo né a ser eliminado e o snode 3 é o de menor

conjunto alcangavel.

Finalmente, no ultimo grafo quociente G3 temos a eliminacao do snode 3. Um novo

supernode formado por 4, 5 e 6 é formado e torna-se o 1inico candidato a eliminacao.
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alcance(l) = {2,6}

alcance(2) = {4,6}

alcance(3) = {5,6}

alcance(4,5,6) = {}

Figura 5.21: Eliminacao por meio de grafos quociente.
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5.3.2 Minimo grau original

O algoritmo original do MD usando grafo quociente sera apresentado nesta segao. Ele usa
algumas das técnicas vistas na secao anterior: eliminagao em massa, grau externo, conjunto

alcancavel e absorcao de elementos.

Apés a eliminagao do né uy na iteragao k, os graus dos nds vizinhos ao né eliminado
precisam ser atualizados. No grafo quociente, isto corresponde ao alcanceg, , (uy), ou seja,
torna-se necessario calcular o conjunto alcancavel do snode a ser eliminado. Apds a eli-
minagao, os snodes do conjunto alcangdvel verificam seus proprios conjuntos alcangaveis

para calcular seus novos graus.

A cada etapa k, quando o snode uy ¢é eliminado em G,_;, a atualizacdo dos graus é

realizada da seguinte forma:

O enodes adjacentes a u; sao absorvidos por este né formando um tnico enode;

e O novo conjunto alcancavel de uy é calculado adicionando-se os snodes adjacentes aos

enodes absorvidos por ele;

Para cada snode r no conjunto alcancavel de uy, cada um dos seus snodes vizinhos sao

contados exatamente uma vez;

Os snodes adjacentes aos enodes vizinhos a r também sao contados exatamente uma

vez.

O algoritmo pode ser descrito na Figura 5.22. O ntimero de arestas examinadas durante

a execucao do algoritmo é dada pela seguinte expressao [HEKPO1]:

Tp
O (Isadi(ue)| + D Isadj(e)l+ Y |leadi(r)|+ Y |sadj(e)] ,
k=1 eceadj(ug) realcance(uy) eceadj(r)

onde n, é o numero de supernodes eliminados (< niimero de nds do grafo) e u;, corresponde

ao supernode eliminado na iteragao k.

Nesta andlise de complexidade, cada termo da expressao corresponde as partes 1a, 1b, 2a
e 2b do algoritmo. Seja n o nimero de nds do grafo e m o nimero de arestas. As adjacéncias
de todos os nds do grafo é O(m) e a soma dos snodes adjacentes aos enodes examinados
a cada iteracao também é O(m). O conjunto alcangdvel é limitado por O(n) e o nimero
de arestas examinadas por este alcance é O(m). Com isto, a ordem de complexidade do

algoritmo ¢ O(n(m + nm)) = O(n*m).
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Algoritmo MD
{ Objetivo: Realizar a ordenagao por minimo grau }
Go = G;
Calcular supernodes iniciais e seus pesos;
Calcular graus iniciais;
visita < 0; k «— 0; t « O;
enquanto existem snodes em G faga
k—Fk+1;
Escolher snode u; de minimo grau;
Substituir snode u; pelo enode uy;
{ 1. Encontrar conjunto alcancavel de u;, }
t«— t+ 1; alcance — {};
{ 1la. Incluir snodes adjacentes a uy no conjunto alcangével }
para cada snode r € sadj(uy) faga
visita(r) < t; alcance <« alcance U r;
{ 1b. Incluir snodes vizinhos aos enodes adjacentes a uy no conjunto alcancavel }
para cada enode e € eadj(uy) faga
para cada snode r € sadj(e) com visita(r) < t faga
visita(r) < t; alcance <« alcance U r;
uy, absorve e formando um 1nico enode;
Calcular novos supernodes;
Atualizar grafo quociente formando Gy;
{ 2. Atualizar graus dos snodes pertencentes ao conjunto alcangavel de uy }
para cada snode r € alcance faga
t«— t+ 1; visita(r) « t; grau(r) < 0;
{ 2a. Examinar snodes adjacentes a r }
para cada snode s € sadj(r) faga
visita(s) < t; grau(r) «— grau(r) + peso(s);
{ 2b. Examinar enodes adjacentes a r e os snodes vizinhos a estes enodes }
para cada enode e € eadj(r) faga
para cada snode s € sadj(e) com visita(s) < t faga
visita(s) < t; grau(r) «— grau(r) + peso(s);

ny «— k;

Figura 5.22: Algoritmo do minimo grau.
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5.3.3 Minimo grau miiltiplo

O algoritmo minimo grau multiplo (MMD: multiple minimum degree), foi originalmente
proposto por Liu [Liu85]. Além das técnicas utilizadas pelo MD, ele utiliza a eliminacao

multipla para aumentar a eficiéncia.

A cada passo 7 do algoritmo, um conjunto independente K; de vértices de minimo grau é
encontrado. Eles sao eliminados e os vértices adjacentes a eles sao marcados como vértices
cujos graus precisam ser atualizados. No grafo quociente, estes vértices que precisam ser
atualizados consistem da uniao dos conjuntos alcancdveis de todos os snodes em K;. Se
estes conjuntos alcancaveis tiverem snodes em comum, serao feitas menos atualizagoes que
no algoritmo original MD. Os graus de todos os vértices marcados sao atualizados apenas
depois da eliminacgao. Porém, se todos os conjuntos independentes tiverem tamanho um, o
trabalho gasto pelo MMD ¢ igual ao MD.

Como sao usados graus externos para snodes, a eliminagao de um snode do conjunto
independente K pode tornar o grau externo de um snode fora de K menor que o grau
externo dos snodes restantes de K. Neste caso, uma pequena perturbacao na ordenacao
poderéd ocorrer, como foi discutido anteriormente nas tabelas 5.2 e 5.3. Entretanto, na

pratica, a qualidade do MMD ¢é melhor que a do MD em relacao ao preenchimento.

O algoritmo esta representado pela Figura 5.23. Novamente, o nimero de arestas exa-

minadas durante a execucao do algoritmo ¢é dada pela seguinte expressao [HEKPO1]:

np
OD D Isadi(R) + D> [sadj(e)|+ > |sadj(r)|+ ) |sadj(e)]
k=1 \keK; eceadj(K;) realcance(K;) eceadj(r)

onde nj é o numero de conjuntos independentes de supernodes eliminados (< ntmero de
nés do grafo) e k corresponde a um dos supernodes contidos no conjunto independente K;

eliminado na iteracao .

Cada termo da expressao acima corresponde as partes la, 1b, 3a e 3b do algoritmo. A
andlise é similar a do agoritmo MD. No maximo O(n) snodes podem estar no conjunto
alcangavel, fazendo com que a ordem de complexidade do algoritmo também seja O(n(m +

nm)) = O(n*m) para o pior caso.
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Algoritmo MMD
{ Objetivo: Realizar a ordenagao por minimo grau multiplo }
Go = G;
Calcular supernodes iniciais e seus pesos;
Calcular graus iniciais;
visita «<— 0; ¢ < 0; t « 0;
enquanto existem snodes em G; faca
14— 1+ 1
Escolher o conjunto independente de snodes de minimo grau Kj;
t«— t+ 1; alcance — {};
{ 1. Eliminar snodes em K; }
{ alcance é a uniao dos conjuntos alcangaveis destes snodes }
para cada snode k € K; faga
visita(k) «— oo;
para cada snode r € sadj(k) faca { la }
visita(r) < t; alcance < alcance U r;
para cada enode e € eadj(k) faga { 1b }
para cada snode r € sadj(e) com visita(r) < t faga
visita(r) < t; alcance < alcance U r;
{ 2. Atualizar grafo quociente apds a eliminagao dos snodes em K; }
para cada snode k € K; faga
Substituir snode k pelo enode k;
k absorve eadj(k) formando um tnico enode;
Calcular novos supernodes;
Formar G;;
{ 3. Atualizar graus dos snodes pertencentes ao conjunto alcangével }
para cada snode r € alcance faga
t «— t+ 1; visita(r) — t; grau(r) < 0;
para cada snode s € sadj(r) faca { 3a }
visita(s) < t; grau(r) < grau(r) + peso(s);
para cada enode e € eadj(r) faca { 3b }
para cada snode s € sadj(e) com visita(s) < t faga
visita(s) «— t; grau(r) <« grau(r) + peso(s);

Ny <— 1]

Figura 5.23: Algoritmo do minimo grau multiplo.
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5.3.4 Minimo grau aproximado

Tal como o MD, o algoritmo do minimo grau aproximado (AMD: approzimate minimum
degree) [ADD96] nao utiliza a elimina¢ao multipla do MMD. A idéia do AMD ¢ calcular
um limite superior para os graus dos nés a serem atualizados a um custo mais baixo do que
o céalculo do grau externo correto. Este limite superior é definido como grau aproximado

agrau e é usado na escolha do snode a ser eliminado.

Sabe-se que o peso de um snode consiste no nimero de nés indistingiiiveis que compoem
este supernode. Pode-se definir o peso de um enode e como a soma dos pesos dos snodes
adjacentes a ele no grafo quociente corrente, ou seja:

peso(e) = Z peso(s).

s€sadj(e)

Seja r um snode cujo grau precisa ser atualizado. O grau de r nao pode ser maior que
a soma dos pesos de todos os snodes e enodes adjacentes a ele no grafo quociente corrente.
Porém, o conjunto dos snodes adjacentes aos enodes de eadj(r) pode se sobrepor, fazendo
com que o limite se torne muito acima do real e causando um gap. Este gap pode ser
reduzido calculando-se um valor dif(e) associado com cada enode para remover algumas

destas sobreposicoes nos conjuntos adjacentes.

Seja u, 0 nd a ser eliminado no passo k. Apods absorver todos os seus enodes vizinhos,
seu novo peso torna-se a soma dos pesos de todos os snodes r € alcanceg, , (uy):

peso(uy,) = Z peso(r).

r€alcanceg, | (u)

Como cada snode r no conjunto alcancavel acima é um vizinho do enode u, em Gy,
o valor peso(uy) serd adicionado ao grau aproximado de r. Assim, para todos os enodes
e € eadj(r) onde e # uy, incluimos no peso(e) apenas a contribuicao dos pesos dos snodes

disjuntos daqueles que estao no conjunto alcangavel.

A fungdo dif(e) para enodes e € eadj(alcanceg, ,(uy)) no grafo quociente Gy pode ser

definida por:

dzf{e) _ peso(e) se e = Ug,

peso(e) - Zre(alcancegkil(uk)ﬂsadj(e)) peSO(T) s € % Uk

O grau aproximado de r € alcanceg, ,(ux) é calculado da seguinte forma:

agrau(r) = peso(uy) + Z peso(s) + Z dif(e).

s€sadj(r) eceadj(alcance(uy))
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O algoritmo é apresentado na Figura 5.24. Devido a grande dificuldade em se encontrar
intersecao entre conjuntos, a eliminacao multipla normalmente nao é implementada no AMD.

Assim, o numero total de itera¢oes do algoritmo é a seguinte [HEKPO1]:

'p
O (laditw)l+ Y Isadie)l+ > leadi(r)| | |,
k=1 eceadj(ug) realcance(uy)

onde n, é o nimero de supernodes eliminados (< ntimero de nds do grafo) e uy, corresponde

ao supernode eliminado na iteragao k.

Na expressao acima, o segundo e o terceiro termos juntos possuem uma complexidade
da ordem O(m). Assim, a complexidade do algoritmo AMD é O(n(m + m)) = O(nm), que
é menor que a complexidade dos algoritmos MD e MMD (O(n?*m)). Por isto, o AMD foi

escolhido para reordenacao das matrizes de testes neste trabalho.
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Algoritmo AMD
Go = G;
Calcular supernodes iniciais e seus pesos;
para cada snode r € G, faga
grau(r) < 0;
para cada snode s € sadj(r) faca
grau(r) «— grau(r) + peso(s);
visita «— 0; k «— 0; t « O;
enquanto existem snodes em G, faca
k—Fk+1;
Escolher snode de minimo grau aproximado uy;
kpeso «— peso(uy);
Substituir snode u; pelo enode uy;
t «— t+ 1; alcance — {}; peso(uy) < 0;
{ 1la. Incluir snodes adjacentes a uy no conjunto alcangével }
para cada snode r € sadj(uy) faga
visita(r) < t; alcance <« alcance U r;
peso(ug) < peso(uy) + peso(r);
sgrau(r) <« sgrau(r) — kpeso;
{ 1b. Incluir snodes vizinhos aos enodes adjacentes a u no conjunto alcangavel }
para cada enode e € eadj(uy) faga
para cada snode r € sadj(e) com visita(r) < t faca
visita(r) < t; alcance «— alcance U r;
peso(uy) < peso(uy) + peso(r);
uy, absorve e formando um tinico enode;
Calcular novos supernodes; Atualizar G; &k «— k+ 1;
{ 2a. Calcular dif(e) para enodes adjacentes aos snodes do conjunto alcangavel }
para cada snode r € alcance faga
para cada enode e € eadj(r), sendo e # uy faga
se visita(e) < t entao
dif (e) < peso(e) — peso(r); visita(e) « t;
senao dif (e) < dif (e) — peso(r);
{ 2b. Calcular grau aproximado dos snodes pertencentes ao conjunto alcangavel }
para cada snode r € alcance faga
agrau(r) «— grau(r) + peso(uy) — peso(r);
para cada enode e € eadj(r), sendo e # uy, faga
agrau(r) <« agrau(r) + dif (e);

ny < k;

Figura 5.24: Algoritmo de minimo grau aproximado.



Capitulo 6

Influéncia da reordenacao no

CCCG(n)

Este capitulo tem como finalidade analisar a influéncia da reordenagao de matrizes es-
parsas no desempenho método CCCG(n). O efeito de reordenagdes sobre métodos iterativos
precondicionados tem sido discutido por muitos artigos. Normalmente, a primeira escolha
baseia-se em algoritmos que sao especializados na reducao do preenchimento criado pelo
precondicionador. Entretanto, como pode ser visto em [DM89], os algoritmos que reduzem
a largura de banda da matriz também podem acelerar a convergéncia da solugao, apesar
de demandarem um maior espaco de armazenamento. Desta forma, pretende-se verificar

situagoes onde um determinado tipo de reordenacao torna o CCCG(n) mais eficiente.

6.1 Descricao da implementacao

O sucesso de algoritmos para computacao de matrizes esparsas depende crucialmente
da qualidade de sua implementacao. Por este motivo, estes algoritmos foram analisados
detalhadamente nos capitulos anteriores. Toda a implementacao foi feita usando a lingua-
gem FORTRAN-77 [Ltd90], j& que o objetivo do trabalho é incorporar os algoritmos de
reordenacao ao cédigo original do CCCG(n) escrito em FORTRAN e disponibilizado pelo
autor [Cam95]. Como esta linguagem foi projetada para célculos matemadticos (suporta
nimeros complexos), torna-se muito eficiente no contexto de algoritmos numéricos. Além
disto, existem muitos codigos disponiveis escritos em FORTRAN e muitas bibliotecas di-
gitais. Com este ganho em eficiéncia, foi possivel realizar testes com matrizes de grande

porte.



6. Influéncia da reordenagdo no CCCG(n) 76

O algoritmo de contagem de colunas, o qual utiliza o nimero de elementos nao nulos
de cada coluna para realizar a ordenacao, foi o mais simples de ser implementado. Como
a estrutura de dados utilizada pelo CCCG(n) é a coluna esparsa compactada (segao 4.1.2),
a maior dificuldade encontrada na implementagao do algoritmo foi contar os elementos da
parte triangular superior da matriz. Estes elementos nao sao armazenados pela estrutura e
foi necessario descobrir a informacao da sua coluna através da sua simetria com os elementos

da matriz triangular inferior para fazer a contagem.

Em relagdo ao minimo grau aproximado, foi utilizado o cédigo AMDBAR que se encontra
disponivel no repositério da NETLIB [DADR]. Esta implementagao é muito conhecida pela
sua eficiéncia. Foi necessario fazer uma adaptacdo entre este cédigo e o CCCG(n), ja que
suas estruturas de armazenamento eram completamente diferentes. Enquanto o CCCG(n)
utiliza a coluna esparsa compactada, o AMDBAR utiliza uma estrutura que armazena todos os
elementos nao nulos da matriz, com excecao da diagonal. Devido ao tamanho das matrizes
de testes, esta montagem da nova estrutura a partir do formato CCCG foi feita buscando

minimizar ao maximo a quantidade de memoria necessaria.

Quanto ao Cuthill-McKee reverso, o Instituto de Pesquisa European Synchrotron Radi-
ation Facility [PD] disponibiliza o c6digo CUTCHO que usa a mesma heuristica estudada na
secao 5.2. Da mesma forma que o minimo grau, foi necessario montar a estrutura utilizada
pelo CUTCHO a partir do CCCG, ja que todos os elementos nao nulos da matriz sao utilizados

no caminhamento proposto no Cuthill-McKee reverso.

Finalmente, a partir do vetor de ordenagao resultante destes trés algoritmos, foi necessario
criar uma versao especial do Quicksort nao recursivo para reordenar a matriz, tal como foi
visto na se¢ao 4.3. A dificuldade em se reordenar os elementos na estrutura de coluna esparsa
compactada estd na mudanca de posi¢ao entre os elementos da parte triangular inferior para
a parte triangular superior da matriz e vice-versa. O Quicksort teve que ser adaptado para
prever a posicao exata onde cada elemento deveria ficar, armazenando somente a parte

inferior da nova matriz no final da reordenacao.

6.2 Descricao das matrizes de testes

Os testes foram realizados utilizando o repositorio de matrizes esparsas disponibilizado
pela Universidade da Florida [Dav]. Ele é composto por um grande conjunto de matrizes
esparsas com origem em varios tipos de problemas tais como engenharia de estruturas,

estatistica etc. Compreende, aproximadamente, 1322 matrizes. A menor possui ordem 5 com
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19 elementos nao nulos e a maior possui ordem 5,1 milhoes com 99,2 milhoes de elementos.

Dentre as cole¢oes disponiveis, a Harwell-Boeing [DGL92] é a mais utilizada, apesar de
que novas cole¢coes maiores estao comecando a ser difundidas. A Harwell-Boeing contém
matrizes de vérios tipos (simétricas, nao simétricas, retangulares, reais, complexas), mas

apenas matrizes simétricas definidas positivas foram escolhidas.

Na Tabela 6.1 encontram-se as séries de matrizes utilizadas nos testes (formato Harwell-

Boeing).
Série Aplicacao
Besstrucl Dynamic analyses in structural engineering
Besstruc2 Static analyses in structural engineering
Besstruc3 Dynamic analyses in structural engineering
Lanpro Linear equations in structural engineering
Psadmit Power system networks
Boeing Structural engineering matrices
Cunningham Finite element matrices
GHS _psdef Positive definite matrices
Mulvey Financial portfolio optimization
Nasa Matrices from NASA - structural engineering problems
ND ND problem set
Oberwolfach Oberwolfach model reduction benchmark collection

Tabela 6.1: Séries de matrizes de testes.

Entre as matrizes testadas, algumas foram selecionadas e suas caracteristicas principais
encontram-se na Tabela 6.2. Nesta tabela, o tamanho da matriz se refere ao niimero de ele-
mentos nao nulos da parte triangular inferior. Na Figura 6.1 tem-se o padrao de esparsidade

de algumas matrizes.
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Matriz Ordem | Tamanho Fonte
nos3 960 8402 Lanpro
nos6 675 1965 Lanpro
nos7 729 2673 Lanpro

494 bus 494 1080 Psadmit

1138 _bus 1138 2596 Psadmit
besstk06 420 4140 Besstrucl
besstk08 1074 7017 Besstrucl
besstk10 1086 11578 Besstrucl
besstk1b 3948 60882 Besstruc2
besstk16 4884 147631 Besstruc2
minsurfo | 40806 122214 GHS _psdef
wathen120 | 36441 301101 GHS _psdef
finanb12 | 74752 | 335872 Mulvey
nasasrb 54870 | 1366097 Nasa
gyro_k 17361 519260 | Oberwolfach

Tabela 6.2: Propriedades de algumas matrizes de testes.
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nos3 nos6

nos7

bcsstk06

bcsstkl10

bcsstklb bcsstkl6

Figura 6.1: Padrao de esparsidade de algumas matrizes.
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6.3 Andlisede Le L 1AL T

Foram realizados alguns testes preliminares com o propédsito de mostrar como o preen-
chimento do fator L utilizado pelo precondicionador varia com a reordenacao. Além disto,
também foi feita uma andlise sobre o efeito da reordenagao na distribuicao dos autovalo-
res (autoespectro) da matriz precondicionada L™1AL™T. E interessante verificar como o
comportamento das caracteristicas de convergéncia de algumas matrizes precondicionadas é

modificado com a aplicacao de algoritmos de reordenacao.

Estes testes de simulagdo foram realizados no MATLAB [Mat00], onde uma versao da
fatoragao controlada de Cholesky e do gradiente conjugado foi desenvolvida. Além disto, o
MATLAB possui as rotinas préprias dos algoritmos de reordenagao: symamd (minimo grau
aproximado), symrem (Cuthill-McKee reverso) e colperm (contagem de colunas). Como o
cddigo destas heuristicas nao esta disponivel, é possivel que haja alguma diferenca em relacao
aos resultados obtidos pelo codigo em FORTRAN.

6.3.1 Estrutura de L

O nivel de preenchimento da fatoracao controlada de Cholesky pode ser modificada pelo
parametro 7, levando a diferentes padroes de esparsidade do fator L criado. E interessante
comparar este padrao de esparsidade de uma matriz com a ordenagao original e apds o uso

de algum algoritmo de reordenacao.

Na Figura 6.1 tem-se o padrao de esparsidade das matrizes 1138_bus e bcsstk06. A
primeira matriz possui estrutura bastante irregular, com os elementos nao nulos bem es-
palhados, e a segunda possui uma estrutura conhecida como banda, onde os elementos se
concentram proximos da diagonal. A variacao do fator de preenchimento L pode ser vista
nas Figuras 6.2, 6.3, 6.4 e 6.5 para a matriz 1138_bus e nas Figuras 6.6, 6.7, 6.8 e 6.9 para
a matriz bcsstk06. Cada figura contém quatro matrizes que representam os niveis de pre-
enchimento controlado pelo parametro n que sao 0, 5, 10 e 20. E facil perceber como a

reordenagao da matriz leva a fatores mais esparsos.
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Fator L da matriz 1138_bus sem reordenacéo com Eta = 0

Fator L da matriz 1138_bus sem reordenacéo com Eta = 5
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Fator L da matriz 1138_bus sem reordenagéo com Eta = 10 Fator L da matriz 1138_bus sem reordenagéo com Eta = 20
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Figura 6.2: Fator L da matriz 1138_bus sem reordenagao.
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Fator L da matriz 1138_bus reordenada por AMD com Eta = 0 Fator L da matriz 1138_bus reordenada por AMD com Eta = 5
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Figura 6.3: Fator L da matriz 1138_bus reordenada pelo minimo grau aproximado.
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Fator L da matriz 1138_bus reordenada por RCM com Eta = 0 Fator L da matriz 1138_bus reordenada por RCM com Eta =5
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Figura 6.4: Fator L da matriz 1138_bus reordenada pelo Cuthill-McKee reverso.
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Fator L da matriz 1138_bus reordenada por COL com Eta =0

Fator L da matriz 1138_bus reordenada por COL com Eta =5
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Figura 6.5: Fator L da matriz 1138_bus reordenada pelo contagem de colunas.
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Fator L da matriz bcsstk06 sem reordenagéo com Eta = 0
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Figura 6.6: Fator L da matriz bcsstk06 sem reordenacao.
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Fator L da matriz bcsstk06 reordenada por AMD com Eta = 0 Fator L da matriz bcsstk06 reordenada por AMD com Eta = 5
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Figura 6.7: Fator L da matriz bcsstk06 reordenada pelo minimo grau aproximado.
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Fator L da matriz bcsstk06 reordenada por RCM com Eta = 0 Fator L da matriz bcsstk06 reordenada por RCM com Eta =5
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Figura 6.8: Fator L da matriz bcsstk06 reordenada pelo Cuthill-McKee reverso.
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Fator L da matriz bcsstk06 reordenada por COL com Eta =0 Fator L da matriz bcsstk06 reordenada por COL com Eta =5
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Figura 6.9: Fator L da matriz bcsstk06 reordenada pelo contagem de colunas.
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A Tabela 6.3 mostra o nimero de elementos nao nulos do fator L das matrizes 1138_bus
e bcsstk06 para os 4 niveis de preenchimento testados (n = 0, 5, 10 e 20) e para as re-
ordenagoes utilizadas: original, minimo grau aproximado (AMD), Cuthill-McKee reverso
(RCM) e contagem de colunas (COL). Todos os algoritmos levaram a fatores mais esparsos,
sendo o minimo grau aproximado o que mais se destacou, ja que seu objetivo é exatamente

produzir fatores mais esparsos (se¢ao 5.3).

i Matriz 1138_bus Matriz bcsstk06

original | AMD | RCM | COL | original | AMD | RCM | COL
0 2596 | 2596 | 2596 | 2596 4140 | 4140 | 4140 | 4140
2689 | 3215 | 4021 | 3504 6004 | 5563 | 5836 | 5780
10 8490 | 3264 | 4661 | 3985 7791 | 6785 | 7431 | 7400
20 13731 | 3264 | 5164 | 4777 11303 | 8717 | 10274 | 10492

Tabela 6.3: Numero de elementos do fator L obtido pelo MATLAB.

6.3.2 Autoespectro de L~ 'AL"T

A distribuicao dos autovalores de uma matriz precondicionada determina a convergéncia
do gradiente conjugado. Quanto mais préximos estes autovalores estiverem de 1, mais rapida
serd a convergéncia do método. Assim, foram realizados alguns testes para verificar o com-
portamento das caracteristicas de convergéncia de algumas matrizes precondicionadas diante

da aplicacao de algoritmos de reordenacao.

Sejam as matrizes 1138 _bus e bcsstk06 da Figura 6.1. A variacao do seu autoespectro
pode ser vista nas Figuras 6.10, 6.11, 6.12 e 6.13 para a matriz 1138_bus e 6.14, 6.15, 6.16
e 6.17 para a bcsstk06. O eixo x representa os autovalores em escala logyy, ou seja, o
valor 0 representa um autovalor igual a 10° = 1, o valor -0,5 representa o autovalor igual
a 107%° = 0, 3162, variando entre 0,0001 (107*) e 1000 (10%). J& o eixo y representa a
quantidade de autovalores que contém o valor determinado no eixo x. Obviamente, as

matrizes possuem um total de autovalores igual a sua ordem.

O autoespectro da matriz 1138_bus sem reordenacao esté representada na Figura 6.10.
Neste caso, para n = 0, h4 uma maior dispersao dos autovalores, que variam entre 10~* e 10°.
Para n = 5, 10 e 20, tem-se autovalores espalhados entre 1073 e 10°. Porém, para n = 20,
esses autovalores estdo concentrados mais préoximos de 1. Apds a reordenacao pelo minimo
grau aproximado, tem-se o autoespectro na Figura 6.11. Para n = 5 ja é possivel perceber

uma melhoria em relacao a distribuicio dos autovalores, que variam entre 10=2 e 10°. Nos
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demais niveis de preenchimento, houve uma concentracao entre 107 e 10°, acelerando a
convergéncia do CG. No caso do Cuthill-McKee reverso (Figura 6.12), o comportamento
deste algoritmo foi parecido com o do minimo grau aproximado, variando de 1072 a 10°
para n = 5 e concentrando proximo de 1 com o preenchimento. Na Figura 6.13, tem-se o
autoespectro apds a reordenadacao pelo contagem de colunas. Este algoritmo teve a pior
distribuicao, variando de 10~* a 10° sem preenchimento, de 1072 a 10° com n = 5, de 1072
a 10° com n = 10 e de 107! a 10° com n = 20.

Outro exemplo é dado pela matriz bcsstk06, na Figura 6.14. Para n = 0 e 5, hd uma
variacao dos autovalores entre 1072 e 10°, sendo a maioria concentrada em 107%5. Para n
= 10, tem-se autovalores espalhados entre 107! e 10%%, com a maioria ainda concentrada
em 10795, J4 para n = 20, houve uma melhora da distribuicio e os autovalores ficaram
concentrados mais proximos de 1. Apos a reordenacao pelo minimo grau aproximado, o au-
toespectro desta matriz pode ser visto na Figura 6.15. E visivel como este algoritmo piorou a
distribuicao dos autovalores, os quais permaneceram espalhados em todos os niveis de preen-
chimento, com uma grande concentragao em 107%5. O Cuthill-McKee reverso (Figura 6.16)
teve uma distribuicao ruim para n = 0 variando de 1072 a 10!. Porém, para um maior nivel
de preenchimento, a distribuicao melhorou e os autovalores se concentraram entre 107%° e
1. Pela Figura 6.17, pode-se ver que o contagem de colunas novamente teve a pior distri-
buigao de todos. Os autovalores ficaram dispersos para todos os niveis de preenchimento e

se concentraram em 10792,
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Matriz 1138_bus sem reordenacdo com Eta = 0
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Figura 6.10: Autoespectro da matriz 1138_bus sem reordenacao.
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Matriz 1138_bus reordenada por AMD com Eta = 0 Matriz 1138_bus reordenada por AMD com Eta = 5
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Figura 6.11: Autoespectro da matriz 1138_bus reordenada pelo minimo grau aproximado.
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Matriz 1138_bus reordenada por RCM com Eta = 0 Matriz 1138_bus reordenada por RCM com Eta =5
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Figura 6.12: Autoespectro da matriz 1138_bus reordenada pelo Cuthill-McKee reverso.
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Matriz 1138_bus reordenada por COL com Eta =0 Matriz 1138_bus reordenada por COL com Eta =5
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Figura 6.13: Autoespectro da matriz 1138_bus reordenada pelo contagem de colunas.
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Matriz besstk06 sem reordenagéo com Eta = 0 Matriz besstkO6 sem reordenacéo com Eta=5
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Figura 6.14: Fator L da matriz bcsstk06 sem reordenagao.
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Matriz bcsstk06 reordenada por AMD com Eta = 0 Matriz besstk06 reordenada por AMD com Eta = 5
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Figura 6.15: Autoespectro da matriz bcsstk06 reordenada pelo minimo grau aproximado.
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Matriz besstk06 reordenada por RCM com Eta = 0
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Figura 6.16: Autoespectro da matriz bcsstk06 reordenada pelo Cuthill-McKee reverso.
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Matriz besstk06 reordenada por COL com Eta = 0
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Figura 6.17: Autoespectro da matriz bcsstk06 reordenada pelo contagem de colunas.
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A Tabela 6.4 mostra o niimero de iteragoes gastas na convergéncia do gradiente conjugado
precondicionado para os 4 niveis de preenchimento testados (n = 0, 5, 10 e 20) e para a
reordenacoes utilizadas nas matrizes 1138_bus e bcsstk06. Para a matriz 1138_bus, a qual
possui estrutura irregular, todos os algoritmos de reordenacao aceleraram a convergencia do
método, sendo que o minimo grau aproximado precisou de menos iteracoes ao ser permitido
algum preenchimento. No caso da matriz banda bcsstk06, apenas o Cuthill-McKee reverso
acelerou a convergeéncia. Este resultado estda de acordo com o autoespectro destas matrizes
analisado anteriormente, onde a distribuicao dos autovalores melhora a convergéncia do
método. E interessante ver na Figura 6.11 como o minimo grau aproximado se destacou em

relacao aos demais, caso oposto acontecendo com o contagem de colunas na Figura 6.17.

n Matriz 1138_bus Matriz bcsstk06
original | AMD | RCM | COL | original | AMD | RCM | COL
0 131 75 70 95 40 72 50 89
31 9 11 16 29 46 26 61
10 19 1 7 10 19 32 15 50
20 12 1 3 6 13 24 9 32

Tabela 6.4: Numero de iteracoes gastas pelo CG precondicionado, obtido pelo MATLAB.

6.4 Resultados numéricos

O principal critério utilizado para comparacao entre os métodos de reordenacao é o
numero de iteragoes gastas na convergéncia do CCCG. Porém, deve haver um equilibrio
entre o numero de iteracoes, o preenchimento do fator L e o tempo gasto para realizar a

convergéncia do método.

Os experimentos numéricos usando o G77 foram realizados utilizando o sistema ope-
racional Suse Linux 9.2, processador Intel(R) Xeon(TM) de 3,06 GHz e meméria de 1,5
Gb. Os resultados descritos aqui sao uma selegao representativa de um grande ntmero de

experimentos.

Um observacao importante é que mesmo a matriz A sendo simétrica definida positiva, a
fatoragao incompleta pode fazer com que o fator L nao tenha elementos positivos na diagonal.
Esse problema é resolvido incrementando-se a diagonal de A por um fator constante. Porém,

isto pode causar desestabilizacao no gradiente conjugado.
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6.4.1 Matriz A com estrutura irregular

Algumas matrizes com estruturas semelhantes foram escolhidas para que seja feita uma
comparagao entre o preenchimento e a quantidade de iteragoes necessarias para a con-
vergéncia do método. Matrizes com estrutura irregular nao possuem nenhum tipo de or-
ganizacao no seu padrao de esparsidade, como pode ser visto na Figura 6.1 pelas matrizes
nos6, 494 bus, 1138_bus, bcsstk08 e besstkl5. O preenchimento criado pela fatoracao e

o numero de iteragoes gastas na solugao destas matrizes serao analisados a seguir.

De acordo com a Figura 6.18, o nimero de iteracoes da matriz nos6 reordenada pelo
AMD diminui consideravelmente. Da mesma forma, para a matriz 494_bus (Figura 6.19), o
AMD teve um desempenho destacavel na convergéncia, sendo que o RCM também trouxe

melhorias.

O comportamento da matriz 1138_bus, representado na Figura 6.20, foi parecido com o
da 494 _bus, onde o AMD teve o melhor desempenho em relagao aos outros métodos. Para
a matriz bcsstk08, novamente o AMD trouxe grandes melhorias ao ser permitido preenchi-
mento, o que pode ser visto na Figura 6.21. O COL desestabilizou a matriz precondicionada

para n = 0, o que foi representado pelo simbolo (*).

No caso da matriz besstk1b (Figura 6.22), tanto o AMD como o COL desestabiliza-
ram a matriz precondicionada para n = 0 e 5. Desta forma, nenhum método melhorou a
convergeéncia do CCCG(n).
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Namero de iteragoes

Figura 6.18:
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10 8135 | 5087 | 7548 | 7368 7 8 8 9
15 10896 | 5978 | 9912 | 9845 ) 4 6 6
20 12935 | 6392 | 12041 | 12186 2 3 ) )
30 16904 | 6453 | 15875 | 16634 1 1 3 3
40 16904 | 6453 | 18797 | 20855 1 1 2 2
50 16904 | 6453 | 21338 | 24533 1 1 2 2
Preenchimento x Iteracdes da matriz nos6
= ‘ ‘ ‘ A origina‘ll
451 O- AMD A
©- RCM
—%- COL

Preenchimento e ntimero de iteragoes da matriz nos6.
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Elementos nao nulos Numero de iteracoes
original | AMD | RCM | COL | original | AMD | RCM | COL
1080 | 1080 | 1080 | 1080 105 48 94 | 129
2405 | 1394 | 2211 | 2713 19 9 20 30
10 3312 | 1414 | 3095 | 4232 12 1 13 19
15 3997 | 1414 | 3839 | 5562 10 1 10 14
20 4475 | 1414 | 4440 | 6801 9 1 8 11
30 5363 | 1414 | 5449 | 9059 6 1 7
40 5999 | 1414 | 6322 | 11177 5 1 5
50 6511 | 1414 | 7058 | 13271 4 1 3

Preenchimento x Iteragdes da matriz 494_bus

T %ﬁ T T T T
\ —&— original
120 A\ O- AMD |
N © RCM
\ —— COL

Ndmero de iteragdes

20

1 1 1
3 3.2 3.4 3.6 3.8 4
Preenchimento do fator L em escala Log10

Figura 6.19: Preenchimento e niimero de iteragoes da matriz 494 _bus.
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Figura 6.20: Preenchimento e niimero de iteragoes da matriz 1138_bus.
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Preenchimento do fator L em escala Log10

|
4.2

- .“.l-:.ll..' - i 11
i REDE
Elementos nao nulos Nimero de iteracoes
original | AMD | RCM | COL | original | AMD | RCM | COL
2596 | 2596 | 2596 | 2596 140 75 149 | 201
5688 | 3225 | 5531 | 6641 32 10 35 51
10 8490 | 3274 | 8080 | 10461 20 1 21 30
15 11149 | 3274 | 10306 | 14136 15 1 15 23
20 13731 | 3274 | 12296 | 17631 13 1 12 18
30 18603 | 3274 | 15940 | 24018 11 1 12
40 23236 | 3274 | 19325 | 29575 10 1
50 27579 | 3274 | 22360 | 34550 9 1
Preenchimento x Iteragbes da matriz 1138_bus
200F ™ T T T \ﬁéﬁ o =
\ o- AMD
180 \ © RCM ||
\ —— COL



6. Influéncia da reordenagdo no CCCG(n)

104

Figura 6.21: Preenchimento e niimero de iteragoes da matriz bcsstk08.
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T

Namero de iteragoes
=
ul
T
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a---o

4.1

I I I
4.2 4.3 4.4 45 4.6 4.7 4.8

Preenchimento do fator L em escala Log10

Elementos nao nulos Numero de iteracoes
original | AMD | RCM | COL | original | AMD | RCM | COL
7017 | 7017 | 7017 | 7017 23 29 27 | 30(%)
12143 | 10053 | 11564 | 12269 14 9 17 15
10 17316 | 12455 | 15992 | 17470 12 7 16 13
15 22454 | 14593 | 20392 | 22654 12 6 15 12
20 27533 | 16574 | 24711 | 27804 11 ) 14 11
30 37626 | 20101 | 33130 | 38008 10 4 13 10
40 47829 | 23030 | 41423 | 48127 3 12
50 D7784 | 25504 | 49543 | 58312 3 11
Preenchimento x Iteragdes da matriz bcsstk08
30L EN ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ﬁéf‘ original ‘7
AN O- AMD
\ ©- RCM
o N\ —- COL
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Elementos nao nulos

Numero de iteracoes

701

Ndmero de iteragdes

60

50

a0}

30

20

5.1
Preenchimento do fator L em escala Log10

I
5.2

original | AMD | RCM COL | original | AMD | RCM | COL
60882 | 60882 | 60882 | 60882 68 | 123(*) | 114 | 127(¥)
80330 | 77580 | 79964 | 80163 46 | 85(%) 65 | 80(%)
10 99696 | 93482 | 98971 | 99464 37 o8 20 o4
15 || 118913 | 108765 | 117892 | 118742 31 45 42 48
20 || 138205 | 123670 | 136632 | 137886 27 39 36 42
30 || 176405 | 152721 | 173527 | 175905 22 30 28 35
40 || 214222 | 180825 | 210073 | 213732 19 25 23 30
50 || 251869 | 207942 | 245899 | 251318 16 21 20 29
Preenchimento x Iteragbes da matriz bcsstk15

§\‘ ‘ ‘ ‘ ﬁéfori‘ginal

120 \ o AMD H

. ©- RCM

QA —- coL

110 L B

100 \\ N 9

90 \\\ A g

80[ ' m¥ -

Figura 6.22: Preenchimento e nimero de iteragoes da matriz bcsstk15.
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Estes resultados indicam que a convergéncia do CCCG(n) é melhorada com o uso do

minimo grau aproximado para matrizes com estrutura irregular.

6.4.2 Matriz A com estrutura banda

Matrizes com estrutura banda possuem uma organizacao onde seus elementos encontram-
se agrupados préoximos a diagonal. Neste caso, serao apresentados os resultados obtidos
pela execugao do CCCG(n) para as matrizes nos3, nos7, bcsstk06, bcsstk10 e besstklb
(Figura 6.1).

Os resultados da matriz nos3 estao representados na Figura 6.23. As reordenacoes nao
apresentaram melhorias significativas na convergéncia. No caso da matriz nos7 (Figura
6.24), o AMD apresentou melhorias na convergéncia quando foi permitido um alto nivel de

preenchimento.

Na Figura 6.25, observa-se que todos os métodos desestabilizaram a matriz bcsstk06, o
que impossibilita a comparagao do niimero de iteragoes. Mesmo assim, é possivel ver como
a inclinagao da curva do AMD é maior, mostrando como ele converge mais rapido com altos

niveis de preenchimento.

No caso da matriz bcsstk10 (Figura 6.26), a ordenacdo original foi melhor, sendo que
todos os métodos desestabilizaram a matriz precondicionada, impossibilitando a comparacao
do numero de iteragoes. Para a matriz bcsstk16, representada na Figura 6.27, novamente

a ordenacao original foi melhor.
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Elementos nao nulos

Numero de iteracoes

3.9

4.1

1
4.2
Preenchimento do fator L em escala Log10

I
4.3

4.4

45 4.6

original | AMD | RCM | COL | original | AMD | RCM | COL
8402 | 8402 | 8402 | 8402 43 63 58 69
13146 | 12018 | 12998 | 12756 30 40 40 42
10 17833 | 15231 | 17448 | 16984 21 30 31 32
15 22470 | 18056 | 21722 | 21075 17 24 25 27
20 27062 | 20565 | 25785 | 24993 15 19 22 23
30 36120 | 24572 | 33546 | 32665 10 13 17 18
40 40061 | 27365 | 40167 | 39994 1 10 14 15
50 40061 | 29164 | 45933 | 47038 1 7 12 13
Preenchimento x Iteragdes da matriz nos3
o X ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ﬁéf origina‘l
\ O- AMD
O \ ©- RCM
60l \ —-CcoL ||
50 b
é 30 B
20 B
\‘é‘ -
101 © b

Figura 6.23: Preenchimento e niimero de iteragoes da matriz nos3.
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Elementos nao nulos

Numero de iteracoes

Namero de iteragoes
N w
(5] o
T T

N
o
T

10

3.4

3.6

3.8 .
Preenchimento do fator L em escala Log10

4

4.2

original | AMD | RCM | COL | original | AMD | RCM | COL
2673 | 2673 | 2673 | 2673 27 45 35 37
6264 | 4462 | 5965 | 5952 15 29 21 23
10 9851 | 6233 | 9175 | 9197 11 17 16 17
15 13308 | 7808 | 12233 | 12406 10 12 12 13
20 16689 | 9213 | 15396 | 15529 9 10 10 12
30 23300 | 11580 | 21234 | 21740 9 10
40 29963 | 13544 | 26792 | 27953 8
50 36693 | 15154 | 32092 | 33839 6
Preenchimento x Itera¢gdes da matriz nos7
45" 8 ‘ ‘ ‘ ‘ —A— original [|
O- AMD
© RCM
40+ —- COL ||
X
3l o~ |

Figura 6.24: Preenchimento e niimero de iteragoes da matriz nos?7.
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Elementos nao nulos

Numero de iteracoes

original | AMD | RCM | COL | original | AMD | RCM | COL
4140 | 4140 | 4140 | 4140 39(%) | 72(*%) | 58(*) | 81(*)

6004 | 5557 | 6016 | 6046 27(%) | 56(*) | 31(*%) | 54(*)

10 7791 | 6764 | 7813 | 7936 19 | 39(*) 19 31
15 9587 | 7825 | 9576 | 9804 16 18 | 23(*) 24
20 11303 | 8757 | 11275 | 11638 14 13 | 21(*) 23
30 13849 | 10218 | 14560 | 15173 6 8 20
40 14282 | 11025 | 17646 | 18653 5| 24(%)
50 14282 | 11154 | 20522 | 22051 1 41 23(%)

Figura 6.25: Preenchimento e niimero de iteragoes da matriz bcsstk06.

Preenchimento x Iteragdes da matriz bcsstk06

T ;K T T T T T
80 N —A— original [
\ O- AMD
5 \ ©- RCM
\ —
70k N —coL ||
N
N\
\
60 \ g
1%}
8 501 7]
o
[
2
3 a0t B
o
[
£
S
Z 30t g
o -k
20} - R
10+ -
® - -0
0 ! ! ! ! ! ] ! ! !
3.6 3.7 3.8 3.9 4 4.1 4.2 4.3

Preenchimento do fator L em escala Log10
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Elementos nao nulos

Nimero de iteracoes

Preenchimento do fator L em escala Log10

original | AMD | RCM | COL | original | AMD | RCM | COL
11578 | 11578 | 11578 | 11578 | 62(*) | 140(*) | 110(*) | 201(¥)
16914 | 15576 | 16814 | 16708 29 | 74(%) | 81(*) | 129(*)
10 || 20350 | 18944 | 21599 | 21723 9| 36(*%) | T72(%)| 98(*)
15 || 20771 | 21397 | 25149 | 26591 1| 23(*) | 54(*) | 65(%)
20 || 20771 | 22915 | 27650 | 31344 1 13| 29(%) | 48(%)
30 20771 | 23789 | 30715 | 40460 1 1 71 26(%)
40 20771 | 23789 | 31910 | 49177 1 1 2 13
20 20771 | 23789 | 31967 | 57441 1 1 1 9
Preenchimento x Iteragdes da matriz bcsstk10

200 9&\ ‘ ﬁ‘éf original 1

160 ’ B

140 o \\\ R

g *.

x%120 N B

%100 T \\;& g

gso \D\&\ . AN R

60 RN R

hel \\*
40 N \\\ -
Q e
20 \ \\\%\\ 4
0 4.‘1 4‘.2 4‘.3 - 4.‘4 4% 4‘.6 4‘.7 4‘.8

Figura 6.26: Preenchimento e niimero de iteragoes da matriz bcsstk10.
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Elementos nao nulos Numero de iteracoes
original | AMD | RCM COL | original | AMD | RCM | COL
147631 | 147631 | 147631 | 147631 32 48 42 53
171615 | 167285 | 171394 | 171243 29 41 35 50
10 || 195569 | 186633 | 195097 | 194893 25 35 30 42
15 || 214222 | 205332 | 218715 | 218521 22 32 27 41
20 || 243317 | 223550 | 242207 | 242055 20 29 24 35
30 || 290909 | 258640 | 289023 | 289100 16 24 20 30
40 || 338347 | 292489 | 335507 | 335849 14 21 17 26
50 || 385615 | 325742 | 381804 | 382333 12 18 14 24

Preenchimento x Iteragdes da matriz bcsstk16
T T T T T T T T T
= —A— original

R o AMD
50 * o RCM
o AN —- COL
\
a5+ \ 4
\
N\,
o %o
N ] T
40 N \ E

Namero de iteragoes
N w w
ol o ol
T T T

N
o
T

i
ol
T

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5.15 5.2 5.25 5.3 5.35 5.4 5.45 5.5 5.55 5.6
Preenchimento do fator L em escala Log10

Figura 6.27: Preenchimento e niimero de iteragoes da matriz bcsstk16.
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Nestes casos, a reordenac¢ao nao trouxe melhorias na convergéncia do CCCG(n), indi-

cando que para matriz banda a reordenacao nao deve ser utilizada.

6.4.3 Matriz A com estrutura desconhecida

Os testes agora foram realizados com as matrizes minsurfo, wathen120, finan512,
nasasbr e gyro_k as quais possuem alta ordem. Porém, sua estrutura de esparsidade nao

nos é conhecida, podendo ser tanto banda como irregular.

No caso da matriz minsurfo, observada na Figura 6.28, o AMD diminuiu consideravel-
mente o numero de elementos do fator L, tornando-se competitivo quando altos niveis de
preenchimento sao permitidos. O comportamento da matriz wathen120, visto na Figura

6.29, foi semelhante ao da anterior, sem melhorias no niimero de iteragoes.

Na Figura 6.30, pode-se ver que o desempenho do AMD para a matriz finan512 foi
destacavel, tanto em relacao ao nimero de iteragoes quanto ao preenchimento. Para a matriz
nasasbr (Figura 6.31), mesmo com a desestabilizacdo em todos os casos, o desempenho
do AMD para esta matriz foi muito bom. Novamente, mesmo ocorrendo desestabilizagao
na matriz gyro_k, representada na Figura 6.32, o AMD conseguiu diminuir o nimero de

iteracoes e o preenchimento.
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Elementos nao nulos Numero de iteragoes
n || original | AMD RCM COL | original | AMD | RCM | COL
0 122214 | 122214 | 122214 | 122214 30 52 34 39
5 325400 | 224372 | 321037 | 298210 10 23 16 18
10 || 527689 | 316154 | 516923 | 473547 7 12 11 12
15 || 728168 | 384165 | 709045 | 634998 5 9 9 9
20 || 927977 | 442781 | 896383 | 794499 4 7 7 8
30 || 1323253 | 539889 | 1259585 | 1100825 3 5 6 6
40 || 1717398 | 613520 | 1609681 | 1405377 3 4 5 5
50 || 2107483 | 674767 | 1948138 | 1707895 2 4 4 4

Preenchimento x Iteragdes da matriz minsurfo

Namero de iteragoes
= N N
(%) o (&)
T T T

=
o
T

ol
T

O- AMD
©- RCM

T
—A— original

—%- COL ||

5.2 5.4

5.6 5.8

Preenchimento do fator L em escala Log10

Figura 6.28: Preenchimento e ntimero de iteracoes da matriz minsurfo.
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20

Namero de iteragoes
=
ol

=
o

1 1
5.5 5.6 5.7 5.8
Preenchimento do fator L em escala Log10

I
5.9

6

6.1

Elementos nao nulos Numero de iteracoes
original AMD RCM COL | original | AMD | RCM | COL
301101 | 301101 | 301101 | 301101 14 23 26 24
483176 | 434026 | 465277 | 477096 7 14 16 24

10 | 664607 | 553057 | 618074 | 652191 5 9 11 16
15 || 845867 | 655326 | 767451 | 825104 4 8 9 13
20 || 1026621 | 749152 | 912374 | 997197 3 6 7 11
30 || 1387004 | 903507 | 1200938 | 1341094 2 5 5
40 || 1746059 | 1018002 | 1488063 | 1679181 2 3 5
50 || 2103418 | 1115111 | 1774033 | 2016994 2 3 4
Preenchimento x Iteracdes da matriz wathen120
SRR o

Figura 6.29: Preenchimento e ntimero de iteragoes da matriz wathen120.
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Elementos nao nulos Numero de iteracoes
original AMD RCM COL | original | AMD | RCM | COL
335872 | 335872 | 335872 | 335872 11 9 12 12
675928 | 506944 | 633855 | 681895 9 6 9 9

10 || 1004663 | 618017 | 918538 | 1019177 8 5 8 8
15 || 1311016 | 704166 | 1196557 | 1368323 7 4 8 8
20 || 1564860 | 776957 | 1469228 | 1724649 7 4 7 7
30 || 2034732 | 903887 | 2006097 | 2395616 6 3 6 6
40 || 2504244 | 1013933 | 2540339 | 2998525 5 3 6 5
50 || 2977224 | 1120759 | 3077690 | 3599139 5 2 5 5

12

10

Numero de iteragdes

Preenchimento x Iteragdes da matriz finan512

O- AMD

©- RCM
—*- COL

T
—&— original

5.6 5.8

Preenchimento do fator L em escala Log10

6

I
6.2

6.4

6.6

Figura 6.30: Preenchimento e niimero de iteragoes da matriz finan512.
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Elementos nao nulos Ntumero de iteracgoes
n || original AMD RCM COL | original AMD RCM COL
0 || 1366097 | 1366097 | 1366097 | 1366097 | 2565(*) | 3373(*) | 2817(*) | 3401(*)
5 || 1640293 | 1596084 | 1637596 | 1634230 | 2340(*) | 2850(*) | 2138(*) | 2995(*)
10 || 1914451 | 1821289 | 1908524 | 1902689 | 2254(*) | 3176(*) | 1778(*) | 2437(*)
15 || 2188529 | 2042879 | 2179227 | 2170959 | 2202(*) | 2157(*) | 1366(*) | 2040(*)
20 || 2462479 | 2256207 | 2449213 | 2437683 | 1987(*) | 1897(*) | 1407(*) | 1683(*)
30 || 3009949 | 2666707 | 2987195 | 2968805 | 1804(*) | 1776(*) | 818(*) | 1610(*)
40 || 3556853 | 3059443 | 3522582 | 3497599 | 1685(*) | 1171(*) | 596(*) | 1386(*)
50 || 4103064 | 3430931 | 4055316 | 4024581 | 1641(*) | 1048(*) | 558(*) | 1269(*)
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1500

1000

T
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6.2

6.3
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6.5 6.6

Figura 6.31: Preenchimento e niimero de iteragoes da matriz nasasbr.
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Elementos nao nulos

Numero de iteragoes

original | AMD RCM COL | original AMD RCM COL
519260 | 519260 | 519260 | 519260 | 1843(*) | 1091(*) | 1718(*) | 1736(*)
604017 | 583302 | 599770 | 605473 | 1356(*) | 929(*) | 1278(*) | 1390(*)
10 || 687277 | 644186 | 680211 | 691658 | 1235(*) | 687(*) | 1044(*) | 1253(*)
15 || 769995 | 698694 | 758996 | 777927 | 1170(*) | 539(*) | 953(*) | 1045(*)
20 || 852084 | 748221 | 836817 | 863826 | 1033(*) | 461(*) | 783(*) | 934(*)
30 || 1015228 | 833624 | 991001 | 1035483 | 867(*) | 350(*) | 770(*) | 822(*)
40 || 1175904 | 903667 | 1142523 | 1206620 | 708(*) | 330(*) | 542(*) | 704(*)
50 || 1344656 | 964306 | 1294234 | 1377053 | 643(*) | 242(*) | 503(*) | 672(*)

Figura 6.32:
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Preenchimento e nimero de iteracoes da matriz gyro_k.
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6.4.4 Tempo de execucao

Duff e Meurant [DM89] nao informaram o tempo de solugao de seus experimentos, justi-
ficando que ele foi quase diretamente proporcional ao nimero de iteragoes. Porém, podemos
comprovar aqui que para alguns casos, mesmo aumentando o niimero de iteragoes, é possivel

diminuir consideravelmente o tempo de solucao usando a reordenacao.

Foram medidos 4 tempos para os valores de 7 iguais a 0, 5, 10, 15, 20, 30, 40 e 50:

e Reordenagdao (REO): inclui o tempo gasto pelo algoritmo de reordenacdo e o pela
reordenacao da estrutura de dados do CCCG(n) a partir do vetor de permutacao

criado, além da permutacao do préprio vetor de solugao.

e Precondicionamento (PRE): inclui o tempo do precondicionador CCF(n) e do escalo-

namento diagonal.
e Iteragoes (ITE): tempo gasto pelas iteracoes do gradiente conjugado.

e Total (TOT): valor total do tempo de execugao.

Sobre o tempo de CPU, vale ressaltar que o compilador G77 possui uma rotina para
computar este tempo com uma precisao de apenas 0.01 de um segundo de CPU, sendo

importante considerar esta margem de erro nos resultados obtidos.

Conforme visto nos resultados numéricos da matriz minsurfo na Tabela 6.33, o ntimero de
iteragdes nao diminuiu com a reordenagao. Porém, com o aumento do parametro n, o AMD
conseguiu diminuir o tempo consideravelmente devido ao seu baixo preenchimento. Para a
matriz finan512, os resultados da Tabela 6.34 mostram que o AMD diminuiu o nimero de

iteragoes e o tempo de execucao consideravelmente devido ao seu baixo preenchimento.
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REO | PRE | ITE | TOT REO | PRE | ITE | TOT
0.00 | 0.04 | 0.28 | 0.32 0.14 | 0.05|0.54 | 0.73
0.00 | 0.15]0.15| 0.30 0.14 | 0.12 1 0.31 | 0.57
10| 0.00| 0.31]0.15| 0.46 10] 0.14] 0.20 | 0.20 | 0.54
15| 0.00| 0.50| 0.15| 0.65 151 0.14 ] 0.27]0.17 | 0.59
20| 0.00 | 0.73]0.15| 0.88 20 || 0.14 | 0.34 1 0.15| 0.64
30 0.00| 1.29|0.17| 1.45 30| 0.14| 047 (0.13| 0.75
40 0.00 | 1.95]0.22 | 2.17 40 || 0.14 | 0.59 | 0.13 | 0.86
50 || 0.00 | 2.73|0.20 | 2.94 50 || 0.14 | 0.69 | 0.14 | 0.97
a) Ordenacao original b) Minimo grau aproximado
n || REO | PRE | ITE | TOT n || REO | PRE | ITE | TOT
0 0.06 | 0.05|0.36 | 0.48 0 0.05 | 0.04 040 | 0.49
) 0.06 | 0.25]0.26 | 0.57 ) 0.05 | 0.15|0.27 | 0.47
10 ]| 0.06 | 0.52|0.24 | 0.82 10] 0.05] 0.31]0.24 | 0.60
151 0.06] 0.85]0.25| 1.16 151] 0.05] 0.52]0.22| 0.79
20| 0.06 | 1.23]0.24| 1.54 20 | 0.05] 0.76 | 0.24 | 1.05
30 0.06| 2.18]0.28 | 2.52 30| 0.05] 1.39|0.25| 1.68
40 | 0.06 | 3.35 | 0.32 | 3.72 40 || 0.05 | 2.21 ] 0.27 | 2.53
50 || 0.06 | 4.69 | 0.32 | 5.07 50 || 0.05 | 3.18 | 0.27 | 3.51

Figura 6.33: Tempo de execugao em segundos da matriz minsurfo.

¢) Cuthill-McKee reverso

d) Contagem de colunas
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n || REO | PRE | ITE | TOT REO | PRE | ITE | TOT
0 0.00 | 0.27]0.29 | 0.57 0.36 | 0.19 | 0.27 | 0.82
) 0.00 | 0.610.33| 0.93 0.36 | 0.32 [ 0.23 | 0.90
10] 0.00| 1.08 | 0.36 | 1.44 10] 0.36 | 0.45|0.22 | 1.02
15| 0.00| 1.62 | 0.38 | 2.01 151 0.36] 0.59]0.20| 1.14
20 | 0.00 | 2.20 | 0.43 | 2.63 20| 0.36 | 0.73]0.21 | 1.30
30 | 0.00 | 3.33]0.46 | 3.79 30| 0.36| 1.06 | 0.18 | 1.61
40 || 0.00 | 4.35]0.50 | 4.85 40 0.36 | 1.40|0.20 | 1.95
50 || 0.00 | 5.17 | 0.8 | 5.74 50 || 0.36 | 1.77 | 0.17 | 2.29
a) Ordenacao original b) Minimo grau aproximado
REO | PRE | ITE | TOT REO | PRE | ITE | TOT
0.18 | 0.34 1 0.44 | 0.95 0.14 | 0.38 1 0.49 | 1.00
0.18 | 0.74 1042 | 1.33 0.14 | 0.82]048 | 1.44
10] 0.18 | 1.26 044 | 1.88 10] 0.14 | 1.420.52 | 2.08
15 ] 0.18 ] 1.93 | 0.50 | 2.60 15| 0.14 | 2.20]0.60| 2.94
20 || 0.18 | 2.72 | 0.51 | 3.40 20 0.14| 3.13]0.62| 3.89
30| 0.18 | 4.70 | 0.56 | 5.43 30 0.14| 5.42]0.68| 6.25
40 || 0.18 | 7.12 | 0.68 | 7.98 40 0.14 | 8.36 | 0.72 | 9.22
50 || 0.18 | 9.98 | 0.69 | 10.84 50 || 0.14 | 11.92 | 0.83 | 12.89

c¢) Cuthill-McKee reverso

d) Contagem de colunas

Figura 6.34: Tempo de execucao em segundos da matriz finan512.
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As matrizes minsurfo e finan512 permaneceram estaveis durante a solugao, ou seja,

mantiveram a condi¢ao de ser definida positiva.

nasasbr onde ocorreu problema com a diagonal. Neste caso, foi inserida uma coluna o que
mostra o numero de vezes que a matriz L teve que ser recalculada, ja que nao possui diagonal
positiva. A desestabilizacao da matriz precondicionada prejudica o tempo de execucao dos

métodos. Mesmo assim, o RCM foi muito eficiente, ja que também diminui o preenchimento

Porém, a Figura 6.35 mostra a matriz

da matriz.
o || REO | PRE ITE| TOT o || REO | PRE ITE| TOT
7 0.00 | 2.28 | 158.13 | 160.42 81 0.80| 6.60 | 266.88 | 274.28
7 0.00 | 2.98 | 159.65 | 162.64 7 0.79 | 5.81 | 242.46 | 249.07
10 | 7 || 0.00 | 3.83]170.39 | 174.21 10| 6| 0.80| 5.49 | 288.13 | 294.41
15| 7| 0.00| 4.74 | 183.85 | 188.59 1516 | 080 | 7.05|208.32 | 216.17
201 6 || 0.00| 5.61 | 183.21 | 188.82 2016 | 0.80] 9.39| 194.11 | 204.30
30161 0.00] 7.92|191.40 | 199.33 305 0.79] 10.46 | 202.57 | 213.83
40 | 6 || 0.00 | 10.63 | 200.67 | 211.30 40 | 5 || 0.80 | 13.65 | 145.54 | 159.98
50 | 6 | 0.00 | 13.67 | 218.12 | 231.80 50 | 5| 0.80 | 19.32 | 139.47 | 159.58
a) Ordenacao original b) Minimo grau aproximado
o || REO | PRE ITE| TOT n | o || REO | PRE ITE| TOT
7 0.58 | 2.80 | 174.88 | 178.26 0 | 81| 0.59 ] 23.84 | 320.95 | 345.38
6 || 0.57| 3.61| 146.88 | 151.06 5 | 71 0.59]26.13 | 305.51 | 332.24
106 || 0.58| 6.53 | 134.86 | 141.97 101 6 || 0.59 | 27.02 | 267.19 | 294.80
155 | 0.57 | 8.09|114.03 | 122.70 1516 || 0.59 | 32.73 | 239.27 | 272.59
201 4| 0.57 | 5.98 | 128.80 | 135.36 20| 6 || 0.59 | 44.64 | 211.33 | 256.56
30141 0.58]23.35| 86.49 | 110.42 3016 0.59 | 65.28 | 227.29 | 293.16
40 | 3 || 0.58 | 23.49 | 70.72 | 94.78 40 | 5 || 0.59 | 66.80 | 217.43 | 284.83
50 | 3 || 0.57|45.84 | 73.99 | 120.41 50 | 5 || 0.59 | 85.93 | 217.99 | 304.51

¢) Cuthill-McKee reverso

Figura 6.35: Tempo de execugao em segundos da matriz nasasbr.

d) Contagem de colunas
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Estes experimentos mostraram que a reordenacao de matrizes é benéfica em relagao ao
tempo de solugao do sistema linear. Mesmo sendo o minimo grau aproximado o método
com maior tempo de reordenacao, este atraso é compensado pelo precondicionamento que
se torna mais rapido, ja que L possui menos elementos. Seguindo este mesmo raciocinio, o
tempo gasto nas iteragoes do gradiente conjugado também é reduzido devido a diminuicao
da quantidade de elementos da matriz precondicionada. Da mesma forma, como o Cuthill-
McKee reverso consegue diminuir o preenchimento da matriz, ele também pode reduzir o

tempo de execugao em muitos casos.



Capitulo 7

Conclusoes

A influéncia da reordenacao na convergéncia de métodos iterativos precondicionados tem
sido considerada por um grande numero de autores. O beneficio da reordenagao sobre a
matriz de coeficientes depende em parte da estrutura e da estabilidade da matriz, além do

tipo de fatoracao incompleta utilizada no precondicionador.

Esta dissertacao deu seqiiéncia a uma monografia de conclusao de curso realizada por
Carmo e Campos [CC02]. Utilizando o MATLAB, eles observaram que o uso das técnicas
de reordenacao reduziu o custo de armazenamento das matrizes e o nimero de iteracoes
necessarias para se chegar a solugao do sistema. Seus experimentos revelaram que o Cuthill-
McKee reverso apresentou resultados melhores que o minimo grau multiplo, o qual mostrou

um desempenho melhor quando algum preenchimento era permitido no precondicionador.

Com a utilizacao do FORTRAN neste trabalho, as condicoes de testes foram melhoradas,
tornando possivel a solucao de sistemas de maior ordem e em tempo menor do que em
MATLAB. Foram feitos experimentos com matriz simétrica definida positiva, usando um
precondicionador para o gradiente conjugado baseado na fatoragao controlada de Cholesky.
Tentou-se estabelecer em qual situacao uma determinada reordenacao é mais indicada para

obter a solucao de modo mais eficiente.

Este estudo focaliza apenas a estrutura de esparsidade da matriz, ja que os métodos de
reordenagao nao consideram os seus valores numéricos. Desta forma, observou-se que uma
reducao muito grande no nimero de iteragoes pode ser obtida pela reordenacao de matrizes
com estrutura irregular. Por outro lado, se esta matriz tiver estrutura banda ou proxima de

banda, pouco ganho é obtido.

O minimo grau aproximado foi freqiientemente melhor que as outras reordenacoes tes-
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tadas e muitas vezes melhor que a ordenacgao original. Como seu propésito é preservar a
esparsidade durante a fatoracao, torna-se muito util quando a fatoracao sofre um preenchi-
mento extremamente alto. Isto acontece muito com matrizes de estrutura irregular. Nestas

condigoes, este método deve ser recomendado.

A qualidade do precondicionador apds a reordenacao pelo Cuthill-McKee reverso depende
da escolha do no inicial e da ordenacao dos nés dentro de um mesmo nivel da estrutura
utilizada pelo algoritmo. Ainda nao estd claro como as diferentes estratégias utilizadas
nesta heuristica afetam a fatoracao. E possivel também que algumas ordenagoes dentro de

uma mesmo nivel produzam uma seqiiéncia ruim de pivos e piorem a qualidade da fatoracao.

E interessante destacar que nos casos onde o minimo grau aproximado reduziu o nimero
de iteracoes, o Cuthill-McKee reverso teve um comportamento parecido com o da ordenacao

original, nao se destacando em relacao a convergencia.

Apesar de nao ser o foco deste trabalho, observou-se que a reordenagao nao traz melhorias
em relacao a estabilidade da matriz. Em praticamente todos os casos onde a matriz original

desestabilizou-se durante a solucao, ela permaneceu desestabilidada apds a reordenacao.

Em geral, o comportamento do contagem de colunas foi o pior de todos tanto em relacao

ao numero de iteragoes quanto ao preenchimento. Assim, este método nao é recomendado.

Em relacao ao tempo de execucao, praticamente todas as matrizes que diminuiram o
preenchimento também diminuiram este tempo. Isto pode acontecer mesmo em casos onde
tenha ocorrido um aumento no ntmero de iteragoes. O minimo grau aproximado teve uma

redugao destacavel no tempo de execu¢ao do CCCG(n).

Assim sendo, baseado nos experimentos numéricos, conclui-se que muito ganho pode ser
obtido pela reordenacao de matrizes, particularmente, quando o minimo grau aproximado é

utilizado em matrizes com estrutura irregular.

Considerando possiveis trabalhos futuros, seria interessante testar outros tipos de reor-
denagao com o CCCG(n). Na literatura existem muitas outras reordenagoes que produzem
resultados interessantes, tais como a Nested Dissection e a Red-Black [DM89]. Além disto,
existem também novos métodos que consideram os valores numéricos da matriz, os quais

estao tendo resultados promissores [CT95].

Finalmente, existem algumas questoes que demandam uma investigagao futura. Con-
forme mencionado, seria importante verificar o efeito que a escolha do né inicial e a or-

denacao dentro de um mesmo nivel do Cuthill-McKee reverso provocam no desempenho do
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CCCG(n). Outra questdo seria verificar como matrizes com origem em um mesmo tipo de
problema sao afetadas pela reordenacao. Esta andlise iria complementar a verificacao da

estrutura da matriz, conforme foi realizado neste trabalho.
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