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❛❧❣♦$✐.♠♦* ❞❡ K❧.✐♠❛ ❣❡$❛'9♦✱ ❞❡♠♦♥*.$❛♥❞♦ ❛ ❡✜❝A❝✐❛ ❞❡ ♠4.♦❞♦* ❞❡ ❛♣$❡♥❞✐③❛❞♦ ♣$♦✲

❢✉♥❞♦ ♣❛$❛ ❝♦❞✐✜❝❛$ ❝❛$❛❝.❡$/*.✐❝❛*✱ ♠❡*♠♦ ♣❛$❛ ♦ ❞♦♠/♥✐♦ ❞❡ *❡♥*♦$✐❛♠❡♥.♦ $❡♠♦.♦✳

❊♠ *❡❣✉✐❞❛✱ ♥✉♠❛ .❡♥.❛.✐✈❛ ❞❡ ❛♠❡♥✐③❛$ ❛* ❛❞✈❡$*✐❞❛❞❡* ❡♥❝♦♥.$❛❞❛* ❛♦ ❡①♣❧♦$❛$ $❡❞❡*

❝♦♥✈♦❧✉❝✐♦♥❛✐*✱ ❢♦$❛♠ ❛✈❛❧✐❛❞❛* ❞✐❢❡$❡♥.❡* ❡*.$❛.4❣✐❛* ♣❛$❛ ♠❡❧❤♦$ ❛♣$♦✈❡✐.❛$ ♦* ❜❡♥❡✲

❢/❝✐♦* ❞❡**❛* .4❝♥✐❝❛* ♥♦ ❞♦♠/♥✐♦ ❞❡ *❡♥*♦$✐❛♠❡♥.♦ $❡♠♦.♦✳ ❚$M* ❡*.$❛.4❣✐❛* ❡*♣❡❝/✜❝❛*

❢♦$❛♠ ❛✈❛❧✐❛❞❛* ❡♠ .$M* ❝♦♥❥✉♥.♦* ❞✐*.✐♥.♦* ❞❡ ❞❛❞♦*✳ ❊①♣❡$✐♠❡♥.♦* ♠♦*.$❛$❛♠ 6✉❡

.$❡✐♥❛$ ❛ $❡❞❡ ❛ ♣❛$.✐$ ❞❡ ✉♠ ♣♦♥.♦ ♣$4✲.$❡✐♥❛❞♦ ❡ ❛❥✉*.❛$ *❡✉* ✜❧.$♦* ♣❛$❛ ♦ ❞♦♠/♥✐♦

❡*♣❡❝/✜❝♦ 4 ❛ ♠❡❧❤♦$ ❡*.$❛.4❣✐❛ ♣❛$❛ ❡①♣❧♦$❛$ ❛ $❡❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉❝✐♦♥❛❧✳
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❆ !❡❣✉♥❞❛ (❛)❡❢❛ ❛❜♦)❞❛❞❛ - ❛ ❝❧❛!!✐✜❝❛23♦ ❞❡ ♣✐①❡❧!✳ ❈♦♥!✐❞❡)❛♥❞♦ (❛❧ (❛)❡❢❛✱

❛ ♣)✐♠❡✐)❛ ❝♦♥()✐❜✉✐23♦ - ✉♠❛ ♥♦✈❛ ❛);✉✐(❡(✉)❛ ❞❛ )❡❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉❝✐♦♥❛❧ ♣❛)❛ )❡❛❧✐③❛) ❛

❝❧❛!!✐✜❝❛23♦ ❞❡ ♣✐①❡❧!✳ ❊!!❛ (-❝♥✐❝❛ - ❜❛!❡❛❞❛ ❡♠ ❥❛♥❡❧❛! ❞❡ ❝♦♥(❡①(♦✱ ♦✉ !❡❥❛✱ ♣❡;✉❡♥❛!

✐♠❛❣❡♥! ;✉❡ ❝❛))❡❣❛♠ ♦ ❝♦♥(❡①(♦ ❞♦! ♣✐①❡❧! ❝❡♥()❛❧✐③❛❞♦! ❡ ❛❥✉❞❛♠ ❛ ❡♥(❡♥❞❡) ♦!

♣❛❞)?❡! ❡!♣❛❝✐❛✐! ❡♠ (♦)♥♦ ❞❡❧❡!✳ ❊①♣❡)✐♠❡♥(♦! ♠♦!()❛)❛♠ ;✉❡ ❛ ❛❜♦)❞❛❣❡♠ ♣)♦♣♦!(❛

♣)♦♣♦)❝✐♦♥❛ ♠❡❧❤♦)✐❛! !✐❣♥✐✜❝❛(✐✈❛! ;✉❛♥❞♦ ❝♦♠♣❛)❛❞❛ ❛! ♦✉()♦! ♠-(♦❞♦!✳ ❈♦♠ ❜❛!❡

♥♦! ♣)♦❜❧❡♠❛! ❞❛ (-❝♥✐❝❛ ❛♥(❡)✐♦) ❡ ❞♦! ♠-(♦❞♦! ❡①✐!(❡♥(❡!✱ ♣)♦♣✉!❡♠♦! ✉♠❛ ♥♦✈❛

❛❜♦)❞❛❣❡♠ ;✉❡ ❡♠♣)❡❣❛ ✉♠❛ ✈❡)!3♦ ❡✈♦❧✉A❞❛ ❞❛ )❡❞❡ ♣)♦♣♦!(❛ ❛♥(❡)✐♦)♠❡♥(❡ ♣❛)❛

❡①❡❝✉(❛) ❛ ❝❧❛!!✐✜❝❛23♦ ❞❡ (♦❞♦! ♦! ♣✐①❡❧! ❞❛ ✐♠❛❣❡♠ ❞❡ ❡♥()❛❞❛✳ ❊!(❛ ♥♦✈❛ (-❝♥✐❝❛

- ❝❛♣❛③ ❞❡ ❛❣)❡❣❛) ✐♥❢♦)♠❛23♦ ♠✉❧(✐❝♦♥(❡①(♦ !❡♠ ❛✉♠❡♥(❛) ♦ ♥B♠❡)♦ ❞❡ ♣❛)C♠❡()♦!✳

❖! )❡!✉❧(❛❞♦! ♠♦!()❛)❛♠ ;✉❡ ♦ ❛❧❣♦)✐(♠♦ ♣)♦♣♦!(♦ ❢♦)♥❡❝❡ ♠❡❧❤♦)✐❛! ♥❛ ❝❧❛!!✐✜❝❛23♦

❞❡ ♣✐①❡❧ ;✉❛♥❞♦ ❝♦♠♣❛)❛❞♦ ❛♦! ♠-(♦❞♦! ❞❡ ❡!(❛❞♦ ❞❛ ❛)(❡✳

❋✐♥❛❧♠❡♥(❡✱ ❛ B❧(✐♠❛ ❝♦♥()✐❜✉✐23♦ - ✉♠ ♥♦✈♦ ♠-(♦❞♦ ;✉❡✱ ;✉❛♥❞♦ ❝♦♠♣❛)❛❞♦

❛ ♦✉()❛! ❛❜♦)❞❛❣❡♥! ❡①✐!(❡♥(❡!✱ - ❝❛♣❛③ ❞❡ ♠❡❧❤♦) ❛♣)❡♥❞❡) ❛❧❣✉♠❛! ❝❛)❛❝(❡)A!(✐❝❛!

✈✐!✉❛✐!✱ ❝♦♠♦ ❜♦)❞❛! ❡ ❝❛♥(♦!✱ B(❡✐! ♣❛)❛ ❛❧❣✉♠❛! ❛♣❧✐❝❛2?❡! ❡ ❞♦♠A♥✐♦!✱ ✐♥❝❧✉✐♥❞♦

♦ !❡♥!♦)✐❛♠❡♥(♦ )❡♠♦(♦✳ ❊!(❡ ♠-(♦❞♦✱ ❝❤❛♠❛❞♦ ❘❡❞❡ ▼♦)❢♦❧H❣✐❝❛ I)♦❢✉♥❞❛ ✭❉❡✲

❡♣▼♦)♣❤◆❡(✮✱ - ❝❛♣❛③ ❞❡ )❡❛❧✐③❛) ❡ ♦(✐♠✐③❛) ♦♣❡)❛2?❡! ♠♦)❢♦❧H❣✐❝❛!✱ ;✉❡ ♣♦❞❡♠

!❡) ❝❛♣❛③❡! ❞❡ ❧✐❞❛) ♠❡❧❤♦) ❝♦♠ ❛❧❣✉♠❛! ♣)♦♣)✐❡❞❛❞❡! ✈✐!✉❛✐! ❞♦! ♦❜❥❡(♦!✳ ❊!!❛

❉❡❡♣▼♦)♣❤◆❡( ♣♦❞❡ !❡) ()❡✐♥❛❞❛ ❡ ♦(✐♠✐③❛❞❛ ❞❡ ♣♦♥(❛ ❛ ♣♦♥(❛✱ ✉(✐❧✐③❛♥❞♦ (-❝♥✐❝❛!

()❛❞✐❝✐♦♥❛✐! ❡①✐!(❡♥(❡!✱ ❝♦♠✉♠❡♥(❡ ❡♠♣)❡❣❛❞❛! ♥♦ ()❡✐♥❛♠❡♥(♦ ❞❡ ❛❜♦)❞❛❣❡♥! ❞❡

❛♣)❡♥❞✐③❛❣❡♠ ♣)♦❢✉♥❞❛✳ ❯♠❛ ❛✈❛❧✐❛23♦ !✐!(❡♠P(✐❝❛ ❞♦ ❛❧❣♦)✐(♠♦ ♣)♦♣♦!(♦ ❢♦✐ ❝♦♥❞✉✲

③✐❞❛✳ ❘❡!✉❧(❛❞♦! ♠♦!()❛)❛♠ ;✉❡ ❛ ❉❡❡♣▼♦)♣❤◆❡( - ✉♠❛ (-❝♥✐❝❛ ♣)♦♠✐!!♦)❛ ❝❛♣❛③ ❞❡

❛♣)❡♥❞❡) ❝❛)❛❝(❡)A!(✐❝❛! ❞✐!(✐♥(❛! ;✉❛♥❞♦ ❝♦♠♣❛)❛❞❛! Q;✉❡❧❛! ❛♣)❡♥❞✐❞❛! ♣❡❧♦! ❛(✉❛✐!

♠-(♦❞♦! ❞❡ ❛♣)❡♥❞✐③❛❣❡♠ ♣)♦❢✉♥❞❛✳

 ❛❧❛✈$❛%✲❝❤❛✈❡✿ ❆♣)❡♥❞✐③❛❞♦ I)♦❢✉♥❞♦✱ ❘❡❞❡! ◆❡✉)❛✐!✱ ▼♦)❢♦❧♦❣✐❛ ▼❛(❡♠P✲

(✐❝❛✱ ❈❧❛!!✐✜❝❛23♦ ❞❡ ■♠❛❣❡♥!✱ ❈❧❛!!✐✜❝❛23♦ ❞❡ ♣✐①❡❧!✱ ❙❡❣♠❡♥(❛23♦ ❙❡♠C♥(✐❝❛✱ ❙❡♥!♦✲

)✐❛♠❡♥(♦ ❘❡♠♦(♦✱ ❆♣)❡♥❞✐③❛❞♦ ❞❡ ▼P;✉✐♥❛✳
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❆❜"#$❛❝#

❆ ❧♦# ♦❢ ✐♥❢♦'♠❛#✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❡①#'❛❝#❡❞ ❢'♦♠ #❤❡ ❊❛'#❤✬3 3✉'❢❛❝❡ #❤'♦✉❣❤ ✐♠❛❣❡3 ❛❝6✉✐'❡❞

❜② ❛✐'❜♦'♥❡ 3❡♥3♦'3✳ ❊✈❡♥ ♠♦'❡✱ ♥♦✇❛❞❛②3✱ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥❢♦'♠❛#✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❡①#'❛❝#❡❞

❢'♦♠ ❤✐❣❤ 3♣❛#✐❛❧ '❡3♦❧✉#✐♦♥ ✐♠❛❣❡3 ♦❜#❛✐♥❡❞ ❢'♦♠ ♥❡✇ 3❡♥3♦' #❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡3✳ ❚❤✐3 ✐♥❢♦'✲

♠❛#✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❡①♣❧♦✐#❡❞ ✐♥ 3❡✈❡'❛❧ #❛3❦3 ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣✱ ❝❧❛33✐✜❝❛#✐♦♥ ❛♥❞ 3❡❣♠❡♥#❛#✐♦♥✮

❛33✐3#✐♥❣ ✐♥ ❞✐✛❡'❡♥# ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥3✱ 3✉❝❤ ❛3 ✉'❜❛♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣✱ ❞✐3❛3#❡' '❡❧✐❡❢✱ ♣❤❡♥♦❧♦❣✲

✐❝❛❧ 3#✉❞✐❡3✱ ❡#❝✳ ❆❧#❤♦✉❣❤ ✇✐❞❡❧② ✉3❡❞✱ #❤❡ ♣'♦❝❡33 ♦❢ ❞✐3#✐❧❧✐♥❣ #❤✐3 ✐♥❢♦'♠❛#✐♦♥ ✐3

3#'♦♥❣❧② ❜❛3❡❞ ♦♥ ❡✣❝✐❡♥#❧② ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❢❡❛#✉'❡3✱ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ #❛3❦ ❣✐✈❡♥ #❤❡ ❞✐3#✐♥❝#

♣'♦♣❡'#✐❡3 ♦❢ #❤❡ ✐♠❛❣❡3✳ ■♥ ❢❛❝#✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥#❧② ♦❢ #❤❡ #❛3❦✱ ❡♥❝♦❞✐♥❣ #❤❡ 3♣❛#✐❛❧ ❢❡❛✲

#✉'❡3 ✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥# ❛♥❞ '♦❜✉3# ❢❛3❤✐♦♥ ✐3 #❤❡ ❦❡② #♦ ❣❡♥❡'❛#✐♥❣ ❣♦♦❞ ❞✐3❝'✐♠✐♥❛#✐✈❡

♠♦❞❡❧3✳ ❊✈❡♥ #❤♦✉❣❤ ♠❛♥② ❞❡3❝'✐♣#♦'3 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣'♦♣♦3❡❞ ❛♥❞ 3✉❝❝❡33❢✉❧❧② ✉3❡❞ #♦

❡♥❝♦❞❡ 3♣❛#✐❛❧ ❢❡❛#✉'❡3 ♦❢ '❡♠♦#❡ 3❡♥3✐♥❣ ✐♠❛❣❡3✱ ♠♦3# ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥3 ❞❡♠❛♥❞ 3♣❡❝✐✜❝

❞❡3❝'✐♣#✐♦♥ #❡❝❤♥✐6✉❡3✳ ❉❡❡♣ ▲❡❛'♥✐♥❣✱ ❛♥ ❡♠❡'❣❡♥# ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛'♥✐♥❣ ❛♣♣'♦❛❝❤ ❜❛3❡❞

♦♥ ♥❡✉'❛❧ ♥❡#✇♦'❦3✱ ✐3 ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❧❡❛'♥✐♥❣ 3♣❡❝✐✜❝ ❢❡❛#✉'❡3 ❛♥❞ ❝❧❛33✐✜❡'3 ❛# #❤❡ 3❛♠❡

#✐♠❡ ❛♥❞ ❛❞❥✉3# ❛# ❡❛❝❤ 3#❡♣✱ ✐♥ ♣'♦❝❡33✐♥❣ #✐♠❡✱ #♦ ❜❡##❡' ✜# #❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣'♦❜✲

❧❡♠✳ ❋♦' 3❡✈❡'❛❧ #❛3❦3✱ ✐# ❤❛3 ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✈❡'② ❣♦♦❞ '❡3✉❧#3✱ ♠❛✐♥❧② ❜♦♦3#❡❞ ❜② #❤❡ ❢❡❛#✉'❡

❧❡❛'♥✐♥❣ ♣❡'❢♦'♠❡❞ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇3 #❤❡ ♠❡#❤♦❞ #♦ ❡①#'❛❝# 3♣❡❝✐✜❝ ❛♥❞ ❛❞❛♣#❛❜❧❡ ❢❡❛#✉'❡3

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ #❤❡ ❞❛#❛✳ ■♥ #❤✐3 ♣'♦❥❡❝#✱ ✇❡ #❛❝❦❧❡❞ #✇♦ ♠❛✐♥ #❛3❦3✱ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ♣✐①❡❧ ❝❧❛3✲

3✐✜❝❛#✐♦♥✱ ✉3✐♥❣ ❉❡❡♣ ▲❡❛'♥✐♥❣ #♦ ❡♥❝♦❞❡ 3♣❛#✐❛❧ ❢❡❛#✉'❡3 ♦✈❡' ❤✐❣❤✲'❡3♦❧✉#✐♦♥ '❡♠♦#❡

3❡♥3✐♥❣ ✐♠❛❣❡3✳

■♥✐#✐❛❧❧②✱ ✇❡ ❢❛❝❡❞ #❤❡ 3❝❡♥❡ ❝❧❛33✐✜❝❛#✐♦♥ ♣'♦❜❧❡♠✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ #❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣❡'✲

❢♦'♠❛♥❝❡ ✐3 ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥# ♦♥ #❤❡ 6✉❛❧✐#② ♦❢ ❡①#'❛❝#❡❞ ❢❡❛#✉'❡3✳ ❇❛3❡❞ ♦♥ '❡❝❡♥#❧②

♣✉❜❧✐3❤❡❞ ✇♦'❦3 ❛♥❞ ❛❢#❡' ❛ 3②3#❡♠❛#✐❝ 3❡# ♦❢ ❡①♣❡'✐♠❡♥#3✱ ♦✉' ✜'3# ❝♦♥#'✐❜✉#✐♦♥ ✇❛3

❛ ♥♦✈❡❧ ❈♦♥✈♦❧✉#✐♦♥❛❧ ◆❡#✇♦'❦ ❛'❝❤✐#❡❝#✉'❡ ❢✉❧❧② #'❛✐♥❡❞ 3♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦' #❤❡ '❡♠♦#❡

3❡♥3✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥✳ ❊①♣❡'✐♠❡♥#3 3❤♦✇❡❞ #❤❛# #❤❡ ♣'♦♣♦3❡❞ ❛'❝❤✐#❡❝#✉'❡ ♦✉#♣❡'❢♦'♠❡❞

3#❛#❡✲♦❢✲#❤❡✲❛'# ❛❧❣♦'✐#❤♠3✱ ❞❡♠♦♥3#'❛#✐♥❣ #❤❡ ❡✛❡❝#✐✈❡♥❡33 ♦❢ ❞❡❡♣ ❧❡❛'♥✐♥❣ ♠❡#❤♦❞3

#♦ ❡♥❝♦❞❡ ❢❡❛#✉'❡3 ❡✈❡♥ ❢♦' '❡♠♦#❡ 3❡♥3✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡♥✱ ❜❛3❡❞ ♦♥ ❛❞✈❡'3✐#✐❡3 #♦

❡①♣❧♦'❡ ❞❡❡♣ ❧❡❛'♥✐♥❣✲❜❛3❡❞ #❡❝❤♥✐6✉❡3 ✭3✉❝❤ ❛3 3♠❛❧❧ ❞❛#❛✮✱ ✇❡ ♣'♦♣♦3❡❞ #♦ ❡✈❛❧✉❛#❡

❞✐✛❡'❡♥# 3#'❛#❡❣✐❡3 #♦ ❜❡##❡' ❡①♣❧♦✐# ❈♦♥✈♦❧✉#✐♦♥❛❧ ◆❡#✇♦'❦3 ✐♥ #❤❡ '❡♠♦#❡ 3❡♥3✐♥❣ ❞♦✲
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♠❛✐♥✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ -❤/❡❡ 0-/❛-❡❣✐❡0 ✇❡/❡ ❡✈❛❧✉❛-❡❞ ✐♥ -❤/❡❡ ✈❡/② ❞✐0-✐♥❝-✐✈❡ ❞❛-❛0❡-0✳

❊①♣❡/✐♠❡♥-0 ❞❡♠♦♥0-/❛-❡ -❤❛- ✜♥❡✲-✉♥✐♥❣ ❛ ♥❡-✇♦/❦ ✐♥-♦ -❤❡ 0♣❡❝✐✜❝ ❞♦♠❛✐♥ ✐0 -❤❡

❜❡0- 0-/❛-❡❣② -♦ ❡①♣❧♦✐- ❈♦♥✈♦❧✉-✐♦♥❛❧ ◆❡-✇♦/❦0✳

❆ 0❡❝♦♥❞ -❛0❦ -❛❝❦❧❡❞ ❜② -❤✐0 ♣/♦❥❡❝- ✐0 -❤❡ ♣✐①❡❧ ❝❧❛00✐✜❝❛-✐♦♥ ✭❛❧0♦ ❦♥♦✇♥ ❛0

0❡♠❛♥-✐❝ 0❡❣♠❡♥-❛-✐♦♥✮✳ ❚❤✐0 -❛0❦ ✐0 ♦❢ ❣/❡❛- ✐♥-❡/❡0- -♦ -❤❡ /❡♠♦-❡ 0❡♥0✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐-②

0✐♥❝❡ ✐- ✐♥✈♦❧✈❡0 -❤❡ ❛✉-♦♠❛-✐❝ ❝/❡❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡♠❛-✐❝ ♠❛♣0 ❢/♦♠ ❧❛❜❡❧❡❞ 0❛♠♣❧❡0✳ ❙✉❝❤

♠❛♣0 ♠❛② ❤❡❧♣ -♦ ✉♥❞❡/0-❛♥❞ ❡✈❡♥-0 ♦✈❡/ ❛ 0♣❡❝✐✜❝ /❡❣✐♦♥✱ 0✉❝❤ ❛0 ♥❡✇ ✉/❜❛♥ ❛/❡❛0✱

❞❡❢♦/❡0-❛-✐♦♥✱ ❡-❝✳ ❈♦♥0✐❞❡/✐♥❣ 0✉❝❤ -❛0❦✱ ♦✉/ ✜/0- ❝♦♥-/✐❜✉-✐♦♥ ✐0 ❛ ♥❡✇ ❈♦♥✈♦❧✉-✐♦♥❛❧

◆❡-✇♦/❦ ❛/❝❤✐-❡❝-✉/❡ -♦ ♣❡/❢♦/♠ ♣✐①❡❧ ❝❧❛00✐✜❝❛-✐♦♥ ♦❢ /❡♠♦-❡ 0❡♥0✐♥❣ ✐♠❛❣❡0✳ ❚❤✐0

-❡❝❤♥✐D✉❡ ✐0 ❜❛0❡❞ ♦♥ ❝♦♥-❡①- ✇✐♥❞♦✇0✱ ✐✳❡✳✱ ♦✈❡/❧❛♣♣✐♥❣ ♣❛-❝❤❡0 -❤❛- ❝❛//② -❤❡ ❝♦♥✲

-❡①- ♦❢ -❤❡ ❝❡♥-❡/❡❞ ♣✐①❡❧0 ❛♥❞ ❤❡❧♣ -♦ ✉♥❞❡/0-❛♥❞ -❤❡ 0♣❛-✐❛❧ ♣❛--❡/♥0 ❛/♦✉♥❞ -❤❡♠✳

❊①♣❡/✐♠❡♥-0 0❤♦✇❡❞ -❤❛- -❤❡ ♣/♦♣♦0❡❞ ❛♣♣/♦❛❝❤ ♣/♦✈✐❞❡0 0✐❣♥✐✜❝❛♥- ✐♠♣/♦✈❡♠❡♥-0

✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛/❡❞ -♦ -/❛❞✐-✐♦♥❛❧ ❛♥❞ 0-❛-❡✲♦❢✲-❤❡✲❛/- ♠❡-❤♦❞0✳ ❚❤❡♥✱ ❜❛0❡❞ ♦♥ -❤❡ ♣/♦❜✲

❧❡♠0 ♦❢ -❤❡ ♣/❡✈✐♦✉0 -❡❝❤♥✐D✉❡ ❛♥❞ ♦❢ ♦-❤❡/ ❡①✐0-✐♥❣ ♠❡-❤♦❞0✱ ✇❡ ♣/♦♣♦0❡❞ ❛ ♥♦✈❡❧

❛♣♣/♦❛❝❤ -❤❛- ❡♠♣❧♦②0 ❛♥ ❡✈♦❧✈❡❞ ✈❡/0✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ♣/❡✈✐♦✉0❧② ♣/♦♣♦0❡❞ ♥❡-✇♦/❦ ✭❛0 ✇❡❧❧

❛0 ♦-❤❡/ ❛/❝❤✐-❡❝-✉/❡0✮ -♦ ♣❡/❢♦/♠ ♣✐①❡❧ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦❢ -❤❡ ❡♥-✐/❡ ✐♥♣✉- ✐♠❛❣❡ ✭✐♥0-❡❛❞ ♦❢

❝❧❛00✐❢②✐♥❣ ♦♥❧② -❤❡ ❝❡♥-❡/❡❞ ♣✐①❡❧✮✳ ▼♦/❡♦✈❡/✱ -❤✐0 ♥❡✇ -❡❝❤♥✐D✉❡ ✐0 ❛❜❧❡ -♦ ❛❣❣/❡❣❛-❡

♠✉❧-✐✲❝♦♥-❡①- ✐♥❢♦/♠❛-✐♦♥ ✇✐-❤♦✉- ✐♥❝/❡❛0✐♥❣ -❤❡ ♥✉♠❜❡/ ♦❢ ♣❛/❛♠❡-❡/0✱ ✐✳❡✳✱ ✇✐-❤♦✉-

/❡D✉✐/✐♥❣ -❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛-✐♦♥ ♦❢ 0❡✈❡/❛❧ ♥❡-✇♦/❦0 ♦/ ❧❛②❡/0✳ ❘❡0✉❧-0 0❤♦✇❡❞ -❤❛- -❤❡ ♣/♦✲

♣♦0❡❞ ❛❧❣♦/✐-❤♠ ♣/♦✈✐❞❡0 ✐♠♣/♦✈❡♠❡♥-0 ✐♥ ♣✐①❡❧ ❝❧❛00✐✜❝❛-✐♦♥ ❛❝❝✉/❛❝② ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛/❡❞

-♦ 0-❛-❡✲♦❢✲-❤❡✲❛/- ♠❡-❤♦❞0✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ♦✉/ ❧❛0- ❝♦♥-/✐❜✉-✐♦♥ ✐0 ❛ ♥♦✈❡❧ ♠❡-❤♦❞ -❤❛-✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛/❡❞ -♦ ♦-❤❡/

❡①✐0-✐♥❣ ❛♣♣/♦❛❝❤❡0✱ ✐0 ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❜❡--❡/ ❧❡❛/♥✐♥❣ 0♦♠❡ ✈✐0✉❛❧ ❝❤❛/❛❝-❡/✐0-✐❝0 ✭0✉❝❤ ❛0

❡❞❣❡0 ❛♥❞ ❝♦/♥❡/0✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛/❡ ✈❡/② ✉0❡❢✉❧ ❢♦/ 0♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥0 ❛♥❞ ❞♦♠❛✐♥0✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

-❤❡ /❡♠♦-❡ 0❡♥0✐♥❣ ♦♥❡✳ H/❡❝✐0❡❧②✱ -❤✐0 ♠❡-❤♦❞✱ ❝❛❧❧❡❞ ❉❡❡♣ ▼♦/♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ◆❡-✇♦/❦

✭❉❡❡♣▼♦/♣❤◆❡-✮✱ ✐0 ❛❜❧❡ -♦ ♣❡/❢♦/♠ ❛♥❞ ♦♣-✐♠✐③❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛/ ♠♦/♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡/❛-✐♦♥0✱

-❤❛- ♠❛② ❜❡ ❛❜❧❡ -♦ ❜❡--❡/ ❝♦♣❡ ✇✐-❤ 0♦♠❡ ✐♥-❡/❡0-✐♥❣ ✈✐0✉❛❧ ♣/♦♣❡/-✐❡0 ♦❢ -❤❡ ♦❜❥❡❝-0✳

❚❤❡0❡ ❉❡❡♣▼♦/♣❤◆❡-0 ❝❛♥ ❜❡ -/❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ♦♣-✐♠✐③❡❞ ❡♥❞✲-♦✲❡♥❞ ✉0✐♥❣ -/❛❞✐-✐♦♥❛❧ ❡①✲

✐0-✐♥❣ -❡❝❤♥✐D✉❡0 ❝♦♠♠♦♥❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ -❤❡ -/❛✐♥✐♥❣ ♦❢ ❞❡❡♣ ❧❡❛/♥✐♥❣ ❛♣♣/♦❛❝❤❡0 ❛♥❞

❝❛♥ ❜❡ ✉0❡❞ ✐♥ 0❡✈❡/❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥0✱ 0✉❝❤ ❛0 ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ♣✐①❡❧ ❝❧❛00✐✜❝❛-✐♦♥✱ ❞❡-❡❝-✐♦♥✱

❛♥❞ 0♦ ♦♥✳ ❆ 0②0-❡♠❛-✐❝ ❡✈❛❧✉❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ♣/♦♣♦0❡❞ ❛❧❣♦/✐-❤♠ ✇❛0 ❝♦♥❞✉❝-❡❞✳ ❊①♣❡/✐✲

♠❡♥-❛❧ /❡0✉❧-0 0❤♦✇❡❞ -❤❛- -❤❡ ❉❡❡♣▼♦/♣❤◆❡-0 ✐0 ❛ ♣/♦♠✐0✐♥❣ -❡❝❤♥✐D✉❡ -❤❛- ❝❛♥ ❧❡❛/♥

❞✐0-✐♥❝- ❢❡❛-✉/❡0 ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛/❡❞ -♦ -❤❡ ♦♥❡0 ❧❡❛/♥❡❞ ❜② ❝✉//❡♥- ❞❡❡♣ ❧❡❛/♥✐♥❣ ♠❡-❤♦❞0✳

❑❡②✇♦%❞'✿ ❉❡❡♣ ▲❡❛/♥✐♥❣✱ ◆❡✉/❛❧ ◆❡-✇♦/❦0✱ ▼❛-❤❡♠❛-✐❝❛❧ ▼♦/♣❤♦❧♦❣②✱ ■♠❛❣❡

❈❧❛00✐✜❝❛-✐♦♥✱ H✐①❡❧ ❈❧❛00✐✜❝❛-✐♦♥✱ ❙❡♠❛♥-✐❝ ❙❡❣♠❡♥-❛-✐♦♥✱ ❘❡♠♦-❡ ❙❡♥0✐♥❣✱ ▼❛❝❤✐♥❡

▲❡❛/♥✐♥❣✳
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(✐✈❡ ✜❡❧❞ ✇✐(❤♦✉( ❧♦'' ♦❢ 5❡'♦❧✉(✐♦♥ ♦5 ❝♦✈❡5❛❣❡ ♦❢ (❤❡ ✐♥♣✉(✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❞♦(
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✇❤♦❧❡ ♥❡+✇♦2❦ ❛2❡ 2❛♥❞♦♠❧② ✐♥✐+✐❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ +❤❡♥ +2❛✐♥❡❞ ❢♦2 +❤❡ +❛2❣❡+ ❞❛+❛.❡+✳ ✺✷

✺✳✷ ■❧❧✉.+2❛+✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ +✇♦ ♦♣+✐♦♥. ❢♦2 +❤❡ ✜♥❡✲+✉♥✐♥❣ ♣2♦❝❡..✳ ■♥ ♦♥❡ ♦❢
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✻✳✼ ❊①❛♠♣❧❡ ♣4❡❞✐❝*✐♦♥- ❢♦4 *❤❡ ✈❛❧✐❞❛*✐♦♥ -❡* ♦❢ *❤❡ ❱❛✐❤✐♥❣❡♥ ❉❛*❛-❡*✳ ▲❡❣❡♥❞

✕ ❲❤✐*❡✿ ✐♠♣❡4✈✐♦✉- -✉4❢❛❝❡-✳ ❇❧✉❡✿ ❜✉✐❧❞✐♥❣-✳ ❈②❛♥✿ ❧♦✇ ✈❡❣❡*❛*✐♦♥✳
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✻✳✽ ❊①❛♠♣❧❡ ♣4❡❞✐❝*✐♦♥- ❢♦4 *❤❡ *❡-* -❡* ♦❢ *❤❡ ❱❛✐❤✐♥❣❡♥ ❉❛*❛-❡*✳ ▲❡❣❡♥❞ ✕

❲❤✐*❡✿ ✐♠♣❡4✈✐♦✉- -✉4❢❛❝❡-✳ ❇❧✉❡✿ ❜✉✐❧❞✐♥❣-✳ ❈②❛♥✿ ❧♦✇ ✈❡❣❡*❛*✐♦♥✳ ●4❡❡♥✿

*4❡❡-✳ ❨❡❧❧♦✇✿ ❝❛4-✳ ❘❡❞✿ ❝❧✉**❡4✱ ❜❛❝❦❣4♦✉♥❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

✻✳✾ ❈♦♠♣❛4✐-♦♥✱ ✐♥ *❡4♠- ♦❢ ♦✈❡4❛❧❧ ❛❝❝✉4❛❝② ❛♥❞ ♥✉♠❜❡4 ♦❢ *4❛✐♥❛❜❧❡ ♣❛4❛♠✲

❡*❡4-✱ ❜❡*✇❡❡♥ ♣4♦♣♦-❡❞ ❛♥❞ ❡①✐-*✐♥❣ ♥❡*✇♦4❦- ❢♦4 ❱❛✐❤✐♥❣❡♥ ❛♥❞ O♦*-❞❛♠

❉❛*❛-❡*-✳ ■❞❡❛❧ ❛4❝❤✐*❡❝*✉4❡- -❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ *❤❡ *♦♣ ❧❡❢* ❝♦4♥❡4✱ ✇✐*❤ ❢❡✇❡4

♣❛4❛♠❡*❡4- ❜✉* ❤✐❣❤❡4 ❛❝❝✉4❛❝②✳ ❙✐♥❝❡ *❤❡ ① ❛①✐- ✐- ❧♦❣❛4✐*❤♠✐❝✱ ❛ ❝❤❛♥❣❡

♦❢ ♦♥❧② ✵✳✸ ✐♥ *❤✐- ❛①✐- ✐- ❡S✉✐✈❛❧❡♥* *♦ ♠♦4❡ *❤❛♥ ✶ ♠✐❧❧✐♦♥ ♥❡✇ ♣❛4❛♠❡*❡4-
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✻✳✶✶ ❊①❛♠♣❧❡ ♣4❡❞✐❝*✐♦♥- ❢♦4 *❤❡ *❡-* -❡* ♦❢ *❤❡ O♦*-❞❛♠ ❉❛*❛-❡*✳ ▲❡❣❡♥❞ ✕
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✼✳✶ ■❧❧✉-*4❛*✐♦♥ -❤♦✇✐♥❣ ❛♥ ✐♥♣✉* ✐♠❛❣❡ ✭4❡♣4❡-❡♥*✐♥❣ ✇❤❛* ❝❛♥ ❜❡ -❡❡♥ ❛- ❛♥

①✲-❤❛♣❡❞ ❜♦4❞❡4✮✱ -♦♠❡ ❈♦♥✈◆❡* ✜❧*❡4- ❛♥❞ *❤❡ ♣4♦❞✉❝❡❞ ♦✉*♣✉*- ❣❡♥❡4✲

❛*❡❞ ❜② *❤❡-❡ ✜❧*❡4-✳ ◆♦*❡ *❤❛* ♥♦♥❡ ♦❢ *❤❡ ♥❡*✇♦4❦ ♦✉*❝♦♠❡- ✐- -✐♠✐❧❛4

*♦ *❤❡ ❞❡-✐4❡❞ ♦✉*♣✉*✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛- ❣❡♥❡4❛*❡❞ ✉-✐♥❣ ❛ ♠♦4♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡4♦-✐♦♥

✇✐*❤ ❛ 3 × 3 ✜❧*❡4✴-*4✉❝*✉4✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥*✱ ❡S✉❛❧ *♦ *❤❡ ✜4-* ♦♥❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❜②

*❤❡ ❈♦♥✈◆❡*✳ ❚❤✐- -❤♦✇- *❤❛* 4❡❣❛4❞❧❡-- ♦❢ *❤❡ ✜❧*❡4✱ *❤❡ ❈♦♥✈♦❧✉*✐♦♥❛❧

◆❡*✇♦4❦ ✐- ♥♦* ❛❜❧❡ *♦ ♣4♦❞✉❝❡ ❛♥ ♦✉*♣✉* ❛- ❞❡-✐4❡❞ ❞✉❡ *♦ ✐*- ❢✉❧❧② ❧✐♥❡❛4
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①①



✼✳✷ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♠♦,♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡,♦1✐♦♥ ❜❛1❡❞ ♦♥ 5❤❡ ♣,♦♣♦1❡❞ ❢,❛♠❡✇♦,❦✳ ❚❤❡

✹ ✜❧5❡,1 W ✭✇✐5❤ 1✐③❡ 4 × 4✮ ❛❝5✉❛❧❧② ,❡♣,❡1❡♥5 ❛ ✉♥✐@✉❡ 4 × 4 ❙❊✳ ❊❛❝❤

✜❧5❡, W ✐1 ✜,15 ❝♦♥✈❡,5❡❞ 5♦ ❜✐♥❛,② W b
✱ ❛♥❞ 5❤❡♥ ✉1❡❞ 5♦ ♣,♦❝❡11 ❡❛❝❤

✐♥♣✉5 ❝❤❛♥♥❡❧ ✭15❡♣ ✶✱ ❜❧✉❡ ❞❛1❤❡❞ ,❡❝5❛♥❣❧❡✮✳ ❚❤❡ ♦✉5♣✉5 ✐1 5❤❡♥ ♣,♦❝❡11❡❞

✈✐❛ ❛ ♣✐①❡❧ ❛♥❞ ❞❡♣5❤✇✐1❡ ♠✐♥✲♣♦♦❧✐♥❣ 5♦ ♣,♦❞✉❝❡ 5❤❡ ✜♥❛❧ ❡,♦❞❡❞ ♦✉5♣✉5

✭15❡♣ ✷✱ ❣,❡❡♥ ❞♦55❡❞ ,❡❝5❛♥❣❧❡✮✳ ◆♦5❡ 5❤❛5 5❤❡ ❜✐♥❛,② ✜❧5❡,1 W b
✱ ✇❤❡♥

1✉♣❡,✐♠♣♦1❡❞✱ ,❡5,✐❡✈❡ 5❤❡ ✜♥❛❧ ❙❊ B✳ ❚❤❡ ❞♦55❡❞ ❧✐♥❡ 1❤♦✇1 5❤❛5 5❤❡

♣,♦❝❡11✐♥❣ ♦❢ 5❤❡ ✐♥♣✉5 ✇✐5❤ 5❤❡ 1✉♣❡,✐♠♣♦1❡❞ ❙❊ B ✉1✐♥❣ 5❤❡ 15❛♥❞❛,❞

♠♦,♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡,♦1✐♦♥ ,❡1✉❧51 ✐♥ 5❤❡ 1❛♠❡ ❡,♦❞❡❞ ♦✉5♣✉5 ✐♠❛❣❡ ♣,♦❞✉❝❡❞ ❜②

5❤❡ ♣,♦♣♦1❡❞ ♠♦,♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡,♦1✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶

✼✳✸ ❉❡✜♥✐5✐♦♥ ♦❢ ♠♦,♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡✉,♦♥1 ❜❛1❡❞ ♦♥ 5❤❡ ♣,♦♣♦1❡❞ ❢,❛♠❡✇♦,❦✳ ■♥

5❤✐1 ❝❛1❡✱ ❥✉15 ♦♥❡ 5②♣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥❡✉,♦♥ ✐1 ,❡♣,❡1❡♥5❡❞✳ ❙♦♠❡ ♥❡✉,♦♥1 ❤❛✈❡

5✐❡❞ ✇❡✐❣❤51 5♦ ❢♦,❝❡ 5❤❡ ♥❡5✇♦,❦ 5♦ ✉1❡ 5❤❡ 1❛♠❡ ✜❧5❡,1 ✭✐✳❡✳ ❙❊✮ ✐♥ ❜♦5❤

♦♣❡,❛5✐♦♥1✳ ❖5❤❡, ♥❡✉,♦♥1 ❤❛✈❡ 1❦✐♣ ❝♦♥♥❡❝5✐♦♥1 ✐♥ ♦,❞❡, 5♦ ❛❧❧♦✇ ❛♥ ♥❡✇

♦♣❡,❛5✐♦♥ ✉1✐♥❣ 5❤❡ ♦,✐❣✐♥❛❧ ✐♥♣✉5 ❛♥❞ 5❤❡ ♣,♦❝❡11❡❞ ❞❛5❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷

✼✳✹ ❈♦♥❝❡♣5 ♦❢ ❛ ♠♦,♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛②❡,✳ ◆♦5❡ 5❤❛5 ❛ 1✐♥❣❧❡ ♠♦,♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛②❡,

❝❛♥ ❤❛✈❡ ♥❡✉,♦♥1 ♣❡,❢♦,♠✐♥❣ ❞✐✛❡,❡♥5 ♦♣❡,❛5✐♦♥1✳ ❚❤✐1 ♣,♦❝❡11 ✐1 ❛❜❧❡ 5♦

❛❣❣,❡❣❛5❡ ❤❡5❡,♦❣❡♥❡♦✉1 ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥5❛,② ✐♥❢♦,♠❛5✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✼✳✺ ❚❤❡ 5❤,❡❡ ❉❡❡♣ ▼♦,♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ◆❡5✇♦,❦ ✭❉❡❡♣▼♦,♣❤◆❡5✮ ❛,❝❤✐5❡❝5✉,❡1 ♣,♦✲

♣♦1❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❧♦✐5❡❞ ✐♥ 5❤✐1 ✇♦,❦✳ ◆♦5❡ 5❤❛5 5❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ♠♦,♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧

♥❡✉,♦♥1 ♦❢ ❡❛❝❤ 5②♣❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❧❛②❡, ✐1 ❝♦❞✐✜❡❞ ✉1✐♥❣ 5❤❡ ❊@✉❛5✐♦♥1 ♦❢ ❙❡❝✲

5✐♦♥ ✼✳✶✳✷✳ ❆❧1♦✱ ♦❜1❡,✈❡ 5❤❛5 5❤❡ 5✇♦ ❞❡♣5❤✇✐1❡ ❝♦♥✈♦❧✉5✐♦♥1 ♦❢ ❛ 1❛♠❡ ❧❛②❡,

1❤❛,❡ 5❤❡ ❦❡,♥❡❧ 1✐③❡✱ 1♦♠❡5✐♠❡1 ❞✐✛❡,✐♥❣ ♦♥❧② ✐♥ 5❤❡ 15,✐❞❡ ❛♥❞ ♣❛❞❞✐♥❣✳

▼♦,❡♦✈❡,✱ 5❤❡ ♣❛❞❞✐♥❣ ❛♥❞ 15,✐❞❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡, ❛,❡ ♣,❡1❡♥5❡❞ ❛1 ❢♦❧❧♦✇1✿ 5❤❡

✈❛❧✉❡ ,❡❧❛5❡❞ 5♦ 5❤❡ ✜,15 ❞❡♣5❤✇✐1❡ ❝♦♥✈♦❧✉5✐♦♥ ✐1 ,❡♣♦,5❡❞ 1❡♣❛,❛5❡❞ ❜② ❛

❝♦♠♠❛ ♦❢ 5❤❡ ✈❛❧✉❡ ,❡❧❛5❡❞ 5♦ 5❤❡ 1❡❝♦♥❞ ❞❡♣5❤✇✐1❡ ❝♦♥✈♦❧✉5✐♦♥✳ ❚❤♦✉❣❤

♥♦5 ✈✐1✉❛❧❧② ,❡♣,❡1❡♥5❡❞✱ 5❤❡ ♣♦✐♥5✇✐1❡ ❝♦♥✈♦❧✉5✐♦♥1 ❡①♣❧♦,❡❞ ✐♥ 5❤❡ ♠♦,✲

♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛②❡,1 ❛❧✇❛②1 ✉1❡ 5❤❡ 1❛♠❡ ❝♦♥✜❣✉,❛5✐♦♥✿ ❦❡,♥❡❧ 1× 1✱ 15,✐❞❡ ✶✱

❛♥❞ ♥♦ ♣❛❞❞✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✼✳✻ ▲❡❛,♥❡❞ 15,✉❝5✉,✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥51 ❢♦, 5❤❡ 1②♥5❤❡5✐❝ ❞❛5❛1❡51✳ ■♥ ❜♦5❤ ❝❛1❡1✱ 5❤❡

❧❡❛,♥❡❞ ❙❊1 ❛,❡ ❡①❛❝5❧② ❛1 ❡①♣❡❝5❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ❛ 1@✉❛,❡ ❙❊ ❧❛,❣❡, 5❤❛♥ 5× 5 ❜✉5

1♠❛❧❧❡, 5❤❛♥ 9 × 9 ❢♦, 5❤❡ 1@✉❛,❡ 1②♥5❤❡5✐❝ ❞❛5❛1❡5✱ ❛♥❞ ❛ ,❡❝5❛♥❣❧❡ ❧❛,❣❡,

5❤❛♥ 5❤❡ ,❡❝5❛♥❣❧❡1 ♦❢ ♦♥❡ ❝❧❛11 ❛♥❞ ✐♥ 5❤❡ 1❛♠❡ ♦,✐❡♥5❛5✐♦♥ ❢♦, 5❤❡ ,❡❝5❛♥❣❧❡

1②♥5❤❡5✐❝ ❞❛5❛1❡5✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

①①✐



✼✳✼ ❊①❛♠♣❧❡) ♦❢ ,❤❡ ♦✉,♣✉, ♦❢ ,❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ♥❡✉2♦♥ ❢♦2 ,❤❡ )3✉❛2❡ )②♥,❤❡,✐❝

❞❛,❛)❡,✳ ❚❤❡ ✜2), ❝♦❧✉♠♥ 2❡♣2❡)❡♥,) ,❤❡ ✐♥♣✉, ✐♠❛❣❡✱ ,❤❡ )❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐) ,❤❡

♦✉,♣✉, ♦❢ ,❤❡ ❡2♦)✐♦♥✱ ❛♥❞ ,❤❡ ❧❛), ♦♥❡ ✐) ,❤❡ ♦✉,♣✉, ♦❢ ,❤❡ ❞✐❧❛,✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡

❡2♦)✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐❧❛,✐♦♥ ❤❛✈❡ ,✐❡❞ ✇❡✐❣❤,) ✭✐✳❡✳✱ ,❤❡ )❛♠❡ ),2✉❝,✉2✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥,✮✱

,❤❡② ✐♠♣❧❡♠❡♥, ❛♥ ♦♣❡♥✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✼✳✽ ❊①❛♠♣❧❡) ♦❢ ,❤❡ ♦✉,♣✉, ♦❢ ,❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ♥❡✉2♦♥ ❢♦2 ,❤❡ )②♥,❤❡,✐❝ 2❡❝,❛♥❣❧❡

❞❛,❛)❡,✳ ❚❤❡ ✜2), ❝♦❧✉♠♥ 2❡♣2❡)❡♥,) ,❤❡ ✐♥♣✉, ✐♠❛❣❡✱ ,❤❡ )❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐) ,❤❡

♦✉,♣✉, ♦❢ ,❤❡ ❡2♦)✐♦♥✱ ❛♥❞ ,❤❡ ❧❛), ♦♥❡ ✐) ,❤❡ ♦✉,♣✉, ♦❢ ,❤❡ ❞✐❧❛,✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡

❡2♦)✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐❧❛,✐♦♥ ❤❛✈❡ ,✐❡❞ ✇❡✐❣❤,) ✭✐✳❡✳✱ ,❤❡ )❛♠❡ ),2✉❝,✉2✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥,✮✱

,❤❡② ✐♠♣❧❡♠❡♥, ❛♥ ♦♣❡♥✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✼✳✾ ❈♦♥✈❡2❣❡♥❝❡ ♦❢ ,❤❡ ♣2♦♣♦)❡❞ ♠♦2♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡,✇♦2❦) ❛♥❞ ,❤❡ ❜❛)❡❧✐♥❡) ❢♦2

❜♦,❤ ❞❛,❛)❡,)✳ ◆♦,❡ ,❤❛, ♦♥❧② ❢♦❧❞ ✶ ✐) 2❡♣♦2,❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

✼✳✶✵ ■♥♣✉, ✐♠❛❣❡) ❛♥❞ )♦♠❡ ♣2♦❞✉❝❡❞ ✭✉♣)❛♠♣❧❡❞✮ ❢❡❛,✉2❡ ♠❛♣) ❡①,2❛❝,❡❞

❢2♦♠ ❛❧❧ ❧❛②❡2) ♦❢ ,❤❡ ❆❧❡①◆❡,✲❜❛)❡❞ ♥❡,✇♦2❦) ❢♦2 ,❤❡ ❯❈▼❡2❝❡❞ ▲❛♥❞✲

✉)❡ ❉❛,❛)❡,✳ ❋♦2 ❡❛❝❤ ✐♥♣✉, ✐♠❛❣❡✿ ,❤❡ ✜2), 2♦✇ ♣2❡)❡♥,) ❢❡❛,✉2❡) ❢2♦♠ ,❤❡

❆❧❡①◆❡,✲❜❛)❡❞ ♥❡,✇♦2❦✱ ,❤❡ )❡❝♦♥❞ 2♦✇ ♣2❡)❡♥,) ,❤❡ ❢❡❛,✉2❡ ♠❛♣) ❧❡❛2♥❡❞

❜② ,❤❡ ❉❡♣,❤✲❆❧❡①◆❡,✲❜❛)❡❞ ❛2❝❤✐,❡❝,✉2❡✱ ❛♥❞ ,❤❡ ❧❛), 2♦✇ ♣2❡)❡♥,) ,❤❡

❢❡❛,✉2❡) ♦❢ ,❤❡ ♣2♦♣♦)❡❞ ♠♦2♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡,✇♦2❦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✼✳✶✶ ■♥♣✉, ✐♠❛❣❡) ❛♥❞ )♦♠❡ ♣2♦❞✉❝❡❞ ✭✉♣)❛♠♣❧❡❞✮ ❢❡❛,✉2❡ ♠❛♣) ❡①,2❛❝,❡❞ ❢2♦♠

❛❧❧ ❧❛②❡2) ♦❢ ,❤❡ ❆❧❡①◆❡,✲❜❛)❡❞ ♥❡,✇♦2❦) ❢♦2 ,❤❡ ❲❍❯✲❘❙✶✾ ❉❛,❛)❡,✳ ❋♦2

❡❛❝❤ ✐♥♣✉, ✐♠❛❣❡✿ ,❤❡ ✜2), 2♦✇ ♣2❡)❡♥,) ❢❡❛,✉2❡) ❢2♦♠ ,❤❡ ❆❧❡①◆❡,✲❜❛)❡❞

♥❡,✇♦2❦✱ ,❤❡ )❡❝♦♥❞ 2♦✇ ♣2❡)❡♥,) ,❤❡ ❢❡❛,✉2❡ ♠❛♣) ❧❡❛2♥❡❞ ❜② ,❤❡ ❉❡♣,❤✲

❆❧❡①◆❡,✲❜❛)❡❞ ❛2❝❤✐,❡❝,✉2❡✱ ❛♥❞ ,❤❡ ❧❛), 2♦✇ ♣2❡)❡♥,) ,❤❡ ❢❡❛,✉2❡) ♦❢ ,❤❡

♣2♦♣♦)❡❞ ♠♦2♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡,✇♦2❦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

①①✐✐



▲✐"# ♦❢ ❚❛❜❧❡"

✹✳✶ ❖✈❡&✈✐❡✇ )*❛*✐)*✐❝) ❢♦& *❤❡ *❤&❡❡ ❝❧❛))✐✜❝❛*✐♦♥ ❞❛*❛)❡*) ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ *❤✐) ✇♦&❦✳ ✸✻

✹✳✷ ❖✈❡&✈✐❡✇ )*❛*✐)*✐❝) ❢♦& *❤❡ *✇♦ ♣✐①❡❧ ❝❧❛))✐✜❝❛*✐♦♥ ❞❛*❛)❡*) ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ *❤✐)

✇♦&❦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✹✳✸ ◆✉♠❜❡& ♦❢ ♣✐①❡❧) ♣❡& ❝❧❛)) ❢♦& *❤❡ ●❘❙❙ ❉❛*❛ ❋✉)✐♦♥ ❉❛*❛)❡*✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✹✳✹ ◆✉♠❜❡& ♦❢ ♣✐①❡❧) ♣❡& ❝❧❛)) ❢♦& ■❙G❘❙ ❞❛*❛)❡*)✱ ✐✳❡✳✱ ❱❛✐❤✐♥❣❡♥ ❛♥❞ G♦*)❞❛♠✳ ✸✾

✹✳✺ ❈♦♥❢✉)✐♦♥ ♠❛*&✐① ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ xij &❡♣&❡)❡♥*) *❤❡ ♥✉♠❜❡& ♦❢ )❝❡♥❡) ♦& ♣✐①❡❧)

✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ *❤❡ *❛)❦✮ ✐♥ *❤❡ ❝❧❛))✐✜❡❞ ✭♦❜)❡&✈❡❞✮ ✐♠❛❣❡ ❝❛*❡❣♦&② i ❛♥❞

*❤❡ ❣&♦✉♥❞ *&✉*❤ ✭&❡❢❡&❡♥❝❡✮ ❝♦✈❡& ❝❛*❡❣♦&② j✳ ❆❞❛♣*❡❞ ❢&♦♠ ❬▲✐✉ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ✹✶

✺✳✶ ❙♦♠❡ )*❛*✐)*✐❝) ❛❜♦✉* *❤❡ ❞❡❡♣ ♥❡*✇♦&❦) ❡✈❛❧✉❛*❡❞ ✐♥ *❤✐) ✇♦&❦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✺✳✷ G❛&❛♠❡*❡&) ✉*✐❧✐③❡❞ ✐♥ ✜♥❡✲*✉♥✐♥❣ ❛♥❞ ❢✉❧❧✲*&❛✐♥✐♥❣ )*&❛*❡❣✐❡)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✻✳✶ ❍②♣❡&♣❛&❛♠❡*❡&) ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❞❛*❛)❡*✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✻✳✷ ❘❡)✉❧*) ♦✈❡& ❞✐✛❡&❡♥* ❞✐)*&✐❜✉*✐♦♥)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✻✳✸ ❘❡)✉❧*) ♦✈❡& ❞✐✛❡&❡♥* )❝♦&❡ ❢✉♥❝*✐♦♥)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

✻✳✹ ❘❡)✉❧*) ♦❢ *❤❡ ♣&♦♣♦)❡❞ ❛♣♣&♦❛❝❤ ✇❤❡♥ ✈❛&②✐♥❣ *❤❡ ✐♥♣✉* &❛♥❣❡ ♦❢ ♣❛*❝❤

)✐③❡)✳ ❋♦& ❱❛✐❤✐♥❣❡♥✱ ❛ ✈❛❧✐❞❛*✐♦♥ )❡* ✭❝&❡❛*❡❞ ❛❝❝♦&❞✐♥❣ ❬❱♦❧♣✐ ❛♥❞ ❚✉✐❛✱

✷✵✶✼❪✮ ✐) ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❇♦❧❞ ♣❛*❝❤ )✐③❡ &❛♥❣❡) ✇❡&❡ )❡❧❡❝*❡❞ ❢♦& ❛❧❧ ❢✉&*❤❡&

❡①♣❡&✐♠❡♥*)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✻✳✺ ❘❡)✉❧*) ♦❢ *❤❡ ❉✐❧❛*❡❞✻ ♥❡*✇♦&❦ *&❛✐♥❡❞ ✉)✐♥❣ ❞✐)*✐♥❝* ❝♦♥✈♦❧✉*✐♦♥ *②♣❡)✳ ✳ ✾✵

✻✳✻ ❈♦♠♣❛&✐)♦♥ ❜❡*✇❡❡♥ *❤❡ ❞✐❧❛*❡❞ ♥❡*✇♦&❦ *&❛✐♥❡❞ ✉)✐♥❣ *❤❡ ♣&♦♣♦)❡❞ ❛♥❞

*❤❡ *&❛❞✐*✐♦♥❛❧ ♠❡*❤♦❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✻✳✼ ❘❡)✉❧*) ❢♦& *❤❡ ❈♦✛❡❡ ❞❛*❛)❡*✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸
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❛❜♦✉# ❧❛♥❞ ❝♦✈❡" ✉&❡ ❬❏❡♥&❡♥ ❛♥❞ ▲✉❧❧❛✱ ✶✾✽✼❪✮ ❛& ✇❡❧❧ ❛& ♦♥ ❞❡#❡❝#✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦♥✐#♦"✲

✐♥❣ ♦❢ ❡✈❡♥#&✳ ❍♦✇❡✈❡"✱ #❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥# ♦❢ ❜♦#❤ #❛&❦&✱ ❜② ♠❛♥✉❛❧ ❡✛♦"#& ✭❡✳❣✳✱ ✉&✐♥❣

❡❞✐#✐♦♥ #♦♦❧&✮✱ ✐& &❧♦✇ ❛♥❞ ❝♦&#❧②✱ ❜❡✐♥❣ ✉♥❢❡❛&✐❜❧❡✱ ❣✐✈❡♥ #❤❡ ❧❛"❣❡ ❛♠♦✉♥# ♦❢ ❞❛#❛✳

❚❤❡"❡❢♦"❡✱ ❛✉#♦♠❛#✐❝ ♠❡#❤♦❞& ❛♣♣❡❛" ❛& ❛♥ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❛❧#❡"♥❛#✐✈❡ ❢♦" #❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐#②✳

✶



✷ ❈❤❛♣$❡& ✶✳ ■♥$&♦❞✉❝$✐♦♥

❚"❛❞✐&✐♦♥❛❧❧②✱ ,✉❝❤ ❛✉&♦♠❛&✐❝ ♠❡&❤♦❞, ❬❍✉❛♥❣ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❆✈"❛♠♦✈✐➣ ❛♥❞ ❘✐,♦❥❡✈✐➣✱

✷✵✶✹❪ ♣❡"❢♦"♠ &❤❡,❡ &❛,❦, ❜② ✉,✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡✲❧❡❛"♥✐♥❣ ❜❛,❡❞ ❛♣♣"♦❛❝❤❡, ♦✈❡" ❢❡❛&✉"❡,

❡♥❝♦❞❡❞ ❜② ,♦♠❡ ✈✐,✉❛❧ ❞❡,❝"✐♣&✐♦♥ &❡❝❤♥✐E✉❡✳ ❚❤❡"❡❢♦"❡✱ ❡✣❝✐❡♥&❧② ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ &❤❡,❡

❢❡❛&✉"❡, ✐, ♦♥❡ ♦❢ &❤❡ ♠♦,& ✐♠♣♦"&❛♥& ,&❡♣, ✐♥ ❛❧♠♦,& ❛♥② ❝♦♠♣✉&❡" ✈✐,✐♦♥ ♣"♦❜❧❡♠ ✭❛,

✇❡❧❧ ❛, ✐♥ &❤❡ "❡♠♦&❡ ,❡♥,✐♥❣ ✜❡❧❞✮ ,✐♥❝❡ ✐& ✐, &❤❡ ♠❛✐♥ ❦❡② &♦ ❣❡♥❡"❛&❡ ❞✐,❝"✐♠✐♥❛&✐✈❡

♠♦❞❡❧,✳ ●✐✈❡♥ &❤✐,✱ &❤"♦✉❣❤ ②❡❛",✱ ,✉❜,&❛♥&✐❛❧ ❡✛♦"&, ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡❞✐❝❛&❡❞ &♦ ❞❡✈❡❧♦♣

❛✉&♦♠❛&✐❝ ❛♥❞ ❞✐,❝"✐♠✐♥❛&✐✈❡ ❢❡❛&✉"❡ &❡❝❤♥✐E✉❡, ❬❑✉♠❛" ❛♥❞ ❇❤❛&✐❛✱ ✷✵✶✹❪✱ ❝♦♠♠♦♥❧②

❝❛❧❧❡❞ ✭❤❛♥❞✲❝"❛❢&❡❞✮ ❞❡,❝"✐♣&♦",✳ ❙♦♠❡ ♦❢ &❤❡♠ ❬❙✇❛✐♥ ❛♥❞ ❇❛❧❧❛"❞✱ ✶✾✾✶❀ ❚❛♦ ❛♥❞

❉✐❝❦✐♥,♦♥✱ ✷✵✵✵❀ ❍✉❛♥❣ ❡& ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❀ ▲♦✇❡✱ ✷✵✵✹❀ ❞❡ ❖✳ ❙&❡❤❧✐♥❣ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪ ✇❡"❡ ♦"✐❣✲

✐♥❛❧❧② ♣"♦♣♦,❡❞ ❛♥❞ ,✉❝❝❡,,❢✉❧❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ &❤❡ ❝♦♠♣✉&❡" ✈✐,✐♦♥ ,❝❡♥❛"✐♦ ❛♥❞ &❤❡♥✱

❡①♣❡"✐♠❡♥&❡❞ ✐♥&♦ &❤❡ "❡♠♦&❡ ,❡♥,✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤✐❧❡ ♦&❤❡", ❬❇❡♥❡❞✐❦&,,♦♥ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀

❉❛❧❧❛ ▼✉"❛ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❨✉ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❀ ❍✉ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪ ✇❡"❡ ,♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡,✐❣♥❡❞ ❢♦"

❊❛"&❤ ❖❜,❡"✈❛&✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥,✳

■♥ &❤❡ ✜",& ❝❛,❡✱ ,✉❝❝❡,,❢✉❧ ❞❡,❝"✐♣&♦", ♣"♦♣♦,❡❞ &♦ ❤❛♥❞❧❡ ❡✈❡"②❞❛② ♣✐❝&✉"❡,✱

✐✳❡✳✱ ❘●❇ ✐♠❛❣❡, &②♣✐❝❛❧❧② ❛❝E✉✐"❡❞ ❜② ♦"❞✐♥❛"② ❝❛♠❡"❛, ❛♥❞ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉,❡❞ ✐♥ &❤❡

❝♦♠♣✉&❡" ✈✐,✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥✱ ♠❛② ♥♦& ❤❛✈❡ &❤❡ ,❛♠❡ ❢❛✈♦"❛❜❧❡ ♦✉&❝♦♠❡ ❢♦" ❘❙■, ❣✐✈❡♥ &❤❡

❞✐,&✐♥❝& ❝❤❛"❛❝&❡"✐,&✐❝, ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡,❡ ✐♠❛❣❡,✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡✿

✭✐✮ ]❡",♣❡❝&✐✈❡✳ ❚❤✐, ❝♦♠❡, ❢"♦♠ &❤❡ ❢❛❝& &❤❛& &"❛❞✐&✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡, &②♣✐❝❛❧❧② ❤❛✈❡ ❛

❝♦♥❝❡♣& ♦❢ ❞❡♣&❤ ❛♥❞✱ ❝♦♥,❡E✉❡♥&❧②✱ ❛ ❝❧❡❛" ❞❡✜♥✐&✐♦♥ ♦❢ ❢♦"❡ ❛♥❞ ❜❛❝❦❣"♦✉♥❞✳

❆❧&❤♦✉❣❤ &❤✐, ❝♦♥❝❡♣& ,♦♠❡❤♦✇ ❡①✐,&, ✐♥ ❛❡"✐❛❧ ,❝❡♥❡,✱ ✐& ✐, ♥♦& ✉,❡❢✉❧ ❢♦" "❡♠♦&❡

,❡♥,✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥,✱ ❜❡✐♥❣ ✉,✉❛❧❧② ❤❛♥❞❧❡❞ ❛, ♥♦✐,❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐, ❝♦""❡❝&❡❞ ✇✐&❤ ❛

♣"♦❝❡,, ❝❛❧❧❡❞ ♦"&❤♦"❡❝&✐✜❝❛&✐♦♥ ❬▲❡♣"✐♥❝❡ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳ ❚❤✐, ❞✐✛❡"❡♥❝❡ ✐♥&"♦❞✉❝❡,

♥✉❛♥❝❡, ✇❤❡♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ &❤❡ ❢❡❛&✉"❡,✱ ,✐♥❝❡ ✐♥ ❛❡"✐❛❧ ✐♠❛❣❡, ❛❧❧ &❤❡ ♣✐①❡❧, ,❤♦✉❧❞

❜❡ ♠❛♥❛❣❡❞ ✇✐&❤ &❤❡ ,❛♠❡ ❛&&❡♥&✐♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥&❧② ♦❢ ✐&, ❡❧❡♠❡♥&❛"② ❝♦♠♣♦,✐&✐♦♥

✭❝♦❧♦"✱ &❡①&✉"❡✱ ❡&❝✮❀

✭✐✐✮ ❈♦♥&❡①&✳ ●✐✈❡♥ &❤❛& ❡✈❡"②❞❛② ♣✐❝&✉"❡, ❤❛✈❡ ❛ ,♣❡❝✐✜❝ ♥♦&✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥&❡①& "❡❧❛&❡❞

&♦ &❤❡ ,❝❡♥❡ ✭❢♦" ✐♥,&❛♥❝❡✱ ❛ ❝❛" ♣❛,,✐♥❣ ❢❛" ❢"♦♠ &❤❡ "❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥&❡"❡,& ✐, ♥♦&

♣❛"& ♦❢ &❤❡ ,❝❡♥❡✮ ✇❤✐❧❡✱ ✐♥ ❛❡"✐❛❧ ✐♠❛❣❡,✱ &❤❡"❡ ✐, ♥♦ ,✉❝❤ ❝♦♥&❡①& ❜✉& &❤❡"❡ ✐,

&❤❡ ❣❡♦❣"❛♣❤✐❝ ❝♦♥&❡①& ✭❛ ❝❛" ❝❛♥ ♥♦& ❛♣♣❡❛" ✐♥ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ &❤❡ ♦❝❡❛♥✮✳ ❚❤✐, ❢❛❝&

,❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❡✈❡"❛❣❡❞ ❜② ❞❡,❝"✐♣&♦", ✐♥ ♦"❞❡" &♦ ✐♠♣"♦✈❡ ✐&, ❢❡❛&✉"❡ "❡♣"❡,❡♥&❛&✐♦♥❀

✭✐✐✐✮ ❊❧❡♠❡♥&❛"② ♣"♦♣❡"&✐❡,✳ ●✐✈❡♥ &❤❛& &"❛❞✐&✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡, ✉,✉❛❧❧② ❤❛✈❡ ♠♦"❡ ❝♦♠♣❧❡①

❛♥❞ "✐❝❤ ,❝❡♥❡, &❤❛♥ ❛❡"✐❛❧ ♦♥❡,✱ ♠❛✐♥❧② ✇❤❡♥ ❝♦♥,✐❞❡"✐♥❣ ❧♦✇✲"❡,♦❧✉&✐♦♥ ✐♠❛❣❡,✳

❚❤✐, ✐♠♣❧✐❡, ✐♥ ♠♦"❡ ✐♥❢♦"♠❛&✐♦♥ ✭,✉❝❤ ❛, ❣"❛❞✐❡♥&✱ &❡①&✉"❡✱ ❝♦❧♦"✱ ❡&❝✮ &❤❛& ❝♦✉❧❞

❜❡ ❡①&"❛❝&❡❞ ❜② ❤❛♥❞✲❝"❛❢&❡❞ ❞❡,❝"✐♣&♦", ✐♥ &❤❡ ❢♦"♠❡" ✐♠❛❣❡, ❜✉& &❤❛& ♠❛② ♥♦&



✸

❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ (❤❡ ❧❛((❡, ♦♥❡- ❬❏❡♥-❡♥ ❛♥❞ ▲✉❧❧❛✱ ✶✾✽✼❀ ❈❛♠♣❜❡❧❧ ❛♥❞ ❲②♥♥❡✱

✷✵✶✶❪❀

✭✐✈✮ ❈❤❛♥♥❡❧- ✭♦, ❜❛♥❞-✮✳ ❲❤✐❧❡ (,❛❞✐(✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡- ✉-✉❛❧❧② ❡♥❝♦❞❡ ♦♥❧② ✈✐-✐❜❧❡ ✐♥✲

❢♦,♠❛(✐♦♥✱ ❘❙■- ♠❛② ❤❛✈❡ ❤✉♥❞,❡❞- ♦, ❡✈❡♥ (❤♦✉-❛♥❞- ♦❢ ❜❛♥❞- ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♥♦♥✲

✈✐-✐❜❧❡ ♦♥❡-✮✳ ❋✉,(❤❡,♠♦,❡✱ ✈✐-✉❛❧ ❞❡-❝,✐♣(✐♦♥ (❡❝❤♥✐K✉❡- ♣,♦♣♦-❡❞ ❢♦, ❝♦♠♣✉(❡,

✈✐-✐♦♥ ✐♠❛❣❡- ✉-✉❛❧❧② ,❡❧② ♦♥ ❛ -♣❡❝✐✜❝ ❝♦❧♦, -♣❛❝❡ ✭❘●❇✱ ❍❙■✱ ❈✐❡▲❛❜✱ ❡(❝✮ ♦, ✐♥

❛ (,❛♥-❢♦,♠❛(✐♦♥ ❜❡(✇❡❡♥ (❤❡-❡ -♣❛❝❡-✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧-♦ ♣,❡✈❡♥(- ✐(- ✉-❡ ✐♥ (❤❡ ,❡♠♦(❡

-❡♥-✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❤❛✈❡ ✐♠❛❣❡- ✇✐(❤ ♠♦,❡ ❜❛♥❞- (❤❛( ❞♦ ♥♦( ✜( ✐♥ -✉❝❤

❝♦❧♦, -♣❛❝❡-✳ ❆❧❧ ♦❢ (❤❡-❡ ♣♦✐♥(- -❤♦✉❧❞ ❜❡ (❛❦❡♥ ✐♥(♦ ❛❝❝♦✉♥( (♦ ❝,❡❛(❡ ❛ ,♦❜✉-(

❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥( ❢❡❛(✉,❡ ,❡♣,❡-❡♥(❛(✐♦♥✳

❚❤✉-✱ ❛- ✐♥(,♦❞✉❝❡❞✱ ❜❛-❡❞ ♦♥ (❤❡-❡ -♣❡❝✐✜❝✐(✐❡- ❛♥❞ ❞✐✛❡,❡♥❝❡-✱ ♠❛♥② ♦❢ (❤❡-❡

(❡❝❤♥✐K✉❡-✱ ♦,✐❣✐♥❛❧❧② ♣,♦♣♦-❡❞ ❛♥❞ -✉❝❝❡--❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦, ❝♦♠♣✉(❡, ✈✐-✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛✲
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✻ ❈❤❛♣$❡& ✶✳ ■♥$&♦❞✉❝$✐♦♥

♥♦# ❣✉❛'❛♥#❡❡❞ ❜❡❝❛✉,❡ ♦❢ #❤❡ ✐♥#'✐♥,✐❝ ❞✐✛❡'❡♥❝❡ ❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ ✐♠❛❣❡,✳ ❚❤❡'❡✲

❢♦'❡✱ ✐# ✐, ❢✉♥❞❛♠❡♥#❛❧ #♦ ✐♥✈❡,#✐❣❛#❡ #❤❡ ♣♦,,✐❜❧❡ ❣❡♥❡'❛❧✐③❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡,❡ ❢❡❛#✉'❡,

❛♥❞ ❤♦✇ #♦ ❡①♣❧♦✐# #❤❡♠ ✐♥ ♦'❞❡' #♦ ❛❧❧❡✈✐❛#❡ #❤❡ ♣'♦❜❧❡♠ ♦❢ ,♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥# ♦❢

❛♥♥♦#❛#❡❞ ❞❛#❛ ❢♦' #❤❡ '❡♠♦#❡ ,❡♥,✐♥❣ ,❝❡♥❛'✐♦✳

✭✐✐✐✮ ❆❞❥✉,# ❢❡❛#✉'❡ '❡♣'❡,❡♥#❛#✐♦♥ ❧❡❛'♥❡❞ ✐♥ ❤✉❣❡ ❝♦♠♣✉#❡' ✈✐,✐♦♥ ❞❛#❛,❡#, ❢♦' #❤❡

'❡♠♦#❡ ,❡♥,✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤✐, ❛❧,♦ ❝♦♠❡, ❢'♦♠ #❤❡ ❢❛❝# #❤❛# ❧❛'❣❡ ❞❛#❛,❡#,✱ ,✉❝❤

❛, #❤❡ ♦♥❡, ✐♥ #❤❡ ❝♦♠♣✉#❡' ✈✐,✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ❬❉❡♥❣ ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✱ ❛'❡ ♠♦'❡ ♣'♦♣✐#✐♦✉,

#♦ #'❛✐♥ ❞❡❡♣ ❧❡❛'♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧,✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ #❤❡ ❢❡❛#✉'❡ '❡♣'❡,❡♥#❛#✐♦♥ ❧❡❛'♥❡❞ ♦♥ #❤✐,

❞❛#❛ ♠❛② ❢❛✐❧ ✇❤❡♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐♥❢♦'♠❛#✐♦♥ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡'❡♥# ❞♦♠❛✐♥ ✭,✉❝❤ ❛, #❤❡ '❡♠♦#❡

,❡♥,✐♥❣ ♦♥❡✮✱ ♠❛✐♥❧② ❜❡❝❛✉,❡ ♦❢ #❤❡ ❞✐✛❡'❡♥❝❡, ❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ ✐♠❛❣❡,✳ ❙♦✱ ✐# ✐, ✈❡'②

✐♠♣♦'#❛♥# #♦ ❡✣❝✐❡♥#❧② ✉♥❞❡',#❛♥❞ #❤✐, ❣❛♣ ❜❡#✇❡❡♥ ❞✐✛❡'❡♥# ,♦✉'❝❡ ♦❢ ❞❛#❛ ✭✇✐#❤

❞✐,#✐♥❝# ❡❧❡♠❡♥#❛'② ♣'♦♣❡'#✐❡,✮ ✐♥ ♦'❞❡' #♦ ❛❞❥✉,# #❤❡ ❢❡❛#✉'❡ '❡♣'❡,❡♥#❛#✐♦♥ #♦

✜❧❧ ,✉❝❤ ❜'❡❛❝❤ ❛♥❞ ✐♠♣'♦✈❡ #❤❡ ✜♥❛❧ ♣❡'❢♦'♠❛♥❝❡ ♦❢ #❤❡ ♠❡#❤♦❞✳

❙❡❝♦♥❞✱ ❛❧#❤♦✉❣❤ ❛ ❧♦# ♦❢ ❛##❡♥#✐♦♥ ❤❛, ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ #♦ ,❝❡♥❡ ❝❧❛,,✐✜❝❛#✐♦♥✱ ♦♥❡

♦❢ #❤❡ ♠♦,# ✐♠♣♦'#❛♥# ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ✐♥ #❤❡ '❡♠♦#❡ ,❡♥,✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐#② ✐, #❤❡ ❝'❡❛#✐♦♥ ♦❢

#❤❡♠❛#✐❝ ♠❛♣,✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❤❡❧♣ ✐♥ ✉♥❞❡',#❛♥❞✐♥❣ ❡✈❡♥#, ♦✈❡' ❛ ,♣❡❝✐✜❝ '❡❣✐♦♥✱ ,✉❝❤

❛, ♥❡✇ ✉'❜❛♥ ❛'❡❛, ❛♥❞ ❞❡❢♦'❡,#❛#✐♦♥✳ ❊,,❡♥#✐❛❧❧②✱ #❤✐, ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ✐, ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ ❛

,✉♣❡'✈✐,❡❞ ♠❛♥♥❡' ✇❤✐❝❤ ,❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡✱ ❛, ♦✉#❝♦♠❡✱ ❛ ❝❧❛,, ❢♦' ❡❛❝❤ ❛♥❞ ❡✈❡'② ♣✐①❡❧ ♦❢

#❤❡ ✐♥♣✉# ✐♠❛❣❡✳ ❇❛,❡❞ ♦♥ ✐#, ♦✉#❝♦♠❡✱ #❤✐, #❛,❦ ✐, ❝♦♠♠♦♥❧② ❝❛❧❧❡❞ ♣✐①❡❧ ❝❧❛,,✐✜❝❛✲

#✐♦♥ ✭❛❧,♦ ❦♥♦✇♥✱ ✐♥ #❤❡ ❝♦♠♣✉#❡' ✈✐,✐♦♥ ✜❡❧❞✱ ❛, ,❡♠❛♥#✐❝ ,❡❣♠❡♥#❛#✐♦♥✮ ❬❲✐❧❦✐♥,♦♥✱

✷✵✵✺❀ ◆♦❣✉❡✐'❛ ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❛❀ ❱♦❧♣✐ ❛♥❞ ❚✉✐❛✱ ✷✵✶✼❀ ◆♦❣✉❡✐'❛ ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❛❪✳ ❚❤♦✉❣❤

✐♠♣♦'#❛♥#✱ ♣✐①❡❧ ❝❧❛,,✐✜❝❛#✐♦♥ ✐, ❛ ❤❛'❞ #❛,❦ ❣✐✈❡♥ #❤❛# ✐#, ❜❛,✐❝ ❡❧❡♠❡♥# ✭#❤❡ ♣✐①❡❧✮ ❤❛,

♥♦# ❡♥♦✉❣❤ ✐♥❢♦'♠❛#✐♦♥ #♦ ❛❧❧♦✇ ✐#, ❝❧❛,,✐✜❝❛#✐♦♥✳ ❚❤✐, ❝'❡❛#❡, ,❡✈❡'❛❧ ❛♥❞ ✐♠♣♦'#❛♥#

'❡,❡❛'❝❤ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡,✱ ,✉❝❤ ❛,✿

✭✐✮ ❉✐✣❝✉❧#② ♦❢ ♣❡'❢♦'♠✐♥❣ ♣✐①❡❧ ❝❧❛,,✐✜❝❛#✐♦♥ ✇✐#❤ ♦♥❧② #❤❡ ♣✐①❡❧ ✐#,❡❧❢✳ ❚'❛❞✐#✐♦♥✲

❛❧❧②✱ ♠❡#❤♦❞, ✉,❡ #❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ #❤❡ ♣✐①❡❧ ✐♥ ❡❛❝❤ ❜❛♥❞ ❛, ❛ ,✐❣♥❛#✉'❡ #♦ ♣❡'❢♦'♠

✐#, ❝❧❛,,✐✜❝❛#✐♦♥ ❬❲✐❧❦✐♥,♦♥✱ ✷✵✵✺❪✱ ❛ ♣'♦❝❡,, #❤❛# ✐, ♦♥❧② ♣♦,,✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉,❡ #❤❡ '❡✲

✢❡❝#❛♥❝❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❜② #❤❡ ♣✐①❡❧, ❛❧♦♥❣ #❤❡ ,♣❡❝#'✉♠ ✭❜❛♥❞,✮ ✐, ✉,✉❛❧❧② ❛,,♦❝✐❛#❡❞ #♦

#❤❡ ♣❤②,✐❝❛❧ ♣'♦♣❡'#✐❡, ♦❢ #❤❡ ,✉'❢❛❝❡ ♠❛#❡'✐❛❧,✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ ❛, ❛❢♦'❡♠❡♥#✐♦♥❡❞✱ #❤❡

♣✐①❡❧ ✭,✐❣♥❛#✉'❡✮ ✐#,❡❧❢ ♠❛② ♥♦# ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥❢♦'♠❛#✐♦♥ ❤✐♥❞❡'✐♥❣ ,✉❝❤ ♠❡#❤♦❞,✳

❚❤✉,✱ ✐# ♠✐❣❤# ❜❡ ✐♥#❡'❡,#✐♥❣ #♦ ❡①♣❧♦'❡ #❤❡ ❝♦♥#❡①# ♦❢ #❤❡ ♣✐①❡❧ ✐♥ ✐#, ❝❧❛,,✐✜❝❛✲

#✐♦♥ ✐♥ ♦'❞❡' #♦ ❝'❡❛#❡ '♦❜✉,# ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥# ♠❡#❤♦❞, ✐♠♣'♦✈✐♥❣ #❤❡ ✜♥❛❧ #❤❡♠❛#✐❝

♠❛♣,✳

✭✐✐✮ ❊✣❝✐❡♥#❧② ❡①♣❧♦✐# ❛♥❞ ❝❧❛,,✐❢② #❤❡ ♣✐①❡❧, ♦❢ #❤❡ ✐♥♣✉# ✐♠❛❣❡,✳ ❚❤✐, ✐, ❜❡❝❛✉,❡

#❤❡ ❝❧❛,,✐✜❝❛#✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥#❧② ❞❡♠❛♥❞, ❛ ❧♦# ♦❢ ❝♦♠♣✉#❛#✐♦♥❛❧



✶✳✶✳ ❘❡$❡❛&❝❤ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡$ ✼

!❡#♦✉!❝❡#✳ ❚❤❡!❡❢♦!❡✱ ✐- #❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥-❡!❡#-✐♥❣ -♦ !❡#❡❛!❝❤ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥- -❡❝❤♥✐5✉❡

-❤❛- ❝♦✉❧❞ ♣❡!❢♦!♠ -❤❡ ❝❧❛##✐✜❝❛-✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧-✐♣❧❡ ♣✐①❡❧# ♦❢ -❤❡ ✐♥♣✉- ✐♠❛❣❡# ✭♦!

♣❛-❝❤❡#✮ ❛- ♦♥❝❡✳ ❚❤✐# #-!❛-❡❣② #❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ -♦ ❡✣❝✐❡♥-❧② ✉#❡ -❤❡ ❝♦♥-❡①- ♦❢ -❤❡

♣✐①❡❧# -♦ ✐♠♣!♦✈❡ -❤❡ ❝❧❛##✐✜❝❛-✐♦♥ ✇❤✐❧❡ !❡❞✉❝✐♥❣ -❤❡ -✐♠❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉-❛-✐♦♥❛❧

❝♦♠♣❧❡①✐-②✳

✭✐✐✐✮ ❇❡--❡! ❡①♣❧♦✐-❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❝♦♥-❡①- ♦❢ -❤❡ ♣✐①❡❧#✳ ❚❤✐# ✐# ❜❡❝❛✉#❡✱ ✜!#-✱ -❤❡ #✐③❡

♦❢ -❤✐# ❝♦♥-❡①- ♠✉#- ❜❡ #♦♠❡❤♦✇ ❞❡✜♥❡❞✱ ✇❤❡-❤❡! ❜❛#❡❞ ♦♥ ♣!✐♦! ❦♥♦✇❧❡❞❣❡

♦! ❡①♣❡!✐♠❡♥-❛❧❧②✳ ❍♦✇❡✈❡!✱ -❤✐# ❞❡✜♥✐-✐♦♥ ✐# ♦❢ ✈✐-❛❧ ✐♠♣♦!-❛♥❝❡✱ ❣✐✈❡♥ -❤❛-

#♠❛❧❧ ❝♦♥-❡①-# ❝♦✉❧❞ ♥♦- ❜!✐♥❣ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥❢♦!♠❛-✐♦♥ -♦ ❛❧❧♦✇ -❤❡ ✉♥❞❡!#-❛♥❞✐♥❣

♦❢ -❤❡ #❝❡♥❡ ✇❤✐❧❡ ❧❛!❣❡! ❝♦♥-❡①-# ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ -♦ #❡♠❛♥-✐❝❛❧❧② ♠✐①❡❞ ✐♥❢♦!♠❛-✐♦♥✳

❚❤❡!❡❢♦!❡✱ ✐- #❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡①-!❡♠❡❧② ✉#❡❢✉❧ -♦ !❡#❡❛!❝❤ ❛ ♠❡-❤♦❞ -❤❛- ❝♦✉❧❞ ❛♥❛❧②③❡

❛♥❞ ❞❡✜♥❡ -❤❡ ❜❡#- ❝♦♥-❡①-✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ -❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ❛ ✉♥✐5✉❡ #✐③❡ ♦❢

❝♦♥-❡①- ♠❛② ♥♦- ❜❡ #✉✐-❛❜❧❡ ❢♦! ❛❧❧ ❝❛#❡#✳ ❋♦! -❤❡#❡ #❝❡♥❛!✐♦#✱ ✐- ✐# ✐♠♣♦!-❛♥-

-♦ #-✉❞② ♥❡✇ #-!❛-❡❣✐❡# -♦ ❜❡--❡! ❡①♣❧♦✐- ❛♥❞ ❡①-!❛❝- ✐♥❢♦!♠❛-✐♦♥ ❢!♦♠ ✈❛!②✐♥❣

❝♦♥-❡①-# ✭♠✉❧-✐✲❝♦♥-❡①- #❝❡♥❛!✐♦✮✳
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/❡' ✐" ❜❛"❡❞ ♦♥ /❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥❝❡♣/ ♦❢ ✏■♥❝❡♣/✐♦♥✑ ♠♦❞✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐" ❛ "❡/ ♦❢ ❧❛②❡'" /'❛✐♥❡❞
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❞❡❡♣❡♥✐♥❣ ♦❢ /❤❡ ♥❡/✇♦'❦ ✇❤✐❧❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ❣'❛❞✐❡♥/ ♣'♦❜❧❡♠"✱ "✉❝❤ ❛" /❤❡ ❞❡❣'❛❞❛/✐♦♥

♣'♦❜❧❡♠ ❬❍❡ ❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪✳ \'❡❝✐"❡❧②✱ /❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ /❤♦"❡ ❛♣♣'♦❛❝❤❡" ✐" /♦ ✉"❡ "❦✐♣

❝♦♥♥❡❝/✐♦♥" ❬●♦♦❞❢❡❧❧♦✇ ❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪✱ /❤❛/ ❛❧❧♦✇ /❤❡ ❣'❛❞✐❡♥/" /♦ ✢♦✇ ♠♦'❡ ❞✐'❡❝/❧②

✇✐/❤♦✉/ ♠✉❝❤ ✐♥/❡'❢❡'❡♥❝❡✳ ❬❍❡ ❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪ ♣'♦♣♦"❡❞ /❤❡ ❘❡"✐❞✉❛❧ ◆❡/✇♦'❦" ✭❘❡"◆❡/"✮

✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ ✐♠♣'♦✈❡♠❡♥/" ♦♥ /❤❡ ✜♥❛❧ '❡♣'❡"❡♥/❛/✐♦♥ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✈✐❛ "❦✐♣ ❝♦♥♥❡❝✲

/✐♦♥"✮ /❤❡ ✐♥♣✉/ ♦❢ ❛ ❧❛②❡' ✇✐/❤ /❤❡ ❢❡❛/✉'❡ ♠❛♣" ❧❡❛'♥❡❞ ❜② /❤✐" ❧❛②❡'✳ ❙✉❝❤ ♥❡/✇♦'❦"

❤❛✈❡ ✇♦♥ /❤❡ ■▲❙❱❘❈✲✷✵✶✺ ❝♦♠♣❡/✐/✐♦♥ ✭❝❧❛""✐✜❝❛/✐♦♥ /'❛❝❦✮ ❛♥❞ ❛'❡ ♦♥❡ ♦❢ /❤❡ ♠♦"/

❛❞✈❛♥❝❡❞ /❡❝❤♥✐A✉❡" ✐♥ /❡'♠" ♦❢ ❈♦♥✈◆❡/"✳ ❬❍✉❛♥❣ ❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪ ♣'♦♣♦"❡❞ /❤❡ ❉❡♥"❡❧②

❈♦♥♥❡❝/❡❞ ◆❡/✇♦'❦" ✭❉❡♥"❡◆❡/"✮✱ ❛♥ ✐♠♣'♦✈❡❞ ✈❡'"✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❘❡"◆❡/ ❛'❝❤✐/❡❝/✉'❡"✳

❚❤❡ ❉❡♥"❡◆❡/" ❛❧❧♦✇ ❛ ❧❛②❡' /♦ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡"" /♦ /❤❡ ❢❡❛/✉'❡ ♠❛♣" ❧❡❛'♥❡❞ ❢'♦♠ ❛❧❧ ♣'❡✈✐✲

♦✉" ❧❛②❡'"✳ ❚❤♦"❡ ♠❛♣" ❛'❡ ✉"✉❛❧❧② ❝♦♥❝❛/❡♥❛/❡❞ ✭✈✐❛ "❦✐♣ ❝♦♥♥❡❝/✐♦♥"✮ ❛♥❞ ♣'♦✈✐❞❡❞

/♦ /❤❛/ ❧❛②❡' ✐♥ ♦'❞❡' /♦ ❣❡♥❡'❛/❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ♦✉/❝♦♠❡" ❛♥❞ ❛✈♦✐❞ ❣'❛❞✐❡♥/ ♣'♦❜❧❡♠"✳
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❚♦ ✐♥❝♦%♣♦%❛1❡ ♠✉❧1✐✲❝♦♥1❡①1 ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥1♦ 1❤❡ ❧❡❛%♥✐♥❣ ♣%♦❝❡00✱ 1❤❡② ♣%♦♣♦0❡❞ ❛

♠✉❧1✐✲❦❡%♥❡❧ 1❡❝❤♥✐T✉❡ ❛1 1❤❡ ❧❛01 ❝♦♥✈♦❧✉1✐♦♥❛❧ ❧❛②❡%✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ 1❤❡ ❧❛01 ❧❛②❡% ✐0

❞❡❝♦♠♣♦0❡❞ ✐♥1♦ 1❤%❡❡ ❜%❛♥❝❤❡0✳ ❊❛❝❤ ❜%❛♥❝❤ ♣%♦❝❡00❡0 1❤❡ 0❛♠❡ ❢❡❛1✉%❡ ♠❛♣0 ❜✉1

✉0✐♥❣ ❞✐01✐♥❝1 ✜❧1❡% 0✐③❡0 ❣❡♥❡%❛1✐♥❣ ❞✐✛❡%❡♥1 ♦✉1♣✉10 ✇❤✐❝❤ ❛%❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥1♦ 1❤❡ ✜♥❛❧

❞❡♥0❡ ♣%❡❞✐❝1✐♦♥✳ ❚❤❡② ❛%❣✉❡ 1❤❛1 1❤❡0❡ ❞✐✛❡%❡♥1 0❝❛❧❡0 0♠♦♦1❤ 1❤❡ ✜♥❛❧ ♣%❡❞✐❝1✐♦♥0

❞✉❡ 1♦ 1❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛1✐♦♥ ♦❢ ❞✐01✐♥❝1 ✜❡❧❞0 ♦❢ ✈✐❡✇ ❛♥❞ 0♣❛1✐❛❧ ❝♦♥1❡①1✳

❙❤❡%%❛❤ ❬❙❤❡%%❛❤✱ ✷✵✶✻❪ ♣%♦♣♦0❡❞ ♠❡1❤♦❞0 ❜❛0❡❞ ♦♥ ❢✉❧❧② ❝♦♥✈♦❧✉1✐♦♥❛❧ ♥❡1✲



✶✻ ❈❤❛♣$❡& ✷✳ ❘❡❧❛$❡❞ ❲♦&❦

✇♦$❦& ❬▲♦♥❣ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❪✳ ❚❤❡ ✜$&, ❛$❝❤✐,❡❝,✉$❡ ✇❛& ♣✉$❡❧② ❜❛&❡❞ ♦♥ ,❤❡ ❢✉❧❧② ❝♦♥✈♦❧✉✲

,✐♦♥❛❧ ♣❛$❛❞✐❣♠✱ ✐✳❡✳✱ ,❤❡ ♥❡,✇♦$❦ ❤❛& &❡✈❡$❛❧ ❞♦✇♥&❛♠♣❧✐♥❣ ❧❛②❡$& ✭❣❡♥❡$❛,✐♥❣ ❛ ❝♦❛$&❡

♠❛♣✮ ❛♥❞ ❛ ✜♥❛❧ ❜✐❧✐♥❡❛$ ✐♥,❡$♣♦❧❛,✐♦♥ ❧❛②❡$✱ ✇❤✐❝❤ ✐& $❡&♣♦♥&✐❜❧❡ ,♦ $❡&,♦$❡ ,❤❡ ❝♦❛$&❡

♠❛♣ ✐♥,♦ ❛ ❞❡♥&❡ ♣$❡❞✐❝,✐♦♥✳ ■♥ ,❤❡ &❡❝♦♥❞ &,$❛,❡❣②✱ ,❤❡ ♣$❡✈✐♦✉& ♥❡,✇♦$❦ ✇❛& ❛❞❛♣,❡❞

❜② $❡♣❧❛❝✐♥❣ ,❤❡ ❞♦✇♥&❛♠♣❧✐♥❣ ❧❛②❡$& ✇✐,❤ ❞✐❧❛,❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉,✐♦♥&✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ,❤❡ ♥❡,✇♦$❦

,♦ ♠❛✐♥,❛✐♥ ,❤❡ ❢✉❧❧ $❡&♦❧✉,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ,❤❡ ❧❛&, &,$❛,❡❣② ❡✈❛❧✉❛,❡❞ ❜② ,❤❡

❛✉,❤♦$& ✇❛& ,♦ ✜♥❡✲,✉♥❡ ♣$❡✲,$❛✐♥❡❞ ♥❡,✇♦$❦& ♦✈❡$ ,❤❡ $❡♠♦,❡ &❡♥&✐♥❣ ❞❛,❛&❡,&✳ ◆♦♥❡

♦❢ ,❤❡ ❛❢♦$❡♠❡♥,✐♦♥❡❞ &,$❛,❡❣✐❡& ❡①♣❧♦✐, ,❤❡ ❜❡♥❡✜,& ♦❢ ,❤❡ ♠✉❧,✐✲❝♦♥,❡①, ♣❛$❛❞✐❣♠✳

❋✉$,❤❡$♠♦$❡✱ ,❤❡&❡ ,❡❝❤♥✐I✉❡& ✇❡$❡ ❡✈❛❧✉❛,❡❞ ✉&✐♥❣ &❡✈❡$❛❧ ✐♥♣✉, ♣❛,❝❤ &✐③❡& ✇✐,❤ ✜♥❛❧

❛$❝❤✐,❡❝,✉$❡& ♣$♦❝❡&&✐♥❣ ♣❛,❝❤❡& ✇✐,❤ 128× 128 ♦$ 256× 256 ♣✐①❡❧& ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ,❤❡

❞❛,❛&❡,✳

❬▼❛$❝✉ ❛♥❞ ▲❡♦$❞❡❛♥✉✱ ✷✵✶✻❪ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ,❤❡ ♦✉,♣✉,& ♦❢ ❛ ❞✉❛❧✲&,$❡❛♠ ♥❡,✇♦$❦

✐♥ ♦$❞❡$ ,♦ ❛❣❣$❡❣❛,❡ ♠✉❧,✐✲❝♦♥,❡①, ✐♥❢♦$♠❛,✐♦♥ ❢♦$ &❡♠❛♥,✐❝ &❡❣♠❡♥,❛,✐♦♥✳ ❙♣❡❝✐✜✲

❝❛❧❧②✱ ❡❛❝❤ ♥❡,✇♦$❦ ♣$♦❝❡&&❡& ,❤❡ ✐♠❛❣❡ ✉&✐♥❣ ♣❛,❝❤❡& ♦❢ ❞✐&,✐♥❝, &✐③❡✱ ✐✳❡✳✱ ♦♥❡ ♥❡,✇♦$❦

♣$♦❝❡&& 256 × 256 ♣❛,❝❤❡& ✭✐♥ ✇❤✐❝❤ ,❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥,❡①, ✐& ❝♦♥&✐❞❡$❡❞✮ ✇❤✐❧❡ ,❤❡ ♦,❤❡$

♣$♦❝❡&&❡& 64× 64 ♣❛,❝❤❡& ✭✇❤❡$❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥,❡①, ✐& ,❛❦❡♥ ✐♥,♦ ❛❝❝♦✉♥,✮✳ ❚❤❡ ♦✉,♣✉,& ♦❢

,❤❡&❡ ❛$❝❤✐,❡❝,✉$❡& ❛$❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❧❛,❡$ &,❛❣❡ ✉&✐♥❣ ❛♥♦,❤❡$ ♥❡,✇♦$❦✳ ❆❧,❤♦✉❣❤ ,❤❡②

❝❛♥ ,$❛✐♥ ,❤❡ ♥❡,✇♦$❦ ❥♦✐♥,❧②✱ ✐♥ ❛♥ ❡♥❞✲,♦✲❡♥❞ ♣$♦❝❡&&✱ ,❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ♣❛$❛♠❡,❡$& ✐&

$❡❛❧❧② ❤✉❣❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ,❤❡♠ ,♦ ✉&❡ ♦♥❧② &♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡& ♦❢ ❜❛,❝❤ &✐③❡ ✭✶✵ ♣❛,❝❤❡& ♣❡$ ❜❛,❝❤✮✳

■♥ ❬O❛✐&✐,❦$✐❛♥❣❦$❛✐ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪✱ ,❤❡ ❛✉,❤♦$& ♣$♦♣♦&❡❞ ❛ ♠✉❧,✐✲❝♦♥,❡①, &❡♠❛♥,✐❝ &❡❣✲

♠❡♥,❛,✐♦♥ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❈♦♥✈◆❡,&✱ ❤❛♥❞✲❝$❛❢,❡❞ ❞❡&❝$✐♣,♦$&✱ ❛♥❞ ❈♦♥❞✐,✐♦♥❛❧ ❘❛♥❞♦♠

❋✐❡❧❞& ❬▲❛✛❡$,② ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❀ ❑$U❤❡♥❜V❤❧ ❛♥❞ ❑♦❧,✉♥✱ ✷✵✶✶❪✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ,❤❡② ,$❛✐♥❡❞

,❤$❡❡ ❈♦♥✈◆❡,&✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ✇✐,❤ ❛ ❞✐✛❡$❡♥, ♣❛,❝❤ &✐③❡ ✭16× 16✱ 32× 32 ❛♥❞ 64× 64 ♣✐①✲

❡❧&✮✳ ❋❡❛,✉$❡& ❡①,$❛❝,❡❞ ❢$♦♠ ,❤❡&❡ ♥❡,✇♦$❦& ❛$❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐,❤ ❤❛♥❞✲❝$❛❢,❡❞ ♦♥❡& ❛♥❞

❝❧❛&&✐✜❡❞ ✉&✐♥❣ $❛♥❞♦♠ ❢♦$❡&, ❝❧❛&&✐✜❡$✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❈♦♥❞✐,✐♦♥❛❧ ❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞& ❬▲❛✛❡$,②

❡, ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❀ ❑$U❤❡♥❜V❤❧ ❛♥❞ ❑♦❧,✉♥✱ ✷✵✶✶❪ ❛$❡ ✉&❡❞ ❛& ❛ ♣♦&,✲♣$♦❝❡&&✐♥❣ ♠❡,❤♦❞ ✐♥ ❛♥

❛,,❡♠♣, ,♦ ✐♠♣$♦✈❡ ,❤❡ ✜♥❛❧ $❡&✉❧,&✳

❬▼❛❣❣✐♦$✐ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪ ♣$♦♣♦&❡❞ ❛ ♠✉❧,✐✲❝♦♥,❡①, ♠❡,❤♦❞ ,❤❛, ♣❡$❢♦$♠& ❧❛❜❡❧✐♥❣

&❡❣♠❡♥,❛,✐♦♥ ❜❛&❡❞ ♦♥ ✉♣&❛♠♣❧❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥❝❛,❡♥❛,❡❞ ❢❡❛,✉$❡& ❡①,$❛❝,❡❞ ❢$♦♠ ❞✐&,✐♥❝,

❧❛②❡$& ♦❢ ❛ ❢✉❧❧② ❝♦♥✈♦❧✉,✐♦♥❛❧ ♥❡,✇♦$❦ ❬▲♦♥❣ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❪✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ,❤❡ ♥❡,✇♦$❦✱

,❤❛, $❡❝❡✐✈❡& ❛& ✐♥♣✉, ♣❛,❝❤❡& ♦❢ 256 × 256 ♦$ 512 × 512 ♣✐①❡❧& ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ,❤❡

❞❛,❛&❡,✮✱ ✐& ❝♦♠♣♦&❡❞ ♦❢ &❡✈❡$❛❧ ❝♦♥✈♦❧✉,✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♣♦♦❧✐♥❣ ❧❛②❡$&✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦✇♥&❛♠♣❧❡

,❤❡ ✐♥♣✉, ✐♠❛❣❡✳ ❉♦✇♥&❛♠♣❧❡❞ ❢❡❛,✉$❡ ♠❛♣& ❡①,$❛❝,❡❞ ❢$♦♠ &❡✈❡$❛❧ ❧❛②❡$& ❛$❡✱ ,❤❡♥✱

✉♣&❛♠♣❧❡❞✱ ❝♦♥❝❛,❡♥❛,❡❞ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❝❧❛&&✐✜❡❞ ❜② ❛♥♦,❤❡$ ❝♦♥✈♦❧✉,✐♦♥❛❧ ❧❛②❡$✳ ❚❤✐&

♣$♦♣♦&❡❞ &,$❛,❡❣② $❡&❡♠❜❧❡& &♦♠❡❤♦✇ ,❤❡ ❉❡♥&❡◆❡,& ❬❍✉❛♥❣ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪✱ ✇✐,❤ ,❤❡ ✜♥❛❧

❧❛②❡$ ❤❛✈✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝,✐♦♥& ,♦ ,❤❡ ♣$❡✈✐♦✉& ♦♥❡&✳ ❬❲❛♥❣ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪ ♣$♦♣♦&❡❞ ,♦ ❡①,$❛❝,

❢❡❛,✉$❡& ❢$♦♠ ❞✐&,✐♥❝, ❧❛②❡$& ♦❢ ,❤❡ ♥❡,✇♦$❦ ,♦ ❝❛♣,✉$❡ ♠✉❧,✐✲❝♦♥,❡①, ❧♦✇✲ ❛♥❞ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧



✷✳✷✳ "✐①❡❧ ❈❧❛))✐❢✐❝❛,✐♦♥ ✶✼

✐♥❢♦&♠❛)✐♦♥✳ ❚❤❡② ✜♥❡✲)✉♥❡❞ ❛ ❘❡4◆❡)✲✶✵✶ ❬❍❡ ❡) ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪ )♦ ❡①)&❛❝) 4❛❧✐❡♥) ❢❡❛)✉&❡4

❢&♦♠ 600 × 600 ♣❛)❝❤❡4✳ ❋❡❛)✉&❡ ♠❛♣4 ❛&❡ )❤❡♥ ❡①)&❛❝)❡❞ ❢&♦♠ ✐♥)❡&♠❡❞✐❛)❡ ❧❛②❡&4✱

❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐)❤ ❡♥)&♦♣② ♠❛♣4✱ ❛♥❞ ✉♣4❛♠♣❧❡❞ )♦ ❣❡♥❡&❛)❡ )❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡♥4❡ ♣&❡❞✐❝)✐♦♥✳
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❡% ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪✱ %❤❡ ♣6♦♣♦3❡❞ %❡❝❤♥✐R✉❡ 6❡❛❧❧② ❝❛66✐❡3 ♦✉% ♠♦6♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡6❛%✐♦♥3 ✇✐%❤♦✉%

❛♥② ❛♣♣6♦①✐♠❛%✐♦♥ ✭❡①❝❡♣% ❢♦6 %❤❡ ❣❡♦❞❡3✐❝ 6❡❝♦♥3%6✉❝%✐♦♥✮✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ %♦ %❤❡ ❜❡3% ♦❢

♦✉6 ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ %❤✐3 ✐3 %❤❡ ✜63% ❛♣♣6♦❛❝❤ %♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥% ✭❛♣♣6♦①✐♠❛%❡✮ ♠♦6♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧

❣❡♦❞❡3✐❝ 6❡❝♦♥3%6✉❝%✐♦♥ ✇✐%❤✐♥ ❞❡❡♣ ❧❡❛6♥✐♥❣✲❜❛3❡❞ ♠♦❞❡❧3✳





❈❤❛♣$❡& ✸

❇❛❝❦❣&♦✉♥❞ ❈♦♥❝❡♣$0

❚❤✐# ❝❤❛♣'❡) ♣)❡#❡♥'# ❡##❡♥'✐❛❧ '❡❝❤♥✐,✉❡# '❤❛' ✇❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ '❤✐# ✇♦)❦✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱

❙❡❝'✐♦♥ ✸✳✶ ♣)❡#❡♥'# '❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥'❛❧ ❝♦♥❝❡♣'# ♦❢ ❈♦♥✈♦❧✉'✐♦♥❛❧ ◆❡'✇♦)❦#✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

♣)♦❝❡##✐♥❣ ✉♥✐'#✱ ❧❛②❡)#✱ ❛♥❞ ')❛✐♥✐♥❣✳ ❚❤❡♥✱ ❙❡❝'✐♦♥ ✸✳✷ )❡✈✐❡✇# '❤❡ ❜❛#✐❝# ♦❢ ♠❛'❤❡✲

♠❛'✐❝❛❧ ♠♦)♣❤♦❧♦❣②✳

✸✳✶ ❈♦♥✈♦❧✉)✐♦♥❛❧ ◆❡)✇♦/❦1

❚❤✐# #❡❝'✐♦♥ ❢♦)♠❛❧❧② ♣)❡#❡♥'# #♦♠❡ ❜❛❝❦❣)♦✉♥❞ ❝♦♥❝❡♣'# ♦❢ ❈♦♥✈♦❧✉'✐♦♥❛❧ ✭◆❡✉)❛❧✮

◆❡'✇♦)❦# ❬●♦♦❞❢❡❧❧♦✇ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❀ ❇❡♥❣✐♦✱ ✷✵✵✾❪✱ ♦) #✐♠♣❧② ❈♦♥✈◆❡'# ♦) ❈◆◆#✱ ❛

#♣❡❝✐✜❝ '②♣❡ ♦❢ ❞❡❡♣ ❧❡❛)♥✐♥❣ ♠❡'❤♦❞✳ ❚❤❡#❡ ♥❡'✇♦)❦# ❛)❡ ❣❡♥❡)❛❧❧② ♣)❡#❡♥'❡❞ ❛#

#②#'❡♠# ♦❢ ✐♥'❡)❝♦♥♥❡❝'❡❞ ♣)♦❝❡##✐♥❣ ✉♥✐'# ✭♥❡✉)♦♥#✮ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉'❡ ✈❛❧✉❡# ❢)♦♠

✐♥♣✉'# ❧❡❛❞✐♥❣ '♦ ❛♥ ♦✉'♣✉' '❤❛' ♠❛② ❜❡ ✉#❡❞ ♦♥ ❢✉)'❤❡) ✉♥✐'#✳ ❚❤❡#❡ ♥❡✉)♦♥# ✇♦)❦ ✐♥

❛❣)❡❡♠❡♥' '♦ #♦❧✈❡ ❛ #♣❡❝✐✜❝ ♣)♦❜❧❡♠✱ ❧❡❛)♥✐♥❣ ❜② ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ♥❡'✇♦)❦ ✐# ❝)❡❛'❡❞

❢♦) ❛ #♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥✱ #✉❝❤ ❛# ♣❛''❡)♥ )❡❝♦❣♥✐'✐♦♥ ♦) ❞❛'❛ ❝❧❛##✐✜❝❛'✐♦♥✱ '❤)♦✉❣❤

❛ #✉♣❡)✈✐#❡❞ ❧❡❛)♥✐♥❣ ♣)♦❝❡##✳ ❆# ✐♥')♦❞✉❝❡❞✱ ❈♦♥✈◆❡'# ✇❡)❡ ✐♥✐'✐❛❧❧② ♣)♦♣♦#❡❞ '♦

✇♦)❦ ♦✈❡) ✐♠❛❣❡#✱ #✐♥❝❡ '❤❡② ')② '♦ '❛❦❡ ❧❡✈❡)❛❣❡ ❢)♦♠ '❤❡ ♥❛'✉)❛❧ #'❛'✐♦♥❛)② ♣)♦♣❡)'②

♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡✱ ✐✳❡✳✱ ✐♥❢♦)♠❛'✐♦♥ ❡①')❛❝'❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ♣❛)' ♦❢ '❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❛♥ ❛❧#♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞

'♦ ❛♥♦'❤❡) )❡❣✐♦♥✳ ❋✉)'❤❡)♠♦)❡✱ ❈♦♥✈◆❡'# ♣)❡#❡♥' #❡✈❡)❛❧ ♦'❤❡) ❛❞✈❛♥'❛❣❡#✿ ✭✐✮ '❤❡②

❛✉'♦♠❛'✐❝❛❧❧② ❧❡❛)♥ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛'✉)❡ ❡①')❛❝'♦)#✱ ✭✐✐✮ '❤❡② ❛)❡ ✐♥✈❛)✐❛♥' '♦ #♠❛❧❧ ')❛♥#❧❛'✐♦♥#

❛♥❞ ❞✐#'♦)'✐♦♥# ✐♥ '❤❡ ✐♥♣✉' ♣❛''❡)♥✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ '❤❡② ✐♠♣❧❡♠❡♥' '❤❡ ♣)✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ✇❡✐❣❤'

#❤❛)✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❞)❛#'✐❝❛❧❧② )❡❞✉❝❡# '❤❡ ♥✉♠❜❡) ♦❢ ❢)❡❡ ♣❛)❛♠❡'❡)# ❛♥❞ ✐♥❝)❡❛#❡# '❤❡✐)

❣❡♥❡)❛❧✐③❛'✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐'②✳ ◆❡①'✱ ✇❡ ♣)❡#❡♥' #♦♠❡ ❝♦♥❝❡♣' ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❈♦♥✈◆❡'#✳

✷✶



✷✷ ❈❤❛♣$❡& ✸✳ ❇❛❝❦❣&♦✉♥❞ ❈♦♥❝❡♣$1

✸✳✶✳✶ #$♦❝❡((✐♥❣ ❯♥✐-(

❆❧#❤♦✉❣❤ ❞❡❡♣ ❧❡❛,♥✐♥❣✲❜❛1❡❞ #❡❝❤♥✐3✉❡1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ #,♦✉❣❤ #❤❡ ②❡❛,1 ✇✐#❤

❞✐✛❡,❡♥# ♠♦❞❡❧1 ❡♠❡,❣✐♥❣✱ #❤❡ ❜❛1✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥# ♦❢ ❡✈❡,② ♠♦❞❡❧ ,❡♠❛✐♥1 #❤❡ 1❛♠❡✳ ■♥

♦#❤❡, ✇♦,❞1✱ ❛❧❧ ♥❡#✇♦,❦1 ❛,❡ ❜❛1✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣♦1❡❞ ♦❢ ❛,#✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉,♦♥1✱ ✇❤✐❝❤ #,② #♦

1✐♠✉❧❛#❡ #❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♥❡1 ✐♥ ❛ ❧✐♠✐#❡❞ ✇❛②✳ ❋♦,♠❛❧❧②✱ ❛,#✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉,♦♥1 ❛,❡ ❜❛1✐✲

❝❛❧❧② ♣,♦❝❡11✐♥❣ ✉♥✐#1 #❤❛# ❝♦♠♣✉#❡ 1♦♠❡ ♦♣❡,❛#✐♦♥ ♦✈❡, 1❡✈❡,❛❧ ✐♥♣✉# ✈❛,✐❛❜❧❡1 ❛♥❞✱

✉1✉❛❧❧②✱ ❤❛✈❡ ♦♥❡ ♦✉#♣✉# ❝❛❧❝✉❧❛#❡❞ #❤,♦✉❣❤ #❤❡ ❛❝#✐✈❛#✐♦♥ ❢✉♥❝#✐♦♥✳ ▼❛#❤❡♠❛#✐❝❛❧❧②✱

❛♥ ❛,#✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉,♦♥ ❤❛1 ❛ ✇❡✐❣❤# ✈❡❝#♦, W = (w1, w2, · · · , wn)✱ 1♦♠❡ ✐♥♣✉# ✈❛,✐❛❜❧❡1

y = (y1, y2, · · · , yn)✱ ❛ #❤,❡1❤♦❧❞ ♦, ❜✐❛1 b ❛♥❞ ❛♥ ❛❝#✐✈❛#✐♦♥ ❢✉♥❝#✐♦♥ f(·)✳ ❚❤❡1❡

❢♦✉, ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥#1 ❛,❡ ♣,♦❝❡11❡❞ ❛1 1#❛#❡❞ ✐♥ ❊3✉❛#✐♦♥ ✸✳✶✳ ▼❛❦✐♥❣ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣②✱

#❤❡ ✇❡✐❣❤#1 ,❡♣,❡1❡♥# #❤❡ 1#,❡♥❣#❤ ♦❢ #❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡♥❞,✐#✐❝ ❝♦♥♥❡❝#✐♦♥1 ✇❤✐❧❡ ❜✐❛1 ✐1

❝♦♥1✐❞❡,❡❞ #❤❡ ✈❛❧✉❡ #❤❛# ♠✉1# ❜❡ 1✉,♣❛11❡❞ ❜② #❤❡ ✐♥♣✉#1 ❜❡❢♦,❡ ❛♥ ❛,#✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉,♦♥

❜❡❝♦♠❡1 ❛❝#✐✈❡ ✭✐✳❡✳✱ ❣,❡❛#❡, #❤❛♥ ③❡,♦✮✳

z = f

(
n∑

i

xi ×Wi + b

)

✭✸✳✶✮

✇❤❡,❡ z✱ y✱ w✱ b✱ ❛♥❞ n ,❡♣,❡1❡♥# ♦✉#♣✉#✱ ✐♥♣✉#✱ ✇❡✐❣❤#1✱ ❜✐❛1✱ ❛♥❞ #♦#❛❧ 1✐③❡✱ ,❡1♣❡❝✲

#✐✈❡❧②✳ f(·) : ℜ → ℜ ❞❡♥♦#❡1 ❛♥ ❛❝#✐✈❛#✐♦♥ ❢✉♥❝#✐♦♥✳

❈♦♥✈❡♥#✐♦♥❛❧❧②✱ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛, ❢✉♥❝#✐♦♥ ✐1 ♣,♦✈✐❞❡❞ ✐♥ f(·)✳ ❚❤❡,❡ ❛,❡ ❛ ❧♦# ♦❢ ❛❧#❡,✲

♥❛#✐✈❡1 ❢♦, f(·)✱ 1✉❝❤ ❛1 1✐❣♠♦✐❞✱ ❤②♣❡,❜♦❧✐❝✱ ❛♥❞ ,❡❝#✐✜❡❞ ❧✐♥❡❛, ❢✉♥❝#✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛##❡,

❢✉♥❝#✐♦♥ ✐1 ❝✉,,❡♥#❧② #❤❡ ♠♦1# ✉1❡❞ ✐♥ #❤❡ ❧✐#❡,❛#✉,❡✳ ◆❡✉,♦♥1 ✇✐#❤ #❤✐1 ❝♦♥✜❣✉,❛#✐♦♥

❤❛✈❡ 1❡✈❡,❛❧ ❛❞✈❛♥#❛❣❡1 ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛,❡❞ #♦ ♦#❤❡,1 ❬◆❛✐, ❛♥❞ ❍✐♥#♦♥✱ ✷✵✶✵❀ ●♦♦❞❢❡❧❧♦✇

❡# ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪✿ ✭✐✮ #❤❡② ✇♦,❦ ❜❡##❡, #♦ ❛✈♦✐❞ 1❛#✉,❛#✐♦♥ ❞✉,✐♥❣ #❤❡ ❧❡❛,♥✐♥❣ ♣,♦❝❡11✱ ✭✐✐✮

#❤❡② ✐♥❞✉❝❡ #❤❡ 1♣❛,1✐#② ✐♥ #❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✉♥✐#1✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ #❤❡② ❞♦ ♥♦# ❢❛❝❡ #❤❡ ❣,❛❞✐❡♥#

✈❛♥✐1❤✐♥❣ ♣,♦❜❧❡♠

✶

❛1 ✇✐#❤ 1✐❣♠♦✐❞ ❛♥❞ #❛♥❤ ❢✉♥❝#✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣,♦❝❡11✐♥❣ ✉♥✐# #❤❛# ✉1❡1

#❤❡ ,❡❝#✐✜❡, ❛1 ❛❝#✐✈❛#✐♦♥ ❢✉♥❝#✐♦♥ ✐1 ❝❛❧❧❡❞ ❘❡❝#✐✜❡❞ ▲✐♥❡❛, ❯♥✐# ✭❘❡▲❯✮ ❬◆❛✐, ❛♥❞

❍✐♥#♦♥✱ ✷✵✶✵❪✳ ❚❤❡ ✜,1# 1#❡♣ ♦❢ #❤❡ ❛❝#✐✈❛#✐♦♥ ❢✉♥❝#✐♦♥ ♦❢ ❛ ❘❡▲❯ ✐1 ♣,❡1❡♥#❡❞ ✐♥

❊3✉❛#✐♦♥ ✸✳✶ ✇❤✐❧❡ #❤❡ 1❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐1 ✐♥#,♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❊3✉❛#✐♦♥ ✸✳✷✳

a =

{

z, if z > 0

0, otherwise
⇔ a = f(z) = max(0, z) ✭✸✳✷✮

✶

❚❤❡ ❣$❛❞✐❡♥) ✈❛♥✐+❤✐♥❣ ♣$♦❜❧❡♠ ♦❝❝✉$+ ✇❤❡♥ )❤❡ ♣$♦♣❛❣❛)❡❞ ❡$$♦$+ ❜❡❝♦♠❡ )♦♦ +♠❛❧❧ ❛♥❞ )❤❡

❣$❛❞✐❡♥) ❝❛❧❝✉❧❛)❡❞ ❢♦$ )❤❡ ❜❛❝❦ ♣$♦♣❛❣❛)✐♦♥ +)❡♣ ✈❛♥✐+❤❡+✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐) ✐♠♣♦++✐❜❧❡ )♦ ✉♣❞❛)❡ )❤❡ ✇❡✐❣❤)+
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y W

n× n

z[k, l] =
n∑

i=1

n∑

j=1

y(k + i− 1, l + j − 1)W (i, j)
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❤♦❧❡* ❛/❡ ♥♦- ❝♦♥*✐❞❡/❡❞ ✐♥ -❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉-✐♦♥ ♣/♦❝❡**✳ ❚❤❡/❡❢♦/❡✱ -❤✐* ❞✐❧❛-✐♦♥ /❛-❡ r ❝❛♥

❜❡ *❡❡♥ ❛* ❛ ♣❛/❛♠❡-❡/ /❡*♣♦♥*✐❜❧❡ -♦ ❞❡✜♥❡ -❤❡ ✜♥❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥- ♦❢ -❤❡ ❦❡/♥❡❧ ✇❡✐❣❤-*✱

✐✳❡✳✱ ✐- ❝♦//❡*♣♦♥❞* -♦ -❤❡ *-/✐❞❡ ✇✐-❤ ✇❤✐❝❤ -❤❡ ✐♥♣✉- *✐❣♥❛❧ ✐* *❛♠♣❧❡❞✳

❋♦/♠❛❧❧② ❛ ✷✲❉ ❞✐❧❛-❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉-✐♦♥ /❡❝❡✐✈❡* ❛ -✇♦✲❞✐♠❡♥*✐♦♥ ✐♥♣✉- y✱ ❛ ❞✐❧❛-✐♦♥

/❛-❡ r✱ ❛♥❞ ❛ ✷✲❉ ✇❡✐❣❤- ✈❡❝-♦/ W ✭✐♥ -❤✐* ❝❛*❡✱ ✇✐-❤ *✐③❡ n × n✮ ❛♥❞ ♣/♦❝❡**❡* -❤❡♠

❛❝❝♦/❞✐♥❣ -♦ ❊Y✉❛-✐♦♥ ✸✳✹✳ ◆♦-❡ -❤❡ ❞✐✛❡/❡♥❝❡* ❜❡-✇❡❡♥ -❤❡ ❞✐❧❛-❡❞ ❛♥❞ -❤❡ *-❛♥❞❛/❞

❝♦♥✈♦❧✉-✐♦♥ ✭♣/❡*❡♥-❡❞ ✐♥ ❊Y✉❛-✐♦♥ ✸✳✸✮✳

z[k, l] =
n∑

i=1

n∑

j=1

y(k + r × i, l + r × j)W (i, j) ✭✸✳✹✮
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/❡*♦❧✉-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ♦✉-❝♦♠❡✱ ✐✳❡✳✱ ✐♥ ❛ ❞✐❧❛-❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉-✐♦♥✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥- ♦❢ -❤❡ /❛-❡✱ ✐♥♣✉-

❛♥❞ ♦✉-♣✉- ❤❛✈❡ -❤❡ *❛♠❡ /❡*♦❧✉-✐♦♥ ✭❝♦♥*✐❞❡/✐♥❣ ❛♣♣/♦♣/✐❛-❡ *-/✐❞❡ ❛♥❞ ♣❛❞❞✐♥❣✮✳

❇② ❡♥❧❛/❣✐♥❣ -❤❡ ✜❧-❡/ ✭✇✐-❤ *✉❝❤ ❣❛♣*✮✱ -❤❡ ♥❡-✇♦/❦ ❡①♣❛♥❞* ✐-* /❡❝❡♣-✐✈❡ ✜❡❧❞

✭*✐♥❝❡ -❤❡ ✇❡✐❣❤-* ✇✐❧❧ ❜❡ ❛//❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦/❡ *♣❛/*❡ *❤❛♣❡✮ ❜✉- ♣/❡*❡/✈❡* -❤❡ /❡*♦❧✉-✐♦♥

❛♥❞ ♥♦ ❞♦✇♥*❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥ -❤❡ ❞❛-❛ ✐* ♣❡/❢♦/♠❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ -❤✐* ♣/♦❝❡** ❤❛* *❡✈❡/❛❧ ❛❞✈❛♥✲
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❚♦ ❜❡""❡1 ✉♥❞❡1&"❛♥❞ "❤❡ ❛❢♦1❡♠❡♥"✐♦♥❡❞ ❛❞✈❛♥"❛❣❡✱ ❛ ❝♦♠♣❛1✐&♦♥ ❜❡"✇❡❡♥ ❞✐✲

❧❛"❡❞ ❛♥❞ &"❛♥❞❛1❞ ❝♦♥✈♦❧✉"✐♦♥ ✐& ♣1❡&❡♥"❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉1❡ ✸✳✸✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡✱ "❤❡ ✜1&"

♥❡"✇♦1❦ ✭✐♥ 1❡❞✮ ♣❡1❢♦1♠& ❛ ❞♦✇♥&❛♠♣❧✐♥❣ ♦♣❡1❛"✐♦♥ ✭"❤❛" 1❡❞✉❝❡& "❤❡ 1❡&♦❧✉"✐♦♥ ❜②

❛ ❢❛❝"♦1 ♦❢ ✷✮ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉"✐♦♥✱ ✉&✐♥❣ ❤♦1✐③♦♥"❛❧ ●❛✉&&✐❛♥ ❞❡1✐✈❛"✐✈❡ ❛& "❤❡ ❦❡1♥❡❧✳

❚❤❡ ♦❜"❛✐♥❡❞ ❧♦✇✲1❡&♦❧✉"✐♦♥ ❢❡❛"✉1❡ ♠❛♣ ✐& "❤❡♥ ❡♥❧❛1❣❡❞ ❜② ❛♥ ✉♣&❛♠♣❧✐♥❣ ♦♣❡1❛"✐♦♥

✭✇✐"❤ ❛ ❢❛❝"♦1 ♦❢ ✷✮ "❤❛" 1❡&"♦1❡& "❤❡ ♦1✐❣✐♥❛❧ 1❡&♦❧✉"✐♦♥ ❜✉" ♥♦" "❤❡ ✐♥❢♦1♠❛"✐♦♥ ❧♦&"

❞✉1✐♥❣ "❤❡ ❞♦✇♥&❛♠♣❧✐♥❣ ♣1♦❝❡&&✳ ❚❤❡ &❡❝♦♥❞ ♥❡"✇♦1❦ ✭❜❧✉❡✮ ❝♦♠♣✉"❡& "❤❡ 1❡&♣♦♥&❡

♦❢ ❛ ❞✐❧❛"❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉"✐♦♥ ♦♥ "❤❡ ♦1✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ■♥ "❤✐& ❝❛&❡✱ "❤❡ &❛♠❡ ❦❡1♥❡❧ ✇❛& ✉&❡❞

❜✉" 1❡❛11❛♥❣❡❞ ✇✐"❤ ❞✐❧❛"✐♦♥ 1❛"❡ r = 2✱ ♠❛❦✐♥❣ ❜♦"❤ ♥❡"✇♦1❦& ❤❛✈❡ "❤❡ &❛♠❡ 1❡✲

❝❡♣"✐✈❡ ✜❡❧❞✳ ❆❧"❤♦✉❣❤ "❤❡ ✜❧"❡1 &✐③❡ ✐♥❝1❡❛&❡&✱ ♦♥❧② ♥♦♥✲③❡1♦ ✈❛❧✉❡& ❛1❡ "❛❦❡♥ ✐♥"♦

❛❝❝♦✉♥" ✇❤❡♥ ♣❡1❢♦1♠✐♥❣ "❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉"✐♦♥✳ ❚❤❡1❡❢♦1❡✱ "❤❡ ♥✉♠❜❡1 ♦❢ ✜❧"❡1 ♣❛1❛♠❡"❡1&

❛♥❞ ♦❢ ♦♣❡1❛"✐♦♥& ♣❡1 ♣♦&✐"✐♦♥ &"❛② ❝♦♥&"❛♥"✳ ❋✉1"❤❡1♠♦1❡✱ ✐" ✐& ♣♦&&✐❜❧❡ "♦ ♦❜&❡1✈❡ "❤❛"

&❛❧✐❡♥" ❢❡❛"✉1❡& ❛1❡ ❜❡""❡1 1❡♣1❡&❡♥"❡❞ ❜② "❤❡ ❞✐❧❛"❡❞ ♠♦❞❡❧ &✐♥❝❡ ♥♦ ❞♦✇♥&❛♠♣❧✐♥❣ ✐&

♣❡1❢♦1♠❡❞ ♦✈❡1 "❤❡ ✐♥♣✉" ❞❛"❛✳

✸✳✶✳✷✳✸ $♦♦❧✐♥❣ ▲❛②❡.

▼❛♥② ♦❢ "❤❡ ❢❡❛"✉1❡& ❡①"1❛❝"❡❞ ❜② "❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉"✐♦♥❛❧ ❧❛②❡1& ❛1❡ ✈❡1② &✐♠✐❧❛1✱ &✐♥❝❡ ❡❛❝❤

❝♦♥✈♦❧✉"✐♦♥ ✇✐♥❞♦✇ ♠❛② ❤❛✈❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣✐①❡❧&✱ ❣❡♥❡1❛"✐♥❣ 1❡❞✉♥❞❛♥" ✐♥❢♦1♠❛"✐♦♥✳ ❚②♣✲

✐❝❛❧❧②✱ ❛❢"❡1 "❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉"✐♦♥❛❧ ❧❛②❡1&✱ "❤❡1❡ ❛1❡ ♣♦♦❧✐♥❣ ❧❛②❡1& "❤❛" ✇❡1❡ ❝1❡❛"❡❞ ✐♥ ♦1❞❡1



✷✻ ❈❤❛♣$❡& ✸✳ ❇❛❝❦❣&♦✉♥❞ ❈♦♥❝❡♣$1

downsample /2

10x10 

standard convolution

upsample 2x

10x10

dilated convolution

dilation rate = 2

❋✐❣✉$❡ ✸✳✸✿ ❈♦♠♣❛%✐'♦♥ ❜❡+✇❡❡♥ ❞✐❧❛+❡❞ ❛♥❞ '+❛♥❞❛%❞ ❝♦♥✈♦❧✉+✐♦♥'✳ ❚♦♣ ✭%❡❞✮ %♦✇ ♣%❡'❡♥+' +❤❡ ❢❡❛+✉%❡

❡①+%❛❝+✐♦♥ ♣%♦❝❡'' ✉'✐♥❣ ❛ '+❛♥❞❛%❞ ❝♦♥✈♦❧✉+✐♦♥ ♦✈❡% ❛ ❞♦✇♥'❛♠♣❧❡❞ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ +❤❡♥ ❛♥ ✉♣'❛♠♣❧❡ ✐♥ ♦%❞❡%

+♦ %❡❝♦✈❡% +❤❡ ✐♥♣✉+ %❡'♦❧✉+✐♦♥ ✭❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣%♦❝❡❞✉%❡ ♣❡%❢♦%♠❡❞ ✐♥ ❈♦♥✈◆❡+'✮✳ ❇♦++♦♠ ✭❜❧✉❡✮ %♦✇ ♣%❡'❡♥+'

+❤❡ ❢❡❛+✉%❡ ❡①+%❛❝+✐♦♥ ♣%♦❝❡'' ✉'✐♥❣ ❞✐❧❛+❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉+✐♦♥ ✇✐+❤ %❛+❡ r = 2 ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✐%❡❝+❧② +♦ +❤❡ ✐♥♣✉+ ✭✇✐+❤♦✉+

❞♦✇♥'❛♠♣❧❡✮✳ ❚❤❡ ♦✉+❝♦♠❡' ❝❧❡❛%❧② '❤♦✇ +❤❡ ❜❡♥❡✜+' ♦❢ ❞✐❧❛+❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉+✐♦♥' ♦✈❡% '+❛♥❞❛%❞ ♦♥❡'✳

"♦ $❡❞✉❝❡ "❤❡ ✈❛$✐❛♥❝❡ ♦❢ ❢❡❛"✉$❡/ ❜② ❝♦♠♣✉"✐♥❣ /♦♠❡ ♦♣❡$❛"✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛$"✐❝✉❧❛$ ❢❡❛"✉$❡

♦✈❡$ ❛ $❡❣✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❛ ✜①❡❞✲/✐③❡ ✇✐♥❞♦✇ $✉♥/ ♦✈❡$ "❤❡ ❢❡❛"✉$❡/

❡①"$❛❝"❡❞ ❜② "❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉"✐♦♥❛❧ ❧❛②❡$ ❛♥❞✱ ❛" ❡❛❝❤ /"❡♣✱ ❛♥ ♦♣❡$❛"✐♦♥ ✐/ $❡❛❧✐③❡❞ "♦ ♠✐♥✲

✐♠✐③❡ "❤❡ $❡❞✉♥❞❛♥❝② ❛♥❞ ♦♣"✐♠✐③❡ "❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ "❤❡ ❢❡❛"✉$❡/✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ "✇♦ ♦♣❡$❛"✐♦♥/

♠❛② ❜❡ $❡❛❧✐③❡❞ ♦♥ "❤❡ ♣♦♦❧✐♥❣ ❧❛②❡$/✿ "❤❡ ♠❛① ♦$ ❛✈❡$❛❣❡ ♦♣❡$❛"✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ /❡❧❡❝" "❤❡

♠❛①✐♠✉♠ ♦$ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦✈❡$ "❤❡ ❢❡❛"✉$❡ $❡❣✐♦♥✱ $❡/♣❡❝"✐✈❡❧②✳ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✹ ♣$❡/❡♥"/ ❛♥

❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣♦♦❧✐♥❣ ❧❛②❡$ ✉/✐♥❣ ♠❛① ♦♣❡$❛"✐♦♥ ♦✈❡$ "❤❡ ❢❡❛"✉$❡/✳ ❚❤✐/ ♣$♦❝❡// ❡♥/✉$❡/

"❤❛" "❤❡ /❛♠❡ $❡/✉❧" ❝❛♥ ❜❡ ♦❜"❛✐♥❡❞✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ✐♠❛❣❡ ❢❡❛"✉$❡/ ❤❛✈❡ /♠❛❧❧ "$❛♥/❧❛"✐♦♥/

♦$ $♦"❛"✐♦♥/✱ ❜❡✐♥❣ ✈❡$② ✐♠♣♦$"❛♥" ❢♦$ ♦❜❥❡❝" ❝❧❛//✐✜❝❛"✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡"❡❝"✐♦♥✳ ❚❤✉/✱ "❤❡

♣♦♦❧✐♥❣ ❧❛②❡$ ✐/ $❡/♣♦♥/✐❜❧❡ ❢♦$ /❛♠♣❧✐♥❣ "❤❡ ♦✉"♣✉" ♦❢ "❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉"✐♦♥❛❧ ♦♥❡ ♣$❡/❡$✈✐♥❣

"❤❡ /♣❛"✐❛❧ ❧♦❝❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ❛/ ✇❡❧❧ ❛/ /❡❧❡❝"✐♥❣ "❤❡ ♠♦/" ✉/❡❢✉❧ ❢❡❛"✉$❡/ ❢♦$ "❤❡

♥❡①" ❧❛②❡$/✳

✸✳✶✳✷✳✹ ❋✉❧❧②✲❝♦♥♥❡❝.❡❞ ▲❛②❡2

❆❢"❡$ /❡✈❡$❛❧ ❝♦♥✈♦❧✉"✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♣♦♦❧✐♥❣ ❧❛②❡$/✱ "❤❡ ❛$❝❤✐"❡❝"✉$❡ ♠❛② ❤❛✈❡ ❢✉❧❧②✲

❝♦♥♥❡❝"❡❞ ♦♥❡/✱ ✇❤✐❝❤ ❛$❡ $❡/♣♦♥/✐❜❧❡ "♦ ❣❡♥❡$❛"❡ ❛ ❣❡♥❡$❛❧ $❡♣$❡/❡♥"❛"✐♦♥ ♦❢ ❞❛"❛

❝$❡❛"✐♥❣ "❤❡ ❢❡❛"✉$❡ ✈❡❝"♦$/✳ ❙✉❝❤ ❧❛②❡$/ "❛❦❡ ❛❧❧ ♥❡✉$♦♥/ ✐♥ "❤❡ ♣$❡✈✐♦✉/ ❧❛②❡$ ❛♥❞

❝♦♥♥❡❝" "❤❡♠ "♦ ❡✈❡$② /✐♥❣❧❡ ♥❡✉$♦♥ ✐♥ ✐"/ ❧❛②❡$✳ ❚❤❡ ♣$❡✈✐♦✉/ ❧❛②❡$/ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✈♦❧✉✲

"✐♦♥❛❧✱ ♣♦♦❧✐♥❣ ♦$ ❢✉❧❧②✲❝♦♥♥❡❝"❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡$ "❤❡ ♥❡①" ♦♥❡/ ♠✉/" ❜❡ ❢✉❧❧②✲❝♦♥♥❡❝"❡❞ ✉♥"✐❧

"❤❡ ❝❧❛//✐✜❡$ ❧❛②❡$✱ ❜❡❝❛✉/❡ "❤❡ /♣❛"✐❛❧ ♥♦"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐/ ❧♦/" ✐♥ "❤✐/ ❧❛②❡$✳ ❙✐♥❝❡

❛ ❢✉❧❧②✲❝♦♥♥❡❝"❡❞ ❧❛②❡$ ♦❝❝✉♣✐❡/ ♠♦/" ♦❢ "❤❡ ♣❛$❛♠❡"❡$/✱ ♦✈❡$✜""✐♥❣ ❝❛♥ ❡❛/✐❧② ❤❛♣♣❡♥✳

❚♦ ♣$❡✈❡♥" "❤✐/✱ "❤❡ ❞$♦♣♦✉" ♠❡"❤♦❞ ❬❙$✐✈❛/"❛✈❛ ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❪ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❚❤✐/
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hW,b(X) = P (y = j|X;W, b) =
expXTWj

∑K

k=1 exp
XTWk

j X W



✷✽ ❈❤❛♣$❡& ✸✳ ❇❛❝❦❣&♦✉♥❞ ❈♦♥❝❡♣$1

✸✳✶✳✸ ❚$❛✐♥✐♥❣

❚❤❡ ❈♦♥✈◆❡* ♥❡❡❞, *♦ ❛❞❥✉,* ✐*, ✇❡✐❣❤*, ❛♥❞ ❜✐❛, ✉,✉❛❧❧② ❜❛,✐♥❣ ✐*,❡❧❢ ♦♥ *❤❡ ❧♦,, ❣❡♥❡7✲

❛*❡❞ ❜② *❤❡ ♦✉*♣✉* ❧❛②❡7✱ ❣✐✈❡♥ *❤❛* *❤❡,❡ ♠♦❞❡❧, ❛7❡ ❜❛,❡❞ ♦♥ ❛ ,✉♣❡7✈✐,❡❞ ♣7♦❝❡❞✉7❡✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ *❤❡ *7❛✐♥✐♥❣ ♣7♦❝❡,, ♦❢ ❛ ♥❡*✇♦7❦ ✐, ,*7♦♥❣❧② ❜❛,❡❞ ✉♣♦♥ ❛ ❞✐✛❡7❡♥*✐❛❜❧❡

❝♦,* ❢✉♥❝*✐♦♥ J (W, b) *❤❛* ✐, ❝7❡❛*❡❞ *♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ *❤❡ ♦✉*♣✉* ❡77♦7 ✭❊E✉❛*✐♦♥ ✸✳✻✮ ♠❛❦✲

✐♥❣ *❤❡ ❈♦♥✈◆❡* *♦ ❝♦♥✈❡7❣❡ *♦ ❛ ✭❧♦❝❛❧ ♦7 ❣❧♦❜❛❧✮ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭✐♥ *❡7♠, ♦❢ ❝♦,*✮✳ ❆♠♦♥❣,*

,❡✈❡7❛❧ ❢✉♥❝*✐♦♥,✱ *❤❡ ❧♦❣ ❧♦,, ♦♥❡ ❤❛, ❜❡❝♦♠❡ ♠♦7❡ ♣❡7✈❛,✐✈❡ ❜❡❝❛✉,❡ ♦❢ ❡①❝✐*✐♥❣ 7❡,✉❧*,

❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ,♦♠❡ ♣7♦❜❧❡♠, ❬❑7✐③❤❡✈,❦② ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✳ ❊E✉❛*✐♦♥ ✸✳✼ ♣7❡,❡♥*, ❛ ❣❡♥❡7❛❧

❧♦❣ ❧♦,, ❢✉♥❝*✐♦♥✱ ✇✐*❤♦✉* ❛♥② 7❡❣✉❧❛7✐③❛*✐♦♥ ✭♦7 ✇❡✐❣❤* ❞❡❝❛②✮ *❡7♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐, ✉,❡❞ *♦

♣7❡✈❡♥* ♦✈❡7✜**✐♥❣✳

argmin
W,b

[J (W, b)] ✭✸✳✻✮

J (W, b) = −
1

N

N∑

i=1

(y(i) × log hW,b(x
(i)) + (1− y(i))× log(1− hW,b(x

(i)))) ✭✸✳✼✮

✇❤❡7❡ y 7❡♣7❡,❡♥*, ❛ ♣♦,,✐❜❧❡ ❝❧❛,,✱ x ✐, *❤❡ ❞❛*❛ ♦❢ ❛♥ ✐♥,*❛♥❝❡✱ W *❤❡ ✇❡✐❣❤*,✱ i

✐, ❛♥ ,♣❡❝✐✜❝ ✐♥,*❛♥❝❡✱ h ✐, *❤❡ ❛❝*✐✈❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❧❛,* ❧❛②❡7✱ ❛♥❞ N 7❡♣7❡,❡♥*, *❤❡ *♦*❛❧

♥✉♠❜❡7 ♦❢ ✐♥,*❛♥❝❡,✳

❲✐*❤ *❤❡ ❝♦,* ❢✉♥❝*✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞✱ *❤❡ ❈♦♥✈◆❡* ❝❛♥ ❜❡ *7❛✐♥❡❞ ✐♥ ♦7❞❡7 *♦ ♠✐♥✐♠✐③❡

*❤❡ ❧♦,, ❜② ✉,✐♥❣ ,♦♠❡ ♦♣*✐♠✐③❛*✐♦♥ ❛❧❣♦7✐*❤♠✱ ,✉❝❤ ❛, ❙*♦❝❤❛,*✐❝ ●7❛❞✐❡♥* ❉❡,❝❡♥*

✭❙●❉✮✱ *♦ ❣7❛❞✉❛❧❧② ✉♣❞❛*❡ *❤❡ ✇❡✐❣❤*, ❛♥❞ ❜✐❛, ✐♥ ,❡❛7❝❤ ♦❢ *❤❡ ♦♣*✐♠❛❧ ,♦❧✉*✐♦♥✿

W
(l)
ij = W

(l)
ij − α

∂J (W, b)

∂W
(l)
ij

✭✸✳✽✮

b
(l)
i = b

(l)
i − α

∂J (W, b)

∂b
(l)
i

✭✸✳✾✮

✇❤❡7❡ α ❞❡♥♦*❡, *❤❡ ❧❡❛7♥✐♥❣ 7❛*❡✱ ❛ ♣❛7❛♠❡*❡7 *❤❛* ❞❡*❡7♠✐♥❡, ❤♦✇ ♠✉❝❤ ❛♥

✉♣❞❛*✐♥❣ ,*❡♣ ✐♥✢✉❡♥❝❡, *❤❡ ❝✉77❡♥* ✈❛❧✉❡ ♦❢ *❤❡ ✇❡✐❣❤*,✱ ✐✳❡✳✱ ❤♦✇ ♠✉❝❤ *❤❡ ♠♦❞❡❧

❧❡❛7♥, ✐♥ ❡❛❝❤ ,*❡♣✳

❍♦✇❡✈❡7✱ ❛, ♣7❡,❡♥*❡❞✱ *❤❡ ♣❛7*✐❛❧ ❞❡7✐✈❛*✐✈❡, ♦❢ *❤❡ ❝♦,* ❢✉♥❝*✐♦♥✱ ❢♦7 *❤❡ ✇❡✐❣❤*,

❛♥❞ ❜✐❛,✱ ❛7❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❚♦ ♦❜*❛✐♥ *❤❡,❡ ❞❡7✐✈❛*✐✈❡,✱ *❤❡ ❜❛❝❦ ♣7♦♣❛❣❛*✐♦♥ ❛❧❣♦7✐*❤♠ ✐,

✉,❡❞✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐* ♠✉,* ❝❛❧❝✉❧❛*❡ ❤♦✇ *❤❡ ❡77♦7 ❝❤❛♥❣❡, ❛, ❡❛❝❤ ✇❡✐❣❤* ✐, ✐♥❝7❡❛,❡❞

♦7 ❞❡❝7❡❛,❡❞ ,❧✐❣❤*❧②✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦7✐*❤♠ ❝♦♠♣✉*❡, ❡❛❝❤ ❡77♦7 ❞❡7✐✈❛*✐✈❡ ❜② ✜7,* ❝♦♠♣✉*✐♥❣

*❤❡ 7❛*❡ ❛* ✇❤✐❝❤ *❤❡ ❡77♦7 ✭❊ ✮ ❝❤❛♥❣❡, ❛, *❤❡ ❛❝*✐✈✐*② ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ ✉♥✐* ✐, ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❋♦7

❝❧❛,,✐✜❡7 ❧❛②❡7,✱ *❤✐, ❡77♦7 ✐, ❝❛❧❝✉❧❛*❡❞ ❝♦♥,✐❞❡7✐♥❣ *❤❡ ♣7❡❞✐❝*❡❞ ❛♥❞ ❞❡,✐7❡❞ ♦✉*♣✉*✳

❋♦7 ♦*❤❡7 ❧❛②❡7,✱ *❤✐, ❡77♦7 ✐, ♣7♦♣❛❣❛*❡❞ ❜② ❝♦♥,✐❞❡7✐♥❣ *❤❡ ✇❡✐❣❤*, ❜❡*✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐7

♦❢ ❧❛②❡7, ❛♥❞ *❤❡ ❡77♦7 ❣❡♥❡7❛*❡❞ ✐♥ *❤❡ ♠♦,* ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❧❛②❡7✳



✸✳✷✳ ▼❛%❤❡♠❛%✐❝❛❧ ▼♦-♣❤♦❧♦❣② ✷✾

❚❤❡ %&❛✐♥✐♥❣ +%❡♣ ♦❢ ❛ ❈♦♥✈◆❡% ♦❝❝✉&+ ✐♥ %✇♦ +%❡♣+✿ ✭✐✮ %❤❡ ❢❡❡❞✲❢♦&✇❛&❞ ♦♥❡✱

%❤❛% ♣❛++❡+ %❤❡ ✐♥❢♦&♠❛%✐♦♥ %❤&♦✉❣❤ ❛❧❧ %❤❡ ♥❡%✇♦&❦ ❧❛②❡&+✱ ❢&♦♠ %❤❡ ✜&+% ✉♥%✐❧ %❤❡

❝❧❛++✐✜❡& ♦♥❡✱ ✉+✉❛❧❧② ✇✐%❤ ❤✐❣❤ ❜❛%❝❤ +✐③❡

✸

✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ %❤❡ ❜❛❝❦ ♣&♦♣❛❣❛%✐♦♥ ♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤

❝❛❧❝✉❧❛%❡+ %❤❡ ❡&&♦& ✭❊ ✮ ❣❡♥❡&❛%❡❞ ❜② %❤❡ ❈♦♥✈◆❡% ❛♥❞ ♣&♦♣❛❣❛%❡+ %❤✐+ ❡&&♦& %❤&♦✉❣❤

❛❧❧ %❤❡ ❧❛②❡&+✱ ❢&♦♠ %❤❡ ❝❧❛++✐✜❡& ✉♥%✐❧ %❤❡ ✜&+% ♦♥❡✳ ❆+ ♣&❡+❡♥%❡❞✱ %❤✐+ +%❡♣ ❛❧+♦ ✉+❡+

%❤❡ ❡&&♦&+ %♦ ❝❛❧❝✉❧❛%❡ %❤❡ ♣❛&%✐❛❧ ❞❡&✐✈❛%✐✈❡+ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡&+ ❢♦& %❤❡ ✇❡✐❣❤%+ ❛♥❞ ❜✐❛+✳

✸✳✷ ▼❛%❤❡♠❛%✐❝❛❧ ▼♦-♣❤♦❧♦❣②

▼❛%❤❡♠❛%✐❝❛❧ ♠♦&♣❤♦❧♦❣②✱ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛%✐♦♥ ♦❢ +❡% ❛♥❞ ❧❛%%✐❝❡ %❤❡♦&✐❡+✱ ✐+ %❤❡ ❢♦✉♥❞❛%✐♦♥

♦❢ %❤❡ ♠♦&♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡&❛%✐♦♥+✱ ❝♦♠♠♦♥❧② ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ %❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣&♦❝❡++✐♥❣ ❛&❡❛✳

❙✐♥❝❡ ✐%+ ✐♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ %♦ %❤❡ &❡♠♦%❡ +❡♥+✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ❬G❡+❛&❡+✐ ❛♥❞ ❇❡♥❡❞✐❦%++♦♥✱ ✷✵✵✶❪✱

%❤❡+❡ ♠♦&♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡&❛%✐♦♥+ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡&❛❧✐③❡❞ ❢&♦♠ %❤❡ ❛♥❛❧②+✐+ ♦❢ ❛ +✐♥❣❧❡

❜❛♥❞ ✐♠❛❣❡ %♦ ❤②♣❡&+♣❡❝%&❛❧ ✐♠❛❣❡+ ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ❤✉♥❞&❡❞+ ♦❢ +♣❡❝%&❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧+ ❛♥❞ ❤❛+

❜❡❝♦♠❡ ♦♥❡ ♦❢ %❤❡ +%❛%❡✲♦❢✲%❤❡✲❛&% %❡❝❤♥✐L✉❡+ ❢♦& ❛ ✇✐❞❡ &❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛%✐♦♥+ ❬❙❡&&❛

❛♥❞ ❙♦✐❧❧❡✱ ✷✵✶✷❪✳ ❚❤✐+ +%✉❞② ❛&❡❛ ✐♥❝❧✉❞❡+ +❡✈❡&❛❧ ❞✐✛❡&❡♥% ♦♣❡&❛%✐♦♥+ ✭+✉❝❤ ❛+ ❡&♦+✐♦♥✱

❞✐❧❛%✐♦♥✱ ♦♣❡♥✐♥❣✱ ❝❧♦+✐♥❣✱ %♦♣✲❤❛%+✱ ❛♥❞ &❡❝♦♥+%&✉❝%✐♦♥✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ %♦ ❜✐♥❛&②

❛♥❞ ❣&❛②+❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡+ ✐♥ ❛♥② ♥✉♠❜❡& ♦❢ ❞✐♠❡♥+✐♦♥+ ❬❙❡&&❛ ❛♥❞ ❙♦✐❧❧❡✱ ✷✵✶✷❪✳

❋♦&♠❛❧❧②✱ ❧❡% ✉+ ❝♦♥+✐❞❡& ❛ ❣&❛②+❝❛❧❡ ✷❉ ✐♠❛❣❡ I(·) ❛+ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢&♦♠ %❤❡ ❝♦♦&❞✐✲

♥❛%❡+ ✭Z
2
✮ %♦ %❤❡ ♣✐①❡❧✲✈❛❧✉❡ ❞♦♠❛✐♥ ✭Z✮✳ ▼♦+% ♠♦&♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ %&❛♥+❢♦&♠❛%✐♦♥+ ♣&♦❝❡++

%❤✐+ ✐♥♣✉% ✐♠❛❣❡ I ✉+✐♥❣ ❛ +%&✉❝%✉&✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥% ✭❙❊✮ ✭✉+✉❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ♣&✐♦& %♦ %❤❡ ♦♣✲

❡&❛%✐♦♥✮✳ ❆ ❙❊ B(·) ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛+ ❛ ❢✉♥❝%✐♦♥ %❤❛% &❡%✉&♥+ %❤❡ +❡% ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦&+ ♦❢ ❛

♣✐①❡❧ (i, j)✳ ❚❤✐+ ♥❡✐❣❤❜♦&❤♦♦❞ ♦❢ ♣✐①❡❧+ ✐+ %❛❦❡♥ ✐♥%♦ ❛❝❝♦✉♥% ❞✉&✐♥❣ %❤❡ ♠♦&♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧

♦♣❡&❛%✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤✐❧❡ ♣&♦❜✐♥❣ %❤❡ ✐♠❛❣❡ I✳ ◆♦&♠❛❧❧②✱ ❛ ❙❊ ✐+ ❞❡✜♥❡❞ ❜② %✇♦ ❝♦♠♣♦✲

♥❡♥%+✿ ✭✐✮ +❤❛♣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐+ ✉+✉❛❧❧② ❛ ❞✐+❝&❡%❡ &❡♣&❡+❡♥%❛%✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥%✐♥✉♦✉+ +❤❛♣❡+✱ +✉❝❤

❛+ +L✉❛&❡✱ ❝✐&❝❧❡✱ ✭✐✐✮ ❝❡♥%❡&✱ %❤❛% ✐❞❡♥%✐✜❡+ %❤❡ ♣✐①❡❧ ♦♥ ✇❤✐❝❤ %❤❡ ❙❊ ✐+ +✉♣❡&♣♦+❡❞

✇❤❡♥ ♣&♦❜✐♥❣ %❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❋✐❣✉&❡ ✸✳✺ ♣&❡+❡♥%+ +♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡+ ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ❙❊+ ❡♠♣❧♦②❡❞

✐♥ %❤❡ ❧✐%❡&❛%✉&❡✳ ❆+ ✐♥%&♦❞✉❝❡❞✱ %❤❡ ❞❡✜♥✐%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❙❊ ✐+ ♦❢ ✈✐%❛❧ ✐♠♣♦&%❛♥❝❡ ❢♦& %❤❡

♣&♦❝❡++ %♦ ❡①%&❛❝% &❡❧❡✈❛♥% ❢❡❛%✉&❡+✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ ✐♥ ❧✐%❡&❛%✉&❡ ❬●✉ ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❀ ▲✐✉ ❡% ❛❧✳✱

✷✵✶✼❪✱ %❤✐+ ❞❡✜♥✐%✐♦♥ ✐+ ♣❡&❢♦&♠❡❞ ❡①♣❡&✐♠❡♥%❛❧❧②✱ ❛♥ ❡①♣❡♥+✐✈❡ ♣&♦❝❡++ %❤❛% ❞♦❡+ ♥♦%

❣✉❛&❛♥%❡❡ ❛ ❣♦♦❞ ❞❡+❝&✐♣%✐✈❡ &❡♣&❡+❡♥%❛%✐♦♥✳

❆❢%❡& ✐%+ ❞❡✜♥✐%✐♦♥✱ %❤❡ ❙❊ ❝❛♥ ❜❡ %❤❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ +❡✈❡&❛❧ ♠♦&♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣&♦✲

❝❡++❡+✳ ▼♦+% ♦❢ %❤❡+❡ ♦♣❡&❛%✐♦♥+ ❛&❡ ✉+✉❛❧❧② +✉♣♣♦&%❡❞ ❜② %✇♦ ❜❛+✐❝ ♠♦&♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧

%&❛♥+❢♦&♠❛%✐♦♥+✿ ❡"♦$✐♦♥ E(·) ❛♥❞ ❞✐❧❛*✐♦♥ δ(·)✳ ❙✉❝❤ ♦♣❡&❛%✐♦♥+ &❡❝❡✐✈❡ ❜❛+✐❝❛❧❧② %❤❡

+❛♠❡ ✐♥♣✉%✿ ❛♥ ✐♠❛❣❡ I ❛♥❞ %❤❡ +%&✉❝%✉&✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥% B✳ ❲❤✐❧❡ ❡&♦+✐♦♥ %&❛♥+❢♦&♠❛%✐♦♥+

✸

❇❛"❝❤ %✐③❡ ✐% ❛ ♣❛*❛♠❡"❡* "❤❛" ❞❡"❡*♠✐♥❡% "❤❡ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ✐♠❛❣❡% "❤❛" ❣♦❡% "❤*♦✉❣❤ "❤❡ ♥❡"✇♦*❦

❜❡❢♦*❡ "❤❡ ✇❡✐❣❤"% ❛♥❞ ❜✐❛% ❛*❡ ✉♣❞❛"❡❞✳



✸✵ ❈❤❛♣$❡& ✸✳ ❇❛❝❦❣&♦✉♥❞ ❈♦♥❝❡♣$1

✭❛✮ ❙!✉❛$❡ ✭❜✮ ❉✐(❦ ✭❝✮ ❉✐❛♠♦♥❞ ✭❞✮ ❈$♦(( ✭❡✮ ❳ (❤❛♣❡

❋✐❣✉$❡ ✸✳✺✿ ❊①❛♠♣❧❡' ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ',-✉❝,✉-✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥,' ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ,❤❡ ❧✐,❡-❛,✉-❡✳ ❚❤❡'❡ ❙❊' ❝❛♥ ❜❡ '❡❡♥ ❛'

'❡,' ,❤❛, ❞❡✜♥❡ ,❤❡ ❛❝,✐✈❛,❡❞ ♣✐①❡❧'✳

♣#♦❝❡'' ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ (i, j) ✉'✐♥❣ 0❤❡ '✉♣#❡♠✉♠ ✭0❤❡ '♠❛❧❧❡'0 ✉♣♣❡# ❜♦✉♥❞✱ ∧✮ ❢✉♥❝0✐♦♥✱ ❛'

❢♦#♠❛❧❧② ❞❡♥♦0❡❞ ✐♥ ❊:✉❛0✐♦♥ ✸✳✶✵✱ 0❤❡ ❞✐❧❛0✐♦♥ ♦♣❡#❛0✐♦♥' ♣#♦❝❡'' 0❤❡ ♣✐①❡❧' ✉'✐♥❣ 0❤❡

✐♥✜♠✉♠ ✭0❤❡ ❣#❡❛0❡'0 ❧♦✇❡# ❜♦✉♥❞✱ ∨✮ ❢✉♥❝0✐♦♥✱ ❛' ♣#❡'❡♥0❡❞ ✐♥ ❊:✉❛0✐♦♥ ✸✳✶✶✳ ■♥0✉✲

✐0✐✈❡❧②✱ 0❤❡'❡ 0✇♦ ♦♣❡#❛0✐♦♥' ♣#♦❜❡ ❛♥ ✐♥♣✉0 ✐♠❛❣❡ ✉'✐♥❣ 0❤❡ ❙❊✱ ✐✳❡✳✱ 0❤❡② ♣♦'✐0✐♦♥ 0❤❡

'0#✉❝0✉#✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥0 ❛0 ❛❧❧ ♣♦''✐❜❧❡ ❧♦❝❛0✐♦♥' ✐♥ 0❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ 0❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦#❤♦♦❞

♣✐①❡❧'✳ ❚❤✐' ♣#♦❝❡''✱ ✈❡#② '✐♠✐❧❛# 0♦ 0❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉0✐♦♥ ♣#♦❝❡❞✉#❡✱ ♦✉0♣✉0' ❛♥♦0❤❡# ✐♠❛❣❡

✇✐0❤ #❡❣✐♦♥' ❝♦♠♣#❡''❡❞ ♦# ❡①♣❛♥❞❡❞ ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ 0❤❡ ♦♣❡#❛0✐♦♥✮✳ ❙♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡'

♦❢ ❡#♦'✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐❧❛0✐♦♥ ❛#❡ ♣#❡'❡♥0❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉#❡ ✸✳✻✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐0 ✐' ♣♦''✐❜❧❡ 0♦ ♥♦0✐❝❡ 0❤❡

❜❡❤❛✈✐♦# ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♣❡#❛0✐♦♥✳ G#❡❝✐'❡❧②✱ ❡#♦'✐♦♥ ❛✛❡❝0' ❜#✐❣❤0❡# '0#✉❝0✉#❡' ✇❤✐❧❡ ❞✐❧❛0✐♦♥

✐♥✢✉❡♥❝❡' ❞❛#❦❡# ♦♥❡' ✭✇✐0❤ #❡'♣❡❝0 0♦ 0❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦#❤♦♦❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜② 0❤❡ ❙❊✮✳

E(B, I)(i,j) = {∧I((i, j)
′)|(i, j)′ ∈ B(i, j) ∪ I(i, j)} ✭✸✳✶✵✮

δ(B, I)(i,j) = {∨I((i, j)
′)|(i, j)′ ∈ B(i, j) ∪ I(i, j)} ✭✸✳✶✶✮

■❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ♦#❞❡#❡❞ '❡0✱ 0❤❡♥ 0❤❡ ❡#♦'✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐❧❛0✐♦♥ ♦♣❡#❛0✐♦♥' ❝❛♥ ❜❡ '✐♠♣❧✐✲

✜❡❞✳ ❚❤✐' ✐' ❜❡❝❛✉'❡ 0❤❡ ✐♥✜♠✉♠ ❛♥❞ 0❤❡ '✉♣#❡♠✉♠ ❛#❡ #❡'♣❡❝0✐✈❡❧② ❡:✉✐✈❛❧❡♥0 0♦ 0❤❡

♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❢✉♥❝0✐♦♥' ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐0❤ ♦#❞❡#❡❞ '❡0'✳ ■♥ 0❤✐' ❝❛'❡✱ ❡#♦'✐♦♥

❛♥❞ ❞✐❧❛0✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛' ♣#❡'❡♥0❡❞ ✐♥ ❊:✉❛0✐♦♥' ✸✳✶✷ ❛♥❞ ✸✳✶✸✱ #❡'♣❡❝0✐✈❡❧②✳

E(B, I)(i,j) = { min
(i,j)′∈B(i,j)

(I((i, j)′))} ✭✸✳✶✷✮

δ(B, I)(i,j) = { max
(i,j)′∈B(i,j)

(I((i, j)′))} ✭✸✳✶✸✮

❇❛'❡❞ ♦♥ 0❤❡'❡ 0✇♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥0❛❧ 0#❛♥'❢♦#♠❛0✐♦♥'✱ ♦0❤❡# ♠♦#❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦#♣❤♦✲

❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡#❛0✐♦♥' ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣✉0❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦#♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡♥✐♥❣✱ ❞❡♥♦0❡❞ ❛' γ(·) ❛♥❞

❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊:✉❛0✐♦♥ ✸✳✶✹✱ ✐' '✐♠♣❧② ❛♥ ❡#♦'✐♦♥ ♦♣❡#❛0✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② 0❤❡ ❞✐❧❛0✐♦♥ ✭✉'✐♥❣

0❤❡ '❛♠❡ '0#✉❝0✉#✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥0✮ ♦❢ 0❤❡ ❡#♦❞❡❞ ♦✉0♣✉0✳ ■♥ ❝♦♥0#❛'0✱ ❛ ♠♦#♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❧♦(✲

✐♥❣ ϕ(·) ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡✱ ❢♦#♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊:✉❛0✐♦♥ ✸✳✶✺✱ ✐' ❛ ❞✐❧❛0✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② 0❤❡

❡#♦'✐♦♥ ✭✉'✐♥❣ 0❤❡ '❛♠❡ ❙❊✮ ♦❢ 0❤❡ ❞✐❧❛0❡❞ ♦✉0♣✉0✳ ■♥0✉✐0✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❧❡ ❛♥ ❡#♦'✐♦♥ ✇♦✉❧❞

❛✛❡❝0 ❛❧❧ ❜#✐❣❤0❡# '0#✉❝0✉#❡'✱ ❛♥ ♦♣❡♥✐♥❣ ✢❛00❡♥' ❜#✐❣❤0 ♦❜❥❡❝0' 0❤❛0 ❛#❡ '♠❛❧❧❡# 0❤❛♥

0❤❡ '✐③❡ ♦❢ 0❤❡ ❙❊ ❛♥❞✱ ❜❡❝❛✉'❡ ♦❢ ❞✐❧❛0✐♦♥✱ ♠♦'0❧② ♣#❡'❡#✈❡' 0❤❡ ❜#✐❣❤0 ❧❛#❣❡ ❛#❡❛'✳



✸✳✷✳ ▼❛%❤❡♠❛%✐❝❛❧ ▼♦-♣❤♦❧♦❣② ✸✶

❆ #✐♠✐❧❛( ❝♦♥❝❧✉#✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞(❛✇♥ ❢♦( ❞❛(❦❡( #3(✉❝3✉(❡# ✇❤❡♥ ❝❧♦#✐♥❣ ✐# ♣❡(❢♦(♠❡❞✳

❊①❛♠♣❧❡# ♦❢ 3❤✐# ❜❡❤❛✈✐♦( ❝❛♥ ❜❡ #❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉(❡ ✸✳✻✳ ■3 ✐# ✐♠♣♦(3❛♥3 3♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤3 3❤❛3

❜② ✉#✐♥❣ ❡(♦#✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐❧❛3✐♦♥ 3(❛♥#❢♦(♠❛3✐♦♥#✱ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝❧♦#✐♥❣ ♣❡(❢♦(♠ ❣❡♦❞❡#✐❝

(❡❝♦♥#3(✉❝3✐♦♥ ✐♥ 3❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❖♣❡(❛3✐♦♥# ❜❛#❡❞ ♦♥ 3❤✐# ♣❛(❛❞✐❣♠ ❜❡❧♦♥❣# 3♦ 3❤❡ ❝❧❛## ♦❢

✜❧3❡(# 3❤❛3 ♦♣❡(❛3❡ ♦♥❧② ♦♥ ❝♦♥♥❡❝3❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥3# ✭✢❛3 (❡❣✐♦♥#✮ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦3 ✐♥3(♦❞✉❝❡

❛♥② ♥❡✇ ❡❞❣❡ 3♦ 3❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❋✉(3❤❡(♠♦(❡✱ ✐❢ ❛ #❡❣♠❡♥3 ✭♦( ❝♦♠♣♦♥❡♥3✮ ✐♥ 3❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐#

❧❛(❣❡( 3❤❛♥ 3❤❡ ❙❊ 3❤❡♥ ✐3 ✇✐❧❧ ❜❡ ✉♥❛✛❡❝3❡❞✱ ♦3❤❡(✇✐#❡✱ ✐3 ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❡(❣❡❞ 3♦ ❛ ❜(✐❣❤3❡(

♦( ❞❛(❦❡( ❛❞❥❛❝❡♥3 (❡❣✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ✉♣♦♥ ✇❤❡3❤❡( ❛ ❝❧♦#✐♥❣ ♦( ♦♣❡♥✐♥❣ ✐# ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤✐#

✐# ❝(✉❝✐❛❧ ❜❡❝❛✉#❡ ❛✈♦✐❞# 3❤❡ ❣❡♥❡(❛3✐♦♥ ♦❢ ❞✐#3♦(3❡❞ #3(✉❝3✉(❡#✱ ✇❤✐❝❤ ✐# ♦❜✈✐♦✉#❧② ❛♥

✉♥❞❡#✐(❛❜❧❡ ❡✛❡❝3✳

✭❛✮ ❖!✐❣✐♥❛❧ ✭❜✮ ❊!♦)✐♦♥ ✭❝✮ ❉✐❧❛+✐♦♥ ✭❞✮ ❖♣❡♥✐♥❣ ✭❡✮ ❈❧♦)✐♥❣

✭❢✮ ❲❤✐+❡ ❚♦♣✲

❤❛+

✭❣✮ ❇❧❛❝❦ ❚♦♣✲

❤❛+

✭❤✮ ❈❧♦)✐♥❣ ❜②

❘❡❝♦♥)+!✉❝+✐♦♥

✭✐✮ ❖♣❡♥✐♥❣ ❜②

❘❡❝♦♥)+!✉❝+✐♦♥

❋✐❣✉$❡ ✸✳✻✿ ❊①❛♠♣❧❡' ♦❢ ♠♦*♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡' ❣❡♥❡*❛0❡❞ ❢♦* 0❤❡ ❯❈▼❡*❝❡❞ ▲❛♥❞✲✉'❡ ❉❛0❛'❡0✳ ❆❧❧ 0❤❡'❡

✐♠❛❣❡' ✇❡*❡ ♣*♦❝❡''❡❞ ✉'✐♥❣ ❛ 5× 5 '<✉❛*❡ ❛' '0*✉❝0✉*✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥0✳

γ(B, I) = δ(B, E(B, I)) ✭✸✳✶✹✮

ϕ(B, I) = E(B, δ(B, I)) ✭✸✳✶✺✮

❖3❤❡( ✐♠♣♦(3❛♥3 ♠♦(♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡(❛3✐♦♥# ❛(❡ 3❤❡  ♦♣✲❤❛ &✳ ❚♦♣✲❤❛3 3(❛♥#❢♦(♠ ✐#

❛♥ ♦♣❡(❛3✐♦♥ 3❤❛3 ❡①3(❛❝3# #♠❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥3# ❛♥❞ ❞❡3❛✐❧# ❢(♦♠ ❣✐✈❡♥ ✐♠❛❣❡#✳ ❚❤❡(❡ ❛(❡ 3✇♦

3②♣❡# ♦❢ 3♦♣✲❤❛3 3(❛♥#❢♦(♠❛3✐♦♥#✿ ✭✐✮ 3❤❡ ✇❤✐3❡ ♦♥❡ T w(·)✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊M✉❛3✐♦♥ ✸✳✶✻✱

✐♥ ✇❤✐❝❤ 3❤❡ ❞✐✛❡(❡♥❝❡ ❜❡3✇❡❡♥ 3❤❡ ✐♥♣✉3 ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ✐3# ♦♣❡♥✐♥❣ ✐# ❝❛❧❝✉❧❛3❡❞✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮

3❤❡ ❜❧❛❝❦ ♦♥❡✱ ❞❡♥♦3❡❞ ❛# T b(·) ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊M✉❛3✐♦♥ ✸✳✶✼✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ 3❤❡ ❞✐✛❡(❡♥❝❡

❜❡3✇❡❡♥ 3❤❡ ❝❧♦#✐♥❣ ❛♥❞ 3❤❡ ✐♥♣✉3 ✐♠❛❣❡ ✐# ♣❡(❢♦(♠❡❞✳ ❲❤✐3❡ 3♦♣✲❤❛3 ♦♣❡(❛3✐♦♥ ♣(❡✲

#❡(✈❡# ❡❧❡♠❡♥3# ♦❢ 3❤❡ ✐♥♣✉3 ✐♠❛❣❡ ❜(✐❣❤3❡( 3❤❛♥ 3❤❡✐( #✉((♦✉♥❞✐♥❣# ❜✉3 #♠❛❧❧❡( 3❤❛♥

3❤❡ ❙❊✳ ❖♥ 3❤❡ ♦3❤❡( ❤❛♥❞✱ ❜❧❛❝❦ 3♦♣✲❤❛3 ♠❛✐♥3❛✐♥# ♦❜❥❡❝3# #♠❛❧❧❡( 3❤❛♥ 3❤❡ ❙❊ ✇✐3❤

❜(✐❣❤3❡( #✉((♦✉♥❞✐♥❣#✳ ❊①❛♠♣❧❡# ♦❢ 3❤❡#❡ 3✇♦ ♦♣❡(❛3✐♦♥# ❝❛♥ ❜❡ #❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉(❡ ✸✳✻✳



✸✷ ❈❤❛♣$❡& ✸✳ ❇❛❝❦❣&♦✉♥❞ ❈♦♥❝❡♣$1

T w(B, I) = I − γ(B, I) ✭✸✳✶✻✮

T b(B, I) = ϕ(B, I)− I ✭✸✳✶✼✮

❆♥♦+❤❡. ✐♠♣♦.+❛♥+ ♠♦.♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡.❛+✐♦♥ ❜❛7❡❞ ♦♥ ❡.♦7✐♦♥7 ❛♥❞ ❞✐❧❛+✐♦♥7 ✐7

+❤❡ ❣❡♦❞❡$✐❝ '❡❝♦♥$)'✉❝)✐♦♥✳ ❚❤❡.❡ ❛.❡ +✇♦ +②♣❡7 ♦❢ ❣❡♦❞❡7✐❝ .❡❝♦♥7+.✉❝+✐♦♥✿ ❜② ❡.♦7✐♦♥

❛♥❞ ❜② ❞✐❧❛+✐♦♥✳ ❋♦. 7✐♠♣❧✐❝✐+②✱ ♦♥❧② +❤❡ ❢♦.♠❡. ♦♥❡ ✐7 ❢♦.♠❛❧❧② ❞❡+❛✐❧❡❞ ❤❡.❡✱ ❤♦✇❡✈❡.✱

+❤❡ ❧❛++❡. ♦♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜+❛✐♥❡❞✱ ❜② ❞✉❛❧✐+②✱ ✉7✐♥❣ +❤❡ 7❛♠❡ .❡❛7♦♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❣❡♦❞❡7✐❝

.❡❝♦♥7+.✉❝+✐♦♥ ❜② ❡.♦7✐♦♥ ρE(·)✱ ♠❛+❤❡♠❛+✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊D✉❛+✐♦♥ ✸✳✶✽✱ .❡❝❡✐✈❡7 +✇♦

♣❛.❛♠❡+❡.7 ❛7 ✐♥♣✉+✿ ❛♥ ✐♠❛❣❡ I ❛♥❞ ❛ ❙❊ B✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ I ✭❛❧7♦ .❡❢❡.❡♥❝❡❞ ✐♥ +❤✐7

♦♣❡.❛+✐♦♥ ❛7 ♠❛7❦ ✐♠❛❣❡✮ ✐7 ❞✐❧❛+❡❞ ❜② +❤❡ ❙❊ B ✭δ(B, I)✮ ❝.❡❛+✐♥❣ +❤❡ ♠❛.❦❡. ✐♠✲

❛❣❡ Y ✭Y ∈ I✮✱ .❡7♣♦♥7✐❜❧❡ ❢♦. ❞❡❧✐♠✐+✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♦❜❥❡❝+7 ✇✐❧❧ ❜❡ .❡❝♦♥7+.✉❝+❡❞ ❞✉.✐♥❣

+❤❡ ♣.♦❝❡77✳ ❆ ❙❊ B′
✭✉7✉❛❧❧② ✇✐+❤ ❛♥② ❡❧❡♠❡♥+❛.② ❝♦♠♣♦7✐+✐♦♥ ❬❙❡..❛ ❛♥❞ ❙♦✐❧❧❡✱

✷✵✶✷❪✮ ❛♥❞ +❤❡ ♠❛.❦❡. ✐♠❛❣❡ Y ❛.❡ ♣.♦✈✐❞❡❞ ❢♦. +❤❡ .❡❝♦♥7+.✉❝+✐♦♥ ♦♣❡.❛+✐♦♥ RE
I (·)✳

❚❤✐7 +.❛♥7❢♦.♠❛+✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊D✉❛+✐♦♥ ✸✳✶✾✱ .❡❝♦♥7+.✉❝+7 +❤❡ ♠❛.❦❡. ✐♠❛❣❡ Y ✭✇✐+❤

.❡7♣❡❝+ +♦ +❤❡ ♠❛7❦ ✐♠❛❣❡ I✮ ❜② .❡❝✉.7✐✈❡❧② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❣❡♦❞❡7✐❝ ❡.♦7✐♦♥ ✭✇✐+❤ +❤❡ ❡❧✲

❡♠❡♥+❛.② ❙❊ B′
✮ ✉♥+✐❧ ✐❞❡♠♣♦+❡♥❝❡ ✐7 .❡❛❝❤❡❞ ✭✐✳❡✳✱ E (n)

I (·) = E (n+1)
I (·)✮✳ ■♥ +❤✐7 ❝❛7❡✱

❛ ❣❡♦❞❡7✐❝ ❡.♦7✐♦♥ E (1)
I (·)✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊D✉❛+✐♦♥ ✸✳✷✵✱ ❝♦♥7✐7+7 ♦❢ ❛ ♣✐①❡❧✲✇✐7❡ ♠❛①✐♠✉♠

♦♣❡.❛+✐♦♥ ❜❡+✇❡❡♥ ❛♥ ❡.♦❞❡❞ ✭✇✐+❤ ❡❧❡♠❡♥+❛.② ❙❊ B′
✮ ♠❛.❦❡. ✐♠❛❣❡ Y ❛♥❞ +❤❡ ♠❛7❦

✐♠❛❣❡ I✳ ❆7 ❛❢♦.❡♠❡♥+✐♦♥❡❞✱ ❜② ❞✉❛❧✐+②✱ ❛ ❣❡♦❞❡7✐❝ .❡❝♦♥7+.✉❝+✐♦♥ ❜② ❞✐❧❛+✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

❞❡✜♥❡❞✱ ❛7 ♣.❡7❡♥+❡❞ ✐♥ ❊D✉❛+✐♦♥ ✸✳✷✶✳ ❚❤❡7❡ +✇♦ ❝.✉❝✐❛❧ ♦♣❡.❛+✐♦♥7 +.② +♦ ♣.❡7❡.✈❡ ❛❧❧

❧❛.❣❡ ✭+❤❛♥ +❤❡ ❙❊✮ ♦❜❥❡❝+7 ♦❢ +❤❡ ✐♠❛❣❡ .❡♠♦✈✐♥❣ ❜.✐❣❤+ ❛♥❞ ❞❛.❦ 7♠❛❧❧ ❛.❡❛7✱ 7✉❝❤

❛7 ♥♦✐7❡7✳ ❙♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡7 ♦❢ +❤❡7❡ ♦♣❡.❛+✐♦♥7 ❝❛♥ ❜❡ 7❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉.❡ ✸✳✻✳

ρE(B, I) = RE

I (B
′, Y ) = RE

I (B
′, δ(B, I)) ✭✸✳✶✽✮

RE

I (B
′, Y ) = E (n)

I (B′, Y ) =

=

︸ ︷︷ ︸

♥ +✐♠❡7

E (1)
I

(

B′, E (1)
I

(

B′, · · · E (1)
I

(
B′, E (1)

I (B′, Y )
))
)

✭✸✳✶✾✮

E (1)
I (B′, Y ) = max{E(B′, Y ), I} ✭✸✳✷✵✮

ρδ(B, I) = Rδ
I(B

′, Y ) = Rδ
I(B

′, E(B, I)) ✭✸✳✷✶✮

◆♦+❡ +❤❛+ ❣❡♦❞❡7✐❝ .❡❝♦♥7+.✉❝+✐♦♥ ♦♣❡.❛+✐♦♥7 .❡D✉✐.❡ ❛♥ ✐+❡.❛+✐✈❡ ♣.♦❝❡77 ✉♥+✐❧

+❤❡ ❝♦♥✈❡.❣❡♥❝❡✳ ❚❤✐7 ♣.♦❝❡❞✉.❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡♥7✐✈❡✱ ♠❛✐♥❧② ✇❤❡♥ ✇♦.❦✐♥❣ ✇✐+❤ ❛ ❧❛.❣❡

♥✉♠❜❡. ♦❢ ✐♠❛❣❡7 ✭❛ ❝♦♠♠♦♥ 7❝❡♥❛.✐♦ ✇❤❡♥ +.❛✐♥✐♥❣ ♥❡✉.❛❧ ♥❡+✇♦.❦7 ❬●♦♦❞❢❡❧❧♦✇ ❡+ ❛❧✳✱

✷✵✶✻❪✮✳ ❆♥ ❛♣♣.♦①✐♠❛+✐♦♥ ♦❢ 7✉❝❤ ♦♣❡.❛+✐♦♥7✱ ♣.❡7❡♥+❡❞ ✐♥ ❊D✉❛+✐♦♥7 ✸✳✷✷ ❛♥❞ ✸✳✷✸ ❝❛♥



✸✳✷✳ ▼❛%❤❡♠❛%✐❝❛❧ ▼♦-♣❤♦❧♦❣② ✸✸

❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♣❡+❢♦+♠✐♥❣ ❥✉34 ♦♥❡ 4+❛♥3❢♦+♠❛4✐♦♥ ♦✈❡+ 4❤❡ ♠❛+❦❡+ ✐♠❛❣❡ ✇✐4❤ ❛ ❧❛+❣❡

✭4❤❛♥ 4❤❡ ❙❊ ✉3❡❞ 4♦ ❝+❡❛4❡ 4❤❡ ♠❛+❦❡+ ✐♠❛❣❡✮ 34+✉❝4✉+✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥4✳ ■♥ ♦4❤❡+ ✇♦+❞3✱

3✉♣♣♦3❡ 4❤❛4 B ✐3 4❤❡ ❙❊ ✉3❡❞ 4♦ ❝+❡❛4❡ 4❤❡ ♠❛+❦❡+ ✐♠❛❣❡✱ 4❤❡♥ B′
✱ 4❤❡ ❙❊ ✉3❡❞ ✐♥

4❤❡ +❡❝♦♥34+✉❝4✐♦♥ 34❡♣✱ 3❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛+❣❡+ 4❤❛♥ B✱ ✐✳❡✳✱ B ⊂ B′
✳ ❚❤✐3 ♣+♦❝❡33 ✐3 ❢❛34❡+

3✐♥❝❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ✐4❡+❛4✐♦♥ ✐3 +❡@✉✐+❡❞✱ ❜✉4 ♠❛② ❧❡❛❞ 4♦ ✇♦+3❡ +❡3✉❧43✱ ❣✐✈❡♥ 4❤❛4 4❤❡ ✉3❡

♦❢ ❛ ❧❛+❣❡ ✜❧4❡+ ❝❛♥ ♠❛❦❡ 4❤❡ +❡❝♦♥34+✉❝4✐♦♥ ❥♦✐♥ ♦❜❥❡❝43 4❤❛4 ❛+❡ ❝❧♦3❡ ✐♥ 4❤❡ 3❝❡♥❡ ✭❛

♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❦♥♦✇♥ ❛3 ❧❡❛❦✐♥❣ ❬❙❡++❛ ❛♥❞ ❙♦✐❧❧❡✱ ✷✵✶✷❪✮✳

ρ̃E(B, I) = EI(B
′, δ(B, I)) ✭✸✳✷✷✮

ρ̃δ(B, I) = δI(B
′, E(B, I)) ✭✸✳✷✸✮

❆❧4❤♦✉❣❤ ❛❧❧ ♣+❡✈✐♦✉3❧② ❞❡✜♥❡❞ ♠♦+♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡+❛4✐♦♥3 ✉3❡❞ ❛ ❣+❛②3❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡

I✱ 4❤❡② ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛ ❜✐♥❛+② ✐♠❛❣❡ ♦+ ❡✈❡♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✇✐4❤ 3❡✈❡+❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧3✳ ■♥

4❤✐3 ❝❛3❡✱ ♠♦+♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡+❛4✐♦♥3 ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ 4♦ ❡❛❝❤ ✐♥♣✉4 ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥❞❡♣❡♥✲

❞❡♥4❧② ❛♥❞ 3❡♣❛+❛4❡❧②✱ ❣❡♥❡+❛4✐♥❣ ❛♥ ♦✉4❝♦♠❡ ✇✐4❤ 4❤❡ 3❛♠❡ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ✐♥♣✉4 ❝❤❛♥♥❡❧3✳





❈❤❛♣$❡& ✹

●❡♥❡&❛❧ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ❙❡$✉♣

❚❤✐# ❝❤❛♣'❡) ❞❡#❝)✐❜❡# '❤❡ ❞✐#'✐♥❝' ❞❛'❛#❡'#✱ ♣)♦'♦❝♦❧✱ ❛♥❞ ♠❡❛#✉)❡# ❡♠♣❧♦②❡❞ '♦ ✈❛❧✐✲

❞❛'❡ '❤❡ '❡❝❤♥✐5✉❡# ♣)♦♣♦#❡❞ ✐♥ '❤✐# ✇♦)❦✳ ❙❡❝'✐♦♥ ✹✳✶ ♣)❡#❡♥'# #❡✈❡)❛❧ ❞❛'❛#❡'# ✉#❡❞

✐♥ ❜♦'❤ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ♣✐①❡❧ ❝❧❛##✐✜❝❛'✐♦♥✳ ❙❡❝'✐♦♥ ✹✳✷ ❞❡✜♥❡# '❤❡ ❡①♣❡)✐♠❡♥'❛❧ ♣)♦'♦❝♦❧#

❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ '❤✐# ✇♦)❦✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❙❡❝'✐♦♥ ✹✳✸ ✐♥')♦❞✉❝❡# '❤❡ ♠❡❛#✉)❡# ✉#❡❞ '♦ ❡✈❛❧✉❛'❡

'❤❡ )❡#✉❧'# ♦❜'❛✐♥❡❞ ✐♥ '❤❡ ♣❡)❢♦)♠❡❞ ❡①♣❡)✐♠❡♥'#✳

✹✳✶ ❉❛%❛&❡%&

■♥ ♦)❞❡) '♦ ❜❡''❡) ❛♥❛❧②③❡ '❤❡ ❡✛❡❝'✐✈❡♥❡## ❛♥❞ )♦❜✉#'♥❡## ♦❢ ❡❛❝❤ ♣)♦♣♦#❡❞ '❡❝❤♥✐5✉❡✱

✇❡ ❤❛✈❡ #❡❧❡❝'❡❞ #❡✈❡)❛❧ )❡♠♦'❡ #❡♥#✐♥❣ ❞❛'❛#❡'# ✇✐'❤ ✈❡)② ❞✐#'✐♥❝'✐✈❡ ♣)♦♣❡)'✐❡#✳ ◆❡①'✱

✇❡ ♣)❡#❡♥' '❤❡ ❞❛'❛#❡'# ✉#❡❞ ✐♥ '❤❡ #❝❡♥❡ ❝❧❛##✐✜❝❛'✐♦♥ '❛#❦ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② '❤❡ ♦♥❡# ✉#❡❞

✐♥ '❤❡ #❡♠❛♥'✐❝ #❡❣♠❡♥'❛'✐♦♥ '❛#❦✳

✹✳✶✳✶ ❙❝❡♥❡ ❈❧❛**✐✜❝❛-✐♦♥ ❉❛-❛*❡-*

❆# ❛❢♦)❡♠❡♥'✐♦♥❡❞✱ ❞❛'❛#❡'# ✇✐'❤ ❞✐✛❡)❡♥' ✈✐#✉❛❧ ♣)♦♣❡)'✐❡# ✇❡)❡ #❡❧❡❝'❡❞✳ ❚❤❡ ✜)#'

♦♥❡✱ ♣)❡#❡♥'❡❞ ✐♥ ❙❡❝'✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳✶✱ ✐# ❛ ♠✉❧'✐✲❝❧❛## ❧❛♥❞✲✉#❡ ❞❛'❛#❡' '❤❛' ❝♦♥'❛✐♥# ❛❡)✐❛❧

❤✐❣❤✲)❡#♦❧✉'✐♦♥ #❝❡♥❡# ✐♥ '❤❡ ✈✐#✐❜❧❡ #♣❡❝')✉♠✳ ❙❡❝'✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳✷ ✐♥')♦❞✉❝❡# '❤❡ #❡❝♦♥❞

❞❛'❛#❡'✱ ✇❤✐❝❤ ✐# ❛ ♠✉❧'✐✲❝❧❛## ❤✐❣❤✲)❡#♦❧✉'✐♦♥ ❞❛'❛#❡' ✇✐'❤ ✐♠❛❣❡# ❝♦❧❧❡❝'❡❞ ❢)♦♠ ❞✐✛❡)✲

❡♥' )❡❣✐♦♥# ❛❧❧ ❛)♦✉♥❞ '❤❡ ✇♦)❧❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ '❤❡ ❧❛#' ♦♥❡✱ ♣)❡#❡♥'❡❞ ✐♥ ❙❡❝'✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳✸✱ ❤❛#

♠✉❧'✐#♣❡❝')❛❧ ❤✐❣❤✲)❡#♦❧✉'✐♦♥ #❝❡♥❡# ♦❢ ❝♦✛❡❡ ❝)♦♣# ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦✛❡❡ ❛)❡❛#✳ ❆♥ ♦✈❡)✈✐❡✇

♦❢ '❤❡#❡ ❞❛'❛#❡'# ✐# #❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ❚❤❡ ❞❛'❛#❡'# ❛)❡ ❞❡#❝)✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡'❛✐❧# ✐♥ '❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ #❡❝'✐♦♥#✳

✸✺



✸✻ ❈❤❛♣$❡& ✹✳ ●❡♥❡&❛❧ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ❙❡$✉♣

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❖✈❡#✈✐❡✇ &'❛'✐&'✐❝& ❢♦# '❤❡ '❤#❡❡ ❝❧❛&&✐✜❝❛'✐♦♥ ❞❛'❛&❡'& ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ '❤✐& ✇♦#❦✳

❯❈✲▼❡%❝❡❞ ❲❍❯✲❘❙✶✾ ❈♦✛❡❡ ❙❝❡♥❡1

❚②♣❡ ▲❛♥❞✲✉(❡ ▲❛♥❞✲✉(❡ ❆❣,✐❝✉❧0✉,❛❧

❚♦5❛❧ ❙✐③❡ ✷✱✶✵✵ ✶✱✵✵✺ ✷✱✽✼✻

■♠❛❣❡ ❉✐♠❡♥1✐♦♥1 ✭♣①✳✮ ✷✺✻×✷✺✻ ✻✵✵×✻✵✵ ✻✹×✻✹
❇❛♥❞ ❈♦♠♣♦1✐5✐♦♥ ❘✲●✲❇ ❘✲●✲❇ ◆■❘✲❘✲●

❙♣❛5✐❛❧ ❘❡1♦❧✉5✐♦♥ ✵✳✸♠ ✵✳✺♠ ✷✳✺♠

◆✉♠❜❡% ♦❢ ❈❧❛11❡1 ✷✶ ✶✾ ✷

❆✈❡%❛❣❡ ❉✐15%✐❜✉5✐♦♥ ♣❡% ❈❧❛11 ✶✵✵ ✺✷ ✶✱✹✸✽

✹✳✶✳✶✳✶ ❯❈▼❡'❝❡❞ ▲❛♥❞✲✉/❡ ❉❛1❛/❡1

❚❤✐( ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛0❛(❡0 ❬❨❛♥❣ ❛♥❞ ◆❡✇(❛♠✱ ✷✵✶✵❪ ✐( ❝♦♠♣♦(❡❞ ♦❢ ✷✱✶✵✵ ❛❡,✐❛❧

(❝❡♥❡ ✐♠❛❣❡( ❡❛❝❤ ♦♥❡ ✇✐0❤ ❛ ,❡(♦❧✉0✐♦♥ ♦❢ 256 × 256 ♣✐①❡❧( ❛♥❞ 0.3✲♠❡0❡, ,❡(♦❧✉0✐♦♥

♣❡, ♣✐①❡❧✳ ❚❤❡(❡ ✐♠❛❣❡(✱ ❝♦♠♣♦(❡❞ ♦❢ ❜❛♥❞( ✐♥ 0❤❡ ✈✐(✐❜❧❡ (♣❡❝0,✉♠ ❛♥❞ ♦❜0❛✐♥❡❞

❢,♦♠ ❞✐✛❡,❡♥0 ❯♥✐0❡❞ ❙0❛0❡( ❧♦❝❛0✐♦♥( ✭✈✐❛ 0❤❡ ❯❙ ●❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❙✉,✈❡② ✭❯❙●❙✮ ◆❛0✐♦♥❛❧

▼❛♣✮✱ ✇❡,❡ ♠❛♥✉❛❧❧② ❝❧❛((✐✜❡❞ ✐♥0♦ ✷✶ ❝❧❛((❡(✿ ❛❣,✐❝✉❧0✉,❛❧✱ ❛✐,♣❧❛♥❡✱ ❜❛(❡❜❛❧❧ ❞✐❛♠♦♥❞✱

❜❡❛❝❤✱ ❜✉✐❧❞✐♥❣(✱ ❝❤❛♣❛,,❛❧✱ ❞❡♥(❡ ,❡(✐❞❡♥0✐❛❧✱ ❢♦,❡(0✱ ❢,❡❡✇❛②✱ ❣♦❧❢ ❝♦✉,(❡✱ ❤❛,❜♦,✱ ✐♥✲

0❡,(❡❝0✐♦♥✱ ♠❡❞✐✉♠ ❞❡♥(✐0② ,❡(✐❞❡♥0✐❛❧✱ ♠♦❜✐❧❡ ❤♦♠❡ ♣❛,❦✱ ♦✈❡,♣❛((✱ ♣❛,❦✐♥❣ ❧♦0✱ ,✐✈❡,✱

,✉♥✇❛②✱ (♣❛,(❡ ,❡(✐❞❡♥0✐❛❧✱ (0♦,❛❣❡ 0❛♥❦(✱ ❛♥❞ 0❡♥♥✐( ❝♦✉,0(✳ ❙❛♠♣❧❡( ♦❢ ❛❧❧ ❝❧❛((❡( ❛,❡

♣,❡(❡♥0❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉,❡ ✹✳✶✳ ■0 ✐( ,❡♠❛,❦❛❜❧❡ 0❤❡ ♦✈❡,❧❛♣♣✐♥❣ ♦❢ (♦♠❡ ❝❧❛((❡(✱ (✉❝❤ ❛( ✏❞❡♥(❡

,❡(✐❞❡♥0✐❛❧✑✱ ✏♠❡❞✐✉♠ ,❡(✐❞❡♥0✐❛❧✑ ❛♥❞ ✏(♣❛,(❡ ,❡(✐❞❡♥0✐❛❧✑✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛✐♥❧② ❞✐✛❡, ✐♥ 0❤❡

❞❡♥(✐0② ♦❢ (0,✉❝0✉,❡(✳

✹✳✶✳✶✳✷ ❲❍❯✲❘❙✶✾ ❉❛1❛/❡1

❚❤✐( ❞❛0❛(❡0 ❬❳✐❛ ❡0 ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ❝♦♥0❛✐♥( ✶✱✵✵✺ ❤✐❣❤✲(♣❛0✐❛❧ ,❡(♦❧✉0✐♦♥ ✐♠❛❣❡( ✭❝♦♠♣♦(❡❞

♦❢ ❜❛♥❞( ✐♥ 0❤❡ ✈✐(✐❜❧❡ (♣❡❝0,✉♠✮ ✇✐0❤ 600 × 600 ♣✐①❡❧( ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥0♦ ✶✾ ❝❧❛((❡(✱ ✇✐0❤

❛♣♣,♦①✐♠❛0❡❧② ✺✵ ✐♠❛❣❡( ♣❡, ❝❧❛((✳ ❊①♣♦,0❡❞ ❢,♦♠ ●♦♦❣❧❡ ❊❛,0❤✱ ✇❤✐❝❤ ♣,♦✈✐❞❡( ❤✐❣❤✲

,❡(♦❧✉0✐♦♥ (❛0❡❧❧✐0❡ ✐♠❛❣❡( ✉♣ 0♦ ❤❛❧❢ ❛ ♠❡0❡, ✭✵✳✺♠✮✱ 0❤✐( ❞❛0❛(❡0 ❤❛( (❛♠♣❧❡( ❝♦❧❧❡❝0❡❞

❢,♦♠ ❞✐✛❡,❡♥0 ,❡❣✐♦♥( ❛❧❧ ❛,♦✉♥❞ 0❤❡ ✇♦,❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝,❡❛(❡( ✐0( ❞✐✈❡,(✐0② ❜✉0 ❝,❡❛0❡(

❝❤❛❧❧❡♥❣❡( ❞✉❡ 0♦ 0❤❡ ❝❤❛♥❣❡( ✐♥ ,❡(♦❧✉0✐♦♥✱ (❝❛❧❡✱ ♦,✐❡♥0❛0✐♦♥ ❛♥❞ ✐❧❧✉♠✐♥❛0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡

✐♠❛❣❡(✳ ❚❤❡,❡ ❛,❡ ✶✾ ❝❧❛((❡(✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣✿ ❛✐,♣♦,0✱ ❜❡❛❝❤✱ ❜,✐❞❣❡✱ ,✐✈❡,✱ ❢♦,❡(0✱ ♠❡❛❞♦✇✱

♣♦♥❞✱ ♣❛,❦✐♥❣✱ ♣♦,0✱ ✈✐❛❞✉❝0✱ ,❡(✐❞❡♥0✐❛❧ ❛,❡❛✱ ✐♥❞✉(0,✐❛❧ ❛,❡❛✱ ❝♦♠♠❡,❝✐❛❧ ❛,❡❛✱ ❞❡(❡,0✱

❢❛,♠❧❛♥❞✱ ❢♦♦0❜❛❧❧ ✜❡❧❞✱ ♠♦✉♥0❛✐♥✱ ♣❛,❦✱ ❛♥❞ ,❛✐❧✇❛② (0❛0✐♦♥✳ ❋✐❣✉,❡ ✹✳✷ ♣,❡(❡♥0(

❡①❛♠♣❧❡( ♦❢ 0❤❡(❡ ❝❧❛((❡(✳



✹✳✶✳ ❉❛%❛&❡%& ✸✼

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❖✈❡#✈✐❡✇ &'❛'✐&'✐❝& ❢♦# '❤❡ '✇♦ ♣✐①❡❧ ❝❧❛&&✐✜❝❛'✐♦♥ ❞❛'❛&❡'& ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ '❤✐& ✇♦#❦✳

❈♦✛❡❡ ●❘❙❙ ❉❛)❛ ❋✉,✐♦♥ ❱❛✐❤✐♥❣❡♥ 2♦),❞❛♠

❚❡66❛✐♥ ▼♦✉♥&❛✐♥♦✉) *❧❛✐♥ *❧❛✐♥ *❧❛✐♥

■♠❛❣❡ ❈❧❛,, ❆❣.✐❝✉❧&✉.❡ ❯.❜❛♥ ❯.❜❛♥ ❯.❜❛♥

◆✉♠❜❡6 ♦❢ ■♠❛❣❡, ✺ ✷ ✭&.❛✐♥✴&❡)&✮ ✸✸ ✭✶✻ ✇✐&❤ ❣.♦✉♥❞✲&.✉&❤✮ ✸✽ ✭✷✹ ✇✐&❤ ❣.♦✉♥❞✲&.✉&❤✮

■♠❛❣❡ ❉✐♠❡♥,✐♦♥, ✭♣①✳✮ 500× 500 2830× 3989 ✴ 3769× 4386 2494× 2064 ✭❛✈❡.❛❣❡✮ 6000× 6000
❇❛♥❞ ❈♦♠♣♦,✐)✐♦♥ ◆■❘✲❘✲● ❘✲●✲❇ ◆■❘✲❘✲● ◆■❘✲❘✲●✲❇

❙♣❛)✐❛❧ ❘❡,♦❧✉)✐♦♥ ✷✳✺♠ ✵✳✷♠ ✵✳✾♠ ✵✳✺♠

◆✉♠❜❡6 ♦❢ ❈❧❛,,❡, ✷ ✼ ✻ ✻

✹✳✶✳✶✳✸ ❇%❛③✐❧✐❛♥ ❈♦✛❡❡ ❙❝❡♥❡1

❚❤✐) ♣✉❜❧✐❝ ❞❛&❛)❡& ❬*❡♥❛&&✐ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❪ ✐) ❝♦♠♣♦)❡❞ ♦❢ 2, 876 ♠✉❧&✐✲)♣❡❝&.❛❧ &✐❧❡) ❡①✲

&.❛❝&❡❞ ❢.♦♠ ❢♦✉. ❝♦✉♥&✐❡) ✐♥ &❤❡ ❙&❛&❡ ♦❢ ▼✐♥❛) ●❡.❛✐)✱ ❇.❛③✐❧ ✭❆.❝❡❜✉.❣♦✱ ●✉❛.❛♥S)✐❛✱

●✉❛①✉♣S✱ ❛♥❞ ▼♦♥&❡ ❙❛♥&♦✮ ❛♥❞ ❡T✉❛❧❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥&♦ ✷ ❝❧❛))❡)✿ ❝♦✛❡❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦✛❡❡✳

❊❛❝❤ ♥♦♥✲♦✈❡.❧❛♣♣✐♥❣ &✐❧❡✱ ✇✐&❤ ❛ )♣❛&✐❛❧ .❡)♦❧✉&✐♦♥ ♦❢ 64× 64 ♣✐①❡❧) ❛♥❞ ♣✐①❡❧ .❡)♦❧✉✲

&✐♦♥ ♦❢ 2.5m✱ ✐) ❝♦♠♣♦)❡❞ ♦❢ ♥❡❛.✲✐♥❢.❛.❡❞✱ .❡❞ ❛♥❞ ❣.❡❡♥ ❜❛♥❞) ✭✐♥ &❤✐) ♦.❞❡.✮✱ ✇❤✐❝❤

❛.❡ &❤❡ ♠♦)& ✉)❡❢✉❧ ❛♥❞ .❡♣.❡)❡♥&❛&✐✈❡ ♦♥❡) ❢♦. ❞✐)❝.✐♠✐♥❛&✐♥❣ ✈❡❣❡&❛&✐♦♥ ❛.❡❛)✳ ❙♦♠❡

)❛♠♣❧❡) ♦❢ &❤✐) ❞❛&❛)❡& ❛.❡ ♣.❡)❡♥&❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉.❡ ✹✳✸✳

■& ✐) ✐♠♣♦.&❛♥& &♦ ❡♠♣❤❛)✐③❡ &❤❛& &❤✐) ❞❛&❛)❡& ❤❛) ✐&) ♦✇♥ ♣❛.&✐❝✉❧❛. ❝❤❛❧❧❡♥❣❡)✱

)✉❝❤ ❛)✿ ✭✐✮ ❤✐❣❤ ✐♥&.❛❝❧❛)) ✈❛.✐❛♥❝❡✱ )✐♥❝❡ ❞✐)&✐♥❝& &❡❝❤♥✐T✉❡) ❛.❡ ✉)❡❞ &♦ ♠❛♥❛❣❡ ❝♦✛❡❡

❝.♦♣)✱ ✭✐✐✮ ❤✐❣❤ ✐♥&❡.❝❧❛)) ✈❛.✐❛♥❝❡✱ ❣✐✈❡♥ &❤❛& ❝♦✛❡❡ ✐) ❛♥ ❡✈❡.❣.❡❡♥ ❝✉❧&✉.❡ ❛♥❞ &❤❡.❡

❛.❡ ♣❧❛♥&) ✇✐&❤ ❞✐✛❡.❡♥& ❛❣❡)✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ✐♠❛❣❡) ✇✐&❤ )♣❡❝&.❛❧ ❞✐)&♦.&✐♦♥) ❝❛✉)❡❞ ❜②

)❤❛❞♦✇)✱ )✐♥❝❡ &❤❡ ❙♦✉&❤ ♦❢ ▼✐♥❛) ●❡.❛✐) ✐) ❛ ♠♦✉♥&❛✐♥♦✉) .❡❣✐♦♥✳

✹✳✶✳✷ $✐①❡❧ ❈❧❛++✐✜❝❛.✐♦♥ ❉❛.❛+❡.+

❆) ❢♦. &❤❡ ❝❧❛))✐✜❝❛&✐♦♥ &❛)❦✱ ❞❛&❛)❡&) ✇✐&❤ ❞✐✛❡.❡♥& ♣.♦♣❡.&✐❡) ✇❡.❡ )❡❧❡❝&❡❞ ✐♥ ♦.❞❡.

&♦ ❡✈❛❧✉❛&❡ &❤❡ ❝.❡❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡♠❛&✐❝ ♠❛♣)✳ ❚❤❡ ✜.)& ♦♥❡✱ ♥❛♠❡❞ ❈♦✛❡❡ ❉❛&❛)❡& ❛♥❞

♣.❡)❡♥&❡❞ ✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✹✳✶✳✷✳✶✱ ✐) ❝♦♠♣♦)❡❞ ♦❢ ♠✉❧&✐)♣❡❝&.❛❧ ❤✐❣❤✲.❡)♦❧✉&✐♦♥ )❝❡♥❡) ♦❢

❝♦✛❡❡ ❝.♦♣) ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦✛❡❡ ❛.❡❛)✳ ❙❡❝&✐♦♥ ✹✳✶✳✷✳✷ ♣.❡)❡♥&) &❤❡ )❡❝♦♥❞ ❞❛&❛)❡&✱ .❡❢❡..❡❞

❤❡.❡ ❛) ●❘❙❙ ❉❛&❛ ❋✉)✐♦♥ ❉❛&❛)❡&✱ ✇❤✐❝❤ ✐) ❛ ✈❡.② ❤✐❣❤ )♣❛&✐❛❧ .❡)♦❧✉&✐♦♥ ✐♥ &❤❡ ✈✐)✐❜❧❡

)♣❡❝&.✉♠ ✇✐&❤ &❤❡ ♦❜❥❡❝&✐✈❡ ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣ ✉.❜❛♥ &❛.❣❡&)✱ )✉❝❤ ❛) .♦❛❞) ❛♥❞ ❜✉✐❧❞✐♥❣)✳ ❚❤❡

❧❛)& &✇♦ ❞❛&❛)❡&) .❡❧❛&❡❞ &♦ &❤❡ .❡♠♦&❡ )❡♥)✐♥❣ ♣✐①❡❧ ❝❧❛))✐✜❝❛&✐♦♥ &❛)❦ ❛.❡ ♣.❡)❡♥&❡❞

✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✹✳✶✳✷✳✸ ❛♥❞ ✹✳✶✳✷✳✹✳ ❚❤❡)❡ ❞❛&❛)❡&)✱ .❡❢❡.❡♥❝❡❞ ❤❡.❡❛❢&❡. ❛) ❱❛✐❤✐♥❣❡♥ ❛♥❞

*♦&)❞❛♠✱ ❛.❡ ❝♦♠♣♦)❡❞ ♦❢ ♠✉❧&✐)♣❡❝&.❛❧ ❤✐❣❤✲.❡)♦❧✉&✐♦♥ ✉.❜❛♥ ✐♠❛❣❡)✳ ❙♦♠❡ )&❛&✐)&✐❝❛❧

❛❜♦✉& &❤❡)❡ ❞❛&❛)❡&) ❛.❡ ♣.❡)❡♥&❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✳ ▼♦.❡ ❞❡&❛✐❧) ❛❜♦✉& ❡❛❝❤ ❞❛&❛)❡& ❛.❡

❣✐✈❡♥ ✐♥ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ )❡❝&✐♦♥)✳



✸✽ ❈❤❛♣$❡& ✹✳ ●❡♥❡&❛❧ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ❙❡$✉♣

❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ◆✉♠❜❡% ♦❢ ♣✐①❡❧, ♣❡% ❝❧❛,, ❢♦% /❤❡ ●❘❙❙ ❉❛/❛ ❋✉,✐♦♥ ❉❛/❛,❡/✳

❚!❛✐♥ ❚❡&'

❈❧❛&&❡& ★+✐①❡❧& ✪ ★+✐①❡❧& ✪

❘♦❛❞ ✶✶✷✱✹✺✼ ✶✾✱✽✸ ✽✵✽✱✹✾✵ ✺✺✱✼✼

❚!❡❡& ✷✼✱✼✵✵ ✹✱✽✾ ✶✵✵✱✺✷✽ ✻✱✾✸

❘❡❞ !♦♦❢ ✹✺✱✼✸✾ ✽✱✵✺ ✶✸✻✱✸✷✸ ✾✱✹✵

●!❡② !♦♦❢ ✺✸✱✺✷✵ ✾✱✹✹ ✶✹✷✱✼✶✵ ✾✱✽✹

❈♦♥❝!❡'❡ !♦♦❢ ✾✼✱✽✷✶ ✶✼✱✷✺ ✶✵✾✱✹✷✸ ✼✱✺✺

❱❡❣❡'❛'✐♦♥ ✶✽✺✱✷✹✷ ✸✷✱✻✺ ✶✵✷✱✾✹✽ ✼✱✶✵

❇❛!❡ &♦✐❧ ✹✹✱✼✸✽ ✼✱✽✾ ✹✾✱✷✶✷ ✸✱✹✶

❚♦'❛❧ ✺✻✼✱✷✶✼ ✶✵✵✱✵✵ ✶✱✹✹✾✱✻✸✹ ✶✵✵✱✵✵

✹✳✶✳✷✳✶ ❈♦✛❡❡ ❉❛*❛+❡*

❚❤✐. ❞❛1❛.❡1 ✐. ❛ ❝♦♠♣♦.✐1✐♦♥ ♦❢ ✜✈❡ ✐♠❛❣❡. 1❛❦❡♥ ❜② 1❤❡ ❙@❖❚ .❡♥.♦B ✐♥ ✷✵✵✺ ♦✈❡B

▼♦♥1❡ ❙❛♥1♦✱ ❛ ❝♦✛❡❡ ❣B♦✇❡B ❝♦✉♥1② ✐♥ 1❤❡ ❙1❛1❡ ♦❢ ▼✐♥❛. ●❡B❛✐.✱ ❇B❛③✐❧✳ ❊❛❝❤

✐♠❛❣❡ ❤❛. 500 × 500 ♣✐①❡❧. ✇✐1❤ ♥❡❛B✲✐♥❢B❛B❡❞✱ B❡❞ ❛♥❞ ❣B❡❡♥ ❜❛♥❞. ✭✐♥ 1❤✐. ♦B❞❡B✮✱

✇❤✐❝❤ ❛B❡ 1❤❡ ♠♦.1 ✉.❡❢✉❧ ❛♥❞ B❡♣B❡.❡♥1❛1✐✈❡ ♦♥❡. ❢♦B ❞✐.❝B✐♠✐♥❛1✐♥❣ ✈❡❣❡1❛1✐♦♥ ❛B❡❛.✳

▼♦B❡ .♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ 1❤❡ ❞❛1❛.❡1 ❤❛. ✶✱✷✺✵✱✵✵✵ ♣✐①❡❧. ✇✐1❤ ✻✸✼✱✺✹✹ ✭✺✶✪✮ ❝♦✛❡❡ ♣✐①❡❧. ❛♥❞

✻✶✷✱✹✺✻ ✭✹✾✪✮ ♥♦♥✲❝♦✛❡❡ ♣✐①❡❧. ❛♥♥♦1❛1❡❞ ❜② .♣❡❝✐❛❧✐.1.✳ ❋✐❣✉B❡ ✹✳✹ .❤♦✇. ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡

❛♥❞ 1❤❡ B❡.♣❡❝1✐✈❡ ❣B♦✉♥❞✲1B✉1❤.✳

❚❤✐. ✐. ❛ ✈❡B② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❞❛1❛.❡1 .✐♥❝❡ ✐♥1B❛❝❧❛.. ✈❛B✐❛♥❝❡ ✐. ❤✐❣❤ ❞✉❡ 1♦ ❞✐✛❡B❡♥1

❝B♦♣ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥1 1❡❝❤♥✐S✉❡.✳ ❋✉B1❤❡B♠♦B❡✱ ❝♦✛❡❡ ✐. ❛♥ ❡✈❡B❣B❡❡♥ ❝✉❧1✉B❡ ❛♥❞ 1❤❡

❙♦✉1❤ ♦❢ ▼✐♥❛. ●❡B❛✐. ✐. ❛ ♠♦✉♥1❛✐♥♦✉. B❡❣✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥. 1❤❛1 1❤✐. ❞❛1❛.❡1 ✐♥❝❧✉❞❡.

.❝❡♥❡. ✇✐1❤ ♣❧❛♥1. ❛1 ❞✐✛❡B❡♥1 .1❛❣❡. ♦❢ ❣B♦✇1❤ ❛♥❞✴♦B ✇✐1❤ .♣❡❝1B❛❧ ❞✐.1♦B1✐♦♥. ❝❛✉.❡❞

❜② .❤❛❞♦✇.✳

✹✳✶✳✷✳✷ ●❘❙❙ ❉❛*❛ ❋✉+✐♦♥ ❉❛*❛+❡*

@B♦♣♦.❡❞ ✐♥ 1❤❡ ■❊❊❊ ●❘❙❙ ❉❛1❛ ❋✉.✐♦♥ ❈♦♥1❡.1 ✷✵✶✹✱ 1❤✐. ❞❛1❛.❡1 ✐. ❝♦♠♣♦.❡❞ ♦❢ ❛

✜♥❡✲B❡.♦❧✉1✐♦♥ ✈✐.✐❜❧❡ ✐♠❛❣❡ 1❤❛1 ❝♦✈❡B. ❛♥ ✉B❜❛♥ ❛B❡❛ ♥❡❛B ❚❤❡1❢♦B❞ ▼✐♥❡. ✐♥ ◗✉❡❜❡❝✱

❈❛♥❛❞❛✱ ❝♦♥1❛✐♥✐♥❣ .❡✈❡♥ ❞✐✛❡B❡♥1 ❝❧❛..❡.✿ 1B❡❡.✱ ✈❡❣❡1❛1✐♦♥✱ B♦❛❞✱ ❜❛B❡ .♦✐❧✱ B❡❞ B♦♦❢✱

❣B❛② B♦♦❢✱ ❛♥❞ ❝♦♥❝B❡1❡ B♦♦❢✳ ■♥ 1❤✐. ✇♦B❦✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦1 ❝♦♥.✐❞❡B 1❤❡ ❤②♣❡B.♣❡❝1B❛❧ ❞❛1❛

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ 1❤✐. ❞❛1❛.❡1✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸ .❤♦✇. ♣✐①❡❧ ❝❧❛.. ❞✐.1B✐❜✉1✐♦♥ ✐♥ 1❤✐. ❞❛1❛.❡1✳ ■1

✐. ✐♠♣♦B1❛♥1 1♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤1 1❤❛1 ♥♦1 ❛❧❧ ♣✐①❡❧. ❛B❡ ❝❧❛..✐✜❡❞ ✐♥1♦ ♦♥❡ ♦❢ 1❤❡.❡ ❝❛1❡❣♦B✐❡.✱

✇✐1❤ .♦♠❡ ♣✐①❡❧. ❝♦♥.✐❞❡B❡❞ ❛. ✉♥❝❛1❡❣♦B✐③❡❞ ♦B ✉♥❝❧❛..✐✜❡❞✳

❇♦1❤ 1B❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ 1❡.1✐♥❣ ✐♠❛❣❡. ❤❛✈❡ 0.2 ♠❡1❡B ♦❢ .♣❛1✐❛❧ B❡.♦❧✉1✐♦♥✱ ✇✐1❤ 1❤❡

❢♦B♠❡B ❤❛✈✐♥❣ 2830× 3989 ♣✐①❡❧. ♦❢ B❡.♦❧✉1✐♦♥ ✇❤✐❧❡ 1❤❡ ❧❛11❡B ❤❛. 3769× 4386 ♣✐①❡❧.✳

❚❤❡.❡ ✐♠❛❣❡.✱ ❛. ✇❡❧❧ ❛. 1❤❡ B❡.♣❡❝1✐✈❡ ❣B♦✉♥❞✲1B✉1❤.✱ ❛B❡ ♣B❡.❡♥1❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉B❡ ✹✳✺✳



✹✳✶✳ ❉❛%❛&❡%& ✸✾

❚❛❜❧❡ ✹✳✹✿ ◆✉♠❜❡% ♦❢ ♣✐①❡❧, ♣❡% ❝❧❛,, ❢♦% ■❙1❘❙ ❞❛4❛,❡4,✱ ✐✳❡✳✱ ❱❛✐❤✐♥❣❡♥ ❛♥❞ 1♦4,❞❛♠✳

❱❛✐❤✐♥❣❡♥ '♦)*❞❛♠

❈❧❛**❡* ★'✐①❡❧* ✪ ★'✐①❡❧* ✪

■♠♣❡4✈✐♦✉* ❙✉4❢❛❝❡* ✷✶✱✽✶✺✱✸✹✾ ✷✼✳✾✹ ✷✹✺✱✾✸✵✱✹✹✺ ✷✽✳✹✻

❇✉✐❧❞✐♥❣ ✷✵✱✹✶✼✱✸✸✷ ✷✻✳✶✺ ✷✸✵✱✽✼✺✱✽✺✷ ✷✻✳✼✷

▲♦✇ ❱❡❣❡&❛&✐♦♥ ✶✻✱✷✼✷✱✾✶✼ ✷✵✳✽✹ ✷✵✸✱✸✺✽✱✻✻✸ ✷✸✳✺✹

❚+❡❡ ✶✽✱✶✶✵✱✹✸✽ ✷✸✳✶✾ ✶✷✻✱✸✺✷✱✾✼✵ ✶✹✳✻✷

❈❛+ ✾✹✺✱✻✽✼ ✶✳✷✶ ✶✹✱✺✾✼✱✻✻✼ ✶✳✻✾

❈❧✉&&❡+✴❇❛❝❦❣+♦✉♥❞ ✺✷✻✱✵✽✸ ✵✳✻✼ ✹✷✱✽✽✹✱✹✵✸ ✹✳✾✻

❚♦&❛❧ ✼✽✱✵✽✼✱✽✵✻ ✶✵✵✳✵✵ ✽✻✹✱✵✵✵✱✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵

✹✳✶✳✷✳✸ ❱❛✐❤✐♥❣❡♥ ❉❛-❛.❡-

❚❤✐/ ❞❛2❛/❡2 ❬■❙7❘❙✱ ✷✵✶✽❛❪ ✇❛/ ;❡❧❡❛/❡❞ ❢♦; 2❤❡ ✷❉ /❡♠❛♥2✐❝ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❝♦♥2❡/2 ♦❢ 2❤❡

■♥2❡;♥❛2✐♦♥❛❧ ❙♦❝✐❡2② ❢♦; 7❤♦2♦❣;❛♠♠❡2;② ❛♥❞ ❘❡♠♦2❡ ❙❡♥/✐♥❣ ✭■❙7❘❙✮✳ ■2 ✐/ ❝♦♠♣♦/❡❞

❜② ❛ 2♦2❛❧ ♦❢ ✸✸ ✐♠❛❣❡ 2✐❧❡/ ✭✇✐2❤ ❛♥ ❛✈❡;❛❣❡ /✐③❡ ♦❢ 2494×2064 ♣✐①❡❧/✮✱ 2❤❛2 ❛;❡ ❞❡♥/❡❧②

❝❧❛//✐✜❡❞ ✐♥2♦ /✐① ♣♦//✐❜❧❡ ❧❛❜❡❧/✿ ✐♠♣❡;✈✐♦✉/ /✉;❢❛❝❡/✱ ❜✉✐❧❞✐♥❣✱ ❧♦✇ ✈❡❣❡2❛2✐♦♥✱ 2;❡❡✱

❝❛;✱ ❝❧✉22❡;✴❜❛❝❦❣;♦✉♥❞✳ ❙✐①2❡❡♥ ♦❢ 2❤❡/❡ ✐♠❛❣❡/ ❤❛✈❡ ❣;♦✉♥❞✲2;✉2❤ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇❤✐❧❡ 2❤❡

;❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡/✱ ❝♦♥/✐❞❡;❡❞ 2❤❡ 2❡/2 /❡2✱ ❞♦ ♥♦2 ❤❛✈❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥♥♦2❛2✐♦♥✱ ;❡R✉✐;✐♥❣

/✉❜♠✐//✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ♣;❡❞✐❝2✐♦♥ ♠❛♣/ ✐♥ ♦;❞❡; 2♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛2❡❞✳ ❚❤❡ ♣✐①❡❧ ❞✐/2;✐❜✉2✐♦♥ ❢♦;

2❤❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ✐♠❛❣❡/ ❝❛♥ ❜❡ /❡❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✹✳

❊❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ♦❢ 2❤✐/ ❞❛2❛/❡2 ✐/ ❝♦♠♣♦/❡❞ ♦❢ ♥❡❛;✲✐♥❢;❛;❡❞✱ ;❡❞ ❛♥❞ ❣;❡❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧/

✭✐♥ 2❤✐/ ♦;❞❡;✮ ❛♥❞ ❤❛/ ❛ /♣❛2✐❛❧ ;❡/♦❧✉2✐♦♥ ♦❢ 0.9 ♠❡2❡;✳ ❆ ❉✐❣✐2❛❧ ❙✉;❢❛❝❡ ▼♦❞❡❧

✭❉❙▼✮ ❝♦;❡❣✐/2❡;❡❞ 2♦ 2❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞❛2❛ ✇❛/ ❛❧/♦ ♣;♦✈✐❞❡❞✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ 2❤❡ ❝;❡❛2✐♦♥ ♦❢ ❛

♥♦;♠❛❧✐③❡❞ ❉❙▼ ✭♥❉❙▼✮ ❬●❡;❦❡✱ ✷✵✶✺❪✳ ■♥ 2❤✐/ ✇♦;❦✱ ✇❡ ✉/❡ 2❤❡ /♣❡❝2;❛❧ ✐♥❢♦;♠❛2✐♦♥

✭◆■❘✲❘✲●✮ ❛♥❞ 2❤❡ ♥❉❙▼✱ ✐✳❡✳✱ 2❤❡ ✐♥♣✉2 ❞❛2❛ ❤❛/ ✹ ❞✐♠❡♥/✐♦♥/✿ ◆■❘✲❘✲● ❛♥❞ ♥❉❙▼✳

❊①❛♠♣❧❡/ ♦❢ 2❤❡ ❱❛✐❤✐♥❣❡♥ ❉❛2❛/❡2 ❝❛♥ ❜❡ /❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉;❡ ✹✳✻✳

✹✳✶✳✷✳✹ /♦-.❞❛♠ ❉❛-❛.❡-

❆❧/♦ ♣;♦♣♦/❡❞ ❢♦; 2❤❡ ✷❉ /❡♠❛♥2✐❝ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❝♦♥2❡/2✱ 2❤✐/ ❞❛2❛/❡2 ❬■❙7❘❙✱ ✷✵✶✽❜❪ ❤❛/ ✸✽

2✐❧❡/ ♦❢ 2❤❡ /❛♠❡ /✐③❡ ✭6000× 6000 ♣✐①❡❧/✮✱ ✇✐2❤ ❛ /♣❛2✐❛❧ ;❡/♦❧✉2✐♦♥ ♦❢ 0.5 ♠❡2❡;✳ ❋;♦♠

2❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣❛2❝❤❡/✱ ✷✹ ❛;❡ ❞❡♥/❡❧② ❛♥♥♦2❛2❡❞ ✭✇✐2❤ /❛♠❡ ❝❧❛//❡/ ❛/ ❢♦; 2❤❡ ❱❛✐❤✐♥❣❡♥

❞❛2❛/❡2✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ 2❤❡ ♣✐①❡❧ ❞✐/2;✐❜✉2✐♦♥ ✐/ ♣;❡/❡♥2❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✹✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉/❧② 2♦

2❤❡ ❱❛✐❤✐♥❣❡♥ ❞❛2❛/❡2✱ 2❤❡ ;❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♠❛❣❡/ ❛;❡ ❝♦♥/✐❞❡;❡❞ 2❤❡ 2❡/2 /❡2 ❛♥❞ ❞♦ ♥♦2

❤❛✈❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥♥♦2❛2✐♦♥✱ ;❡R✉✐;✐♥❣ /✉❜♠✐//✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ♣;❡❞✐❝2✐♦♥ ♠❛♣/ ✐♥ ♦;❞❡; 2♦ ❜❡

❡✈❛❧✉❛2❡❞✳ ❚❤✐/ ❞❛2❛/❡2 ❝♦♥/✐/2/ ♦❢ ✹✲❝❤❛♥♥❡❧ ✐♠❛❣❡/ ✭♥❡❛;✲✐♥❢;❛;❡❞✱ ;❡❞✱ ❣;❡❡♥ ❛♥❞

❜❧✉❡✮✱ ❉✐❣✐2❛❧ ❙✉;❢❛❝❡ ▼♦❞❡❧ ✭❉❙▼✮✱ ❛♥❞ ♥♦;♠❛❧✐③❡❞ ❉❙▼ ✭♥❉❙▼✮✳ ■♥ 2❤✐/ ✇♦;❦✱ ❛❧❧



✹✵ ❈❤❛♣$❡& ✹✳ ●❡♥❡&❛❧ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ❙❡$✉♣

"♣❡❝&'❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧" ♣❧✉" &❤❡ ♥❉❙▼ ❛'❡ ✉"❡❞ ❛" ✐♥♣✉&✱ '❡"✉❧&✐♥❣ ✐♥ ❛ ✺✲❞✐♠❡♥"✐♦♥❛❧ ✐♥♣✉&

❞❛&❛✳ ❙♦♠❡ "❛♠♣❧❡" ♦❢ &❤❡"❡ ✐♠❛❣❡" ❛'❡ ♣'❡"❡♥&❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉'❡ ✹✳✼✳

✹✳✷ #$♦&♦❝♦❧)

❙♦♠❡ ♦❢ &❤❡ ❡①♣❡'✐♠❡♥&" ♣'❡"❡♥&❡❞ ✐♥ &❤✐" &❤❡"✐" ✇❡'❡ ❝❛''✐❡❞ ♦✉& ✉"✐♥❣ ❛ &'❛❞✐&✐♦♥❛❧

k✲❢♦❧❞ ❝'♦""✲✈❛❧✐❞❛&✐♦♥ ♣'♦&♦❝♦❧ ✇❤✐❧❡ ♦&❤❡'" ✇❡'❡ ♣❡'❢♦'♠❡❞ ✉"✐♥❣ &❤❡ "✐♠♣❧❡ &'❛✐♥✲

✐♥❣✴&❡"& ♣'♦&♦❝♦❧✳

■♥ &❤❡ ❢♦'♠❡' ♣'♦&♦❝♦❧✱ ❛ ❞❛&❛"❡& ✐" '❛♥❞♦♠❧② "♣❧✐& ✐♥&♦ k ♠✉&✉❛❧❧② ❡①❝❧✉"✐✈❡

"✉❜"❡&" ✭❢♦❧❞"✮ ♦❢ ❛❧♠♦"& &❤❡ "❛♠❡ "✐③❡✳ ❯"✉❛❧❧②✱ k − 2 "✉❜"❡&" ❛'❡ ❝❤♦"❡♥ ❛" &❤❡

&'❛✐♥✐♥❣ "❡&✱ ♦♥❡ ❢♦❧❞ ✐" ✉"❡❞ ❛" &❡"&✲"❡&✱ ❛♥❞ &❤❡ '❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡ ✐" &❤❡ ✈❛❧✐❞❛&✐♦♥✲"❡&✳

❍♦✇❡✈❡'✱ "♦♠❡&✐♠❡"✱ &❤❡ ✈❛❧✐❞❛&✐♦♥ "❡& ✐" ♥♦& ♥❡❝❡""❛'② ✭✇❤❡♥ &❤❡'❡ ✐" ♥♦ ♣❛'❛♠❡&❡'
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❛0♣❡❝+0 ♦❢ +❤❡ ❝❧❛00✐✜❝❛+✐♦♥ ❜② ❛✈❡%❛❣✐♥❣ ❛❧❧ ❝♦%%❡❝+❧② ❝❧❛00✐✜❡❞ ♣✐①❡❧0 ✐♥❞✐0+✐♥❝+❧②✳ ❆0

❛❢♦%❡♠❡♥+✐♦♥❡❞✱ +❤✐0 ♣%♦❝❡00 ❝❛♥ ❧❡❛❞ +♦ 0❡✈❡%❛❧ ♣%♦❜❧❡♠0 ✐❢ +❤❡ ❞❛+❛0❡+ ✐0 ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞✱

✐✳❡✳✱ ✐❢ +❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ✐♥0+❛♥❝❡0 ♣❡% ❝❧❛00 ✐0 0✐❣♥✐✜❝❛♥+❧② ❞✐✛❡%❡♥+✳ ■♥ +❤❡0❡ ❝❛0❡0✱ +❤❡

♦✈❡%❛❧❧ ❛❝❝✉%❛❝② ♠❛② ❣✐✈❡ ❛ ❞✐0+♦%+❡❞ ✐♠♣%❡00✐♦♥ ♦❢ +❤❡ %❡0✉❧+0✱ ❜❡❝❛✉0❡ +❤❡ ❝❧❛00 ✇✐+❤



✹✷ ❈❤❛♣$❡& ✹✳ ●❡♥❡&❛❧ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ❙❡$✉♣

♠♦$❡ ❡①❛♠♣❧❡* ♠❛② ❞♦♠✐♥❛/❡ /❤❡ */❛/✐*/✐❝✳

OA =

c∑

i=1

xii

N
× 100 ✭✹✳✶✮

✇❤❡$❡ xii ✐* /❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ♦❜*❡$✈❛/✐♦♥* ✐♥ $♦✇ i ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ i❀ ❛♥❞ N ✐* /❤❡ /♦/❛❧

♥✉♠❜❡$ ♦❢ ♦❜*❡$✈❛/✐♦♥*✳

❖✈❡$❝♦♠✐♥❣ /❤✐* ♣$♦❜❧❡♠✱ /❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ❛❝❝✉$❛❝② ❬❈♦♥❣❛❧/♦♥✱ ✶✾✾✶❪ $❡♣♦$/* /❤❡

❛✈❡$❛❣❡ ✭♣❡$✲❝❧❛**✮ $❛/✐♦ ♦❢ ❝♦$$❡❝/❧② ❝❧❛**✐✜❡❞ *❛♠♣❧❡*✱ ✐✳❡✳✱ ✐/ ♦✉/♣✉/* ❛♥ ❛✈❡$❛❣❡ ♦❢

/❤❡ ❛❝❝✉$❛❝② ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧❛**✳ ❚❤♦✉❣❤ ♥♦/ *♦ ❝♦♠♠♦♥ /❤❛♥ ♦✈❡$❛❧❧ ❛❝❝✉$❛❝②✱ /❤✐* ♠❡❛*✉$❡

✐* ♠♦$❡ $♦❜✉*/ ♠❛✐♥❧② ✇❤❡♥ /❤❡ ❞❛/❛*❡/ ✐* ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞✱ ❣✐✈❡♥ /❤❛/ ❡❛❝❤ ❝❧❛** ❤❛* /❤❡

❛✈❡$❛❣❡ ❝❛❧❝✉❧❛/❡❞ *❡♣❛$❛/❡❧②✳ ■♥ ❣❡♥❡$❛❧✱ ✇❤❡♥ /❤❡$❡ ❛$❡ ❞✐✛❡$❡♥/ ♥✉♠❜❡$* ♦❢ *❛♠♣❧❡*

♣❡$ ❝❧❛**✱ /❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ❛❝❝✉$❛❝②✱ ♣$❡*❡♥/❡❞ ✐♥ ❊I✉❛/✐♦♥ ✹✳✷✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✛❡$❡♥/ ❢$♦♠ /❤❡

♦✈❡$❛❧❧ ❛❝❝✉$❛❝②✳

AA =

c∑

i=1

xii

x+i

c
× 100 ✭✹✳✷✮

✇❤❡$❡ xii ✐* /❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ♦❜*❡$✈❛/✐♦♥* ✐♥ $♦✇ i ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ i❀ ❛♥❞ x+i ❛$❡ /❤❡ ♠❛$❣✐♥❛❧

/♦/❛❧* ♦❢ ❝♦❧✉♠♥ i✳

❑❛♣♣❛ ✐♥❞❡① ✭κ✮ ❬❈♦♥❣❛❧/♦♥✱ ✶✾✾✶❪ ♠❡❛*✉$❡* /❤❡ ❛❣$❡❡♠❡♥/ ❜❡/✇❡❡♥ /❤❡ $❡❢❡$❡♥❝❡

❞❛/❛ ❛♥❞ /❤❡ ❝❧❛**✐✜❡❞ $❡*✉❧/✳ ❚❤✐* ♠❡❛*✉$❡*✱ ❝♦♠♣✉/❡❞ ❛* ✐♥ ❊I✉❛/✐♦♥ ✹✳✸✱ ❤❛* ✈❛❧✉❡*

/❤❛/ ✈❛$✐❡* ❢$♦♠ −1 /♦ 1✳ ■♥ ❣❡♥❡$❛❧✱ ♥❡❣❛/✐✈❡ ❑❛♣♣❛ ♠❡❛♥* /❤❛/ /❤❡$❡ ✐* ♥♦ ❛❣$❡❡♠❡♥/

❛/ ❛❧❧ ❜❡/✇❡❡♥ ❝❧❛**✐✜❡❞ ❞❛/❛ ❛♥❞ $❡❢❡$❡♥❝❡ ❞❛/❛✳ ❑❛♣♣❛ ✈❛❧✉❡ ❝❧♦*❡$ /♦ ♦♥❡ ♠❡❛♥* ❛

❜❡//❡$ $❡*✉❧/✱ ✇✐/❤ κ = 1 ❜❡✐♥❣ ✏♣❡$❢❡❝/ ❛❣$❡❡♠❡♥/✑✳ ❊①♣❡$✐♠❡♥/* ✐♥ ❞✐✛❡$❡♥/ ❛$❡❛*

*❤♦✇ /❤❛/ ❑❛♣♣❛ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✈❛$✐♦✉* ✐♥/❡$♣$❡/❛/✐♦♥* ❛♥❞ /❤❡*❡ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡* ❝♦✉❧❞ ❜❡

❞✐✛❡$❡♥/ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ /❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛/✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛$ /♦ /❤❡ ♦✈❡$❛❧❧ ❛❝❝✉$❛❝②✱ /❤✐* ♠❡/$✐❝ ❝❛♥

❜❡ ❜✐❛*❡❞ /♦ ❝❧❛**❡* ✇✐/❤ ♠♦$❡ *❛♠♣❧❡* ❬❱♦❧♣✐ ❛♥❞ ❚✉✐❛✱ ✷✵✶✼❪✳

κ =

N
c∑

i=i

xii −
c∑

i=1

(xi+ × x+i)

N2 −
c∑

i=1

(xi+ × x+i)
✭✹✳✸✮

✇❤❡$❡ xii ✐* /❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ♦❜*❡$✈❛/✐♦♥* ✐♥ $♦✇ i ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ i❀ xi+ ❛♥❞ x+i ❛$❡ /❤❡

♠❛$❣✐♥❛❧ /♦/❛❧* ♦❢ $♦✇ i ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ i✱ $❡*♣❡❝/✐✈❡❧②❀ ❛♥❞ N ✐* /❤❡ /♦/❛❧ ♥✉♠❜❡$ ♦❢

♦❜*❡$✈❛/✐♦♥*✳

❚❤❡ ❧❛*/ ♠❡❛*✉$❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ /❤✐* ✇♦$❦ ✐* /❤❡ ❋✶ *❝♦$❡ ❬❋❡$$✐ ❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳ ❚❤✐*

♠❡/$✐❝✱ ❢♦$♠❛❧❧② ♣$❡*❡♥/❡❞ ✐♥ ❙❡❝/✐♦♥ ✹✳✹✱ ✐* ❞❡✜♥❡❞ ❛* /❤❡ ❤❛$♠♦♥✐❝ ♠❡❛♥ ♦❢ ♣$❡❝✐*✐♦♥

❛♥❞ $❡❝❛❧❧✳ ◆♦/❡ /❤❛/✱ *✐♠✐❧❛$❧② /♦ /❤❡ ❛✈❡$❛❣❡ ❛❝❝✉$❛❝②✱ /❤❡ ❋✶ *❝♦$❡ ❝❛❧❝✉❧❛/❡* ❛♥

❛✈❡$❛❣❡ ♦❢ /❤❡ ❤❛$♠♦♥✐❝ ♠❡❛♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧❛**✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛❣❛✐♥✱ /❤✐* ♠❡/$✐❝ ✐* ♠♦$❡ $♦❜✉*/



✹✳✸✳ ▼❡❛&✉(❡& ✹✸

"♦ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡❞ ❞❛"❛-❡"-✳

F1 =
1

c

c∑

i=i

(

2 ·

xii

xi+

xii

x+i

xii

xi+
+ xii

x+i

)

✭✹✳✹✮

✇❤❡3❡ xii ✐- "❤❡ ♥✉♠❜❡3 ♦❢ ♦❜-❡3✈❛"✐♦♥- ✐♥ 3♦✇ i ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ i❀ xi+ ❛♥❞ x+i ❛3❡ "❤❡

♠❛3❣✐♥❛❧ "♦"❛❧- ♦❢ 3♦✇ i ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ i✱ 3❡-♣❡❝"✐✈❡❧②✳



✹✹ ❈❤❛♣$❡& ✹✳ ●❡♥❡&❛❧ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ❙❡$✉♣

✭❛✮ ❆❣"✐❝✉❧'✉"❛❧ ✭❜✮ ❆✐"♣❧❛♥❡ ✭❝✮ ❇❛-❡❜❛❧❧ ❉✐❛♠♦♥❞

✭❞✮ ❇❡❛❝❤ ✭❡✮ ❇✉✐❧❞✐♥❣- ✭❢✮ ❈❤❛♣❛""❛❧

✭❣✮ ❉❡♥-❡ ❘❡-✐❞❡♥'✐❛❧ ✭❤✮ ❋♦"❡-' ✭✐✮ ❋"❡❡✇❛②

✭❥✮ ●♦❧❢ ❈♦✉"-❡ ✭❦✮ ❍❛"❜♦" ✭❧✮ ■♥'❡"-❡❝'✐♦♥

✭♠✮ ▼❡❞✐✉♠ ❘❡-✐❞❡♥'✐❛❧ ✭♥✮ ▼♦❜✐❧❡ >❛"❦ ✭♦✮ ❖✈❡"♣❛--

✭♣✮ >❛"❦✐♥❣ ▲♦' ✭2✮ ❘✐✈❡" ✭3✮ ❘✉♥✇❛②

✭4✮ ❙♣❛"-❡ ❘❡-✐❞❡♥'✐❛❧ ✭5✮ ❙'♦"❛❣❡ ❚❛♥❦- ✭✉✮ ❚❡♥♥✐- ❈♦✉"'

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡' ♦❢ *❤❡ ❯❈▼❡/❝❡❞ ▲❛♥❞ ❯'❡ ❉❛*❛'❡*✳



✹✳✸✳ ▼❡❛&✉(❡& ✹✺

✭❛✮ ❆✐"♣♦"% ✭❜✮ ❇❡❛❝❤

✭❝✮ ❇"✐❞❣❡ ✭❞✮ ❈♦♠♠❡"❝✐❛❧ ✭❡✮ ❉❡1❡"%

✭❢✮ ❋❛"♠❧❛♥❞ ✭❣✮ ❋♦♦%❜❛❧❧ ❋✐❡❧❞ ✭❤✮ ❋♦"❡1%

✭✐✮ ■♥❞✉1%"✐❛❧ ✭❥✮ ▼❡❛❞♦✇ ✭❦✮ ▼♦✉♥%❛✐♥

✭❧✮ 9❛"❦ ✭♠✮ 9❛"❦✐♥❣ ✭♥✮ 9♦♥❞

✭♦✮ 9♦"% ✭♣✮ ❘❛✐❧✇❛② ❙%❛%✐♦♥ ✭2✮ ❘❡1✐❞❡♥%✐❛❧

✭3✮ ❘✐✈❡" ✭4✮ ❱✐❛❞✉❝%

❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✿ ❊①❛♠♣❧❡' ♦❢ *❤❡ ❲❍❯✲❘❙✶✾ ❉❛*❛'❡*✳



✹✻ ❈❤❛♣$❡& ✹✳ ●❡♥❡&❛❧ ❊①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ❙❡$✉♣

✭❛✮ ❈♦✛❡❡

✭❜✮ ◆♦♥✲❝♦✛❡❡

❋✐❣✉$❡ ✹✳✸✿ ❊①❛♠♣❧❡' ♦❢ ❝♦✛❡❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦✛❡❡ '❛♠♣❧❡' ✐♥ 0❤❡ ❇3❛③✐❧✐❛♥ ❈♦✛❡❡ ❙❝❡♥❡' ❞❛0❛'❡0✳ ❚❤❡ '✐♠✐❧❛3✐0②

❛♠♦♥❣ '❛♠♣❧❡' ♦❢ ♦♣♣♦'✐0❡ ❝❧❛''❡' ✐' ♥♦0♦3✐♦✉'✳ ❚❤❡ ✐♥03❛❝❧❛'' ✈❛3✐❛♥❝❡ ✐' ❛❧'♦ ♣❡3❝❡♣0✐✈❡✳

✭❛✮ ■♠❛❣❡

✭❜✮ ●-♦✉♥❞✲❚-✉1❤

❋✐❣✉$❡ ✹✳✹✿ ❚❤❡ ❈♦✛❡❡ ❉❛0❛'❡0✳ ▼✉❧0✐'♣❡❝03❛❧ ✐♠❛❣❡' ❛♥❞ ❣3♦✉♥❞✲03✉0❤'✳ ▲❡❣❡♥❞ ✕ ❲❤✐0❡✿ ❈♦✛❡❡ ❛3❡❛'✳

❇❧❛❝❦✿ ◆♦♥ ❈♦✛❡❡ ❛3❡❛'✳

✭❛✮ ❚-❛✐♥✐♥❣ ✭❜✮ ❚❡41

❋✐❣✉$❡ ✹✳✺✿ ❚❤❡ ●❘❙❙ ❉❛0❛ ❋✉'✐♦♥ ❉❛0❛'❡0✳ ❚3❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ 0❡'0 ❞❛0❛ ❛♥❞ 0❤❡✐3 3❡'♣❡❝0✐✈❡ ❣3♦✉♥❞✲03✉0❤'✳
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❡✈❛❧✉❛#❡❞ ❈♦♥✈◆❡#&✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❙❡❝#✐♦♥ ✺✳✷✳✸ ♣-❡&❡♥#& ❞❡#❛✐❧& ❛❜♦✉# #❤❡ ✉&❡❞ ❡①♣❡-✐♠❡♥#❛❧

♣-♦#♦❝♦❧✳

✺✳✷✳✶ ❈❧❛''✐❝❛❧ ❋❡❛,✉.❡ ❊①,.❛❝,✐♦♥ ❙,.❛,❡❣✐❡'

❙❡✈❡-❛❧ ♣-❡✈✐♦✉&❧② &#❛#❡✲♦❢✲#❤❡✲❛-# ❞❡&❝-✐♣#♦-& ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ &❡❧❡❝#❡❞ #♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛#❡❞✱ ❜❛&❡❞

♦♥ ♣-❡❝❡❞✐♥❣ &✉❝❝❡&&❢✉❧ ✇♦-❦& ❬❨❛♥❣ ❛♥❞ ◆❡✇&❛♠✱ ✷✵✵✽❀ ❞♦& ❙❛♥#♦& ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ✈❛♥ ❞❡

❙❛♥❞❡ ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ O❡♥❛##✐ ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❀ ❨❛♥❣ ❛♥❞ ◆❡✇&❛♠✱ ✷✵✶✸❀ ❞♦& ❙❛♥#♦& ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❪✱

✐♥ ✇❤✐❝❤ #❤❡② ✇❡-❡ ❡✈❛❧✉❛#❡❞ ❢♦- -❡♠♦#❡ &❡♥&✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❝❧❛&&✐✜❝❛#✐♦♥✱ #❡①#✉-❡ ❛♥❞ ❝♦❧♦-

✐♠❛❣❡ -❡#-✐❡✈❛❧✴❝❧❛&&✐✜❝❛#✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡❜ ✐♠❛❣❡ -❡#-✐❡✈❛❧✳ ❖✉- &❡❧❡❝#✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡& &✐♠♣❧❡

❣❧♦❜❛❧ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❞❡&❝-✐♣#♦-&✱ ❧✐❦❡ ❞❡&❝-✐♣#♦-& ❜❛&❡❞ ♦♥ ❝♦❧♦- ❤✐&#♦❣-❛♠& ❛♥❞ ✈❛-✐❛#✐♦♥&✱

❛♥❞ ❛❧&♦ ❞❡&❝-✐♣#♦-& ❜❛&❡❞ ♦♥ ❇❛❣& ♦❢ ❱✐&✉❛❧ ❲♦-❞& ✭❇♦❱❲✮ ❬❙✐✈✐❝ ❛♥❞ ❩✐&&❡-♠❛♥✱

✷✵✵✸❪✳

✺✳✷✳✶✳✶ ▲♦✇✲▲❡✈❡❧ ❞❡,❝.✐♣1♦.,

❚❤❡-❡ ✐& ❛ ♠②-✐❛❞ ♦❢ ❞❡&❝-✐♣#♦-& ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ #❤❡ ❧✐#❡-❛#✉-❡ ❬O❡♥❛##✐ ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ #❤❛#

❝❛♥ ❜❡ ✉&❡❞ #♦ -❡♣-❡&❡♥# ✐♠❛❣❡ ❡❧❡♠❡♥#&✳ ❈❧❡❛-❧②✱ ❞✐✛❡-❡♥# ❞❡&❝-✐♣#♦-& ♠❛② ♣-♦✈✐❞❡

❞✐&#✐♥❝# ✐♥❢♦-♠❛#✐♦♥ ❛❜♦✉# ✐♠❛❣❡& ♣-♦❞✉❝✐♥❣ ❝♦♥#-❛&#✐✈❡ -❡&✉❧#&✳ ❚❤✉&✱ ✇❡ #❡&#❡❞ ❛

❞✐✈❡-&❡ &❡# ♦❢ ✼ ❞❡&❝-✐♣#♦-& ❜❛&❡❞ ♦♥ ❝♦❧♦-✱ #❡①#✉-❡✱ ❛♥❞ ❣-❛❞✐❡♥# ♣-♦♣❡-#✐❡&✱ ✐♥ ♦-❞❡-

#♦ ❡①#-❛❝# ✈✐&✉❛❧ ❢❡❛#✉-❡& ❢-♦♠ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛#❡ #❤❡ ♣♦#❡♥#✐❛❧ ♦❢ ❞❡❡♣ ❢❡❛#✉-❡&

✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛-❡❞ #❤❡♠✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❞❡&❝-✐♣#♦-& ❝♦♥&✐❞❡-❡❞ ❛-❡✿

• ❆✉#♦✲❈♦--❡❧♦❣-❛♠ ❈♦❧♦- ✭❆❈❈✮ ❬❍✉❛♥❣ ❡# ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❪✱ ❛ ❝♦❧♦- ❞❡&❝-✐♣#♦- #❤❛# ❛✐♠&

#♦ ❡♥❝♦❞❡ &♣❛#✐❛❧ ❝♦❧♦- ❞✐&#-✐❜✉#✐♦♥ ✐♥ #❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❙✉❝❤ ✐♥❢♦-♠❛#✐♦♥ ✐& ❡①#-❛❝#❡❞

❜② ❝♦♠♣✉#✐♥❣ #❤❡ ♣-♦❜❛❜✐❧✐#✐❡& ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ #✇♦ ♣✐①❡❧& ♦❢ ❝♦❧♦- ci ✐♥ ❛ ❞✐&#❛♥❝❡ d

❢-♦♠ ❡❛❝❤ ♦#❤❡-✳

• ❇♦-❞❡-✴■♥#❡-✐♦- O✐①❡❧ ❈❧❛&&✐✜❝❛#✐♦♥ ✭❇■❈✮ ❬❞❡ ❖✳ ❙#❡❤❧✐♥❣ ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✱ ❛ ❝♦❧♦-

❞❡&❝-✐♣#♦- #❤❛# ❝♦♠♣✉#❡& #✇♦ ❝♦❧♦- ❤✐&#♦❣-❛♠& ❢♦- ❛♥ ✐♠❛❣❡✿ ♦♥❡ ❢♦- ❜♦-❞❡- ♣✐①❡❧&

❛♥❞ ♦#❤❡- ❢♦- ✐♥#❡-✐♦- ♣✐①❡❧&✳ ❆❧❧ ♣✐①❡❧& ✐♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❛-❡ ❝❧❛&&✐✜❡❞ ❛& ❜♦-❞❡- ♦-

✐♥#❡-✐♦-✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ #❤❡ ❝♦❧♦- ♦❢ #❤❡✐- ♥❡✐❣❤❜♦-&✿ ✐♥#❡-✐♦- ♣✐①❡❧& ❤❛✈❡ ❛❧❧ ♦❢ ✐#&

❢♦✉- ♥❡✐❣❤❜♦-& ✇✐#❤ #❤❡ &❛♠❡ ❝♦❧♦-❀ ✐❢ ❛♥② ♦❢ ✐#& ♥❡✐❣❤❜♦-& ❛-❡ ❞✐✛❡-❡♥#✱ #❤❡ ♣✐①❡❧

✐& ❝❧❛&&✐✜❡❞ ❛& ❛ ❜♦-❞❡-✳ ❖♥❡ ❝♦❧♦- ❤✐&#♦❣-❛♠ ✐& ❝♦♠♣✉#❡❞ ❢♦- ❡❛❝❤ #②♣❡ ♦❢ ♣✐①❡❧✳



✺✻ ❈❤❛♣$❡& ✺✳ ❈♦♥✈◆❡$✲❇❛/❡❞ ❙❝❡♥❡ ❈❧❛//✐❢✐❝❛$✐♦♥

• ▲♦❝❛❧ ❈♦❧♦( ❍✐+,♦❣(❛♠ ✭▲❈❍✮ ❬❙✇❛✐♥ ❛♥❞ ❇❛❧❧❛(❞✱ ✶✾✾✶❪✱ ❛ +✐♠♣❧❡ ❝♦❧♦( ❞❡+❝(✐♣,♦(

❝♦♠♣✉,❡❞ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐♥,♦ ,✐❧❡+✳ ❆♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥, ❤✐+,♦❣(❛♠ ✐+ ❝♦♠♣✉,❡❞

❢♦( ❡❛❝❤ ,✐❧❡ ❛♥❞ ,❤❡♥✱ ,❤❡② ❛(❡ ❝♦♥❝❛,❡♥❛,❡❞ ,♦ ❢♦(♠ ,❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢❡❛,✉(❡ ✈❡❝,♦(✳

• ▲♦❝❛❧ ❆❝,✐✈✐,② ❙♣❡❝,(✉♠ ✭▲❆❙✮ ❬❚❛♦ ❛♥❞ ❉✐❝❦✐♥+♦♥✱ ✷✵✵✵❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♣,✉(❡+ ,❡①✲

,✉(❡ +♣❛,✐❛❧ ❛❝,✐✈✐,② ✐♥ ❢♦✉( ❞✐✛❡(❡♥, ❞✐(❡❝,✐♦♥+ +❡♣❛(❛,❡❧②✿ ❤♦(✐③♦♥,❛❧✱ ✈❡(,✐❝❛❧✱

❞✐❛❣♦♥❛❧✱ ❛♥❞ ❛♥,✐✲❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❚❤❡ ❢♦✉( ❛❝,✐✈✐,② ♠❡❛+✉(❡+ ❛(❡ ❝♦♠♣✉,❡❞ ❢♦( ❛ +♣❡✲

❝✐✜❝ ♣✐①❡❧ ❜② ❝♦♥+✐❞❡(✐♥❣ ,❤❡ ✈❛❧✉❡+ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦(✐♥❣ ✐♥ ,❤❡ ❢♦✉( ❞✐(❡❝,✐♦♥+✳

• ❙,❛,✐+,✐❝❛❧ ❆♥❛❧②+✐+ ♦❢ ❙,(✉❝,✉(❛❧ ■♥❢♦(♠❛,✐♦♥ ✭❙❆❙■✮ ❬➬❛(❦❛❝✐♦❣❧✉ ❛♥❞ ❨❛(♠❛♥✲

❱✉(❛❧✱ ✷✵✵✸❪✱ ❛ ,❡①,✉(❡ ❞❡+❝(✐♣,♦( ❜❛+❡❞ ♦♥ +❡❝♦♥❞ ♦(❞❡( +,❛,✐+,✐❝+ ♦❢ ❝❧✐U✉❡ ❛✉✲

,♦❝♦((❡❧❛,✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥,+✱ ✇❤✐❝❤ ❛(❡ ,❤❡ ❛✉,♦❝♦((❡❧❛,✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥,+ ♦✈❡( ❛ +❡, ♦❢

♠♦✈✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇+✳ ❚❤❡+❡ ✇✐♥❞♦✇+ ❛(❡ ❝♦✈❡(❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡(❡♥, ✇❛②+ ✈❛(②✐♥❣ +✐③❡ ❛♥❞

+❤❛♣❡✱ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦(❤♦♦❞ +②+,❡♠✳

• ❍✐+,♦❣(❛♠ ♦❢ ❖(✐❡♥,❡❞ ●(❛❞✐❡♥,+ ✭❍❖●✮ ❬❉❛❧❛❧ ❛♥❞ ❚(✐❣❣+✱ ✷✵✵✺❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠✲

♣✉,❡+ ❤✐+,♦❣(❛♠+ ♦❢ ❣(❛❞✐❡♥, ♦(✐❡♥,❛,✐♦♥+ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣♦+✐,✐♦♥ ♦❢ ❛ +❧✐❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇✱

✐✳❡✳✱ ❝♦✉♥,+ ♦❝❝✉((❡♥❝❡+ ♦❢ ❣(❛❞✐❡♥, ♦(✐❡♥,❛,✐♦♥ ✐♥ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♣♦(,✐♦♥+ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡✳

• ●■❙❚ ❬❖❧✐✈❛ ❛♥❞ ❚♦((❛❧❜❛✱ ✷✵✵✶❪ ♣(♦✈✐❞❡+ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❤♦❧✐+,✐❝ ❞❡+❝(✐♣,✐♦♥ (❡♣(❡+❡♥,✲

✐♥❣ ,❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥, +♣❛,✐❛❧ +,(✉❝,✉(❡ ♦❢ ❛ +❝❡♥❡✳ ●■❙❚ ✐+ ♣♦♣✉❧❛(❧② ✉+❡❞ ❢♦( +❝❡♥❡

(❡♣(❡+❡♥,❛,✐♦♥ ❬❉♦✉③❡ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✳

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥,❛,✐♦♥+ ♦❢ ❆❈❈✱ ❇■❈✱ ▲❈❍✱ ❙❆❙■✱ ❛♥❞ ▲❆❙ ❞❡+❝(✐♣,♦(+ ❢♦❧❧♦✇ ,❤❡

+♣❡❝✐✜❝❛,✐♦♥+ ♦❢ ❬Y❡♥❛,,✐ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✳ ●■❙❚ ✐♠♣❧❡♠❡♥,❛,✐♦♥ ✐+ ,❤❡ ♦♥❡ ✉+❡❞ ✐♥ ❬❉♦✉③❡

❡, ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ✇✐,❤ ,❤❡ ♣❛(❛♠❡,❡(+ ❞✐+❝✉++❡❞ ,❤❡(❡✐♥

✷

✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥,❛,✐♦♥ ♦❢ ❍❖● ✇❛+

♦❜,❛✐♥❡❞ ❢(♦♠ ,❤❡ ❱▲❋❡❛, ❢(❛♠❡✇♦(❦ ❬❱❡❞❛❧❞✐ ❛♥❞ ❋✉❧❦❡(+♦♥✱ ✷✵✶✵❪✳ ❲❡ ✉+❡❞ ❍❖● ✐♥

❞✐✛❡(❡♥, ❝♦♥✜❣✉(❛,✐♦♥+✱ ✈❛(②✐♥❣ ,❤❡ ❝❡❧❧ +✐③❡ ✐♥ 14× 14✱ 20× 20✱ 40× 40 ❛♥❞ 80× 80

♣✐①❡❧+✱ ❜✉, ❦❡❡♣✐♥❣ ,❤❡ ♦(✐❡♥,❛,✐♦♥ ❜✐♥♥✐♥❣ ✐♥ ✾ ❜✐♥+✳

✺✳✷✳✶✳✷ ▼✐❞✲▲❡✈❡❧ ❞❡,❝.✐♣0♦.,

❆❧,❤♦✉❣❤ +✐♠♣❧❡ ,♦ ❝♦♠♣✉,❡ ❛♥❞ ❣♦♦❞ ❛, ♣(♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡(❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ ,❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥,❡♥,✱

❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡+❝(✐♣,♦(+ ❤❛✈❡ +♦♠❡ ♣(♦❜❧❡♠+ ,♦ ❡♥❝♦❞❡ ❞❡,❛✐❧+ ❛♥❞ ❧♦✇ ❡✛❡❝,✐✈❡♥❡++

✐♥ +♦♠❡ ♣(❡❝✐+❡ ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥+✱ ❧✐❦❡ (❡❝♦❣♥✐,✐♦♥ ,❛+❦+ ❢♦( ❝❧✉,,❡(❡❞ ✐♠❛❣❡+ ❬❚✉②,❡❧❛❛(+

❛♥❞ ▼✐❦♦❧❛❥❝③②❦✱ ✷✵✵✼❪✳ ❚❤❡+❡ ❤❛✈❡ ♠♦,✐✈❛,❡❞ ,❤❡ (❡+❡❛(❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐,② ,♦ ❞❡✈❡❧♦♣

♠♦(❡ ❡✣❝✐❡♥, ❛♥❞ (♦❜✉+, ❡①,(❛❝,✐♦♥ ❛❧❣♦(✐,❤♠+✳ ❚♦✇❛(❞+ ,❤✐+ ❣♦❛❧✱ (❡+❡❛(❝❤❡(+ ❤❛✈❡

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❇❛❣ ♦❢ ❱✐+✉❛❧ ❲♦(❞+ ✭❇♦❱❲✮✱ ❛ ♠✐❞✲❧❡✈❡❧ ❢❡❛,✉(❡ ❡①,(❛❝,✐♦♥ ,❡❝❤♥✐U✉❡ ,❤❛,

✷

❤!!♣✿✴✴❧❡❛(✳✐♥(✐❛❧♣❡,✳❢(✴,♦❢!✇❛(❡ ✭❛" ♦❢ ❏✉❧② ✷✹+❤✱ ✷✵✶✼✮✳



✺✳✷✳ ❙♣❡❝✐❢✐❝ ❊①♣❡+✐♠❡♥.❛❧ ❙❡.✉♣ ✺✼

❛✐♠% ❛& &'❛♥%❢♦'♠✐♥❣ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❧♦❝❛❧ ❞❡%❝'✐♣&♦'% ✭%✉❝❤ ❛% ❙■❋❚ ❬▲♦✇❡✱ ✷✵✵✹❪✮ ✐♥&♦ ❛

❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ '✐❝❤❡' ✐♠❛❣❡ '❡♣'❡%❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ ✐♥&❡'♠❡❞✐❛&❡ ❝♦♠♣❧❡①✐&② ❬❇♦✉'❡❛✉ ❡& ❛❧✳✱

✷✵✶✵❪✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❛ ♠✐❞✲❧❡✈❡❧ '❡♣'❡%❡♥&❛&✐♦♥ ✉%❡% ❧♦❝❛❧ ❢❡❛&✉'❡% ❜✉✐❧& ✉♣♦♥ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧

♦♥❡% ❝'❡❛&✐♥❣ ❛ ♥❡✇ '❡♣'❡%❡♥&❛&✐♦♥ ❢♦' ❛♥ ✐♠❛❣❡✱ ✇✐&❤♦✉& ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦' ✉♥❞❡'%&❛♥❞✐♥❣ ✐&%

❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❢❡❛&✉'❡%✳ ❆❝❝♦'❞✐♥❣ &♦ ❬❇♦✉'❡❛✉ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✱ ✐♥ ♦'❞❡' &♦ ❣❡& &❤❡ ♠✐❞✲❧❡✈❡❧

'❡♣'❡%❡♥&❛&✐♦♥✱ &❤❡ %&❛♥❞❛'❞ ♣'♦❝❡%%✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇% &❤'❡❡ %&❡♣%✿ ✭✐✮ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛&✉'❡

❡①&'❛❝&✐♦♥✱ ✭✐✐✮ ❝♦❞✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤✱ ✉%✐♥❣ ❛ ❝♦❞❡❜♦♦❦ ♦❢ ♣❛&❝❤❡%✱ ♣❡'❢♦'♠% ❛ &'❛♥%❢♦'♠❛&✐♦♥

♦❢ &❤❡ ❞❡%❝'✐♣&♦'% ✐♥&♦ ❛ '❡♣'❡%❡♥&❛&✐♦♥ ❜❡&&❡' ❛❞❛♣&❡❞ &♦ &❤❡ &❛%❦ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ♣♦♦❧✐♥❣✱

✇❤✐❝❤ %✉♠♠❛'✐③❡% &❤❡ ❝♦❞❡❞ ❢❡❛&✉'❡%✳ ❈❧❛%%✐✜❝❛&✐♦♥ ❛❧❣♦'✐&❤♠% ❛'❡ &❤❡♥ &'❛✐♥❡❞ ♦♥

&❤❡ ♦❜&❛✐♥❡❞ ♠✐❞✲❧❡✈❡❧ ✈❡❝&♦'%✳

■♥ ❢❛❝&✱ ❇♦❱❲ ❛♥❞ &❤❡✐' ✈❛'✐❛&✐♦♥% ❬❙✐✈✐❝ ❛♥❞ ❩✐%%❡'♠❛♥✱ ✷✵✵✸❀ ▲❛③❡❜♥✐❦ ❡& ❛❧✳✱

✷✵✵✻❀ ❇♦✉'❡❛✉ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ U❡''♦♥♥✐♥ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ✈❛♥ ●❡♠❡'& ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ U❡♥❛&&✐

❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❀ ❆✈✐❧❛ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪ ❛'❡ ❝♦♥%✐❞❡'❡❞ ♠✐❞✲❧❡✈❡❧ '❡♣'❡%❡♥&❛&✐♦♥% ❜❡❝❛✉%❡ ♦❢

&❤❡ ❛❢♦'❡♠❡♥&✐♦♥❡❞ ❝♦❞❡❜♦♦❦ ♦❢ ✈✐%✉❛❧ ❞✐%❝'✐♠✐♥❛&✐♥❣ ♣❛&❝❤❡% ✭✈✐%✉❛❧ ✇♦'❞%✮ &❤❛& ✐%

❡♠♣❧♦②❡❞ &♦ ❝♦♠♣✉&❡ %&❛&✐%&✐❝% ❛❜♦✉& &❤❡ ✈✐%✉❛❧ ✇♦'❞ ♦❝❝✉''❡♥❝❡% ✐♥ &❤❡ &❡%& ✐♠❛❣❡%✳

❚❤✐% ✐♥&❡'♠❡❞✐❛&❡ ♣'♦❝❡%% &'❛♥%❢♦'♠% ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛&✉'❡% ✐♥&♦ ❛ ♠♦'❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❛♥❞

❜❡&&❡'✲❛❞❛♣&❡❞ '❡♣'❡%❡♥&❛&✐♦♥✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❡①&'❛❝&✐♥❣ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✐♥❢♦'♠❛&✐♦♥ ❛❜♦✉& &❤❡

✐♠❛❣❡%✳ ❇♦❱❲ ❞❡%❝'✐♣&♦'% ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ %&❛&❡✲♦❢✲&❤❡✲❛'& ❢♦' %❡✈❡'❛❧ ②❡❛'% ✐♥ &❤❡ ❝♦♠♣✉&❡'

✈✐%✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐&② ❛♥❞ ❛'❡ %&✐❧❧ ✐♠♣♦'&❛♥& ❝❛♥❞✐❞❛&❡% &♦ ♣❡'❢♦'♠ ✇❡❧❧ ✐♥ ♠❛♥② &❛%❦%✳

❲❡ &❡%&❡❞ ❇♦❱❲ ✐♥ %❡✈❡'❛❧ ❞✐✛❡'❡♥& ❝♦♥✜❣✉'❛&✐♦♥%✿

• ❙❛♠♣❧✐♥❣✿ %♣❛'%❡ ✭❍❛''✐%✲▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡&❡❝&♦' ❬▼✐❦♦❧❛❥❝③②❦ ❛♥❞ ❙❝❤♠✐❞✱ ✷✵✵✺❪✮ ♦'

❞❡♥%❡ ✭❣'✐❞ ♦❢ ❝✐'❝❧❡% ✇✐&❤ ✻ ♣✐①❡❧% ♦❢ '❛❞✐✉%✮

• ▲♦✇✲❧❡✈❡❧ ❞❡%❝'✐♣&♦'✿ ❙■❋❚ ❬▲♦✇❡✱ ✷✵✵✹❪ ❛♥❞ ❖♣♣♦♥❡♥&❙■❋❚ ❬✈❛♥ ❞❡ ❙❛♥❞❡ ❡& ❛❧✳✱

✷✵✶✵❪

• ❱✐%✉❛❧ ❝♦❞❡❜♦♦❦% ♦❢ %✐③❡✿ ✶✵✵✱ ✶✵✵✵✱ ✺✵✵✵✱ ❛♥❞ ✶✵✵✵✵

• ❈♦❞✐♥❣✿ ❤❛'❞ ♦' %♦❢& ✭✇✐&❤ σ ❂ ✾✵ ♦' ✶✺✵✮

• U♦♦❧✐♥❣✿ ❛✈❡'❛❣❡✱ ♠❛① ♣♦♦❧✐♥❣ ♦' ❲❙❆ ❬U❡♥❛&&✐ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❪

❚♦ ❞✐✛❡'❡♥&✐❛&❡ &❤❡♠ ✐♥ &❤❡ ❡①♣❡'✐♠❡♥&%✱ ✇❡ ✉%❡❞ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥❛♠✐♥❣✿ BXw
cp✱

✇❤❡'❡ X ✐% ❙ ✭%♣❛'%❡ %❛♠♣❧✐♥❣✮ ♦' ❉ ✭❞❡♥%❡ %❛♠♣❧✐♥❣✮❀ w ✐% &❤❡ ❝♦❞❡❜♦♦❦ %✐③❡❀ c '❡❢❡'%

&♦ &❤❡ ❝♦❞✐♥❣ %❝❤❡♠❡ ✉%❡❞✱ ❤ ✭❤❛'❞✮✱ % ✭%♦❢&✮❀ p '❡❢❡'% &♦ &❤❡ ♣♦♦❧✐♥❣ &❡❝❤♥✐_✉❡ ✉%❡❞✱ ❛

✭❛✈❡'❛❣❡✮✱ ♠ ✭♠❛①✮✱ ♦' ❲ ✭❲❙❆✮✳

❚❤❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❢❡❛&✉'❡ ❡①&'❛❝&✐♦♥ ♦❢ ❇♦❱❲ ❞❡%❝'✐♣&♦'% ✇❛% ❜❛%❡❞ ♦♥ &❤❡ ✐♠♣❧❡✲

♠❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ ❬✈❛♥ ❞❡ ❙❛♥❞❡ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✳ ❋♦' ❇♦❱❲✱ ✐♥ ❯❈▼❡'❝❡❞ ❛♥❞ ❘❙✶✾ ❞❛&❛%❡&%✱



✺✽ ❈❤❛♣$❡& ✺✳ ❈♦♥✈◆❡$✲❇❛/❡❞ ❙❝❡♥❡ ❈❧❛//✐❢✐❝❛$✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❙♦♠❡ $%❛%✐$%✐❝$ ❛❜♦✉% %❤❡ ❞❡❡♣ ♥❡%✇♦0❦$ ❡✈❛❧✉❛%❡❞ ✐♥ %❤✐$ ✇♦0❦✳

◆❡"✇♦%❦'

★♣❛%❛♠❡"❡%'

✭♠✐❧❧✐♦♥'✮

★❝♦♥♥❡❝"✐♦♥'

✭♠✐❧❧✐♦♥'✮

❖✈❡%❋❡❛"S ✶✹✺ ✷✱✽✶✵

❖✈❡%❋❡❛"L ✶✹✹ ✺✱✸✻✾

❆❧❡①◆❡" ✻✵ ✻✸✵

❈❛✛❡◆❡" ✻✵ ✻✸✵

●♦♦❣▲❡◆❡" ✺ ❃✶✵✱✵✵✵

❱●●16 ✶✸✽ ✹✱✵✾✻

=❛"%❡♦◆❡" ✶✺ ✷✵✵

✇❡ ✉.❡❞ ❙■❋❚ ❬▲♦✇❡✱ ✷✵✵✹❪ 8♦ ❞❡.❝:✐❜❡ ❡❛❝❤ ♣❛8❝❤✱ ❜✉8 ✐♥ 8❤❡ ❇:❛③✐❧✐❛♥ ❈♦✛❡❡ ❞❛8❛.❡8✱

✇❡ ✉.❡❞ ❖♣♣♦♥❡♥8❙■❋❚ ❬✈❛♥ ❞❡ ❙❛♥❞❡ ❡8 ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✱ ❛. ❝♦❧♦: .❤♦✉❧❞ ♣:♦✈✐❞❡ ♠♦:❡ ❞✐.✲

❝:✐♠✐♥❛8✐♥❣ ♣♦✇❡:✳

✺✳✷✳✷ ❈♦♥✈◆❡)*

❲❡ .❡❧❡❝8❡❞ .♦♠❡ ♦❢ 8❤❡ ♠♦.8 ♣♦♣✉❧❛: ❈♦♥✈◆❡8. ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♥♦✇❛❞❛②. 8♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛8❡❞

✐♥ ♦:❞❡: 8♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❜❡88❡: .8:❛8❡❣② 8♦ ❡①♣❧♦✐8 ❡①✐.8✐♥❣ ❞❡❡♣ ♥❡8✇♦:❦.✳ ❆❧❧ ♥❡8✇♦:❦.
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❈❛✛❡◆❡% ❬❏✐❛ ❡2 ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❪ ✐& ❛❧♠♦&2 ❛ $❡♣❧✐❝❛2✐♦♥ ♦❢ ❆❧❡①◆❡2 ❬❑$✐③❤❡✈&❦② ❡2 ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪

✇✐2❤ &♦♠❡ ✐♠♣♦$2❛♥2 ❞✐✛❡$❡♥❝❡&✿ ✭✐✮ 2$❛✐♥✐♥❣ ❤❛& ♥♦ $❡❧✐❣❤2✐♥❣ ❞❛2❛✲❛✉❣♠❡♥2❛2✐♦♥✱ ❛♥❞

✭✐✐✮ 2❤❡ ♦$❞❡$ ♦❢ ♣♦♦❧✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦$♠❛❧✐③❛2✐♦♥ ❧❛②❡$& ✐& &✇✐2❝❤❡❞ ✭✐♥ ❈❛✛❡◆❡2✱ ♣♦♦❧✐♥❣

✐& ❞♦♥❡ ❜❡❢♦$❡ ♥♦$♠❛❧✐③❛2✐♦♥✮✳ ❚❤✉&✱ 2❤✐& ♥❡2✇♦$❦✱ ✇❤✐❝❤ ❛$❝❤✐2❡❝2✉$❡ ❝❛♥ ❜❡ &❡❡♥ ✐♥

❋✐❣✉$❡ ✺✳✹❝✱ ❤❛& 2❤❡ &❛♠❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ♣❛$❛♠❡2❡$&✱ ♥❡✉$♦♥&✱ ❛♥❞ ❧❛②❡$& ♦❢ 2❤❡ ❆❧❡①◆❡2✳

●✐✈❡♥ ✐2& &✐♠✐❧❛$✐2② 2♦ 2❤❡ ❆❧❡①◆❡2 ❛$❝❤✐2❡❝2✉$❡✱ ✐♥ 2❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥2&✱ ❈❛✛❡◆❡2 ✇❡$❡

❡①♣❧♦✐2❡❞ ✐♥ 2❤❡ &❛♠❡ ✇❛② ♦❢ 2❤❡ ❛❢♦$❡♠❡♥2✐♦♥❡❞ ♥❡2✇♦$❦✳

✺✳✷✳✷✳✹ ●♦♦❣▲❡◆❡(

●♦♦❣▲❡◆❡%✱ ♣$❡&❡♥2❡❞ ✐♥ ❬❙③❡❣❡❞② ❡2 ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❪✱ ✐& 2❤❡ ❈♦♥✈◆❡2 ❛$❝❤✐2❡❝2✉$❡ 2❤❛2 ✇♦♥

2❤❡ ■▲❙❱❘❈✲✷✵✶✹ ❝♦♠♣❡2✐2✐♦♥ ✭❝❧❛&&✐✜❝❛2✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡2❡❝2✐♦♥ 2$❛❝❦&✮✳ ■2& ♠❛✐♥ ♣❡❝✉❧✐❛$✲

✐2② ✐& 2❤❡ ✉&❡ ♦❢ ✏■♥❝❡♣2✐♦♥✑ ♠♦❞✉❧❡&✱ ✇❤✐❝❤ $❡❞✉❝❡ 2❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐2② ♦❢ 2❤❡ ❡①♣❡♥&✐✈❡

✜❧2❡$& ♦❢ 2$❛❞✐2✐♦♥❛❧ ❛$❝❤✐2❡❝2✉$❡& ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♠✉❧2✐♣❧❡ ✜❧2❡$&✱ ✇✐2❤ ❞✐✛❡$❡♥2 $❡&♦❧✉2✐♦♥&✱

2♦ ❜❡ ✉&❡❞ ✐♥ ♣❛$❛❧❧❡❧✳ ●♦♦❣▲❡◆❡2 ❤❛& 2✇♦ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥2❛❣❡&✿ ✭✐✮ ✉2✐❧✐③❛2✐♦♥ ♦❢ ✜❧2❡$&



✺✳✷✳ ❙♣❡❝✐❢✐❝ ❊①♣❡+✐♠❡♥.❛❧ ❙❡.✉♣ ✻✶

♦❢ ❞✐✛❡(❡♥* +✐③❡+ ❛* *❤❡ +❛♠❡ ❧❛②❡(✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛✐♥*❛✐♥+ ♠♦(❡ +♣❛*✐❛❧ ✐♥❢♦(♠❛*✐♦♥✱ ❛♥❞

✭✐✐✮ (❡❞✉❝*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ♣❛(❛♠❡*❡(+ ♦❢ *❤❡ ♥❡*✇♦(❦✱ ♠❛❦✐♥❣ ✐* ❧❡++ ♣(♦♥❡ *♦

♦✈❡(✜**✐♥❣ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✐* *♦ ❜❡ ❞❡❡♣❡(✳ ■♥ ❢❛❝*✱ ●♦♦❣▲❡◆❡* ❤❛+ ✶✷ *✐♠❡+ ❢❡✇❡( ♣❛✲

(❛♠❡*❡(+ *❤❛♥ ❆❧❡①◆❡*✱ ✐✳❡✳✱ ❛♣♣(♦①✐♠❛*❡❧② ✺ ♠✐❧❧✐♦♥+ ♦❢ ♣❛(❛♠❡*❡(+✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ *❤❡

✷✷✲❧❛②❡( ●♦♦❣▲❡◆❡* ❛(❝❤✐*❡❝*✉(❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ +❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉(❡ ✺✳✹❣✱ ❤❛+ ♠♦(❡ *❤❛♥ ✺✵

❝♦♥✈♦❧✉*✐♦♥❛❧ ❧❛②❡(+ ❞✐+*(✐❜✉*❡❞ ✐♥+✐❞❡ *❤❡ ✏■♥❝❡♣*✐♦♥✑ ♠♦❞✉❧❡+✳

■♥ ♦✉( ❡①♣❡(✐♠❡♥*+✱ ●♦♦❣▲❡◆❡* ✇❛+ ✉+❡❞ ❛+ ❛ ❢❡❛*✉(❡ ❡①*(❛❝*♦( ♥❡*✇♦(❦ ❜② ❡①✲

*(❛❝*✐♥❣ *❤❡ ❢❡❛*✉(❡+ ❢(♦♠ *❤❡ ❧❛+* ♣♦♦❧✐♥❣ ❧❛②❡( ✭♣✉(♣❧❡ ♦♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉(❡ ✺✳✹❣✮✱ ✇❤✐❝❤

(❡+✉❧*+ ✐♥ ❛ ❢❡❛*✉(❡ ✈❡❝*♦( ♦❢ ✶✱✵✷✹ ❞✐♠❡♥+✐♦♥+✳ ●♦♦❣▲❡◆❡* ✇❛+ ✜♥❡✲*✉♥❡❞ ❢♦( ❛❧❧

❞❛*❛+❡*+ ❥✉+* ❧✐❦❡ ❆❧❡①◆❡*✱ ✇✐*❤ ❡①❛❝*❧② *❤❡ +❛♠❡ +*(❛*❡❣✐❡+ ❢♦( ❡❛❝❤ ❞❛*❛+❡*✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

●♦♦❣▲❡◆❡* ✇❛+ ❢✉❧❧② *(❛✐♥❡❞ ❢(♦♠ +❝(❛*❝❤ ❢♦( ❛❧❧ ❞❛*❛+❡*+ ✉♥❞❡( *❤❡ +❛♠❡ ❝♦♥✜❣✉(❛*✐♦♥+

♦❢ *❤❡ ♦(✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❬❙③❡❣❡❞② ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❪✳

✺✳✷✳✷✳✺ ❱●● ❈♦♥✈◆❡+,

❱●● ❈♦♥✈◆❡*+✱ ♣(❡+❡♥*❡❞ ✐♥ ❬❙✐♠♦♥②❛♥ ❛♥❞ ❩✐++❡(♠❛♥✱ ✷✵✶✹❪✱ ✇♦♥ *❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛*✐♦♥

❛♥❞ ❝❧❛++✐✜❝❛*✐♦♥ *(❛❝❦+ ♦❢ *❤❡ ■▲❙❱❘❈✲✷✵✶✹ ❝♦♠♣❡*✐*✐♦♥✳ ❙❡✈❡(❛❧ ♥❡*✇♦(❦+ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

♣(♦♣♦+❡❞ ✐♥ *❤✐+ ✇♦(❦✱ ❜✉* *✇♦ ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦(❡ +✉❝❝❡++❢✉❧✿ V GG16 ❛♥❞ V GG19✳

●✐✈✐♥❣ *❤❡ +✐♠✐❧❛(✐*② ♦❢ ❜♦*❤ ♥❡*✇♦(❦+✱ ✇❡ ❝❤♦♦+❡ *♦ ✇♦(❦ ✇✐*❤ *❤❡ ❢♦(♠❡( ♦♥❡ ❜❡❝❛✉+❡

♦❢ ✐*+ +✐♠♣❧❡( ❛(❝❤✐*❡❝*✉(❡ ❛♥❞ +❧✐❣❤*❧② ❜❡**❡( (❡+✉❧*+✳ ❍♦✇❡✈❡(✱ +✐♠✐❧❛( (❡+✉❧*+ ♦❜*❛✐♥❡❞

❜② V GG16 +❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧+♦ ②✐❡❧❞❡❞ ❜② V GG19✳ ❚❤✐+ ♥❡*✇♦(❦✱ ✇❤✐❝❤ ❛(❝❤✐*❡❝*✉(❡ ❝❛♥ ❜❡

+❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉(❡ ✺✳✹❞✱ ❤❛+ ✶✸ ❝♦♥✈♦❧✉*✐♦♥❛❧ ❧❛②❡(+✱ ✺ ♣♦♦❧✐♥❣ ♦♥❡+ ❛♥❞ ✸ ❢✉❧❧②✲❝♦♥♥❡❝*❡❞

♦♥❡+ ✭❝♦♥+✐❞❡(✐♥❣ *❤❡ +♦❢*♠❛①✮✳

V GG16 ✇❛+ ✉+❡❞ ❛+ ❛ ❢❡❛*✉(❡ ❡①*(❛❝*♦( ♥❡*✇♦(❦ ❜② ❡①*(❛❝*✐♥❣ *❤❡ ❢❡❛*✉(❡+ ❢(♦♠

*❤❡ ❧❛+* ❢✉❧❧②✲❝♦♥♥❡❝*❡❞ ❧❛②❡( ✭♣✉(♣❧❡ ♦♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉(❡ ✺✳✹❞✮✱ ✇❤✐❝❤ (❡+✉❧*+ ✐♥ ❛ ❢❡❛*✉(❡

✈❡❝*♦( ♦❢ ✹✱✵✾✻ ❞✐♠❡♥+✐♦♥+✳ V GG16 ✇❛+ ❛❧+♦ ✜♥❡✲*✉♥❡❞ ✐♥ *❤❡ ❯❈▼❡(❝❡❞ ❛♥❞ ❘❙✶✾

❞❛*❛+❡*+ ❜② ❣✐✈✐♥❣ ♠♦(❡ ✐♠♣♦(*❛♥❝❡ *♦ *❤❡ ✜♥❛❧ +♦❢*♠❛① ❧❛②❡(✱ ✇✐*❤♦✉* ❢(❡❡③✐♥❣ ❛♥②

❧❛②❡(✳ ❍♦✇❡✈❡(✱ *❤✐+ ♥❡*✇♦(❦ ❝♦✉❧❞ ♥♦* ❜❡ ✜♥❡✲*✉♥❡❞ ❢♦( *❤❡ ❇(❛③✐❧✐❛♥ ❈♦✛❡❡ ❞❛*❛+❡*

✭*❤❡ ♠♦+* ❞✐✛❡(❡♥* ♦♥❡✮ ❛+ ✇❡❧❧ ❛+ ❝♦✉❧❞ ♥♦* ❜❡ ❢✉❧❧② *(❛✐♥❡❞ ❢(♦♠ +❝(❛*❝❤ ❢♦( ❛♥②

❞❛*❛+❡*✳ ❚❤✐+ ♣(♦❜❧❡♠ ✐+ ❞✉❡ *♦ *❤❡ ❧❛(❣❡ ❛♠♦✉♥* ♦❢ ♠❡♠♦(② (❡]✉✐(❡❞ ❜② *❤✐+ ♥❡*✇♦(❦✱

❛+ ♣(❡+❡♥*❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇+ ♦♥❧② +♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡+ ♦❢ ❜❛*❝❤ +✐③❡ *♦ ❜❡ ✉+❡❞

❞✉(✐♥❣ *❤❡ *(❛✐♥✐♥❣ ♣(♦❝❡++✳ ❙✐♥❝❡ ❧❛(❣❡( ✈❛❧✉❡+ ♦❢ ❜❛*❝❤ +✐③❡✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐*❤ ♦*❤❡(

♣❛(❛♠❡*❡(+ ✭✇❡✐❣❤* ❞❡❝❛②✱ ❧❡❛(♥✐♥❣ (❛*❡✮✱ ❤❡❧♣ *❤❡ ❝♦♥✈❡(❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❈♦♥✈◆❡* ✐♥ *❤❡

*(❛✐♥✐♥❣ ♣(♦❝❡++ ❬●♦♦❞❢❡❧❧♦✇ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❀ ❇❡♥❣✐♦✱ ✷✵✵✾❪✱ *❤❡(❡ ✇❛+ ♥♦ ❝♦♥✈❡(❣❡♥❝❡ ✐♥

*❤❡ ❛❢♦(❡♠❡♥*✐♦♥❡❞ +❝❡♥❛(✐♦+✳



✻✷ ❈❤❛♣$❡& ✺✳ ❈♦♥✈◆❡$✲❇❛/❡❞ ❙❝❡♥❡ ❈❧❛//✐❢✐❝❛$✐♦♥

✺✳✷✳✷✳✻ ❖✈❡'❋❡❛* ❈♦♥✈◆❡*/

❖✈❡#❋❡❛& ❬❙❡%♠❛♥❡) ❡) ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❪✱ ❛ ❞❡❡♣ ❧❡❛%♥✐♥❣ ❢%❛♠❡✇♦%❦ ❢♦❝✉;❡❞ ♦♥ ❈♦♥✈◆❡);

❛♥❞ ✇✐♥♥❡% ♦❢ )❤❡ ❞❡)❡❝)✐♦♥ )%❛❝❦ ♦❢ ■▲❙❱❘❈ ✷✵✶✸✱ ❤❛; )✇♦ ❈♦♥✈◆❡) ♠♦❞❡❧; ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉;❡❞ )♦ ❡①)%❛❝) ❢❡❛)✉%❡; ❛♥❞✴♦% )♦ ❝❧❛;;✐❢② ✐♠❛❣❡;✳ ❚❤❡%❡ ✐; ❛ ;♠❛❧❧ ✭ ❢❛"#
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❜❡++❡' ❛❝❝✉'❛❝② ✐♥ +❤✐. ❞❛+❛.❡+ +❤❛♥ ✐♥ +❤❡ ♦+❤❡'.✳ ❚❤✐. ♠❛②❜❡ ♠♦+✐✈❛+❡❞ ❜② +❤❡ ❤✉❣❡

❞✐✛❡'❡♥❝❡ ❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ ❞❛+❛.❡+.✱ .✐♥❝❡ ❯❈▼❡'❝❡❞ ❛♥❞ ❘❙✶✾ ❞❛+❛.❡+. ❛'❡ ❛❡'✐❛❧ ♦♥❡.

✇❤✐❧❡ ❈♦✛❡❡ ❙❝❡♥❡. ✐. ❛ ♠✉❧+✐✲.♣❡❝+'❛❧ ♦♥❡✳

❈♦♥.✐❞❡'✐♥❣ +❤❡ ❝♦♠♣✉+❛+✐♦♥❛❧ ❧♦❛❞✱ ✉.✐♥❣ ❛ ♣'❡✲+'❛✐♥❡❞ ❈♦♥✈◆❡+ ❛. ❢❡❛+✉'❡ ❡①✲

+'❛❝+♦' ✐. +❤❡ ♠♦.+ ❡✣❝✐❡♥+ .+'❛+❡❣② .✐♥❝❡ ♥♦ +'❛✐♥✐♥❣ ♦✈❡' +❤❡ ♥❡+✇♦'❦ ✐. '❡L✉✐'❡❞✳ ❚❤❡

✜♥❡✲+✉♥✐♥❣ .+'❛+❡❣② ✐. ❧❡.. ❡✣❝✐❡♥+ .✐♥❝❡ '❡L✉✐'❡. ❛ ❧✐++❧❡ +'❛✐♥✐♥❣ ♦✈❡' +❤❡ ♣❛'❛♠❡+❡'. ♦❢

+❤❡ ♥❡+✇♦'❦✱ ❜✉+ +❤✐. ♠❡+❤♦❞✱ ❣❡♥❡'❛❧❧②✱ ②✐❡❧❞. ❜❡++❡' '❡.✉❧+.✳ ❚❤❡ .+'❛+❡❣② +❤❛+ ♥❡❡❞.

♠♦'❡ ❝♦♠♣✉+❛+✐♦♥❛❧ '❡L✉✐'❡♠❡♥+. ✐. ❢✉❧❧ +'❛✐♥✐♥❣ .✐♥❝❡ ❛ ♥❡+✇♦'❦ ✐. +'❛✐♥❡❞ ❢'♦♠ .❝'❛+❝❤

✭✇✐+❤ '❛♥❞♦♠❧② ✐♥✐+✐❛❧✐③❡❞ ✇❡✐❣❤+. ❛♥❞ ❜✐❛.✮✱ '❡L✉✐'✐♥❣ ♠♦'❡ +✐♠❡ ❛♥❞ '❡.♦✉'❝❡. +♦ ❜❡

+'❛✐♥❡❞✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦' +❤❡.❡ +✇♦ ❧❛.+ .+'❛+❡❣✐❡.✱ ✐♥ ♦✉' ❡①♣❡'✐♠❡♥+.✱ ✜✈❡ ❈♦♥✈◆❡+. ❛'❡

+'❛✐♥❡❞ ✭♦♥❡ ❢♦' ❡❛❝❤ ❢♦❧❞✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡. +❤❡ ♣'♦❝❡.. +✐♠❡✲❝♦♥.✉♠✐♥❣✳ ❈♦♥.✐❞❡'✐♥❣ +❤❡

✜♥❡✲+✉♥✐♥❣ +❡❝❤♥✐L✉❡✱ +❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣'♦❝❡.. +❛❦❡. ❛'♦✉♥❞ ✺ ❤♦✉'. +♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡+❡❞✱ ✇❤✐❧❡

+❤❡ ❢✉❧❧②✲+'❛✐♥❡❞ .+'❛+❡❣② +❛❦❡.✱ ❛♣♣'♦①✐♠❛+❡❧②✱ ✾ ❤♦✉'.✳ ■♥ ❜♦+❤ ❝❛.❡.✱ ✇❡ ❝♦♥.✐❞❡' ❛♥

❛✈❡'❛❣❡ +'❛✐♥✐♥❣ +✐♠❡ ♦❢ ❛❧❧ +❤'❡❡ ❞❛+❛.❡+. ♦♥ +❤❡ ●❡❋♦'❝❡ ●❚❳ ❚✐+❛♥ ❳✳

❆. ❛ .✉♠♠❛'②✱ ✇❡ ❝❛♥ '❡❝♦♠♠❡♥❞ ✜♥❡✲+✉♥✐♥❣ ❛. +❤❡ .+'❛+❡❣② +❤❛+ +❡♥❞. +♦ ❜❡

♠♦'❡ ♣'♦♠✐.✐♥❣ ✐♥ ❞✐✛❡'❡♥+ .✐+✉❛+✐♦♥.✳ ■♥ ❛❞❞✐+✐♦♥✱ ✜♥❡✲+✉♥✐♥❣ ✐. ❧❡.. ❝♦.+❧② +❤❛♥ ❢✉❧❧

+'❛✐♥✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ '❡♣'❡.❡♥+ ❛♥♦+❤❡' ❛❞✈❛♥+❛❣❡ ✇❤❡♥ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐. ❛ ❝♦♥.+'❛✐♥+✳ ❖♥

+♦♣ ♦❢ +❤❛+✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧.♦ '❡❝♦♠♠❡♥❞ +❤❡ ✉.❡ ♦❢ +❤❡ ❢❡❛+✉'❡. ❡①+'❛❝+❡❞ ❢'♦♠ +❤❡ ❧❛.+

❧❛②❡' ♦❢ +❤❡ ✜♥❡✲+✉♥❡❞ ♥❡+✇♦'❦ ❛♥❞ +❤❡♥ ✉.✐♥❣ ❙❱▼ ❢♦' +❤❡ ❝❧❛..✐✜❝❛+✐♦♥ +❛.❦✱ ✐♥.+❡❛❞

♦❢ ✉.✐♥❣ +❤❡ .♦❢+♠❛① ❧❛②❡'✳

❆. .❤♦✇♥ ✐♥ +❤❡ ❡①♣❡'✐♠❡♥+❛❧ '❡.✉❧+.✱ +❤❡ ❜❡.+ ❈♦♥✈◆❡+ ❝♦♥✜❣✉'❛+✐♦♥. ❝❧❛..✐❢②

❛❧♠♦.+ ✶✵✵✪ ♦❢ +❤❡ ❛❡'✐❛❧ ✐♠❛❣❡. ✭❯❈▼❡'❝❡❞ ❛♥❞ ❘❙✶✾✮✳ ◆♦+✇✐+❤.+❛♥❞✐♥❣✱ +❤❡ ✇'♦♥❣

❝❧❛..✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡. ❛'❡ '❡❛❧❧② ❞✐✣❝✉❧+✱ ❛. ❝❛♥ ❜❡ ♥♦+❡❞ ✐♥ +❤❡ ❡①❛♠♣❧❡. .❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✲

✉'❡ ✺✳✶✷✳ ◆♦+✐❝❡ ❤♦✇ +❤❡.❡ ♠✐.❝❧❛..✐✜❡❞ .❛♠♣❧❡. ❛'❡ L✉✐+❡ .✐♠✐❧❛' ✈✐.✉❛❧❧②✳



✼✵ ❈❤❛♣$❡& ✺✳ ❈♦♥✈◆❡$✲❇❛/❡❞ ❙❝❡♥❡ ❈❧❛//✐❢✐❝❛$✐♦♥

✭❛✮ ❋!❡❡✇❛②

missclassified
−−−−−−−−−−→

into
❘✉♥✲

❛✇❛②

✭❜✮ ▼❡❞✐✉♠ ❘❡.✐❞❡♥/✐❛❧

missclassified
−−−−−−−−−−→

into
❉❡♥.❡ ❘❡.✐❞❡♥/✐❛❧

✭❝✮ ❉❡♥.❡ ❘❡.✐❞❡♥/✐❛❧

missclassified
−−−−−−−−−−→

into
▼♦❜✐❧❡ ❍♦♠❡✲

♣❛!❦

✭❞✮ ❈♦♠♠❡!❝✐❛❧

missclassified
−−−−−−−−−−→

into

9❛!❦

✭❡✮ ❋❛!♠❧❛♥❞

missclassified
−−−−−−−−−−→

into

▼❡❛❞♦✇

✭❢✮ ❋♦!❡./

missclassified
−−−−−−−−−−→

into
▼♦✉♥✲

/❛✐♥

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✷✿ ❚❤"❡❡ ❡①❛♠♣❧❡) ♦❢ ✇"♦♥❣ ♣"❡❞✐❝2✐♦♥) ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❡"✐❛❧ ❞❛2❛)❡2✱ ❯❈▼❡"❝❡❞ ❛♥❞ ❘❙✶✾✱ ❢♦" ❛ ✜♥❡✲

2✉♥❡❞ ❆❧❡①◆❡2✳ ✭❛✮✲✭❢✮ ❚❤❡ ✜")2 ✐♠❛❣❡ ✐) 2❤❡ ♠✐)❝❧❛))✐✜❡❞ ♦♥❡✱ ✇❤✐❧❡ 2❤❡ )❡❝♦♥❞ ✐) ❛ )❛♠♣❧❡ ♦❢ 2❤❡ ♣"❡❞✐❝2❡❞

❝❧❛))✳ ◆♦2✐❝❡ 2❤❡ )✐♠✐❧❛"✐2② ❜❡2✇❡❡♥ 2❤❡ ❝❧❛))❡)✳

✺✳✸✳✸ ❈♦♠♣❛(✐*♦♥ ✇✐-❤ ❇❛*❡❧✐♥❡*

■♥ $❤✐' '❡❝$✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛0❡ $❤❡ ♣❡0❢♦0♠❛♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ❜❡'$ 0❡'✉❧$' ♦❢ ❡❛❝❤ '$0❛$❡❣② ❢♦0

❡①♣❧♦✐$✐♥❣ $❤❡ ❡①✐'$✐♥❣ ❈♦♥✈◆❡$' ❛♥❞ '$❛$❡✲♦❢✲$❤❡✲❛0$ ❜❛'❡❧✐♥❡'✳ ❋✐❣✉0❡' ✺✳✶✸ $♦ ✺✳✶✺

'❤♦✇ $❤❡ ❝♦♠♣❛0✐'♦♥ ✐♥ $❡0♠' ♦❢ ❛✈❡0❛❣❡ ❛❝❝✉0❛❝②✳ ❆' ✐♥ $❤❡ ♣0❡✈✐♦✉' '❡❝$✐♦♥✱ $❤❡

'✉✣① ✏❉❡'❝0✐♣$♦0'✑ '♣❡❝✐❢② ✇❤❡♥ ❈♦♥✈◆❡$' ✇❡0❡ ✉'❡❞ ❛' ❢❡❛$✉0❡ ❡①$0❛❝$♦0✱ ❜❡✐♥❣ $❤❡

❞❡❡♣ ❢❡❛$✉0❡' ❝❧❛''✐✜❡❞ ✇✐$❤ ❧✐♥❡❛0 ❙❱▼✳

❋♦0 $❤❡ ❯❈▼❡0❝❡❞ ❞❛$❛'❡$✱ ✇❡ '❡❧❡❝$ $❤0❡❡ '$❛$❡✲♦❢✲$❤❡✲❛0$ ❜❛'❡❧✐♥❡'✿ ✭✐✮

●❈▲❇R ❬❈❤❡♥ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❪✱ ✭✐✐✮ ❲✐$❤✲❙❛❧ ❬❩❤❛♥❣ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❪✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ❉❡♥'❡✲

❙■❋❚ ❬❈❤❡0✐②❛❞❛$✱ ✷✵✶✹❪✳ ❚❤❡ 0❡'✉❧$' ♣0❡'❡♥$❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉0❡ ✺✳✶✸ '❤♦✇ $❤❛$ $❤❡ ❜❛'❡❧✐♥❡'

✇❡0❡ ♦✉$♣❡0❢♦0♠❡❞ ❜② ❛❧❧ '$0❛$❡❣✐❡'✱ ❡①❝❡♣$ $❤❡ ❢✉❧❧ $0❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡✳ ❋✉0$❤❡0♠♦0❡✱ $❤❡ ❝❧❛'✲

'✐✜❝❛$✐♦♥ ♦❢ ❞❡❡♣ ❢❡❛$✉0❡' ❡①$0❛❝$❡❞ ❢0♦♠ $❤❡ ✜♥❡✲$✉♥❡❞ ●♦♦❣▲❡◆❡$ ✇✐$❤ ❧✐♥❡❛0 ❙❱▼

❛❝❤✐❡✈❡ $❤❡ ❜❡'$ 0❡'✉❧$ ♦❢ ❛❧❧ ✭✾✾✳✹✼✪ ± ✵✳✺✵✮✱ ❜❡✐♥❣ ❝❧♦'❡❧② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② $❤❡ ✜♥❡✲$✉♥❡❞

●♦♦❣▲❡◆❡$✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞❡❞ ✾✼✳✼✽✪ ± ✵✳✾✼✱ ✐♥ $❡0♠' ♦❢ ❛✈❡0❛❣❡ ❛❝❝✉0❛❝②✳

❋♦0 $❤❡ ❘❙✶✾ ❞❛$❛'❡$✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛0❡ $❤❡ ❜❡'$ 0❡'✉❧$' ♦❢ ❡❛❝❤ '$0❛$❡❣② $♦ $❤❡

●❈▲❇R ❬❈❤❡♥ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❪ ❛♣♣0♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞❡❞ ✾✶✳✵✪ ± ✶✳✺✳ ❚❤❡ ♦✉$❝♦♠❡'

♣0❡'❡♥$❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉0❡ ✺✳✶✹ ❝♦♥✜0♠ $❤❡ 0❡'✉❧$' ♦❜$❛✐♥❡❞ ✐♥ $❤❡ ❯❈▼❡0❝❡❞ ❞❛$❛'❡$ '✐♥❝❡

$❤❡'❡ $✇♦ ❞❛$❛'❡$' ❛0❡ ✈❡0② '✐♠✐❧❛0✿ ✉'✐♥❣ ❧✐♥❡❛0 ❙❱▼ $♦ ❝❧❛''✐❢② ❞❡❡♣ ❢❡❛$✉0❡' ❡①✲

$0❛❝$❡❞ ❢0♦♠ ❛ ✜♥❡✲$✉♥❡❞ ●♦♦❣▲❡◆❡$ ②✐❡❧❞❡❞ $❤❡ ❜❡'$ 0❡'✉❧$✳ ❋✉0$❤❡0♠♦0❡✱ ❛♥❛❧♦❣♦✉'

$♦ $❤❡ ♣0❡✈✐♦✉' ❞❛$❛'❡$✱ $❤❡ ❢✉❧❧②✲$0❛✐♥❡❞ ♥❡$✇♦0❦ ❞✐❞ ♥♦$ ♦✉$♣❡0❢♦0♠ $❤❡ ❜❛'❡❧✐♥❡✱
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❆✉❞❡❜❡-& ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❀ ▼❛❣❣✐♦-✐ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❀ ▼❛-♠❛♥✐+ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❀ T❛✐+✐&❦-✐❛♥❣❦-❛✐

❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❀ ❲❛♥❣ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪ ✐♥❝♦-♣♦-❛&❡ &❤❡ ❜❡♥❡✜&+ ♦❢ &❤❡ ♠✉❧&✐✲❝♦♥&❡①& ♣❛-❛❞✐❣♠

✐♥ &❤❡✐- ❛-❝❤✐&❡❝&✉-❡+ ✉+✐♥❣ ❞✐✛❡-❡♥& ❛♣♣-♦❛❝❤❡+✳ ❙♦♠❡ ♦❢ &❤❡♠ ❬▼❛-❝✉ ❛♥❞ ▲❡♦-❞❡❛♥✉✱

✷✵✶✻❀ T❛✐+✐&❦-✐❛♥❣❦-❛✐ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❀ ❆✉❞❡❜❡-& ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪ &-❛✐♥ +❡✈❡-❛❧ ❞✐+&✐♥❝& ❧❛②❡-+

♦- ♥❡&✇♦-❦+✱ ♦♥❡ ❢♦- ❡❛❝❤ ❝♦♥&❡①&✱ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡ &❤❡♠ ❢♦- &❤❡ ✜♥❛❧ ♣-❡❞✐❝&✐♦♥✳ ❖&❤✲

❡-+ ❬▼❛-♠❛♥✐+ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❀ ▼❛❣❣✐♦-✐ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❀ ❲❛♥❣ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪ ❡①&-❛❝& ❛♥❞ ♠❡-❣❡

❢❡❛&✉-❡+ ❢-♦♠ ❞✐+&✐♥❝& ❧❛②❡-+ ✐♥ ♦-❞❡- &♦ ❛❣❣-❡❣❛&❡ ♠✉❧&✐✲❝♦♥&❡①& ✐♥❢♦-♠❛&✐♦♥✳ ■♥❞❡♣❡♥✲

❞❡♥&❧② ♦❢ &❤❡ ❛♣♣-♦❛❝❤✱ &♦ ❛❣❣-❡❣❛&❡ ♠✉❧&✐✲❝♦♥&❡①& ✐♥❢♦-♠❛&✐♦♥✱ ♠♦-❡ ♣❛-❛♠❡&❡-+ ❛-❡

✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ &❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧✱ -❡+✉❧&✐♥❣ ✐♥ ❛ ♠♦-❡ ❝♦♠♣❧❡① ❧❡❛-♥✐♥❣ ♣-♦❝❡++ ❬●♦♦❞❢❡❧❧♦✇

❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪✳

■♥ &❤✐+ ❝❤❛♣&❡-✱ ✇❡ ♣-♦♣♦+❡ ❛ ♥♦✈❡❧ &❡❝❤♥✐R✉❡ &♦ ♣❡-❢♦-♠ +❡♠❛♥&✐❝ +❡❣♠❡♥&❛✲

&✐♦♥ ♦❢ ❘❙■+ &❤❛& ❡①♣❧♦✐&+ &❤❡ ♠✉❧&✐✲❝♦♥&❡①& ♣❛-❛❞✐❣♠ ✇✐&❤♦✉& ✐♥❝-❡❛+✐♥❣ &❤❡ ♥✉♠❜❡-

♦❢ ♣❛-❛♠❡&❡-+ ✇❤✐❧❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛❞❛♣&✐✈❡❧② &❤❡ ❜❡+& ♣❛&❝❤ +✐③❡ ❢♦- &❤❡ ✐♥❢❡-❡♥❝❡ +&❛❣❡✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ &❤✐+ &❡❝❤♥✐R✉❡ ✐+ ❜❛+❡❞ ✉♣♦♥ ❛♥ ❛-❝❤✐&❡❝&✉-❡ ❝♦♠♣♦+❡❞ ❡①❝❧✉+✐✈❡❧② ♦♥ ❞✐✲

❧❛&❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉&✐♦♥+ ❬❨✉ ❛♥❞ ❑♦❧&✉♥✱ ✷✵✶✺❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛-❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣-♦❝❡++✐♥❣ ✐♥♣✉& ♣❛&❝❤





✻✳✶✳ #✐①❡❧ ❈❧❛**✐❢✐❝❛-✐♦♥ ❆♣♣2♦❛❝❤ ✼✾

✻✳✶ #✐①❡❧ ❈❧❛**✐✜❝❛-✐♦♥ ❆♣♣2♦❛❝❤

■♥ $❤❡ ♥❡①$ (❡❝$✐♦♥(✱ ✇❡ ❞❡(❝/✐❜❡ $❤❡ ❜❛(✐❝ ✐❞❡❛( ♦❢ $❤❡ ♣/♦♣♦(❡❞ ❛♣♣/♦❛❝❤ $♦ ♣❡/❢♦/♠

♣✐①❡❧ ❝❧❛((✐✜❝❛$✐♦♥ ✐♥ ❘❙■(✳ ❚❤❡ ❝♦/❡ ✭❞②♥❛♠✐❝ ♠✉❧$✐✲❝♦♥$❡①$✮ ❛❧❣♦/✐$❤♠ ✐( ♣/❡(❡♥$❡❞

✐♥ ❙❡❝$✐♦♥ ✻✳✶✳✶✳ ❚❤❡♥✱ $❤❡ ❞✐❧❛$❡❞ ❈♦♥✈◆❡$ ❛/❝❤✐$❡❝$✉/❡( ♣/♦♣♦(❡❞ $♦ ♣❡/❢♦/♠ ♣✐①❡❧

❝❧❛((✐✜❝❛$✐♦♥ ❛/❡ ♣/❡(❡♥$❡❞ ✐♥ ❙❡❝$✐♦♥ ✻✳✶✳✷✳

✻✳✶✳✶ ❉②♥❛♠✐❝ ▼✉❧-✐✲❈♦♥-❡①- ❆❧❣♦5✐-❤♠

❲❡ ♣/♦♣♦(❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ♠❡$❤♦❞ $♦ ♣❡/❢♦/♠ (❡♠❛♥$✐❝ (❡❣♠❡♥$❛$✐♦♥ ♦❢ ❘❙■( $❤❛$✿ ✭✐✮ ❡①♣❧♦✐$(

$❤❡ ♠✉❧$✐✲❝♦♥$❡①$ ♣❛/❛❞✐❣♠ ✇✐$❤♦✉$ ✐♥❝/❡❛(✐♥❣ $❤❡ ♥✉♠❜❡/ ♦❢ $/❛✐♥❛❜❧❡ ♣❛/❛♠❡$❡/( ♦❢

$❤❡ ♥❡$✇♦/❦✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❞❡✜♥❡(✱ ✐♥ $/❛✐♥✐♥❣ $✐♠❡✱ $❤❡ ❜❡($ ♣❛$❝❤ (✐③❡ $❤❛$ (❤♦✉❧❞ ❜❡

❡①♣❧♦✐$❡❞ ❜② $❤❡ ♥❡$✇♦/❦ ✐♥ $❤❡  ❡" ♣❤❛"❡✳

❆( ♣/❡(❡♥$❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦/✐$❤♠ ✶✱ $❤❡  &❛✐♥✐♥❣ ♣&♦❝❡"" /❡❝❡✐✈❡( ❛( ✐♥♣✉$✿ ✭✐✮ $❤❡ ❞❛$❛

D✱ ✇❤❡/❡ $❤❡ ✐♠❛❣❡( ❛♥❞ $❤❡✐/ /❡❢❡/❡♥❝❡ ❧❛❜❡❧( ❝♦♠❡ ❢/♦♠✱ ✭✐✐✮ ❛ ♣❛$❝❤ (✐③❡ ❞✐($/✐❜✉$✐♦♥

P ✱ $❤❛$ /❡♣/❡(❡♥$( $❤❡ ♣/♦❜❛❜✐❧✐$② ❢✉♥❝$✐♦♥ ✭❦❡♣$ $❤❡ (❛♠❡ ❞✉/✐♥❣ ❛❧❧ $❤❡ $/❛✐♥✐♥❣ ♣/♦✲

❝❡❞✉/❡✮ ❢/♦♠ ✇❤✐❝❤ $❤❡ ♣❛$❝❤ (✐③❡( ✇✐❧❧ ❝♦♠❡ ❢/♦♠✱ ✭✐✐✐✮ $❤❡ ♣❛$❝❤ (❝♦/❡( S ✭✐♥✐$✐❛❧✐③❡❞

✇✐$❤ ③❡/♦(✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉(❡❞ ❞✉/✐♥❣ $❤❡ $/❛✐♥✐♥❣ ♣/♦❝❡❞✉/❡ $♦ ❛❝❝✉♠✉❧❛$❡ $❤❡ (❝♦/❡

♦❢ $❤❡ ♣❛$❝❤ (✐③❡( ♣/♦❞✉❝❡❞ ❜② $❤❡ ♥❡$✇♦/❦✱ ✭✐✈✮ $❤❡ ♥❡$✇♦/❦ N (·)✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ (❡❡♥

❛( ❛ ❢✉♥❝$✐♦♥ $❤❛$ ♣/♦❝❡((❡( $❤❡ ✐♥♣✉$ ❜❛$❝❤ (Xλ×λ,Yλ×λ) ∈ D ✭❛ $✉♣❧❡ ♦❢ ♣❛$❝❤❡( ❛♥❞

/❡❢❡/❡♥❝❡ (❡♠❛♥$✐❝ ❧❛❜❡❧( ✇✐$❤ $❤❡ (❛♠❡ /❡(♦❧✉$✐♦♥ λ × λ✮ ✇✐$❤ /❡(♣❡❝$ $♦ $❤❡ ❝✉//❡♥$

✇❡✐❣❤$( W ✱ ✉♣❞❛$✐♥❣ $❤❡♠✱ ❛♥❞ ♦✉$♣✉$$✐♥❣ ❛ (❝♦/❡ ❢♦/ $❤❡ ❜❛$❝❤ v✱ $❤❛$ ❝❛♥ ❜❡ (❡❡♥✱

(♦♠❡❤♦✇✱ ❛( ❛ L✉❛❧✐$② ❛((❡((♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ♣❛$❝❤ (✐③❡ /❡❧❛$✐✈❡ $♦ $❤❡ ❝✉//❡♥$ ♥❡$✇♦/❦✱ ✭✈✮

$❤❡ ♥✉♠❜❡/ ♦❢ ✐$❡/❛$✐♦♥( ♦/ ❡♣♦❝❤( n✳

❚❤❡ ✜/($ ($❡♣ ✭❧✐♥❡ ✷✮ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐$❡/❛$✐♦♥ ✭❝♦♠♣/✐(❡❞ ✐♥ $❤❡ ❧♦♦♣ ❢/♦♠ ❧✐♥❡ ✶ $♦ ✻✮ ♦❢

$/❛✐♥✐♥❣ ♣/♦❝❡❞✉/❡ ✐( $♦ /❛♥❞♦♠❧② (❡❧❡❝$ ❛ ♣❛$❝❤ (✐③❡ λk ❢/♦♠ $❤❡ ❞✐($/✐❜✉$✐♦♥ P ✱ ✇❤✐❝❤

♠❛② ❜❡ ❛♥② ✈❛❧✐❞ ❞✐($/✐❜✉$✐♦♥✱ (✉❝❤ ❛( ✉♥✐❢♦/♠ ♦/ ♠✉❧$✐♥♦♠✐❛❧✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ $❤❡ ❧✐♥❡ ✸ ♦❢

$❤❡ ❛❧❣♦/✐$❤♠✱ $❤✐( ♣❛$❝❤ (✐③❡ λk ✐( ✉(❡❞ $♦ ❝/❡❛$❡ ❛ ♥❡✇ ❜❛$❝❤ (Xλk×λk
,Yλk×λk

) ∈ D✳

❖❜(❡/✈❡ $❤❛$✱ ❛$ ❡❛❝❤ ✐$❡/❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❛❧❣♦/✐$❤♠✱ ❛ ♥❡✇ ♣❛$❝❤ (✐③❡ ✐( (❡❧❡❝$❡❞ ❛♥❞ ❛ ♥❡✇

/❛♥❞♦♠ ❜❛$❝❤ ✭✉(✐♥❣ ❞✐✛❡/❡♥$ (✐$❡(✮ ✐( (❛♠♣❧❡❞ ❜❛(❡❞ ♦♥ $❤✐( (✐③❡✳ ❚❤✐( ❜❛$❝❤ ✐( $❤❡♥

❡♠♣❧♦②❡❞ $♦ $/❛✐♥ $❤❡ ♥❡$✇♦/❦ N ✱ ✐✳❡✳✱ $♦ ✉♣❞❛$❡ ✐$( ✇❡✐❣❤$( W ✭❧✐♥❡ ✹✮✳ ■$ ✐( ✐♠♣♦/$❛♥$

$♦ ❡♠♣❤❛(✐③❡ $❤❛$ $❤✐( $/❛✐♥✐♥❣ ♣/♦❝❡(( ✭♣❡/❢♦/♠❡❞ ❜② $❤❡ (❛♠♣❧❡❞ ❜❛$❝❤✮ /❡♣/❡(❡♥$(

♦♥❧② ❛ (✐♥❣❧❡ ($❡♣ ✭✐$❡/❛$✐♦♥✮ ♦❢ $❤❡ ♠✐♥✐✲❜❛$❝❤ ♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥ ($/❛$❡❣② ❬●♦♦❞❢❡❧❧♦✇ ❡$ ❛❧✳✱

✷✵✶✻❪ ✭❛♥❞ ♥♦$ $❤❡ ❢✉❧❧ $/❛✐♥✮ $❤❛$ ♣/♦❝❡((❡( ♦♥❡ ✇❤♦❧❡ ❜❛$❝❤ $♦ $❤❡♥ ✉♣❞❛$❡ $❤❡ ♥❡$✇♦/❦

✇❡✐❣❤$( W ✳ ❆( ❛❢♦/❡♠❡♥$✐♦♥❡❞✱ ❢♦/ ❡❛❝❤ ($❡♣ ♦❢ $❤❡ ♠✐♥✐✲❜❛$❝❤ $/❛✐♥✐♥❣ ❛❧❣♦/✐$❤♠✱ $❤❡

♥❡$✇♦/❦ N ♦✉$♣✉$( ❛ (❝♦/❡ ❢♦/ $❤❡ ❝✉//❡♥$ ❜❛$❝❤ v✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥② ♠❡$/✐❝ ✭(✉❝❤

❛( ❛ ❧♦(( ♦/ ❛❝❝✉/❛❝②✮ $❤❛$ ❡($✐♠❛$❡( $❤❡ ♣❡/❢♦/♠❛♥❝❡ ♦❢ $❤❡ ♥❡$✇♦/❦ ❜❛(❡❞ ♦♥ $❤❡



✽✵ ❈❤❛♣$❡& ✻✳ ❈♦♥✈◆❡$✲❇❛/❡❞ 1✐①❡❧ ❈❧❛//✐❢✐❝❛$✐♦♥

❝✉$$❡♥' ❜❛'❝❤✳ ❚❤✐. ❣❡♥❡$❛'❡❞ .❝♦$❡ v ✐. ✉.❡❞ '♦ ✉♣❞❛'❡ '❤❡ ♣❛'❝❤ .❝♦$❡. S ✭❧✐♥❡ ✺ ♦❢
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= Sλk

+ vλk
④❯♣❞❛%❡ +❝♦&❡+⑥

✻✿ ✜♠ ♣❛!❛
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✻✳✸ ❘❡%✉❧(% ❛♥❞ ❉✐%❝✉%%✐♦♥

■♥ 5❤✐2 2❡❝5✐♦♥✱ ✇❡ ♣3❡2❡♥5 ❛♥❞ ❞✐2❝✉22 5❤❡ ♦❜5❛✐♥❡❞ 3❡2✉❧52✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ✜325 ❛♥✲

❛❧②③❡ 5❤❡ ♣❛3❛♠❡5❡32 ♦❢ 5❤❡ ♣3♦♣♦2❡❞ 5❡❝❤♥✐H✉❡✿ ❙❡❝5✐♦♥ ✻✳✸✳✶ ♣3❡2❡♥52 5❤❡ 3❡2✉❧52

❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉2✐♥❣ ❞✐✛❡3❡♥5 ♣❛5❝❤ ❞✐253✐❜✉5✐♦♥2✱ ❙❡❝5✐♦♥ ✻✳✸✳✷ ❛♥❛❧②③❡2 ❞✐25✐♥❝5 ❢✉♥❝5✐♦♥2

5♦ ✉♣❞❛5❡ 5❤❡ ♣❛5❝❤ 2✐③❡ 2❝♦3❡✱ ❛♥❞ ❙❡❝5✐♦♥ ✻✳✸✳✸ ❡✈❛❧✉❛5❡2 ❞✐✛❡3❡♥5 3❛♥❣❡2 ❢♦3 5❤❡

♣❛5❝❤ 2✐③❡✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ❝♦♠♣❛3✐2♦♥ ❜❡5✇❡❡♥ 5❤❡ ❞✐❧❛5❡❞ ❛♥❞ 25❛♥❞❛3❞ ❝♦♥✈♦❧✉5✐♦♥ ✐2 ♣3❡✲

2❡♥5❡❞ ✐♥ ❙❡❝5✐♦♥ ✻✳✸✳✹✳ ❆ ❝♦♥✈❡3❣❡♥❝❡ ❛♥❛❧②2✐2 ♦❢ 5❤❡ ♣3♦♣♦2❡❞ 5❡❝❤♥✐H✉❡ ✐2 ♣❡3❢♦3♠❡❞

✐♥ ❙❡❝5✐♦♥ ✻✳✸✳✺ ✇❤✐❧❡ ❛ ❝♦♠♣❛3✐2♦♥ ❜❡5✇❡❡♥ ♥❡5✇♦3❦2 53❛✐♥❡❞ ✇✐5❤ 5❤❡ ♣3♦♣♦2❡❞ ❛♥❞

25❛♥❞❛3❞ 53❛✐♥✐♥❣ 5❡❝❤♥✐H✉❡2 ✐2 ♣3❡2❡♥5❡❞ ✐♥ ❙❡❝5✐♦♥ ✻✳✸✳✻✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❝♦♠♣❛3✐2♦♥ ✇✐5❤

5❤❡ 25❛5❡✲♦❢✲5❤❡✲❛35 ✐2 3❡♣♦35❡❞ ✐♥ ❙❡❝5✐♦♥ ✻✳✸✳✼✳

✻✳✸✳✶ $❛&❝❤ ❉✐+&,✐❜✉&✐♦♥ ❆♥❛❧②+✐+

❆2 ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛5 5❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❙❡❝5✐♦♥ ✻✳✶✳✶✱ 5❤❡ ❛❧❣♦3✐5❤♠ 3❡❝❡✐✈❡2 ❛2 ✐♥♣✉5 ❛ ❧✐25 ♦❢

♣♦22✐❜❧❡ ♣❛5❝❤ 2✐③❡2 ❛♥❞ ❛ ❝♦33❡2♣♦♥❞❡♥5 ❞✐253✐❜✉5✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝5✱ ❛♥② ❞✐253✐❜✉5✐♦♥ ❝♦✉❧❞

❜❡ ✉2❡❞✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✉♥✐❢♦3♠ ♦3 ♠✉❧5✐♥♦♠✐❛❧✳ ●✐✈❡♥ 5❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ 5❤✐2 ❞✐253✐❜✉5✐♦♥

♦✈❡3 5❤❡ ♣3♦♣♦2❡❞ ❛❧❣♦3✐5❤♠✱ ❡①♣❡3✐♠❡♥52 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❞✉❝5❡❞ 5♦ ❞❡5❡3♠✐♥❡ 5❤❡ ♠♦25

❛♣♣3♦♣3✐❛5❡ ❞✐253✐❜✉5✐♦♥✳ ❚♦✇❛3❞2 5❤✐2✱ ✇❡ 2❡❧❡❝5❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛3❡❞ 5❤3❡❡ ❞✐25✐♥❝5 ❞✐2✲

53✐❜✉5✐♦♥2✳ ❋✐325 ✐2 5❤❡ ✉♥✐❢♦&♠ ❞✐253✐❜✉5✐♦♥ ♦✈❡3 ❛ 3❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡2✱ ✐✳❡✳✱ ❣✐✈❡♥ 5✇♦

❡①53❡♠❡ ♣♦✐♥52✱ ❛❧❧ ✐♥5❡3♠❡❞✐❛5❡ ✈❛❧✉❡2 ✭❡①53❡♠❡2 ✐♥❝❧✉❞❡❞✮ ✐♥2✐❞❡ 5❤✐2 3❛♥❣❡ 2❤♦✉❧❞

❤❛✈❡ 5❤❡ 2❛♠❡ ♣3♦❜❛❜✐❧✐5② ♦❢ ❜❡✐♥❣ 2❡❧❡❝5❡❞✳ ❙❡❝♦♥❞ ✐2 5❤❡ ✉♥✐❢♦3♠ ❞✐253✐❜✉5✐♦♥ ❜✉5

♦✈❡3 2❡❧❡❝5❡❞ ✈❛❧✉❡2 ✭❛♥❞ ♥♦5 ❛ 3❛♥❣❡✮✳ ■♥ 5❤✐2 ❝❛2❡✱ 3❡❢❡3❡♥❝❡❞ ❛2 ✉♥✐❢♦&♠ ✜①❡❞✱ 5❤❡

♣3♦❜❛❜✐❧✐5② ❞✐253✐❜✉5✐♦♥ ✐2 ❡H✉❛❧❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥5♦ 5❤❡ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡2 ✭5❤❡ 3❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥5❡3✲

♠❡❞✐❛5❡ ♣♦✐♥52 ❤❛✈❡ ♥♦ ♣3♦❜❛❜✐❧✐5② ♦❢ ❜❡✐♥❣ 2❡❧❡❝5❡❞✮✳ ❚❤❡ ❧❛25 ❞✐253✐❜✉5✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛5❡❞

✐2 5❤❡ ♠✉❧"✐♥♦♠✐❛❧✳ ■♥ 5❤✐2 ❝❛2❡✱ ♦3❞✐♥❛3② ✈❛❧✉❡2 ✐♥2✐❞❡ ❛ 3❛♥❣❡ ❤❛✈❡ 5❤❡ 2❛♠❡ ♣3♦❜❛✲



✽✻ ❈❤❛♣$❡& ✻✳ ❈♦♥✈◆❡$✲❇❛/❡❞ 1✐①❡❧ ❈❧❛//✐❢✐❝❛$✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✻✳✷✿ ❘❡"✉❧%" ♦✈❡( ❞✐✛❡(❡♥% ❞✐"%(✐❜✉%✐♦♥"✳

❖✈❡#❛❧❧ ❆❝❝✉#❛❝② ❑❛♣♣❛ ❆✈❡#❛❣❡ ❆❝❝✉#❛❝② ❋✶ ❙❝♦#❡

❯♥✐❢♦#♠ ✽✻✳✶✸±✷✳✸✾ ✻✾✳✸✾±✸✳✹✽ ✽✹✳✽✶±✶✳✻✺ ✽✹✳✺✽±✶✳✾✵
❯♥✐❢♦#♠ ❋✐①❡❞ ✽✻✳✷✼±✶✳✹✹ ✻✾✳✹✶±✷✳✵✶ ✽✹✳✽✺±✶✳✻✻ ✽✹✳✻✷±✶✳✵✻
▼✉❧9✐♥♦♠✐❛❧ ✽✻✳✵✻±✶✳✻✽ ✻✽✳✾✹±✷✳✾✹ ✽✹✳✺✻±✷✳✵✵ ✽✹✳✸✾±✶✳✺✶

❜✐❧✐.② ❜✉. 1❡✈❡4❛❧ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥.1 ❤❛✈❡ .✇✐❝❡ .❤❡ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ 1❡❧❡❝.❡❞✳ ■♥ .❤♦1❡ ❧❛1. .✇♦

❞✐1.4✐❜✉.✐♦♥✱ .❤❡ 4❡❧❡✈❛♥. ♣♦✐♥.1 ❛4❡ ❝❤♦1❡♥ ❜❛1❡❞ ♦♥ ♣4❡✈✐♦✉1 ✇♦4❦1 ♦❢ .❤❡ ❧✐.❡4❛.✉4❡✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡4❡♥❝❡ ❜❡.✇❡❡♥ .❤❡ ❡✈❛❧✉❛.❡❞ ❞✐1.4✐❜✉.✐♦♥1 ✐1 4❡❧❛.❡❞ .♦ .❤❡ ♣4✐♦4

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ .❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥✳ ■♥ .❤❡ ✉♥✐❢♦4♠ ❞✐1.4✐❜✉.✐♦♥✱ ♥♦ ♣4✐♦4 ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐1 ❛1✲

1✉♠❡❞✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ♣❛.❝❤ 1✐③❡1 ❢4♦♠ .❤❡ ✐♥♣✉. 4❛♥❣❡ ❤❛✈❡ .❤❡ 1❛♠❡ ♣4♦❜❛❜✐❧✐.②✱ .❛❦✐♥❣

♠♦4❡ .✐♠❡ .♦ ❝♦♥✈❡4❣❡ .❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✉♥✐❢♦4♠ ✜①❡❞ ❞✐1.4✐❜✉.✐♦♥ ❛11✉♠❡1 ❛ ❣♦♦❞

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ .❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥❧② ♣4❡✲❞❡✜♥❡❞ ♣❛.❝❤ 1✐③❡1 ❝❛♥ ❜❡ ✭❡J✉❛❧❧②✮ 1❡❧❡❝.❡❞

❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛.❡❞✱ .❛❦✐♥❣ ❧❡11 .✐♠❡ .♦ ❝♦♥✈❡4❣❡ .❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠✉❧.✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐1.4✐❜✉.✐♦♥

.4✐❡1 .♦ ❜❧❡♥❞ ♣4❡✈✐♦✉1 ✐❞❡❛1✳ ❆11✉♠✐♥❣ ❛ ❝❡4.❛✐♥ ♣4✐♦4 ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ .❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥✱

.❤❡ ♠✉❧.✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐1.4✐❜✉.✐♦♥ ✇❡✐❣❤1 .❤❡ ♣4♦❜❛❜✐❧✐.✐❡1 ❛❧❧♦✇✐♥❣ .❤❡ ♥❡.✇♦4❦ .♦ ❣✐✈❡ ♠♦4❡

❛..❡♥.✐♦♥ .♦ 1♣❡❝✐✜❝ ♣4❡✲❞❡✜♥❡❞ ♣❛.❝❤ 1✐③❡1 ❜✉. ✇✐.❤♦✉. ❞✐1❝❛4❞✐♥❣ .❤❡ ♦.❤❡41✳ ■❢ ♣4✐♦4

✐♥.✉✐.✐♦♥ ✐1 ❝♦♥✜4♠❡❞✱ .❤❡1❡ ♣4❡✲❞❡✜♥❡❞ ♣❛.❝❤ 1✐③❡1 ❛4❡ 4❛♥❞♦♠❧② 1❡❧❡❝.❡❞ ♠♦4❡ ♦❢.❡♥

❛♥❞ .❤❡ ♥❡.✇♦4❦ 1❤♦✉❧❞ ❝♦♥✈❡4❣❡ ❢❛1.❡4✳ ❖.❤❡4✇✐1❡✱ .❤❡ ♣4♦♣♦1❡❞ ♣4♦❝❡11 ✐1 1.✐❧❧ ❛❜❧❡

.♦ ✉1❡ ♦.❤❡4 ✭♥♦♥✲♣4❡✲❞❡✜♥❡❞✮ ♣❛.❝❤ 1✐③❡1 ❛♥❞ ❝♦♥✈❡4❣❡ .❤❡ ♥❡.✇♦4❦ ❛♥②✇❛②✳

❘❡1✉❧.1 ♦❢ .❤✐1 ❛♥❛❧②1✐1 ❝❛♥ ❜❡ 1❡❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✷✳ ◆♦.❡ .❤❛. ❛❧❧ ❡①♣❡4✐♠❡♥.1 ✇❡4❡

♣❡4❢♦4♠❡❞ ✉1✐♥❣ .❤❡ ❈♦✛❡❡ ❉❛.❛1❡. ❬◆♦❣✉❡✐4❛ ❡. ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❛❪✱ ❉✐❧❛.❡❞✻ ♥❡.✇♦4❦ ✭❋✐❣✲

✉4❡ ✻✳✸❛✮✱ ❛❝❝✉4❛❝② ❛1 1❝♦4❡ ❢✉♥❝.✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤②♣❡4♣❛4❛♠❡.❡41 ♣4❡1❡♥.❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✳ ■♥

.❤❡1❡ ❡①♣❡4✐♠❡♥.1✱ ♣❛.❝❤❡1 1✐③❡ ✈❛4✐❡❞ ❢4♦♠ 25 × 25 .♦ 50 × 50✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦4 .❤❡

✉♥✐❢♦4♠ ❞✐1.4✐❜✉.✐♦♥✱ ❛♥② ✈❛❧✉❡ ❜❡.✇❡❡♥ ✷✺ ❛♥❞ ✺✵ ❤❛1 .❤❡ 1❛♠❡ ♣4♦❜❛❜✐❧✐.② ♦❢ ❜❡✐♥❣

1❡❧❡❝.❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦4 .❤❡ ♠✉❧.✐♥♦♠✐❛❧ ❞✐1.4✐❜✉.✐♦♥✱ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡1 ❤❛✈❡ 1♦♠❡ ❝❤❛♥❝❡ .♦ ❜❡ 1❡✲

❧❡❝.❡❞✱ ❜✉. .❤❡1❡ .✇♦ ♣♦✐♥.1 ❤❛✈❡ .✇✐❝❡ .❤❡ ♣4♦❜❛❜✐❧✐.②✳ ❋♦4 .❤❡ ✉♥✐❢♦4♠ ✜①❡❞✱ .❤❡1❡ .✇♦

♣❛.❝❤ 1✐③❡1 1♣❧✐. .❤❡ .♦.❛❧ ♣4♦❜❛❜✐❧✐.② ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❤❛1 ✺✵✪ ♦❢ ❜❡✐♥❣ 1❡❧❡❝.❡❞✳ ❖✈❡4❛❧❧✱

.❤❡ ✈❛4✐❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❞✐1.4✐❜✉.✐♦♥ ❤❛1 ♥♦ 1❡4✐♦✉1 ✐♠♣❛❝. ♦♥ .❤❡ ✜♥❛❧ ♦✉.❝♦♠❡✱ 1✐♥❝❡ 4❡✲

1✉❧.1 ❛4❡ ❛❧❧ ✈❡4② 1✐♠✐❧❛4✳ ❍♦✇❡✈❡4✱ ❣✐✈❡♥ ✐.1 1✐♠♣❧✐❝✐.② ❛♥❞ ❢❛1.❡4 ❝♦♥✈❡4❣❡♥❝❡✱ ❢♦4 .❤❡

4❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦❢ .❤✐1 ✇♦4❦✱ 4❡1✉❧.1 ✇✐❧❧ ❜❡ 4❡♣♦4.❡❞ ✉1✐♥❣ .❤❡ ✉♥✐❢♦#♠ ✜①❡❞ ❞✐1.4✐❜✉.✐♦♥✳
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❆1 ✐♥.4♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝.✐♦♥ ✻✳✶✱ ❛. ❡❛❝❤ .4❛✐♥✐♥❣ ✐.❡4❛.✐♦♥ ❛♥ ✉♣❞❛.❡ ✐1 ♣❡4❢♦4♠❡❞ ✐♥ .❤❡

1❝♦4❡ ♦❢ ♣❛.❝❤ 1✐③❡1✱ ✇❤✐❝❤ ❛4❡ ✉1❡❞ ✐♥ .❤❡ 1❡❧❡❝.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❜❡1. ♣❛.❝❤ 1✐③❡ ❞✉4✐♥❣ .❤❡

.❡1.✐♥❣ 1.❛❣❡✳ ■♥ .❤✐1 ✇♦4❦✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛.❡❞ .✇♦ ♣♦11✐❜❧❡ 1❝♦4❡ ❢✉♥❝.✐♦♥1 .❤❛. ❝♦✉❧❞ ❜❡
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❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ 4❤✐6 64❡♣✿ 4❤❡ ❧♦66 ❛♥❞ 4❤❡ ❛❝❝✉;❛❝②✳ ■♥ 4❤❡ ✜;64 ❝❛6❡✱ 4❤❡ ❧♦66 ✐6 ❛ ♠❡❛6✉;❡

✭♦❜4❛✐♥❡❞ ✉6✐♥❣ ❝;♦66 ❡♥4;♦♣② ❬●♦♦❞❢❡❧❧♦✇ ❡4 ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪✱ ✐♥ 4❤✐6 ❝❛6❡✮ 4❤❛4 ;❡♣;❡6❡♥46

4❤❡ ❡;;♦; ❣❡♥❡;❛4❡❞ ✐♥ 4❡;♠6 ♦❢ 4❤❡ ❣;♦✉♥❞✲4;✉4❤6 ❛♥❞ 4❤❡ ♥❡4✇♦;❦ ♣;❡❞✐❝4✐♦♥6✳ ■♥ 4❤❡

6❡❝♦♥❞ ❝❛6❡✱ 4❤❡ 6❝♦;❡ ✐6 ;❡♣;❡6❡♥4❡❞ ❜② 4❤❡ ♣✐①❡❧ ❝❧❛66✐✜❝❛4✐♦♥ ❛❝❝✉;❛❝② ❬❈♦♥❣❛❧4♦♥
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✷✵✶✻❛❪✱ ❉✐❧❛4❡❞✻ ♥❡4✇♦;❦ ✭❋✐❣✉;❡ ✻✳✸❛✮✱ ✉♥✐❢♦;♠ ✜①❡❞ ❞✐64;✐❜✉4✐♦♥ ✭♦✈❡; 25 × 25 ❛♥❞

50 × 50✮✱ ❛♥❞ 6❛♠❡ ❤②♣❡;♣❛;❛♠❡4❡;6 ♣;❡6❡♥4❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✳ ❘❡6✉❧46 ❝❛♥ ❜❡ 6❡❡♥ ✐♥
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6✐♠✐❧❛; ;❡6✉❧46✳ ❍♦✇❡✈❡;✱ 6✐♥❝❡ ❛❝❝✉#❛❝② 2❝♦#❡ ✐6 ♠♦;❡ ✐♥4✉✐4✐✈❡✱ ❢♦; 4❤❡ ;❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦❢

4❤✐6 ✇♦;❦✱ ;❡6✉❧46 ✇✐❧❧ ❜❡ ;❡♣♦;4❡❞ ✉6✐♥❣ 4❤✐6 ❢✉♥❝4✐♦♥✳
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25, 50 ✇❛! !❡❧❡❝+❡❞ ❛♥❞ ✉!❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ❢✉0+❤❡0 ❡①♣❡0✐♠❡♥+!✳

❋♦0 0❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞❛+❛!❡+!✱ ❛ !♣❡❝✐✜❝ 0❛♥❣❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ +❤❡ ❜❡!+ 0❡!✉❧+✳ ❋♦0 +❤❡ ●❘❙❙

❉❛+❛ ❋✉!✐♦♥ ❉❛+❛!❡+ ❬▲✐❛♦ ❡+ ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❪✱ +❤❡ ❜❡!+ 0❡!✉❧+ ✇❛! ♦❜+❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥!✐❞❡0✲

✐♥❣ +❤❡ ❧❛0❣❡!+ 0❛♥❣❡ ✭7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, 70✮✱ ✐✳❡✳✱ +❤❡ 0❛♥❣❡ ✈❛0②✐♥❣ ❢0♦♠

!♠❛❧❧ +♦ ❧❛0❣❡ ♣❛+❝❤ !✐③❡!✳ ❋♦0 ❱❛✐❤✐♥❣❡♥ ❬■❙V❘❙✱ ✷✵✶✽❛❪✱ +❤❡ ✐♥+❡0♠❡❞✐❛+❡ 0❛♥❣❡

✭45, 55, 65, 75, 85✮ ❛❝❤✐❡✈❡❞ +❤❡ ❜❡!+ 0❡!✉❧+✳ ❚❤❡0❡❢♦0❡✱ ✐♥ +❤❡!❡ ❝❛!❡!✱ !✉❝❤ 0❛♥❣❡! ✇❡0❡

!❡❧❡❝+❡❞ ❛♥❞ ✉!❡❞ ✐♥ +❤❡ 0❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡①♣❡0✐♠❡♥+! ♦❢ +❤✐! ✇♦0❦✳ ❍♦✇❡✈❡0✱ ❛! ❝❛♥ ❜❡ !❡❡♥

+❤0♦✉❣❤ ❚❛❜❧❡ ✻✳✹✱ ♦+❤❡0 0❛♥❣❡! ❛❧!♦ ♣0♦❞✉❝❡ ❝♦♠♣❡+✐+✐✈❡ 0❡!✉❧+! ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ !❡❧❡❝+❡❞

❛♥❞ ✉!❡❞ ✇✐+❤♦✉+ !✐❣♥✐✜❝❛♥+ ❧♦!! ♦❢ ♣❡0❢♦0♠❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜0♠! +❤❡ 0♦❜✉!+♥❡!! ♦❢ +❤❡

♣0♦♣♦!❡❞ ♠❡+❤♦❞ ✐♥ 0❡❧❛+✐♦♥ +♦ +❤❡ ♣❛+❝❤ !✐③❡ 0❛♥❣❡✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✐+ +♦ ♣0♦❝❡!! ✐♠❛❣❡!

✇✐+❤♦✉+ +❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❡①♣❡0✐♠❡♥+❛❧❧② !❡❛0❝❤✐♥❣ ❢♦0 +❤❡ ❜❡!+ ♣❛+❝❤ !✐③❡ ❝♦♥✜❣✉0❛+✐♦♥✳

■♥ +❡0♠! ♦❢ ♣❛+❝❤ !✐③❡ !❡❧❡❝+✐♦♥ ✭❞✉0✐♥❣ +❤❡ ✐♥❢❡0❡♥❝❡ ♣❤❛!❡✮✱ +❤❡ ❛❧❣♦0✐+❤♠ 0❡❛❧❧②

✈❛0✐❡! ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ +❤❡ ❡①♣❡0✐♠❡♥+✳ ❋♦0 +❤❡ ❈♦✛❡❡ ❉❛+❛!❡+✱ +❤❡ ♠♦!+ !❡❧❡❝+❡❞ ♣❛+❝❤

!✐③❡! ✇❡0❡ ✺✵ ❛♥❞ ✼✺✱ !❤♦✇✐♥❣ ❛ +0❡♥❞ +♦✇❛0❞! !✉❝❤ ✐♥+❡0✈❛❧✳ ❋♦0 +❤❡ 0❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞❛+❛!❡+!✱

❧❛0❣❡0 ♣❛+❝❤❡! ✇❡0❡ ❢❛✈♦0❡❞ ✐♥ ♦✉0 ❡①♣❡0✐♠❡♥+!✳ ❚❤✐! ♠❛② ❜❡ ❥✉!+✐✜❡❞ ❜② +❤❡ ❢❛❝+ +❤❛+

✉0❜❛♥ ❛0❡❛! ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥+❡0❛❝+✐♦♥! ❛♥❞ ❧❛0❣❡0 ♣❛+❝❤❡! ❛❧❧♦✇ +❤❡ ♥❡+✇♦0❦ +♦ ❝❛♣+✉0❡

♠♦0❡ ✐♥❢♦0♠❛+✐♦♥ ❛❜♦✉+ +❤❡ ❝♦♥+❡①+✳ ❚❤♦✉❣❤ +❤❡ ❜❡!+ ♣❛+❝❤ !✐③❡ ✐! 0❡❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥+

♦♥ +❤❡ ❡①♣❡0✐♠❡♥+✱ ❝✉00❡♥+ 0❡!✉❧+! !❤♦✇❡❞ +❤❛+ +❤❡ ♣0♦♣♦!❡❞ ❛♣♣0♦❛❝❤ ✐! ❛❜❧❡ +♦ ❧❡❛0♥

❛♥❞ !❡❧❡❝+ +❤❡ ❜❡!+ ♣❛+❝❤ !✐③❡ ✐♥ ♣0♦❝❡!!✐♥❣ +✐♠❡ ♣0♦❞✉❝✐♥❣ ✐♥+❡0❡!+✐♥❣ ♦✉+❝♦♠❡! ✇❤❡♥

❝♦♠♣❛0❡❞ +♦ !+❛+❡✲♦❢✲+❤❡✲❛0+ ✇♦0❦!✱ ❛ ❢❛❝+ 0❡❝♦♥✜0♠❡❞ ✐♥ ❙❡❝+✐♦♥ ✻✳✸✳✼✳

✻✳✸✳✹ ❈♦♥✈♦❧✉*✐♦♥ ❖♣❡/❛*✐♦♥ ❆♥❛❧②3✐3

❆❧+❤♦✉❣❤ +❤❡ ♣0♦♣♦!❡❞ ♥❡+✇♦0❦! ✉!❡ ❞✐❧❛+❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉+✐♦♥!✱ ✐+ ✐! ♣♦!!✐❜❧❡ +♦ 0❡❝0❡❛+❡ !✉❝❤

❛0❝❤✐+❡❝+✉0❡! ✉!✐♥❣ !+❛♥❞❛0❞ ❝♦♥✈♦❧✉+✐♦♥ ♦♣❡0❛+✐♦♥!✳ ❆! ✐♥+0♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝+✐♦♥ ✸✳✶✳✷✳✷✱

+❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡0❡♥❝❡ ❜❡+✇❡❡♥ +❤❡!❡ ❝♦♥✈♦❧✉+✐♦♥ ♦♣❡0❛+✐♦♥! ✐! +❤❡ ♣♦!!✐❜✐❧✐+② +♦ ❤❛✈❡ ❣❛♣!

✐♥ +❤❡ ✜❧+❡0 ✇❡✐❣❤+!✱ ❛ !♣❡❝✐❛❧ ❝❤❛0❛❝+❡0✐!+✐❝ ♦❢ +❤❡ ❞✐❧❛+❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉+✐♦♥! ❬❨✉ ❛♥❞ ❑♦❧+✉♥✱

✷✵✶✺❪✳ ❙✉❝❤ ❛!♣❡❝+ ♠❛❦❡! ❛❧❧ +❤❡ ❞✐✛❡0❡♥❝❡ !✐♥❝❡ ❞✐❧❛+❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉+✐♦♥ ❝❛♥ ❡①♣❛♥❞ +❤❡

❡①♣❧♦✐+❡❞ ❝♦♥+❡①+ ✭❜② ❡♥❧❛0❣✐♥❣ +❤❡ ✜❧+❡0 ✇❡✐❣❤+!✮ ✇✐+❤♦✉+ ✐♥❝0❡❛!✐♥❣ +❤❡ ♥✉♠❜❡0 ♦❢



✻✳✸✳ ❘❡%✉❧(% ❛♥❞ ❉✐%❝✉%%✐♦♥ ✽✾

❚❛❜❧❡ ✻✳✹✿ ❘❡"✉❧%" ♦❢ %❤❡ ♣*♦♣♦"❡❞ ❛♣♣*♦❛❝❤ ✇❤❡♥ ✈❛*②✐♥❣ %❤❡ ✐♥♣✉% *❛♥❣❡ ♦❢ ♣❛%❝❤ "✐③❡"✳ ❋♦* ❱❛✐❤✐♥❣❡♥✱ ❛

✈❛❧✐❞❛%✐♦♥ "❡% ✭❝*❡❛%❡❞ ❛❝❝♦*❞✐♥❣ ❬❱♦❧♣✐ ❛♥❞ ❚✉✐❛✱ ✷✵✶✼❪✮ ✐" ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❇♦❧❞ ♣❛%❝❤ "✐③❡ *❛♥❣❡" ✇❡*❡ "❡❧❡❝%❡❞ ❢♦*

❛❧❧ ❢✉*%❤❡* ❡①♣❡*✐♠❡♥%"✳

❉❛"❛#❡"#

%❛"❝❤

❙✐③❡

❘❛♥❣❡

▼♦#"

❙❡❧❡❝"❡❞

❙✐③❡

❖✈❡4❛❧❧

❆❝❝✉4❛❝②

❆✈❡4❛❣❡

❆❝❝✉4❛❝②

❈♦✛❡❡

✷✺✱✺✵ ✺✵ ✽✻✳✷✼±✶✳✹✹ ✽✹✳✽✺±✶✳✻✻
✺✵✱✼✺ ✺✵ ✽✼✳✸✷±✶✳✽✷ ✽✺✳✺✾±✶✳✺✾
✼✺✱✶✵✵ ✼✺ ✽✻✳✵✼±✶✳✾✺ ✽✺✳✾✶±✶✳✻✽

✷✺✱✺✵✱✼✺✱✶✵✵✱✶✷✺ ✼✺ ✽✼✳✶✶±✶✳✼✹ ✽✺✳✶✼±✶✳✺✷

●❘❙❙

✼✱✶✹✱✷✶✱✷✽✱✸✺ ✸✺ ✽✼✳✾✸ ✽✺✳✽✼

✷✽✱✸✺✱✹✷✱✹✾✱✺✻ ✹✾ ✽✼✳✼✶ ✽✺✳✷✻

✹✷✱✹✾✱✺✻✱✻✸✱✼✵ ✼✵ ✽✽✳✸✸ ✽✽✳✵✹

✼✱✶✹✱✷✶✱✷✽✱✸✺✱✹✷✱✹✾✱✺✻✱✻✸✱✼✵ ✼✵ ✾✵✳✶✵ ✾✵✳✶✸

❱❛✐❤✐♥❣❡♥

✷✺✱✹✺✱✺✺✱✻✺ ✻✺ ✽✻✳✻✵ ✼✶✳✵✸

✹✺✱✺✺✱✻✺✱✼✺✱✽✺ ✽✺ ✽✽✳✻✻ ✼✶✳✾✻

✷✺✱✹✺✱✺✺✱✻✺✱✽✺✱✾✺✱✶✵✵ ✾✺ ✽✼✳✹✹ ✼✶✳✸✵

♣❛.❛♠❡1❡.2✱ ✇❤✐❧❡ 21❛♥❞❛.❞ ❝♦♥✈♦❧✉1✐♦♥2 ❛.❡ ♥♦1 ❛❜❧❡ 1♦ ❞♦ 1❤✐2 2✐♥❝❡ 1❤❡ ✜❧1❡.2 ❛.❡

❛❧✇❛②2 ❣.♦✉♣❡❞ ✭✇✐1❤♦✉1 ❣❛♣2✮✳ ❚❤✐2 ✐2 ❛ ❣.❡❛1 ❛❞✈❛♥1❛❣❡ 2✐♥❝❡ ❛ ❞❡❡♣❡. ♥❡1✇♦.❦

❝♦♠♣♦2❡❞ ♦❢ 21❛♥❞❛.❞ ❝♦♥✈♦❧✉1✐♦♥ ♦♣❡.❛1✐♦♥2 ✭✇✐1❤♦✉1 ❛♥② ❞♦✇♥2❛♠♣❧❡ ♦. ✉♣2❛♠♣❧❡

♦♣❡.❛1✐♦♥✮ ✇♦✉❧❞ .❡F✉✐.❡ ♠♦.❡ ❧❛②❡.2 ✐♥ ♦.❞❡. 1♦ ❛❣❣.❡❣❛1❡ ❛ ❧❛.❣❡ ❝♦♥1❡①1✱ ✇❤✐❧❡ ❛

♥❡1✇♦.❦ ❝♦♠♣♦2❡❞ ♦❢ ❞✐❧❛1❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉1✐♦♥2 ❝❛♥ ❡①♣❛♥❞ 1❤❡ ❝♦♥1❡①1 ✇✐1❤♦✉1 ✐♥❝.❡❛2✐♥❣

1❤❡ ♥✉♠❜❡. ♦❢ ♣❛.❛♠❡1❡.2✱ .❡F✉✐.✐♥❣ ❢❡✇❡. ❧❛②❡.2✳

■♥ ♦.❞❡. 1♦ ❞❡♠♦♥21.❛1❡ 1❤✐2 ❛❞✈❛♥1❛❣❡ ♦❢ ❞✐❧❛1❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉1✐♦♥2 ♦✈❡. 21❛♥❞❛.❞

♦♥❡2✱ ✇❡ ♣❡.❢♦.♠❡❞ ❡①♣❡.✐♠❡♥12 ❝♦♠♣❛.✐♥❣ 1✇♦ ♥❡1✇♦.❦2 1❤❛1 ❤❛✈❡ ❡①❛❝1❧② 1❤❡ 2❛♠❡

❛.❝❤✐1❡❝1✉.❡ ✭❉✐❧❛1❡❞✻ ✕ ❋✐❣✉.❡ ✻✳✸❛✮ ❜✉1 ❞✐✛❡. ✐♥ 1❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉1✐♦♥ ♦♣❡.❛1✐♦♥✿ ✇❤✐❧❡ ♦♥❡

♥❡1✇♦.❦ ✉2❡2 ❞✐❧❛1❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉1✐♦♥2✱ 1❤❡ 2❡❝♦♥❞ ❛.❝❤✐1❡❝1✉.❡ ❡♠♣❧♦②2 1❤❡ 21❛♥❞❛.❞ ♦♣❡.❛✲

1✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ 1❤❡ ❉✐❧❛1❡❞✻ ♥❡1✇♦.❦ ❞♦❡2 ♥♦1 ❤❛✈❡ ♣♦♦❧✐♥❣ ❧❛②❡.2✱ 1❤❡ ❝♦♠♣❛.✐2♦♥ ❜❡1✇❡❡♥

1❤❡2❡ ♥❡1✇♦.❦2 ✐2 1♦1❛❧❧② ❢❛✐.✱ ❣✐✈❡♥ 1❤❛1 1❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡.❡♥❝❡ ✐2 1❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉1✐♦♥ ♦♣❡.❛✲

1✐♦♥ 1②♣❡✳ ❆❧❧ ❞❛1❛2❡12 ✇❡.❡ ✉2❡❞ ✐♥ 1❤✐2 ❡①♣❡.✐♠❡♥1✱ ❡①❝❡♣1 Q♦12❞❛♠✳ ❚❤✐2 ✐2 ❜❡❝❛✉2❡

1❤❡ ❱❛✐❤✐♥❣❡♥ ❛♥❞ Q♦12❞❛♠ ❉❛1❛2❡12 ❛.❡ ✈❡.② 2✐♠✐❧❛. ❛♥❞ ❛♥❛❧②2✐2 ♣❡.❢♦.♠❡❞ ♦✈❡. ♦♥❡

❝❛♥ ❛❧2♦ ❜❡ ❡①1❡♥❞❡❞ 1♦ 1❤❡ ♦1❤❡.✳ ❆ ✈❛❧✐❞❛1✐♦♥ 2❡1✱ ❝.❡❛1❡❞ ❛❝❝♦.❞✐♥❣ 1♦ ❬❱♦❧♣✐ ❛♥❞

❚✉✐❛✱ ✷✵✶✼❪✱ ✇❛2 ✉2❡❞ 1♦ ❡✈❛❧✉❛1❡ 1❤❡ ❱❛✐❤✐♥❣❡♥ ❉❛1❛2❡1✳ ❊①♣❡.✐♠❡♥12 ✇❡.❡ ❡①❡❝✉1❡❞

♣.❡2❡.✈✐♥❣ ❛❧❧ ❝♦♥✜❣✉.❛1✐♦♥2 ❛♥❞ ✈❛.②✐♥❣ ♦♥❧② 1❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉1✐♦♥ 1②♣❡✳ Q❛.1✐❝✉❧❛.❧②✱ 1❤❡

❝♦♥✜❣✉.❛1✐♦♥ ✇❛2 ❞❡✜♥❡❞ 1❛❦❡♥ ✐♥1♦ ❛❝❝♦✉♥1 ♣.❡✈✐♦✉2 ❡①♣❡.✐♠❡♥12✱ ✐✳❡✳✱ ✐1 ✉2❡2 ✉♥✐❢♦.♠

✜①❡❞ ❞✐21.✐❜✉1✐♦♥✱ ♣❛1❝❤ .❛♥❣✐♥❣ ❛❝❝♦.❞✐♥❣ 1♦ ❙❡❝1✐♦♥ ✻✳✸✳✸✱ ❛❝❝✉.❛❝② ❛2 2❝♦.❡ ❢✉♥❝1✐♦♥✱

❛♥❞ ❤②♣❡.♣❛.❛♠❡1❡.2 ♣.❡2❡♥1❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✳

❘❡2✉❧12 ❝❛♥ ❜❡ 2❡❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✺✳ ❖✈❡.❛❧❧✱ ❛.❝❤✐1❡❝1✉.❡2 ❜❛2❡❞ ♦♥ ❞✐❧❛1❡❞ ❝♦♥✈♦✲

❧✉1✐♦♥ ♦✉1♣❡.❢♦.♠❡❞ 1❤❡ ♥❡1✇♦.❦2 1❤❛1 ❡♠♣❧♦② 1❤❡ 21❛♥❞❛.❞ ♦♣❡.❛1✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ 1❤❡ ♦♥❧②



± ±
± ±



✻✳✸✳ ❘❡%✉❧(% ❛♥❞ ❉✐%❝✉%%✐♦♥ ✾✶

✻✳✸✳✻ #❡%❢♦%♠❛♥❝❡ ❆♥❛❧②/✐/

❚♦ ❛♥❛❧②③❡ *❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ✐♥ *❡0♠2 ♦❢ ♣❡0❢♦0♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣0♦❝❡22✐♥❣ *✐♠❡✱ ♦❢ *❤❡ ♣0♦♣♦2❡❞

❛❧❣♦0✐*❤♠✱ 2❡✈❡0❛❧ ❡①♣❡0✐♠❡♥*2 ✇❡0❡ ❝♦♥❞✉❝*❡❞ ❝♦♠♣❛0✐♥❣ *❤❡ 2❛♠❡ ♥❡*✇♦0❦ *0❛✐♥❡❞

✉2✐♥❣ *✇♦ ❞✐2*✐♥❝* ♠❡*❤♦❞2✿ ✭✐✮ *❤❡  !❛❞✐ ✐♦♥❛❧ *0❛✐♥✐♥❣ ♣0♦❝❡22 ❬●♦♦❞❢❡❧❧♦✇ ❡* ❛❧✳✱

✷✵✶✻❪✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ *❤❡ ♥❡*✇♦0❦ ✐2 *0❛✐♥❡❞ ✉2✐♥❣ ♣❛*❝❤❡2 ♦❢ ❝♦♥2*❛♥* 2✐③❡✱ ✇✐*❤♦✉* ❛♥②

✈❛0✐❛*✐♦♥✳ ❚❤✐2 ♠❡*❤♦❞ ✐2 *❤❡ 2*❛♥❞❛0❞ ♦♥❡ ✇❤❡♥ ✐* ❝♦♠❡2 *♦ ♥❡✉0❛❧ ♥❡*✇♦0❦2 ❛♥❞ ✐2

*❤❡ ♠♦2* ❡①♣❧♦✐*❡❞ ✐♥ *❤❡ ❧✐*❡0❛*✉0❡ ❢♦0 *0❛✐♥✐♥❣ ❞❡❡♣ ❧❡❛0♥✐♥❣✲❜❛2❡❞ *❡❝❤♥✐H✉❡2✳ ❆❧2♦✱

*❤✐2 ✐2 *❤❡ ❛♣♣0♦❛❝❤ *❤❛* ✐2 ✉2❡❞ *♦ ❡♠♣✐0✐❝❛❧❧② 2❡❧❡❝*2 *❤❡ ❜❡2* ♣❛*❝❤ 2✐③❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐2

*0❛❞✐*✐♦♥❛❧❧② ❞♦♥❡ ❜② *0❛✐♥✐♥❣ 2❡✈❡0❛❧ ♥❡*✇♦0❦2✱ ♦♥❡ ❢♦0 ❡❛❝❤ ❝♦♥2✐❞❡0❡❞ ♣❛*❝❤✳ ✭✐✐✮ *❤❡

♣0♦♣♦2❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ *0❛✐♥✐♥❣ ♣0♦❝❡22✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ *❤❡ ♥❡*✇♦0❦ ✐2 *0❛✐♥❡❞ ✇✐*❤ ♣❛*❝❤❡2 ♦❢

✈❛0②✐♥❣ 2✐③❡✳

❚✇♦ ❞❛*❛2❡*2 ✇❡0❡ 2❡❧❡❝*❡❞ *♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛*❡❞ ✉2✐♥❣ *❤❡2❡ *0❛✐♥✐♥❣ 2*0❛*❡❣✐❡2✿ ✭✐✮

*❤❡ ●❘❙❙ ❉❛*❛ ❋✉2✐♦♥ ❉❛*❛2❡*✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛2 *❤❡ ❧❛0❣❡2* ♣❛*❝❤ 2✐③❡ 0❛♥❣❡ ✭❛❝❝♦0❞✐♥❣

*♦ ❙❡❝*✐♦♥ ✻✳✸✳✸✮ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❜❡**❡0 ❝♦♠♣❛0✐2♦♥ ❜❡*✇❡❡♥ *❤❡ *0❛✐♥✐♥❣ 2*0❛*❡❣✐❡2✱ ❛♥❞

✭✐✐✮ ❱❛✐❤✐♥❣❡♥ ❉❛*❛2❡*✱ ✇❤✐❝❤ ✐2 ✈❡0② 2✐♠✐❧❛0 *♦ P♦*2❞❛♠ ♦♥❡ ❛♥❞✱ *❤❡0❡❢♦0❡✱ ❛❧❧♦✇2 *❤❡

❝♦♥❝❧✉2✐♦♥2 *♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ *♦ *❤✐2 ♦♥❡✳ ❚♦ ❡✈❛❧✉❛*❡ *❤✐2 ❞❛*❛2❡*✱ ❛ ✈❛❧✐❞❛*✐♦♥ 2❡*✱ ❝0❡❛*❡❞

❛❝❝♦0❞✐♥❣ ❬❱♦❧♣✐ ❛♥❞ ❚✉✐❛✱ ✷✵✶✼❪✱ ✇❛2 ❡♠♣❧♦②❡❞✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐♥ *❤❡2❡ ❡①♣❡0✐♠❡♥*2✱ ❉✐❧❛*❡❞✻ ♥❡*✇♦0❦ ✭❋✐❣✉0❡ ✻✳✸❛✮ ✐2 *0❛✐♥❡❞ ✉2✐♥❣

❜♦*❤ 2*0❛*❡❣✐❡2✳ ❋♦0 *❤❡ ♣0♦♣♦2❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ *0❛✐♥✐♥❣ ♣0♦❝❡22✱ ♣0❡✈✐♦✉2 ❡①♣❡0✐♠❡♥*2 ✇❡0❡

*❛❦❡♥ ✐♥*♦ ❛❝❝♦✉♥*✱ ✐✳❡✳✱ ✐* ✉2❡2 ✉♥✐❢♦0♠ ✜①❡❞ ❞✐2*0✐❜✉*✐♦♥✱ ♣❛*❝❤ 0❛♥❣✐♥❣ ❛❝❝♦0❞✐♥❣ *♦

❙❡❝*✐♦♥ ✻✳✸✳✸✱ ❛❝❝✉0❛❝② ❛2 2❝♦0❡ ❢✉♥❝*✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤②♣❡0♣❛0❛♠❡*❡02 ♣0❡2❡♥*❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✶✳

❈♦♥❝❡0♥✐♥❣ *❤❡ *0❛❞✐*✐♦♥❛❧ *0❛✐♥✐♥❣ ♣0♦❝❡22✱ 2❡✈❡0❛❧ ♥❡*✇♦0❦2 ✭✇✐*❤ 2❛♠❡ ❛0❝❤✐*❡❝*✉0❡✮

✇❡0❡ *0❛✐♥❡❞ ✉2✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ *❤❡ ♣♦22✐❜❧❡ ♣❛*❝❤ 2✐③❡2✳

❘❡2✉❧*2 ♦❢ *❤❡2❡ ❡①♣❡0✐♠❡♥*2 ❛0❡ ♣0❡2❡♥*❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✻✳ ❋♦0 ❜♦*❤ ❞❛*❛2❡*2✱ ♥❡*✲

✇♦0❦2 *0❛✐♥❡❞ ✇✐*❤ *❤❡ ♣0♦♣♦2❡❞ ❛♣♣0♦❛❝❤ ♦✉*♣❡0❢♦0♠ *❤❡ ♠♦❞❡❧2 *0❛✐♥❡❞ ✇✐*❤ *❤❡

*0❛❞✐*✐♦♥❛❧ *0❛✐♥✐♥❣ ♣0♦❝❡22 ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥*❧② ♦❢ *❤❡ ♣❛*❝❤ 2✐③❡✮✱ 2❤♦✇✐♥❣ *❤❡ ❛❜✐❧✐*② ♦❢

*❤❡ ♣0♦♣♦2❡❞ ♠❡*❤♦❞ *♦ ❝❛♣*✉0❡ ♠✉❧*✐✲❝♦♥*❡①* ✐♥❢♦0♠❛*✐♦♥ ❢0♦♠ ♣❛*❝❤❡2 ♦❢ ❞✐2*✐♥❝* 2✐③❡

✇❤✐❝❤ ✐♠♣0♦✈❡ *❤❡ ♣❡0❢♦0♠❛♥❝❡ ♦❢ *❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❆❧2♦✱ ♦♥ ❛✈❡0❛❣❡✱ *❤❡ ♣0♦❝❡22✐♥❣

*✐♠❡ ♦❢ *❤❡ ♣0♦♣♦2❡❞ ♠❡*❤♦❞ ✐2 ❧♦✇❡0 *❤❛♥ *❤❡ *0❛❞✐*✐♦♥❛❧ *0❛✐♥✐♥❣ ♣0♦❝❡22✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤

*❤❡ ❝♦♠♣✉*❛*✐♦♥❛❧ *✐♠❡ ✐♥❝0❡❛2❡2 ✇✐*❤ *❤❡ ✐♥❝0❡❛2❡ ♦❢ *❤❡ ♣❛*❝❤ 2✐③❡✱ ❛♥ ❡①♣❡❝*❡❞ ❜❡✲

❤❛✈✐♦0 ❣✐✈❡♥ *❤❛* *❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉*✐♦♥ ♣0♦❝❡22 ✉2✐♥❣ ❧❛0❣❡ ✐♥♣✉*2 *❛❦❡2 ♠♦0❡ *✐♠❡ *❤❛♥ ✉2✐♥❣

2♠❛❧❧❡0 ♦♥❡2✳

❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦0 *❤❡ ●❘❙❙ ❉❛*❛ ❋✉2✐♦♥ ❉❛*❛2❡*✱ ❝♦♥2✐❞❡0✐♥❣ ♦♥❧② ♠♦❞❡❧2 *0❛✐♥❡❞

✇✐*❤ *❤❡ *0❛❞✐*✐♦♥❛❧ ♠❡*❤♦❞✱ *❤❡ ❜❡2* 0❡2✉❧* ✐2 ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② *❤❡ ♥❡*✇♦0❦ ✉2✐♥❣ ♣❛*❝❤❡2

♦❢ 70 × 70 ♣✐①❡❧2✳ ❚❤✐2 ❈♦♥✈◆❡* *♦♦❦ ❛0♦✉♥❞ ✶✻✵ ❤♦✉02 *♦ *0❛✐♥ ✉2✐♥❣ ✷✵✵✱✵✵✵ ✐*❡0✲

❛*✐♦♥2 ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✽✻✳✾✸✪ ♦❢ ❛✈❡0❛❣❡ ❛❝❝✉0❛❝②✳ ❍♦✇❡✈❡0✱ *❤❡ ♠♦❞❡❧ *0❛✐♥❡❞ ✇✐*❤



✾✷ ❈❤❛♣$❡& ✻✳ ❈♦♥✈◆❡$✲❇❛/❡❞ 1✐①❡❧ ❈❧❛//✐❢✐❝❛$✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✻✳✻✿ ❈♦♠♣❛%✐'♦♥ ❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ ❞✐❧❛+❡❞ ♥❡+✇♦%❦ +%❛✐♥❡❞ ✉'✐♥❣ +❤❡ ♣%♦♣♦'❡❞ ❛♥❞ +❤❡ +%❛❞✐+✐♦♥❛❧ ♠❡+❤♦❞✳

❉❛"❛#❡"

❚&❛✐♥✐♥❣

*&♦❝❡##

*❛"❝❤ ❙✐③❡

❚&❛✐♥✐♥❣

❚✐♠❡ ✭❤♦✉&#✮

❆✈❡&❛❣❡

❆❝❝✉&❛❝②

●❘❙❙ ❉❛"❛ ❋✉#✐♦♥

❚&❛❞✐"✐♦♥❛❧

✼ ✸✺ ✽✸✳✸✸

✷✽ ✺✾ ✽✺✳✹✽

✹✾ ✽✻ ✽✺✳✾✹

✼✵ ✶✻✵ ✽✻✳✾✸

❉②♥❛♠✐❝

✼✱✶✹✱✷✶✱

✷✽✱✸✺✱✹✷✱✹✾✱

✺✻✱✻✸✱✼✵

✽✶ ✾✵✳✶✸

❱❛✐❤✐♥❣❡♥

❚&❛❞✐"✐♦♥❛❧

✹✺ ✶✷✺ ✻✻✳✷✾

✺✺ ✶✻✵ ✻✻✳✼✼

✻✺ ✷✵✵ ✻✻✳✽✹

✼✺ ✷✻✵ ✻✻✳✻✺

✽✺ ✸✷✺ ✻✻✳✾✻

❉②♥❛♠✐❝ ✹✺✱✺✺✱✻✺✱✼✺✱✽✺ ✷✷✵ ✼✶✳✾✻

,❤❡ ♣0♦♣♦2❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ ♣0♦❝❡22 ♦✉,♣❡0❢♦0♠2 ,❤✐2 0❡2✉❧, ✇❤✐❧❡ ,❛❦✐♥❣ ❧❡22 ,✐♠❡ ,♦ ,0❛✐♥✳

@❛0,✐❝✉❧❛0❧②✱ ❉✐❧❛,❡❞✻ ♥❡,✇♦0❦ ,0❛✐♥❡❞ ✉2✐♥❣ ,❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣0♦❝❡22 ♣0♦❞✉❝❡❞ ✾✵✳✶✸✪ ♦❢

❛✈❡0❛❣❡ ❛❝❝✉0❛❝② ✇❤✐❧❡ ,❛❦✐♥❣ ❛0♦✉♥❞ ✽✶ ❤♦✉02 ,♦ ,0❛✐♥✳ ❚❤✐2 ✐♠♣0♦✈❡♠❡♥, ✐♥ ,❤❡ ♣❡0✲

❢♦0♠❛♥❝❡ ✐2 ❞✉❡ ,♦ ,❤❡ ❡①♣❧♦✐,❛,✐♦♥ ♦❢ ❞✐2,✐♥❝, ❝♦♥,❡①,2 ♣0♦✈✐❞❡❞ ❜② ❞✐✛❡0❡♥, ♣❛,❝❤ 2✐③❡2

❞✉0✐♥❣ ,❤❡ ,0❛✐♥✐♥❣ ♣0♦❝❡❞✉0❡✳ ❚❤✐2 ♣0♦❝❡22 ♦❢ ✉2✐♥❣ ❞✐2,✐♥❝, ♣❛,❝❤ 2✐③❡2 ❛❧2♦ 2♣❡❡❞2

✉♣ ,❤❡ ,0❛✐♥✐♥❣✱ ❣✐✈❡♥ ,❤❛, 2♠❛❧❧ ♣❛,❝❤❡2 ✭✇❤✐❝❤ ❛0❡ ♣0♦❝❡22❡❞ ❢❛2,❡0✮ ❛0❡ ❛❧2♦ ✉2❡❞

,♦❣❡,❤❡0 ✇✐,❤ ❧❛0❣❡ ♦♥❡2✳

❚❤❡ 2❛♠❡ ❝♦♥❝❧✉2✐♦♥2 ❤♦❧❞ ❢♦0 ,❤❡ ❱❛✐❤✐♥❣❡♥ ❉❛,❛2❡,✳ @0❡❝✐2❡❧②✱ ,❤❡ ❜❡2, 0❡2✉❧,

✉2✐♥❣ ,❤❡ ,0❛❞✐,✐♦♥❛❧ ♠❡,❤♦❞ ✐2 ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ,❤❡ ♥❡,✇♦0❦ ,0❛✐♥❡❞ ✇✐,❤ ♣❛,❝❤❡2 ♦❢ 85×85

♣✐①❡❧2✳ ❚❤✐2 ❈♦♥✈◆❡, ,♦♦❦ ❛0♦✉♥❞ ✸✷✺ ❤♦✉02 ,♦ ,0❛✐♥ ✉2✐♥❣ ✺✵✵✱✵✵✵ ✐,❡0❛,✐♦♥2 ❛♥❞

❛❝❤✐❡✈❡❞ ✻✻✳✾✻✪ ♦❢ ❛✈❡0❛❣❡ ❛❝❝✉0❛❝②✳ ❍♦✇❡✈❡0✱ ,❤✐2 0❡2✉❧, ✇❛2 ♦✉,♣❡0❢♦0♠❡❞ ❜② ,❤❡

♥❡,✇♦0❦ ,0❛✐♥❡❞ ✉2✐♥❣ ,❤❡ ♣0♦♣♦2❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ 2,0❛,❡❣②✱ ✇❤✐❧❡ ,❛❦✐♥❣ ❧❡22 ,0❛✐♥✐♥❣ ,✐♠❡✳

❙✉❝❤ ♠♦❞❡❧ ♣0♦❞✉❝❡❞ ✼✶✳✾✻✪ ♦❢ ❛✈❡0❛❣❡ ❛❝❝✉0❛❝② ✇❤✐❧❡ ,❛❦✐♥❣ ❛0♦✉♥❞ ✷✷✵ ❤♦✉02 ,♦

,0❛✐♥✳

▼♦0❡♦✈❡0✱ ,❤❡ ♣0♦♣♦2❡❞ ❞②♥❛♠✐❝ 2,0❛,❡❣② ❤❛2 ❛♥♦,❤❡0 ❛❞✈❛♥,❛❣❡✿ ✇❤✐❧❡ ,❤❡ ❡♠✲

♣✐0✐❝❛❧ ♠❡,❤♦❞ ✇♦✉❧❞ 0❡S✉✐0❡ ,0❛✐♥✐♥❣ 2❡✈❡0❛❧ ♥❡,✇♦0❦2 ✐♥ ♦0❞❡0 ,♦ 2❡❧❡❝, ,❤❡ ❜❡2, ♣❛,❝❤

2✐③❡✱ 0❡2✉❧,✐♥❣ ✐♥ ❛ ❣0❡❛,❡0 ❝♦♠♣✉,❛,✐♦♥❛❧ ,✐♠❡✱ ,❤❡ ♣0♦♣♦2❡❞ 2,0❛,❡❣② ❝♦♠❜✐♥❡2 ❛❧❧

♣❛,❝❤ 2✐③❡2 ❞✉0✐♥❣ ,❤❡ ,0❛✐♥✐♥❣ 2,❛❣❡ ✇❤✐❧❡ 2❡❧❡❝,✐♥❣ ,❤❡ ❜❡2, 2✐③❡ ❢♦0 ,❤❡ ✐♥❢❡0❡♥❝❡

♣❤❛2❡✱ 0❡S✉✐0✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ❢✉❧❧ ♣0♦❝❡❞✉0❡ ,♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✐,2 ✜♥❛❧ 0❡2✉❧,✳ ❍❡♥❝❡✱ ♦✈❡0❛❧❧✱

,❤❡ ♣0♦♣♦2❡❞ ♠❡,❤♦❞ 0❡S✉✐0❡2 ❧❡22 ,0❛✐♥✐♥❣ ,✐♠❡ ,❤❛♥ ,❤❡ ❡♠♣✐0✐❝❛❧ ❛♣♣0♦❛❝❤✱ ✇❤✐❧❡

❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❜❡,,❡0 0❡2✉❧,2✳



✻✳✸✳ ❘❡%✉❧(% ❛♥❞ ❉✐%❝✉%%✐♦♥ ✾✸

✻✳✸✳✼ ❙%❛%❡✲♦❢✲%❤❡✲❛,% ❈♦♠♣❛,✐1♦♥

✻✳✸✳✼✳✶ ❈♦✛❡❡ ❉❛+❛,❡+

❯#✐♥❣ ❛♥❛❧②#✐# ♣❡,❢♦,♠❡❞ ♦♥ ♣,❡✈✐♦✉# #❡❝4✐♦♥#✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥❞✉❝4❡❞ #❡✈❡,❛❧ ❡①♣❡,✐♠❡♥4#

♦✈❡, 4❤❡ ❈♦✛❡❡ ❉❛4❛#❡4✳ ❘❡#✉❧4# ❢♦, 4❤❡ ♣,♦♣♦#❡❞ ♠❡4❤♦❞✱ ❛# ✇❡❧❧ ❛#✱ ❢♦, 4❤❡ #4❛4❡✲

♦❢✲4❤❡✲❛,4 ❜❛#❡❧✐♥❡# ❛,❡ ♣,❡#❡♥4❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✼✳ ■♥ ♦,❞❡, 4♦ ❛❧❧♦✇ ❛ ✈✐#✉❛❧ ❝♦♠♣❛,✐#♦♥✱

,❡❧❡✈❛♥❝❡ ♠❛♣# ✭❛♥ ✐♠❛❣❡ 4❤❛4 ❢❛❝✐❧✐4❛4❡# 4❤❡ ♦❜#❡,✈❛4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ,✐❣❤4 ❛♥❞ ✇,♦♥❣ ♣,❡✲

❞✐❝4✐♦♥#✮ ❢♦, 4❤❡ ❈♦✛❡❡ ❉❛4❛#❡4 ✉#✐♥❣ ❞✐✛❡,❡♥4 ♥❡4✇♦,❦# 4,❛✐♥❡❞ ✇✐4❤ 4❤❡ ♣,♦♣♦#❡❞

♠❡4❤♦❞ ❛,❡ ♣,❡#❡♥4❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉,❡ ✻✳✺✳

❖✈❡,❛❧❧✱ ❛❧❧ ❜❛#❡❧✐♥❡# ♣,♦❞✉❝❡❞ #✐♠✐❧❛, ,❡#✉❧4#✳ ❲❤✐❧❡ 4❤❡ ♣✐①❡❧✇✐#❡ ♥❡4✇♦,❦

②✐❡❧❞❡❞ ❛ #❧✐❣❤4❧② ✇♦,#❡ ,❡#✉❧4 ✇✐4❤ ❛ ❤✐❣❤❡, #4❛♥❞❛,❞ ❞❡✈✐❛4✐♦♥✱ ❛❧❧ ♦4❤❡, ❜❛#❡❧✐♥❡#

,❡❛❝❤❡❞ ❜❛#✐❝❛❧❧② 4❤❡ #❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣❡,❢♦,♠❛♥❝❡✱ ✇✐4❤ ❛ #♠❛❧❧❡, #4❛♥❞❛,❞ ❞❡✈✐❛4✐♦♥✳

❚❤✐# ♠❛② ❜❡ ❥✉#4✐✜❡❞ ❜② 4❤❡ ❢❛❝4 4❤❛4 4❤❡ ♣✐①❡❧✇✐#❡ ♥❡4✇♦,❦ ❞♦❡# ♥♦4 ❧❡❛,♥ ♠✉❝❤ ✐♥❢♦,✲

♠❛4✐♦♥ ❛❜♦✉4 4❤❡ ♣✐①❡❧ ✐♥4❡,❛❝4✐♦♥ ✭#✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✐# ♣,♦❝❡##❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥4❧②✮✱ ✇❤✐❧❡

4❤❡ ♦4❤❡, ♠❡4❤♦❞# ♣,♦❝❡## ❛♥❞ ❝❧❛##✐❢② ❛ #❡4 ♦❢ ♣✐①❡❧# #✐♠✉❧4❛♥❡♦✉#❧②✳ ❇❡❝❛✉#❡ ♦❢ 4❤❡

#✐♠✐❧❛, ,❡#✉❧4#✱ ❛❧❧ ❜❛#❡❧✐♥❡# ❛,❡ ❝♦♠♣❛,❛❜❧❡✳

❚❤✐# #❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦, ♠❛② ❜❡ #❡❡♥ ❛♠♦♥❣ 4❤❡ ♥❡4✇♦,❦# 4,❛✐♥❡❞ ✇✐4❤ 4❤❡ ♣,♦♣♦#❡❞

♠❡4❤♦❞♦❧♦❣②✳ ❆❧4❤♦✉❣❤ 4❤❡#❡ ♥❡4✇♦,❦# ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❝♦♠♣❛,❛❜❧❡ ,❡#✉❧4#✱ #✉❝❤ ♠♦❞❡❧# ♦✉4✲

♣❡,❢♦,♠❡❞ 4❤❡ ❜❛#❡❧✐♥❡#✳ ❋✉,4❤❡,♠♦,❡✱ 4❤❡ ❉✐❧❛4❡❞✻O♦♦❧✐♥❣ 4,❛✐♥❡❞ ✇✐4❤ 4❤❡ ♣,♦♣♦#❡❞

❞②♥❛♠✐❝ ♠❡4❤♦❞ ♣,♦❞✉❝❡❞ ❜❡44❡, ,❡#✉❧4# 4❤❛♥ 4❤❡ #❛♠❡ ♥❡4✇♦,❦ 4,❛✐♥❡❞ ✇✐4❤ 4,❛❞✐✲

4✐♦♥❛❧ 4,❛✐♥✐♥❣ ♣,♦❝❡## ✭♠❛✐♥❧② ✐♥ 4❤❡ ❑❛♣♣❛ ■♥❞❡①✮✳ ❚❤❡#❡ ,❡#✉❧4# #❤♦✇ 4❤❡ ❡✛❡❝4✐✈❡✲

♥❡## ♦❢ 4❤❡ ♣,♦♣♦#❡❞ 4❡❝❤♥✐Q✉❡ 4❤❛4 ♣,♦❞✉❝❡# #4❛4❡✲♦❢✲4❤❡✲❛,4 ♦✉4❝♦♠❡# ❜② ❝❛♣4✉,✐♥❣

♠✉❧4✐✲❝♦♥4❡①4 ✐♥❢♦,♠❛4✐♦♥ ✇❤✐❧❡ #❡❧❡❝4✐♥❣ 4❤❡ ❜❡#4 ♣❛4❝❤ #✐③❡✱ 4✇♦ ❣,❡❛4 ❛❞✈❛♥4❛❣❡#

✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛,❡❞ 4♦ 4❤❡ 4,❛❞✐4✐♦♥❛❧ 4,❛✐♥✐♥❣ ♣,♦❝❡##✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✼✿ ❘❡"✉❧%" ❢♦( %❤❡ ❈♦✛❡❡ ❞❛%❛"❡%✳

❚!❛✐♥✐♥❣

&!♦❝❡**

◆❡,✇♦!❦

❆✈❡!❛❣❡

❆❝❝✉!❛❝②

❑❛♣♣❛

❚!❛❞✐,✐♦♥❛❧

O✐①❡❧✇✐#❡ ❬◆♦❣✉❡✐,❛ ❡4 ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❛❪ ✽✶✳✼✷±✷✳✸✽ ✻✷✳✼✺±✼✳✹✷
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❝❧✉&&❡'✴❜❛❝❦❣'♦✉♥❞ ♦♥❡✳ ❚❤✐# ❧❛#& #✉❜♠✐##✐♦♥ ✐# ❞✉❡ &♦ &❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ &'❛✐♥✐♥❣ ❞❛&❛ ❢♦'

&❤❛& ❝❧❛## ✇❤✐❝❤ ❝♦''❡#♣♦♥❞# &♦ ♦♥❧② ✵✳✻✼✪ ♦❢ &❤❡ ❞❛&❛#❡& ✭❛# #&❛&❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✹✮✳ ■&

✐# ✐♠♣♦'&❛♥& &♦ ♥♦&❡ &❤❛& ❛❧❧ #✉❜♠✐##✐♦♥# '❡❧❛&❡❞ &♦ &❤❡ ♣'♦♣♦#❡❞ ✇♦'❦ ❞♦ ♥♦& ✉#❡ ❛♥②

♣♦#&✲♣'♦❝❡##✐♥❣✱ #✉❝❤ ❛# ❈♦♥❞✐&✐♦♥❛❧ ❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞# ✭❈❘❋✮ ❬▲❛✛❡'&② ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✳

❙♦♠❡ ♦✣❝✐❛❧ '❡#✉❧&# '❡♣♦'&❡❞ ❜② &❤❡ ♦'❣❛♥✐③❛&✐♦♥ ❛'❡ #✉♠♠❛'✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✾✳

■♥ ❛❞❞✐&✐♦♥ &♦ ♦✉' '❡#✉❧&#✱ &❤✐# &❛❜❧❡ ❛❧#♦ ❝♦♠♣✐❧❡# &❤❡ ❜❡"# $❡"✉❧#" ♦❢ ❡❛❝❤ ✇♦$❦

✇✐&❤ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥❢♦'♠❛&✐♦♥ &♦ ♠❛❦❡ ❛ ❢❛✐' ❝♦♠♣❛'✐#♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ &❤❡ ♣'♦♣♦#❡❞ ❛♣✲

♣'♦❛❝❤ ✐# ♠✐♥✐♠❛❧❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳ ■♥ ♦'❞❡' &♦ ❛❧❧♦✇ ❛ ✈✐#✉❛❧ ❝♦♠♣❛'✐#♦♥✱ ❡①❛♠♣❧❡# ♦❢ &❤❡

♣'♦♣♦#❡❞ ♠❡&❤♦❞✱ ❢♦' &❤❡ ✈❛❧✐❞❛&✐♦♥ ❛♥❞ &❡#& #❡&#✱ ❛'❡ ♣'❡#❡♥&❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉'❡# ✻✳✼ ❛♥❞ ✻✳✽✱

'❡#♣❡❝&✐✈❡❧②✳

■& ✐# ♣♦##✐❜❧❡ &♦ ♥♦&✐❝❡ &❤❛& &❤❡ ♣'♦♣♦#❡❞ ✇♦'❦ ②✐❡❧❞❡❞ ❝♦♠♣❡&✐&✐✈❡ '❡#✉❧&#✳ ❚❤❡

❜❡#& '❡#✉❧&✱ ✐♥ &❡'♠# ♦❢ ♦✈❡'❛❧❧ ❛❝❝✉'❛❝②✱ ✇❛# 90.3% ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❉▲❘❴✾ ❬▼❛'♠❛♥✐#

❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❪ ❛♥❞ ●❙◆✸ ❬❲❛♥❣ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪✳ ❖✉' ❜❡#& '❡#✉❧& ✭❯❋▼●❴✹✮ ❛♣♣❡❛'# ✐♥

✜❢&❤ ♣❧❛❝❡ ❜② ②✐❡❧❞✐♥❣ 89.4% ♦❢ ♦✈❡'❛❧❧ ❛❝❝✉'❛❝②✱ ♦✉&♣❡'❢♦'♠✐♥❣ #❡✈❡'❛❧ ♠❡&❤♦❞#✱ #✉❝❤

❛# ❆❉▲❴✸ ❬`❛✐#✐&❦'✐❛♥❣❦'❛✐ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❪ ❛♥❞ ❘■❚❴▲✽ ❬▲✐✉ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪✱ &❤❛& ❛❧#♦ &'✐❡❞

&♦ ❛❣❣'❡❣❛&❡ ♠✉❧&✐✲❝♦♥&❡①& ✐♥❢♦'♠❛&✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ ❛# ❝❛♥ ❜❡ #❡❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✾ ❛♥❞

❋✐❣✉'❡ ✻✳✾❛✱ ✇❤✐❧❡ &❤❡ ♦&❤❡' ❛♣♣'♦❛❝❤❡# ❤❛✈❡ ❛ ❧❛'❣❡' ♥✉♠❜❡' ♦❢ &'❛✐♥❛❜❧❡ ♣❛'❛♠❡&❡'#✱

♦✉' ♥❡&✇♦'❦ ❤❛# ♦♥❧② ✷ ♠✐❧❧✐♦♥#✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡# ✐& ❧❡## ♣'✉♥❡❞ &♦ ♦✈❡'✜&&✐♥❣ ❛♥❞✱ ❝♦♥#❡✲

b✉❡♥&❧②✱ ❡❛#✐❡' &♦ &'❛✐♥✱ #❤♦✇✐♥❣ &❤❛& &❤❡ ♣'♦♣♦#❡❞ ♠❡&❤♦❞ '❡❛❧❧② ❤❡❧♣# ✐♥ ❡①&'❛❝&✐♥❣

❛❧❧ ❢❡❛#✐❜❧❡ ✐♥❢♦'♠❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❞❛&❛ ❡✈❡♥ ✐❢ ✉#✐♥❣ ❧✐♠✐&❡❞ ❛'❝❤✐&❡❝&✉'❡# ✭✐♥ &❡'♠# ♦❢ ♣❛✲

'❛♠❡&❡'#✮✳ ■♥ ❢❛❝&✱ &❤❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ♣❛'❛♠❡&❡'# ♦❢ &❤❡ ♥❡&✇♦'❦ ✐# #♦ '❡❧❡✈❛♥& &❤❛& ❛✉&❤♦'#

♦❢ ❉▲❘❴✾ #✉❜♠✐##✐♦♥ ❬▼❛'♠❛♥✐# ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❪✱ ♦♥❡ ♦❢ &❤❡ ❜❡#& '❡#✉❧&# ❜✉& ✇✐&❤ ❛ ❤✐❣❤❡'

♥✉♠❜❡' ♦❢ ♣❛'❛♠❡&❡'#✱ ❞♦ ♥♦& '❡❝♦♠♠❡♥❞ &❤❡✐' ♣'♦♣♦#❡❞ ♠❡&❤♦❞ ❢♦' ♣'❛❝&✐❝❛❧ ✉#❡

❜❡❝❛✉#❡ ♦❢ &❤❡ ♠❡♠♦'② ❝♦♥#✉♠♣&✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❡♥#✐✈❡ &'❛✐♥✐♥❣ ♣❤❛#❡✳ ❋✉'&❤❡'♠♦'❡✱ &❤❡

♦❜&❛✐♥❡❞ '❡#✉❧&#✱ &❤❛& ❞♦ ♥♦& ❤❛✈❡ ❛♥② ♣♦#&✲♣'♦❝❡##✐♥❣✱ ❛'❡ ❜❡&&❡' &❤❛♥ ♦&❤❡'#✱ #✉❝❤

❛# ❉❙❚❴✷ ❬❙❤❡''❛❤✱ ✷✵✶✻❪✱ &❤❛& ❡♠♣❧♦② ❈❘❋ ❛# ♣♦#&✲♣'♦❝❡##✐♥❣ ♠❡&❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ #❤♦✇#

&❤❡ ♣♦&❡♥&✐❛❧ ♦❢ ❞✐❧❛&❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉&✐♦♥# ✐♥ ❛❣❣'❡❣❛&❡ '❡✜♥❡❞ ✐♥❢♦'♠❛&✐♦♥✳



✻✳✸✳ ❘❡%✉❧(% ❛♥❞ ❉✐%❝✉%%✐♦♥ ✾✼

❚❛❜❧❡ ✻✳✾✿ ❖✣❝✐❛❧ &❡(✉❧*( ❢♦& *❤❡ ❱❛✐❤✐♥❣❡♥ ❉❛*❛(❡*✳

▼❡"❤♦❞ ★'❛)❛♠❡"❡)+

❋✶ ❙❝♦)❡

❖✈❡)❛❧❧

❆❝❝✉)❛❝②

■♠♣❡)✈✐♦✉+

❙✉)❢❛❝❡

❇✉✐❧❞✐♥❣

▲♦✇

❱❡❣❡"❛"✐♦♥

❚)❡❡ ❈❛)

❉▲❘❴✾ ❬▼❛)♠❛♥✐- ❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❪ 806 · 106 ✾✷✳✹ ✾✺✳✷ ✽✸✳✾ ✽✾✳✾ ✽✶✳✷ ✾✵✳✸

●❙◆✸ ❬❲❛♥❣ ❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪ 44 · 106 ✾✷✳✸ ✾✺✳✷ ✽✹✳✶ ✾✵✳✵ ✼✾✳✸ ✾✵✳✸

❖◆❊❴✼ ❬❆✉❞❡❜❡)/ ❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪ 28 · 106 ✾✶✳✵ ✾✹✳✺ ✽✹✳✹ ✽✾✳✾ ✼✼✳✽ ✽✾✳✽

■◆❘ ❬▼❛❣❣✐♦)✐ ❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪ 4 · 106 ✾✶✳✶ ✾✹✳✼ ✽✸✳✹ ✽✾✳✸ ✼✶✳✷ ✽✾✳✺

❯❋▼●❴✹ 2 · 106 ✾✶✳✶ ✾✹✳✺ ✽✷✳✾ ✽✽✳✽ ✽✶✳✸ ✽✾✳✹

❯❋▼●❴✺ 2 · 106 ✾✶✳✵ ✾✹✳✻ ✽✷✳✼ ✽✽✳✾ ✽✷✳✺ ✽✾✳✸

❯❋▼●❴✶ 1.3 · 106 ✾✵✳✺ ✾✹✳✶ ✽✷✳✺ ✽✾✳✵ ✼✽✳✺ ✽✾✳✶

❉❙❚❴✷ ❬❙❤❡))❛❤✱ ✷✵✶✻❪ 3.5 · 106 ✾✵✳✺ ✾✸✳✼ ✽✸✳✹ ✽✾✳✷ ✼✷✳✻ ✽✾✳✶

❯❋▼●❴✷ 0.8 · 106 ✾✵✳✼ ✾✹✳✸ ✽✷✳✺ ✽✽✳✺ ✼✼✳✹ ✽✾✳✵

❯❋▼●❴✸ 1.3 · 106 ✾✵✳✻ ✾✸✳✹ ✽✷✳✹ ✽✽✳✺ ✼✾✳✽ ✽✽✳✽

❆❉▲❴✸ ❬K❛✐-✐/❦)✐❛♥❣❦)❛✐ ❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❪ 0.5 · 106 ✽✾✳✺ ✾✸✳✷ ✽✷✳✸ ✽✽✳✷ ✻✸✳✸ ✽✽✳✵

❘■❚❴✷ ❬K✐)❛♠❛♥❛②❛❣❛♠ ❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪ 138 · 106 ✾✵✳✵ ✾✷✳✻ ✽✶✳✹ ✽✽✳✹ ✻✶✳✶ ✽✽✳✵

❘■❚❴▲✽ ❬▲✐✉ ❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪ 134 · 106 ✽✾✳✻ ✾✷✳✷ ✽✶✳✻ ✽✽✳✻ ✼✻✳✵ ✽✼✳✽

❯❩❴✶ ❬❱♦❧♣✐ ❛♥❞ ❚✉✐❛✱ ✷✵✶✼❪ 2.5 · 106 ✽✾✳✷ ✾✷✳✺ ✽✶✳✻ ✽✻✳✾ ✺✼✳✸ ✽✼✳✸

❆-✐❞❡ ❢)♦♠ /❤✐-✱ /❤❡ ♣)♦♣♦-❡❞ ✇♦)❦ ✭❯❋▼●❴✺✮ ❛❝❤✐❡✈❡❞ /❤❡ ❜❡-/ )❡-✉❧/ ✭82.5%

♦❢ ❋✶ ❙❝♦)❡✮ ✐♥ /❤❡ ❝❛) ❝❧❛--✱ ✇❤✐❝❤ ✐- ♦♥❡ ♦❢ /❤❡ ♠♦-/ ❞✐✣❝✉❧/ ❝❧❛--❡- ✭♦❢ /❤✐- ❞❛/❛-❡/✮

✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛)❡❞ /♦ ♦/❤❡)- ✭-✉❝❤ ❛- ❜✉✐❧❞✐♥❣✮ ❜❡❝❛✉-❡ ♦❢ ✐/- ❝♦♠♣♦-✐/✐♦♥ ✭-♠❛❧❧ ♦❜❥❡❝/-✮

❛♥❞ ✐/- ❤✐❣❤ ✐♥/)❛❝❧❛-- ✈❛)✐❛♥❝❡ ✭❝❛✉-❡❞ ❜② ❛ ❣)❡❛/ ✈❛)✐❡/② ♦❢ ♠♦❞❡❧- ❛♥❞ ❝♦❧♦)-✮✳ ❚❤✐-

♠❛② ❜❡ ❥✉-/✐✜❡❞ ❜② /❤❡ ❢❛❝/ /❤❛/ /❤❡ ♣)♦♣♦-❡❞ ♥❡/✇♦)❦ ❞♦❡- ♥♦/ ❞♦✇♥-❛♠♣❧❡ /❤❡ ✐♥♣✉/

✐♠❛❣❡ ♣)❡-❡)✈✐♥❣ ✐♠♣♦)/❛♥/ ❞❡/❛✐❧- ❢♦) -✉❝❤ ❝❧❛--❡- ❝♦♠♣♦-❡❞ ♦❢ -♠❛❧❧ ♦❜❥❡❝/-✳ ❍♦✇❡✈❡)✱

/❤✐- -✉❜♠✐--✐♦♥ ✐❣♥♦)❡- /❤❡ ❝❧✉//❡)✴❜❛❝❦❣)♦✉♥❞ ❝❧❛--✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥-✐❞❡)❡❞ ❛- ❛♥

❛❞✈❛♥/❛❣❡✱ ♠❛❦✐♥❣ /❤❡ ❝♦♠♣❛)✐-♦♥ ✉♥❢❛✐)✳ ❇✉/✱ /❤❡)❡ ❛)❡ ♦/❤❡) ✇♦)❦- ❞♦✐♥❣ /❤❡ -❛♠❡

/)❛✐♥✐♥❣ ♣)♦/♦❝♦❧ ✭✐✳❡✳✱ ✐❣♥♦)✐♥❣ /❤❡ ❝❧✉//❡)✴❜❛❝❦❣)♦✉♥❞ ❝❧❛--✮✱ -✉❝❤ ❛- ■◆❘ ❬▼❛❣❣✐♦)✐

❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪✳ ❨❡/ -✉❝❤ ✇♦)❦- ❤❛✈❡ ♥♦/ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❣♦♦❞ ❛❝❝✉)❛❝② ✐♥ /❤❡ ❝❛) ❝❧❛-- ❛- /❤❡

♣)♦♣♦-❡❞ ✇♦)❦✳ ❋✉)/❤❡)♠♦)❡✱ -/✐❧❧ ❝♦♥-✐❞❡)✐♥❣ /❤❡ ❝❛) ❝❧❛--✱ /❤❡ -❡❝♦♥❞ ❜❡-/ )❡-✉❧/

✭81.3% ♦❢ ❋✶ ❙❝♦)❡✮ ✐- ❛❧-♦ ②✐❡❧❞❡❞ ❜② ♦✉) ♣)♦♣♦-❡❞ ✇♦)❦ ✭❯❋▼●❴✹✮✱ ✇❤✐❝❤ ❡♠♣❧♦②-

❛❧❧ ❝❧❛--❡- ❞✉)✐♥❣ /❤❡ /)❛✐♥✐♥❣ ♣❤❛-❡✱ ✇❤✐❝❤ -❤♦✇- /❤❡ ❡✛❡❝/✐✈❡♥❡-- ❛♥❞ )♦❜✉-/♥❡-- ♦❢

♦✉) ✇♦)❦ ♠❛✐♥❧② ❢♦) ❝❧❛--❡- )❡❧❛/❡❞ /♦ -♠❛❧❧ ♦❜❥❡❝/-✳

✻✳✸✳✼✳✹ %♦'(❞❛♠ ❉❛'❛(❡'

❆- ❢♦) /❤❡ ❱❛✐❤✐♥❣❡♥ ❉❛/❛-❡/✱ ♦✣❝✐❛❧ )❡-✉❧/- ❢♦) /❤❡ K♦/-❞❛♠ ❞❛/❛-❡/ ❛)❡ )❡♣♦)/❡❞ ♦♥❧②

❜② /❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦)❣❛♥✐③❛/✐♦♥✳ ❋♦) /❤✐- ❞❛/❛-❡/✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉) -✉❜♠✐--✐♦♥-✱ ♦♥❡ ❢♦) ❡❛❝❤

♥❡/✇♦)❦ ♣)❡-❡♥/❡❞ ✐♥ ❙❡❝/✐♦♥ ✻✳✶ /)❛✐♥❡❞ ✇✐/❤ /❤❡ ✻ ❝❧❛--❡- ✭✇❤✐❝❤ ❛)❡ )❡♣)❡-❡♥/❡❞✱ ✐♥

/❤❡ ♦✣❝✐❛❧ )❡-✉❧/-✱ ❛- ❯❋▼●❴✶ /♦ ✹✮✳ ■♥ /❤✐- ❞❛/❛-❡/✱ /❤❡)❡ ✐- ♥♦ ♥❡❡❞ /♦ ❞✐-)❡❣❛)❞

/❤❡ ❝❧✉//❡)✴❜❛❝❦❣)♦✉♥❞ ❝❧❛--✱ -✐♥❝❡ ✐/ ❤❛- ❛ -✉✣❝✐❡♥/ ❛♠♦✉♥/ ♦❢ -❛♠♣❧❡- ✭✹✳✾✻✪✮✳ ❆-

❜❡❢♦)❡✱ ❛❧❧ -✉❜♠✐--✐♦♥- )❡❧❛/❡❞ /♦ /❤❡ ♣)♦♣♦-❡❞ ✇♦)❦ ❞♦❡- ♥♦/ ✉-❡ ❛♥② ♣♦-/✲♣)♦❝❡--✐♥❣✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✵ -✉♠♠❛)✐③❡- -♦♠❡ )❡-✉❧/- )❡♣♦)/❡❞ ❜② /❤❡ ♦)❣❛♥✐③❡)-✳ ❆❣❛✐♥✱ ❜❡-✐❞❡-

♦✉) )❡-✉❧/-✱ /❤❡ /❛❜❧❡ ❛❧-♦ ❝♦♠♣✐❧❡- /❤❡ ❜❡+" )❡+✉❧"+ ♦❢ ❡❛❝❤ ✇♦)❦ ✇✐/❤ ❡♥♦✉❣❤

✐♥❢♦)♠❛/✐♦♥ /♦ ♠❛❦❡ ❛ ❢❛✐) ❝♦♠♣❛)✐-♦♥✳ ❱✐-✉❛❧ ❡①❛♠♣❧❡- ♦❢ /❤❡ ♣)♦♣♦-❡❞ ♠❡/❤♦❞✱ ❢♦)



✾✽ ❈❤❛♣$❡& ✻✳ ❈♦♥✈◆❡$✲❇❛/❡❞ 1✐①❡❧ ❈❧❛//✐❢✐❝❛$✐♦♥

■♠❛❣❡ ♥❉❙▼

●*♦✉♥❞✲

❚*✉0❤

❉✐❧❛0❡❞✻

❉❡♥5❡

❉✐✲

❧❛0❡❞✻

❉✐❧❛0❡❞✻

6♦♦❧✐♥❣

❉✐❧❛0❡❞✽

6♦♦❧✐♥❣

❉✐❧❛0❡❞✽

6♦♦❧✐♥❣

❋✐❣✉$❡ ✻✳✼✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♣'❡❞✐❝+✐♦♥. ❢♦' +❤❡ ✈❛❧✐❞❛+✐♦♥ .❡+ ♦❢ +❤❡ ❱❛✐❤✐♥❣❡♥ ❉❛+❛.❡+✳ ▲❡❣❡♥❞ ✕ ❲❤✐+❡✿ ✐♠♣❡'✈✐♦✉.

.✉'❢❛❝❡.✳ ❇❧✉❡✿ ❜✉✐❧❞✐♥❣.✳ ❈②❛♥✿ ❧♦✇ ✈❡❣❡+❛+✐♦♥✳ ●'❡❡♥✿ +'❡❡.✳ ❨❡❧❧♦✇✿ ❝❛'.✳ ❘❡❞✿ ❝❧✉++❡'✱ ❜❛❝❦❣'♦✉♥❞✳

"❤❡ ✈❛❧✐❞❛"✐♦♥ ❛♥❞ "❡," ,❡",✱ ❛.❡ ♣.❡,❡♥"❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉.❡, ✻✳✶✵ ❛♥❞ ✻✳✶✶✱ .❡,♣❡❝"✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ♣.♦♣♦,❡❞ ✇♦.❦ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❝♦♠♣❡"✐"✐✈❡ .❡,✉❧",✱ ❛♣♣❡❛.✐♥❣ ✐♥ "❤✐.❞ ♣❧❛❝❡ ❛❝❝♦.❞✲

✐♥❣ "♦ "❤❡ ♦✈❡.❛❧❧ ❛❝❝✉.❛❝②✳ ❉❙❚❴✺ ❬❙❤❡..❛❤✱ ✷✵✶✻❪ ❛♥❞ ❘■❚❴▲✼ ❬▲✐✉ ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪ ❛.❡

"❤❡ ❜❡," .❡,✉❧" ✐♥ "❡.♠, ♦❢ ♦✈❡.❛❧❧ ❛❝❝✉.❛❝②✳ ❍♦✇❡✈❡.✱ "❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❧❛.❣❡. ♥✉♠❜❡. ♦❢

".❛✐♥❛❜❧❡ ♣❛.❛♠❡"❡., ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛.❡❞ "♦ ♦✉. ♣.♦♣♦,❡❞ ♥❡"✇♦.❦,✱ ❛, ,❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉.❡ ✻✳✾❜✳

❚❤✐, ♦✉"❝♦♠❡ ❝♦..♦❜♦.❛"❡, ✇✐"❤ ♣.❡✈✐♦✉, .❡,✉❧",✱ .❡❛✣.♠✐♥❣ ♦❜"❛✐♥❡❞ ❝♦♥❝❧✉,✐♦♥,✳

✻✳✹ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥)

■♥ "❤✐, ❝❤❛♣"❡.✱ ✇❡ ♣.♦♣♦,❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♣♣.♦❛❝❤ ❜❛,❡❞ ♦♥ ❈♦♥✈♦❧✉"✐♦♥❛❧ ◆❡"✇♦.❦, "♦

♣❡.❢♦.♠ ♣✐①❡❧ ❝❧❛,,✐✜❝❛"✐♦♥ ♦❢ .❡♠♦"❡ ,❡♥,✐♥❣ ,❝❡♥❡,✳ ❚❤❡ ♠❡"❤♦❞ ❡①♣❧♦✐", ♥❡"✇♦.❦,

❝♦♠♣♦,❡❞ ✉♥✐Q✉❡❧② ♦❢ ❞✐❧❛"❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉"✐♦♥ ❧❛②❡., "❤❛" ❞♦ ♥♦" ❞♦✇♥,❛♠♣❧❡ "❤❡ ✐♥♣✉"✳

❇❛,❡❞ ♦♥ "❤❡,❡ ♥❡"✇♦.❦, ❛♥❞ "❤❡✐. ♥♦ ❞♦✇♥,❛♠♣❧✐♥❣ ♣.♦♣❡."②✱ "❤❡ ♣.♦♣♦,❡❞ ❛♣♣.♦❛❝❤✿

✭✐✮ ❡♠♣❧♦②,✱ ✐♥ "❤❡ ".❛✐♥✐♥❣ ♣❤❛,❡✱ ♣❛"❝❤❡, ♦❢ ❞✐✛❡.❡♥" ,✐③❡,✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ "❤❡ ♥❡"✇♦.❦, "♦



✻✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥) ✾✾

■♠❛❣❡ ♥❉❙▼ ❉✐❧❛+❡❞✻

❉❡♥.❡

❉✐✲

❧❛+❡❞✻

❉✐❧❛+❡❞✻

0♦♦❧✐♥❣

❉✐❧❛+❡❞✽

0♦♦❧✐♥❣

❉✐❧❛+❡❞✽

0♦♦❧✐♥❣

❋✐❣✉$❡ ✻✳✽✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♣'❡❞✐❝+✐♦♥. ❢♦' +❤❡ +❡.+ .❡+ ♦❢ +❤❡ ❱❛✐❤✐♥❣❡♥ ❉❛+❛.❡+✳ ▲❡❣❡♥❞ ✕ ❲❤✐+❡✿ ✐♠♣❡'✈✐♦✉.

.✉'❢❛❝❡.✳ ❇❧✉❡✿ ❜✉✐❧❞✐♥❣.✳ ❈②❛♥✿ ❧♦✇ ✈❡❣❡+❛+✐♦♥✳ ●'❡❡♥✿ +'❡❡.✳ ❨❡❧❧♦✇✿ ❝❛'.✳ ❘❡❞✿ ❝❧✉++❡'✱ ❜❛❝❦❣'♦✉♥❞✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✵✿ ❖✣❝✐❛❧ &❡(✉❧*( ❢♦& *❤❡ .♦*(❞❛♠ ❉❛*❛(❡*✳

▼❡"❤♦❞ ★'❛)❛♠❡"❡)+

❋✶ ❙❝♦)❡

❖✈❡)❛❧❧

❆❝❝✉)❛❝②

■♠♣❡)✈✐♦✉+

❙✉)❢❛❝❡

❇✉✐❧❞✐♥❣

▲♦✇

❱❡❣❡"❛"✐♦♥

❚)❡❡ ❈❛)

❉❙❚❴✺ ❬❙❤❡((❛❤✱ ✷✵✶✻❪ 3.5 · 106 ✾✷✳✺ ✾✻✳✹ ✽✻✳✼ ✽✽✳✵ ✾✹✳✼ ✾✵✳✸

❘■❚❴▲✼ ❬▲✐✉ ❡; ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪ 134 · 106 ✾✶✳✷ ✾✹✳✻ ✽✺✳✶ ✽✺✳✶ ✾✷✳✽ ✽✽✳✹

❯❋▼●❴✹ 2 · 106 ✾✵✳✽ ✾✺✳✻ ✽✹✳✹ ✽✹✳✸ ✾✷✳✹ ✽✼✳✾

❯❋▼●❴✸ 1.3 · 106 ✾✵✳✺ ✾✺✳✻ ✽✸✳✸ ✽✷✳✻ ✾✵✳✽ ✽✼✳✷

❯❋▼●❴✶ 1.3 · 106 ✾✵✳✶ ✾✺✳✻ ✽✸✳✼ ✽✷✳✹ ✾✶✳✸ ✽✼✳✵

❑▲❛❜❴✷ ❬❑❡♠❦❡( ❡; ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❪ 44 · 106 ✽✾✳✼ ✾✷✳✼ ✽✸✳✼ ✽✹✳✵ ✾✷✳✶ ✽✻✳✼

❯❋▼●❴✷ 0.8 · 106 ✽✽✳✼ ✾✺✳✸ ✽✸✳✶ ✽✵✳✽ ✾✵✳✽ ✽✺✳✽

❯❩❴✶ ❬❱♦❧♣✐ ❛♥❞ ❚✉✐❛✱ ✷✵✶✼❪ 2.5 · 106 ✽✾✳✸ ✾✺✳✹ ✽✶✳✽ ✽✵✳✺ ✽✻✳✺ ✽✺✳✽

❝❛♣;✉(❡ ♠✉❧;✐✲❝♦♥;❡①; ❝❤❛(❛❝;❡(✐K;✐❝K ❣✐✈❡♥ ;❤❡ ❞✐K;✐♥❝; ❝♦♥;❡①; K✐③❡✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ✉♣❞❛;❡K

❛ K❝♦(❡ ❢♦( ❡❛❝❤ ♦❢ ;❤❡K❡ ♣❛;❝❤ K✐③❡K ✐♥ ♦(❞❡( ;♦ K❡❧❡❝; ;❤❡ ❜❡K; ♦♥❡ ❞✉(✐♥❣ ;❤❡ ;❡K;✐♥❣

♣❤❛K❡✳

❲❡ ♣❡(❢♦(♠❡❞ ❡①♣❡(✐♠❡♥;K ♦♥ ❢♦✉( ❤✐❣❤✲(❡K♦❧✉;✐♦♥ (❡♠♦;❡ K❡♥K✐♥❣ ❞❛;❛K❡;K ✇✐;❤

✈❡(② ❞✐K;✐♥❝; ♣(♦♣❡(;✐❡K✳ ❊①♣❡(✐♠❡♥;❛❧ (❡K✉❧;K ❤❛✈❡ K❤♦✇❡❞ ;❤❛; ♦✉( ♠❡;❤♦❞ ✐K ❡✛❡❝;✐✈❡

❛♥❞ (♦❜✉K;✳ ■; ❛❝❤✐❡✈❡❞ K;❛;❡✲♦❢✲;❤❡✲❛(; (❡K✉❧;K ✐♥ ;✇♦ ❞❛;❛K❡;K ✭❈♦✛❡❡ ❛♥❞ ●❘❙❙ ❉❛;❛





✻✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥) ✶✵✶

■♠❛❣❡ ♥❉❙▼

●*♦✉♥❞✲

❚*✉0❤

❉✐❧❛0❡❞✻

❉❡♥5❡

❉✐✲

❧❛0❡❞✻

❉✐❧❛0❡❞✻

6♦♦❧✐♥❣

❉✐❧❛0❡❞✽

6♦♦❧✐♥❣

❋✐❣✉$❡ ✻✳✶✵✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♣'❡❞✐❝+✐♦♥. ❢♦' +❤❡ ✈❛❧✐❞❛+✐♦♥ .❡+ ♦❢ +❤❡ 2♦+.❞❛♠ ❉❛+❛.❡+✳ ▲❡❣❡♥❞ ✕ ❲❤✐+❡✿ ✐♠♣❡'✈✐♦✉.

.✉'❢❛❝❡.✳ ❇❧✉❡✿ ❜✉✐❧❞✐♥❣.✳ ❈②❛♥✿ ❧♦✇ ✈❡❣❡+❛+✐♦♥✳ ●'❡❡♥✿ +'❡❡.✳ ❨❡❧❧♦✇✿ ❝❛'.✳ ❘❡❞✿ ❝❧✉++❡'✱ ❜❛❝❦❣'♦✉♥❞✳



✶✵✷ ❈❤❛♣$❡& ✻✳ ❈♦♥✈◆❡$✲❇❛/❡❞ 1✐①❡❧ ❈❧❛//✐❢✐❝❛$✐♦♥

■♠❛❣❡ ♥❉❙▼ ❉✐❧❛+❡❞✻

❉❡♥.❡

❉✐✲

❧❛+❡❞✻

❉✐❧❛+❡❞✻

0♦♦❧✐♥❣

❉✐❧❛+❡❞✽

0♦♦❧✐♥❣

❋✐❣✉$❡ ✻✳✶✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♣'❡❞✐❝+✐♦♥. ❢♦' +❤❡ +❡.+ .❡+ ♦❢ +❤❡ 1♦+.❞❛♠ ❉❛+❛.❡+✳ ▲❡❣❡♥❞ ✕ ❲❤✐+❡✿ ✐♠♣❡'✈✐♦✉.

.✉'❢❛❝❡.✳ ❇❧✉❡✿ ❜✉✐❧❞✐♥❣.✳ ❈②❛♥✿ ❧♦✇ ✈❡❣❡+❛+✐♦♥✳ ●'❡❡♥✿ +'❡❡.✳ ❨❡❧❧♦✇✿ ❝❛'.✳ ❘❡❞✿ ❝❧✉++❡'✱ ❜❛❝❦❣'♦✉♥❞✳



❈❤❛♣$❡& ✼

❆♥ ■♥$&♦❞✉❝$✐♦♥ $♦ ❉❡❡♣

▼♦&♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ◆❡$✇♦&❦7

❈♦♥✈◆❡&' ❬●♦♦❞❢❡❧❧♦✇ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪ ❛❝❤✐❡✈❡❞ '&❛&❡✲♦❢✲&❤❡✲❛:& ✐♥ '❡✈❡:❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥'✱

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❝❧❛''✐✜❝❛&✐♦♥ ❬❑:✐③❤❡✈'❦② ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❀ E❡♥❛&&✐ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❪✱ ♦❜❥❡❝&

❛♥❞ '❝❡♥❡ :❡❝♦❣♥✐&✐♦♥ ❬▲♦♥❣ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❀ ◆♦❣✉❡✐:❛ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❜❀ ◆♦❤ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❀

❇❛❞:✐♥❛:❛②❛♥❛♥ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❀ ❨✉ ❛♥❞ ❑♦❧&✉♥✱ ✷✵✶✺❀ ◆♦❣✉❡✐:❛ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❜❪✱ ❛♥❞ ♠❛♥②

♦&❤❡:'✳ ❚❤✐' ♥❡&✇♦:❦ ✐' ❡''❡♥&✐❛❧❧② ❝♦♠♣♦'❡❞ ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉&✐♦♥❛❧ ❧❛②❡:' ❬●♦♦❞❢❡❧❧♦✇ ❡& ❛❧✳✱

✷✵✶✻❪ &❤❛& ♣:♦❝❡'' &❤❡ ✐♥♣✉& ✉'✐♥❣ ♦♣&✐♠✐③❛❜❧❡ ✜❧&❡:'✱ ✇❤✐❝❤ ❛:❡ ❛❝&✉❛❧❧② :❡'♣♦♥'✐❜❧❡

&♦ ❡①&:❛❝& ❢❡❛&✉:❡' ❢:♦♠ &❤❡ ❞❛&❛✳

❉❡'♣✐&❡ ✉'✐♥❣ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛: ❛❝&✐✈❛&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥' ❛♥❞ ♣♦♦❧✐♥❣ ❧❛②❡:' &♦ ❜:✐♥❣ '♦♠❡

♥♦♥✲❧✐♥❡❛:✐&② &♦ &❤❡ ❧❡❛:♥✐♥❣ ♣:♦❝❡''✱ &❤♦'❡ ❝♦♥✈♦❧✉&✐♦♥❛❧ ❧❛②❡:' ♦♥❧② ♣❡:❢♦:♠ ❧✐♥❡❛:

♦♣❡:❛&✐♦♥' ♦✈❡: &❤❡ ✐♥♣✉& ❞❛&❛✱ ✐❣♥♦:✐♥❣ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛: ♣:♦❝❡''❡' ❛♥❞ &❤❡ :❡❧❡✈❛♥& ✐♥❢♦:♠❛✲

&✐♦♥ ❝❛♣&✉:❡❞ ❜② &❤❡♠✳ ❋♦: ✐♥'&❛♥❝❡✱ ♦♥❡ ❞❡'✐:❡' ❛ ❜❛'✐❝ ♥❡&✇♦:❦ ❝♦♠♣♦'❡❞ ♦❢ ❥✉'& ♦♥❡

♥❡✉:♦♥ &❤❛& ❛❧✇❛②' ❡①&:❛❝&' &❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ &❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦:❤♦♦❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐&' ❧❡❛:♥❛❜❧❡

✜❧&❡:✳ ❆' ♣:❡'❡♥&❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉:❡ ✼✳✶✱ ❞❡'♣✐&❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♠②:✐❛❞ ♦❢ ♣♦''✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉:❛&✐♦♥'✱ ✐♥

&❤✐' ❝❛'❡✱ &❤❡ ❈♦♥✈◆❡& ✐' ♥♦& ❛❜❧❡ &♦ ♣❡:❢♦:♠ '✉❝❤ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛: ♦♣❡:❛&✐♦♥ ❛♥❞✱ &❤❡:❡❢♦:❡✱

♠❛② ♥♦& ❜❡ ❛❜❧❡ &♦ ♣:♦❞✉❝❡ &❤❡ ❡①♣❡❝&❡❞ ♦✉&♣✉&✳

❈♦♥❝❡:♥✐♥❣ &❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❤❛:❛❝&❡:✐'&✐❝'✱ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛: ♦♣❡:❛&✐♦♥' ❛:❡ ❛❜❧❡ &♦ ❝♦♣❡ ✇✐&❤

'♦♠❡ ♣:♦♣❡:&✐❡' ❜❡&&❡: &❤❛♥ &❤❡ ❧✐♥❡❛: ♦♥❡'✱ ❜❡✐♥❣ ♣:❡❢❡:❛❜❧❡ ✐♥ '♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥'✳

E:❡❝✐'❡❧②✱ ✐♥ '♦♠❡ '❝❡♥❛:✐♦'✱ '✉❝❤ ❛' &❤❡ :❡♠♦&❡ '❡♥'✐♥❣ ♦♥❡✱ ✐♠❛❣❡' ❞♦ ♥♦& ❤❛✈❡ ❛

❝❧❡❛: ❝♦♥❝❡♣& ♦❢ ♣❡:'♣❡❝&✐✈❡ ✭✐✳❡✳✱ ❢♦:❡ ❛♥❞ ❜❛❝❦❣:♦✉♥❞✮ ✇✐&❤ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝&' ✭♦: ♣✐①❡❧'✮

❤❛✈✐♥❣ ❡U✉✐✈❛❧❡♥& ✐♠♣♦:&❛♥❝❡✳ ■♥ &❤❡'❡ ❝❛'❡'✱ ❜♦:❞❡:' ❛♥❞ ❝♦:♥❡:' ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥'✐❞❡:❡❞

'❛❧✐❡♥& ❛♥❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥&❛❧ ❢❡❛&✉:❡' &❤❛& '❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣:❡'❡:✈❡❞ ✐♥ ♦:❞❡: &♦ ❤❡❧♣ ❞✐'&✐♥❣✉✐'❤

♦❜❥❡❝&' ✭♠❛✐♥❧② '♠❛❧❧ ♦♥❡'✮✳ ❍♦✇❡✈❡:✱ ❧✐♥❡❛: &:❛♥'❢♦:♠❛&✐♦♥' ✭❛' ♣❡:❢♦:♠❡❞ ❜② &❤❡

❝♦♥✈♦❧✉&✐♦♥❛❧ ❧❛②❡:'✮ ✇❡✐❣❤& &❤❡ ♣✐①❡❧' ✭✇✐&❤ :❡'♣❡❝& &♦ &❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦:❤♦♦❞✮ ❜❧✉::✐♥❣

✶✵✸



3 × 3



✼✳✶✳ ❉❡❡♣ ▼♦(♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ◆❡0✇♦(❦3 ✶✵✺

♠♦%♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡%❛.✐♦♥0 ❜❛0❡❞ ♦♥ ❜✐♥❛%② ❙❊0 .❤❛. ♦♣❡%❛.❡ ♦✈❡% ♦♥❡ 0✐♥❣❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛. ❛

.✐♠❡ ✇❡%❡ ❝♦♥0✐❞❡%❡❞✳ ❚❤✐0 ♥❡✇ ❛♣♣%♦❛❝❤✱ 0.%♦♥❣❧② ❜❛0❡❞ ♦♥ .❤❡ ❈♦♥✈◆❡.0 ✭❜❡❝❛✉0❡ ♦❢

.❤❡ 0✐♠✐❧❛%✐.② ❜❡.✇❡❡♥ .❤❡ ♦♣❡%❛.✐♦♥ ♣❡%❢♦%♠❡❞ ❜② .❤❡ ♠♦%♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ .%❛♥0❢♦%♠❛.✐♦♥0

❛♥❞ ❝♦♥✈♦❧✉.✐♦♥❛❧ ❧❛②❡%0✮✱ ✇♦✉❧❞ ❛❣❣%❡❣❛.❡ .❤❡ ❜❡♥❡✜.0 ♦❢ ♠♦%♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡%❛.✐♦♥0

✇❤✐❧❡ ♦✈❡%❝♦♠✐♥❣ .❤❡ ❛❢♦%❡♠❡♥.✐♦♥❡❞ ❞%❛✇❜❛❝❦ ❜② ❧❡❛%♥✐♥❣ .❤❡ 0.%✉❝.✉%✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥.

❞✉%✐♥❣ .❤❡ .%❛✐♥✐♥❣ ♣%♦❝❡00✳ C❛%.✐❝✉❧❛%❧②✱ .❤❡ ♣%♦❝❡00✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡% ♦❢ .❤❡ ♣%♦♣♦0❡❞

.❡❝❤♥✐D✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥.♦ .❤%❡❡ 0.❡♣0✿ ✭✐✮ .❤❡ ✜%0. ♦♥❡ ❡♠♣❧♦②0 ❞❡♣.❤✇✐0❡ ❝♦♥✈♦❧✉✲

.✐♦♥0 ❬❈❤♦❧❧❡.✱ ✷✵✶✼❪ .♦ %❡❛%%❛♥❣❡ .❤❡ ✐♥♣✉. ♣✐①❡❧0 ❛❝❝♦%❞✐♥❣ .♦ .❤❡ ❜✐♥❛%② ✜❧.❡%0 ✭.❤❛.

%❡♣%❡0❡♥. .❤❡ 0.%✉❝.✉%✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥.0✮✱ ✭✐✐✮ .❤❡ 0❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✉0❡0 ❞❡♣.❤✇✐0❡ ♣♦♦❧✐♥❣ .♦ 0❡❧❡❝.

.❤❡ ♣✐①❡❧ ✭❜❛0❡❞ ♦♥ ❡%♦0✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐❧❛.✐♦♥ ♦♣❡%❛.✐♦♥0✮ ❛♥❞ ❣❡♥❡%❛.❡ ❛♥ ❡%♦❞❡❞ ♦% ❞✐❧❛.❡❞

♦✉.❝♦♠❡✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ .❤❡ ❧❛0. ♦♥❡ ❡♠♣❧♦②0 ♣♦✐♥.✇✐0❡ ❝♦♥✈♦❧✉.✐♦♥0 ❬❈❤♦❧❧❡.✱ ✷✵✶✼❪ .♦ ❝♦♠✲

❜✐♥❡ .❤❡ ❣❡♥❡%❛.❡❞ ♠❛♣0 ✐♥ ♦%❞❡% .♦ ♣%♦❞✉❝❡ ♦♥❡ ✜♥❛❧ ♠♦%♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛♣ ✭♣❡% ♥❡✉%♦♥✮✳

❚❤✐0 ✇❤♦❧❡ ♣%♦❝❡00 %❡0❡♠❜❧❡0 .❤❡ ❞❡♣.❤✇✐0❡ 0❡♣❛%❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉.✐♦♥0 ❬❈❤♦❧❧❡.✱ ✷✵✶✼❪ ❜✉.

✉0✐♥❣ ❜✐♥❛%② ✜❧.❡%0 ❛♥❞ ♦♥❡ ♠♦%❡ 0.❡♣ ✭❞❡♣.❤✇✐0❡ ♣♦♦❧✐♥❣✮ ❜❡.✇❡❡♥ .❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉.✐♦♥0✳

✼✳✶ ❉❡❡♣ ▼♦(♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ◆❡0✇♦(❦3

■♥ .❤✐0 0❡❝.✐♦♥✱ ✇❡ ♣%❡0❡♥. .❤❡ ♣%♦♣♦0❡❞ ♥❡.✇♦%❦✱ ❝❛❧❧❡❞ ❉❡❡♣ ▼♦%♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ◆❡.✲

✇♦%❦0 ✭♦% 0✐♠♣❧② ❉❡❡♣▼♦%♣❤◆❡.0✮✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞♦✐♥❣ ♠♦%♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡%❛.✐♦♥0 ✇❤✐❧❡

♦♣.✐♠✐③✐♥❣ .❤❡ 0.%✉❝.✉%✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥.0✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧❧②✱ .❤✐0 ♥❡✇ ♥❡.✇♦%❦ ✐0 0.%♦♥❣❧② ❜❛0❡❞

♦♥ ❈♦♥✈◆❡.0 ♠❛✐♥❧② ❜❡❝❛✉0❡ ♦❢ .❤❡ 0✐♠✐❧❛%✐.② ❜❡.✇❡❡♥ .❤❡ ♠♦%♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡%❛.✐♦♥0

❛♥❞ ❝♦♥✈♦❧✉.✐♦♥❛❧ ❧❛②❡%0✱ 0✐♥❝❡ ❛ 0✐❣♥✐✜❝❛♥. ❛♥❛❧♦❣② ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❜❡.✇❡❡♥ .❤❡ ♣%♦❝❡00✲

✐♥❣ ♦♣❡%❛.✐♦♥0 ♣❡%❢♦%♠❡❞ ❜② .❤❡0❡ .%❛♥0❢♦%♠❛.✐♦♥0 ✭✐✳❡✳✱ ❜♦.❤ ♣%♦❜❡ .❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇✐.❤ ❛

0❧✐❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ .❤❛. ❞❡✜♥❡0 .❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦%❤♦♦❞ ♦❢ ✐♥.❡%❡0.✮✳ ❚❤❡%❡❢♦%❡✱ .❤✐0 ♥❡✇ ♥❡.✇♦%❦

0❡❡❦0 .♦ ❡✣❝✐❡♥.❧② ❝♦♠❜✐♥❡ ♠♦%♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡%❛.✐♦♥0 ❛♥❞ ❞❡❡♣ ❧❡❛%♥✐♥❣✱ ❛❣❣%❡❣❛.✐♥❣

.❤❡ ❛❜✐❧✐.② .♦ ❧❡❛%♥ ❝❡%.❛✐♥ ✐♠♣♦%.❛♥. .②♣❡0 ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣%♦♣❡%.✐❡0 ✭0✉❝❤ ❛0 ❜♦%❞❡%0 ❛♥❞ ❝♦%✲

♥❡%0✮ ♦❢ .❤❡ ❢♦%♠❡% ❛♥❞ .❤❡ ❢❡❛.✉%❡ ❧❡❛%♥✐♥❣ 0.❡♣ ♦❢ .❤❡ ❧❛..❡%✳ ❙✉❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛.✐♦♥ ✇♦✉❧❞

❜%✐♥❣ ❛❞✈❛♥.❛❣❡0 .❤❛. ❝♦✉❧❞ ❛00✐0. 0❡✈❡%❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥0 ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦%❞❡%0 ❛♥❞ 0❤❛♣❡ ❛%❡

❝♦♥0✐❞❡%❡❞ ❡00❡♥.✐❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡%✱ .❤❡%❡ ❛%❡ 0❡✈❡%❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡0 ✐♥ ❢✉❧❧② ✐♥.❡❣%❛.✐♥❣ ♠♦%♣❤♦✲

❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡%❛.✐♦♥0 ❛♥❞ ❞❡❡♣ ❧❡❛%♥✐♥❣✲❜❛0❡❞ ♠❡.❤♦❞0✱ ❡0♣❡❝✐❛❧❧② ❝♦♥✈♦❧✉.✐♦♥❛❧ ♥❡✉%❛❧

♥❡.✇♦%❦0✳

■♥ .❤✐0 0♣❡❝✐✜❝ ❝❛0❡✱ ❛ ✜%0. ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐0 ❞✉❡ .♦ .❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉.✐♦♥❛❧ ❧❛②❡%0 ❛♥❞ .❤❡✐%

♦♣❡%❛.✐♦♥0✳ C%❡❝✐0❡❧②✱ 0✉❝❤ ❧❛②❡%0✱ .❤❡ ❜❛0✐0 ♦❢ ❈♦♥✈◆❡.0✱ ❡①.%❛❝. ❢❡❛.✉%❡0 ❢%♦♠ .❤❡

✐♥♣✉. ❞❛.❛ ✉0✐♥❣ ❛♥ ♦♣.✐♠✐③❛❜❧❡ ✜❧.❡% ❜② ♣❡%❢♦%♠✐♥❣ ♦♥❧② ❧✐♥❡❛% ♦♣❡%❛.✐♦♥0 ♥♦. 0✉♣✲

♣♦%.✐♥❣ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛% ♦♥❡0✳ ❋♦%♠❛❧❧②✱ ❧❡. ✉0 ❛00✉♠❡ ❛ ✸❉ ✐♥♣✉. y(·) ♦❢ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉.✐♦♥❛❧

❧❛②❡% ❛0 ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢%♦♠ ❝♦♦%❞✐♥❛.❡0 ✭Z
3
✮ .♦ .❤❡ ♣✐①❡❧✲✈❛❧✉❡ ❞♦♠❛✐♥ ✭Z ♦% R✮✳ ❆♥❛❧✲



✶✵✻ ❈❤❛♣$❡& ✼✳ ❆♥ ■♥$&♦❞✉❝$✐♦♥ $♦ ❉❡❡♣ ▼♦&♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ◆❡$✇♦&❦8

♦❣♦✉&❧②✱ *❤❡ *-❛✐♥❛❜❧❡ ✜❧*❡- ✭♦- ✇❡✐❣❤*✮ W (·) ♦❢ &✉❝❤ ❧❛②❡- ❝❛♥ ❜❡ &❡❡♥ ❛& ❛ ♠❛♣♣✐♥❣

❢-♦♠ ✸❉ ❝♦♦-❞✐♥❛*❡& ✭Z
3
✮ *♦ *❤❡ -❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ✇❡✐❣❤*& ✭R✮✳ ❆ &*❛♥❞❛-❞ ❝♦♥✈♦❧✉*✐♦♥❛❧

❧❛②❡- ♣❡-❢♦-♠& ❛ ❝♦♥✈♦❧✉*✐♦♥ ✭❞❡♥♦*❡❞ ❤❡-❡ ❛& ∗✮ ♦❢ *❤❡ ✜❧*❡- W (·) ♦✈❡- *❤❡ ✐♥♣✉* y(·)✱

❛❝❝♦-❞✐♥❣ *♦ ❊B✉❛*✐♦♥ ✼✳✶✳ ◆♦*❡ *❤❛* *❤❡ ♦✉*♣✉* ♦❢ *❤✐& ♦♣❡-❛*✐♦♥ ✐& *❤❡ &✉♠♠❛*✐♦♥ ♦❢

*❤❡ ❧✐♥❡❛- ❝♦♠❜✐♥❛*✐♦♥ ❜❡*✇❡❡♥ ✐♥♣✉* ❛♥❞ ✜❧*❡- ✭❛❝-♦&& ❜♦*❤ &♣❛❝❡ ❛♥❞ ❞❡♣*❤✮✳ ❆❧&♦✱

♦❜&❡-✈❡ *❤❡ ❞✐✛❡-❡♥❝❡ ❜❡*✇❡❡♥ *❤✐& ♦♣❡-❛*✐♦♥ ❛♥❞ *❤❡ ♠♦-♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♥❡& &*❛*❡❞ ✐♥

❙❡❝*✐♦♥ ✸✳✷✳ ❚❤✐& &❤♦✇& *❤❛* *❤❡ ✐♥*❡❣-❛*✐♦♥ ❜❡*✇❡❡♥ ♠♦-♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡-❛*✐♦♥& ❛♥❞

❝♦♥✈♦❧✉*✐♦♥❛❧ ❧❛②❡-& ✐& ♥♦* &*-❛✐❣❤*❢♦-✇❛-❞✳

S(W, y)(i,j) = (W ∗ y)(i, j) =
∑

m

∑

n

∑

l

W (m,n, l)y(i+m, j + n, l)
✭✼✳✶✮

❆♥♦*❤❡- ✐♠♣♦-*❛♥* ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐& ❞✉❡ *♦ *❤❡ ♦♣*✐♠✐③❛*✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛- ♦♣❡-❛*✐♦♥&

❜② *❤❡ ♥❡*✇♦-❦✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧❧②✱ ✐♥ ❈♦♥✈◆❡*&✱ ❛ ❧♦&& ❢✉♥❝*✐♦♥ L ✐& ❞❡✜♥❡❞ *♦ ❛❧❧♦✇ *❤❡

❡✈❛❧✉❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ♥❡*✇♦-❦✬& ❝✉--❡♥* &*❛*❡ ❛♥❞ ✐*& ♦♣*✐♠✐③❛*✐♦♥ *♦✇❛-❞& ❛ ❜❡**❡- &*❛*❡✳

◆❡✈❡-*❤❡❧❡&&✱ *❤❡ ♦❜❥❡❝*✐✈❡ ♦❢ ❛♥② ♥❡*✇♦-❦ ✐& *♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ *❤✐& ❧♦&& ❢✉♥❝*✐♦♥ ❜② ❛❞❥✉&*✲

✐♥❣ *❤❡ *-❛✐♥❛❜❧❡ ♣❛-❛♠❡*❡-& ✭♦- ✜❧*❡-&✮ W ✳ ❙✉❝❤ ♦♣*✐♠✐③❛*✐♦♥ ✐& *-❛❞✐*✐♦♥❛❧❧② ❜❛&❡❞

♦♥ *❤❡ ❞❡-✐✈❛*✐✈❡& ♦❢ *❤❡ ❧♦&& ❢✉♥❝*✐♦♥ L ✇✳-✳*✳ *❤❡ ✇❡✐❣❤*& W ✳ ❋♦- ✐♥&*❛♥❝❡✱ &✉♣✲

♣♦&❡ ❙*♦❝❤❛&*✐❝ ●-❛❞✐❡♥* ❉❡&❝❡♥* ✭❙●❉✮ ❬●♦♦❞❢❡❧❧♦✇ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪ ✐& ✉&❡❞ *♦ ♦♣*✐♠✐③❡

❛ ❈♦♥✈◆❡*✳ ❆& ♣-❡&❡♥*❡❞ ✐♥ ❊B✉❛*✐♦♥ ✼✳✷✱ *❤❡ ♦♣*✐♠✐③❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ✜❧*❡-& ✭*♦✇❛-❞& ❛

❜❡**❡- &*❛*❡✮ ❞❡♣❡♥❞& ❞✐-❡❝*❧② ♦♥ *❤❡ ♣❛-*✐❛❧ ❞❡-✐✈❛*✐✈❡& ♦❢ *❤❡ ❧♦&& ❢✉♥❝*✐♦♥ L ✇✳-✳*✳ *❤❡

✇❡✐❣❤*& W ✭❡♠♣❧♦②❡❞ ✇✐*❤ ❛ ♣-❡✲❞❡✜♥❡❞ ❧❡❛-♥✐♥❣ -❛*❡ α✮✳ ❚❤♦&❡ ♣❛-*✐❛❧ ❞❡-✐✈❛*✐✈❡&

❛-❡ ✉&✉❛❧❧② ♦❜*❛✐♥❡❞ ✉&✐♥❣ *❤❡ ❜❛❝❦♣-♦♣❛❣❛*✐♦♥ ❛❧❣♦-✐*❤♠ ❬●♦♦❞❢❡❧❧♦✇ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪✱

✇❤✐❝❤ ✐& &*-♦♥❣❧② &✉♣♣♦-*❡❞ ❜② *❤❡ ❢❛❝* *❤❛* ❛❧❧ ♦♣❡-❛*✐♦♥& ♦❢ *❤❡ ♥❡*✇♦-❦ ❛-❡ ❡❛&✐❧②

❞✐✛❡-❡♥*✐❛❜❧❡ ✭✇✳-✳*✳ *❤❡ ✜❧*❡-&✮✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ *❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉*✐♦♥ ♣-❡&❡♥*❡❞ ✐♥ ❊B✉❛*✐♦♥ ✼✳✶

✭&✐♥❝❡✱ ✐* ✐& ♦♥❧② ❛ ❧✐♥❡❛- ❝♦♠❜✐♥❛*✐♦♥✮✳ ❍♦✇❡✈❡-✱ *❤✐& ❛❧❣♦-✐*❤♠ ❝❛♥ ♥♦* ❜❡ ❞✐-❡❝*❧②

❛♣♣❧✐❡❞ *♦ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛- ♦♣❡-❛*✐♦♥&✱ &✉❝❤ ❛& *❤❡ ♣-❡&❡♥*❡❞ ♠♦-♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♥❡&✱ ❜❡❝❛✉&❡

*❤♦&❡ ♦♣❡-❛*✐♦♥& ❞♦ ♥♦* ❤❛✈❡ ❡❛&② ❞❡-✐✈❛*✐✈❡&✳

W = W − α
∂L

∂W
✭✼✳✷✮

❖✈❡-❝♦♠✐♥❣ &✉❝❤ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡&✱ ✇❡ ♣-♦♣♦&❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ♥❡*✇♦-❦✱ ❜❛&❡❞ ♦♥ ❈♦♥✈◆❡*&✱

*❤❛* ❡♠♣❧♦②& ❞❡♣*❤✇✐&❡ ❛♥❞ ♣♦✐♥*✇✐&❡ ❝♦♥✈♦❧✉*✐♦♥ ✇✐*❤ ❞❡♣*❤✇✐&❡ ♣♦♦❧✐♥❣ *♦ -❡❝-❡✲

❛*❡ ❛♥❞ ♦♣*✐♠✐③❡ ♠♦-♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡-❛*✐♦♥&✱ ❢-♦♠ ❜❛&✐❝ *♦ ❝♦♠♣❧❡① ♦♥❡&✳ ❋✐-&*✱ ❙❡❝✲

*✐♦♥ ✼✳✶✳✶ ✐♥*-♦❞✉❝❡ *❤❡ ❜❛&✐❝ ❝♦♥❝❡♣*& ✉&❡❞ ❛& ❛ ❢♦✉♥❞❛*✐♦♥ ❢♦- *❤❡ ♣-♦♣♦&❡❞ ❉❡❡♣

▼♦-♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ◆❡*✇♦-❦✳ ❙❡❝*✐♦♥ ✼✳✶✳✷ ♣-❡&❡♥*& *❤❡ ♣-♦♣♦&❡❞ ♥❡✉-♦♥& -❡&♣♦♥&✐❜❧❡ *♦

♣❡-❢♦-♠ ♠♦-♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡-❛*✐♦♥&✳ ❚❤❡ ♣-♦♣♦&❡❞ ♠♦-♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛②❡-✱ ❝♦♠♣♦&❡❞ ♦❢

*❤❡ ♣-♦♣♦&❡❞ ♥❡✉-♦♥&✱ ✐& ♣-❡&❡♥*❡❞ ✐♥ ❙❡❝*✐♦♥ ✼✳✶✳✸✳ ❚❤❡ ♦♣*✐♠✐③❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ✜❧*❡-&



✼✳✶✳ ❉❡❡♣ ▼♦(♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ◆❡0✇♦(❦3 ✶✵✼

✭❛❧&♦ ❝❛❧❧❡❞ &+,✉❝+✉,✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥+&✮ ♦❢ &✉❝❤ ❧❛②❡,& ✐& ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝+✐♦♥ ✼✳✶✳✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

+❤❡ ♣,♦♣♦&❡❞ ❉❡❡♣▼♦,♣❤◆❡+ ❛,❝❤✐+❡❝+✉,❡& ❛,❡ ✐♥+,♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝+✐♦♥ ✼✳✶✳✺✳

✼✳✶✳✶ ❇❛%✐❝ ▼♦*♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❋*❛♠❡✇♦*❦

❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛+✐♦♥ ♦❢ ♠♦,♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡,❛+✐♦♥& ❛♥❞ ❞❡❡♣ ❧❡❛,♥✐♥❣ ✐& &✉❜❥❡❝+ +♦ ❛♥ ❡&✲

&❡♥+✐❛❧ ❝♦♥❞✐+✐♦♥✿ +❤❡ ♥❡✇ +❡❝❤♥✐G✉❡ &❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❝♦♥&❡,✈✐♥❣ +❤❡ ❡♥❞✲+♦✲❡♥❞

❧❡❛,♥✐♥❣ &+,❛+❡❣②✱ ✐✳❡✳✱ ✐+ &❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ +♦ ❜❧❡♥❞ ✇✐+❤ +❤❡ ❝✉,,❡♥+ +,❛✐♥✐♥❣ ♣,♦❝❡❞✉,❡✳

❚❤❡ ,❡❛&♦♥ ❢♦, +❤✐& ❝♦♥❞✐+✐♦♥ ✐& +✇♦✲❢♦❧❞❡❞✿ ✭✐✮ +♦ ❡①+,❛❝+ +❤❡ ❜❡♥❡✜+& ♦❢ +❤❡ ❢❡❛+✉,❡

❧❡❛,♥✐♥❣ &+❡♣ ✭✐✳❡✳✱ ♦♣+✐♠✐③❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ✜❧+❡,&✮ ❢,♦♠ ❞❡❡♣ ❧❡❛,♥✐♥❣✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ +♦ ❛❧❧♦✇ +❤❡

❝♦♠❜✐♥❛+✐♦♥ ♦❢ ♠♦,♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡,❛+✐♦♥& ✇✐+❤ ❛♥② ♦+❤❡, ❡①✐&+✐♥❣ ♦♣❡,❛+✐♦♥ ❡①♣❧♦,❡❞

❜② ❞❡❡♣ ❧❡❛,♥✐♥❣✲❜❛&❡❞ ❛♣♣,♦❛❝❤❡&✳ ❚♦✇❛,❞& &✉❝❤ ♦❜❥❡❝+✐✈❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣,♦♣♦&❡❞ ❛ ♥❡✇

❢,❛♠❡✇♦,❦✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♣❡,❢♦,♠✐♥❣ ♠♦,♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡,♦&✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐❧❛+✐♦♥✱ ❜❛&❡❞ ♦♥ ♦♣❡,✲

❛+✐♦♥& +❤❛+ ♠❡❡+ +❤✐& ❝♦♥❞✐+✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ♥❡✉,♦♥& ❜❛&❡❞ ♦♥ +❤✐& ❢,❛♠❡✇♦,❦ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛&✐❧②

✐♥+❡❣,❛+❡❞ ✐♥+♦ +❤❡ &+❛♥❞❛,❞ +,❛✐♥✐♥❣ ♣,♦❝❡&&✳ ❚❤❡ ♣,♦❝❡&&✐♥❣ ♦❢ +❤✐& ❢,❛♠❡✇♦,❦ ❝❛♥ ❜❡

&❡♣❛,❛+❡❞ ✐♥+♦ +✇♦ &+❡♣&✳ ❚❤❡ ✜!"# ♦♥❡ ❡♠♣❧♦②& ❞❡♣+❤✇✐&❡ ❝♦♥✈♦❧✉+✐♦♥ ❬❈❤♦❧❧❡+✱ ✷✵✶✼❪

+♦ ♣❡,❢♦,♠ ❛ ❞❡❧✐♠✐+❛+✐♦♥ ♦❢ ❢❡❛+✉,❡&✱ ❜❛&❡❞ ♦♥ +❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦,❤♦♦❞ ✭♦, ✜❧+❡,✮✳ ❆& ❞❡✜♥❡❞

✐♥ ❊G✉❛+✐♦♥ ✼✳✸✱ +❤✐& +②♣❡ ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉+✐♦♥ ❞✐✛❡,& ❢,♦♠ &+❛♥❞❛,❞ ♦♥❡& &✐♥❝❡ ✐+ ❤❛♥❞❧❡& +❤❡

✐♥♣✉+ ❞❡♣+❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥+❧②✱ ✉&✐♥❣ +❤❡ &❛♠❡ ✜❧+❡, W +♦ ❡✈❡,② ✐♥♣✉+ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ■♥ ♦+❤❡,

✇♦,❞&✱ &✉♣♣♦&❡ +❤❛+ ❛ ❧❛②❡, ♣❡,❢♦,♠✐♥❣ ❞❡♣+❤✇✐&❡ ❝♦♥✈♦❧✉+✐♦♥ ❤❛& k ✜❧+❡,& ❛♥❞ ,❡❝❡✐✈❡&

❛♥ ✐♥♣✉+ ✇✐+❤ l ❝❤❛♥♥❡❧&✱ +❤❡♥ +❤❡ ♣,♦❝❡&&❡❞ ♦✉+❝♦♠❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ k × l

❝❤❛♥♥❡❧&✱ &✐♥❝❡ ❡❛❝❤ k✲+❤ ✜❧+❡, ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ +♦ ❡❛❝❤ l✲+❤ ✐♥♣✉+ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡ ✉&❡

♦❢ ❞❡♣+❤✇✐&❡ ❝♦♥✈♦❧✉+✐♦♥ &✐♠♣❧✐✜❡& +❤❡ ✐♥+,♦❞✉❝+✐♦♥ ♦❢ ♠♦,♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡,❛+✐♦♥& ✐♥+♦

+❤❡ ❞❡❡♣ ♥❡+✇♦,❦ &✐♥❝❡ +❤❡ ❧✐♥❡❛, ❝♦♠❜✐♥❛+✐♦♥ ♣❡,❢♦,♠❡❞ ❜② +❤✐& ❝♦♥✈♦❧✉+✐♦♥ ❞♦❡& ♥♦+

❝♦♥&✐❞❡, +❤❡ ❞❡♣+❤ ✭❛& ✐♥ &+❛♥❞❛,❞ ❝♦♥✈♦❧✉+✐♦♥& ♣,❡&❡♥+❡❞ ✐♥ ❊G✉❛+✐♦♥ ✼✳✶✮✳ ❚❤✐& ♣,♦✲

❝❡&& ✐& ❢✉♥❞❛♠❡♥+❛❧ ❢♦, +❤❡ ,❡❝,❡❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ✐♥+,♦❞✉❝❡❞ ♠♦,♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡,❛+✐♦♥& &✐♥❝❡

&✉❝❤ +,❛♥&❢♦,♠❛+✐♦♥& ❝❛♥ ♦♥❧② ♣,♦❝❡&& ♦♥❡ &✐♥❣❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛+ ❛ +✐♠❡ ✭❛& ❛❢♦,❡♠❡♥+✐♦♥❡❞

✐♥ ❙❡❝+✐♦♥ ✸✳✷✮✳ ❆❧+❤♦✉❣❤ +❤❡,❡ ❛,❡ ♠♦,♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡,❛+✐♦♥& ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♠♦,❡

+❤❛♥ ♦♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛+ ❛ +✐♠❡ ❬❈❤❡✈❛❧❧✐❡, ❡+ ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❪✱ ✐♥ +❤✐& ✇♦,❦✱ ❛& ✐♥+,♦❞✉❝❡❞✱ ♦♥❧②

♦♣❡,❛+✐♦♥& ❜❛&❡❞ ♦♥ ❜✐♥❛,② ❙❊& +❤❛+ ♦♣❡,❛+❡ ♦✈❡, ♦♥❡ &✐♥❣❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛+ ❛ +✐♠❡ ✇❡,❡

❝♦♥&✐❞❡,❡❞✳

Sl(W, y)(i,j) =
∑

m

∑

n

W (m,n)y(i+m, j + n, l) ✭✼✳✸✮

❍♦✇❡✈❡,✱ ❥✉&+ ✉&✐♥❣ +❤✐& +②♣❡ ♦❢ ❝♦♥✈♦❧✉+✐♦♥ ❞♦❡& ♥♦+ ❛❧❧♦✇ +❤❡ ,❡♣,♦❞✉❝+✐♦♥

♦❢ ♠♦,♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ +,❛♥&❢♦,♠❛+✐♦♥&✱ ❣✐✈❡♥ +❤❛+ ❛ &♣❛+✐❛❧ ❧✐♥❡❛, ❝♦♠❜✐♥❛+✐♦♥ ✐& &+✐❧❧ ♣❡,✲

❢♦,♠❡❞ ❜② +❤✐& ❝♦♥✈♦❧✉+✐♦♥❛❧ ♦♣❡,❛+✐♦♥✳ ❚♦ ♦✈❡,❝♦♠❡ +❤✐&✱ ❛❧❧ ✜❧+❡,& W ❛,❡ ✜,&+ ❝♦♥✲



✶✵✽ ❈❤❛♣$❡& ✼✳ ❆♥ ■♥$&♦❞✉❝$✐♦♥ $♦ ❉❡❡♣ ▼♦&♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ◆❡$✇♦&❦8

✈❡%&❡❞ ✐♥&♦ ❜✐♥❛%② ❛♥❞ &❤❡♥ ✉0❡❞ ✐♥ &❤❡ ❞❡♣&❤✇✐0❡ ❝♦♥✈♦❧✉&✐♦♥ ♦♣❡%❛&✐♦♥✳ 6%❡❝✐0❡❧②✱ &❤✐0

❜✐♥❛%✐③❛&✐♦♥ ♣%♦❝❡00✱ %❡❢❡%❡♥❝❡❞ ❤❡%❡❛❢&❡% ❛0 ♠❛①✲❜✐♥❛%✐③❡✱ ❛❝&✐✈❛&❡0 ♦♥❧② &❤❡ ❤✐❣❤❡0&

✈❛❧✉❡ ♦❢ &❤❡ ✜❧&❡%✱ ✐✳❡✳✱ ♦♥❧② &❤❡ ❤✐❣❤❡0& ✈❛❧✉❡ ✐0 ❝♦♥0✐❞❡%❡❞ ❛❝&✐✈❡✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ♦&❤❡%0 ❛%❡

❞❡❛❝&✐✈❛&❡❞✳ ❋♦%♠❛❧❧②✱ &❤❡ ♠❛①✲❜✐♥❛%✐③❡ b(·) ✐0 ❛ ❢✉♥❝&✐♦♥ &❤❛& %❡❝❡✐✈❡0 ❛0 ✐♥♣✉& &❤❡ %❡❛❧✲

✈❛❧✉❡❞ ✇❡✐❣❤&0 W ❛♥❞ ♣%♦❝❡00❡0 &❤❡♠ ❛❝❝♦%❞✐♥❣ &♦ ❊A✉❛&✐♦♥ ✼✳✹✱ ✇❤❡%❡ 1{condition}

✐0 &❤❡ ✐♥❞✐❝❛&♦% ❢✉♥❝&✐♦♥✱ &❤❛& %❡&✉%♥0 ✶ ✐❢ &❤❡ condition ✐0 &%✉❡ ❛♥❞ ✵ ♦&❤❡%✇✐0❡✳ ❚❤✐0

♣%♦❝❡00 ♦✉&♣✉&0 ❛ ❜✐♥❛%② ✈❡%0✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ✇❡✐❣❤&0✱ ❞❡♥♦&❡❞ ❤❡%❡ ❛0 W b
✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② &❤❡

❤✐❣❤❡0& ✈❛❧✉❡ ✭✐♥ W ✮ ✐0 ❛❝&✐✈❛&❡❞ ✭✐♥ W b
✮✳ ❇② ✉0✐♥❣ &❤✐0 ❜✐♥❛%② ✜❧&❡% W b

✱ &❤❡ ❧✐♥❡❛%

❝♦♠❜✐♥❛&✐♦♥ ♣❡%❢♦%♠❡❞ ❜② ❞❡♣&❤✇✐0❡ ❝♦♥✈♦❧✉&✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ 0❡❡♥ ❛0 ❛ 0✐♠♣❧❡ ♦♣❡%❛&✐♦♥

&❤❛& ♣%❡0❡%✈❡0 &❤❡ ❡①❛❝& ✈❛❧✉❡ ♦❢ &❤❡ 0✐♥❣❧❡ ♣✐①❡❧ ❛❝&✐✈❛&❡❞ ❜② &❤✐0 ❜✐♥❛%② ✜❧&❡%✳

W b
(i,j) = b(W (i, j)) = 1{maxk,j(W (k, j)) = W (i, j)} ✭✼✳✹✮

❍♦✇❡✈❡%✱ ♦♥❧② ♣%❡0❡%✈✐♥❣ ♦♥❡ ♣✐①❡❧ ✇✳%✳&✳ &❤❡ ❜✐♥❛%② ✜❧&❡% ✐0 ♥♦& ❡♥♦✉❣❤ &♦ %❡✲

♣%♦❞✉❝❡ &❤❡ ♠♦%♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡%❛&✐♦♥0✱ 0✐♥❝❡ &❤❡② ✉0✉❛❧❧② ♦♣❡%❛&❡ ♦✈❡% ❛ ♥❡✐❣❤❜♦%❤♦♦❞

✭❞❡✜♥❡❞ ❜② &❤❡ ❙❊ B✮✳ ■♥ ♦%❞❡% &♦ %❡♣%♦❞✉❝❡ &❤✐0 ♥❡✐❣❤❜♦%❤♦♦❞ ❝♦♥❝❡♣& ✐♥ &❤❡ ❞❡♣&❤✲

✇✐0❡ ❝♦♥✈♦❧✉&✐♦♥ ♦♣❡%❛&✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡❝♦♠♣♦0❡ ❡❛❝❤ ✜❧&❡% W ✐♥&♦ 0❡✈❡%❛❧ ♦♥❡0✱ &❤❛& ✇❤❡♥

0✉♣❡%✐♠♣♦0❡❞ %❡&%✐❡✈❡ &❤❡ ✜♥❛❧ ❙❊ B✳ ▼♦%❡ 0♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ 0✉♣♣♦0❡ ❛ ✜❧&❡% W ✇✐&❤ 0✐③❡

s × s✳ ❙✐♥❝❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣♦0✐&✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝&✐✈❛&❡❞ ❛& ❛ &✐♠❡ ✭❜❡❝❛✉0❡ ♦❢ &❤❡ ❛❢♦%❡♠❡♥✲

&✐♦♥❡❞ ❜✐♥❛%✐③❛&✐♦♥ ♣%♦❝❡00✮✱ &❤✐0 ✜❧&❡% ❤❛0 ❛ &♦&❛❧ ♦❢ s2 ♣♦00✐❜❧❡ ❛❝&✐✈❛&✐♦♥ ✈❛%✐❛&✐♦♥0✳

❙✉♣♣♦0❡ ❛❧0♦ ❛ ❙❊ ✇✐&❤ 0✐③❡ s × s✳ ❆0 ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝&✐♦♥ ✸✳✷✱ 0✉❝❤ ❙❊ ❞❡✜♥❡0 &❤❡

♣✐①❡❧ ♥❡✐❣❤❜♦%❤♦♦❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛♥② ❢❡❛0✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉%❛&✐♦♥✳ ❈♦♥0✐❞❡%✐♥❣ ❡❛❝❤ ♣♦0✐&✐♦♥

♦❢ &❤✐0 ❙❊ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥&❧②✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥0✐❞❡%❡❞ ❛❝&✐✈❛&❡❞ ✭✇❤❡♥ &❤❛& ♣♦0✐&✐♦♥ ♦❢

&❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦%❤♦♦❞ 0❤♦✉❧❞ ❜❡ &❛❦❡♥ ✐♥&♦ ❛❝❝♦✉♥&✮ ♦% ❞❡❛❝&✐✈❛&❡❞ ✭✇❤❡♥ &❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦%✐♥❣

♣♦0✐&✐♦♥ 0❤♦✉❧❞ ♥♦& ❜❡ &❛❦❡♥ ✐♥&♦ ❛❝❝♦✉♥&✮✳ ❚❤❡%❡❢♦%❡✱ ❛ ❙❊ ♦❢ 0✐③❡ s×s ❤❛0 s2 ♣♦00✐❜❧❡

❝♦♥✜❣✉%❛&✐♦♥0 ✇❤❡♥ ❝♦♥0✐❞❡%✐♥❣ ❡❛❝❤ ♣♦0✐&✐♦♥ 0❡♣❛%❛&❡❧②✳ ❇❛0❡❞ ♦♥ ❛❧❧ &❤✐0✱ ❛ 0❡& ♦❢ s2

♠❛①✲❜✐♥❛%② ✜❧&❡%0 ✇✐&❤ 0✐③❡ s×s ✐0 ❛❜❧❡ &♦ ❝♦✈❡% ❛❧❧ ♣♦00✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉%❛&✐♦♥0 ♦❢ ❛ ❙❊ ✇✐&❤

&❤❡ 0❛♠❡ 0✐③❡✱ ✐✳❡✳✱ ✇✐&❤ &❤✐0 0❡&✱ ✐& ✐0 ♣♦00✐❜❧❡ &♦ %❡❝%❡❛&❡ ❛♥② ❢❡❛0✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉%❛&✐♦♥ ♦❢

❛ s × s ❙❊✳ 6%❡❝✐0❡❧②✱ ❛ 0❡& ♦❢ s2 ✜❧&❡%0 ✇✐&❤ 0✐③❡ s × s ❝❛♥ ❜❡ 0❡❡♥ ❛0 ❛ ❞❡❝♦♠♣♦0❡❞

%❡♣%❡0❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦%❤♦♦❞ ❝♦♥❝❡♣& ✭♦% ♦❢ &❤❡ ❙❊✮ ❣✐✈❡♥ &❤❛& &❤♦0❡ s2 ✜❧&❡%0

✭✇✐&❤ ♦♥❧② ❛ 0✐♥❣❧❡ ❛❝&✐✈❛&❡❞ ♣♦0✐&✐♦♥✮ ❝❛♥ ❜❡ 0✉♣❡%✐♠♣♦0❡❞ ✐♥ ♦%❞❡% &♦ %❡&%✐❡✈❡ ❛♥②

♣♦00✐❜❧❡ s× s ♥❡✐❣❤❜♦%❤♦♦❞ ❝♦♥✜❣✉%❛&✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② &❤❡ ❙❊✳ ❙✉♣♣♦%&❡❞ ❜② &❤✐0 ✐❞❡❛✱

❛♥② s× s ❙❊ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦0❡❞ ✐♥&♦ s2 ✜❧&❡%0✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ✇✐&❤ 0✐③❡ s× s ❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡

❛❝&✐✈❛&❡❞ ✈❛❧✉❡✳ ❇② ❞♦✐♥❣ &❤✐0✱ &❤❡ ❝♦♥❝❡♣& ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦%❤♦♦❞ ✐♥&%♦❞✉❝❡❞ ❜② &❤❡ ❙❊ ❝❛♥

❜❡ ❡①♣❧♦✐&❡❞ ✐♥ ❞❡♣&❤✇✐0❡ ❝♦♥✈♦❧✉&✐♦♥✳ 6❛%&✐❝✉❧❛%❧②✱ ❛ s2 0❡& ♦❢ s× s ✜❧&❡%0 W ❝❛♥ ❜❡

❝♦♥✈❡%&❡❞ ✐♥&♦ ❜✐♥❛%② ✇❡✐❣❤&0 W b
✭✈✐❛ &❤❡ ❛❢♦%❡♠❡♥&✐♦♥❡❞ ♠❛①✲❜✐♥❛%✐③❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ b(·)✮

❛♥❞ &❤❡♥✱ ✉0❡❞ &♦ ♣%♦❝❡00 &❤❡ ✐♥♣✉& ❞❛&❛✳ ❲❤❡♥ ❡①♣❧♦✐&❡❞ ❜② ❊A✉❛&✐♦♥ ✼✳✸✱ ❡❛❝❤ ♦❢



✼✳✶✳ ❉❡❡♣ ▼♦(♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ◆❡0✇♦(❦3 ✶✵✾

#❤❡&❡ s2 ❜✐♥❛+② ✜❧#❡+ W b
✇✐❧❧ ♣+❡&❡+✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣✐①❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐& ❞✐+❡❝#❧② +❡❧❛#❡❞ #♦ ♦♥❡

&♣❡❝✐✜❝ ♣♦&✐#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦+❤♦♦❞✳ ❚❤✉&✱ #❡❝❤♥✐❝❛❧❧②✱ #❤✐& ✜+&# &#❡♣ +❡❝+❡❛#❡&✱ ✐♥

❞❡♣#❤✱ #❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦+❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ♣✐①❡❧ ❞❡❧✐♠✐#❡❞ ❜② ❛ s × s ❙❊ B✱ ✇❤✐❝❤ ✐& ❡&&❡♥#✐❛❧❧②

+❡♣+❡&❡♥#❡❞ ❜② s2 ❜✐♥❛+② ✜❧#❡+& W b
♦❢ &✐③❡ s× s✳

B(i,j) = 1{
∑

l

W b(i, j, l) ≥ 1} ✭✼✳✺✮

❙✐♥❝❡ #❤❡ ❙❊ B ✇❛& ❞❡❝♦♠♣♦&❡❞ ✐♥ ❞❡♣#❤✱ ✐♥ ♦+❞❡+ #♦ +❡#+✐❡✈❡ ✐#✱ ❛ ❞❡♣#❤✇✐&❡

♦♣❡+❛#✐♦♥✱ ♣+❡&❡♥#❡❞ ✐♥ ❊D✉❛#✐♦♥ ✼✳✺✱ ♠✉&# ❜❡ ♣❡+❢♦+♠❡❞ ♦✈❡+ #❤❡ s2 ❜✐♥❛+② ✜❧#❡+& W b
✳

❆♥❛❧♦❣♦✉&❧②✱ ❛ ❞❡♣#❤✇✐&❡ ♦♣❡+❛#✐♦♥ ✐& ❛❧&♦ +❡D✉✐+❡❞ #♦ +❡#+✐❡✈❡ #❤❡ ✜♥❛❧ ♦✉#❝♦♠❡✱ ✐✳❡✳✱

#❤❡ ❡+♦❞❡❞ ♦+ ❞✐❧❛#❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐& ✐& #❤❡  ❡❝♦♥❞ &#❡♣ ♦❢ #❤✐& ♣+♦♣♦&❡❞ ❢+❛♠❡✇♦+❦✱

✇❤✐❝❤ ✐& +❡&♣♦♥&✐❜❧❡ #♦ ❡①#+❛❝# #❤❡ +❡❧❡✈❛♥# ✐♥❢♦+♠❛#✐♦♥ ❜❛&❡❞ ♦♥ #❤❡ ❞❡♣#❤✇✐&❡ ♥❡✐❣❤✲

❜♦+❤♦♦❞✳ ■♥ #❤✐& &#❡♣✱ ❛♥ ♦♣❡+❛#✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ❞❡♣#❤✇✐&❡ ♣♦♦❧✐♥❣ P (·)✱ ♣❡+❢♦+♠& ❛ ♣✐①❡❧

❛♥❞ ❞❡♣#❤✇✐&❡ ♣+♦❝❡&& ♦✈❡+ #❤❡ s2 ♦✉#❝♦♠❡& ✭♦❢ #❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦&❡❞ ✜❧#❡+&✮✱ ♣+♦❞✉❝✐♥❣ #❤❡

✜♥❛❧ ♠♦+♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦✉#❝♦♠❡✳ ❚❤✐& ♣♦♦❧✐♥❣ ♦♣❡+❛#✐♦♥ ✐& ❛❜❧❡ #♦ ❛❝#✉❛❧❧② ♦✉#♣✉# #❤❡

♠♦+♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡+♦&✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐❧❛#✐♦♥ ❜② ✉&✐♥❣ ♣✐①❡❧ ❛♥❞ ❞❡♣#❤✇✐&❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✲

✐♠✉♠ ❢✉♥❝#✐♦♥&✱ ❛& ♣+❡&❡♥#❡❞ ✐♥ ❊D✉❛#✐♦♥& ✼✳✻ ❛♥❞ ✼✳✼✱ +❡&♣❡❝#✐✈❡❧②✳ ◆♦#❡ #❤❛# #❤❡

+❡♣+♦❞✉❝#✐♦♥ ♦❢ ♠♦+♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡+❛#✐♦♥& ✉&✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❢✉♥❝#✐♦♥& ✐&

♦♥❧② ♣♦&&✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉&❡ #❤❡ &❡# ❝+❡❛#❡❞ ✇✐#❤ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ♣♦&✐#✐♦♥ ❛❧♦♥❣ #❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧& ❝❛♥

❜❡ ❝♦♥&✐❞❡+❡❞ ❛♥ ♦+❞❡+❡❞ &❡# ✭&✐♠✐❧❛+ #♦ #❤❡ ❞❡✜♥✐#✐♦♥ ♣+❡&❡♥#❡❞ ✐♥ ❙❡❝#✐♦♥ ✸✳✷✮✳ ❚❤❡

♦✉#❝♦♠❡ ♦❢ #❤✐& &❡❝♦♥❞ &#❡♣ ✐& #❤❡ ✜♥❛❧ ✭❡+♦❞❡❞ ♦+ ❞✐❧❛#❡❞✮ ❢❡❛#✉+❡ ♠❛♣ #❤❛# ✇✐❧❧ ❜❡

❡①♣❧♦✐#❡❞ ❜② ❛♥② &✉❜&❡D✉❡♥# ♣+♦❝❡&&✳

P E(y)(i,j) = min
l

y(i, j, l) ✭✼✳✻✮

P δ(y)(i,j) = max
l

y(i, j, l) ✭✼✳✼✮

❊D✉❛#✐♦♥& ✼✳✽ ❛♥❞ ✼✳✾ ❝♦♠♣✐❧❡ #❤❡ #✇♦ &#❡♣& ♣❡+❢♦+♠❡❞ ❜② #❤❡ ♣+♦♣♦&❡❞ ❢+❛♠❡✲

✇♦+❦ ❢♦+ ♠♦+♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡+♦&✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐❧❛#✐♦♥✱ +❡&♣❡❝#✐✈❡❧②✳ ❚❤✐& ♦♣❡+❛#✐♦♥✱ ❞❡♥♦#❡❞ ❤❡+❡

❛& M(·)✱ ♣❡+❢♦+♠& ❛ ❞❡♣#❤✇✐&❡ ❝♦♥✈♦❧✉#✐♦♥ ✭✜+&# &#❡♣✮✱ ✇❤✐❝❤ ✉&❡& ✭❜✐♥❛+②✮ ✜❧#❡+& #❤❛#

❞❡❝♦♠♣♦&❡ #❤❡ +❡♣+❡&❡♥#❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦+❤♦♦❞ ❝♦♥❝❡♣# ✐♥#+♦❞✉❝❡❞ ❜② ❙❊&✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞
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✈❛'✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ '❤❡ ❝♦♠♣♦*❡❞ ♣$♦❝❡**✐♥❣ ✉♥✐' ✐* ❜❛*❡❞ ♦♥ '❤❡ ♣♦'❡♥'✐❛❧ ♦❢ '❤❡ ❧❡❛$♥❡❞

$❡♣$❡*❡♥'❛'✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ ❡$♦*✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐❧❛'✐♦♥ ❝❛♥ ❧❡❛$♥ *✐♠♣❧❡ $❡♣$❡*❡♥'❛'✐♦♥*✱ '❤❡ ❝♦♠✲
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MCδ(W, y) = M δ(W2,M
E(W1, y)) ✭✼✳✶✵✮

MCE (W, y) = ME(W2,M
δ(W1, y)) ✭✼✳✶✶✮
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♦❢ '❤❡ ❝♦♠♣♦*❡❞ ♣%♦❝❡**✐♥❣ ✉♥✐'*✱ ❡①❝❡♣' '❤❛' ✐♥ '❤✐* ❝❛*❡ ❛ '✐❡ ♦♥ '❤❡ ✜❧'❡%* ♦❢ '❤❡ '✇♦
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❜❡'✇❡❡♥ '❤❡*❡ ❢✉♥❝'✐♦♥* ❛♥❞ ❊A✉❛'✐♦♥* ✸✳✶✹ ❛♥❞ ✸✳✶✺✳

Mγ(W, y) = M δ(W,ME(W, y)) ✭✼✳✶✷✮

Mϕ(W, y) = ME(W,M δ(W, y)) ✭✼✳✶✸✮
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✐* ❡♠♣❧♦②❡❞ '♦ *✉♣♣♦%' '❤❡ ❢♦%✇❛%❞✐♥❣ ♦❢ '❤❡ ✐♥♣✉' ❞❛'❛✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✐' '♦ ❜❡ ❢✉%'❤❡%

♣%♦❝❡**❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦%❡ ♦❢ '❤❡ '♦♣✲❤❛' ♣%♦❝❡**✐♥❣ ✉♥✐'* ✐* ❝♦♠♣♦*❡❞ ♦❢ '❤%❡❡ ♣❛%'*✿ ✭✐✮

❛♥ ♦♣❡♥✐♥❣ ♦% ❝❧♦*✐♥❣ ♠♦%♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣%♦❝❡**✐♥❣ ✉♥✐' ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ '❤❡ '②♣❡ ♦❢ '❤❡
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MT w

(W, y) = y −Mγ(W, y) ✭✼✳✶✹✮

MT b

(W, y) = Mϕ(W, y)− y ✭✼✳✶✺✮
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✷✵✲✷✶✱ (❡#♣❡❝.✐✈❡❧②✮✳ ◆♦.❡ .❤❛. ❞✉(✐♥❣ .❤❡ ❜❛❝❦♣(♦♣❛❣❛.✐♦♥✱ .❤❡ ❞❡♣.❤✇✐#❡ ♣♦♦❧✐♥❣ ✐#

♥♦. ♦♣.✐♠✐③❡❞ #✐♥❝❡ .❤✐# ♦♣❡(❛.✐♦♥ ❤❛# ♥♦ ♣❛(❛♠❡.❡(# ❛♥❞ ♦♥❧② ♣❛##❡# .❤❡ ❣(❛❞✐❡♥.# .♦

.❤❡ ♣(❡✈✐♦✉# ❧❛②❡( ✭#✐♠✐❧❛( .♦ .❤❡ ❜❛❝❦♣(♦♣❛❣❛.✐♦♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ .❤❡ ♠❛①✲♣♦♦❧✐♥❣ ❧❛②❡(#

❝♦♠♠♦♥❧② ❡①♣❧♦(❡❞ ✐♥ ❈♦♥✈◆❡.#✮✳ ❚❤❡ #❤✐!❞ ❛♥❞ ❧❛"# "#❡♣ ♦❢ .❤❡ .(❛✐♥✐♥❣ ♣(♦❝❡## ✐#

.❤❡ ✉♣❞❛.❡ ♦❢ .❤❡ ✇❡✐❣❤.# ❛♥❞ ♦♣.✐♠✐③❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ♥❡.✇♦(❦✳ ❚❤✐# ♣(♦❝❡## ✐# ❝♦♠♣(✐#❡❞

✐♥ .❤❡ ❧♦♦♣ ❢(♦♠ ❧✐♥❡ ✷✹ .♦ ✷✽✳ ❖❜#❡(✈❡ .❤❛.✱ ❢♦( #✐♠♣❧✐❝✐.②✱ ❆❧❣♦(✐.❤♠ ✷ ✉#❡# ❙●❉ .♦

♦♣.✐♠✐③❡ .❤❡ ♥❡.✇♦(❦✱ ❤♦✇❡✈❡(✱ ❛♥② ♦.❤❡( ♦♣.✐♠✐③❛.✐♦♥ ❛❧❣♦(✐.❤♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧♦✐.❡❞✳

❋♦( ❛ #♣❡❝✐✜❝ ❧❛②❡(✱ ❧✐♥❡ ✷✺ ✉♣❞❛.❡# .❤❡ ✇❡✐❣❤.# ♦❢ .❤❡ ♣♦✐♥.✇✐#❡ ❝♦♥✈♦❧✉.✐♦♥ ✇❤✐❧❡

❧✐♥❡# ✷✻ ❛♥❞ ✷✼ ✉♣❞❛.❡ .❤❡ ♣❛(❛♠❡.❡(# ♦❢ .❤❡ ✜(#. ❛♥❞ #❡❝♦♥❞ ❞❡♣.❤✇✐#❡ ❝♦♥✈♦❧✉.✐♦♥#✱

(❡#♣❡❝.✐✈❡❧②✳



✼✳✶✳ ❉❡❡♣ ▼♦(♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ◆❡0✇♦(❦3 ✶✶✼

❆❧❣♦$✐&❤♠ ✷

❚#❛✐♥✐♥❣ ❛ ❉❡❡♣ ▼♦#♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ◆❡1✇♦#❦ ✇✐1❤ ▲ ❧❛②❡#6✳

❘❡"✉✐%❡✿ ❛ ♠✐♥✐❜❛1❝❤ ♦❢ ✐♥♣✉16 ❛♥❞ 1❛#❣❡16 (y0, y
∗)✱ ♣#❡✈✐♦✉6 ✇❡✐❣❤16 W ✱ ❛♥❞ ♣#❡✈✐♦✉6

❧❡❛#♥✐♥❣ #❛1❡ α✳

❊♥)✉%❡✿ ✉♣❞❛1❡❞ ✇❡✐❣❤16 W ✳

✶✿ ✶✳ ❋♦#✇❛#❞ ♣#♦♣❛❣❛1✐♦♥✿

✷✿ ♣❛%❛ ❦❂✶ 1♦ ▲ ❢❛-❛

✸✿ ④❋✐#61 C#♦❝❡66✐♥❣ ❯♥✐1 ❖♣❡#❛1✐♦♥⑥

✹✿ W b(1)

k ← b(W
(1)
k ) ④❇✐♥❛#✐③❛1✐♦♥⑥

✺✿ s
(1)
k ← yk−1 ∗W

b(1)

k ④❉❡♣1❤✇✐6❡ ❈♦♥✈♦❧✉1✐♦♥⑥

✻✿ y
(1)
k ← P (s

(1)
k ) ④❉❡♣1❤✇✐6❡ C♦♦❧✐♥❣⑥

✼✿ ④❙❡❝♦♥❞ C#♦❝❡66✐♥❣ ❯♥✐1 ❖♣❡#❛1✐♦♥⑥

✽✿ W b(2)

k ← b(W
(2)
k ) ④❇✐♥❛#✐③❛1✐♦♥⑥

✾✿ s
(2)
k ← y

(1)
k ∗W b(2)

k ④❉❡♣1❤✇✐6❡ ❈♦♥✈♦❧✉1✐♦♥⑥

✶✵✿ y
(2)
k ← P (s

(2)
k ) ④❉❡♣1❤✇✐6❡ C♦♦❧✐♥❣⑥

✶✶✿ yk ← y
(2)
k ∗W (1×1)

k ④C♦✐♥1✇✐6❡ ❈♦♥✈♦❧✉1✐♦♥⑥

✶✷✿ ✜♠ ♣❛%❛

✶✸✿ ✷✳ ❇❛❝❦♣#♦♣❛❣❛1✐♦♥✿ ④●#❛❞✐❡♥16 ❛#❡ ♥♦1 ❜✐♥❛#②✳⑥

✶✹✿ ❈♦♠♣✉1❡ g
y
(1)
L

= ∂L
∂yL

❦♥♦✇✐♥❣ yL ❛♥❞ y∗

✶✺✿ ♣❛%❛ ❦❂▲ 1♦ ✶ ❢❛-❛

✶✻✿ gyk−1
← g

y
(1)
k

W
(1×1)
k−1

✶✼✿ g
W

(1×1)
k−1

← g
⊺

y
(1)
k

yk−1

✶✽✿ g
y
(2)
k−1
← gyk−1

W b(2)

k−1

✶✾✿ g
W b(2)

k−1

← g⊺yk−1
y
(2)
k−1

✷✵✿ g
y
(1)
k−1
← g

y
(2)
k−1

W b(1)

k−1

✷✶✿ g
W b(1)

k−1

← g
⊺

y
(2)
k−1

y
(1)
k−1

✷✷✿ ✜♠ ♣❛%❛

✷✸✿ ✸✳ ❯♣❞❛1❡ 1❤❡ ✇❡✐❣❤16 ✭✈✐❛ ❙●❉✮✿

✷✹✿ ♣❛%❛ ❦❂✶ 1♦ ▲ ❢❛-❛

✷✺✿ W
(1×1)
k ← W

(1×1)
k − αg

W
(1×1)
k

✷✻✿ W
(1)
k ← W

(1)
k − αg

W b(1)

k

✷✼✿ W
(2)
k ← W

(2)
k − αg

W b(2)

k

✷✽✿ ✜♠ ♣❛%❛



✶✶✽ ❈❤❛♣$❡& ✼✳ ❆♥ ■♥$&♦❞✉❝$✐♦♥ $♦ ❉❡❡♣ ▼♦&♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ◆❡$✇♦&❦8

✼✳✶✳✺ ❉❡❡♣▼♦)♣❤◆❡, ❆)❝❤✐,❡❝,✉)❡

❲✐$❤ ❛❧❧ $❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥$❛❧. ❞❡✜♥❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❛❧❧② .♣❡❝✐❢② $❤❡ ❉❡❡♣▼♦8♣❤◆❡$ ❛8❝❤✐$❡❝✲

$✉8❡. ❡①♣❧♦✐$❡❞ ✐♥ $❤✐. ✇♦8❦✳ >❛8$✐❝✉❧❛8❧②✱ $❤8❡❡ ♥❡$✇♦8❦.✱ ❝♦♠♣♦.❡❞ ♦❢ ♠♦8♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧

❛♥❞ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝$❡❞ ❧❛②❡8.✱ ✇❡8❡ ♣8♦♣♦.❡❞ ❢♦8 ✐♠❛❣❡ ❝❧❛..✐✜❝❛$✐♦♥✳ ❆❧$❤♦✉❣❤ .✉❝❤ ❛8❝❤✐✲

$❡❝$✉8❡. ❤❛✈❡ ❞✐.$✐♥❝$ ❞❡.✐❣♥.✱ $❤❡ ♣♦✐♥$✇✐.❡ ❝♦♥✈♦❧✉$✐♦♥. ❡①♣❧♦✐$❡❞ ✐♥ $❤❡ ♠♦8♣❤♦❧♦❣✲

✐❝❛❧ ❧❛②❡8. ❤❛✈❡ ❛❧✇❛②. $❤❡ .❛♠❡ ❝♦♥✜❣✉8❛$✐♦♥✿ ❦❡8♥❡❧ 1× 1✱ .$8✐❞❡ ✶✱ ❛♥❞ ♥♦ ♣❛❞❞✐♥❣✳

❚❤✐. ✐. ❞✉❡ $♦ $❤❡ ❢❛❝$ $❤✐. ❝♦♥✜❣✉8❛$✐♦♥ ❞♦❡. ♥♦$ ❛❧❧♦✇ $❤❡ ❧❛②❡8 $♦ ❧❡❛8♥ ❛♥❞ ❡①$8❛❝$

.♣❛$✐❛❧ ✐♥❢♦8♠❛$✐♦♥ ✭✇❤❛$ .❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡8❢♦8♠❡❞ ❜② $❤❡ ♠♦8♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛②❡8.✮ ❜✉$ ♦♥❧②

❛ ♣✐①❡❧✲❧❡✈❡❧ ❝♦♠❜✐♥❛$✐♦♥✳ ❋✉8$❤❡8♠♦8❡✱ ❛❧❧ ♥❡$✇♦8❦. ✉.❡ ❝8♦..✲❡♥$8♦♣② ❛. ❧♦.. ❢✉♥❝$✐♦♥

❛♥❞ ❙$♦❝❤❛.$✐❝ ●8❛❞✐❡♥$ ❉❡.❝❡♥$ ❛. ♦♣$✐♠✐③❛$✐♦♥ ❛❧❣♦8✐$❤♠ ❬●♦♦❞❢❡❧❧♦✇ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪✳

❚❤❡ ✜8.$ ♥❡$✇♦8❦✱ ♣8❡.❡♥$❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉8❡ ✼✳✺❛✱ ✐. $❤❡ .✐♠♣❧❡.$ ♦♥❡✱ ❤❛✈✐♥❣ ❥✉.$ ❛

✉♥✐S✉❡ ❧❛②❡8 ❝♦♠♣♦.❡❞ ♦❢ ♦♥❡ ♠♦8♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡♥✐♥❣ Mγ
✭✇✐$❤ ❦❡8♥❡❧ .✐③❡ ♦❢ 11× 11✱

.$8✐❞❡ ✶ ❛♥❞ ♣❛❞❞✐♥❣ ✺ ❢♦8 ❜♦$❤ ❞❡♣$❤✇✐.❡ ❝♦♥✈♦❧✉$✐♦♥.✮✳ ■♥ ❢❛❝$✱ $❤✐. ❛8❝❤✐$❡❝$✉8❡

✇❛. ♦♥❧② ❞❡.✐❣♥❡❞ $♦ ❜❡ ✉.❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ♣8♦♣♦.❡❞ .②♥$❤❡$✐❝ ❞❛$❛.❡$. ✭❛. ✐♥$8♦❞✉❝❡❞

✐♥ ❙❡❝$✐♦♥ ✼✳✷✳✶✳✶✮✳ ❇❡❝❛✉.❡ ♦❢ $❤✐.✱ .✉❝❤ ♥❡$✇♦8❦ ✐. 8❡❢❡8❡♥❝❡❞ ❤❡8❡❛❢$❡8 ❛. ❉❡❡♣✲

▼♦&♣❤❙②♥◆❡,✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧❧②✱ $❤✐. ♥❡$✇♦8❦ ✇❛. ♦♥❧② ❝♦♥❝❡✐✈❡❞ $♦ ✈❛❧✐❞❛$❡ $❤❡ ❧❡❛8♥✐♥❣

♣8♦❝❡.. ♦❢ $❤❡ ♣8♦♣♦.❡❞ ❢8❛♠❡✇♦8❦ ❛. ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝$✐♦♥ ✼✳✸✳✶✳

❚❤❡ .❡❝♦♥❞ ♣8♦♣♦.❡❞ ♥❡$✇♦8❦✱ ♣8❡.❡♥$❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉8❡ ✼✳✺❜✱ ✐. ❛ ♠♦8♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈❡8✲

.✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❢❛♠♦✉. ▲❡◆❡$ ❛8❝❤✐$❡❝$✉8❡ ❬▲❡❈✉♥ ❡$ ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪✳ ■♥ ✈✐8$✉❡ ♦❢ $❤✐.✱ .✉❝❤

♥❡$✇♦8❦ ✐. ❝❛❧❧❡❞ ❤❡8❡ ❛. ❉❡❡♣▼♦&♣❤▲❡◆❡,✳ ❋♦8♠❛❧❧②✱ $❤✐. ❛8❝❤✐$❡❝$✉8❡ ✐. ❝♦♠♣♦.❡❞

♦❢ $✇♦ ♠♦8♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ $❤8❡❡ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝$❡❞ ❧❛②❡8.✳ ❚❤❡ ✜8.$ ❧❛②❡8 ❤❛. ✻ ♥❡✉8♦♥.

❡S✉❛❧❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥$♦ $❤❡ $✇♦ $②♣❡. ♦❢ ❝♦♠♣♦.❡❞ ♣8♦❝❡..✐♥❣ ✉♥✐$. ✭MCE
❛♥❞ MCδ

✮✳ ❚❤❡

♣8♦❝❡..✐♥❣ ✉♥✐$. ♦❢ $❤✐. ✜8.$ ❧❛②❡8 ❤❛✈❡ ❦❡8♥❡❧. ♦❢ .✐③❡ 5×5✱ ❛♥❞ .$8✐❞❡ ❛♥❞ ♣❛❞❞✐♥❣ ❡S✉❛❧

✷ ✭❢♦8 ❜♦$❤ ❞❡♣$❤✇✐.❡ ❝♦♥✈♦❧✉$✐♦♥.✮✳ ❚❤❡ .❡❝♦♥❞ ♠♦8♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛②❡8 ❤❛. ✶✻ ♥❡✉8♦♥.✿

✸ ♦❢ $❤❡ ✜8.$ $②♣❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦.❡❞ ♣8♦❝❡..✐♥❣ ✉♥✐$. MCE
✱ ✸ ♦❢ $❤❡ .❡❝♦♥❞ $②♣❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦.❡❞

♥❡✉8♦♥. MCδ
✱ ✸ 8❡❝♦♥.$8✉❝$✐♦♥ ❜② ❡8♦.✐♦♥ M ρ̃E

❛♥❞ ✷ ❜② ❞✐❧❛$✐♦♥ M ρ̃δ
✱ ✷ ✇❤✐$❡ MT w

❛♥❞ ✸ ❜❧❛❝❦ $♦♣ ❤❛$. MT b

✳ ❚❤✐. ❧❛②❡8 ❤❛. ❦❡8♥❡❧ ✜❧$❡8. ♦❢ .✐③❡ 5 × 5✱ ✇✐$❤ .$8✐❞❡ ✶✱

❛♥❞ ♣❛❞❞✐♥❣ ✷ ❢♦8 ❜♦$❤ ❞❡♣$❤✇✐.❡ ❝♦♥✈♦❧✉$✐♦♥.✳ ❆❢$❡8 $❤❡ ♠♦8♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛②❡8.✱ $❤8❡❡

❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝$❡❞ ♦♥❡. ❛8❡ 8❡.♣♦♥.✐❜❧❡ $♦ ❧❡❛8♥ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❢❡❛$✉8❡. ❛♥❞ ♣❡8❢♦8♠ $❤❡ ✜♥❛❧

❝❧❛..✐✜❝❛$✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜8.$ ❧❛②❡8 ❤❛. ✶✷✵ ♥❡✉8♦♥. ✇❤✐❧❡ $❤❡ .❡❝♦♥❞ ❤❛. ✽✹ ♣8♦❝❡..✐♥❣ ✉♥✐$.✳

❇♦$❤ ❧❛②❡8. ✉.❡ ❘❡▲❯. ❬◆❛✐8 ❛♥❞ ❍✐♥$♦♥✱ ✷✵✶✵❪ ❛. $❤❡ ❛❝$✐✈❛$✐♦♥ ❢✉♥❝$✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ $❤❡

❧❛.$ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝$❡❞ ❤❛. $❤❡ ♥✉♠❜❡8 ♦❢ ♥❡✉8♦♥. ❡S✉❛❧ $❤❡ ♥✉♠❜❡8 ♦❢ ❝❧❛.. ♦❢ $8❛✐♥✐♥❣

❞❛$❛.❡$ ❛♥❞ ✉.❡. .♦❢$♠❛① ❛. $❤❡ ❛❝$✐✈❛$✐♦♥ ❢✉♥❝$✐♦♥✳

❚♦ ❛♥❛❧②③❡ $❤❡ ❡✛❡❝$✐✈❡♥❡.. ♦❢ $❤❡ $❡❝❤♥✐S✉❡ ✐♥ ❛ ♠♦8❡ ❝♦♠♣❧❡① .❝❡♥❛8✐♦✱ ✇❡

♣8♦♣♦.❡❞ ❛ ❧❛8❣❡8 ♥❡$✇♦8❦ ❜❛.❡❞ ♦♥ $❤❡ ❢❛♠♦✉. ❆❧❡①◆❡$ ❬❑8✐③❤❡✈.❦② ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪

❛8❝❤✐$❡❝$✉8❡✳ ❍♦✇❡✈❡8✱ ✐♥ ♦8❞❡8 $♦ ❤❛✈❡ ♠♦8❡ ❝♦♥$8♦❧ ♦❢ $❤❡ $8❛✐♥❛❜❧❡ ♣❛8❛♠❡$❡8.✱ $❤❡



✼✳✷✳ ❊①♣❡'✐♠❡♥+❛❧ ❙❡+✉♣ ✶✶✾

♣#♦♣♦%❡❞ ♠♦#♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ✈❡#%✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ❆❧❡①◆❡2 ❛#❝❤✐2❡❝2✉#❡ ❬❑#✐③❤❡✈%❦② ❡2 ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✱

❝❛❧❧❡❞ ❉❡❡♣▼♦%♣❤❆❧❡①◆❡+ ❛♥❞ ♣#❡%❡♥2❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉#❡ ✼✳✺❝✱ ❤❛% 2❤❡ %❛♠❡ ♥✉♠❜❡# ♦❢

❧❛②❡#% ❜✉2 ❧❡%% ♥❡✉#♦♥% ✐♥ ❡❛❝❤ ❧❛②❡#✳ ❚❤❡ ♠♦#♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ✜#%2 ❧❛②❡# ❤❛% ✽ ♣#♦❝❡%%✐♥❣

✉♥✐2%✿ ✹ #❡❧❛2❡❞ 2♦ 2❤❡ ✜#%2 2②♣❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦%❡❞ ♥❡✉#♦♥% MCE
❛♥❞ ✹ #❡❧❛2❡❞ 2♦ 2❤❡ %❡❝♦♥❞

2②♣❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦%❡❞ ♥❡✉#♦♥% MCδ
✳ ❋✉#2❤❡#♠♦#❡✱ ✐♥ 2❤✐% ❧❛②❡#✱ 2❤❡ ❦❡#♥❡❧% ❤❛✈❡ %✐③❡ ♦❢

11× 11 ✭❢♦# ❜♦2❤ ❞❡♣2❤✇✐%❡ ❝♦♥✈♦❧✉2✐♦♥%✮ ❛♥❞ %2#✐❞❡ ♦❢ ✶ ❛♥❞ ✺✱ ❛♥❞ ♣❛❞❞✐♥❣ ♦❢ ✺ ❛♥❞

✷✱ ❢♦# 2❤❡ ✜#%2 ❛♥❞ %❡❝♦♥❞ ❞❡♣2❤✇✐%❡ ❝♦♥✈♦❧✉2✐♦♥%✱ #❡%♣❡❝2✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ %❡❝♦♥❞ ❧❛②❡# ❤❛%

✷✹ ♥❡✉#♦♥%✱ ✇✐2❤ ✹ ❢♦# ❡❛❝❤ ♦❢ 2❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣❡#❛2✐♦♥%✿ ✜#%2 ✭MCE
✮ ❛♥❞ %❡❝♦♥❞ ✭MCδ

✮

2②♣❡% ♦❢ ❝♦♠♣♦%❡❞ ♣#♦❝❡%%✐♥❣ ✉♥✐2%✱ #❡❝♦♥%2#✉❝2✐♦♥ ❜② ❡#♦%✐♦♥ M ρ̃E
❛♥❞ ❜② ❞✐❧❛2✐♦♥

M ρ̃δ
✱ ✇❤✐2❡ MT w

❛♥❞ ❜❧❛❝❦ MT b

2♦♣ ❤❛2%✳ ■♥ 2❤✐% ❧❛②❡#✱ 2❤❡ ❦❡#♥❡❧% ❤❛✈❡ %✐③❡ ♦❢ 5× 5✱

✇✐2❤ %2#✐❞❡ ✶✱ ❛♥❞ ♣❛❞❞✐♥❣ ✷ ❢♦# ❜♦2❤ ❞❡♣2❤✇✐%❡ ❝♦♥✈♦❧✉2✐♦♥%✳ ❚❤❡ 2❤✐#❞ ♠♦#♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧

❧❛②❡# ❤❛% ✹✽ ♥❡✉#♦♥% ❡N✉❛❧❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥2♦ 2❤❡ 2✇♦ 2②♣❡% ♦❢ ❝♦♠♣♦%❡❞ ♣#♦❝❡%%✐♥❣ ✉♥✐2%

✭MCE
❛♥❞ MCδ

✮✳ ❚❤✐% ❧❛②❡# ❤❛% 2❤❡ ❦❡#♥❡❧% ♦❢ %✐③❡ 3 × 3 ✭❢♦# ❜♦2❤ ❝♦♥✈♦❧✉2✐♦♥%✮ ❛♥❞

%2#✐❞❡ ✶ ❛♥❞ ✸✱ ❛♥❞ ♣❛❞❞✐♥❣ ✶ ❛♥❞ ✵✱ ❢♦# 2❤❡ ✜#%2 ❛♥❞ %❡❝♦♥❞ ❞❡♣2❤✇✐%❡ ❝♦♥✈♦❧✉2✐♦♥%✱

#❡%♣❡❝2✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❢♦✉#2❤ ❧❛②❡# ❤❛% ✸✷ ♥❡✉#♦♥%✿ ✻ ♦❢ 2❤❡ ✜#%2 ✭MCE
✮ ❛♥❞ %❡❝♦♥❞ ✭MCδ

✮

2②♣❡% ♦❢ ❝♦♠♣♦%❡❞ ♣#♦❝❡%%✐♥❣ ✉♥✐2%✱ ✺ #❡❝♦♥%2#✉❝2✐♦♥ ❜② ❡#♦%✐♦♥ M ρ̃E
❛♥❞ ✺ ❜② ❞✐❧❛2✐♦♥

M ρ̃δ
✱ ✺ ✇❤✐2❡ MT w

❛♥❞ ✺ ❜❧❛❝❦ MT b

2♦♣ ❤❛2%✳ ▼♦#❡♦✈❡#✱ 2❤✐% ❧❛②❡# ❤❛%✱ ❢♦# ❜♦2❤

❝♦♥✈♦❧✉2✐♦♥%✱ 2❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛#❛♠❡2❡# ❝♦♥✜❣✉#❛2✐♦♥✿ ❦❡#♥❡❧ ✜❧2❡#% ♦❢ %✐③❡ 3 × 3✱ ❛♥❞

%2#✐❞❡ ❛♥❞ ♣❛❞❞✐♥❣ ❡N✉❛❧ ✶✳ ❚❤❡ ✜❢2❤ ✭❛♥❞ ❧❛%2✮ ♠♦#♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛②❡# ❤❛% ✸✷ ♥❡✉#♦♥%

❛❧%♦ ❡N✉❛❧❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥2♦ 2❤❡ 2✇♦ 2②♣❡% ♦❢ ❝♦♠♣♦%❡❞ ♣#♦❝❡%%✐♥❣ ✉♥✐2% ✭MCE
❛♥❞ MCδ

✮✳

❚❤✐% ❧❛②❡# ❤❛% ❦❡#♥❡❧ ♦❢ %✐③❡ 3 × 3 ✭❢♦# ❜♦2❤ ❝♦♥✈♦❧✉2✐♦♥%✮✱ ❛♥❞ %2#✐❞❡ ♦❢ ✶ ❛♥❞ ✷✱ ❛♥❞

♣❛❞❞✐♥❣ ♦❢ ✶ ❛♥❞ ✵✱ ❢♦# 2❤❡ ✜#%2 ❛♥❞ %❡❝♦♥❞ ❞❡♣2❤✇✐%❡ ❝♦♥✈♦❧✉2✐♦♥%✱ #❡%♣❡❝2✐✈❡❧②✳ ■♥ 2❤❡

❡♥❞✱ 2❤#❡❡ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝2❡❞ ❧❛②❡#% ❛#❡ #❡%♣♦♥%✐❜❧❡ 2♦ ❧❡❛#♥ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❢❡❛2✉#❡% ❛♥❞ ♣❡#❢♦#♠

2❤❡ ✜♥❛❧ ❝❧❛%%✐✜❝❛2✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛#❧② 2♦ 2❤❡ ❉❡❡♣▼♦#♣❤▲❡◆❡2✱ 2❤❡ ✜#%2 2✇♦ ❧❛②❡#% ❤❛✈❡ ✺✶✷

♥❡✉#♦♥% ✭✇✐2❤ ❘❡▲❯% ❬◆❛✐# ❛♥❞ ❍✐♥2♦♥✱ ✷✵✶✵❪ ❛% 2❤❡ ❛❝2✐✈❛2✐♦♥ ❢✉♥❝2✐♦♥✮ ✇❤✐❧❡ 2❤❡

❧❛%2 ♦♥❡ ❤❛% 2❤❡ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ♥❡✉#♦♥% ❡N✉❛❧ 2❤❡ ♥✉♠❜❡# ♦❢ ❝❧❛%%❡% ♦❢ 2❤❡ 2#❛✐♥✐♥❣ ❞❛2❛%❡2

✭✇✐2❤ %♦❢2♠❛① ❛% ❛❝2✐✈❛2✐♦♥ ❢✉♥❝2✐♦♥✮✳

✼✳✷ ❊①♣❡'✐♠❡♥+❛❧ ❙❡+✉♣

■♥ 2❤✐% %❡❝2✐♦♥✱ ✇❡ ♣#❡%❡♥2 2❤❡ ❡①♣❡#✐♠❡♥2❛❧ %❡2✉♣✳ ❙❡❝2✐♦♥ ✼✳✷✳✶ ♣#❡%❡♥2% %♣❡❝✐✜❝

❞❛2❛%❡2% ❡♠♣❧♦②❡❞ 2♦ ✈❛❧✐❞❛2❡ 2❤❡ ♣#♦♣♦%❡❞ 2❡❝❤♥✐N✉❡✳ ❇❛%❡❧✐♥❡% ❛#❡ ❞❡%❝#✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝✲

2✐♦♥ ✼✳✷✳✷ ✇❤✐❧❡ 2❤❡ ❡①♣❡#✐♠❡♥2❛❧ ♣#♦2♦❝♦❧ ✐% ✐♥2#♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝2✐♦♥ ✼✳✷✳✸✳



1 × 1

224 × 224

5× 5

9 × 9

5 × 5 9 × 9
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"#✉❛&❡" ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ 0❤❡ ❧❛&❣❡& ♦♥❡"✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ 0❤❡ ♥❡0✇♦&❦ 0♦ ♣❡&❢❡❝0❧② ❝❧❛""✐❢② 0❤❡

❞❛0❛"❡0✳

▼♦&❡ ❞✐✣❝✉❧0✱ 0❤❡  ❡❝♦♥❞  ②♥'❤❡'✐❝ ❞❛'❛ ❡' ❤❛" 0✇♦ ❝❧❛""❡" ♦❢ &❡❝0❛♥❣❧❡"✳ ❚❤❡

✜&"0 ❝❧❛"" ❤❛" "❤❛♣❡" ♦❢ 7×3 ♣✐①❡❧" ✇❤✐❧❡ 0❤❡ ♦0❤❡& ♦♥❡ ❤❛" &❡❝0❛♥❣❧❡" ♦❢ 3×7✳ ❚❤✐" ❝❛"❡

✐" ❛ ❧✐00❧❡ ♠♦&❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛0❡❞ ❜❡❝❛✉"❡ 0❤❡ ♥❡0✇♦&❦ "❤♦✉❧❞ ❧❡❛&♥ ❛ "0&✉❝0✉&✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥0

❜❛"❡❞ ♦♥ 0❤❡ ♦&✐❡♥0❛0✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ 0❤❡ &❡❝0❛♥❣❧❡"✳ ?❛&0✐❝✉❧❛&❧②✱ ✐0 ✐" ♣♦""✐❜❧❡ 0♦ ♣❡&❢❡❝0❧②

❝❧❛""✐❢② 0❤✐" ❞❛0❛"❡0 ✉"✐♥❣ ❛ "✐♥❣❧❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ♦♣❡&❛0✐♦♥ ✇✐0❤ ♦♥❡ ♦❢ 0❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 0②♣❡" ♦❢

❙❊"✿ ✭✐✮ ❛ &❡❝0❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛0 ❧❡❛"0 ✼ ♣✐①❡❧" ♦❢ ✇✐❞0❤ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤0 ❧❛&❣❡& 0❤❛♥ ✸ ❜✉0 "♠❛❧❧❡&
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(❤❡ ♣$♦♣♦%❡❞ (❡❝❤♥✐_✉❡✱ ❣✐✈❡♥ (❤❛( (❤✐% ♥❡(✇♦$❦ ❤❛% (❤❡ ❝❛♣❛❝✐(② ♦❢ ♣❡$❢❡❝(❧② ❝❧❛%%✐❢②✐♥❣

(❤❡ ❞❛(❛%❡(% ❛% ❧♦♥❣ ❛% ✐( %✉❝❝❡%%❢✉❧❧② ❧❡❛$♥% (❤❡ ❙❊✳

✶

❤!!♣✿✴✴!♦&❝❤✳❝❤✴ ✭❛" ♦❢ ▼❛② ✷✵✶✾✮✳



✼✳✸✳ ❘❡%✉❧(% ❛♥❞ ❉✐%❝✉%%✐♦♥ ✶✷✸

❚❛❜❧❡ ✼✳✶✿ ❘❡"✉❧%"✱ ✐♥ %❡)♠" ♦❢ ❛✈❡)❛❣❡ ❛❝❝✉)❛❝②✱ ♦❢ %❤❡ ♣)♦♣♦"❡❞ ♠❡%❤♦❞ ❛♥❞ %❤❡ ❜❛"❡❧✐♥❡" ❢♦) %❤❡ "6✉❛)❡

"②♥%❤❡%✐❝ ❞❛%❛"❡% ✭❙❡❝%✐♦♥ ✼✳✷✳✶✳✶✮✳

▼❡"❤♦❞ ❆✈❡(❛❣❡ ❆❝❝✉(❛❝② ✭✪✮

❈❧❛33✐✜❝❛"✐♦♥ ▲❛②❡( ✽✻✳✺✵

❈♦♥✈◆❡" ✺✽✳✵✵

❉❡♣"❤✲❈♦♥✈◆❡" ✻✵✳✵✵

❉❡❡♣▼♦(♣❤❙②♥◆❡" ✶✵✵✳✵✵

●✐✈❡♥ -❤❡ /✐♠♣❧✐❝✐-② ♦❢ -❤❡/❡ ❞❛-❛/❡-/✱ ❛/✐❞❡ ❢:♦♠ -❤❡ ♠❡-❤♦❞/ ❞❡/❝:✐❜❡ ✐♥ ❙❡❝✲

-✐♦♥ ✻✳✷✳✶✱ ✇❡ ❛❧/♦ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛/ ❜❛/❡❧✐♥❡ ❛ ❜❛/✐❝ ❛:❝❤✐-❡❝-✉:❡ ❝♦♠♣♦/❡❞ ✉♥✐@✉❡❧② ♦❢ ❛

❝❧❛//✐✜❝❛-✐♦♥ ❧❛②❡:✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ -❤✐/ ♥❡-✇♦:❦ ❤❛/ ♦♥❡ ❧❛②❡: -❤❛- :❡❝❡✐✈❡/ ❛ ❧✐♥❡❛:✐③❡❞

✈❡:/✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ✐♥♣✉- ❞❛-❛ ❛♥❞ ♦✉-♣✉-/ -❤❡ ❝❧❛//✐✜❝❛-✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣:♦♣♦/❡❞ ♠♦:♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧

♥❡-✇♦:❦✱ ❛/ ✇❡❧❧ ❛/ -❤❡ ❜❛/❡❧✐♥❡/✱ ✇❡:❡ -❡/-❡❞ ❢♦: ❜♦-❤ /②♥-❤❡-✐❝ ❞❛-❛/❡-/ ✉/✐♥❣ -❤❡ /❛♠❡

❝♦♥✜❣✉:❛-✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❧❡❛:♥✐♥❣ :❛-❡✱ ✇❡✐❣❤- ❞❡❝❛②✱ ♠♦♠❡♥-✉♠✱ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡: ♦❢ ❡♣♦❝❤/ ♦❢

✵✳✵✶✱ ✵✳✵✵✵✺✱ ✵✳✾✱ ❛♥❞ ✶✵✱ :❡/♣❡❝-✐✈❡❧②✳

❘❡/✉❧-/ ❢♦: -❤❡ /②♥-❤❡-✐❝ /@✉❛:❡ ❞❛-❛/❡- ❛:❡ ♣:❡/❡♥-❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳✶✳ ❆♠♦♥❣ -❤❡

❜❛/❡❧✐♥❡/✱ -❤❡ ✇♦:/- :❡/✉❧-/ ✇❡:❡ ❣❡♥❡:❛-❡❞ ❜② -❤❡ ❈♦♥✈◆❡-/ ✇❤✐❧❡ -❤❡ ❜❡/- ♦✉-❝♦♠❡

✇❛/ ♣:♦❞✉❝❡❞ ❜② -❤❡ ♥❡-✇♦:❦ ❝♦♠♣♦/❡❞ ♦❢ ❛ /✐♥❣❧❡ ❝❧❛//✐✜❝❛-✐♦♥ ❧❛②❡: ✭✽✻✳✺✵✪✮✳ ❆

:❡❛/♦♥ ❢♦: -❤✐/ ✐/ -❤❛- -❤❡ ♣:♦♣♦/❡❞ ❞❛-❛/❡- ❞♦❡/ ♥♦- ❤❛✈❡ ♠✉❝❤ ✈✐/✉❛❧ ✐♥❢♦:♠❛-✐♦♥ -♦

❜❡ ❡①-:❛❝-❡❞ ❜② -❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉-✐♦♥ ❧❛②❡:/✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ -❤✐/ ❝❛/❡✱ -❤❡ :❛✇ ♣✐①❡❧/ -❤❡♠/❡❧✈❡/

❛:❡ ❛❜❧❡ -♦ ♣:♦✈✐❞❡ :❡❧❡✈❛♥- ✐♥❢♦:♠❛-✐♦♥ ✭/✉❝❤ ❛/ -❤❡ -♦-❛❧ ❛♠♦✉♥- ♦❢ ♣✐①❡❧/ ♦❢ -❤❡

/@✉❛:❡✮ ❢♦: -❤❡ ❝❧❛//✐✜❝❛-✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡:✱ -❤❡ :❡/✉❧- ②✐❡❧❞❡❞ ❜② -❤❡ ❜❡/- ❜❛/❡❧✐♥❡ ✭-❤❡

♥❡-✇♦:❦ ❝♦♠♣♦/❡❞ ♦❢ -❤❡ ❝❧❛//✐✜❝❛-✐♦♥ ❧❛②❡:✮ ✇❛/ ✇♦:/❡ -❤❛♥ -❤❡ :❡/✉❧- ❣❡♥❡:❛-❡❞ ❜②

-❤❡ ♣:♦♣♦/❡❞ ♠♦:♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡-✇♦:❦✳ Q:❡❝✐/❡❧②✱ -❤❡ ❉❡❡♣▼♦:♣❤❙②♥◆❡- ②✐❡❧❞❡❞ ❛ ✶✵✵✪

♦❢ ❛✈❡:❛❣❡ ❛❝❝✉:❛❝②✱ ♣❡:❢❡❝-❧② ❝❧❛//✐❢②✐♥❣ -❤❡ ✇❤♦❧❡ -❡/- /❡- ♦❢ -❤✐/ /②♥-❤❡-✐❝ ❞❛-❛/❡-✳ ❆/

✐♥-:♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝-✐♦♥ ✼✳✷✳✶✳✶✱ ✐♥ ♦:❞❡: -♦ ❛❝❤✐❡✈❡ -❤✐/ ♣❡:❢❡❝- ❝❧❛//✐✜❝❛-✐♦♥✱ -❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣

✇♦✉❧❞ :❡@✉✐:❡ ❛ /@✉❛:❡ /-:✉❝-✉:✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥- ❧❛:❣❡: -❤❛♥ 5 × 5 ❜✉- /♠❛❧❧❡: -❤❛♥ 9 × 9

♣✐①❡❧/✳ ❆/ ♣:❡/❡♥-❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉:❡ ✼✳✻❛✱ -❤✐/ ✇❛/ ❡①❛❝-❧② -❤❡ /-:✉❝-✉:✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥- ❧❡❛:♥❡❞

❜② -❤❡ ♥❡-✇♦:❦✳ ▼♦:❡♦✈❡:✱ ❛/ ✐♥-:♦❞✉❝❡❞✱ ✇✐-❤ -❤✐/ ❙❊✱ -❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❡:♦❞❡ -❤❡

/♠❛❧❧ 5× 5 /@✉❛:❡/ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ -❤❡ ❧❛:❣❡: 9× 9 ♦♥❡/✳ ❚❤✐/ ✇❛/ -❤❡ ❡①❛❝- ♦✉-❝♦♠❡ ♦❢

-❤❡ ♠♦:♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡-✇♦:❦✱ ❛/ ♣:❡/❡♥-❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉:❡ ✼✳✼✳

❘❡/✉❧-/ ❢♦: -❤❡ /②♥-❤❡-✐❝ :❡❝-❛♥❣❧❡ ❞❛-❛/❡- ❛:❡ ♣:❡/❡♥-❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳✷✳ ❉✐✛❡:❡♥-❧②

❢:♦♠ -❤❡ /②♥-❤❡-✐❝ /@✉❛:❡ ❞❛-❛/❡-✱ -❤❡ ♥❡-✇♦:❦ ❝♦♠♣♦/❡❞ ♦❢ ❛ /✐♥❣❧❡ ❝❧❛//✐✜❝❛-✐♦♥ ❧❛②❡:

♣:♦❞✉❝❡❞ -❤❡ ✇♦:/- ♦✉-❝♦♠❡ ✇❤✐❧❡ -❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉-✐♦♥❛❧ ❛:❝❤✐-❡❝-✉:❡/ ②✐❡❧❞❡❞ ♣❡:❢❡❝- :❡✲

/✉❧-/ ✭✶✵✵✪✮✳ ❚❤✐/ ❞✐✛❡:❡♥❝❡ ♠❛② ❜❡ ❥✉/-✐✜❡❞ ❜② -❤❡ ❢❛❝- -❤❛- -❤✐/ ✐/ ❛ ♠♦:❡ ❝♦♠♣❧❡①

❞❛-❛/❡- -❤❛- ❤❛/ -✇♦ ❝❧❛//❡/ ✇✐-❤ ❡@✉❛❧ /❤❛♣❡/ ❜✉- ❞✐✛❡:✐♥❣ ✐♥ ♦-❤❡: :❡❧❡✈❛♥- ♣:♦♣❡:✲

-✐❡/ ✭/✉❝❤ ❛/ -❤❡ ♦:✐❡♥-❛-✐♦♥✮ -❤❛- ♠❛② ❜❡ ❡①-:❛❝-❡❞ ❜② -❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉-✐♦♥ ❧❛②❡:/✳ ❆❧/♦
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#❤❡#✐❝ ,❡❝#❛♥❣❧❡

❞❛#❛(❡#

❋✐❣✉$❡ ✼✳✻✿ ▲❡❛#♥❡❞ &'#✉❝'✉#✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥'& ❢♦# '❤❡ &②♥'❤❡'✐❝ ❞❛'❛&❡'&✳ ■♥ ❜♦'❤ ❝❛&❡&✱ '❤❡ ❧❡❛#♥❡❞ ❙❊& ❛#❡

❡①❛❝'❧② ❛& ❡①♣❡❝'❡❞✱ ✐✳❡✳✱ ❛ &:✉❛#❡ ❙❊ ❧❛#❣❡# '❤❛♥ 5× 5 ❜✉' &♠❛❧❧❡# '❤❛♥ 9× 9 ❢♦# '❤❡ &:✉❛#❡ &②♥'❤❡'✐❝ ❞❛'❛&❡'✱

❛♥❞ ❛ #❡❝'❛♥❣❧❡ ❧❛#❣❡# '❤❛♥ '❤❡ #❡❝'❛♥❣❧❡& ♦❢ ♦♥❡ ❝❧❛&& ❛♥❞ ✐♥ '❤❡ &❛♠❡ ♦#✐❡♥'❛'✐♦♥ ❢♦# '❤❡ #❡❝'❛♥❣❧❡ &②♥'❤❡'✐❝
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#❡♣#❡&❡♥'& '❤❡ ✐♥♣✉' ✐♠❛❣❡✱ '❤❡ &❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐& '❤❡ ♦✉'♣✉' ♦❢ '❤❡ ❡#♦&✐♦♥✱ ❛♥❞ '❤❡ ❧❛&' ♦♥❡ ✐& '❤❡ ♦✉'♣✉' ♦❢ '❤❡

❞✐❧❛'✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ❡#♦&✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐❧❛'✐♦♥ ❤❛✈❡ '✐❡❞ ✇❡✐❣❤'& ✭✐✳❡✳✱ '❤❡ &❛♠❡ &'#✉❝'✉#✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥'✮✱ '❤❡② ✐♠♣❧❡♠❡♥' ❛♥
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❈❧❛33✐✜❝❛"✐♦♥ ▲❛②❡( ✺✺✳✵✵

❈♦♥✈◆❡" ✶✵✵✳✵✵

❉❡♣"❤✲❈♦♥✈◆❡" ✶✵✵✳✵✵

❉❡❡♣▼♦(♣❤❙②♥◆❡" ✶✵✵✳✵✵

❞✐✛❡*❡♥, ❢*♦♠ ♣*❡✈✐♦✉3 ♦✉,❝♦♠❡3✱ ✐♥ ,❤✐3 ❝❛3❡✱ ,❤❡ ♣*♦♣♦3❡❞ ❉❡❡♣▼♦*♣❤❙②♥◆❡, ❛♥❞

❜❡3, ❜❛3❡❧✐♥❡3 ♣*♦❞✉❝❡❞ ,❤❡ 3❛♠❡ *❡3✉❧,3 ✭✶✵✵✪ ♦❢ ❛✈❡*❛❣❡ ❛❝❝✉*❛❝②✮✱ ♣❡*❢❡❝,❧② ❝❧❛33✐✲

❢②✐♥❣ ,❤✐3 3②♥,❤❡,✐❝ ❞❛,❛3❡,✳ ❆3 ✐♥,*♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝,✐♦♥ ✼✳✷✳✶✳✶✱ ,♦ ♣❡*❢♦*♠ ,❤✐3 ♣❡*❢❡❝,

❝❧❛33✐✜❝❛,✐♦♥✱ ,❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ♦♣❡*❛,✐♦♥ ✭♦❢ ,❤❡ ❉❡❡♣▼♦*♣❤❙②♥◆❡,✮ ✇♦✉❧❞ *❡H✉✐*❡ ❛ 3♣❡✲

❝✐✜❝ ❙❊ ,❤❛, 3❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ,❤❡ 3❛♠❡ ♦*✐❡♥,❛,✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ ,❤❡ *❡❝,❛♥❣❧❡3✳ ❆3 ♣*❡3❡♥,❡❞

✐♥ ❋✐❣✉*❡ ✼✳✻❜✱ ,❤✐3 ✐3 ,❤❡ ❙❊ ❧❡❛*♥❡❞ ❜② ,❤❡ ♠♦*♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡,✇♦*❦✳ ❲✐,❤ 3✉❝❤ ✜❧,❡*✱

,❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ♦♣❡*❛,✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❡*♦❞❡ ,❤❡ ♦♥❡ ,②♣❡ ♦❢ *❡❝,❛♥❣❧❡3 ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ,❤❡ ♦,❤❡*✱

,❤❡ ❡①❛❝, ♦✉,❝♦♠❡ ♣*❡3❡♥,❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉*❡ ✼✳✽✳

❘❡3✉❧,3 ♦❜,❛✐♥❡❞ ✇✐,❤ ,❤❡ 3②♥,❤❡,✐❝ ❞❛,❛3❡,3 3❤♦✇ ,❤❛, ,❤❡ ♣*♦♣♦3❡❞ ♠♦*♣❤♦✲

❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡,✇♦*❦3 ❛*❡ ❛❜❧❡ ,♦ ♦♣,✐♠✐③❡ ❛♥❞ ❧❡❛*♥ ✐♥,❡*❡3,✐♥❣ 3,*✉❝,✉*✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥,3✳

❋✉*,❤❡*♠♦*❡✱ ✐♥ 3♦♠❡ 3❝❡♥❛*✐♦3✱ 3✉❝❤ ❛3 ,❤♦3❡ 3✐♠✉❧❛,❡❞ ❜② ,❤❡ 3②♥,❤❡,✐❝ ❞❛,❛3❡,3✱



✼✳✸✳ ❘❡%✉❧(% ❛♥❞ ❉✐%❝✉%%✐♦♥ ✶✷✺

✭❛✮ ❈❧❛## ✶✿ ❘❡❝)❛♥❣❧❡ 7× 3 ✭❜✮ ❈❧❛## ✷✿ ❘❡❝)❛♥❣❧❡ 3× 7

❋✐❣✉$❡ ✼✳✽✿ ❊①❛♠♣❧❡' ♦❢ *❤❡ ♦✉*♣✉* ♦❢ *❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ♥❡✉0♦♥ ❢♦0 *❤❡ '②♥*❤❡*✐❝ 0❡❝*❛♥❣❧❡ ❞❛*❛'❡*✳ ❚❤❡ ✜0'*

❝♦❧✉♠♥ 0❡♣0❡'❡♥*' *❤❡ ✐♥♣✉* ✐♠❛❣❡✱ *❤❡ '❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐' *❤❡ ♦✉*♣✉* ♦❢ *❤❡ ❡0♦'✐♦♥✱ ❛♥❞ *❤❡ ❧❛'* ♦♥❡ ✐' *❤❡ ♦✉*♣✉* ♦❢

*❤❡ ❞✐❧❛*✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ❡0♦'✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐❧❛*✐♦♥ ❤❛✈❡ *✐❡❞ ✇❡✐❣❤*' ✭✐✳❡✳✱ *❤❡ '❛♠❡ '*0✉❝*✉0✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥*✮✱ *❤❡② ✐♠♣❧❡♠❡♥*

❛♥ ♦♣❡♥✐♥❣✳

#❤❡ ❉❡❡♣▼♦*♣❤◆❡#, ❤❛✈❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♣*♦♠✐,✐♥❣ *❡,✉❧#,✳ ❆ ❜❡##❡* ❛♥❛❧②,✐, ♦❢ #❤❡ ♣♦#❡♥✲

#✐❛❧ ♦❢ #❤❡ ♣*♦♣♦,❡❞ #❡❝❤♥✐=✉❡ ✐, ♣❡*❢♦*♠❡❞ ✐♥ #❤❡ ♥❡①# ,❡❝#✐♦♥ ✉,✐♥❣ *❡❛❧ ✭♥♦# ,②♥#❤❡#✐❝✮

❞❛#❛,❡#,✳

✼✳✸✳✷ ■♠❛❣❡ ❈❧❛++✐✜❝❛/✐♦♥ ❉❛/❛+❡/+

❋♦* #❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❧❛,,✐✜❝❛#✐♦♥ ❞❛#❛,❡#,✱ ❛,✐❞❡ ❢*♦♠ #❤❡ ♠❡#❤♦❞, ❞❡,❝*✐❜❡ ✐♥ ❙❡❝#✐♦♥ ✻✳✷✳✶✱

✇❡ ❛❧,♦ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛, ❜❛,❡❧✐♥❡ ❛♥ ❛♣♣*♦❛❝❤✱ ❝❛❧❧❡❞ ❤❡*❡❛❢#❡* ❛, ❙#❛#✐❝ ❙❊,✱ #❤❛# *❡♣*♦✲

❞✉❝❡, #❤❡ ❡①❛❝#❧② ♠♦*♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛*❝❤✐#❡❝#✉*❡, ❜✉# ✇✐#❤ ,#❛#✐❝ ✭♥♦♥✲♦♣#✐♠✐③❡❞✮ ,#*✉❝✲

#✉*✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥#,✳ ■♥ #❤✐, ❝❛,❡✱ ❡❛❝❤ ♥❡✉*♦♥ ❤❛, #❤❡ ❝♦♥✜❣✉*❛#✐♦♥ ❜❛,❡❞ ♦♥ #❤❡ ✺ ♠♦,#

❝♦♠♠♦♥ ,#*✉❝#✉*✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥#, ✭♣*❡,❡♥#❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉*❡ ✸✳✺✮✳ ❚❤❡ ❢❡❛#✉*❡, ❡①#*❛❝#❡❞ ❜②

#❤❡,❡ ,#❛#✐❝ ♥❡✉*♦♥, ❛*❡ ❝❧❛,,✐✜❡❞ ❜② ❛ ❙✉♣♣♦*# ❱❡❝#♦* ▼❛❝❤✐♥❡ ✭❙❱▼✮✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡✲

❤✐♥❞ #❤✐, ❜❛,❡❧✐♥❡ ✐, #♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇❡* ❜♦✉♥❞ ❢♦* #❤❡ ♠♦*♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡#✇♦*❦✱ ❣✐✈❡♥ #❤❛#

#❤✐, ♣*♦♣♦,❡❞ ❛♣♣*♦❛❝❤ ,❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ #♦ ❧❡❛*♥ ❜❡##❡* ,#*✉❝#✉*✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥#, ❛♥❞✱ ❝♦♥✲

,❡=✉❡♥#❧②✱ ♣*♦❞✉❝❡ ,✉♣❡*✐♦* *❡,✉❧#,✳

❆,✐❞❡ ❢*♦♠ #❤✐,✱ ❢♦* ❜♦#❤ ❞❛#❛,❡#,✱ ❛❧❧ ♥❡#✇♦*❦, ✇❡*❡ #❡,#❡❞ ✉,✐♥❣ ❡,,❡♥#✐❛❧❧② #❤❡

,❛♠❡ ❝♦♥✜❣✉*❛#✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❜❛#❤ ,✐③❡✱ ❧❡❛*♥✐♥❣ *❛#❡✱ ✇❡✐❣❤# ❞❡❝❛②✱ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥#✉♠ ♦❢ ✶✻✱

✵✳✵✶✱ ✵✳✵✵✵✺✱ ❛♥❞ ✵✳✾✱ *❡,♣❡❝#✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡*❡♥❝❡ ✐♥ #❤❡ ❡①♣❡*✐♠❡♥#, ✐, *❡❧❛#❡❞ #♦

#❤❡ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ❡♣♦❝❤,✳ Q*❡❝✐,❡❧②✱ #❤❡ ▲❡◆❡#✲❜❛,❡❞ ❛*❝❤✐#❡❝#✉*❡, ✇❡*❡ #*❛✐♥❡❞ ✉,✐♥❣ ✺✵✵

❡♣♦❝❤, ✇❤✐❧❡ ❢♦* #❤❡ ❆❧❡①◆❡#✲❜❛,❡❞ ♥❡#✇♦*❦,✱ ✷✱✵✵✵ ❡♣♦❝❤, ✇❡*❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳

✼✳✸✳✷✳✶ ❯❈▼❡)❝❡❞ ▲❛♥❞✲✉1❡ ❉❛3❛1❡3

❘❡,✉❧#, ❢♦* #❤❡ ❯❈▼❡*❝❡❞ ▲❛♥❞✲✉,❡ ❞❛#❛,❡# ❛*❡ *❡♣♦*#❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳✸✳ ■♥ #❤✐, ❝❛,❡✱ ❛❧❧

♥❡#✇♦*❦, ♦✉#♣❡*❢♦*♠❡❞ #❤❡✐* *❡,♣❡❝#✐✈❡ ❧♦✇❡* ❜♦✉♥❞, ✭❣❡♥❡*❛#❡❞ ❜② #❤❡ ❙#❛#✐❝ ❙❊,✮✱

❛♥ ❡①♣❡❝#❡❞ ♦✉#❝♦♠❡ ❣✐✈❡♥ #❤❡ ❢❡❛#✉*❡ ❧❡❛*♥✐♥❣ ,#❡♣ ♣❡*❢♦*♠❡❞ ❜② #❤❡ ❞❡❡♣ ❧❡❛*♥✐♥❣✲

❜❛,❡❞ ❛♣♣*♦❛❝❤❡,✳ ❈♦♥,✐❞❡*✐♥❣ #❤❡ ▲❡◆❡#✲❜❛,❡❞ ♥❡#✇♦*❦,✱ #❤❡ ❜❡,# *❡,✉❧#✱ ❛♠♦♥❣ #❤❡

❜❛,❡❧✐♥❡,✱ ✇❛, ♣*♦❞✉❝❡❞ ❜② #❤❡ ❛*❝❤✐#❡❝#✉*❡ ❜❛,❡❞ ♦♥ ❞❡♣#❤✇✐,❡ ,❡♣❛*❛❜❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉✲

#✐♦♥, ❬❈❤♦❧❧❡#✱ ✷✵✶✼❪✱ ✐✳❡✳✱ #❤❡ ❉❡♣#❤✲▲❡◆❡#✳ ❚❤❡ ♣*♦♣♦,❡❞ ❉❡❡♣▼♦*♣❤▲❡◆❡# ♣*♦❞✉❝❡❞



✶✷✻ ❈❤❛♣$❡& ✼✳ ❆♥ ■♥$&♦❞✉❝$✐♦♥ $♦ ❉❡❡♣ ▼♦&♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ◆❡$✇♦&❦8

❚❛❜❧❡ ✼✳✸✿ ❘❡"✉❧%"✱ ✐♥ %❡)♠" ♦❢ ❛❝❝✉)❛❝②✱ ♦❢ %❤❡ ♣)♦♣♦"❡❞ ♠❡%❤♦❞ ❛♥❞ %❤❡ ❜❛"❡❧✐♥❡" ❢♦) %❤❡ ❯❈▼❡)❝❡❞

▲❛♥❞✲✉"❡ ❉❛%❛"❡%✳

▼❡"❤♦❞

❆✈❡(❛❣❡

❆❝❝✉(❛❝② ✭✪✮

◆✉♠❜❡( ♦❢

5❛(❛♠❡"❡(6

✭♠✐❧❧✐♦♥6✮

❚(❛✐♥✐♥❣

❚✐♠❡

✭❤♦✉(6 ♣❡( ❢♦❧❞✮

❙"❛"✐❝ ❙❊6 ✶✾✳✹✻±✷✳✵✻ ✲ ✲

▲❡◆❡" ❬▲❡❈✉♥ ❡. ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪ ✺✸✳✷✾±✵✳✽✻ ✹✳✹✷ ✶✳✷

❉❡♣"❤✲▲❡◆❡" ✺✹✳✽✶±✶✳✷✺ ✺✳✵✹ ✻✳✷

❉❡❡♣▼♦(♣❤▲❡◆❡" ✭♦✉(6✮ ✺✻✳✺✷±✶✳✼✹ ✻✳✵✹ ✼✳✽

❙"❛"✐❝ ❙❊6 ✷✽✳✷✶±✷✳✻✹ ✲ ✲

❆❧❡①◆❡"✲❜❛6❡❞ ❬❑8✐③❤❡✈=❦② ❡. ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ✼✷✳✻✷±✶✳✵✺ ✻✳✺✵ ✽✳✺

❉❡♣#❤✲❆❧❡①◆❡#✲❜❛,❡❞ ✼✸✳✶✹±✶✳✹✸ ✼✳✹✼ ✶✵✶✳✶
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❞❛/❛=❡/= ♦✉/♣❡8❢♦8♠✐♥❣ ♦8 ♣8♦❞✉❝✐♥❣ ❡F✉❛❧ 8❡=✉❧/= ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛8❡❞ /♦ /❤❡ ❈♦♥✈◆❡/=✳

❚❤✐= 8❡=✉❧/ =❤♦✇= /❤❡ ♣♦/❡♥/✐❛❧ ♦❢ ❉❡❡♣▼♦8♣❤◆❡/=✱ ✇❤✐❝❤ ❛8❡ ❛❜❧❡ /♦ ❧❡❛8♥ ✐♠♣♦8/❛♥/

✜❧/❡8= /❤❛/ ❛8❡ ❛❧=♦ ❞✐✛❡8❡♥/ ❢8♦♠ /❤♦=❡ ❧❡❛8♥❡❞ ❜② /❤❡ ❈♦♥✈◆❡/=✳

❆❢/❡8 /❤✐= ✜8=/ ❛♥❛❧②=✐=✱ /❤❡ ❉❡❡♣▼♦8♣❤◆❡/ ✇❛= ❛♥❛❧②③❡❞ ✉=✐♥❣ /✇♦ 8❡♠♦/❡ =❡♥=✲

✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❝❧❛==✐✜❝❛/✐♦♥ ❞❛/❛=❡/=✳ ■♥ ❜♦/❤ =❝❡♥❛8✐♦=✱ /❤❡ ❉❡❡♣▼♦8♣❤◆❡/= ♣8♦❞✉❝❡❞

❝♦♠♣❡/✐/✐✈❡ 8❡=✉❧/= ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛8❡❞ /♦ /❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉/✐♦♥❛❧ ♥❡/✇♦8❦=✳ ❚❤✐= ♦✉/❝♦♠❡ ❝♦8✲

8♦❜♦8❛/❡= ✇✐/❤ /❤❡ ♣8❡✈✐♦✉= ❝♦♥❝❧✉=✐♦♥✱ /❤❛/ /❤❡ ♠♦8♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡/✇♦8❦= ❛8❡ ❝❛♣❛❜❧❡

♦❢ ❧❡❛8♥✐♥❣ 8❡❧❡✈❛♥/ ✜❧/❡8=✳
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❆❧❡①◆❡$✲❜❛*❡❞ ♥❡$✇♦-❦* ❢♦- $❤❡ ❲❍❯✲❘❙✶✾ ❉❛$❛*❡$✳ ❋♦- ❡❛❝❤ ✐♥♣✉$ ✐♠❛❣❡✿ $❤❡ ✜-*$ -♦✇ ♣-❡*❡♥$* ❢❡❛$✉-❡*

❢-♦♠ $❤❡ ❆❧❡①◆❡$✲❜❛*❡❞ ♥❡$✇♦-❦✱ $❤❡ *❡❝♦♥❞ -♦✇ ♣-❡*❡♥$* $❤❡ ❢❡❛$✉-❡ ♠❛♣* ❧❡❛-♥❡❞ ❜② $❤❡ ❉❡♣$❤✲❆❧❡①◆❡$✲

❜❛*❡❞ ❛-❝❤✐$❡❝$✉-❡✱ ❛♥❞ $❤❡ ❧❛*$ -♦✇ ♣-❡*❡♥$* $❤❡ ❢❡❛$✉-❡* ♦❢ $❤❡ ♣-♦♣♦*❡❞ ♠♦-♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡$✇♦-❦✳
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❚❤✐# $❤❡#✐# ❛❞❞(❡##❡# (❡♠♦$❡ #❡♥#✐♥❣ #❝❡♥❡ ❛♥❞ ♣✐①❡❧ ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡#✳ ▼❛♥②

♦❢ $❤❡♠ ❛(❡ ❞✐(❡❝$❧② (❡❧❛$❡❞ $♦ ♣❡❝✉❧✐❛(✐$✐❡# ♦❢ (❡♠♦$❡ #❡♥#✐♥❣ ✐♠❛❣❡#✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞❛$❛

❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐$②✱ ❝♦♥$❡①$ ❡①♣❧♦✐$❛$✐♦♥✱ ❛♥❞ #♦ ♦♥✳ ❈♦♥#✐❞❡(✐♥❣ $❤✐#✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣(❡#❡♥$❡❞ ❝♦♥✲

$(✐❜✉$✐♦♥# ✐♥ #❡✈❡(❛❧ ♠❛✐♥ (❡#❡❛(❝❤ $♦♣✐❝# $❤❛$ ❝♦♥❝❡(♥# $❤♦#❡ (❡♠♦$❡ #❡♥#✐♥❣ #❝❡♥❡ ❛♥❞

♣✐①❡❧ ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡#✳

■♥ ❈❤❛♣$❡( ✺✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛$❡❞ $❤(❡❡ #$(❛$❡❣✐❡# ❢♦( ❡①♣❧♦✐$✐♥❣ ❡①✐#$✐♥❣ ❈♦♥✈◆❡$# ✐♥

❞✐✛❡(❡♥$ #❝❡♥❛(✐♦# ❢(♦♠ $❤❡ ♦♥❡# $❤❡② ✇❡(❡ $(❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝$✐✈❡ ✇❛# $♦ ✉♥❞❡(#$❛♥❞

$❤❡ ❜❡#$ ✇❛② $♦ ♦❜$❛✐♥ $❤❡ ♠♦#$ ❜❡♥❡✜$# ❢(♦♠ $❤❡#❡ #$❛$❡✲♦❢✲$❤❡✲❛($ ❞❡❡♣ ❧❡❛(♥✐♥❣

❛♣♣(♦❛❝❤❡# ✐♥ ♣(♦❜❧❡♠# $❤❛$ ✉#✉❛❧❧② ❛(❡ ♥♦$ #✉✐$❛❜❧❡ ❢♦( $❤❡ ❞❡#✐❣♥ ❛♥❞ ❝(❡❛$✐♦♥ ♦❢

♥❡✇ ❈♦♥✈◆❡$# ❢(♦♠ #❝(❛$❝❤✳ ❙✉❝❤ #❝❡♥❛(✐♦# (❡✢❡❝$ ♠❛♥② ❡①✐#$✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥#✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤

$❤❡(❡ ✐# ❢❡✇ ❧❛❜❡❧❡❞ ❞❛$❛✳ ❲❡ ♣❡(❢♦(♠❡❞ ❡①♣❡(✐♠❡♥$# ❡✈❛❧✉❛$✐♥❣ $❤❡ $❤(❡❡ #$(❛$❡❣✐❡# ❢♦(

❡①♣❧♦✐$✐♥❣ $❤❡ ❈♦♥✈◆❡$# ✭❢✉❧❧ $(❛✐♥✐♥❣✱ ✜♥❡ $✉♥✐♥❣✱ ❛♥❞ ✉#✐♥❣ ❛# ❢❡❛$✉(❡ ❡①$(❛❝$♦(#✮ ♦✈❡(

#✐① ♣♦♣✉❧❛( ❈♦♥✈◆❡$# ✐♥ $❤(❡❡ (❡♠♦$❡ #❡♥#✐♥❣ ❞❛$❛#❡$#✳ ❊①♣❡(✐♠❡♥$❛❧ (❡#✉❧$# #❤♦✇❡❞

$❤❛$ ✜♥❡ $✉♥✐♥❣ $❡♥❞# $♦ ❜❡ $❤❡ ❜❡#$ #$(❛$❡❣② ✐♥ ❞✐✛❡(❡♥$ #✐$✉❛$✐♦♥#✳ ❋✉($❤❡(♠♦(❡✱

(❡#✉❧$# ♣♦✐♥$❡❞ ♦✉$ $❤❛$ ❞❡❡♣ ❢❡❛$✉(❡# ♦❢ $❤❡ ❡①✐#$✐♥❣ ♣(❡✲$(❛✐♥❡❞ ❈♦♥✈◆❡$# ❣❡♥❡(❛❧✐③❡

$♦ ♦$❤❡( ❞♦♠❛✐♥#✱ ♠❛✐♥❧② ✇❤❡♥ $❤❡(❡ ❛(❡ #✐♠✐❧❛(✐$✐❡# ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡♠ ✭❝❛#❡ ♦❢ ❯❈▼❡(❝❡❞

❛♥❞ ❘❙✶✾ ❞❛$❛#❡$#✮✳

■♥ ❈❤❛♣$❡( ✻✱ ✇❡ ❢♦❝✉# ♦♥ ♣✐①❡❧ ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥ ♦❢ (❡♠♦$❡ #❡♥#✐♥❣ ✐♠❛❣❡#✳ ❙✐♥❝❡

$❤❡ ♣✐①❡❧ ♠❛② ♥♦$ ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥❢♦(♠❛$✐♦♥ $♦ ❛❧❧♦✇ ✐$# ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥✱ ✇❡ ♣(♦♣♦#❡❞ ❛

♥❡✇ $❡❝❤♥✐O✉❡ $❤❛$ ❡①♣❧♦✐$# $❤❡ ❝♦♥$❡①$ $♦ ✐♠♣(♦✈❡ $❤❡ ❝❧❛##✐✜❝❛$✐♦♥ (❡#✉❧$#✳ ●✐✈❡♥

$❤❛$ $❤❡ ❝♦♥$❡①$ #✐③❡ ✐# ♦❢ ✈✐$❛❧ ✐♠♣♦($❛♥❝❡ ❢♦( $❤❡ ♠♦❞❡❧✱ $❤❡ ♣(♦♣♦#❡❞ ❛♣♣(♦❛❝❤✱

❜❛#❡❞ ♦♥ ❞✐❧❛$❡❞ ❈♦♥✈◆❡$#✱ ❛❧❧❡✈✐❛$❡# $❤✐# ♣(♦❜❧❡♠ ❜② ❡①♣❧♦✐$✐♥❣ $❤❡ ♠✉❧$✐✲❝♦♥$❡①$

♣❛(❛❞✐❣♠ ✭✇✐$❤♦✉$ ✐♥❝(❡❛#✐♥❣ $❤❡ ♥✉♠❜❡( ♦❢ ♣❛(❛♠❡$❡(#✮✳ ❋✉($❤❡(♠♦(❡✱ $❤✐# $❡❝❤♥✐O✉❡

❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛❞❛♣$✐✈❡❧② $❤❡ ❜❡#$ ♣❛$❝❤ #✐③❡ ❢♦( $❤❡ ✐♥❢❡(❡♥❝❡ #$❛❣❡✳ ❊①♣❡(✐♠❡♥$❛❧ (❡#✉❧$#

♣♦✐♥$❡❞ ♦✉$ $❤❛$ $❤❡ ♣(♦♣♦#❡❞ ♠❡$❤♦❞ ❝❛♥ ❡✛❡❝$✐✈❡❧② ❡①♣❧♦✐$ $❤❡ ❜❡♥❡✜$# ♦❢ $❤❡ ♣✐①❡❧

✶✸✶
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♦♥ ❈♦♠♣✉(❡# ❱✐&✐♦♥✱ ♣❛❣❡; ✶✽✵✲✲✶✾✻✳ ❙♣)✐♥❣❡)✳

❆✈✐❧❛✱ ❙✳✱ ❚❤♦♠❡✱ ◆✳✱ ❈♦)❞✱ ▼✳✱ ❱❛❧❧❡✱ ❊✳✱ ❛♥❞ ❞❡ ❆✳ ❆)❛g❥♦✱ ❆✳ ✭✷✵✶✸✮✳ /♦♦❧✐♥❣ ✐♥

✐♠❛❣❡ )❡♣)❡;❡♥7❛7✐♦♥✿ 7❤❡ ✈✐;✉❛❧ ❝♦❞❡✇♦)❞ ♣♦✐♥7 ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❈♦♠♣✉(❡# ❱✐&✐♦♥ ❛♥❞

■♠❛❣❡ ❯♥❞❡#&(❛♥❞✐♥❣✱ ✶✶✼✭✺✮✿✹✺✸✲✲✹✻✺✳

✶✸✾
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❆✈%❛♠♦✈✐➣✱ ❆✳ ❛♥❞ ❘✐0♦❥❡✈✐➣✱ ❱✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❇❧♦❝❦✲❜❛0❡❞ 0❡♠❛♥=✐❝ ❝❧❛00✐✜❝❛=✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲

%❡0♦❧✉=✐♦♥ ♠✉❧=✐0♣❡❝=%❛❧ ❛❡%✐❛❧ ✐♠❛❣❡0✳ ❙✐❣♥❛❧✱ ■♠❛❣❡ ❛♥❞ ❱✐❞❡♦ -.♦❝❡00✐♥❣✱ ♣❛❣❡0

✶✲✲✶✵✳

❇❛❜❡♥❦♦✱ ❆✳✱ ❙❧❡0❛%❡✈✱ ❆✳✱ ❈❤✐❣♦%✐♥✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ▲❡♠♣✐=0❦②✱ ❱✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ◆❡✉%❛❧ ❝♦❞❡0 ❢♦%

✐♠❛❣❡ %❡=%✐❡✈❛❧✳ ■♥ ❈♦♠♣✉4❡. ❱✐0✐♦♥✕❊❈❈❱ ✷✵✶✹✱ ♣❛❣❡0 ✺✽✹✲✲✺✾✾✳ ❙♣%✐♥❣❡%✳

❇❛❞%✐♥❛%❛②❛♥❛♥✱ ❱✳✱ ❑❡♥❞❛❧❧✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❈✐♣♦❧❧❛✱ ❘✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ❙❡❣♥❡=✿ ❆ ❞❡❡♣ ❝♦♥✈♦❧✉=✐♦♥❛❧

❡♥❝♦❞❡%✲❞❡❝♦❞❡% ❛%❝❤✐=❡❝=✉%❡ ❢♦% ✐♠❛❣❡ 0❡❣♠❡♥=❛=✐♦♥✳ ❚.❛♥0❛❝4✐♦♥0 ♦♥ -❛44❡.♥ ❆♥❛❧✲

②0✐0 ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥4❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✸✾✭✶✷✮✿✷✹✽✶✕✷✹✾✺✳

❇❛❡=❛✱ ❘✳✱ ◆♦❣✉❡✐%❛✱ ❑✳✱ ▼❡♥♦==✐✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ❞♦0 ❙❛♥=♦0✱ ❏✳ ❆✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ▲❡❛%♥✐♥❣ ❞❡❡♣

❢❡❛=✉%❡0 ♦♥ ♠✉❧=✐♣❧❡ 0❝❛❧❡0 ❢♦% ❝♦✛❡❡ ❝%♦♣ %❡❝♦❣♥✐=✐♦♥✳ ■♥ ❈♦♥❢❡.❡♥❝❡ ♦♥ ●.❛♣❤✐❝0✱

-❛44❡.♥0 ❛♥❞ ■♠❛❣❡0 ✭❙■❇●❘❆-■✮✱ ♣❛❣❡0 ✷✻✷✕✷✻✽✳

❇❛❧❧✱ ❏✳ ❊✳✱ ❆♥❞❡%0♦♥✱ ❉✳ ❚✳✱ ❛♥❞ ❈❤❛♥✱ ❈✳ ❙✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ❈♦♠♣%❡❤❡♥0✐✈❡ 0✉%✈❡② ♦❢ ❞❡❡♣

❧❡❛%♥✐♥❣ ✐♥ %❡♠♦=❡ 0❡♥0✐♥❣✿ =❤❡♦%✐❡0✱ =♦♦❧0✱ ❛♥❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡0 ❢♦% =❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐=②✳ ❏♦✉.♥❛❧

♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ ❘❡♠♦4❡ ❙❡♥0✐♥❣✱ ✶✶✭✹✮✿✵✹✷✻✵✾✳

❇❡♥❡❞✐❦=00♦♥✱ ❏✳✱ ❈❤❛♥✉00♦=✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ▼♦♦♥✱ ❲✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❆❞✈❛♥❝❡0 ✐♥ ✈❡%②✲❤✐❣❤✲

%❡0♦❧✉=✐♦♥ %❡♠♦=❡ 0❡♥0✐♥❣ ❬0❝❛♥♥✐♥❣ =❤❡ ✐00✉❡❪✳ -.♦❝❡❡❞✐♥❣0 ♦❢ 4❤❡ ■❊❊❊✱ ✶✵✶✭✸✮✿✺✻✻✕

✺✻✾✳

❇❡♥❡❞✐❦=00♦♥✱ ❏✳ ❆✳✱ \❛❧♠❛0♦♥✱ ❏✳ ❆✳✱ ❛♥❞ ❙✈❡✐♥00♦♥✱ ❏✳ ❘✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❈❧❛00✐✜❝❛=✐♦♥ ♦❢

❤②♣❡%0♣❡❝=%❛❧ ❞❛=❛ ❢%♦♠ ✉%❜❛♥ ❛%❡❛0 ❜❛0❡❞ ♦♥ ❡①=❡♥❞❡❞ ♠♦%♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣%♦✜❧❡0✳ ■❊❊❊

❚.❛♥0❛❝4✐♦♥0 ♦♥ ●❡♦0❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❘❡♠♦4❡ ❙❡♥0✐♥❣✱ ✹✸✭✸✮✿✹✽✵✲✲✹✾✶✳

❇❡♥❣✐♦✱ ❨✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ▲❡❛%♥✐♥❣ ❞❡❡♣ ❛%❝❤✐=❡❝=✉%❡0 ❢♦% ❛✐✳ ❋♦✉♥❞❛4✐♦♥0 ❛♥❞ 4.❡♥❞0 ✐♥

▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛.♥✐♥❣✱ ✷✭✶✮✿✶✲✲✶✷✼✳

❇❡♥❣✐♦✱ ❨✳ ✭✷✵✶✷✮✳ \%❛❝=✐❝❛❧ %❡❝♦♠♠❡♥❞❛=✐♦♥0 ❢♦% ❣%❛❞✐❡♥=✲❜❛0❡❞ =%❛✐♥✐♥❣ ♦❢ ❞❡❡♣

❛%❝❤✐=❡❝=✉%❡0✳ ■♥ ◆❡✉.❛❧ ◆❡4✇♦.❦0✿ ❚.✐❝❦0 ♦❢ 4❤❡ ❚.❛❞❡✱ ♣❛❣❡0 ✹✸✼✲✲✹✼✽✳ ❙♣%✐♥❣❡%✳

❇✐0❝❤❦❡✱ ❇✳✱ ❍❡❧❜❡%✱ \✳✱ ❙❝❤✉❧③❡✱ ❈✳✱ ❱❡♥❦❛=✱ ❙✳✱ ❉❡♥❣❡❧✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❇♦%=❤✱ ❉✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ❚❤❡

♠✉❧=✐♠❡❞✐❛ 0❛=❡❧❧✐=❡ =❛0❦ ❛= ♠❡❞✐❛❡✈❛❧ ✷✵✶✼✿ ❊♠❡%❣❡♥❝❡ %❡0♣♦♥0❡ ❢♦% ✢♦♦❞✐♥❣ ❡✈❡♥=0✳

■♥ -.♦❝❡❡❞✐♥❣0 ♦❢ 4❤❡ ▼❡❞✐❛❊✈❛❧ ✷✵✶✼ ❲♦.❦0❤♦♣✱ ■%❡❧❛♥❞✳

❇✐0❤♦♣✱ ❈✳ ▼✳ ✭✷✵✵✻✮✳ -❛44❡.♥ .❡❝♦❣♥✐4✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛.♥✐♥❣✳ 0♣%✐♥❣❡%✳

❇♦✉❝❤✐❤❛✱ ❘✳ ❛♥❞ ❇❡0❜❡0✱ ❑✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❈♦♠♣❛%✐0♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❞❡0❝%✐♣=♦%0 ❢♦% ❛✉=♦♠❛=✐❝

%❡♠♦=❡ 0❡♥0✐♥❣ ✐♠❛❣❡ %❡❣✐0=%❛=✐♦♥✳ ❙✐❣♥❛❧✱ ■♠❛❣❡ ❛♥❞ ❱✐❞❡♦ -.♦❝❡00✐♥❣✱ ✾✭✷✮✿✹✻✸✲✲

✹✻✾✳
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❇♦✉%❡❛✉✱ ❨✳✲▲✳✱ ❇❛❝❤✱ ❋✳✱ ▲❡❈✉♥✱ ❨✳✱ ❛♥❞ 3♦♥❝❡✱ ❏✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ▲❡❛%♥✐♥❣ ♠✐❞✲❧❡✈❡❧ ❢❡❛?✉%❡@

❢♦% %❡❝♦❣♥✐?✐♦♥✳ ■♥ ❈♦♥❢❡%❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉*❡% ❱✐-✐♦♥ ❛♥❞ 0❛**❡%♥ ❘❡❝♦❣♥✐*✐♦♥ ✱ ♣❛❣❡@

✷✺✺✾✲✲✷✺✻✻✳

❇✉❧❧❡♥✱ 3✳ ❙✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ♠❡❛♥- ❛♥❞ *❤❡✐% ✐♥❡7✉❛❧✐*✐❡-✱ ✈♦❧✉♠❡ ✺✻✵✳ ❙♣%✐♥❣❡%

❙❝✐❡♥❝❡ ✫ ❇✉@✐♥❡@@ ▼❡❞✐❛✳

❈❛♠♣❜❡❧❧✱ ❏✳ ❇✳ ❛♥❞ ❲②♥♥❡✱ ❘✳ ❍✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ■♥*%♦❞✉❝*✐♦♥ *♦ %❡♠♦*❡ -❡♥-✐♥❣✳ ●✉✐❧❢♦%❞

3%❡@@✳

➬❛%❦❛❝✐♦❣❧✉✱ ❆✳ ❛♥❞ ❨❛%♠❛♥✲❱✉%❛❧✱ ❋✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❙❛@✐✿ ❛ ❣❡♥❡%✐❝ ?❡①?✉%❡ ❞❡@❝%✐♣?♦% ❢♦%

✐♠❛❣❡ %❡?%✐❡✈❛❧✳ 0❛**❡%♥ ❘❡❝♦❣♥✐*✐♦♥✱ ✸✻✭✶✶✮✿✷✻✶✺ ✕ ✷✻✸✸✳

❈❤❛?✜❡❧❞✱ ❑✳✱ ❙✐♠♦♥②❛♥✱ ❑✳✱ ❱❡❞❛❧❞✐✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❩✐@@❡%♠❛♥✱ ❆✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❘❡?✉%♥ ♦❢ ?❤❡ ❞❡✈✐❧

✐♥ ?❤❡ ❞❡?❛✐❧@✿ ❉❡❧✈✐♥❣ ❞❡❡♣ ✐♥?♦ ❝♦♥✈♦❧✉?✐♦♥❛❧ ♥❡?@✳ ❛%❳✐✈ ♣%❡♣%✐♥* ❛%❳✐✈✿✶✹✵✺✳✸✺✸✶✳

❈❤❡♥✱ ❈✳✱ ❩❤♦✉✱ ▲✳✱ ●✉♦✱ ❏✳✱ ▲✐✱ ❲✳✱ ❙✉✱ ❍✳✱ ❛♥❞ ●✉♦✱ ❋✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ●❛❜♦%✲✜❧?❡%✐♥❣✲

❜❛@❡❞ ❝♦♠♣❧❡?❡❞ ❧♦❝❛❧ ❜✐♥❛%② ♣❛??❡%♥@ ❢♦% ❧❛♥❞✲✉@❡ @❝❡♥❡ ❝❧❛@@✐✜❝❛?✐♦♥✳ ■♥ ■❊❊❊

■♥*❡%♥❛*✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡%❡♥❝❡ ♦♥ ▼✉❧*✐♠❡❞✐❛ ❇✐❣ ❉❛*❛ ✭❇✐❣▼▼✮ ✱ ♣❛❣❡@ ✸✷✹✲✲✸✷✾✳ ■❊❊❊✳

❈❤❡♥✱ ❈✳✲❤✳✱ 3❛✉✱ ▲✳✲❋✳✱ ❛♥❞ ❲❛♥❣✱ 3✳ ❙✳✲♣✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ♣❛**❡%♥ %❡❝♦❣♥✐*✐♦♥

❛♥❞ ❝♦♠♣✉*❡% ✈✐-✐♦♥✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✼✳ ❲♦%❧❞ ❙❝✐❡♥?✐✜❝✳

❈❤❡♥✱ ▲✳✲❈✳✱ 3❛♣❛♥❞%❡♦✉✱ ●✳✱ ❑♦❦❦✐♥♦@✱ ■✳✱ ▼✉%♣❤②✱ ❑✳✱ ❛♥❞ ❨✉✐❧❧❡✱ ❆✳ ▲✳ ✭✷✵✶✽✮✳

❉❡❡♣❧❛❜✿ ❙❡♠❛♥?✐❝ ✐♠❛❣❡ @❡❣♠❡♥?❛?✐♦♥ ✇✐?❤ ❞❡❡♣ ❝♦♥✈♦❧✉?✐♦♥❛❧ ♥❡?@✱ ❛?%♦✉@ ❝♦♥✲
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♣.♦❝❡::✐♥❣ :②:G❡♠:✳ ■♥ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❈♦♠♣✉%✐♥❣ ✫ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛%✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡8 ✱ ♣❛❣❡:

✺✲✲✶✷✳ ■❊❊❊✳

▲❛✛❡.G②✱ ❏✳ ❉✳✱ ▼❝❈❛❧❧✉♠✱ ❆✳✱ ❛♥❞ [❡.❡✐.❛✱ ❋✳ ❈✳ ◆✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❈♦♥❞✐G✐♦♥❛❧ .❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞:✿

[.♦❜❛❜✐❧✐:G✐❝ ♠♦❞❡❧: ❢♦. :❡❣♠❡♥G✐♥❣ ❛♥❞ ❧❛❜❡❧✐♥❣ :❡c✉❡♥❝❡ ❞❛G❛✳ ■♥ ■♥%❡'♥❛%✐♦♥❛❧

❈♦♥❢❡'❡♥❝❡ ♦♥ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛'♥✐♥❣✱ ♣❛❣❡: ✷✽✷✲✲✷✽✾✳

▲❛.♦❝❤❡❧❧❡✱ ❍✳✱ ❇❡♥❣✐♦✱ ❨✳✱ ▲♦✉.❛❞♦✉.✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ▲❛♠❜❧✐♥✱ [✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❊①♣❧♦.✐♥❣ :G.❛G❡❣✐❡:

❢♦. G.❛✐♥✐♥❣ ❞❡❡♣ ♥❡✉.❛❧ ♥❡G✇♦.❦:✳ ❚❤❡ ❏♦✉'♥❛❧ ♦❢ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛'♥✐♥❣ ❘❡8❡❛'❝❤✱ ✶✵✿✶✲

✲✹✵✳

▲❛③❡❜♥✐❦✱ ❙✳✱ ❙❝❤♠✐❞✱ ❈✳✱ ❛♥❞ [♦♥❝❡✱ ❏✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❇❡②♦♥❞ ❜❛❣: ♦❢ ❢❡❛G✉.❡:✿ ❙♣❛G✐❛❧ ♣②.❛✲

♠✐❞ ♠❛G❝❤✐♥❣ ❢♦. .❡❝♦❣♥✐③✐♥❣ ♥❛G✉.❛❧ :❝❡♥❡ ❝❛G❡❣♦.✐❡:✳ ■♥ ❈♦♥❢❡'❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉%❡'

❱✐8✐♦♥ ❛♥❞ 2❛%%❡'♥ ❘❡❝♦❣♥✐%✐♦♥✱ ♣❛❣❡: ✷✶✻✾✕✷✶✼✽✳

▲❡❈✉♥✱ ❨✳✱ ❇❡♥❣✐♦✱ ❨✳✱ ❛♥❞ ❍✐♥G♦♥✱ ●✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❉❡❡♣ ❧❡❛.♥✐♥❣✳ ◆❛%✉'❡✱ ✺✷✶✭✼✺✺✸✮✿✹✸✻✲

✲✹✹✹✳

▲❡❈✉♥✱ ❨✳✱ ❇♦GG♦✉✱ ▲✳✱ ❇❡♥❣✐♦✱ ❨✳✱ ❛♥❞ ❍❛✛♥❡.✱ [✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ●.❛❞✐❡♥G✲❜❛:❡❞ ❧❡❛.♥✐♥❣

❛♣♣❧✐❡❞ G♦ ❞♦❝✉♠❡♥G .❡❝♦❣♥✐G✐♦♥✳ 2'♦❝❡❡❞✐♥❣8 ♦❢ %❤❡ ■❊❊❊✱ ✽✻✭✶✶✮✿✷✷✼✽✲✲✷✸✷✹✳
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▲❡❈✉♥✱ ❨✳✱ ❏❛❝❦❡❧✱ ▲✳✱ ❇♦22♦✉✱ ▲✳✱ ❇3✉♥♦2✱ ❆✳✱ ❈♦32❡5✱ ❈✳✱ ❉❡♥❦❡3✱ ❏✳✱ ❉3✉❝❦❡3✱ ❍✳✱

●✉②♦♥✱ ■✳✱ ▼✉❧❧❡3✱ ❯✳✱ ❙❛❝❦✐♥❣❡3✱ ❊✳✱ ❡2 ❛❧✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❈♦♠♣❛3✐5♦♥ ♦❢ ❧❡❛3♥✐♥❣ ❛❧❣♦3✐2❤♠5

❢♦3 ❤❛♥❞✇3✐22❡♥ ❞✐❣✐2 3❡❝♦❣♥✐2✐♦♥✳ ■♥ ■♥"❡$♥❛"✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡$❡♥❝❡ ♦♥ ❛$"✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉$❛❧

♥❡"✇♦$❦/✱ ✈♦❧✉♠❡ ✻✵✱ ♣❛❣❡5 ✺✸✲✲✻✵✳

▲❡♣3✐♥❝❡✱ ❙✳✱ ❇❛3❜♦2✱ ❙✳✱ ❆②♦✉❜✱ ❋✳✱ ❛♥❞ ❆✈♦✉❛❝✱ ❏✳✲R✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❆✉2♦♠❛2✐❝ ❛♥❞ ♣3❡❝✐5❡

♦32❤♦3❡❝2✐✜❝❛2✐♦♥✱ ❝♦3❡❣✐523❛2✐♦♥✱ ❛♥❞ 5✉❜♣✐①❡❧ ❝♦33❡❧❛2✐♦♥ ♦❢ 5❛2❡❧❧✐2❡ ✐♠❛❣❡5✱ ❛♣♣❧✐✲

❝❛2✐♦♥ 2♦ ❣3♦✉♥❞ ❞❡❢♦3♠❛2✐♦♥ ♠❡❛5✉3❡♠❡♥25✳ ■❊❊❊ ❚$❛♥/❛❝"✐♦♥/ ♦♥ ●❡♦/❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞

❘❡♠♦"❡ ❙❡♥/✐♥❣✱ ✹✺✭✻✮✿✶✺✷✾✲✲✶✺✺✽✳

▲✐✱ ❍✳✱ ❋✉✱ ❑✳✱ ❳✉✱ ●✳✱ ❩❤❡♥❣✱ ❳✳✱ ❘❡♥✱ ❲✳✱ ❛♥❞ ❙✉♥✱ ❳✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ❙❝❡♥❡ ❝❧❛55✐✜❝❛2✐♦♥

✐♥ 3❡♠♦2❡ 5❡♥5✐♥❣ ✐♠❛❣❡5 ✉5✐♥❣ ❛ 2✇♦✲52❛❣❡ ♥❡✉3❛❧ ♥❡2✇♦3❦ ❡♥5❡♠❜❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ❘❡♠♦"❡

❙❡♥/✐♥❣ ▲❡""❡$/✱ ✽✭✻✮✿✺✺✼✲✲✺✻✻✳

▲✐✱ ❏✳✱ ▲✐♥✱ ❉✳✱ ❲❛♥❣✱ ❨✳✱ ❳✉✱ ●✳✱ ❛♥❞ ❉✐♥❣✱ ❈✳ ✭✷✵✶✾✮✳ ❉❡❡♣ ❞✐5❝3✐♠✐♥❛2✐✈❡ 3❡♣✲

3❡5❡♥2❛2✐♦♥ ❧❡❛3♥✐♥❣ ✇✐2❤ ❛22❡♥2✐♦♥ ♠❛♣ ❢♦3 5❝❡♥❡ ❝❧❛55✐✜❝❛2✐♦♥✳ ❛$❳✐✈ ♣$❡♣$✐♥"

❛$❳✐✈✿✶✾✵✷✳✵✼✾✻✼✳

▲✐✱ ▲✳ ❚✳✱ ▼✉^♦③✱ ❏✳ ❆✳ ❱✳✱ ❆❧♠❡✐❞❛✱ ❏✳✱ ❈❛❧✉♠❜②✱ ❘✳ ❚✳✱ R❡♥❛22✐✱ ❖✳ ❆✳ ❇✳✱ ❉♦✉3❛❞♦✱

■✳ ❈✳✱ ◆♦❣✉❡✐3❛✱ ❑✳✱ ▼❡♥❞❡5 ❏c♥✐♦3✱ R✳ ❘✳✱ R❡3❡✐3❛✱ ❆✳ ▼✳ ▲✳✱ R❡❞3♦♥❡22❡✱ ❉✳ ❈✳ ●✳✱

●♦♥d❛❧✈❡5✱ ▼✳ ❆✳✱ ❞♦5 ❙❛♥2♦5✱ ❏✳ ❆✳✱ ❛♥❞ ❚♦33❡5✱ ❘✳ ❞✳ ❙✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❘❡❝♦❞ ❅ ♣❧❛❝✐♥❣

2❛5❦ ♦❢ ♠❡❞✐❛❡✈❛❧ ✷✵✶✺✳ ■♥ ❲♦$❦✐♥❣ ◆♦"❡/ F$♦❝✳ ▼❡❞✐❛❊✈❛❧ ❲♦$❦/❤♦♣✱ ♣❛❣❡ ✷✳

▲✐❛♦✱ ❲✳✱ ❍✉❛♥❣✱ ❳✳✱ ❱❛♥ ❈♦✐❧❧✐❡✱ ❋✳✱ ●❛✉2❛♠❛✱ ❙✳✱ R✐➸✉3✐❝❛✱ ❆✳✱ R❤✐❧✐♣5✱ ❲✳✱ ▲✐✉✱ ❍✳✱

❩❤✉✱ ❚✳✱ ❙❤✐♠♦♥✐✱ ▼✳✱ ▼♦5❡3✱ ●✳✱ ❛♥❞ ❚✉✐❛✱ ❉✳ ✭✷✵✶✺✮✳ R3♦❝❡55✐♥❣ ♦❢ ♠✉❧2✐3❡5♦❧✉2✐♦♥

2❤❡3♠❛❧ ❤②♣❡35♣❡❝23❛❧ ❛♥❞ ❞✐❣✐2❛❧ ❝♦❧♦3 ❞❛2❛✿ ❖✉2❝♦♠❡ ♦❢ 2❤❡ ✷✵✶✹ ✐❡❡❡ ❣355 ❞❛2❛

❢✉5✐♦♥ ❝♦♥2❡52✳ ■❊❊❊ ❏♦✉$♥❛❧ ♦❢ ❙❡❧❡❝"❡❞ ❚♦♣✐❝/ ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ❊❛$"❤ ❖❜/❡$✈❛"✐♦♥/ ❛♥❞

❘❡♠♦"❡ ❙❡♥/✐♥❣✱ ✽✭✻✮✿✷✾✽✹✲✲✷✾✾✻✳

▲✐♥✱ ❉✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❉❡❡♣ ✉♥5✉♣❡3✈✐5❡❞ 3❡♣3❡5❡♥2❛2✐♦♥ ❧❡❛3♥✐♥❣ ❢♦3 3❡♠♦2❡ 5❡♥5✐♥❣ ✐♠❛❣❡5✳

❛$❳✐✈ ♣$❡♣$✐♥" ❛$❳✐✈✿✶✻✶✷✳✵✽✽✼✾✳

▲✐♥✱ ❉✳✱ ❋✉✱ ❑✳✱ ❲❛♥❣✱ ❨✳✱ ❳✉✱ ●✳✱ ❛♥❞ ❙✉♥✱ ❳✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ▼❛32❛ ❣❛♥5✿ ❯♥5✉♣❡3✈✐5❡❞

3❡♣3❡5❡♥2❛2✐♦♥ ❧❡❛3♥✐♥❣ ❢♦3 3❡♠♦2❡ 5❡♥5✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❝❧❛55✐✜❝❛2✐♦♥✳ ■❊❊❊ ●❡♦/❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞

❘❡♠♦"❡ ❙❡♥/✐♥❣ ▲❡""❡$/✱ ✶✹✭✶✶✮✿✷✵✾✷✲✲✷✵✾✻✳

▲✐✉✱ ❈✳✱ ❋3❛③✐❡3✱ R✳✱ ❛♥❞ ❑✉♠❛3✱ ▲✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❈♦♠♣❛3❛2✐✈❡ ❛55❡55♠❡♥2 ♦❢ 2❤❡ ♠❡❛5✉3❡5 ♦❢

2❤❡♠❛2✐❝ ❝❧❛55✐✜❝❛2✐♦♥ ❛❝❝✉3❛❝②✳ ❘❡♠♦"❡ /❡♥/✐♥❣ ♦❢ ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥"✱ ✶✵✼✭✹✮✿✻✵✻✲✲✻✶✻✳

▲✐✉✱ ❚✳✱ ●✉✱ ❨✳✱ ❈❤❛♥✉55♦2✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❉❛❧❧❛ ▼✉3❛✱ ▼✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ▼✉❧2✐♠♦3♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ 5✉♣❡3✲

♣✐①❡❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦3 ❤②♣❡35♣❡❝23❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝❧❛55✐✜❝❛2✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❚$❛♥/❛❝"✐♦♥/ ♦♥ ●❡♦/❝✐❡♥❝❡

❛♥❞ ❘❡♠♦"❡ ❙❡♥/✐♥❣✱ ✺✺✭✶✷✮✿✻✾✺✵✕✻✾✻✸✳
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▲✐✉✱ ❨✳✱ ❋❛♥✱ ❇✳✱ ❲❛♥❣✱ ▲✳✱ ❇❛✐✱ ❏✳✱ ❳✐❛♥❣✱ ❙✳✱ ❛♥❞ 3❛♥✱ ❈✳ ✭✷✵✶✽✮✳ ❙❡♠❛♥;✐❝ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ✐♥

✈❡@② ❤✐❣❤ @❡C♦❧✉;✐♦♥ ✐♠❛❣❡C ✈✐❛ ❛ C❡❧❢✲❝❛C❝❛❞❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉;✐♦♥❛❧ ♥❡✉@❛❧ ♥❡;✇♦@❦✳ ■❙"❘❙

❏♦✉'♥❛❧ ♦❢ "❤♦-♦❣'❛♠♠❡-'② ❛♥❞ ❘❡♠♦-❡ ❙❡♥3✐♥❣✱ ✶✹✺✿✼✽✲✲✾✺✳

▲✐✉✱ ❨✳✱ 3✐@❛♠❛♥❛②❛❣❛♠✱ ❙✳✱ ▼♦♥;❡✐@♦✱ ❙✳ ❚✳✱ ❛♥❞ ❙❛❜❡@✱ ❊✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ❉❡♥C❡ C❡♠❛♥;✐❝
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✭✷✵✶✾❛✮✳ ❉②♥❛♠✐❝ ♠✉❧B✐✲❝♦♥B❡①B F❡❣♠❡♥B❛B✐♦♥ ♦❢ :❡♠♦B❡ F❡♥F✐♥❣ ✐♠❛❣❡F ❜❛F❡❞ ♦♥

❝♦♥✈♦❧✉B✐♦♥❛❧ ♥❡B✇♦:❦F✳ ■❊❊❊ ❚$❛♥0❛❝"✐♦♥0 ♦♥ ●❡♦0❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❘❡♠♦"❡ ❙❡♥0✐♥❣ ✳

◆♦❣✉❡✐:❛✱ ❑✳✱ ❞♦F ❙❛♥B♦F✱ ❏✳ ❆✳✱ ❈❛♥❝✐❛♥✱ ▲✳✱ ❇♦:❣❡F✱ ❇✳ ❉✳✱ ❙✐❧✈❛✱ ❚✳ ❙✳ ❋✳✱ ▼♦:❡❧❧❛B♦✱

▲✳ Z✳✱ ❛♥❞ ❚♦::❡F✱ ❘✳ ❙✳ ✭✷✵✶✼❛✮✳ ❙❡♠❛♥B✐❝ F❡❣♠❡♥B❛B✐♦♥ ♦❢ ✈❡❣❡B❛B✐♦♥ ✐♠❛❣❡F ❛❝a✉✐:❡❞

❜② ✉♥♠❛♥♥❡❞ ❛❡:✐❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡F ✉F✐♥❣ ❛♥ ❡♥F❡♠❜❧❡ ♦❢ ❝♦♥✈♥❡BF✳ ■❊❊❊ ■♥"❡$♥❛"✐♦♥❛❧

●❡♦0❝✐❡♥❝❡ ✫ ❘❡♠♦"❡ ❙❡♥0✐♥❣ ❙②♠♣♦0✐✉♠✳



✶✺✵ ❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤②

◆♦❣✉❡✐)❛✱ ❑✳✱ ❉♦/ ❙❛♥2♦/✱ ❏✳ ❆✳✱ ❋♦)♥❛③❛)✐✱ ❚✳✱ ❙✐❧✈❛✱ ❚✳ ❙✳ ❋✳✱ ▼♦)❡❧❧❛2♦✱ ▲✳ <✳✱ ❛♥❞

❚♦))❡/✱ ❘✳ ❞✳ ❙✳ ✭✷✵✶✻❜✮✳ ❚♦✇❛)❞/ ✈❡❣❡2❛2✐♦♥ /♣❡❝✐❡/ ❞✐/❝)✐♠✐♥❛2✐♦♥ ❜② ✉/✐♥❣ ❞❛2❛✲

❞)✐✈❡♥ ❞❡/❝)✐♣2♦)/✳ ■♥  ❛""❡$♥ ❘❡❝♦❣♥✐"♦♥ ✐♥ ❘❡♠♦"❡ ❙❡♥-✐♥❣ ✭ ❘❘❙✮✱ ✷✵✶✻ ✾"❤

■❆ ❘ ❲♦$❦-❤♦♣ ♦♥✱ ♣❛❣❡/ ✶✲✲✻✳ ■❊❊❊✳

◆♦❣✉❡✐)❛✱ ❑✳✱ ❞♦/ ❙❛♥2♦/✱ ❏✳ ❆✳✱ ▼❡♥✐♥✐✱ ◆✳✱ ❙✐❧✈❛✱ ❚✳ ❙✳ ❋✳✱ ▼♦)❡❧❧❛2♦✱ ▲✳ <✳ ❈✳✱

❛♥❞ ❚♦))❡/✱ ❘✳ ❙✳ ✭✷✵✶✾❜✮✳ ❙♣❛2✐♦✲2❡♠♣♦)❛❧ ✈❡❣❡2❛2✐♦♥ ♣✐①❡❧ ❝❧❛//✐✜❝❛2✐♦♥ ❜② ✉/✐♥❣

❝♦♥✈♦❧✉2✐♦♥❛❧ ♥❡2✇♦)❦/✳ ■❊❊❊ ●❡♦-❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❘❡♠♦"❡ ❙❡♥-✐♥❣ ▲❡""❡$-✳

◆♦❣✉❡✐)❛✱ ❑✳✱ ❋❛❞❡❧✱ ❙✳ ●✳✱ ❉♦✉)❛❞♦✱ ■✳ ❈✳✱ ❲❡)♥❡❝❦✱ ❘✳ ❞✳ ❖✳✱ ▼✉T♦③✱ ❏✳ ❆✳ ❱✳✱

<❡♥❛22✐✱ ❖✳ ❆✳ ❇✳✱ ❈❛❧✉♠❜②✱ ❘✳ ❚✳✱ ▲✐✱ ▲✳ ❚✳✱ ❞♦/ ❙❛♥2♦/✱ ❏✳ ❆✳✱ ❛♥❞ ❚♦))❡/✱ ❘✳ ❞✳ ❙✳

✭✷✵✶✼❜✮✳ ❉❛2❛✲❞)✐✈❡♥ ✢♦♦❞ ❞❡2❡❝2✐♦♥ ✉/✐♥❣ ♥❡✉)❛❧ ♥❡2✇♦)❦/✳ ■♥ ❲♦$❦✐♥❣ ◆♦"❡-  $♦❝✳

▼❡❞✐❛❊✈❛❧ ❲♦$❦-❤♦♣✱ ♣❛❣❡ ✷✳

◆♦❣✉❡✐)❛✱ ❑✳✱ ❋❛❞❡❧✱ ❙✳ ●✳✱ ❉♦✉)❛❞♦✱ ❮✳ ❈✳✱ ❲❡)♥❡❝❦✱ ❘✳ ❖✳✱ ▼✉T♦③✱ ❏✳ ❆✳ ❱✳✱ <❡♥❛22✐✱

❖✳ ❆✳✱ ❈❛❧✉♠❜②✱ ❘✳ ❚✳✱ ▲✐✱ ▲✳ ❚✳✱ ❞♦/ ❙❛♥2♦/✱ ❏✳ ❆✳✱ ❛♥❞ ❚♦))❡/✱ ❘✳ ❙✳ ✭✷✵✶✽✮✳

❊①♣❧♦✐2✐♥❣ ❝♦♥✈♥❡2 ❞✐✈❡)/✐2② ❢♦) ✢♦♦❞✐♥❣ ✐❞❡♥2✐✜❝❛2✐♦♥✳ ■❊❊❊ ●❡♦-❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❘❡♠♦"❡

❙❡♥-✐♥❣ ▲❡""❡$-✱ ✶✺✭✾✮✿✶✹✹✻✲✲✶✹✺✵✳

◆♦❣✉❡✐)❛✱ ❑✳✱ ▼✐)❛♥❞❛✱ ❲✳ ❖✳✱ ❛♥❞ ❉♦/ ❙❛♥2♦/✱ ❏✳ ❆✳ ✭✷✵✶✺❛✮✳ ■♠♣)♦✈✐♥❣ /♣❛2✐❛❧ ❢❡❛2✉)❡

)❡♣)❡/❡♥2❛2✐♦♥ ❢)♦♠ ❛❡)✐❛❧ /❝❡♥❡/ ❜② ✉/✐♥❣ ❝♦♥✈♦❧✉2✐♦♥❛❧ ♥❡2✇♦)❦/✳ ■♥ ❈♦♥❢❡$❡♥❝❡ ♦♥

●$❛♣❤✐❝-✱  ❛""❡$♥- ❛♥❞ ■♠❛❣❡- ✭❙■❇●❘❆ ■✮✱ ♣❛❣❡/ ✷✽✾✲✲✷✾✻✳ ■❊❊❊✳

◆♦❣✉❡✐)❛✱ ❑✳✱ <❡♥❛22✐✱ ❖✳ ❆✳✱ ❛♥❞ ❞♦/ ❙❛♥2♦/✱ ❏✳ ❆✳ ✭✷✵✶✼❝✮✳ ❚♦✇❛)❞/ ❜❡22❡) ❡①♣❧♦✐2✲

✐♥❣ ❝♦♥✈♦❧✉2✐♦♥❛❧ ♥❡✉)❛❧ ♥❡2✇♦)❦/ ❢♦) )❡♠♦2❡ /❡♥/✐♥❣ /❝❡♥❡ ❝❧❛//✐✜❝❛2✐♦♥✳  ❛""❡$♥

❘❡❝♦❣♥✐"✐♦♥✱ ✻✶✿✺✸✾✲✲✺✺✻✳

◆♦❣✉❡✐)❛✱ ❑✳✱ ❙❝❤✇❛)2③✱ ❲✳ ❘✳✱ ❛♥❞ ❞♦/ ❙❛♥2♦/✱ ❏✳ ❆✳ ✭✷✵✶✺❜✮✳ ❈♦✛❡❡ ❝)♦♣ )❡❝♦❣♥✐✲

2✐♦♥ ✉/✐♥❣ ♠✉❧2✐✲/❝❛❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉2✐♦♥❛❧ ♥❡✉)❛❧ ♥❡2✇♦)❦/✳ ■♥ ■❜❡$♦❛♠❡$✐❝❛♥ ❈♦♥❣$❡-- ♦♥

 ❛""❡$♥ ❘❡❝♦❣♥✐"✐♦♥✱ ♣❛❣❡/ ✻✼✲✲✼✹✳ ❙♣)✐♥❣❡)✳

◆♦❤✱ ❍✳✱ ❍♦♥❣✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ❍❛♥✱ ❇✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ▲❡❛)♥✐♥❣ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉2✐♦♥ ♥❡2✇♦)❦ ❢♦) /❡♠❛♥2✐❝

/❡❣♠❡♥2❛2✐♦♥✳ ■♥ ■♥"❡$♥❛"✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡$❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉"❡$ ❱✐-✐♦♥✱ ♣❛❣❡/ ✶✺✷✵✲✲✶✺✷✽✳

❖❧✐✈❛✱ ❆✳ ❛♥❞ ❚♦))❛❧❜❛✱ ❆✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ 2❤❡ /❤❛♣❡ ♦❢ 2❤❡ /❝❡♥❡✿ ❆ ❤♦❧✐/2✐❝ )❡♣)❡/❡♥✲

2❛2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ /♣❛2✐❛❧ ❡♥✈❡❧♦♣❡✳ ■♥"❡$♥❛"✐♦♥❛❧ ❏♦✉$♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉"❡$ ❱✐-✐♦♥✱ ✹✷✭✸✮✿✶✹✺✲

✲✶✼✺✳ ■❙❙◆ ✵✾✷✵✲✺✻✾✶✳

<❛✐/✐2❦)✐❛♥❣❦)❛✐✱ ❙✳✱ ❙❤❡))❛❤✱ ❏✳✱ ❏❛♥♥❡②✱ <✳✱ ❛♥❞ ❍❡♥❣❡❧✱ ❆✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❊✛❡❝2✐✈❡ /❡♠❛♥✲

2✐❝ ♣✐①❡❧ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣ ✇✐2❤ ❝♦♥✈♦❧✉2✐♦♥❛❧ ♥❡2✇♦)❦/ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐2✐♦♥❛❧ )❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞/✳ ■♥

❈♦♥❢❡$❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉"❡$ ❱✐-✐♦♥ ❛♥❞  ❛""❡$♥ ❘❡❝♦❣♥✐"✐♦♥ ❲♦$❦-❤♦♣ ✱ ♣❛❣❡/ ✸✻✲✲✹✸✳



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤② ✶✺✶

"❛✐%✐&❦(✐❛♥❣❦(❛✐✱ ❙✳✱ ❙❤❡((❛❤✱ ❏✳✱ ❏❛♥♥❡②✱ "✳✱ ❛♥❞ ✈❛♥ ❞❡♥ ❍❡♥❣❡❧✱ ❆✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❙❡♠❛♥&✐❝

❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦❢ ❛❡(✐❛❧ ❛♥❞ %❛&❡❧❧✐&❡ ✐♠❛❣❡(②✳ ■❊❊❊ ❏♦✉%♥❛❧ ♦❢ ❙❡❧❡❝-❡❞ ❚♦♣✐❝2 ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞

❊❛%-❤ ❖❜2❡%✈❛-✐♦♥2 ❛♥❞ ❘❡♠♦-❡ ❙❡♥2✐♥❣✱ ✾✭✼✮✿✷✽✻✽✲✲✷✽✽✶✳

"❡♥❛&&✐✱ ❖✳ ❆✳✱ ◆♦❣✉❡✐(❛✱ ❑✳✱ ❛♥❞ ❞♦% ❙❛♥&♦%✱ ❏✳ ❆✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❉♦ ❞❡❡♣ ❢❡❛&✉(❡% ❣❡♥❡(❛❧✐③❡

❢(♦♠ ❡✈❡(②❞❛② ♦❜❥❡❝&% &♦ (❡♠♦&❡ %❡♥%✐♥❣ ❛♥❞ ❛❡(✐❛❧ %❝❡♥❡% ❞♦♠❛✐♥%❄ ■♥ ❈♦♥❢❡%❡♥❝❡

♦♥ ❈♦♠♣✉-❡% ❱✐2✐♦♥ ❛♥❞ =❛--❡%♥ ❘❡❝♦❣♥✐-✐♦♥ ❲♦%❦2❤♦♣ ✱ ♣❛❣❡% ✹✹✲✲✺✶✳

"❡♥❛&&✐✱ ❖✳ ❆✳ ❇✳✱ ❙✐❧✈❛✱ ❋✳ ❇✳✱ ❱❛❧❧❡✱ ❊✳✱ ●♦✉❡&✲❇(✉♥❡&✱ ❱✳✱ ❛♥❞ ❞❛ ❙✳ ❚♦((❡%✱ ❘✳

✭✷✵✶✹✮✳ ❱✐%✉❛❧ ✇♦(❞ %♣❛&✐❛❧ ❛((❛♥❣❡♠❡♥& ❢♦( ✐♠❛❣❡ (❡&(✐❡✈❛❧ ❛♥❞ ❝❧❛%%✐✜❝❛&✐♦♥✳ =❛-✲

-❡%♥ ❘❡❝♦❣♥✐-✐♦♥✱ ✹✼✭✷✮✿✼✵✺✕✼✷✵✳ ■❙❙◆ ✵✵✸✶✲✸✷✵✸✳

"❡♥❛&&✐✱ ❖✳ ❆✳ ❇✳✱ ❱❛❧❧❡✱ ❊✳✱ ❛♥❞ ❞❛ ❙✳ ❚♦((❡%✱ ❘✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❈♦♠♣❛(❛&✐✈❡ %&✉❞② ♦❢ ❣❧♦❜❛❧

❝♦❧♦( ❛♥❞ &❡①&✉(❡ ❞❡%❝(✐♣&♦(% ❢♦( ✇❡❜ ✐♠❛❣❡ (❡&(✐❡✈❛❧✳ ❏♦✉%♥❛❧ ♦❢ ❱✐2✉❛❧ ❈♦♠♠✉♥✐✲

❝❛-✐♦♥ ❛♥❞ ■♠❛❣❡ ❘❡♣%❡2❡♥-❛-✐♦♥✱ ✷✸✭✷✮✿✸✺✾✲✲✸✽✵✳
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❣9❛❞✐❡♥7 ✐♥❞❡①✐♥❣✳ ❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❱✐*✉❛❧ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛.✐♦♥ ❛♥❞ ■♠❛❣❡ ❘❡♣#❡*❡♥.❛.✐♦♥ ✱

✶✶✭✸✮✿✸✷✼✲✲✸✹✷✳ ■❙❙◆ ✶✵✹✼✲✸✷✵✸✳

❚❛②❧♦9✱ ❏✳ ❘✳ ❛♥❞ ▲♦✈❡❧❧✱ ❙✳ ❚✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ▼❛♣♣✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝ ❛♥❞ ♣9✐✈❛7❡ /♣❛❝❡/ ♦❢ ✉9❜❛♥

❛❣9✐❝✉❧7✉9❡ ✐♥ ❝❤✐❝❛❣♦ 7❤9♦✉❣❤ 7❤❡ ❛♥❛❧②/✐/ ♦❢ ❤✐❣❤✲9❡/♦❧✉7✐♦♥ ❛❡9✐❛❧ ✐♠❛❣❡/ ✐♥ ❣♦♦❣❧❡

❡❛97❤✳ ▲❛♥❞*❝❛♣❡ ❛♥❞ ❯#❜❛♥ 8❧❛♥♥✐♥❣✱ ✶✵✽✭✶✮✿✺✼✲✲✼✵✳

❚❛②②❡❜✐✱ ❆✳✱ P✐❥❛♥♦✇/❦✐✱ ❇✳ ❈✳✱ ❛♥❞ ❚❛②②❡❜✐✱ ❆✳ ❍✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❆♥ ✉9❜❛♥ ❣9♦✇7❤ ❜♦✉♥❞❛9②

♠♦❞❡❧ ✉/✐♥❣ ♥❡✉9❛❧ ♥❡7✇♦9❦/✱ ❣✐/ ❛♥❞ 9❛❞✐❛❧ ♣❛9❛♠❡7❡9✐③❛7✐♦♥✿ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛7✐♦♥ 7♦

7❡❤9❛♥✱ ✐9❛♥✳ ▲❛♥❞*❝❛♣❡ ❛♥❞ ❯#❜❛♥ 8❧❛♥♥✐♥❣✱ ✶✵✵✭✶✮✿✸✺✲✲✹✹✳

❚✉✐❛✱ ❉✳✱ ❱♦❧♣✐✱ ▼✳✱ ❈♦♣❛✱ ▲✳✱ ❑❛♥❡✈/❦✐✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ▼✉♥♦③✲▼❛9✐✱ ❏✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❆ /✉9✈❡② ♦❢

❛❝7✐✈❡ ❧❡❛9♥✐♥❣ ❛❧❣♦9✐7❤♠/ ❢♦9 /✉♣❡9✈✐/❡❞ 9❡♠♦7❡ /❡♥/✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❝❧❛//✐✜❝❛7✐♦♥✳ ■❊❊❊

❏♦✉#♥❛❧ ♦❢ ❙❡❧❡❝.❡❞ ❚♦♣✐❝* ✐♥ ❙✐❣♥❛❧ 8#♦❝❡**✐♥❣✱ ✺✭✸✮✿✻✵✻✕✻✶✼✳

❚✉②7❡❧❛❛9/✱ ❚✳ ❛♥❞ ▼✐❦♦❧❛❥❝③②❦✱ ❑✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ▲♦❝❛❧ ✐♥✈❛9✐❛♥7 ❢❡❛7✉9❡ ❞❡7❡❝7♦9/✿ ❆ /✉9✈❡②✳

❋♦✉♥❞❛.✐♦♥* ❛♥❞ ❚#❡♥❞* ✐♥ ❈♦♠♣✉.❡# ●#❛♣❤✐❝* ❛♥❞ ❱✐*✐♦♥ ✱ ✸✭✸✮✿✶✼✼✲✲✷✽✵✳

✈❛♥ ❞❡ ❙❛♥❞❡✱ ❑✳ ❊✳ ❆✳✱ ●❡✈❡9/✱ ❚✳✱ ❛♥❞ ❙♥♦❡❦✱ ❈✳ ●✳ ▼✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❊✈❛❧✉❛7✐♥❣ ❝♦❧♦9

❞❡/❝9✐♣7♦9/ ❢♦9 ♦❜❥❡❝7 ❛♥❞ /❝❡♥❡ 9❡❝♦❣♥✐7✐♦♥✳ ❚#❛♥*❛❝.✐♦♥* ♦♥ 8❛..❡#♥ ❆♥❛❧②*✐* ❛♥❞

▼❛❝❤✐♥❡ ■♥.❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✸✷✭✾✮✿✶✺✽✷✲✲✶✺✾✻✳

✈❛♥ ❞❡ ❙❛♥❞❡✱ ❑✳ ❊✳ ❆✳✱ ●❡✈❡9/✱ ❚✳✱ ❛♥❞ ❙♥♦❡❦✱ ❈✳ ●✳ ▼✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❊♠♣♦✇❡9✐♥❣ ✈✐/✉❛❧

❝❛7❡❣♦9✐③❛7✐♦♥ ✇✐7❤ 7❤❡ ❣♣✉✳ ❚#❛♥*❛❝.✐♦♥* ♦♥ ▼✉❧.✐♠❡❞✐❛✱ ✶✸✭✶✮✿✻✵✲✲✼✵✳

✈❛♥ ●❡♠❡97✱ ❏✳ ❈✳✱ ❱❡❡♥♠❛♥✱ ❈✳ ❏✳✱ ❙♠❡✉❧❞❡9/✱ ❆✳ ❲✳ ▼✳✱ ❛♥❞ ●❡✉/❡❜9♦❡❦✱ ❏✳✲▼✳

✭✷✵✶✵✮✳ ❱✐/✉❛❧ ✇♦9❞ ❛♠❜✐❣✉✐7②✳ ❚#❛♥*❛❝.✐♦♥* ♦♥ 8❛..❡#♥ ❆♥❛❧②*✐* ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡

■♥.❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✸✷✿✶✷✼✶✕✶✷✽✸✳

❱❡❞❛❧❞✐✱ ❆✳ ❛♥❞ ❋✉❧❦❡9/♦♥✱ ❇✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❱❧❢❡❛7✿ ❆♥ ♦♣❡♥ ❛♥❞ ♣♦97❛❜❧❡ ❧✐❜9❛9② ♦❢ ❝♦♠♣✉7❡9

✈✐/✐♦♥ ❛❧❣♦9✐7❤♠/✳ ■♥ ❆❈▼ ■♥.❡#♥❛.✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡#❡♥❝❡ ♦♥ ▼✉❧.✐♠❡❞✐❛✱ ♣❛❣❡/ ✶✹✻✾✲✲

✶✹✼✷✳ ❆❈▼✳

❱♦❧♣✐✱ ▼✳ ❛♥❞ ❋❡99❛9✐✱ ❱✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❙❡♠❛♥7✐❝ /❡❣♠❡♥7❛7✐♦♥ ♦❢ ✉9❜❛♥ /❝❡♥❡/ ❜② ❧❡❛9♥✐♥❣

❧♦❝❛❧ ❝❧❛// ✐♥7❡9❛❝7✐♦♥/✳ ■♥ ❈♦♥❢❡#❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉.❡# ❱✐*✐♦♥ ❛♥❞ 8❛..❡#♥ ❘❡❝♦❣♥✐.✐♦♥

❲♦#❦*❤♦♣✱ ♣❛❣❡/ ✶✲✲✾✳

❱♦❧♣✐✱ ▼✳ ❛♥❞ ❚✉✐❛✱ ❉✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ❉❡♥/❡ /❡♠❛♥7✐❝ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦❢ /✉❜❞❡❝✐♠❡7❡9 9❡/♦❧✉7✐♦♥

✐♠❛❣❡/ ✇✐7❤ ❝♦♥✈♦❧✉7✐♦♥❛❧ ♥❡✉9❛❧ ♥❡7✇♦9❦/✳ ■❊❊❊ ❚#❛♥*❛❝.✐♦♥* ♦♥ ●❡♦*❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞

❘❡♠♦.❡ ❙❡♥*✐♥❣✱ ✺✺✭✷✮✿✽✽✶✲✲✽✾✸✳



✶✺✹ ❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤②

❲❛♥❣✱ ❆✳✱ ❍❡✱ ❳✳✱ ●❤❛♠✐1✐✱ 2✳✱ ❛♥❞ ❈❤❡♥✱ ❨✳ ✭✷✵✶✽❛✮✳ ▲✐❞❛< ❞❛=❛ ❝❧❛11✐✜❝❛=✐♦♥ ✉1✐♥❣

♠♦<♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣<♦✜❧❡1 ❛♥❞ ❝♦♥✈♦❧✉=✐♦♥❛❧ ♥❡✉<❛❧ ♥❡=✇♦<❦1✳ ■❊❊❊ ●❡♦%❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞

❘❡♠♦-❡ ❙❡♥%✐♥❣ ▲❡--❡1%✱ ✶✺✭✺✮✿✼✼✹✲✲✼✼✽✳

❲❛♥❣✱ ❍✳✱ ❲❛♥❣✱ ❨✳✱ ❩❤❛♥❣✱ ◗✳✱ ❳✐❛♥❣✱ ❙✳✱ ❛♥❞ 2❛♥✱ ❈✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ●❛=❡❞ ❝♦♥✈♦❧✉=✐♦♥❛❧

♥❡✉<❛❧ ♥❡=✇♦<❦ ❢♦< 1❡♠❛♥=✐❝ 1❡❣♠❡♥=❛=✐♦♥ ✐♥ ❤✐❣❤✲<❡1♦❧✉=✐♦♥ ✐♠❛❣❡1✳ ❘❡♠♦-❡ ❙❡♥%✐♥❣✱

✾✭✺✮✿✹✹✻✳

❲❛♥❣✱ 2✳✱ ❈❤❡♥✱ 2✳✱ ❨✉❛♥✱ ❨✳✱ ▲✐✉✱ ❉✳✱ ❍✉❛♥❣✱ ❩✳✱ ❍♦✉✱ ❳✳✱ ❛♥❞ ❈♦==<❡❧❧✱ ●✳ ✭✷✵✶✽❜✮✳

❯♥❞❡<1=❛♥❞✐♥❣ ❝♦♥✈♦❧✉=✐♦♥ ❢♦< 1❡♠❛♥=✐❝ 1❡❣♠❡♥=❛=✐♦♥✳ ■♥ ✷✵✶✽ ■❊❊❊ ❲✐♥-❡1 ❈♦♥✲

❢❡1❡♥❝❡ ♦♥ ❆♣♣❧✐❝❛-✐♦♥% ♦❢ ❈♦♠♣✉-❡1 ❱✐%✐♦♥ ✭❲❆❈❱✮✱ ♣❛❣❡1 ✶✹✺✶✲✲✶✹✻✵✳ ■❊❊❊✳

❲✐❧❦✐♥1♦♥✱ ●✳ ●✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❘❡1✉❧=1 ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❝❛=✐♦♥1 ♦❢ ❛ 1=✉❞② ♦❢ ✜❢=❡❡♥ ②❡❛<1 ♦❢ 1❛=❡❧❧✐=❡

✐♠❛❣❡ ❝❧❛11✐✜❝❛=✐♦♥ ❡①♣❡<✐♠❡♥=1✳ ■❊❊❊ ❚1❛♥%❛❝-✐♦♥% ♦♥ ●❡♦%❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❘❡♠♦-❡

❙❡♥%✐♥❣✱ ✹✸✭✸✮✿✹✸✸✲✲✹✹✵✳

❳✐❛✱ ●✳✲❙✳✱ ❨❛♥❣✱ ❲✳✱ ❉❡❧♦♥✱ ❏✳✱ ●♦✉11❡❛✉✱ ❨✳✱ ❙✉♥✱ ❍✳✱ ❛♥❞ ▼❛[=<❡✱ ❍✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❙=<✉❝✲

=✉<❛❧ ❤✐❣❤✲<❡1♦❧✉=✐♦♥ 1❛=❡❧❧✐=❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥❞❡①✐♥❣✳ ■♥ ■❙B❘❙ ❚❈ ❱■■ ❙②♠♣♦%✐✉♠✲✶✵✵

❨❡❛1% ■❙B❘❙✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✽✱ ♣❛❣❡1 ✷✾✽✲✲✸✵✸✳

❳✐❛✱ ❏✳✱ ❉❛❧❧❛ ▼✉<❛✱ ▼✳✱ ❈❤❛♥✉11♦=✱ ❏✳✱ ❉✉✱ 2✳✱ ❛♥❞ ❍❡✱ ❳✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❘❛♥❞♦♠ 1✉❜1♣❛❝❡ ❡♥✲

1❡♠❜❧❡1 ❢♦< ❤②♣❡<1♣❡❝=<❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝❧❛11✐✜❝❛=✐♦♥ ✇✐=❤ ❡①=❡♥❞❡❞ ♠♦<♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛==<✐❜✉=❡

♣<♦✜❧❡1✳ ■❊❊❊ ❚1❛♥%❛❝-✐♦♥% ♦♥ ●❡♦%❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❘❡♠♦-❡ ❙❡♥%✐♥❣ ✱ ✺✸✭✾✮✿✹✼✻✽✲✲✹✼✽✻✳

❳✐❡✱ ▼✳✱ ❏❡❛♥✱ ◆✳✱ ❇✉<❦❡✱ ▼✳✱ ▲♦❜❡❧❧✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ❊<♠♦♥✱ ❙✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❚<❛♥1❢❡< ❧❡❛<♥✐♥❣

❢<♦♠ ❞❡❡♣ ❢❡❛=✉<❡1 ❢♦< <❡♠♦=❡ 1❡♥1✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦✈❡<=② ♠❛♣♣✐♥❣✳ ■♥ ❆❆❆■ ❈♦♥❢❡1❡♥❝❡

♦♥ ❆1-✐✜❝✐❛❧ ■♥-❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡1 ✸✾✷✾✲✲✸✾✸✺✳

❳✉✱ ❙✳✱ ▼✉✱ ❳✳✱ ❈❤❛✐✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣✱ ❳✳ ✭✷✵✶✽✮✳ ❘❡♠♦=❡ 1❡♥1✐♥❣ ✐♠❛❣❡ 1❝❡♥❡ ❝❧❛11✐✜❝❛✲
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