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Resumo

O Problema da Arvore Geradora Minima Probabilistica ¢ uma generalizacio do pro-
blema classico da Arvore Geradora Minima em que se considera a situacdo na qual
nem todos os nos estao deterministicamente presentes, mas estao presentes conforme
uma determinada probabilidade.

Dado um grafo, G = (V, E), que possui um custo associado a cada aresta em F e
uma probabilidade de cada vértice em V' estar ativo, pretende-se construir uma arvore
geradora T em G a priori, tal que o custo esperado de T' para um momento futuro seja
minimo. Este problema é provado como NP-Dificil em seu caso geral.

Nesta dissertacao, a versao homogénea do problema, situacao em que todos os
nos tém a mesma probabilidade de estarem ativos, é descrita, analisada e resolvida
através de algoritmos de busca local. Apresenta-se uma heuristica construtiva capaz
de encontrar solu¢oes vidveis para o problema. A partir de uma técnica que avalia
os custos de solugoes vizinhas de maneira eficiente, propoe-se a incorporagao de al-
goritmos de busca local a um algoritmo de Busca Tabu, capaz de gerar solugoes de
melhor qualidade para o problema. Propoe-se, também, uma modelagem que permite
a resolugao do problema por Programacao Inteira. A analise dos resultados revela que
os algoritmos, quando comparados a resolugao do modelo exato, mostraram ser uma

ferramenta bastante eficiente para lidar com um problema computacionalmente dificil.

Palavras-chave: Teoria dos Grafos, Heuristicas, Otimizacao a priori, Arvore Gera-

dora Minima Probabilistica, Programacao Inteira.
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Abstract

The Probabilistic Minimum Spanning Tree Problem is a generalization of the classical
Minimum Spanning Tree problem, addressing the assumption that arise when not all
nodes are deterministically present but, rather, nodes are active with known probabil-
ities.

Given a graph, G = (V, E'), where there is a cost associated with every edge in E
and a probability of each node in V' to be active, the objective is to build a sub-tree T'
in G a priori, where the expected cost of 1" is minimum. This problem is proved to be
NP-Hard in the general case.

In this dissertation, the homogeneous case of the problem, when all nodes have
the same probability of being active, is described, analyzed and solved through local
search algorithms. A constructive heuristic is proposed in order to find feasible solutions
for the problem. Starting through a technique that efficiently evaluates the costs of
neighboring solutions, it is proposed the embedding of local search algorithms into a
Tabu Search metaheuristic, capable of yielding better quality solutions for the problem.
It is also proposed a model that can be solved through Integer Programming. The
analysis of the results shows that the algorithms, when compared to the resolution of
the exact model, proved to be an efficient tool to deal with a computationally difficult

problem.

Keywords: Graph Theory, Heuristics, A priori Optimization, Probabilistic Minimum

Spanning Tree Problem, Integer Programming.
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Capitulo 1

Introducao

A Otimizacao a priori representa um subconjunto dos problemas de Otimizacao Com-
binatoria caracterizados pela presenca de elementos probabilisticos em sua definicao.
Esses problemas sao chamados de Problemas Probabilisticos de Otimizagao Combi-
natoria (PCOPs!) |Bertsimas et al., 1989]. Dentre as diversas motivagoes para se tra-
balhar com esse tipo de problema, destaca-se a adequacao de modelos mais realistas a
aplicagoes praticas, em que a aleatoriedade é um dos conceitos principais e nao somente
uma caracteristica do cenério estudado. Ha, também, o interesse em se investigar a
robustez de solucoes 6timas para problemas deterministicos quando as instancias de
problemas ja resolvidos sao modificadas. Esse aspecto é, talvez, um dos mais impor-
tantes da otimizagao a priori, por caracterizar um cenéario em que se tem uma instancia
j& resolvida e é necessario que se resolva novamente instancias do mesmo problema,
que s@o apenas uma variacao da instancia original. Ao invés de se tentar reotimizar
cada instancia provavel, procura-se encontrar uma solucao a priori para o problema
original, para que tal solucao seja facilmente adaptavel a cada variacao aplicada ou

atenda satisfatoriamente, em média, cada variacao em particular.

Problemas de otimizacao a priori podem ser utilizados para modelar diversas
aplicagoes praticas, como nas areas de roteamento, desenho de circuitos integrados,
logistica e telecomunicagoes. Exemplos de problemas encontrados na literatura que
utilizam tal estratégia de otimizacao sao o Problema do Caixeiro Viajante Probabi-
listico [Jaillet, 1985], o Problema de Roteamento de Veiculos Probabilistico |Jaillet
& Odoni, 1988] e o Problema da Arvore Geradora Minima Probabilistica [Bertsimas,

1988a| sendo, este ultimo, foco do estudo deste trabalho.

Do inglés Probabilistic Combinatorial Optimization Problems.
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1.1 Contextualizacao

Alguns problemas de otimizacao combinatéria podem ser formulados através de um
tipo de grafo especifico conhecido como arvore. Uma arvore ¢ um grafo conexo (existe
caminho entre qualquer par de seus vértices) e aciclico (que ndo possui ciclos). Maiores
detalhes sobre Teoria dos Grafos, arvores e suas aplicagoes podem ser encontradas na
literatura, como em Bondy & Murty [1976].

Dado um grafo conexo nao direcionado, uma arvore geradora desse grafo ¢ um
sub-grafo representado por uma arvore que conecta todos os seus vértices. Um tnico
grafo pode possuir vérias arvores geradoras. E possivel, ainda, associar um custo a cada
aresta do grafo, determinando-se o custo de uma arvore geradora através da soma dos
custos das arestas que possui. Eis que surge o problema da Arvore Geradora Minima
(MST?), que consiste em se encontrar uma arvore geradora de custo minimo em um
grafo conexo através de arestas com custos para conectar seus vértices. A arvore
encontrada ¢ aquela com o menor custo possivel dentre todas as arvores geradoras
possiveis para um determinado grafo.

Um exemplo simples de aplicacao para uma arvore geradora minima seria uma
empresa de televisao a cabo com interesse em realizar o cabeamento de uma vizinhanca
de clientes. Dentre as diversas possibilidades de se conectar uma residéncia a outra,
alguns caminhos podem ser de custo maior, por necessitarem de cabos de comprimento
mais longo, devido a algum tipo de obstaculo que deve ser contornado, por exemplo;
esses caminhos podem ser representados por arestas com custos mais elevados. Uma
arvore geradora para o grafo que interliga a vizinhanca seria um subconjunto dos cami-
nhos possiveis que nao possui ciclos, mas garante a conexao entre todas as residéncias.
A arvore geradora minima que conecta todas as residéncias seria aquela que garan-
tiria o menor custo possivel para realizar todas as conexoes. Um grafo conexo e sua
respectiva arvore geradora minima sao exemplificados na figura 1.1.

O primeiro algoritmo para se encontrar uma arvore geradora minima foi desen-
volvido pelo cientista Otakar Boriivka em 1926 [Boriivka, 1926], que tinha como ob-
jetivo conectar a rede elétrica de Moravia, cidade localizada no leste da Republica
Tcheca. Posteriormente, surgiram outros algoritmos capazes de resolver esse tipo de
problema, tal como Kruskal [1956] e Prim [1957|, que, assim como Boriivka [1926],
resolveram o problema em tempo polinomial. Conforme o aumento e a diversidade da
demanda em situagoes praticas envolvendo arvores geradoras minimas, foram surgindo
variacoes do problema que consistem do problema fundamental acrescido de restrigoes.

Dentre estas variagoes, é possivel destacar alguns exemplos:

2Do inglés Minimum Spanning Tree.
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(b) Arvore geradora minima, de custo 35.

Figura 1.1. Grafo conexo e sua respectiva arvore geradora minima.

e Arvore geradora minima com restricao de grau: proposta em Narula &
Ho [1980], consiste em encontrar uma arvore geradora minima para um grafo em

que o maior grau de cada vértice é limitado a um valor constante.

e Arvore geradora estocastica: definida em Ishii et al. [1981], pretende encon-
trar uma arvore geradora de custo minimo em um grafo onde os custos de suas

arestas nao sao constantes, mas variaveis aleatorias.

e Arvore geradora minima quadratica: proposta por Xu & Gen [1995], almeja
encontrar uma arvore geradora minima para um grafo completo em que os custos

das arestas possuem dependéncia e, portanto, a fungao que os define é quadratica.

e Arvore geradora minima probabilistica: detalhado inicialmente em Bert-
simas [1988al. Dado um grafo com um custo associado a cada aresta e uma
probabilidade associada a cada vértice, conhecidos a priori, deseja-se construir
uma arvore geradora para esse grafo tal que seu custo esperado a posteriori seja

0 menor possivel.

As extensoes do problema da arvore geradora minima s@o modelagens muito

importantes na resolucao de problemas de otimizacao combinatéria. O foco deste
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trabalho é o problema da arvore geradora minima probabilistica, especificado nas secoes

que se seguem.

1.2 O Problema da Arvore Geradora Minima

Probabilistica

O problema da Arvore Geradora Minima Probabilistica (PMST?) se aplica em circuns-
tancias nas quais os nos estao presentes conforme uma determinada probabilidade.
Mesmo que alguns casos especificos do problema possam ser resolvidos em tempo
polinomial, esse problema é NP-Dificil, como demonstrado no trabalho de Bertsimas
[1988b]. O problema se mantém NP-Dificil em duas situagoes: quando o grafo nao é
completo e os custos das arestas sao iguais, ou se o grafo é completo e os custos podem
assumir dois valores distintos. Destaca-se, inclusive, a dificuldade do PMST quando
a probabilidade dos vértices é idéntica para todos eles. Por outro lado, sempre que
uma arvore geradora minima possui uma topologia em estrela, o problema da arvore
geradora minima probabilistica se reduz ao problema classico da Arvore Geradora Mi-
nima podendo, entao, ser resolvido em tempo polinomial por diversos algoritmos jé
conhecidos. Em instancias cujas probabilidades dos nos estarem presentes sao muito
baixas, conforme Bertsimas [1990], o problema ¢é praticamente equivalente ao problema
de Modelagem de Redes, apresentado e provado como sendo NP-Dificil em Garey &
Johnson [1979].

Modelado como uma variagao do problema classico da arvore geradora minima, o
custo da arvore no contexto do problema, denominado custo ativo esperado, é definido
como a soma dos custos das arestas que conectam noés ativos em determinado mo-
mento. O objetivo do PMST é encontrar uma &arvore geradora a priori, cujo custo
ativo esperado seja o menor possivel. No PMST sao tratados dois diferentes casos das
probabilidades dos nés estarem ativos. No primeiro, a probabilidade é a mesma para
qualquer no, sendo denominado homogéneo. No segundo caso, chamado heterogéneo,

a probabilidade dos noés varia de forma independente.

1.3 Objetivo do Trabalho

O objetivo deste trabalho é propor algoritmos de busca local para o Problema da Arvore
Geradora Minima Probabilistica em seu caso homogéneo, incorporados a uma heuristica

de Busca Tabu. A exploragdao do problema de tal forma s6 é possivel devido a uma

3De Probabilistic MST.
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estratégia eficiente de avaliacao de custos das solugoes vizinhas, quando o algoritmo é
executado. Esta talvez seja a maior contribuicao deste trabalho, posto que o calculo do
custo ativo esperado da arvore é uma das tarefas com maior custo computacional no
ambito do problema. Propoe-se, também, um modelo em Programacao Linear Inteira,
tratando de instancias pequenas devido a sua complexidade. E perceptivel, através dos
testes com o modelo, a dificuldade em se resolver o problema em sua modelagem exata

no que se diz respeito a recursos computacionais.

1.4 Organizacao da Dissertacao

Para atingir os objetivos pretendidos, este trabalho esta organizado em cinco capitu-
los, sendo o primeiro esta introducao. No Capitulo 2 detalha-se o PMST, seguido das
motivacoes para se trabalhar com o problema e uma revisao dos principais trabalhos
relacionados. Apresenta-se no Capitulo 3 uma formulagao matematica por Progra-
macao Linear Inteira para o caso homogéneo do problema, com os testes empiricos
e respectivos resultados computacionais. Em seguida, o Capitulo 4 descreve o pro-
cedimento de construgao de solugdes iniciais, seguido dos algoritmos de busca local
associados a uma Busca Tabu, juntamente com os testes e resultados encontrados. Fi-
nalmente, no Capitulo 5 sdao apresentadas as principais contribui¢oes deste trabalho,

as conclusoes e propostas para atividades futuras.






Capitulo 2

O Problema

2.1 Definicao

Como forma de ilustrar o problema, pode-se levar em consideracao um grafo qual-
quer com dez nds e uma arvore geradora, 7', ilustrada na figura 2.1a. Suponha-
se que em um momento futuro, o conjunto de nds presentes seré representado por
S ={2,3,5,6,7,10}. A partir desse ponto, definimos 7'(S) como a minima sub-arvore
de T necessaria para possibilitar a conexdo de todos os nés de S. T'(S) é ilustrada na
figura 2.1b. As arestas (1,4) e (4,7) ndo estao conectadas em T'(S), pois os vértices
1 e 4 ndo est@o ativos. Porém, as arestas (6,9) e (7,9), bem com as arestas (5,8) e
(8,10), permanecem presentes em 7'(S). Isso acontece pois existem nos ativos, 6 e 10,
que dependem dos nds 8 e 9 para estarem conectados a sub-arvore 7'(S).

O PMST define uma estratégia eficiente para se atualizar soluges de arvore ge-
radora quando instancias de um problema especifico sao afetadas probabilisticamente,

em resposta a auséncia de determinados vértices do grafo. A partir de uma arvore

OO

(a) Arvore Geradora Minima 7. (b) Sub-Arvore T'(S).

Figura 2.1. Arvore geradora minima e sua sub-arvore em um momento futuro.
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geradora T' conhecida a priori, definimos o custo ativo de T' na configuragao S, Lr(5),
como sendo o custo da menor sub-arvore de 7' que conecta os nés do conjunto S.
Na figura 2.1a, se S = {2,3,5,6,7,10}, Ly(S) é o custo da arvore apresentada na
figura 2.1b.

Dado um grafo nao direcionado G = (V, E'), ndo necessariamente completo, uma
fungao de custo ¢ : E — R, e uma funcido de probabilidade P : 2V — [0, 1], que
mapeia cada subconjunto de nés com uma probabilidade, o objetivo do problema é

encontrar uma arvore geradora 7', que minimize o custo ativo esperado E[Ly], onde:

BlLi] = Y Ps Lu(S) 21)

Scv
E importante notar que, nesse nivel de generalizacao, pode-se modelar dependén-
cias entre as probabilidades de presenca dos conjuntos de vértices. Com essa formulagao
seria necessario um esfor¢o de O(2") multiplicado pelo custo de se calcular Ly (.S), onde
n = |V, para calcular o custo ativo esperado (E[Ly]) de uma arvore 7. Se um no ¢
esta ativo com uma probabilidade p;, sendo a ativacao dos nos eventos independentes,

E[Lr] para uma arvore geradora minima ¢ dado pela equagao |Bertsimas, 1990|:

E[LT]—Zce{l—H(l—pi)}x 1—- J[ a-p)p. (2.2)

ecT i€Ke 1€(T\Ke)

A operacao de somatorio é feita sobre todas as arestas existentes na arvore 1. A
remocao de uma aresta e divide 7" em duas sub-arvores, cujos conjuntos de nés sao K,
e T\ K.. Na equagao 2.2 o custo da aresta é multiplicado pela probabilidade da aresta
estar ativa em um determinado momento. Calcula-se a probabilidade de uma aresta
ser ativa através da probabilidade de se ter pelo menos um né ativo em cada uma das
componentes conexas geradas pela eliminacao da aresta da arvore. Isso se deve ao
fato de que, em uma arvore, entre todo par de nos existe apenas um caminho. Como
as probabilidades sao independentes, a probabilidade da aresta ser ativa é calculada
através da multiplicacao das probabilidades de pelo menos um né estar presente em
cada uma das componentes conexas, ou seja, uma unidade subtraida da probabilidade
de nenhum no6 estar presente.

Para o caso homogéneo do problema, objeto dessa dissertacao, considera-se que
para todos os nos p; = p. Sendo que k. representa a cardinalidade do conjunto K.,

pode-se desenvolver a equacao 2.2 para:

ElLy]=) c.{1=(1=p)¥} x {1—(1—p)"*}. (2.3)

ecT
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A critério de simplificacao, considerando uma variavel ¢ tal que ¢ = 1 — p, a

equagao 2.3 pode ser reescrita como:

E[Lr] =) el =g")(1 —q" ). (24)
eeT

Em Bertsimas [1988b| é provado que o PMST é NP-Completo, com base na
exploracao da funcao de probabilidade Pg da equacgao 2.1 e na reducao do PMST ao
Problema de Cobertura Exata por Triplas (do inglés Exact Cover By 3-Sets) conforme
o trabalho de Garey & Johnson [1979].

Algumas aplicagoes praticas podem ser modeladas através de uma arvore geradora
em um grafo cujos nds possuam determinada probabilidade de estarem presentes. Tais
aplicacoes sao citadas em Abuali et al. [1994, 1995] e exemplificadas em Bertsimas
[1988a,b,c| e Bertsimas et al. [1989]. Nesse ambito em que algum tipo de fator aleatério
existe, esse problema pode ser mais apropriado do que fazer uso, por exemplo, da
modelagem classica da Arvore Geradora Minima, e ter que utilizar mecanismos de
reotimizagao que atuam posteriormente a cada modificacao na instancia trabalhada.
A caracteristica essencial do PMST é justamente ser um problema mais global, realista,

do que o problema da arvore geradora minima em determinadas situagoes.

2.2 O PMST e o Problema da Arvore de Steiner

Existe certo interesse em comparar o PMST com o Problema da Arvore de Steiner em
Grafos [Hwang et al., 1992], pois no PMST deseja-se atualizar eficientemente solugoes
de arvore geradora minima, quando instancias sao modificadas probabilisticamente
devido & auséncia de determinados nés de um grafo. No problema da Arvore de Steiner,
dado um grafo G = (V, E, w), composto por um conjunto V' de vértices e E de arestas,
tem-se como objetivo conectar com custo minimo um sub-conjunto w de nés terminais
pertencente a V.

Bertsimas [1988b| analisa a utilizacdo de otimiza¢do a priori no contexto do
PMST comparada a utilizagao de diferentes estratégias de reotimizagao, aplicadas a
cada modificagao de certa instancia ao longo do tempo. Uma das estratégias descritas
¢ justamente a de se utilizar conceitos da Arvore de Steiner. A analise realizada na
literatura é a que se segue.

Supoe-se que para um determinado conjunto de nds, em que apenas um conjunto
S esté ativo, uma estratégia de otimizacao a priori tem como solugao uma arvore Tp(.5)

de custo Lz, (S). Esse seria o custo da arvore que conecta os nos ativos do conjunto
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S utilizando partes da arvore Tp. Uma estratégia de reotimizacao utilizando Steiner a
cada modifica¢do do conjunto S de noés, corresponderia a um custo Lsreiner(S)-
Considerando a estratégia de reotimizagao por Steiner, é evidente que
Lsreiner(S) < Lr.(S), pois a arvore que conecta o conjunto S utilizando apenas
partes da arvore Tp é também uma solucio para o problema da Arvore de Steiner em
S. A desvantagem da estratégia de Steiner é que a cada modificagao da insténcia,
deve-se resolver um problema NP-Dificil. Isso seria viavel apenas quando as instan-
cias fossem pequenas. Ainda, com otimizacao a priori, desenvolve-se uma solucao que
atende a diversas variacoes de uma determinada instancia ao longo do tempo, ao passo
que a estratégia de reotimizacao com Steiner exige o conhecimento de todos os nos
ativos a cada variacdo. Sendo assim, a Arvore de Steiner pode ser considerada um caso
especial do PMST, onde os nés terminais tém probabilidade de ativacao igual a 1 e os

nos nao terminais (V\w) tém probabilidade de ativagao igual a 0.

2.3 Trabalhos Relacionados

O interesse no estudo de problemas de otimizagao combinatoéria cujas instancias sao
modificadas probabilisticamente comegou com o Problema do Caixeiro Viajante Proba-
bilistico (PTSP!) [Jaillet, 1985]. Jaillet [1985] examina as propriedades combinatérias
deste problema no qual o ntumero de localidades a serem visitadas em cada instan-
cia varia aleatoriamente. Bertsimas [1988a| descreve e estuda alguns resultados do
PTSP e inclui alguns resultados do Problema de Roteamento de Veiculos Probabilistico,
definido por Jaillet & Odoni [1988|, além de problemas probabilisticos de localizagao
de facilidades.

O PMST foi proposto pela primeira vez na literatura em Bertsimas [1988a] e pos-
teriormente, teve suas propriedades combinatorias analisadas em dois volumes [Bert-
simas, 1988b,c|. No primeiro, o PMST é abordado como uma variagao do problema
classico da Arvore Geradora Minima, discutindo suas aplicacoes e provendo formulacoes
para a medicao do custo ativo esperado de uma arvore geradora minima probabilis-
tica. Discutem-se, ainda, as propriedades combinatérias do problema, estabelecendo
relacoes entre o PMST, aspectos do problema da Arvore Geradora Minima e do pro-
blema de Modelagem de Redes [Garey & Johnson, 1979]. O segundo volume trata de
analises probabilisticas do problema, aproximando-o em formulagao do problema da
Arvore Geradora Minima e da Arvore de Steiner em Grafos [Hwang et al., 1992]. As

formulagoes do PMST propostas fornecem insumos para se comparar a sua resolugao

'Do inglés Probabilistic Traveling Salesman Problem.
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com problemas semelhantes, porém resolvidos através de estratégias de reotimizagcao.
Como resultado, evidencia-se a utilidade e praticidade de se utilizar estratégias a prior:
para resolver problemas de otimizagao combinatéria em instancias que variam ao longo
do tempo.

Ao contrério do que se encontra sobre trabalhos relacionados ao MST ou mesmo
suas especializacoes, tal como a arvore geradora minima com Restricao de Grau, Es-
tocéstica etc, existem poucos trabalhos que abordam o PMST. Os trabalhos existentes
na literatura abordam o problema através de algoritmos genéticos, tal como se observa
em Abuali et al. [1994], ou algoritmos genéticos associados a diferentes esquemas de
codificagao, em Abuali et al. [1995]. No primeiro, o uso de algoritmos genéticos auxilia
no desenho de redes de telecomunicagoes, com enfoque em estratégias especificas do
algoritmo, como mutagao e cruzamento, tratando de instancias de até 20 nos. A se-
gunda referéncia compara o uso das mesmas heuristicas, porém associadas a diferentes
tipos de codificagao, ampliando as instancias para até 30 nés. Ambos os trabalhos
tratam apenas do caso homogéneo do problema. Dada a complexidade das equacoes
nele envolvidas, observou-se que a utilizacao de simulagao pode ser utilizada como
uma ferramenta interessante para a avaliagao de arvores geradoras propostas através
de heuristicas construtivas, sugeridas por Souza & Urrutia [2008].

No trabalho de Balaprakash et al. [2007], que trata de algoritmos de busca local
estocastica, é apresentado um estudo de caso de busca local baseada em estimativas
para o problema do caixeiro viajante probabilistico. As ideias que sustentam o estudo
consistem de técnicas de speed-up para melhorar os algoritmos e também da utilizacao
de estimativas empiricas para avaliar movimentos no espago de busca. Um entendi-
mento em alto nivel deste problema também se enquadraria no PMST, pois se trata de
um problema que consiste de uma otimizacao a priori, que define uma solucao com o
intuito de minimizar a esperanca do custo de solugoes conhecidas apenas a posteriors.
Os resultados positivos do trabalho, que superaram as solu¢oes previamente conheci-
das para o problema, serviram como motivagao para se calcular o custo das arvores
geradoras trabalhadas no PMST fazendo o uso de dados experimentais, ou seja, através
de estimativas empiricas. O uso de simulacao, portanto, mostrou ter papel interessante
como forma de validar os resultados encontrados através das heuristicas construtivas.

No momento, o PMST é um problema pouco estudado e de dificil resolugao. Em
suas abordagens nao existem técnicas para trabalhar com instancias muito grandes e,
até onde se sabe, nao h& uma proposicao de modelagem exata, que nao a de Souza &

Urrutia [2010], tampouco uma abordagem que envolva busca local.






Capitulo 3

Um Modelo de Programacao Inteira
para o PMST

3.1 O Modelo

Até o presente momento, é desconhecida na literatura a existéncia de qualquer modelo
que permita a resolugao exata do PMST. Nesta se¢ao é proposta uma modelagem por
programagcao linear inteira que pode ser utilizada para resolver o problema em sua

abordagem homogénea, tendo-se p; = p, onde 0 < p < 1.

Para este problema, tem-se varidveis de decisao x(; ) que assumem valor 1 se
existe uma aresta (i, j) tal que, quando removida, divide a arvore em duas sub-arvores
de kK e n — k nos, e 0 caso contrario. De maneira auxiliar, recorre-se ao uso das
variaveis y;;, que determinam o valor de k para uma aresta (i,7). As variaveis s;; sao
tais que se tiverem valor 1, significa que, ao se eliminar uma aresta (1, j), a sub-arvore
remanescente que possui ¢ contém menos nos do que a sub-arvore que contém j. Caso
contrério, s;; adota valor 0. Em outras palavras, k terd o tamanho da sub-arvore que

contém ¢ se s;; = 1 ou o tamanho da sub-arvore que contém j, caso contrério.

Algumas consideracoes sao necessarias para a apresentacao do modelo:

rapr € {0,1}, VG, j) € E, k= 12% i < (3.1)
Yij € Z-H V(Zaj) € Ea 1< j (32)
Sij € {Oa 1}a V(Z,j) €k i< (33)

13
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Utiliza-se uma funcao de custo de probabilidade Pc!, que representa o quanto

uma aresta contribui para o custo total da arvore, ou seja, a probabilidade de ativacao

de uma aresta, probabilidade esta determinada pelos tamanhos dos conjuntos de nos

que ela interliga, multiplicada pelo seu custo.

Pegjp=cij-(1—¢")1—¢"™"), g=1-p, 0<p<l1

A formulagao do problema é apresentada a seguir.

.
minf = Z Z Peg jk T,k

(i,))€EE k=1
Sujeito a:
%
(i,J)eE k=1
bl
> wagw <1, V(i) € B, i<j
k=1
bl
kx(i,j)k = Yij, \V/(Z,j) S Ev 1<]
k=1
%
yij + n(l—sy) +n|l - Tk | = 1+ Z Yi
k=1 (il)eE
1]
V(i,j) € E, i<}
3
Yij + n - Si; + n 1 - aj(z,])k Z 1+ Z Yji,
k=1 (J,HeE
I#i

(3.4)

(3.5)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

A figura 3.1 ajuda na compreensao da formulagao proposta. Nela ¢ ilustrada

'Do inglés Probability Cost.
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a remocao de uma aresta e de custo c. que conecta os vértices 7 e 5 de uma arvore
especifica, dividindo-a em duas sub-arvores representadas pelo conjunto de vértices K,

e seu conjunto complementar V\ K.

Figura 3.1. Remogao de aresta e = (3,5), de custo ce.

A fungao objetivo na equagao 3.5 tem como propo6sito minimizar o custo ativo
esperado (E[L7|) da arvore geradora. E|[Ly] é calculado a partir do somatério das
fungoes de custo de probabilidade Pc, multiplicado individualmente pelas variaveis de
decisao x(; ;). Essas varidveis de decisao representam a existéncia de uma aresta (i, j)
que realize a conexao de duas sub-arvores de tamanhos k e n — k. Considera-se que k
atinge no maximo 7 ja que, por simetria, esse ¢ o maior corte possivel em uma arvore
de n vértices. Cortes com n > k > 7 produzem sub-drvores com os mesmos tamanhos,
apenas invertendo qual das sub-arvores possui mais ou menos nos.

Pc, definida na equacao 3.4, corresponde & insercao da funcao de probabilidade
apresentada na equacao 2.1 e expandida na equacao 2.2 para o calculo do custo ativo es-
perado da arvore. Supondo-se a remocao de uma aresta e qualquer, como na figura 3.1,
a funcao de probabilidade esta relacionada & probabilidade dos nés de cada uma das
sub-arvores resultantes estarem ativos e ao custo ¢, de e. A aresta tera alto custo ativo
a medida que conectar duas sub-arvores que tenham grande probabilidade de ter pelo
menos um noé ativo. Uma aresta terd custo ativo baixo caso conecte sub-arvores com
baixa probabilidade de pelo menos um né estar ativo, o que torna o valor da funcao
Pc mais baixo. Quanto mais altos forem os valores das probabilidades dos nés estarem
ativos, maior sera o valor atribuido a Pc. Na equacao 3.4, por questoes de simplificacao,
a probabilidade de um no6 estar ativo, denotada por p, é convenientemente substituida
por g, que se trata da probabilidade de um né nao estar ativo futuramente.

A equacao de restrigao 3.6 garante que o nimero de arestas seja igual a n — 1,
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quantidade de arestas necessaria para a construcao de uma arvore geradora de um
grafo com n vértices. As restrigdes estabelecidas na equagao 3.7 informam que uma
determinada aresta pode ou nao ser usada de forma que, se usada, ela possui um
tnico valor de k. As restricoes agrupadas na equacao 3.8 ligam as varidveis y;; as
varidveis z(; j)r indicando o valor do corte, ou seja, o valor de k para uma aresta (i, 5)
pertencente a arvore. As equacoes de restricao 3.9 e 3.10 limitam o valor de y;; para
cada aresta (i, 7). Esse calculo é feito a partir dos valores das variaveis y; para as arestas
incidentes no vértice ¢ (restricdo 3.9) e a partir dos valores das variaveis y; para as
arestas incidentes no vértice j (restrigao 3.10). O segundo termo da parte esquerda das
inequagoes torna trivialmente satisfeita uma das duas restri¢goes conforme o valor da
variavel s;;. O terceiro termo da parte esquerda desativa as restrigoes quando a aresta
(1,7) nao faz parte da arvore. Portanto, apenas uma das restrigdes sera analisada para
cada aresta. Estando uma das restri¢oes ativa, o seu significado é que o valor de y;;
para uma aresta (7, j) deve ser maior ou igual a soma do valor de y;; de todas as arestas
incidentes a um mesmo vértice da aresta em consideracao, acrescida de uma unidade.
Na figura 3.1, ys5, que representa y;; para a aresta (3,5), é igual a 3. A aresta que
incide no nd 5 possui ys; = 2, que acrescido de 1 totaliza 3. Os valores de k para
as arestas que incidem no né 3, somadas de 1 totalizam 5. 35 é pelo menos 3. No
caso, yss = 3, pois, para a variavel y;;, considera-se o menor valor entre k e n — k (essa
propriedade é verificada através da variavel s;;, aliada & definigdo de que sempre i < j).

As equagoes de restrigao 3.9 e 3.10 sao também tuteis na prevengao de ciclos, o
que se demonstra na figura 3.2. Supondo a tentativa de insercao de uma aresta a entre
os n6s 1 e 2, um ciclo seria formado. Para que uma das duas restri¢oes seja atendida,
observando-se o lado direito da desigualdade de cada uma, o valor de k, deve ser maior
ou igual a soma das varidveis k de todas as arestas incidentes em um dos nés conectados
por a, acrescida de uma unidade. Supondo que k, é maior que kj;, atendendo a 3.9 ou
3.10, prossegue-se na avaliacao das outras arestas do ciclo. Como k;, < k,, para atender
a uma das restricoes, k;, devera ser maior que k.. Seguindo o mesmo raciocinio, k. > ky.
Por fim, para que k; nao viole as duas restrigoes, k; deve ser obrigatoriamente maior
que k,. Porém, k, é o maior dos k’s, ja que k, > ky > k. > kq. Por fim, k4 acaba por
violar as duas restrigoes. Sempre que um ciclo se formar, uma das arestas pertencentes
a ele fard com que as duas restri¢oes sejam violadas, inviabilizando a solugao avaliada.

Discutindo-se a quantidade de varidveis e restri¢oes, sendo F o conjunto de arestas
do grafo utilizado e V' o seu conjunto de vértices, a modelagem proposta apresenta
O(|V|x|E|) variaveis z(; j e, O(| E|) variaveis y,;, O(| E|) variaveis s;; e O(| E|) restricoes.
Essa modelagem s6 é possivel gracas a consideragao da probabilidade de todos os nos

ser a mesma. Em uma abordagem heterogénea exige-se uma modelagem bem mais
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Figura 3.2. Exemplo de situagao onde um ciclo poderia ser evitado pelas restri-
¢oes das equagoes 3.9 e 3.10.

complexa — e desconhecida até o momento — ja que o fator responséavel por possibilitar
a modelagem apresentada é que basta que se saiba o nimero de noés existentes de cada
lado de uma aresta para determinar a probabilidade de existéncia de um no6 ativo nas

sub-arvores conectadas por ela.

3.2 Limite Inferior

O custo ativo esperado de uma arvore geradora T' é uma funcao que depende do custo
de suas arestas e da probabilidade de cada uma delas estar ativa. Sendo assim, E|[Ly]
pode ser descrito a partir de uma funcao de probabilidade P,, relativa a probabilidade

de uma aresta e estar ativa futuramente:

ElLr] =) cP. (3.11)

ecT

Conforme explicado anteriormente, P, depende exclusivamente da quantidade de
nos existentes em cada sub-arvore conectada por uma aresta e, cujos tamanhos sao

respectivamente |K.| =k e [V\K.| =n —k:

Po={1-(1-p)H1-(1-p ). (3.12)

Sendo idénticas as probabilidades para todos os nés de 7', a menor probabilidade

de uma aresta estar ativa é na situacao em que um de seus noés incidentes é uma folha
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da arvore. Isto implica em k& = 1, o que simplifica P, a

Po=p(l—(1—-p)" ). (3.13)

Supondo uma arvore em que cada aresta esta presente conforme sua menor pro-
babilidade possivel, 7.e. uma &arvore de topologia em estrela, o custo ativo esperado

pode ser limitado inferiormente conforme

> P 2 ep(l—(1—p)" ) (3.14)

ecT ecT

Como p(1 — (1 — p)*~') & constante, sendo possivel retira-lo do somatorio e,

sabendo que o limite inferior sobre o custo Y __.c. de qualquer arvore geradora é o

ecT
custo da arvore geradora minima do grafo (Lagy) um limite inferior pode ser deter-

minado para uma arvore 1

pl—(1=p)" ™) Y e >p(1—(1—p)" )L (3.15)

ecT
Sendo assim, tem-se um limite inferior para o PMST. O custo ativo esperado

para qualquer solucao 7' é maior ou igual a:

p(1 = (1 —=p)" " Lacu. (3.16)

3.3 Experimentos Computacionais

Nesta secao investiga-se a formulagao proposta através de experimentos computa-
cionais, a partir dos quais é possivel avaliar de maneira empirica a capacidade de um
resolvedor (solver) de solucionar instancias do problema por meio do modelo. Como
para instancias de testes para 10 ou mais nés nao é possivel atingir uma solugao 6tima
em até 2 horas, a execugao do algoritmo foi limitada neste tempo.

Os testes sao baseados em instancias para o Problema de Geracao de Escalas
de Jogos?|CTT Instances, 2010]. Foram utilizadas instancias de 4 a 16 nos, de grafos
completos, escolhidas arbitrariamente. Considerou-se que todos os nds possuiam a
mesma, probabilidade de estarem ativos, sendo realizados testes para probabilidades
iguais a 0.3, 0.5 e 0.8. Os experimentos foram executados em uma maquina com
3GB de memoria (RAM) principal e processador Intel®Core™2 Duo T5550 (2MB
Cache, 1.83 GHz, 667 MHz FSB), rodando o sistema operacional Microsoft® Windows

2Também conhecido em inglés como Traveling Tournament Problem
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VistaT™Service Pack 2 (SP2). O modelo de programagao linear inteira foi implemen-
tado e executado no pacote de otimizagao ILOG CPLEX [2010] versao 10.2.0 com os

parametros padrao (default).

3.3.1 Analise dos Resultados

A tabela 3.1 apresenta os resultados para a resolu¢do do modelo em Programagao
Linear Inteira. Sao apresentados, também, dois limites inferiores, sendo L 45y 0 limite
demonstrado na secao 3.2 e determinado pela equacao 3.16. O outro limite inferior
utilizado para comparacao foi aquele correspondente a Relaxagao Linear do modelo. O
limite L sqys foi comparado percentualmente com os custos ativos das arvores geradas

para cada instancia, ja que apresentou valores mais altos.

Tabela 3.1. Resultados da resolugao do modelo por Programacao Linear Inteira,
para um determinado grupo de instancias e trés valores diferentes de probabili-

dade.
Instancias Limite Inferior Modelagem Exata
Rel. Linear Lagum Resolvedor
p instancia n custo custo  E[Ly] gap (%)  diferenga tempo(s)
Lagn (%)
0.30 NL4 4 157.09 213.26  218.30 0.00 2.36 1.37
NL6 6 341.67 449.24  574.30 0.00 27.84 3.54
NL8 8 512.60 592.43  797.96 0.00 34.69 51.04
NL10 10 615.23 719.16  1020.08 18.85 41.84 7200.00
NL12 12 823.98 1167.74  1591.76 26.70 36.31 7200.00
NL14 14 1055.28 1563.01  2468.06 42.83 57.90 7200.00
NL16 16 1169.82 1586.93  2903.96 50.56 82.99 7200.00
0.50 NL4 4 348.69 473.38  483.38 0.00 2.11 1.51
NL6 6 663.11 871.88 1075.63 0.00 23.37 3.15
NLS8 8 923.73 1067.59 1351.52 0.00 26.60 26.52
NL10 10 1066.41 1246.56  1632.21 8.10 30.94 7200.00
NL12 12 1400.32 1984.53  2490.31 23.61 25.49 7200.00
NL14 14 1775.78 2630.18 3671.36 35.59 39.59 7200.00
NL16 16 1958.94 2657.42 4071.57 40.65 53.22 7200.00
0.80 NL4 4 632.50 858.68  868.92 0.00 1.19 2.22
NL6 6 1094.85 1439.54  1582.30 0.00 9.92 2.36
NLS8 8 1489.58 1721.58 1892.61 0.00 9.93 7.89
NL10 10 1709.60 1998.40 2217.68 0.00 10.97 4491.30
NL12 12 2241.60 3176.80 3448.18 18.76 8.54 7200.00
NL14 14 2841.60 4208.80 4767.82 27.62 13.28 7200.00
NL16 16 3134.40 4252.00 4875.67 40.63 14.67 7200.00

Conforme é possivel perceber, para instancias de mesmo tamanho mas diferentes

probabilidades, a diminui¢ao da probabilidade dificulta a resolucao do problema. Isso
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é constatado através do tempo de execucao, que aumenta para quando a probabilidade
¢ menor, e também através do intervalo entre os limites superior e inferior informados
pelo CPLEX, que diminui conforme o aumento da probabilidade dos nés. Esse aspecto,
de certa forma, confirma o que é relatado por Bertsimas [1988b]: a medida que a
probabilidade dos noés estarem ativos aumenta, o problema se aproxima do Problema
da Arvore Geradora Minima. Tal aproximacdo também é validada pela observacao
de que a medida que a probabilidade dos nés aumenta, o limite inferior L gy, é mais
proximo percentualmente do valor do custo ativo esperado das solugoes encontradas.

Para problemas com variaveis inteiras, o CPLEX utiliza uma abordagem branch-
and-bound, de forma que o algoritmo de otimizagao resolve uma série de subproblemas
armazenados individualmente em nés de uma estrutura em arvore. Tomando como
exemplo a instancia de 12 nés, no momento em que a execucao foi encerrada (com 2
horas) o tamanho da arvore para p = 0.80 era de aproximadamente 1160MB. Para
p = 0.30 a arvore possuia 1560MB. No mesmo instante, enquanto para a probabilidade
maior ainda restavam 3.394.386 nos a serem explorados, para a probabilidade menor
restavam 4.655.703 nés. A memoria consumida cresce rapidamente na resolugao dessa
modelagem, restringindo a tentativa de resolugao para instancias maiores.

Estes resultados sinalizam que o caminho de se resolver o PMST através de heu-
risticas é favoravel. Outros resultados relacionados ao modelo foram publicados em
Souza & Urrutia [2010].



Capitulo 4

Heuristicas para o PMST

A abordagem através de heuristicas para o PMST se justifica pela dificuldade de se
encontrar uma solugao exata para o problema [Abuali et al., 1995, 1994; Souza &
Urrutia, 2008|. Em Souza & Urrutia [2008] segue-se na dire¢do de propor heuristicas
construtivas para gerar solugoes iniciais viaveis com um razoavel custo ativo esperado.
Comparativamente & solu¢ao do modelo por Programacao Linear Inteira, nota-se, em
Souza & Urrutia [2010], que os custos ativos esperados das solugoes informadas pelas
heuristicas chegam a ser relativamente bons em detrimento do tempo. Em algumas
instancias, para as quais o resolvedor nao foi capaz de encontrar o valor 6timo em
um limite de tempo especifico, as heuristicas construtivas chegaram a soluc¢oes bem
proximas daquelas obtidas pela resolucao exata no limite de tempo pré-estabelecido.

E pertinente dizer que as soluces encontradas pelas heuristicas construtivas ainda
possuem condicao de serem exploradas, o que justifica o foco em uma maneira agil de
calcular o custo ativo esperado de uma arvore. Esse célculo, realizado a partir da
equacao 2.2, é crucial para o bom desempenho de algoritmos de busca local aplicaveis
ao problema, porque sempre que uma solu¢ao vizinha é encontrada, é preciso realizar
um célculo de custo para comparar a vizinhanca explorada com a solu¢ao atual. Um
bom algoritmo de busca local, além de avancar na abordagem com heuristicas, permite
uma posterior integracao com metaheuristicas. Neste trabalho utiliza-se Busca Tabu
com esta finalidade.

Como forma de apresentar a resolucao do problema através de algoritmos de
Busca Local integrados a uma metaheuristica a secao 4.1 apresenta o algoritmo uti-
lizado para construir solucoes viaveis para o problema. A secao 4.2 descreve o célculo
eficiente do custo ativo esperado de uma arvore geradora do caso estudado e como o
custo pode ser avaliado em movimentos da busca local dentro do espaco de busca. Na

secao 4.3 explica-se como a busca local é possivel, suas particularidades e variagoes.
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Na secao 4.4 aborda-se a metaheuristica de Busca Tabu e como ela incorpora os algo-
ritmos de busca local. Em seguida, na secao 4.5, sao apresentados os experimentos e

resultados obtidos.

4.1 Geracao de Solucoes Iniciais

Em Souza & Urrutia [2008] sdo propostas heuristicas construtivas para o problema,
todas baseadas no algoritmo de Prim [Prim, 1957|. Nesta dissertac¢ao, como o objetivo
das heuristicas estava limitado apenas a criar solugoes iniciais viaveis para uma poste-
rior execugao de busca local, decidiu-se por utilizar o algoritmo de Prim em sua forma
classica, descrito no algoritmo 4.1 |veja Cormen et al., 2001, p.572].

Outra justificativa para se gerar solugoes iniciais viaveis através do algoritmo de
Prim é que foram testadas outras heuristicas construtivas nao sendo observada forte
interferéncia na solucao final encontrada. Sendo assim, optou-se por esse algoritmo
devido a sua rapidez de execucao. Com ele, apenas o custo das arestas é considerado
para a computacao do custo de insercao de uma aresta, ao contrario de outra heuristica
proposta em Souza & Urrutia [2008], que considera a distancia dos caminhos entre os

nos ja conectados a drvore para realizar as novas insercoes.

Algoritmo 4.1: Algoritmo de Prim classico
Entrada: G = (V.E), reV
Saida: Arvore Geradora Minima A tal que A = (v, 7[v]) : v € V\r
1: para cada u € V|G| faga

2:  keylu] < o0

3. wlu] < nil

4: fim para

5: Q) V[G]

6: enquanto Q # () faga

7. u < ExtrairMinimo(Q)
8: para cada v € Adj[u| faga
9: se v € @ e w(u,v) < key[v] entao
10: m[v] <~ u

11: keylu] < w(u,v)

12: fim se

13:  fim para

14: fim enquanto

A ordem de complexidade para o algoritmo é O(|E|log|V|), sendo E o conjunto

de arestas e V o conjunto de vértices de um grafo G = (V, E). E importante considerar
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que esse algoritmo produz uma arvore geradora que é minima para o MST, mas nao
necessariamente serd minima para o PMST.

A arvore A comeca a ser construida a partir de um né raiz r. O algoritmo de
Prim trata de conectar a r o vértice mais proximo dele (aresta de menor custo), e
sempre o n6 mais proximo a sub-arvore jé construida, sucessivamente, até que todos
os vértices do grafo GG estejam presentes na arvore — o que acontece quando a fila de
prioridades ) se torna vazia. Para cada vértice v, key[v] é o menor custo de qualquer
aresta que conecte v a um vértice na arvore. O campo 7[v] identifica o n6 predecessor
(pai) de v na arvore. Pressupde-se que o grafo G é representado através de listas de
adjacéncia (Adj). A implementagao de @) é determinante no desempenho do algoritmo,
principalmente devido a operagao EztrairMinimo(Q), que seleciona o proximo vértice
a participar da arvore. A utilizacao de listas de adjacéncia para representar o grafo GG
foi importante nao s6 para a codificagao do algoritmo de Prim, mas também para os
outros algoritmos empregados no trabalho.

Por simplicidade, optou-se por implementar um Heap Indireto em (), mas pode-se
escolher outros tipos de Heaps, como Heap Binomial, Heap de Fibonacci etc. Conforme
Ziviani [2004], através da utilizagdo de um Heap Indireto o algoritmo de Prim possui
complexidade de O(|Taq;|log|V]), onde T4 € o tamanho das listas de adjacéncia uti-

lizadas para representar G.

4.2 Calculo do Custo Ativo Esperado de uma

Arvore Geradora Minima Probabilistica

O custo ativo esperado de uma arvore geradora no contexto do PMST ¢é determinado
pela equacao 2.2. Para o calculo, intuitivamente, pode-se utilizar qualquer algoritmo
elementar de busca em grafos que seja capaz de percorrer as arestas da arvore e visitar
os seus nos. Por exemplo, pode-se utilizar um algoritmo de busca em largura (BFS!) ou
de busca em profundidade (DFS?). Esses algoritmos podem ser executados em tempo
razoavel, dado que o tempo de execucao deles ¢ O(V + E) |Cormen et al., 2001].

A partir da equacao 2.4, basta que se saiba em quantos nos a remocao de uma
determinada aresta subdivide uma arvore para que seja possivel calcular o seu custo
probabilistico associado. Nao é necessario saber quais nés estao presentes em cada sub-

arvore para se ter acesso as probabilidades, mas sim quantos noés existem — ja que a

Do inglés Breadth-First Search.
2Do inglés Depth-First Search.
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probabilidade para todos eles é a mesma. Essa é a primeira caracteristica que viabiliza
o célculo eficiente do custo ativo esperado.

Conhecendo o valor de k para cada aresta existente na &arvore, utiliza-se a
equagao 2.4 para determinar a contribuicao de cada aresta para o custo total. O
custo ativo esperado da arvore é facilmente calculado a partir do somatoério das con-
tribuicoes individuais de cada uma das arestas. Conforme abordado no capitulo 2, o
valor de k de uma aresta seréd sempre o tamanho da menor sub-arvore gerada pela sua
remocao. Assim, como discutido na secao 3.1, sempre que se remove uma aresta de
uma arvore existente, tem-se como resultado duas sub-arvores de tamanhos k£ e n — k,
sendo n a quantidade total de ndés presentes na arvore.

A partir das consideracoes realizadas, propoe-se que se utilize um algoritmo de
busca em profundidade, descrito no algoritmo 4.2, para determinar os k’s das arestas
de uma arvore. Esse algoritmo é uma adaptacao do DFS proposto em Cormen et al.
[2001] e faz uso de uma fungao recursiva, apresentada no algoritmo 4.3. O primeiro
realiza as configuragoes de varidveis necessérias e o segundo realiza a visita recursiva
aos nos da arvore. Como a arvore é totalmente conectada, basta tomar qualquer né
inicial para que todos os noés sejam visitados. Um beneficio deste algoritmo é que,
além de percorrer a arvore, é possivel determinar os predecessores de cada no, fator
fundamental para posteriores atualizacoes dos valores de k£ durante a busca local.

A execugao do algoritmo 4.3 a partir de um né u resulta na visita recursiva de cada
no6 v adjacente a ele, retornando a quantidade de nos existentes a partir de v. Todos os
nos visitados a partir desse ponto terao u como predecessor. O valor de k para a aresta
(u,v) é determinado por uma fungao de minimo que compara o valor retornado com o
seu complemento. Esse procedimento é necessario para manter a consisténcia de k, que
varia de 1 a 5. Ao final da execugao do algoritmo, ky,, é retornado, sendo composto
pela soma dos k’s de todas as arestas que nele incidem acrescido de 1, referente ao
proprio u. A execugao de Visitar-DFS(u), além de visitar todos os nos da arvore,

preenche os valores de k para todas as arestas existentes.

Algoritmo 4.2: Determinagao dos k’s das arestas de uma arvore A

Entrada: Arvore A

Saida: Matriz k, contendo os k’s das arestas
1: para cada u € A faga
2:  wisitadolu] < FALSO < Indica se u ja foi visitado
3:  mlu] < nil < Indica o no pai de u

4: k<« Zeros() < Matriz k é preenchida com zeros

)

6

: fim para
. Visitar-DFS(v) < vértice v € V[G] qualquer
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Algoritmo 4.3: Visitar-DFS(u)
Entrada: Um n6 u € A, que se deseja visitar recursivamente
Saida: Valor de k;,, para arestas incidentes em u
1: visitado[u] <~ TRUE
Kin, < 1 < Um vértice u acaba de ser visitado
para cada v € Adj[u] faga
se visitado[v] = FALSO entao
m[v] + u
kin, < Visitar-DFS(v)
klu,v] <= min(kip,,n — kin,)
kin, < Kin, + Kin,
fim se
fim para
: retorne k;,,

— =
_= O

Uma vez que os k’s das arestas sao definidos, o custo ativo esperado da arvore
serd determinado pela soma de cada um dos custos multiplicados individualmente por
{1—(1-p*H{1 - (1—-pn*}. Para que o processo de calculo do custo tenha um
desempenho ainda melhor, armazena-se, inicialmente, o custo total de cada aresta para
cada k que ela possa assumir®. Quando for preciso calcular o custo total de uma aresta
basta recuperar o valor de seu custo para o k desejado.

Nao adianta implementar um célculo de custo baseado em k’s se o algoritmo 4.2
tiver que ser executado a cada novo movimento testado em determinada vizinhanga. O
algoritmo é executado apenas quando se tem uma arvore inicial e a cada troca de aresta
realizada. Na primeira vez, o procedimento determina os k’s das arestas presentes na
arvore, o que nao é feito a cada troca, quando apenas alguns k’s sao atualizados. Em
todas as execugoes a arvore é enraizada a partir de um noé arbitrario, o que permite
calcular rapidamente o tnico caminho entre dois nés na arvore. Desenvolveu-se uma
técnica especial descrita na secao 4.2.1 para descrever e explicar como essa atualizacao

é possivel.

4.2.1 Atualizacao eficiente dos k£’s

Os procedimentos de busca local a serem descritos funcionam de forma semelhante. De
modo geral, consistem na remocao de uma aresta da arvore e na posterior tentativa
de se reconectar as sub-arvores resultantes com uma aresta que reduza o custo ativo

esperado da arvore. Esse procedimento é ilustrado na figura 4.1.

3Conforme se¢do 3.1, k pode variar de 1 a

(S5
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sub-drvore de u

sub-drvore de v

Figura 4.1. Efeito de uma troca de aresta que une duas sub-arvores.

A figura 4.1 ilustra a remocgao de uma aresta e,.,, qualquer, que conecta um par
de nos (u,v), e a posterior unido das sub-arvores que contém u e v através de uma
aresta (u/,v") representada por e;,s. Qualquer que seja a aresta €,..,, o valor de k
determinara o tamanho da menor das duas sub-arvores resultantes da sua remocao.
O valor de k para a aresta inserida e;,s serd o mesmo de €., ke, pois sua remocgao
resulta nas mesmas duas sub-arvores. Ou seja, sempre que uma aresta é removida, a
aresta inserida detém o seu valor de k.

A atualizacgao dos k’s deve ser feita para as arestas envolvidas na operacgao de troca
de €,em pOr €;,5. Arestas envolvidas serdao todas aquelas que terdo o seu k alterado pela
troca e pertencentes ao ciclo formado por u, v/, v e v, sendo possivel identifici-las
na figura 4.1. Para toda aresta que nao estd no ciclo, a operacao de troca acontece
entre nos que estao em uma das duas sub-arvores que conecta. Por exemplo, supondo
a aresta (v,r), que possui k = k., a troca de €., por e;,s acontece a sua esquerda,
nao interferindo na quantidade de nés que possui a esquerda ou & direita — apenas a
configuragao deles é modificada. Portanto, seu k continuaré igual a k,, apds a troca.
Essa prerrogativa é valida para todas as arestas nao pertencentes ao ciclo.

Quando as arestas pertencentes ao ciclo sao identificadas, também toma-se conhe-
cimento de qual sub-arvore cada uma pertence, podendo ser a sub-arvore com mais ou
menos nos. Este procedimento é realizado através da execucao do algoritmo de busca
em profundidade em uma das sub-arvores resultantes da remocao de e,.,, (a partir de
u, por exemplo). A chamada do algoritmo nesse ponto nao prejudica o desempenho
da busca local por ser realizada apenas uma vez a cada remocao de aresta. Por con-
vengao, supoe-se que a sub-arvore a qual pertence u seja a maior. O trajeto de u até

' é constituido de arestas da sub-arvore maior e o de v’ a v de arestas da sub-arvore
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menor. Define-se essa separacao pois as sub-arvores podem ser atualizadas de forma
diferente, conforme discutido a seguir.

Para atualizar os k’s das arestas no trajeto de u até u’ deve-se basear nos k’s das
arestas adjacentes a cada um dos nés da aresta. Recorrendo a figura 4.1, partindo de u,
o novo valor de k,, sera determinado por* min(k, +1, ke +ks +ks+1+k.). Em seguida,
k, seré calculado com base no novo ks, através de min(k,s + ko +ks+ 1,k +1+k,.),
onde k__ representa a soma dos k’s incidentes no né posterior a s em dire¢ao a u’. Assim
é realizado sucessivamente para todas arestas no trajeto, até a tltima aresta conectada
au'.

A sub-arvore menor também pode ser atualizada através dos k’s das arestas
adjacentes, mas como toda sub-arvore menor sempre possui tamanho igual a k., a sua
atualizacao pode ser simplificada. Antes da troca de €,.,, por €;,s, k.: era definido pela
quantidade de nés da sub-arvore que continha ¢, a principio menor que a sub-arvore
que continha v — sub-arvores resultantes de uma suposta remocao da aresta (v,t). Com
a remoc¢ao de €,¢m, kv passa a depender da sub-arvore que contém v, identificada pela
soma k,, + ks + 1, ou entao k., — k,;. kg é redefinido por kg < k. — kg, € assim por
diante, para as arestas no caminho até v'.

A figura 4.2 exemplifica a situagdo de troca de arestas com atualizacao de k’s
de maneira mais clara. Na figura 4.2a, temos uma arvore inicial A, com os valores
de k para cada aresta. Na figura 4.2b, indicamos a remocao de uma aresta (e, h) e a
reconexao das sub-arvores resultantes através de uma aresta (b, ¢). Seguindo o critério

de atualizacao, a atualizacao do trajeto de h a b é dado por:
o kng = min(kng+kpp+kn+1, kio+kap+kpe+1) = min(1+14+14+1, 1+145+1) = 4.
o kg, = min(kgq + kan + 1, kpe +1) = min(4+1+ 1,5+ 1) = 6.
A atualizagao da sub-arvore menor, no trajeto de c a e é, por sua vez, dada por:
® kep=kpe —key=5—-4=1
® kre=kpe—kje=5-1=4

Caso fosse desejado atualizar as arestas participantes do ciclo no lado menor tal

como as do lado maior foram atualizadas, teria-se:
o key=min(lkpj +kpe+kpe +1) =min(1,24+1+5+1) =1

o kre=min(key +kpj+ 1, kpe+1)=min(l1+2+1,5+1) =4

4

min(a,b) é uma fungdo que retorna o menor valor entre dois nimeros a e b.
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(b) Remogao de aresta (e, h) e inser¢ao
de aresta (b, ¢).

(c) Atualizagdo dos k’s no caminho das (d) Arvore final, com k’s atualizados.
arestas envolvidas.

Figura 4.2. Exemplo de atualizagao de k’s em uma troca de arestas.

A figura 4.2c mostra as arestas pertencentes ao ciclo definido por h, d, b, ¢, f, e e
as respectivas atualizacoes de k’s. Finalmente, a figura 4.2d ilustra a arvore A’ obtida,

com os k’s devidamente atualizados.

4.3 Busca Local

O principio de um algoritmo de busca local consiste em se partir de uma solugao

qualquer e percorrer sistematicamente uma vizinhanca em busca de uma solu¢ao melhor
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do que a corrente, até que um 6timo local seja encontrado. Definem-se, entao, algumas
questoes fundamentais para os algoritmos de busca local propostos para o PMST.
Considera-se que uma arvore A’ é solugao vizinha de uma arvore A se elas se diferem
uma da outra por uma aresta. Sendo assim, a estratégia de busca a ser utilizada consiste
em primeiro lugar na remocgao de uma aresta e,.,, qualquer de A, o que origina duas
sub-arvores, e em segundo lugar, na tentativa de se encontrar uma aresta e;,; que as
reconecte, objetivando uma melhoria do custo ativo esperado da solucao corrente.

O primeiro algoritmo de busca local proposto é chamado de Melhor Aprimo-
rante e ilustrado na figura 4.3. Nesta versao, a cada iteracao toda a vizinhanga é
pesquisada (para todas as arestas e suas trocas possiveis) e a melhor solu¢do vizinha
A’ encontrada se torna a solugao corrente A. Supoe-se um conjunto de arestas E4 enu-
meradas de a a j que compoem uma arvore A. Primeiramente, remove-se a aresta a,
tenta-se todas as possibilidades possiveis de reconectar as duas sub-arvores resultantes,
sempre avaliando o custo das solugoes vizinhas através da técnica de atualizacao efi-
ciente dos k’s, mas nao se encontra uma aresta que melhore a solucao inicial A. Em
seguida, continua-se o processo para a aresta b, sem sucesso, e entao é encontrada
uma possibilidade de melhoria do custo ativo esperado da &rvore através da remocao
da aresta c. A possibilidade de troca é armazenada, mas as outras arestas ainda sao
verificadas. Quando a aresta g é removida, encontra-se uma aresta s que melhora a
solucao corrente A, com um custo ainda menor que aquele se a troca da aresta c fosse
realizada. A possibilidade de troca de g é entao considerada a melhor até o momento
e prossegue-se com a busca para as outras arestas da arvore. Quando a aresta j é
testada e nao h& mais nenhuma solucao vizinha a ser explorada, realiza-se a troca de
g por s, por ter sido a solucao que melhor aprimora a solugao corrente A. A arvore A’
resultante da troca de g por s se torna, assim, a solucao atual A.

A segunda estratégia de busca local é uma adaptagao do primeiro algoritmo,
sendo chamada de Melhor Aprimorante por Aresta. Nesta estratégia, as trocas
de arestas sao investigadas seguindo a mesma estratégia, porém é realizada a melhor
troca que aprimora a solucao atual dentre as opg¢oes de troca de uma tnica aresta, ou
seja, nem sempre toda a vizinhanca é vasculhada para se encontrar a melhor troca.

Como forma de ilustrar este algoritmo, toma-se o mesmo conjunto E,, agora
ilustrado na figura 4.4. Suponhamos que existe mais de uma aresta que pode substituir
a aresta ¢, reduzindo o custo ativo esperado da solucao corrente. Dentre todas as
opgoes de troca de ¢ possiveis, é escolhida a melhor (no caso, m). Pode ser que, como

a solucao foi modificada, a troca de g por s agora ja nao melhore a solugao corrente

o

tal como aconteceu no exemplo do algoritmo de busca local anterior. Na figura 4.4,

o>

encontrada uma troca de h por p que melhora a solugao corrente seguinte. A troca
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adeeth'j

Figura 4.3. Busca local com estratégia Melhor Aprimorante, sobre conjunto de
arestas F 4

concretizada e prossegue-se na exploragao das vizinhangas originadas da troca de cada
uma das arestas. A busca local prossegue a partir de p de maneira circular. Assim que
se termina de explorar as trocas possiveis para a aresta j, continua-se a partir de a.
Chegando em p novamente sem nenhuma melhoria, um 6timo local foi encontrado.
Propoe-se, finalmente, um terceiro algoritmo de busca local, chamado de
Primeiro Aprimorante. A cada iteracao, assim que se encontra uma aresta que
melhora o custo ativo esperado da solugao, é realizada uma troca de arestas e essa
solucao se torna a solugao corrente. Ou seja, testa-se para cada aresta do conjunto E4
todas as trocas possiveis até que a primeira troca que reduza o custo da solucao seja

encontrada.

4.4 Busca Tabu

Nos moldes de busca local descritos na secao anterior, ao se tentar encontrar uma
solugdo S’ a partir de uma solugao inicial S movendo-se entre solugdes vizinhas, o
valor da solugao vai decrescendo até encontrar um minimo local. Essa é uma solucao a
partir da qual nao se consegue mais encontrar um vizinho que melhore o custo que se
detém no momento. Em tais circustancias, é necessario encontrar uma forma de sair

do minimo local. A estratégia proposta neste trabalho como forma de contornar esse
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Figura 4.4. Busca local com estratégias de Primeiro Aprimorante ou Melhor
Aprimorante por Aresta, sobre conjunto de arestas E 4. Para a primeira estratégia,
m representa a primeira aresta encontrada que substitui ¢ e melhora o custo ativo
esperado da solucao. Para a segunda estratégia, m representa a aresta que melhor
substitui ¢, dentre todas as possiveis arestas que possam reconectar as sub-arvores
conectadas por c.

problema, no &mbito do PMST, consiste da utilizagao de uma heuristica de Busca Tabu.
A primeira defini¢do de busca Tabu foi feita em Glover [1986], podendo também ser
consultada em seus desdobramentos e mecanismos adicionais em Glover [1989, 1990].
A Busca Tabu permite que se explorem solu¢des que nao reduzam o custo ativo
esperado da arvore geradora. Isto se torna possivel, pois € mantido um registro das
iltimas solugoes encontradas em termos das trocas de arestas realizadas para trans-
formar uma solucao em outra — seria computacionalmente inviavel manter um registro
de todas as solugoes geradas. Sempre que uma operacao de troca é realizada, por
exemplo, considera-se que o retorno da aresta removida para a solugao é Tabu por
um certo namero 7' de iteracoes. Quando uma troca é considerada Tabu, qualquer
movimento na vizinhanca que a realize é proibido enquanto este nimero de iteracoes
nao ¢ alcancado. A este parametro 7' da-se o nome de tamanho da lista® Tabu.
Quando qualquer um dos algoritmos de busca local sugeridos na secao 4.3 é
adaptado ao algoritmo de Busca Tabu, é permitido que se realize uma troca que resulte
em um aumento do custo da solugao atual, caso todas as arestas sejam testadas e
nenhuma delas seja capaz de aprimorar a solucao corrente. Para que o efeito de piora
na solugao seja minimo, sempre que a remocao de uma aresta ¢ testada, mesmo que
nao se encontre uma outra aresta que quando inserida melhore a solucao, armazena-se

aquela aresta que resulta no menor aumento do custo ativo esperado dentre todas as

5Também designado como Tabu tenure.
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possiveis trocas de arestas. Apos todos os testes de remocao e inser¢ao, caso nenhuma
troca que melhore a solucao seja encontrada, a aresta é utilizada. Este procedimento
de aceitar uma solucao pior é fundamental para que se amplie o espaco de busca,
sendo implementado de maneira semelhante para os trés algoritmos de busca local. A
principal diferenca entre os métodos esta justamente no critério de aceitagao de uma
solucao melhor.

Definidos esses conceitos, parte-se para a explicagao do algoritmo 4.4 que descreve

uma busca Tabu adaptada ao problema da arvore geradora minima probabilistica.

Algoritmo 4.4: Busca Tabu adaptada ao PMST

Entrada: Arvore inicial A, gerada pela heuristica construtiva
Saida: Arvore A,,einor, caso encontrada

I: Amelhor — A
configura ListaT abu,.,, < arestas que nao podem voltar para solugao A
configura ListaT abu;,s < arestas que nao podem sair da solugao A
A" + PesquisarVizinhanga(A) < uma das trés estratégias da busca local
A« A" a4 A’ nao necessariamente é melhor que A
se custoAtivoEsperado(A") < custoAtivoFE sperado( Ampeinor) €ntao

Apetnor < A’ < melhor solugao encontrada

fim se

O algoritmo recebe como entrada uma &arvore inicial A e espera-se que ele seja
capaz de retornar uma arvore de custo ativo esperado menor, a melhor que conseguir
encontrar dentro dos critérios de parada definidos, denominada A,,cno-- Neste trabalho
foram estabelecidos dois critérios, o primeiro é tempo e o segundo é a quantidade de
iteracoes da busca Tabu que sao realizados. No algoritmo apresentado, utilizamos
duas listas Tabu. A primeira delas, ListaT abu,e,,, mantém um registro de arestas
que sairam da soluc@o e da iteragdo correspondente. A segunda lista, ListaT abu,s,
memoriza as arestas que entraram na solugao e em qual iteracao esta operacao ocorreu.
Foi implementada, também, uma versao que utiliza apenas uma lista, a ListaT abu,cy,.
Os resultados experimentais foram devidamente documentados e sao apresentados na
secao 4.5.1.

Uma configuracao fundamental para as listas Tabu é o seu tamanho 7. O
tamanho deve ser escolhido com cuidado, pois se o valor de T for muito pequeno,
a ocorréncia de ciclos é mais susceptivel, podendo, com frequéncia, prender o algo-
ritmo em minimos locais. Uma lista mais restritiva com um valor de 7" muito grande,
por sua vez, pode impedir a exploragao de uma grande parte do espaco de busca.
Com isto, visitam-se poucas solugoes e podem-se obter, frequentemente, solucoes de

baixa qualidade. Esse conceito se torna ainda mais importante quando se avalia que
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tanto os algoritmos de busca local propostos quanto a busca Tabu apresentada para
o PMST sao deterministicos. Portanto, é crucial que se tenha um valor de 7" bem
configurado para se evitar ciclos ou recorréncia de minimos locais. Quando se utiliza
duas listas Tabu deve-se ter atengao ao escolher o tamanho das listas. Um valor de T’
para ListaT abu,.,, geralmente é maior que o valor de T" para ListaT abu;,s. Um valor
de T muito alto (ou proximo de n) para a segunda lista (arestas da arvore temporari-
amente proibidas de sair da soluc¢@o) restringe demais as opgoes de troca de arestas
pertencentes a solugao, o que tende a prendé-la em um minimo local. Ja a quantidade
de arestas fora de uma determinada solu¢ao é muito maior, o que permite um valor de
T maior para ListaT abu,e,.

Inicia-se a busca local, conforme um dos trés algoritmos propostos, sempre ar-
mazenando a melhor arvore encontrada até o momento. Para entender melhor o pro-
cedimento de busca local a partir de uma arvore A, recorre-se ao algoritmo 4.5, que
descreve um procedimento de pesquisa de vizinhanca através do algoritmo Melhor

Aprimorante.

Algoritmo 4.5: PesquisarVizinhanca(A), estratégia Melhor Aprimorante

Entrada: Arvore A

Saida: Arvore A’, vizinha de A
1. para cada aresta €,e, € A tal que e,e,, ¢ ListaT abu,.,, faga
2. A+ A— e < A é dividida em duas sub-arvores

3:  para cada aresta e;,s que reconecte as duas sub-arvores faga
4 se e;,s ¢ ListaTabu;,s entao

5 A — A+ e

6: se melhor forma de reconectar as sub-arvores foi encontrada entao
7 Eremmetnor < Erem

8 €inspmetnor < Cins

9 fim se
10: A+ A’ — e;,, < para tentar outras reconexoes
11: fim se
12:  fim para
13: fim para

14: ListaT abuyep, <— ListaT abuyen + €rem,, .., < Conforme critério
15: ListaT abugns <— ListaT abuns + €ins,,.,.. < Conforme critério
16: A A — €rem,non

170 A — A"+ €ins,cinon

18: retorne A’

No algoritmo 4.5, entre as linhas 1 e 13, testa-se a remocao individual de cada
uma das arestas e,.,, pertencentes a A e as provaveis substituicoes por e;,s. Arestas

pertencentes as listas Tabu nao sao consideradas na pesquisa de vizinhanga. A me-
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lhor troca possivel ¢ identificada por €yem,, ;... € €ins, ... € € realizada quando toda
a vizinhanca é pesquisada. Nesse ponto, outro critério de configuragao da lista Tabu
é pertinente, destacado nas linhas 14 e 15 do algoritmo. Este critério define quando
uma aresta deve passar a pertencer as listas Tabu. Se a lista é considerada como um
mecanismo para nao criar ciclos, pode-se considerar que apenas elementos de solugoes
encontradas em movimentos nao aprimorantes devem entrar na lista Tabu. Se o ob-
jetivo da lista Tabu é guiar a busca local por regioes diferentes do espago de busca,
pode-se considerar que qualquer que seja o movimento realizado, seja na direcao de
melhorar ou de piorar a solugao, este movimento deveria entrar na lista Tabu.

Um aspecto importante a respeito da implementacao da busca Tabu diz respeito
a maneira que a lista é codificada e acessada. Apesar de ser chamada de lista, a
estrutura de dados empregada é uma matriz n x n, tal que uma posigao [i, j] indica
em qual itera¢ao determinada aresta (i, 7) passou a integrar ou foi removida da solugao
(de acordo com a lista utilizada). Supoe-se o exemplo da figura 4.3, no momento
em que se testaria a remocao da aresta c¢ e todas as reconexoes das duas sub-arvores
resultantes que fossem permitidas. Supoe-se, também, que a iteragao naquele momento
é it, e existe uma aresta z que pertence a lista ListaT abu,e.,, tendo sido retirada da
solugdo (e consequentemente inserida na ListaT abu,e,), em uma iteragdo it,. Uma
solucao que conte com a troca de ¢ por z s6 sera avaliada se it — it, > T. Essa
verificacdo é praticamente instantanea e dispensa a utilizacao de uma estrutura de
lista de verdade, o que ocasionaria problemas de desempenho. O conceito de lista
Tabu, por fim, é basicamente um mecanismo que informa se determinada aresta é ou
nao Tabu, pergunta respondida com base na iteracao atual e em qual iteracao a aresta

se tornou Tabu.

4.5 Experimentos Computacionais

Devido a variedade de configuracoes possiveis para a busca Tabu e os tipos de algo-
ritmos de busca local apresentados, foram realizados alguns testes para definir uma
combinagao de algoritmo de busca local e configuracoes da busca Tabu, para que fosse
possivel avaliar o seu desempenho e qualidade como um todo. Vistas as diversas pos-
sibilidades, seria impraticavel avaliar detalhadamente todo conjunto de configuracoes
possiveis, por isto a escolha de um conjunto de parametros.

Os experimentos computacionais sobre um conjunto de 10 instancias de n = 22 a
229 nos do Problema do Caixeiro Viajante [TSPLIB, 2008| foram organizados em duas

etapas. Todas as instancias correspondem a grafos completos. A maquina utilizada
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para execucao é a mesma definida na secao 3.3.

1. Primeira etapa: Escolha da melhor quantidade de listas empregadas na Busca

Tabu e do critério de insercao em cada uma das listas.

e A quantidade de listas pode ser 1 ou 2. No primeiro tipo, uma lista armazena
as arestas Tabu que nao podem retornar a solucao por um determinado
numero de iteragoes. No outro, uma segunda lista é acrescentada, com o
objetivo de armazenar as arestas Tabu que nao podem sair da solugao por

certa quantidade de iteragoes.

e O critério de inser¢cao em cada uma das listas define quando cada aresta se
torna Tabu, podendo ser quando uma solucao vizinha é piorada ou sempre

que uma iteragao é concluida.

2. Segunda etapa: Escolha do melhor tamanho de lista Tabu a ser empregado
(pardmetro T'), juntamente com o melhor algoritmo de busca local para a quanti-
dade de listas e critérios selecionados na etapa anterior. As estratégias de busca

local, definidas na se¢ao 4.3, sao:

e Melhor Aprimorante, que a cada movimento de busca local escolhe a troca
de arestas que melhor reduz o valor da solugao corrente, dentre todas as

arestas existentes na arvore.

e Melhor Aprimorante por Aresta, que a cada movimento de busca local es-
colhe a melhor aresta que substitui uma aresta especifica que se deseja re-

mover e que reduz o valor da solucao corrente.

e Primeiro Aprimorante, que a cada movimento de busca local escolhe a
primeira aresta que substitui uma aresta especifica que se deseja remover e

que reduz o valor da solugao corrente.

Para os trés algoritmos de busca local, caso nao seja encontrada uma solugao que
melhore a solucao atual, é escolhida aquela que resulta no menor acréscimo ao

custo da solugao corrente.

Uma vez escolhida a melhor combinagao de busca local com parametros de Busca
Tabu, dois tipos de experimentos foram realizados. O primeiro, apresentado na sub-
secao 4.5.3, compara o desempenho do algoritmo selecionado com os resultados apre-
sentados na segao 3.3, referentes a solugao do modelo em Programacao Linear Inteira

por um resolvedor. O segundo avalia a Busca Tabu com relagao ao limite inferior da
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secao 3.2, para instancias de até 200 nés. O motivo da escolha de tal limite inferior foi
justificado na segao 3.3.

Os testes sao baseados em instancias de grafos completos também disponiveis em
TSPLIB [2008]|. Foram utilizadas 35 instancias de 14 a 200 nos, escolhidas arbitrari-
amente. Considerou-se que todos os nés possufam a mesma probabilidade de estarem
ativos, sendo realizados testes para probabilidades iguais a 0.30, 0.50 e 0.80. A méaquina

utilizada para os experimentos é a mesma descrita na secao 3.3.

4.5.1 Escolha da Busca Local e das Configurac6es da Busca
Tabu

Nas etapas de teste para escolha de busca local e configuracoes da busca Tabu
empregou-se p = 0.30 e tamanho de lista Tabu T = n para ListaT abu,e,, ¢ T = 5 para
ListaT abu;,,. Os parmetros, as instancias e a probabilidade dos nés foram escolhidos
arbitrariamente. Foram feitas execucoes de 10 minutos para cada algoritmo de busca
local.

Escolheu-se o algoritmo de busca local Primeiro Aprimorante arbitrariamente
para a primeira etapa dos testes . O objetivo deste teste é detectar, para um algo-
ritmo qualquer de busca Tabu, se é melhor utilizar uma ou duas listas Tabu e qual o
melhor critério de inser¢ao nas listas Tabu. Os critérios, conforme uma ou duas listas,

sao:
e Critérios para a lista ListaT abu,.ep,:

— Uma aresta €,¢,, é inserida em ListaT abu,.,, se a troca por e;,, resultou em
uma variagao nula ou positiva do custo ativo esperado da solucao corrente.
Este critério sera identificado por “LTR-MI".

— Uma aresta e,.,, é sempre inserida em ListaT abu,.,, quando substituida
por e;,s, a despeito da variacao do custo ativo esperado da solugao corrente.

Este critério sera identificado por “LTR-S”.
e Critérios para a lista ListaT abu;,s:

— Uma aresta e;,s ¢ inserida em ListaT abu;,s se a substitui¢ao de e, resul-
tou em uma variacao nula ou positiva do custo ativo esperado da solucao

corrente. Este critério seréd identificado por “LTI-MI".

— Uma aresta e;,s ¢ sempre inserida em ListaT abu;,s na substituicao de €,¢,,
a despeito da variagao do custo ativo esperado da solucao corrente. Este

critério serd identificado por “LTI-S”.
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A combinacao desses critérios estabelece dois tipos de critério quando se usa uma
lista Tabu, e quatro tipos de critério quando se usam duas listas. O resultado das

execucgoes se encontra na tabela 4.1.

Tabela 4.1. Resultados da primeira etapa de testes, para escolha do critério de
insercao nas listas tabu e a quantidade de listas a ser utilizada, que comparam
o custo ativo esperado E[Ly] de cada solu¢ao. Para cada instancia, destaca-se
o melhor custo ativo esperado dentre os critérios avaliados. Para cada um dos
outros critérios, é apresentada a diferenca percentual para o melhor custo.

Uma lista Tabu Duas listas Tabu

LTR-S LTR-MI LTR-S LTR-MI LTR-MI LTR-S
LTI-MI  LTI-S LTI-MI LTI-S

instancia n E[LT] E[LT} E[LT] E[LT] FE [LT} E[LT]
uly22 22 25.01 25.01 25.01 25.01 25.01  0.06%
eil51 o1 1.06% 0.31% 215.16 1.23% 0.34%  1.64%

st70 70  1.76% 1.23%  1.81% 2.80% 362.52 3.97%
rat99 99  0.68%  698.57  2.03% 2.31% 698.57 3.44%
prl24 124 0.40% <0.01%  0.40% 2.45% 38406.40 2.81%
grl37 137 1.47%  391.02  1.15% 2.41% 0.02%  3.32%
ch150 150  1.30% 0.03%  2.80% 3.37%  3924.34 4.09%
uls9 159  1.04% 0.20% 1.04% 1.81% 25494.60 2.59%
d198 198  1.13% 7825.28  1.13% 2.87%  7825.28 3.53%
gr229 229 1.38%  849.10 1.38% 2.60% 849.10 2.97%

A partir da tabela 4.1 avalia-se que melhores resultados (destacados em negrito)
sao obtidos ao incluir arestas na lista Tabu somente quando se encontra uma solugao
vizinha que mantém ou aumenta o custo da solucao corrente. A principio, a inclusao
de arestas na lista Tabu para solugdes nao aprimorantes evita a criacao de ciclos,
proporcionando maior abrangéncia de solugoes vizinhas no espaco de busca. Nos testes
realizados para uma ou duas listas Tabu, percebe-se que a utilizacao de duas listas
garantiu mais resultados melhores do que apenas uma lista. Sendo assim, para as
proximas etapas de teste, foi considerado que o critério de insercao de arestas em uma
lista Tabu se limita a situacao na qual o custo ativo esperado da solucao vizinha nao
melhora o custo ativo esperado da solugao corrente. A partir dos resultados, determina-
se, também, somente o uso de duas listas Tabu.

Passando-se para a segunda etapa dos testes, sao comparados os algoritmos Me-
lhor Aprimorante, Melhor Aprimorante por Aresta e Primeiro Aprimorante, utilizando-
se duas listas Tabu e o critério de insercao nas listas Tabu determinado pela primeira
etapa. Para cada instancia, dentre 6 pares de parametros T,.,, € T;.s, ¢ escolhido o
melhor par para cada algoritmo de busca local, baseado no custo ativo esperado das

solugdes e, em caso de empate, no tempo necessario para atingi-las (limitado a 10
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minutos por instancia). Os resultados sdo dispostos nas tabelas 4.2 e 4.3, que respec-
tivamente apresentam os custos ativos esperados e tempos Os parametros Tre, € Tins

indicam os respectivos tamanhos das listas ListaTl abu,e,, € ListaT abu,s.

Tabela 4.2. Refinamento da segunda etapa de testes, que compara as melhores
configuracoes de cada algoritmo de busca local em termos de custo ativo esperado
(E[L7]) de cada soluc@o encontrada. Apresenta-se o melhor custo ativo dentre
todas as configuragoes para cada instancia. Para cada uma das outras configu-
ragoes, é apresentada a diferenga percentual para o melhor custo. Em caso de
empate, deve-se recorrer 4 tabela 4.3, que compara o tempo necessario em cada
configuracao para se atingir determinada solucao.

Trem =n Trem = % Trem = % Trem =n Trem =n Trem = g

T’ins = % T‘ins = g T‘ins = % Tins = g Tins = % Tins = %

alg. instancia  n E[L7] E[L7] E[L7] E[L7] E[L7] E[L7]
MA uly22 22 0.03% 0.40% 0.43% 25.01 25.01 0.40%
eil51 51 0.40% 0.16% 214.79 0.40% 0.40% 0.04%

st70 70 361.69 361.69 361.69 361.69 361.69 361.69

rat99 99 0.30% 693.88 0.30% 0.30% 0.30% 0.30%

prl24 124 38375.70 38375.70 38375.70 38375.70 38375.70 38375.70

grl37 137 389.96 389.96 389.96 389.96 389.96 389.96

ch150 150 3916.44 3916.44 3916.44 3916.44 3916.44 3916.44

ulb9 159 25334.3 25334.3 25334.3 25334.3 25334.3 25334.3

d198 198 7835.57 7835.57 7835.57 7835.57 7835.57 7835.57

gr229 229 856.63 856.63 856.63 856.63 856.63 856.63

MAA  uly22 22 25.01 25.01 25.01 25.01 25.01 25.01
eil51 51 0.44% 214.87 0.44% 0.28% 0.32% 214.87

st70 70 361.69 361.69 361.69 361.69 361.69 361.69

rat99 99 1.54% 0.35% 698.58 0.93% 1.14% 0.56%

prl24 124 38401.70 38401.70 38401.70 38401.70 38401.70 38401.70

grl37 137 391.42 391.42 391.42 391.42 391.42 391.42

ch150 150 3913.05 3913.05 3913.05 3913.05 3913.05 3913.05

ulb9 159 25453.50 25453.50 25453.50 25453.50 25453.50 25453.50

d198 198 7821.75 7821.75 7821.75 7821.75 7821.75 7821.75

gr229 229 850.82 850.82 850.82 850.82 850.82 850.82

PA uly22 22 25.01 25.01 25.01 25.01 25.01 25.01
eil51 51 0.54% 214.73 0.03% 0.40% 0.33% 0.04%

st70 70 362.52 0.68% 0.80% 0.62% 1.23% 0.85%

rat99 99 698.57 698.57 698.57 698.57 698.57 698.57

prl24 124 38406.40 38406.40 38406.40 38406.40 38406.40 38406.40

grl37 137 0.29% 389.94 0.14% 0.29% 0.29% 0.25%

ch150 150 0.23% 0.19% 0.23% 3915.37 0.23% 0.23%

ulb9 159 25494.60 25494.60 25494.60 25494.60 25494.60 25494.60

d198 198 7825.28 7825.28 7825.28 7825.28 7825.28 7825.28

gr229 229 849.10 849.10 849.10 849.10 849.10 849.10

Percebe-se, nas tabelas 4.2 e 4.3, que embora o tamanho das listas nao tenha
interferido significativamente no custo ativo esperado da solucao encontrada por um

mesmo algoritmo, a escolha do tamanho das listas afetou o tempo necessario para
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Tabela 4.3. Refinamento da segunda etapa de testes, que compara as melhores
configuragoes de cada algoritmo de busca local em termos do tempo necessario, em
segundos, para encontrar cada solugao correspondente da tabela 4.2. Na avaliagao
das configuragdes, o tempo é utilizado como critério de desempate para solugoes
de mesmo custo ativo (E[Lr]). Para cada instancia, o melhor tempo ¢é disposto
em segundos. Para cada uma das outras configuracoes, apresenta-se a diferenca
percentual do tempo encontrado na configuracao para o melhor tempo.

Trem =n Trem = g Trem % Trem =n Trem =n Trem = %

Tins = g /Tins = % T’ins = % T‘ins = % Tins = % Tins = g

alg. instancia n t(s) t(s) t(s) t(s) t(s) t(s)
MA uly22 22 1280.00% 3100.00% 0.05 89320.00% 737800.00% 8380.00%
eil51 51 2.12% 16746.56% 17570.90% 1.89 3.17% 31340.74%

st70 70 2.84% 1.79% 2.54% 6.70 1.94% 1.34%

rat99 99 2.69% 859.31% 0.34% 26.81 0.11% 0.63%

prl24 124 1.56% 0.95% 0.95% 68.42 0.01% 0.44%

grl37 137 2.17% 0.73% 1.05% 0.25% 173.12 0.52%

ch150 150 1.28% 0.06% 0.41% 0.17% 142.63 0.45%

ulb9 159 1.65% 0.12% 0.39% 190.71 0.10% 0.02%

d198 198 1.27% 0.32% 0.41% 0.12% 591.62 0.29%

gr229 229 1.49% 0.27% 0.33% 588.93 0.34% 0.03%

MAA  uly22 22 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02 0.02
eil51 51 0.89 7073.03% 50398.88%  22882.02% 1159.55%  33550.56%

st70 70 1.35% 0.74 0.74 8.11% 0.74 1.35%

rat99 99 9.72 3758.02% 5563.68% 4717.18% 1175.41% 5787.65%

prl24 124 1.51% 0.46% 54.31 1.23% 0.59% 0.94%

grl37 137 1.11% 49.39 0.34% 1.54% 0.59% 3.12%

ch150 150 0.711% 0.24% 21.24 0.47% 0.71% 0.89%

ulb9 159 0.62% 0.05% 81.25 0.23% 1.01% 1.22%

d198 198 0.82% 0.03% 196.16 0.41% 0.44% 0.41%

gr229 229 0.94% 165.77 0.14% 0.02% 0.44% 0.16%

PA uly22 22 100.00% 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01
eil51 51 1.07 2495.33%  35978.50%  22523.36% 36206.54%  34935.51%

st70 70 47096.30% 13658.02% 53232.10% 60746.91% 0.81 46898.77%

rat99 99 5.43 1.66% 1.84% 1.29% 1.66% 1.66%

prl24 124 62.55 0.77% 0.59% 1.22% 1.37% 0.77%

grl37 137 57.42 629.69% 526.49% 1.04% 0.92% 575.01%

ch150 150 69.98 455.20% 0.89% 604.50% 1.77% 1.96%

ulb9 159 136.43 1.03% 0.60% 1.36% 1.57% 1.93%

d198 198 240.17 0.81% 1.57% 1.23% 1.12% 0.91%

gr229 229 247.73 0.16% 0.57% 0.75% 0.75% 0.80%

se encontrar cada solucao. Avaliando os resultados dos testes, a melhor configuracao

encontrada para cada algoritmo foi:

e Melhor Aprimorante: Ty, =n e Tj,s =
e Melhor Aprimorante por Aresta: T, =

e Primeiro Aprimorante: Ty, =n e T, = 2

n.
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Para facilitar a visualizacao dos resultados, as tabelas 4.4 e 4.5 comparam cada
um dos algoritmos com a sua melhor configuracao. Nota-se que a busca local Melhor
Aprimorante é a que detém a maioria dos melhores resultados, sendo, entao, o método
escolhido para os experimentos computacionais para a busca Tabu. E importante
lembrar que, em outos cenarios ou outras instancias, seria possivel ter desempenhos
diferentes entre os algoritmos de busca local. O intuito destas etapas de teste é escolher
um algoritmo para avaliar, através de experimentos empiricos, a utilizagao de um
algoritmo de busca Tabu em comparacao a resolugao do problema através de uma

modelagem exata.

Tabela 4.4. Refinamento da segunda etapa de testes, que compara as melhores
configuracoes de cada algoritmo de busca local em termos de custo ativo esperado
(E[L7]) de cada solugao encontrada. Em caso de empate, recorre-se a tabela 4.5,
que compara os tempos necesséirios para se atingir cada solucao.

Melhor Aprimorante Melhor Aprimorante Primeiro
por Aresta Aprimorante

Trem =n 71ins = % Trem = % Tins = % Trem =n Ens = %
instdncia  n E[L7y] E[Lt] E[Lt]
uly22 22 25.01 25.01 25.01
eil51 51 215.65 0.08% 0.11%
st70 70 361.69 361.69 0.23%
rat99 99 695.98 0.37% 0.37%
prl24 124 38375.70 0.07% 0.08%
grl37 137 389.96 0.37% 0.29%
ch150 150 0.09% 3913.05 0.29%
ulb9 159 25334.30 0.47% 0.63%
d198 198 0.18% 7821.75 0.05%
gr229 229 0.89% 0.20% 849.10

4.5.2 Comparacao dos Resultados da Busca Tabu com a

Resolucao do Modelo Exato

Nesta secao, sao comparados os resultados obtidos pela busca Tabu com o algoritmo
de busca local Melhor Aprimorante nas configuragoes escolhidas através da primeira e
segunda etapas de testes com aqueles obtidos na secao 3.3 para as mesmas instancias
e probabilidades.

O tempo de execucao necessirio para a busca Tabu nao foi apresentado na
tabela 4.6, pois, mesmo somado ao tempo para se construir a solugao inicial, nao
chegou a atingir 50ms para atingir o valor apresentado — independente da instancia e

da probabilidade. O algoritmo ainda foi executado através de um critério de parada de
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Tabela 4.5. Refinamento da segunda etapa de testes, que compara as melhores
configuragoes de cada algoritmo de busca local em funcao do tempo necessario,
em segundos, para encontrar cada solucao correspondente da tabela 4.4. Para
cada instancia, o melhor tempo é disposto em segundos. Para cada uma das
outras configuragoes, apresenta-se a diferenca percentual do tempo encontrado
na configuracao para o melhor tempo.

Melhor Aprimorante Melhor Aprimorante Primeiro
por Aresta Aprimorante

Trem =n Ens = % Trem = % Tins = % Trem =n ﬂns - %
instancia  n t(s) t(s) t(s)
uly22 22 223450.00% 0.02 0.02
eil51 51 76.64% 41903.74% 1.07
st70 70 805.41% 0.74 51560.81%
rat99 99 393.74% 10038.31% 5.43
prl24 124 25.98% 54.31 15.17%
grl37 137 250.20% 49.56 15.86%
ch150 150 572.65% 21.24 229.47%
ulb9 159 134.72% 81.25 67.91%
d198 198 201.97% 196.16 22.44%
gr229 229 254.78% 166.00 49.23%

4000 iteracoes ou 1h, mas nenhuma solucao melhor foi encontrada. Percebe-se que va-
lores pequenos de probabilidade nao influenciam o tempo de execugao das heuristicas,
ao contrario da resolucao do modelo exato, que é bastante sensivel a essa variavel. Esse
¢ um ponto positivo para a busca Tabu que superou o CPLEX em todos os tempos
de execucao. Um aspecto interessante é que o algoritmo utilizado ainda foi capaz de
encontrar as mesmas solugoes que o resolvedor encontrou, algumas delas 6timas e uma
delas até melhor, tendo em vista que a execucao do resolvedor foi limitada a 2 horas

de execucao.

4.5.3 Analise dos Resultados para Instancias Grandes

A busca Tabu, com o algoritmo de busca local Melhor Aprimorante, foi executada para
diversas instancias de TSPLIB [2008] e os custos ativos esperados das solugoes foram
comparados ao limite inferior L4qy,. Para esses experimentos, limitou-se a execugao
para cada instancia em 1 hora ou 4000 iteracoes da busca local, sem que houvesse
melhoria da solugao corrente.

Observa-se na tabela 4.7 que o intervalo entre o limite inferior L gy € o custo
ativo esperado E|[Ly] encontrado pela metaheuristica é menor para probabilidades
maiores. Isto acontece pois o limite é baseado em uma arvore geradora minima e

o PMST se aproxima desse problema a medida que a probabilidade dos nés aumenta.
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Tabela 4.6. Resultados da execucao da busca Tabu, com algoritmo de busca
local Melhor Aprimorante, comparados as solugoes encontradas pelo resolvedor
da modelagem exata.

Instancias Resultado Limite Busca Tabu
Resolvedor Inferior Melhor Aprimorante

p instancia n  E[Ly] gap(%) Lagm  E[Ly]  diferenca  diferenca
Lagnm (%) resolv.(%)

0.30 NL4 4 218.30 0.00 213.26  218.30 2.36 0.00
NL6 6  574.30 0.00  449.24  574.30 27.84 0.00
NL8 8  797.96 0.00  592.43  797.96 34.69 0.00
NL10 10 1020.08 18.85  719.16 1020.08 41.84 0.00
NL12 12 1591.76 26.70 1167.74 1591.76 36.31 0.00
NL14 14 2468.06 42.83 1563.01 2468.06 57.90 0.00
NL16 16 2903.96 50.56  1586.93 2903.96 82.99 0.00

0.50 NL4 4 483.38 0.00  473.38  483.38 2.11 0.00
NL6 6 1075.63 0.00  871.88 1075.63 23.37 0.00
NLS8 8 1351.52 0.00 1067.59 1351.52 26.60 0.00
NL10 10 1632.21 8.10 1246.56 1632.21 30.94 0.00
NL12 12 2490.31 23.61 1984.53 2490.31 25.49 0.00
NL14 14 3671.36 35.59 2630.18 3671.36 39.59 0.00
NL16 16 4071.57 40.65 2657.42 3968.91 49.35 -2.52

0.80 NL4 4 868.92 0.00  858.68  868.92 1.19 0.00
NL6 6 1582.30 0.00 1439.54 1582.30 9.92 0.00
NL8 8 1892.61 0.00 1721.58 1892.61 9.93 0.00
NL10 10 2217.68 0.00 1998.40 2217.68 10.97 0.00
NL12 12 3448.18 18.76  3176.80 3448.18 8.54 0.00
NL14 14 4767.82 27.62 4208.80 4767.82 13.28 0.00

NL16 16 4875.67 40.63 4252.00 4875.67 14.67 0.00
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Tabela 4.7. Resultados computacionais para a execucao da busca Tabu em
instancias de 14 a 200 nos, apresentando o valor do limite inferior Lagpys € o
custo ativo esperado (E[Lr]) para cada solugdo encontrada pela busca Tabu.
»=0.30 p=0.50 »=0.80

inst. n LAGM E[LT} dlf LAGM E[LT] dlf LA(;JM FE [LT] dlf
Lagm Lagm Lagm
(%) (%) (%)
burl4 14  6.46654 10.35 37.51 10.88 14.70 25.95 17.41 19.25 9.52
uly16 16 14.3224 21.79 34.27 23.98 32.17 25.45 38.38 43.01 10.77
ulys22 22 14.8018 25.01 40.82 24.68 34.45 28.35 39.49 44.36 10.96
att48 48 8293.1 16597.60 50.03 13821.80 20985.70 34.14 2211490 25482.20 13.21
eilb1 51  112.947 215.65 47.62 188.25 280.97 33.00 301.19 347.44 13.31
berb2 52 1824.49 3439.89 46.96 3040.82 4489.46 32.27 4865.30 5571.93 12.68
st70 70 169.862 361.69 53.04 283.10 448.21 36.84 452.97 529.68 14.48
eil76 76 141.699 272.26 47.95 236.17 353.17 33.13 377.87 435.64 13.26
pr76 76 26165.3 57498.00 54.49 43608.90 71069.00 38.64 69774.20 82626.40 15.55
gri6 96 130.868 280.59 53.36 218.11 346.53 37.06 348.98 407.98 14.46
rat99 99  334.419 695.98 51.95 557.37 874.71 36.28 891.78 1042.69 14.47
rd100 100 2088.98 4516.65 53.75 3481.64 5572.23 37.52 5570.62 6535.07 14.76
kroB100 100 5777.09 12946.10 55.38 9628.48 15811.00 39.10 15405.60 18310.20 15.86
kroC100 100 5520.7 12733.80 56.65 9201.16  15370.40 40.14 14721.90 17538.90 16.06
kroD100 100 5579.01 12500.40 55.37 9298.36  15240.90 38.99 14877.40 17640.60 15.66
kroE100 100 5767.32 12874.00 55.20 9612.20 15586.30 38.33  15379.50 18151.40 15.27
kroA100 100 5631.65 12932.40 56.45 9386.09 15356.20 38.88 15017.70 17766.00 15.47
eil101 101  168.677 321.26 47.50 281.13 412.97 31.92 449.81 512.63 12.26
lin105 105 3918.13 8769.48 55.32 6530.22 10611.80 38.46 10448.40 12349.30 15.39
prl07 107  10427.2 26354.80 60.44 17378.70 29753.50 41.59 27806.00 33162.00 16.15
prl24 124  15160.6 38375.70 60.49 25267.70 43903.50 42.45 40428.40 48691.50 16.97
bier127 127  28415.3 55963.20 49.23 47358.80 71340.30 33.62  75774.10 87137.80 13.04
ch130 130 1549.22 3485.26 595.95 2582.03 4207.12 38.63 4131.24 4906.94 15.81
prl36 136  26689.9 54256.30 50.81 44483.10 67910.60 34.50 71172.90 82263.00 13.48
grl37 137 175.742 389.96 54.93 292.90 472.55 38.02 468.65 551.70 15.05
prld4 144 14839.3 42755.70 65.29 24732.20 46601.70 46.93 39571.60 48909.40 19.09
ch150 150 1764.29 3916.44 54.95 2940.48 4785.09 38.55 4704.76 5588.42 15.81
kroA150 150 7067.22 16106.10 56.12 11778.70 19147.50 38.48 1884590 22170.40 15.00
kroB150 150 6841.27 15540.00 55.98 11402.10 18641.10 38.83 18243.40 21508.20 15.18
prl52 152 17750.5 48096.40 63.09 29584.20 53098.20 44.28 47334.80 57453.60 17.61
ulb9 159 11146.4 25334.30 56.00 18577.30 30238.70 38.56  29723.60 35009.70 15.10
rat195 195 649.438 1395.38 53.46 1082.40 1731.50 37.49 1731.83 2044.96 15.31
d198 198  3530.13 7816.01 54.83 5883.56 9378.42 37.26 9413.69 10970.30 14.19
kroA200 200 7779.78 17805.70 56.31 12966.30 21355.30 39.28 20746.10 24675.10 15.92
kroB200 200 7861.1 17785.40 55.80 13101.80 21422.50 38.84 20962.90 24932.90 15.92







Capitulo 5

Conclusao e Trabalhos Futuros

O presente trabalho apresenta diversas constribuicoes para o Problema da Arvore Ge-
radora Minima Probabilistica, um problema pouco estudado e de dificil resolugao. O
problema é NP-Dificil e sua aplicacao a situagoes reais resulta em instancias grandes e
complexas. Para solucioné-lo em tempo habil, torna-se necessaria a utilizacao de heu-
risticas, cuja utilidade é ainda mais evidente & medida que se utiliza instancias maiores
e tem-se probabilidades menores de os noés estarem ativos. Percebeu-se, através dos
diversos experimentos realizados e resultados apresentados, que a probabilidade dos
nos estarem ativos nao interfere no tempo de execugao dos algoritmos de busca local
ou Busca Tabu.

Foi apresentado um modelo de Programacao Linear Inteira, que poderia ser me-
lhorado de duas formas. A primeira delas seria tentar aperfeicoar as duas tultimas
restri¢oes, que tratam dos cortes na arvore geradora e prevencao de ciclos. A segunda
seria tentar utilizar a formulagao do problema de modelagem de redes para tentar re-
duzir o tempo de execugao do modelo exato no ILOG CPLEX [2010] para instancias
de probabilidades muito pequenas. De qualquer forma, o papel do modelo é prover
uma base comparativa para a resolu¢ao do problema através de heuristicas. Embora
o problema ja tenha sido investigado através de algoritmos genéticos, nao foi possivel
comparar os resultados obtidos devido & impossibilidade de conseguirmos as mesmas
instancias.

A contribuicao mais importante deste trabalho esta relacionada & estratégia de
avaliagao do custo ativo esperado de uma arvore no momento em que se realiza busca
local. A atualizagao eficiente dos coeficientes k utilizados para o calculo do custo ativo
esperado das arvores ¢ de fundamental importancia para o emprego de busca local,
que foi adaptado a uma heuristica de busca Tabu. Este trabalho também é inédito

no que se diz respeito a utilizacao de busca local para o problema da arvore geradora
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minima probabilistica. Além de terem sido apresentados trés diferentes algoritmos de
busca local, embora baseados no mesmo conceito, incorporam-se estes algoritmos em
uma heuristica de Busca Tabu.

Como trabalho futuro sugere-se melhorar ainda mais a avaliacao do custo das
arvores durante a busca local, através da utilizacao de férmulas nao s6 para a menor
das sub-arvores envolvidas na remoc¢ao de uma aresta, mas também para a sub-arvore
maior — atualmente avaliada através da lista de adjacéncia dos nés. A possibilidade
de se definir uma formulagao para a influéncia da troca de uma aresta por outra nas
sub-arvores reconectadas esta sendo atualmente investigada. E possivel que se obtenha
uma melhora no tempo de execucao das heuristicas com a utilizacao uma variavel s;;,
com a mesma finalidade na modelagem exata, para identificar a qual das duas sub-
arvores se refere o valor de & de uma determinada aresta. Esse procedimento pode
facilitar na avaliacao dos coeficientes k de uma arvore e a posterior computacao de seu
custo ativo esperado.

Seria interessante, também, utilizar heuristicas nao deterministicas, como por
exemplo uma heuristica baseada em GRASP [Feo & Resende, 1995]. Assim seria pos-

sivel comparar os resultados obtidos com aqueles ja encontrados através da utilizacao
de busca Tabu.
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