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ResumoO Problema da Árvore Geradora 
om Número Mínimo de Vérti
es Bran
h (do inglês,Minimum Bran
h Verti
es Problem ou MBV) 
onsiste em, dado um grafo G = (V, E)
onexo, não dire
ionado e não valorado, en
ontrar a árvore geradora T dentre todasas árvores geradoras de G que possui a menor quantidade de vérti
es 
om grau maiorou igual à 3, denominados vérti
es bran
h. Tal problema surge na tomada de de
isãosobre onde alo
ar swit
hes WDM espe
iais no projeto de redes ópti
as multi
ast, e foiprovado ser da 
lasse NP-Completo.Neste trabalho o problema é investigado por meio de uma proposta de heurísti
aque baseia-se na abordagem de Re�namento Iterativo (IR), onde uma árvore geradorairrestrita é modi�
ada usando o artifí
io de substituição de ar
os 
onsiderados infratoresem T por ar
os de G de forma que a sua topologia original seja ajustada para possuira menor quantidade de vérti
es bran
h possível. Experimentos foram realizados sobre
6 diferentes 
onjuntos de instân
ias, 
omparando-se os resultados pelo algoritmo IRproposto 
om os resultados de duas outras heurísti
as existentes para o problema. Aanálise dos resultados experimentais sugere que o algoritmo IR pode en
ontrar soluçõesde melhor qualidade do que estas heurísti
as 
onforme a densidade de G aumenta.Palavras-
have: Árvore Geradora Restrita, MBV, Heurísti
a, Re�namento Itera-tivo, Teoria dos Grafos
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Abstra
tGiven a 
onne
ted, undire
ted, unweighted graph G = (V, E) the Minimum Bran
hVerti
es Problem (MBV) 
onsists in �nding a spanning tree T of G that 
ontainsthe minimum number of verti
es with degree greater than or equal to 3, also 
alledbran
h verti
es. This problem arises in the design of opti
al multi
ast networks whenit is ne
essary to de
ide where to allo
ate a spe
ial kind of WDM swit
h, 
alled light-splitting swit
hes. This problem is proved to be NP-Complete.In this work the MBV problem has been investigated with a new heuristi
 basedon the Iterative Re�nement Approa
h (IR), where an un
onstrained spanning tree is
hanged using a edge-repla
ement strategy until the tree topology a
hieves a minimumnumber of bran
h verti
es. Experiments were done applying the IR algorithm over sixsets of instan
es, and the results were 
ompared with two other heuristi
s for the MBVproblem. The analysis of the results suggest that the IR algorithm 
an �nd bettersolutions than these heuristi
s as the graph density in
reases.Keywords: Contrained Spanning Tree, MBV, Heuristi
, Iterative Re�nement,Graph Theory
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Capítulo 1IntroduçãoDiversas situações do mundo real podem ser des
ritas através de diagramas formadospor um 
onjunto de pontos e linhas ligandos 
ertos pares desses pontos, onde os pontospodem representar entidades, e as linhas podem representar algum tipo de relação entreessas entidades. Por exemplo, se os pontos representam pessoas, então as linhas podemjuntar pessoas que são amigas; se os pontos representam 
entros de 
omuni
ação, aslinhas podem representar links de 
omuni
ação. A abstração matemáti
a de situaçõesdesse tipo originou o 
on
eito matemáti
o de grafo (Bondy e Murty [1976℄).Um grafo 
onsiste em um modelo matemáti
o formado por um 
onjunto de vérti
ese um 
onjunto de arestas que representam algum tipo de interação entre esses vérti
es.Formalmente, um grafo pode ser de�nido 
omo um par G = (V, E) de 
onjuntosque satisfazem E ⊆ V × V , de forma que 
ada elemento de E é 
omposto por doiselementos de V . Os elementos de V são denominados vérti
es ou nós, e os elementos de
E são denominados ar
os ou arestas (Diestel [2000℄). Segundo Bondy e Murty [1976℄,grafos possuem essa denominação porque podem ser representados gra�
amente, e suarepresentação grá�
a nos permite entender muitas de suas propriedades.Diversos são os algoritmos existentes na literatura 
apazes de resolver problemasem grafos. En
ontrar os 
omponentes 
onexos de um grafo, realizar bus
as em pro-fundidade e em largura em grafos, determinar a menor distân
ia entre os vérti
es dografo, determinar o número 
romáti
o de um grafo, veri�
ar se um dado grafo é planarou não, e 
al
ular árvores geradoras de um grafo são exemplos de problemas 
lássi
osabordados pela Teoria dos Grafos em diversos livros da área. Em Bondy e Murty [1976℄são apresentados diversos problemas e fundamentos teóri
os e matemáti
os envolvendo
oloração de grafos, 
one
tividade, 
aminhos, planaridade de grafos, redes e �uxos. EmGolumbi
 e Hartman [2005℄ são apresentados fundamentos teóri
os e algoritmos paraalgumas apli
ações do mundo real modeladas 
omo grafos. Em Cormen et al. [2001℄são des
ritos algoritmos e análise de 
omplexidade para vários problemas de grafos.1



2 Capítulo 1. IntroduçãoEm espe
ial, o problema de en
ontrar uma árvore geradora de um grafo G temsido utilizado amplamente em uma série de apli
ações, que variam desde seu uso emheurísti
as para resolver problemas NP-Completo, 
omo é o 
aso do método apro-ximado baseado na desigualdade de triângulos para o problema do 
aixeiro viajante(Cormen et al. [2001℄), até modelagem de redes de 
omuni
ação (Cerulli et al. [2009℄),uma vez que para muitos problemas envolvendo redes de 
omputadores o ba
kbone darede pode ser aproximado por uma árvore geradora (Golumbi
 e Hartman [2005℄).No 
ampo da otimização em grafos, essa importân
ia se mantém. Ahuja et al.[1993℄ desta
am que árvores geradoras possuem papel fundamental no 
ampo de �uxosem rede, pois apare
em em diversas o
asiões quando solu
ionando problemas dessetipo. Como exemplo, problemas de �uxo de 
usto mínimo sempre possuem árvoresgeradoras 
omo solução; o algoritmo network-simplex para resolver problemas de �uxode 
usto mínimo é de 
erta forma um algoritmo de manipulação de árvores geradorasque iterativamente move-se de uma árvore geradora para outra, in
luindo um novo ar
ono lugar de outro. Bazaraa et al. [1990℄ 
orrela
ionam uma árvore geradora 
om 
adabase quando 
ara
terizam um tableau para o problema 
lássi
o de transporte. Essamesma 
orrelação é apresentada em Bertsimas e Tsitsiklis [1997℄ quando 
ara
terizammatrizes bási
as.De a
ordo 
om Golumbi
 e Hartman [2005℄, o problema mais simples de otimiza-ção em grafos 
onsiste no problema da árvore geradora mínima (do inglês, minimumspanning trees ou MST), enun
iado 
omo: dado um grafo G = (V, E), não dire
i-onado e valorado nas arestas, en
ontrar uma árvore geradora 
uja soma dos 
ustosde seus ar
os é mínima. Em Graham e Hell [1985℄ en
ontramos um pou
o sobre ahistória desse problema, onde os autores 
omparam os trabalhos desenvolvidos inde-pendentemente na França, Pol�nia e antiga T
he
oslováquia antes da publi
ação dostrabalhos 
lássi
os de Bor 
uvka (1926), Kruskal (1956) e Prim (1957) e os rela
ionam
om os avanços re
entes sobre o problema MST. Em Bazlamaç
i e Hindi [2001℄ é apre-sentada uma 
omparação entre os algoritmos 
lássi
os 
onhe
idos e os modernos algo-ritmos de Cheriton e Tarjan [1976℄, Fredman e Tarjan [1987℄ e Karger et al. [1995℄ esuas estruturas de dados 
omplexas e e�
ientes, difí
eis de implementar. Embora osmétodos apresentados por esses autores variam em 
omplexidade, todos são polinomi-ais. No 
ontexto de modelagem de problemas inteiros em programação matemáti
a,Bertsimas e Tsitsiklis [1997℄ apresentam duas formulações 
lássi
as para esse problema,denominadas subtour elimination formulation e 
utset formulation, ambas 
om númeroexponen
ial de restrições. Ahuja et al. [1993℄ 
omentam que é possível dar uma formu-lação polinomial do problema 
om a in
lusão de novas variáveis de �uxo multiprodutona formulação de eliminação de sub
i
los.



3Ainda rela
ionado ao tema existem problemas de en
ontrar árvores geradoras res-tritas 
om diversas apli
ações no mundo real. Tais problemas geralmente envolvemen
ontrar uma árvore geradora de um grafo G = (V, E) que a
res
enta restrições àsformulações a
ima 
omentadas. Exemplos desse tipo de problema in
luem o problemadegree-
onstrained minimum spanning tree (Narula e Ho [1980℄) que 
onsiste em en
on-trar uma árvore geradora de 
usto mínimo T em G tal que o grau de 
ada vérti
e em
T seja de no máximo uma 
onstante d; e o problema diameter-
onstrained minimumspanning tree que 
onsiste em en
ontrar uma árvore geradora T de menor 
usto dentretodas as árvores geradoras de G tal que não existam 
aminhos em T 
om mais doque k ar
os entre quaisquer par de vérti
es (Noronha et al. [2008℄). Garey e Johnson[1979℄ publi
aram uma lista de problemas de tempo não-polinomiais envolvendo árvoresgeradoras que 
obrem grande parte dos problemas 
lássi
os 
onhe
idos na literatura.O objetivo dessa dissertação é o estudo de um problema que também está re-la
ionado 
om a 
onstrução de árvores geradoras restritas. Motivado por um pro-blema de alo
ação de swit
hes em redes ópti
as, Gargano et al. [2002℄ enun
iaram umnovo problema denominado minimum bran
h verti
es problem (MBV): dado um grafo
G = (V, E) não dire
ionado e não valorado, en
ontrar uma árvore geradora T que pos-sui o menor número de vérti
es 
om grau maior ou igual à três (denominados vérti
esbran
h). Cerulli et al. [2009℄ estudaram esse problema e propuseram um modelo deprogramação inteira mista e heurísti
as baseadas em té
ni
as de 
oloração de vérti
ese ponderação de ar
os.Como o problema é demonstrado ser da 
lasse NP-Completo (Gargano et al.[2002℄), é pou
o provável que existam algoritmos polinomiais 
apazes de resolvê-lona otimalidade. Unindo isso ao fato do problema ser de ordem práti
a, re
ente epou
o explorado, torna-se ne
essário investir no projeto de novos algoritmos 
apazesde resolvê-lo para grandes instân
ias 
om soluções de boa qualidade; daí a motivaçãopara esse trabalho.A dissertação está estruturada em 
apítulos para melhor organização de seu 
on-teúdo. No Capítulo 2, o problema objeto de estudo desse trabalho será apresentadoformalmente, assim 
omo resultados que demonstram sua 
omplexidade. No Capí-tulo 3 apresentaremos o estado da arte publi
ado na literatura para o problema daárvore geradora 
om número mínimo de vérti
es bran
h (MBV), que in
luem modelomatemáti
o e heurísti
as (Cerulli et al. [2009℄). No Capítulo 4 introduziremos a abor-dagem de re�namento iterativo (IR) para árvores geradoras restritas (Deo e Kumar[1997℄). No Capítulo 5 um algoritmo inspirado na abordagem IR para o problemaMBV será apresentado. Por �m, o Capítulo 6 detalhará os experimentos realizadospara 
omparação de alguns métodos do
umentados para o MBV 
om o algoritmo IR



4 Capítulo 1. Introduçãoproposto, sendo a 
on
lusão do trabalho apresentada no Capítulo 7.



Capítulo 2O Problema da Árvore Geradora 
omNúmero Mínimo de Vérti
es Bran
hEsse 
apítulo apresenta os fundamentos matemáti
os do Problema da Árvore Geradora
om Número Mínimo de Vérti
es Bran
h, sua des
rição formal e 
omplexidade.2.1 FundamentosEssa seção tem por objetivo de�nir 
on
eitos usados nesse trabalho e referen
iadosnas próximas seções do 
apítulo. A maioria deles são 
on
eitos 
onhe
idos de teoriados grafos; entretando alguns novos 
on
eitos sobre o problema estudado pre
isam seres
lare
idos para um melhor entendimento da seção referente à 
omplexidade.No de
orrer do texto, G = (V, E) refere-se a um grafo 
onexo, não dire
ionado enão valorado. Considere E ′ um sub-
onjunto de ar
os de E. Um subgrafo induzido porarestas G′ = (V ′, E ′) de G é o subgrafo G′ 
ujo 
onjunto de vérti
es V ′ é o 
onjuntodos extremos dos ar
os e ∈ E ′ e 
ujo 
onjunto de ar
os é o próprio 
onjunto E ′(Bondy e Murty [1976℄). O subgrafo G′ é também denominado um subgrafo geradorde G quando V ′ = V (Diestel [2000℄).Uma árvore T é um grafo minimamente 
one
tado e maximalmente a
í
li
o, isto é,
T é 
onexo mas T \{(i, j)} é des
onexo para todo ar
o (i, j) ∈ T , e T não 
ontém 
i
losmas T ∪{(i, j)} 
ontém para quaisquer vérti
es não adja
entes i, j ∈ T . Se T é a
í
li
oe 
one
ta todos os vérti
es de um grafo G, 
hamamos T de árvore geradora, uma vezque ela `gera' o grafo G. Qualquer subgrafo gerador minimamente 
one
tado será umaárvore e, portanto, todo grafo 
onexo 
ontém uma árvore geradora. Um 
aminho em
G que 
ontém 
ada vérti
e de G é um 
aminho hamiltoniano. Um vérti
e que separadois outros vérti
es do mesmo 
omponente 
onexo é um vérti
e de 
orte. Se todos osvérti
es de um grafo G têm grau k, então G é 
hamado de k-regular, ou simplesmente5



6 Capítulo 2. O Problema da Árvore Geradora 
om Número Mínimo deVérti
es Bran
hregular ; um grafo 3-regular é também 
hamado de 
úbi
o (Diestel [2000℄).Os próximos 
on
eitos advém de Gargano et al. [2002℄, e são importantes para oentendimento do problema e sua 
omplexidade.Seja δ(v) o grau do vérti
e v ∈ V . Um vérti
e bran
h de G é um vérti
e de graumaior do que 2, isto é, δ(v) ≥ 3. Seja s(G) o menor número de vérti
es bran
h emqualquer árvore geradora de G. Uma árvore geradora T de G não possuirá nenhumvérti
e bran
h (isto é, s(G) = 0) se e somente se G admitir um 
aminho hamiltoniano.Uma árvore geradora 
om no máximo 1 vérti
e bran
h é denominada uma aranha (doinglês, spider). A Figura 2.1 ilustra 3 árvores geradoras que são grafos aranha; a árvoregeradora (b) é também um 
aminho hamiltoniano. Os vérti
es desta
ados são vérti
esbran
h.
Figura 2.1. Exemplos de árvores geradoras do tipo spiderUm grafo G 
om s(G) ≤ 1 admite um subgrafo gerador que é um grafo aranha, ouseja, existe uma árvore geradora T em G 
om no máximo um vérti
e bran
h; dizemosentão que G admite uma aranha geradora (do inglês, spanning spider). A Figura 2.2apresenta um grafo G em (a) 
om 9 vérti
es e 14 ar
os. As árvores geradoras desta
adasem (b) e (
) são exemplos de subgrafos geradores de G 
om, respe
tivamente, 1 e 0vérti
es bran
h e portanto são aranhas geradoras. Nesse 
aso, o grafo (a) admite
laramente uma aranha geradora, pois s(G) ≤ 1.

Figura 2.2. Grafos aranha geradoras de GSe G possuir uma aranha geradora 
entralizada em 
ada vérti
e de G, então talgrafo é denominado uma ara
nóide (do inglês, ara
hnoid). Por de�nição, um grafoaranha 
om 1 vérti
e bran
h é dito estar 
entralizado nesse vérti
e bran
h; um grafoaranha sem vérti
es bran
h é visto 
omo 
entralizado em algum vérti
e da árvore.Dessa de�nições, temos que um grafo G 
om s(G) = 0 é ara
nóide e que todo grafoara
nóide têm s(G) ≤ 1.



2.2. Históri
o 7Observe que s(G) = 0 se e somente se G possui um 
aminho hamiltoniano. De
idirse um grafo G possui um 
aminho hamiltoniano é um problema NP-Completo; 
omisso, não existem algoritmos 
onhe
idos que resolvem o problema em tempo polinomial.2.2 Históri
oO problema da árvore geradora 
om número mínimo de vérti
es bran
h (do inglês,minimum bran
h verti
es problem) surgiu a partir do interesse de Gargano et al. [2002℄em um problema de alo
ação de swit
hes em redes ópti
as, des
rito a seguir.A te
nologia de multiplexação por divisão do 
omprimento de ondas (WDM) utili-zada em redes ópti
as suporta a propagação de múltiplos feixes de luz em um mesmo
abo de �bra ópti
a, desde que 
ada feixe de luz utilize um 
omprimento de onda di-ferente. Entende-se por lightpath a sequên
ia de enla
es de �bra ópti
a que 
one
tadois nós de uma rede usando um 
omprimento de onda �xo. Assim, dois lightpaths queutilizam o mesmo enla
e ópti
o devem usar diferentes 
omprimentos de onda.Considere uma nova situação, onde uma nova te
nologia torne os swit
hes ópti
os
apazes de repli
ar o sinal através da divisão do feixe de luz (em inglês, light-splittingswit
hes). Estenderemos o 
on
eito de lightpath em um novo 
on
eito, denominadolight-tree. Uma light-tree in
orpora a 
apa
idade de 
omuni
ação multi
ast em umarede ópti
a, permitindo transmitir informação de um úni
o nó origem para múltiplosnós destinos. Muitas apli
ações que utilizam intensivamente a largura de banda reque-rem a 
apa
idade de multi
ast para serem e�
ientes: Web-browsing, vídeo 
onferên
ia,serviços de vídeo sob demanda, dentre outras apli
ações.A 
apa
idade de realizar 
omuni
açãomulti
ast em redes ópti
as pode ser al
ançadaao permitir que os swit
hes WDM 
opiem os dados diretamente no domínio ópti
oatravés da divisão do feixe de luz. Assim o multi
ast ópti
o, implementado sob aforma de light-trees, possui vantagens sobre o multi
ast eletr�ni
o uma vez que dividiro feixe de luz é `mais fá
il' do que 
opiar pa
otes de dados em bu�ers eletr�ni
os(Gargano et al. [2002℄).Uma light-tree permite uma 
omuni
ação 
ompletamente ópti
a de um nó de origempara um 
onjunto de nós de destino, que pode in
luir todos os demais nós da rede.Assuma que o nó de origem do multi
ast pode transmitir o sinal ópti
o para qualquernúmero de vizinhos. Os aparelhos swit
h alo
ados à nós da rede 
om grau superior à 2devem possuir essa 
apa
idade espe
ial de dividir o feixe de luz, repassando adiante umnúmero de 
ópias do sinal igual ao número de seus vizinhos, enquanto que os demaisnós pre
isam suportar apenas a re
epção e repasse de apenas uma 
ópia dos dadosre
ebidos.



8 Capítulo 2. O Problema da Árvore Geradora 
om Número Mínimo deVérti
es Bran
hUma rede ópti
a típi
a terá um número limitado desses swit
hes so�sti
ados; alguémtem que posi
ioná-los de tal forma que eles possam realizar todas as possibilidades demulti
ast. Essa ne
essidade leva ao problema de en
ontrar árvores geradoras 
om a me-nor quantidade de vérti
es bran
h possível. Tal problema práti
o foi denominado pelosautores de minimum bran
h verti
es problem (MBV), e será formalmente apresentadona próxima seção.
2.3 Problema da Árvore Geradora 
om NúmeroMínimo de Vérti
es Bran
hSeja G = (V, E) um grafo 
onexo, não dire
ionado e não valorado 
ujos vérti
es repre-sentam os swit
hes da rede e os ar
os 
orrespondem aos enla
es de �bra ópti
a. Comuma quantidade s(G) de light-splitting swit
hes é possível prover todas as possibilidadesde 
omuni
ação multi
asts em uma rede ópti
a. No de
orrer do texto denominaremostais swit
hes de swit
hes `espe
iais'.Se s(G) = 1, então G possui uma aranha geradora e todas as possibilidades de
omuni
ação multi
ast podem ser realizadas 
om o uso de apenas um swit
h espe
ial.Se G for um grafo ara
nóide, então nenhum swit
h espe
ial será ne
essário, uma vezque o nó de origem do multi
ast pode transmitir a informação para qualquer número devizinhos (ver Seção 2.2). Se s(G) > 0, o menor número de swit
hes espe
iais ne
essáriosserá exatamente s(G).O problema MBV pode ser enun
iado formalmente da seguinte maneira: dado umgrafo G = (V, E) 
onexo, não dire
ionado e não valorado que representa uma redeópti
a, determine o número mínimo de swit
hes `espe
iais' ne
essários para garantirtodas as possibilidades de 
omuni
ação multi
ast na rede. Em outras palavras, isso
orresponde à pro
urar pela árvore geradora T de G que possui o menor número devérti
es bran
h (Cerulli et al. [2009℄).Esse problema foi estudado por Gargano et al. [2002℄ 
om fo
o na investigaçãodo parâmetro s(G) de grafos G 
onexos que admitem aranhas geradoras ou que sãografos ara
nóides, onde foi demonstrado que tais problemas são NP-Completos e queo valor de s(G) é igualmente difí
il de determinar por aproximação. A próxima seçãoirá apresentar os prin
ipais resultados de 
omplexidade obtidos pelos autores nessainvestigação.



2.4. Complexidade 92.4 ComplexidadeEssa seção apresenta os prin
ipais resultados de 
omplexidade obtidos a
er
a do pro-blema MBV por Gargano et al. [2002℄ e Gargano et al. [2004℄. Todos serão apresenta-dos na forma de proposições e de provas que foram registradas por esses autores. A
onsideração ini
ial é que de
idir se um grafo G possui um 
aminho hamiltoniano é umproblema NP-Completo (Garey e Johnson [1979℄).A prin
ipal té
ni
a usada para mostrar que dois problemas estão rela
ionados éa redução de um problema em outro, forne
endo uma transformação 
onstrutiva que`mapeia' qualquer instân
ia do primeiro problema em uma instân
ia equivalente dosegundo. Essa transformação forne
e um meio para 
onverter qualquer algoritmo queresolve o segundo problema no algoritmo 
orrespondente para resolver o primeiro pro-blema (Garey e Johnson [1979℄).De a
ordo 
om Cormen et al. [2001℄, quando tentamos mostrar que um problema é
NP-Completo, fazemos de
larações sobre o qual difí
il de resolver ele é; não tentamosprovar a existên
ia de um algoritmo e�
iente para ele, mas sim que nenhum algoritmoe�
iente é provável de existir. Para tal usamos essa relação de `fa
ilidade' ou `di�
ul-dade' 
om outros problemas 
uja `di�
uldade' é 
onhe
ida. Os próximos parágrafosforne
em os fundamentos para a demonstração de problemas NP-Completo.Seja A um problema de de
isão que desejamos resolver em tempo polinomial. Cha-mamos de α uma instân
ia parti
ular desse problema. Suponha existir um outro pro-blema de de
isão, B, onde um algoritmo de tempo polinomial é 
onhe
ido existir. Umalgoritmo de redução em tempo polinomial é qualquer pro
edimento 
apaz de transfor-mar uma instân
ia α do problema A em uma instân
ia β do problema B em tempopolinomial e 
ujas respostas para os problemas de de
isão são as mesmas, ou seja, aresposta de α é `sim' se e somente se a resposta de β for `sim'. Dessa maneira, umalgoritmo de redução em tempo polinomial é 
apaz de resolver o problema A tambémem tempo polinomial, já que todos os passos envolvidos na transformação e resoluçãode α tomam tempo polinomial.Para mostrar que um problema é NP-Completo, a redução é usada no sentido
ontrário: ao resolver o problema A usando o problema B, usamos a `di�
uldade' de Bpara provar a `di�
uldade' de A. A redução em tempo polinomial é usada para mostrarque nenhum algoritmo de tempo polinomial pode existir para um dado problema B.Suponha existir um problema de de
isão A para o qual sabemos que nenhum al-goritmo polinomial existe. Suponha existir um algoritmo de tempo polinomial 
apazde transformar instân
ias do problema A em instân
ias do problema B. Suponha que
B pode ser resolvido em tempo polinomial. Ao apli
ar a redução, estamos a�rmandoque o problema A pode então ser resolvido em tempo polinomial através da transfor-
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hmação polinomial das instân
ias de A em instân
ias de B, seguido da sua resoluçãopelo algoritmo polinomial de B. Isso 
ontradiz a 
onsideração ini
ial de que não existealgoritmo 
apaz de resolver A em tempo polinomial, de onde temos que o problema Bé tão difí
il de resolver quanto o problema A e, portanto, não existe nenhum algoritmode tempo polinomial para resolvê-lo.Se é possível reduzir em tempo polinomial um problema intratável do ponto de vista
omputa
ional em outro problema, então esse outro problema é também intratável.As provas das proposições de Gargano et al. [2002℄ e Gargano et al. [2004℄ trans
ritasa seguir partem desse mesmo prin
ípio. Mais detalhes sobre teoria de 
omplexidadepodem ser en
ontrados em Garey e Johnson [1979℄; Cormen et al. [2001℄; Ziviani [2004℄.Proposição 1. É NP-Completo de
idir se um grafo G admite uma aranha geradora.Demonstração. Suponha G um dado grafo, e v é um vérti
e de G. Construa um novografo G′ que 
onsiste de 3 
ópias de G e um vérti
e adi
ional adja
ente ao vérti
e
v de todas as 
ópias de G. Assim, G′ possui uma aranha geradora ne
essariamente
entralizada no vérti
e adi
ionalw, se e somente se G admitir um 
aminho hamiltonianoini
iando em v (Gargano et al. [2002℄).A Figura 2.3 ilustra a redução de uma instân
ia arbitrária (a) de a
ordo 
om opro
edimento des
rito na prova da Proposição 1. Em (a) temos um grafo G hipoté-ti
o, 
om vérti
e v em destaque. Em (
), o grafo G′ é 
onstruído de a
ordo 
om opro
edimento des
rito na prova da Proposição 1.

Figura 2.3. Redução do grafo G em G′ para a prova da Proposição 1O grafo G′ admitirá uma aranha geradora 
entralizada em w se e somente se Gpossui um 
aminho hamiltoniano partindo de v. Embora de
idir se existe um 
ami-nho hamiltoniano em um dado grafo seja um problema NP-Completo, por inspeçãovisual sabemos que o grafo G possui um 
aminho hamiltoniano ilustrado em (b) e,
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ia existirá uma aranha geradora no grafo G′ 
entralizadaem w, desta
ada o grafo (d).Proposição 2. É NP-Completo de
idir se um dado grafo G é ara
nóide.Demonstração. Suponha G um dado grafo, e v um dado vérti
e de G. Construa umnovo grafo G′ in
luindo um novo vérti
e w em G e adi
ionando um ar
o entre v e w. Ografo G′ é um ara
nóide se e somente se G possui um 
aminho hamiltoniano partindode v (Gargano et al. [2004℄).A Figura 2.4 ilustra o pro
edimento de redução. Em (a), temos uma instân
iaarbitrária que representa o grafo G. Em (b) o grafo G′ é 
onstruído 
om a in
lusão deum novo vérti
e, w, e sua ligação 
om o vérti
e v do grafo.
Figura 2.4. Redução do grafo G em G′ para a prova da Proposição 2Suponha um grafo G′ (b) 
onstruído de a
ordo 
om o pro
edimento des
rito naprova da Proposição 2. Se o grafo G em (a) possuir um 
aminho hamiltoniano (
)partindo de v, então s(G) = 0. A in
lusão do novo ar
o (v, w) ao 
aminho hamiltonianoexistente em G também resultará em um 
aminho hamiltoniano; logo G′ tambémadmite um 
aminho hamiltoniano (d). Por de�nição, se s(G′) = 0 então existe umaaranha geradora 
entralizada em todos os seus vérti
es e portanto G′ um ara
nóide.Proposição 3. Seja k um inteiro não-negativo �xo. É NP-Completo de
idir se umdado grafo G satisfaz s(G) ≤ kDemonstração. Em vista do resultado anterior, podemos assumir que k ≥ 2. Seja Gum dado grafo, e v um dado vérti
e de G. Construa um grafo G′ a partir de 2k 
ópiasdisjuntas de G e um grafo 
ompleto 
om k vérti
es adi
ionais, fazendo 
om que 
adavérti
e adi
ional seja adja
ente ao vérti
e v de suas próprias duas 
ópias de G. O grafo

G′ admite uma árvore geradora 
om no máximo k vérti
es bran
h se e somente se Gadmite um 
aminho hamiltoniano partindo de v (Gargano et al. [2002℄).A Figura 2.5 ilustra a redução do grafo G apresentado em (a) no grafo G′ de a
ordo
om o pro
edimento des
rito na prova da Proposição 3. Supondo k = 3, O grafo G′apresentado em (
) é 
onstruído a partir de 2k 
ópias de G unindo-se o vérti
e v de
ada 
ópia ao vérti
e k 
orrespondente no grafo 
ompleto.
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Figura 2.5. Redução do grafo G em G′ para a prova da Proposição 3O grafo 
ompleto usado na 
onstrução de G′ terá o efeito de inserir pelo menos kvérti
es bran
h em G′. Como o grafo G desse exemplo possui um 
aminho hamiltonianodesta
ado em (b), então 
ada 
aminho estará ligado à apenas um desses k vérti
esbran
h. Com isso é possível 
onstruir uma árvore geradora em G′ (d) que possua nomáximo k vérti
es bran
h stisfazendo a 
ondição de que s(G) ≤ k. Entretanto, de
idirse G admite um 
aminho hamiltoniano é um problema NP-Completo.Proposição 4. Seja k = O(n1−ǫ), para ǫ �xo e 0 ≤ ǫ ≤ 1. Não existe algoritmo detempo polinomial para veri�
ar se s(G) ≤ k, a menos que P = NPDemonstração. Seja G um dado grafo, e v um dado vérti
e de G. Construa um grafo
G′ 
om k 
ópias disjuntas de G e um vérti
e adi
ional v′, fazendo 
om que o vérti
e v de
ada 
ópia seja adja
ente ao vérti
e v′. Se G admite um 
aminho hamiltoniano partindode v, então G′ 
ontém uma árvore geradora 
om um vérti
e bran
h 
entralizado em v′.Por outro lado, se tal 
aminho hamiltoniano não existe em G então s(G) ≥ k +1, umavez que 
ada árvore geradora de G terá no mínimo um vérti
e bran
h para 
ada 
ópiade G (Gargano et al. [2004℄).A Figura 2.6 ilustra a redução de uma instân
ia (a) do grafo G em uma instân
ia(
) do grafo G′ usando o pro
edimento de redução des
rito na prova da Proposição 4.O grafo G transforma-se em G′ ao 
riar k = 3 
ópias de G e 
one
tar o vérti
e v de
ada 
ópia ao vérti
e v′ adi
ional.Por inspeção, veri�
a-se que o grafo G em (a) possui um 
aminho hamiltonianopartindo de v que está ilustrado em (b). Com isso é possível veri�
ar por inspeção queexiste uma aranha geradora (d) em G′ 
om um úni
o vérti
e bran
h possível (nesse
aso, v′ 
om δ(v′) = k). Se G não admitisse um 
aminho hamiltoniano, então a árvoregeradora de G′ teria pelo menos 1 vérti
es bran
h em 
ada sub-árvore originada a partir
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Figura 2.6. Redução do grafo G em G′ para a prova da Proposição 4de 
ada uma das k 
ópias, mais o vérti
e v′ que é obrigatoriamente um vérti
e bran
h,totalizando pelo menos k + 1 vérti
es bran
h.Por �m, uma última proposição será enun
iada mas sem des
rever sua prova, umavez que ela requer outros 
on
eitos e resultados pesquisados por Gargano et al. [2002℄que fogem ao 
ontexto desse trabalho:Proposição 5. Seja k qualquer inteiro positivo �xo. A menos que P = NP, não existealgoritmo de tempo polinomial para veri�
ar se s(G) ≤ k, mesmo para grafos 
úbi
os
om s(G) = 0.2.5 Outros tópi
os rela
ionadosAinda rela
ionado ao problema MBV, 
abe desta
ar os trabalhos de Gargano et al.[2002℄ e Gargano et al. [2004℄ na investigação de 
ondições de densidade em grafosque, quando satisfeitas, garantem a existên
ia de um 
aminho hamiltoniano em grafos.Tais 
ondições in
luem a inexistên
ia dos grafos K1,3 e K1,4 
omo subgrafos induzidosde G e que todos os vérti
es de G possuam grau de no mínimo n−1
2
, dentre outras
ondições.Gargano e Hammar [2003℄ estudaram o 
on
eito de maximalidade de 
aminhos emgrafos, mostrando 
omo en
ontrar 
aminhos maximais em grafos 
onexos em tempo

O(n3) e 
omo transformá-los em aranhas geradoras para grafos gerais e bipartidos,desde que tais grafos satisfaçam algumas 
ondições de densidade.Por �m, Gargano et al. [2004℄ revisitam o problema de determinar árvores geradoras
om a menor quantidade de vérti
es bran
h, a
res
entando novas 
ondições de densi-dade, 
orrigindo algumas provas de proposições publi
adas em Gargano et al. [2002℄sobre a 
omplexidade do problema e apresentando o 
on
eito de maximalidade de 
a-minhos e o algoritmo para en
ontrar aranhas geradoras em grafos gerais proposto em
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hGargano e Hammar [2003℄. Ainda nesse trabalho rela
ionam o parâmetro s(G) 
omoutros parâmetros 
lássi
os em teoria dos grafos.Outro problema diretamente rela
ionado, que não será abordado nesse estudo, foiformalizado por Cerulli et al. [2009℄ onde de a
ordo 
om esses autores muitos dos swit-
hes ópti
os reais 
onseguem apenas dupli
ar o feixe de luz in
idente sendo, portanto,um problema mais adequado para modelar a tomada de de
isão sobre alo
ação de swit-
hes ópti
os em situações reais. Apesar dessa 
onsideração o problema MBV aindadesperta interesse devido ao fato de ser NP-Completo, e portanto intratável do pontode vista 
omputa
ional, o que motiva o desenvolvimento de heurísti
as 
apazes de obtersoluções sub-ótimas de boa qualidade para o MBV.



Capítulo 3O Estado da ArteEsse 
apítulo apresenta as té
ni
as 
onhe
idas para solu
ionar o Problema da ÁrvoreGeradora 
om Mínimo de Vérti
es Bran
h. Tais té
ni
as in
luem uma formulaçãolinear inteira, que permite resolver instân
ias pequenas em tempo razoável, e algumasheurísti
as baseadas em estratégias de ponderação de ar
os e de 
oloração de vérti
es.
3.1 Formulação matemáti
a para o problema MBVEssa seção des
reve a modelagem inteiro mista baseada em �uxo de um úni
o produtoproposta por Cerulli et al. [2009℄ para o problema MBV.Seja G = (V, E) um grafo 
onexo, não dire
ionado e não valorado. Seja T = (V, E ′)uma árvore geradora em G de�nida pelo envio de uma unidade de �uxo de um vérti
eabitrário de origem s ∈ V para 
ada vérti
e v ∈ V \ {s} do grafo G.Sejam fuv e fvu variáveis que de�nem, respe
tivamente, o �uxo que parte do vérti
e
u em direção ao vérti
e v e o �uxo que parte do vérti
e v em direção ao vérti
e u aolongo do ar
o (u, v).Seja xe, e ∈ E, uma variável binária de de
isão tal que xe = 1 se o ar
o e perten
eà árvore geradora T , e xe = 0 
aso 
ontrário. Seja yv, v ∈ V , uma variável binária dede
isão tal que yv = 1 se v é um vérti
e bran
h, e yv = 0 
aso 
ontrário.A notação A(v) indi
a o sub-
onjunto de ar
os in
identes em um dado vérti
e v ∈ Vdo grafo G. A+(v) = {(v, w) ∈ V × V | (v, w) ∈ E} refere-se ao 
onjunto de ar
os quepartem de v e A−(v) = {(w, v) ∈ V × V | (w, v) ∈ E} refere-se ao 
onjunto de ar
osque 
hegam em v na versão dire
ionada de G.A função objetivo deverá 
onsiderar a minimização do número de vérti
es bran
hde uma árvore geradora 
onstruída 
omo solução, de a
ordo 
om o modelo que é dado15
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min

∑

v∈V

yv, (3.1)sujeito à
∑

e∈E

xe = |V | − 1, (3.2)
∑

(s,v)∈A+(s)

fsv −
∑

(v,s)∈A−(s)

fvs = |V | − 1, (3.3)
∑

(v,u)∈A+(v)

fvu −
∑

(u,v)∈A−(v)

fuv = −1 ∀v ∈ V \ {s}, (3.4)
fuv ≤ (|V | − 1)xe ∀(u, v) ∈ E, (3.5)
fvu ≤ (|V | − 1)xe ∀(u, v) ∈ E, (3.6)

∑

e∈A(v)

xe − 2 ≤ (|V | − 1)yv ∀v ∈ V, (3.7)
xe ∈ {0, 1} ∀e ∈ E, (3.8)
yv ∈ {0, 1} ∀v ∈ V, (3.9)
fuv ≥ 0 ∀(u, v) ∈ E, (3.10)
fvu ≥ 0 ∀(u, v) ∈ E. (3.11)O modelo a
ima é 
apaz de retornar soluções exatas para o problema de en
on-trar árvores geradoras em um grafo G 
onexo, não dire
ionado e não valorado 
omquantidade mínima de vérti
es 
om grau maior ou igual a 3. Os próximos parágrafosdetalham a função de 
ada uma de suas restrições.A função objetivo (3.1) requer minimizar o número total de vérti
es bran
h naárvore.A restrição (3.2) garante que 
ada solução fa
tível terá |V | − 1 ar
os ligados. Asequações de 
onservação de �uxo modeladas pelas restrições (3.3) e (3.4) garantem que
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(|V | − 1) unidades de �uxo partirão do vérti
e s em direção aos demais vérti
es dografo, e 
ada vérti
e do grafo (ex
eto s) é 
apaz de 
onsumir 1 unidade de �uxo. Em
onjunto, essas restrições asseguram que 
ada solução fa
tível será uma árvore geradorapois resultará em um grafo onde todos os vérti
e estão 
one
tados por meio de (|V |−1)ar
os.As restrições (3.5) e (3.6) garantem que, se um dado ar
o e é sele
ionado paraparti
ipar da árvore geradora T , então haverá passagem de �uxo por ele. A quantidadede �uxo que pode passar por um ar
o é limitada à quantidade de �uxo que parte daorigem, ou seja, |V | − 1. Por outro lado, se o ar
o e não é sele
ionado para parti
iparda árvore geradora T (isto é, xe = 0), então não haverá passagem de �uxo por ele eportanto a úni
a possibilidade para tornar essas desigualdades válidas é atribuir 0 àsvariáveis fuv e fvu.A restrição (3.7) modela a relação entre o grau de um vérti
e v e a variável bináriade de
isão yv que indi
a se v será um vérti
e bran
h: se δ(v) ≤ 2, então yv deveráassumir valor 0 para que a desigualdade seja verdadeira; 
aso 
ontrário, a variável dede
isão yv que sele
iona o vérti
e v 
omo bran
h deverá assumir valor 1 para manter adesigualdade válida. Assim, o vérti
e v é sele
ionado 
omo bran
h 
aso existam maisdo que 2 ar
os in
identes à ele na solução.Por �m, as restrições (3.8), (3.9), (3.10) e (3.11) apenas de�nem o domínio de 
adavariável de de
isão xe, yv, fuv e fvu.3.2 Heurísti
asDiversas proposições e provas sobre a 
omplexidade do problema MBV foram apre-sentadas na Seção 2.4, demonstrando que o problema é `difí
il' de ser resolvido doponto de vista 
omputa
ional por não haver algoritmos polinomiais 
apazes de fazê-loem tempo razoável. Embora a Seção 3.1 tenha apresentado a formulação matemáti
ade Cerulli et al. [2009℄, que torna possível resolver o problema empregando métodosexatos, o problema é NP-Completo e portanto a formulação só é 
apaz de resolverinstân
ias pequenas 
om um esforço 
omputa
ional a
eitável.O problema MBV tem apli
ação práti
a no projeto de redes ópti
as, 
onforme men-
ionado na Seção 2.2. Para resolver instân
ias `interessantes' (isto é, instân
ias reais)de tamanho razoável é pre
iso utilizar algum método de aproximação ou heurísti
aque, embora não retorne soluções provadamente ótimas, podem resultar em soluçõessub-ótimas de boa qualidade 
om um esforço 
omputa
ional menor do que resolver omodelo.Nesse 
ontexto, Cerulli et al. [2009℄ propuseram três estratégias heurísti
as para o
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apazes de 
onstruir uma árvore T de G levando em 
onta a preo
u-pação de minimizar o número de vérti
es bran
h. A primeira delas baseia-se em umaestratégia de atribuir pesos aos ar
os do grafo G para mar
ar ar
os que, se inseridosna árvore, transformam um de seus extremos em bran
h. A segunda utiliza um es-quema de 
odi�
ação de 
ores para os vérti
es de T para determinar quais estão naiminên
ia de tornar-se bran
h. Por �m, a ter
eira utiliza partes de ambas estratégiasem uma heurísti
a mista de ponderação de ar
os e 
oloração de vérti
es. As próximassub-seções detalham 
ada método e apresentam o pseudo-
ódigo 
orrespondente.3.2.1 EWS: Estratégia de Ponderação de Ar
osEssa estratégia 
onsiste basi
amente em 
riar, a partir de um grafo G = (V, E) 
onexo,não dire
ionado e não valorado, um novo grafo ponderado G′ = (V, E, w) onde w : E →

N+ 
onsiste em uma função positiva no 
onjunto de ar
os E que indi
a a possibilidadede um dos vérti
es extremos de um dado ar
o (u, v) tornar-se bran
h 
aso (u, v) sejasele
ionado para parti
ipar da árvore geradora T = (V, E ′).No iní
io da exe
ução 
ada ar
o (u, v) ∈ E re
ebe peso 1, enquanto o grafo Tserá 
omposto por uma �oresta formada por |V | 
omponentes 
onexos disjuntos. Oalgoritmo 
onstrói uma árvore geradora tomando um ar
o (u∗, v∗) de G e inserindo-oem T à 
ada iteração, até que o grafo T resulte em um úni
o 
omponente 
onexo.A es
olha do ar
o (u∗, v∗) deve levar em 
onta algumas 
onsiderações. Uma delasé que o algoritmo tenta evitar a 
riação de vérti
es bran
h es
olhendo sempre um ar
o
(u∗, v∗) de menor peso em G que ainda não tenha sido sele
ionado para T . Outra
onsideração é que o ar
o es
olhido não poderá gerar 
i
los se inserido na árvore: umar
o (u∗, v∗) parti
ipa da árvore geradora apenas se os vérti
es u∗ e v∗ estiverem emdiferentes 
omponentes 
onexos de T .Quando um ar
o (u∗, v∗) é inserido em T ele afeta o peso w de todos os ar
osin
identes aos vérti
es u∗ e v∗ em G, que têm seu peso in
rementado em 1 unidade.Isso tem o efeito de torná-los uma es
olha `menos provável' na próxima iteração doalgoritmo, uma vez que o ar
o (u∗, v∗) es
olhido será o de menor peso dentre todos osar
os de G que ainda não fazem parte do grafo T .A 
ondição de parada do algoritmo será quando a árvore geradora T estiver 
ons-truída, ou seja, quando todos os 
omponentes 
onexos de T tornarem-se um úni
o
omponente 
onexo 
om |V | vérti
es interligados por (|V |−1) ar
os sem formar 
i
los.O pseudo-
ódigo 1 foi extraído de Cerulli et al. [2009℄ e formaliza os passos dis
uti-dos textualmente. Nas próximas listagens, adj(v) refere-se aos ar
os adja
entes à umdado vérti
e v em G. Os métodos sele
t() e 
over() serão detalhados adiante, 
omuma expli
ação sobre as situações espe
iais que eles atendem, a saber, desempate na
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olha dos ar
os de L e aglutinação de novos ar
os em vérti
es re
ém tornados bran
h.Algoritmo 1 Pseudo-
ódigo da estratégia de ponderação de ar
os do problema MBV1: pro
edure MBV-ESTRATEGIA-EWS(G = (V,E))2: V ′ ← V3: E′ ← ∅4: for all (u, v) ∈ E do5: w(u, v)← 16: end for7: A← E8: while (|E′| 6= |V ′| − 1) do9: L← {(u′, v′) ∈ A | w(u′, v′) ≤ w(u, v), ∀ (u, v) ∈ A}10: (u∗, v∗)← sele
t(L)11: A← A \ {(u∗, v∗)}12: if (u∗ e v∗ estão em diferentes 
omponentes 
onexos do grafo T ) then13: E′ ← E′ ∪ {(u∗, v∗)}14: for all v ∈ adj(u∗) do15: w(u∗, v)← w(u∗, v) + 116: end for17: for all v ∈ adj(v∗) do18: w(v∗, v)← w(v∗, v) + 119: end for20: 
over((u∗, v∗), G, T )21: end if22: end whilereturn T = (V ′, E′)23: end pro
edureO 
onjunto A, ini
ialmente igual à E, guarda todos os ar
os de G que não estãopresentes em T . A 
ada iteração, um sub-
onjunto L é 
onstruído a partir de A
ontendo todos os ar
os 
ujo peso w é mínimo. O método sele
t() (linha 10) es
olhedentre os ar
os 
andidatos 
ontidos em L qual será o o ar
o (u∗, v∗) a ser inserido em
T . O in
remento do peso w apli
a-se à todos os ar
os in
identes aos vérti
es u∗ e v∗(linhas 15 e 18). Devido à esse fato existirão 
asos onde o sub-
onjunto L 
onterámúltiplos ar
os 
om peso mínimo. Nesses 
asos é pre
iso apli
ar algum 
ritério dedesempate, sendo que o 
ritério estabele
ido para o EWS 
onsiste em es
olher, dentreos 
andidatos, o ar
o 
ujos vérti
es extremos em T possuem grau máximo. Tal de
isãofavore
e o uso de vérti
es bran
h já existentes e evita a 
riação de novos vérti
es bran
h.A Figura 3.1 ilustra um 
aso 
om apli
ação do 
ritério de desempate. Sejam (u, w)e (u, v) ar
os 
andidatos de peso mínimo 
ontidos em L. O grafo T 
ontém dois
omponentes 
onexos disjuntos. O vérti
e w é o úni
o vérti
e bran
h de T . Dependendode qual ar
o será sele
ionado, teremos duas árvores geradoras diferentes: T1 
ontendoapenas um vérti
e bran
h, ou T2 
ontendo dois vérti
es bran
h. Dentre os 
andidatos
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olher o ar
o (u, w) que leva à árvore geradora T1. Note queo ar
o (u, w) é justamente o 
andidato que possui vérti
es extremos 
om maior grauem T : δ(w) = 3, enquanto que δ(v) = 2, sendo (u, w) uma es
olha melhor que (u, v).

Figura 3.1. Possíveis árvores geradoras 
riadas a partir da seleção de um ar
o
andidato de L (adaptado de Cerulli et al. [2009℄)
Conforme men
ionado, o 
ritério de seleção opera na lista de 
andidatos L sempreevitando a 
riação de novos vérti
es bran
h. Entretando, existem situações onde isso éinevitável e a es
olha de um ar
o (u∗, v∗) irá transformar o vérti
e u∗ ou v∗ ou ambosem vérti
es bran
h.Quando isso o
orre, é vantajoso `aglutinar' o maior número de ar
os de A em T aoredor de vérti
es que já são bran
h. Sempre que um ar
o (u∗, v∗) é sele
ionado de Le in
luído no grafo T o método 
over() (linha 20) é 
hamado 
om tal propósito. Opseudo-
ódigo 2 formaliza esse pro
edimento. A notação A(v) refere-se ao sub-
onjuntode ar
os que in
idem à um dado vérti
e v de G, e δT (v) é o grau do vérti
e v em T .De a
ordo 
om o pseudo-
ódigo 2, se um dos vérti
es u∗ ou v∗ ou ambos tornaram-sebran
h após a in
lusão do ar
o (u∗, v∗) em T (linhas 2 e 10), então os ar
os 
ontidos em

A que são adja
entes ao novo bran
h são examinados. Dentre esses ar
os, aqueles queunem dois 
omponentes 
onexos disjuntos de T são a
res
entados à árvore geradora em
onstrução (linhas 5 e 13) e têm seu peso w atualizado pelo método update-weights()(linhas 6 e 14).Em resumo, o método 
over() têm a função de 
obrir o maior número possívelde ar
os e ∈ A, e 6∈ T , 
on
entrando-os em vérti
es que já são bran
h na tentativa deevitar a 
riação de novos vérti
es bran
h em T (
ritério de 
obertura).Por �m, a 
omplexidade do método apresentado é da ordem de O(|V |×|E|) uma vezque, segundo os autores, o laço prin
ipal requer que O(|E|) operações sejam exe
utadas(linhas 9 à 20) por O(|V |) vezes (linha 8).
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as 21Algoritmo 2 Pseudo-
ódigo para o pro
edimento de 
obertura do método EWS1: pro
edure 
over((u∗, v∗), G, T )2: if (δT (v∗) = 3) then3: for all (u, v∗) ∈ A(v∗) ∩A do4: if (δT (u) 6= 2) e u e v∗ estão em diferentes 
omponentes 
onexos de T then5: T ← T ∪ {(u, v∗)}6: update-weights((u, v∗), G, T )7: end if8: end for9: end if10: if (δT (u∗) = 3) then11: for all (u∗, v) ∈ A(u∗) ∩A do12: if (δT (v) 6= 2) e u∗ e v estão em diferentes 
omponentes 
onexos de T then13: T ← T ∪ {(u∗, v)}14: update-weights((u∗, v), G, T )15: end if16: end for17: end if18: end pro
edure3.2.2 NCH: Estratégia de Coloração de Vérti
esSeja G = (V, E) um grafo 
onexo, não dire
ionado e não valorado. Seja T = (V, E ′) umaárvore geradora de G que será 
onstruída pela estratégia de 
oloração de vérti
es. Talestratégia utiliza um rótulo cor : V → {V erde, Azul, Amarelo, V ermelho} atribuídoà 
ada vérti
e v ∈ V de T que indi
a se este torna-se bran
h 
aso um ar
o e ∈ Ein
idente à v seja inserido em T . Seja δT (v) o grau do vérti
e v no grafo T . O rótulode 
or segue o mapeamento:
cor(v) =























V erde se δT (v) = 0

Azul se δT (v) = 1

Amarelo se δT (v) = 2

V ermelho se δT (v) ≥ 3

(3.12)O algoritmo ini
ia atribuindo a 
or V erde à todos os vérti
es de T , que é 
om-posto ini
ialmente por |V | 
omponentes 
onexos disjuntos. Uma árvore geradora será
onstruída iterativamente em T através da inserção de ar
os de G em T , um por vez,evitando a formação de 
i
los. Inserir um ar
o (u∗, v∗) 
ausa alterações no grau dosvérti
es u∗ e v∗ e, 
onsequentemente, no seu rótulo asso
iado. Note que, de a
ordo 
om(5.1), um vérti
e está na iminên
ia de tornar-se bran
h 
aso esteja rotulado 
om a 
or
Amarelo.O algoritmo NCH opera de maneira semelhante ao algoritmo EWS. O 
onjunto A
ontém todos os ar
os de E que ainda não foram inseridos em T . Seja L um sub-
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onjunto 
omposto por todos os ar
os de A que respeitam o 
ritério de seleção adotadopelo algoritmo NCH. A 
ada iteração um ar
o (u∗, v∗) é sa
ado de L e, desde que não
rie 
i
los em T , parti
ipará da 
onstrução da árvore geradora.O 
ritério de seleção 
onsiste em tomar, dentre os ar
os 
ontidos em L, aquele 
oma menor quantidade de vérti
es extremos rotulados de Amarelo. Tal 
ritério orientao algoritmo a es
olher ar
os que 
ausam o menor impa
to no número total de vérti
esbran
h de T , uma vez que um vérti
e 
om 
or Amarelo torna-se bran
h 
aso algumar
o que nele in
ida seja inserido em T .Conforme a árvore geradora é 
onstruída pelo algoritmo, podem o
orrer situaçõesem que existam mais de um 
andidato em L 
om quantidade mínima de extremos de 
or
Amarelo. Nesses 
asos o algoritmo utiliza um 
ritério de desempate que tenta reduzira quantidade de novos vérti
es poten
ialmente amarelos em T es
olhendo, dentre osar
os empatados, aquele 
om a quantidade mínima de vérti
es de 
oloração Azul, istoé, 
om algum de seus vérti
es extremos de grau 1.O algoritmo en
erra quando (|V | − 1) ar
os de A forem es
olhidos para T . Ospassos da estratégia são formalizado no pseudo-
ódigo a seguir. As notações nY (u, v)e nB(u, v) indi
am a quantidade de vérti
es de 
or Amarelo e Azul de um ar
o (u, v).Algoritmo 3 Pseudo-
ódigo para a estratégia de 
oloração para o problema MBV1: pro
edure MBV-ESTRATEGIA-NCH(G = (V,E))2: V ′ ← V3: E′ ← ∅4: for all v ∈ V ′ do5: cor[v]← V erde6: end for7: A← E8: while |E′| 6= |V ′| − 1 do9: L← {(u′, v′) ∈ A | nY (u′, v′) ≤ nY (u, v), ∀ (u, v) ∈ A}10: (u∗, v∗)← arg min(u,v)∈L{nB(u, v)}11: A← A \ {(u∗, v∗)}12: if (u∗ e v∗ estão em diferentes 
omponentes 
onexos do grafo T ) then13: E′ ← E′ ∪ {(u∗, v∗)}14: Atualiza as 
ores de u∗ e v∗15: 
over((u∗, v∗), G, T )16: end if17: end whilereturn (T = (V ′, E′)18: end pro
edureO método 
over() (linha 15) é 
hamado sempre que um ar
o (u∗, v∗) é inserido nografo T . Ele veri�
a se os vérti
es u∗ ou v∗ ou ambos tornaram-se bran
h (linhas 2 e10) e, em 
aso positivo, 
obre diretamente todos os ar
os que ainda não fazem partede T , que in
idem no novo vérti
e bran
h e que não formem 
i
los em T , inserindo-os
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as 23na árvore geradora (linhas 5 e 13). Note que a in
lusão desses ar
os em T afetam ograu de seus vérti
es extremos e, 
onsequentemente, seu rótulo de 
or.O pseudo-
ódigo para o método 
over() é dado a seguir. A notação A(v) refere-seao sub-
onjunto formado pelos ar
os que in
idem no vérti
e v no grafo G.Algoritmo 4 Pseudo-
ódigo para a 
obertura da estratégia de 
oloração dos vérti
espara o problema MBV1: pro
edure 
over((u∗, v∗), G, T )2: if (cor(v∗) = V ermelho) then3: for all (u, v∗) ∈ A(v∗) ∩A do4: if cor(u) 6= Amarelo e u e v∗ estão em diferentes 
omp. 
onexos de T then5: T ← T ∪ {(u, v∗)}6: Atualiza as 
ores dos vérti
es u e v∗7: end if8: end for9: end if10: if (cor(u∗) = V ermelho) then11: for all (u∗, v) ∈ A(u∗) ∩A do12: if cor(v) 6= Amarelo e u∗ e v estão em diferentes 
omp. 
onexos de T then13: T ← T ∪ {(u∗, v)}14: Atualiza as 
ores dos vérti
es u∗ e v15: end if16: end for17: end if18: end pro
edureDe a
ordo 
om os autores, a 
omplexidade do método que implementa a estratégiade 
oloração de vérti
es é da ordem de O(|V | × |E|), uma vez que o laço prin
ipalrepete os passos das linhas 9 à 15 no máximo |V | vezes, requerendo |E| operações.3.2.3 MIX: Abordagem CombinadaA ter
eira estratégia proposta por Cerulli et al. [2009℄ atribui pesos aos ar
os de G erótulos aos vérti
es de T seguindo as mesmas regras utilizadas pelas estratégias EWSe NCH.Sejam G = (V, E) um grafo 
onexo, não dire
ionado e não valorado, e T = (V, E ′)uma árvore geradora 
onstruída a partir de G. Considere transformar o grafo G em umnovo grafo G′ através da atribuição de peso w à 
ada um de seus vérti
es. No iní
io,todos os vérti
es de T são rotulados de V erde, e todos os ar
os de G′ têm peso unitário.A árvore geradora T 
onsiste ini
ialmente de |V | 
omponentes 
onexos disjuntos.A 
ada iteração a estratégia empregada pela abordagem 
ombinada sele
iona, den-tre os ar
os de G′ que ainda não fazem parte de T , um ar
o (u∗, v∗) de peso mínimo.Caso seus vérti
es extremos u∗ e v∗ pertençam à diferentes 
omponentes 
onexos de
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T , então a inserção desse ar
o não 
riará 
i
los na árvore geradora e portanto o ar
o
(u∗, v∗) deve ser in
luído em T .Tal 
omo nas estratégias apresentadas, é possível que empates o
orram. Nesses 
a-sos de
ide-se qual será o ar
o sele
ionado empregando primeiro o 
ritério de desempateque prioriza o ar
o 
om menor quantidade de vérti
es extremos 
om rótulo Azul (Se-ção 3.2.2); seguido pelo 
ritério de desempate que adota o ar
o 
om vérti
es extremosde máximo grau (Seção 3.2.1).Embora os autores tenham 
omentado resumidamente o fun
ionamento da abor-dagem 
ombinada, nenhuma listagem em pseudo-
ódigo do algoritmo foi publi
ada.Considerando as informações disponibilizadas nas seções anteriores, pressupõe-se queos passos do algoritmo sejam os propostos no próximo pseudo-
ódigo. Sejam A o 
on-junto de ar
os de G′ que ainda não foram inseridos em T , L um sub-
onjunto de A
omposto por ar
os de peso mínimo e adj(v) os vérti
es adja
entes à um dado vérti
e
v de G.Algoritmo 5 Pseudo-
ódigo da estratégia mista para o problema MBV1: pro
edure MBV-ESTRATEGIA-MIX(G = (V,E))2: V ′ ← V3: E′ ← ∅4: for all (u, v) ∈ E do5: w(u, v)← 16: end for7: for all v ∈ V do8: cor[v]← V erde9: end for10: A← E11: while (|E′| 6= |V ′| − 1) do12: L← {(u′, v′) ∈ A | w(u′, v′) ≤ w(u, v), ∀ (u, v) ∈ A}13: (u∗, v∗)← arg min(u,v)∈L{nB(u, v)}14: A← A \ {(u∗, v∗)}15: if (u∗ e v∗ estão em diferentes 
omponentes 
onexos do grafo T ) then16: E′ ← E′ ∪ {(u∗, v∗)}17: for all v ∈ adj(u∗) do18: w(u∗, v)← w(u∗, v) + 119: end for20: for all v ∈ adj(v∗) do21: w(v∗, v)← w(v∗, v) + 122: end for23: Atualiza as 
ores de u∗ e v∗24: 
over((u∗, v∗), G, T )25: end if26: end whilereturn T = (V ′, E′)27: end pro
edure
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as 25O 
orpo do algoritmo é semelhante ao 
orpo dos algoritmos 
orrespondentes àsestratégias EWS e NCH, sendo 
omposto por um laço que repete-se iterativamente atéque (|V |−1) ar
os de G′ sejam inseridos na árvore geradora T . Na ini
ialização o peso
w de 
ada ar
o de G′ é de�nido 
omo 1, e 
ada vérti
e de T é rotulado de V erde. A
ada iteração um ar
o (u∗, v∗) é tomado de A sendo tal ar
o de peso mínimo, 
ontendoa menor quantidade de extremos rotulados de Azul e sendo in
idente à vérti
es de T
om grau máximo (linhas 12 e 13).Uma vez sele
ionado, veri�
a-se se os vérti
es u∗ e v∗ do ar
o (u∗, v∗) estão emdiferentes 
omponentes 
onexos de T , isto é, T ∪ {(u∗, v∗)} é a
í
li
o. Em 
aso positivoo ar
o (u∗, v∗) é inserido em T , o rótulo dos vérti
es u∗ e v∗ são atualizados de a
ordo
om a equação (5.1) e os ar
os de G′ que in
idem nos vérti
es u∗ e v∗ são in
rementadosem uma unidade.Pressupõe-se a existên
ia de algum método 
over() para essa estratégia que seja
apaz de 
obrir ar
os de G′ que ainda não estão presentes em T mas que in
idem em u∗,
v∗ ou ambos 
aso estes vérti
es tornem-se bran
h. Cerulli et al. [2009℄ não 
omentamnenhum pro
edimento de 
obertura em seu trabalho; portanto uma possibilidade éutilizar um dos métodos de 
obertura des
ritos nas sub-Seções 3.2.1 e 3.2.2.





Capítulo 4Re�namento Iterativo e ÁrvoresGeradoras RestritasO presente 
apítulo introduz uma abordagem pou
o explorada para resolver problemasenvolvendo àrvores geradoras restritas proposta por Deo e Kumar [1997℄, denominadade re�namento iterativo. Tal abordagem foi utilizada para resolver alguns problemas
lássi
os envolvendo árvores, que são 
omentados no de
orrer desse 
apítulo.4.1 Algoritmo de Re�namento Iterativo GeralUma das abordagens da literatura de otimização para resolver problemasNP-
ompletode árvores geradoras restritas 
onsiste no projeto de algoritmos de re�namento iterativo(do inglês, iterative re�nement ou IR) (Deo e Kumar [1997℄). Essa seção apresentará aidéia 
entral da abordagem, que é a base para a proposta de algoritmo desta dissertação.Considere um problema de árvore geradora restrita espe
i�
ado por um grafo pon-derado G e duas restrições, C1 e C2, onde C1 
onsiste tipi
amente no objetivo de mi-nimizar a soma dos pesos da árvore geradora. O algoritmo IR ini
ia a partir de umaárvore geradora par
ialmente restrita (que atende apenas C1) e move-se a 
ada itera-ção em direção à uma árvore 
ompletamente restrita (que atende C2), sa
ri�
ando aotimalidade 
om respeito à C1.O fun
ionamento do método é dado pelo pseudo-
ódigo a seguir, extraído deDeo e Kumar [1997℄. Ele refere-se à um algoritmo `geral' para resolver problemas emárvores, onde detalhes sobre 
ada problema devem ser in
orporados (ver Seção 4.2).Primeiro, uma árvore geradora T que satisfaz a restrição C1 é 
onstruída a partir de
G (linha 2), que num primeiro momento pode não satisfazer a restrição C2. Em seguida,os ar
os de T que violam a restrição C2 são identi�
ados e seus pesos asso
iados sãomodi�
ados em G (linha 4), dando origem ao grafo G′. Uma nova árvore geradora T é27



28 Capítulo 4. Refinamento Iterativo e Árvores Geradoras RestritasAlgoritmo 6 Pseudo-
ódigo do algoritmo de re�namento iterativo geral1: pro
edure Algoritmo-Refinamento-Iterativo-Geral(G, C1, C2)2: No grafo G en
ontre uma árvore geradora T que satisfaça C13: while (árvore geradora T viola C2) do4: Usando C2 altere os pesos dos ar
os de G para obter G′ 
om novos pesos5: No grafo G′ en
ontre uma árvore geradora T que satisfaça C16: Rede�na G ← G′7: end while8: end pro
edure
onstruída a partir de G′ (linha 5), sendo reavaliada pelo laço prin
ipal do método 
omrelação à satisfação da restrição C2 (linha 3). Caso T não satisfaça C2, o método repeteo laço modi�
ando iterativamente o peso dos ar
os de G até en
ontrar uma árvoregeradora que satisfaça C2. Note que tal árvore é sub-ótima em relação à restrição C1.A ação de modi�
ar o peso dos ar
os infratores de T é denominada bla
klisting.A função do bla
klisting é fazer 
om que ar
os envolvidos em infrações da restrição
C2 sejam `desen
orajados' a reapare
erem novamente nas árvores geradoras resultantesdas próximas iterações do algoritmo de re�namento iterativo. Normalmente o artifí-
io empregado para tal propósito 
onsiste em in
rementar o valor do peso dos ar
osinfratores.Deo e Kumar [1997℄ 
omentam que a operação do método de re�namento iterativoé similar ao fun
ionamento do algoritmo dual simplex. De a
ordo 
om Bazaraa et al.[1990℄, o método dual-simplex move-se, à 
ada iteração, de uma solução bási
a fa
tíveldo problema dual para uma solução bási
a fa
tível melhorada, até que a otimalidade dodual (e também do primal) seja atingida ou que seja 
on
luído que o problema dual éilimitado e portanto, o problema primal é infa
tível. Ainda de a
ordo 
om Deo e Kumar[1997℄, o método dual-simplex é útil para problemas para o qual uma solução ótima paraum problema irrestrito é 
onhe
ida ou pode ser fa
ilmente 
omputada e nós queremosresolver um problema 
ompletamente restrito. Ele parte de uma solução super-ótimae move-se em direção à uma solução ótima esforçando-se para atingir fa
tibilidade.De forma similar, o algoritmo de re�namento iterativo ini
ia 
om uma solução par-
ialmente restrita (geralmente uma árvore geradora mínima) e move-se à 
ada iteraçãoem direção à uma solução 
ompletamente restrita. O número de iterações e a qualidadeda solução �nal dependerão da função de bla
klisting espe
í�
a do problema.De fato, o `
oração' do método de re�namento iterativo é a de�nição de uma funçãode bla
klisting efetiva que seja 
apaz de fazer 
om que, em uma dada iteração doalgoritmo, a árvore geradora atual mova-se em direção à uma árvore geradora maisrestrita 
onsiderando-se C2. Para tal, ela deve mapear quantos ar
os penalizar, quaisar
os penalizar, e qual a quantidade de penalidade que deve ser apli
ada à esses ar
os.



4.2. IR apli
ado à problemas NP-Completos em Árvores 29Deo e Kumar [1997℄ também desta
am a fa
ilidade de implementar o algoritmo dere�namento iterativo paralelo pois, de a
ordo 
om os autores, a etapa de 
onstruçãode árvores geradoras é paralelizável, e um pro
essador pode veri�
ar e penalizar umar
o da árvore T de maneira independente dos demais pro
essadores.A próxima seção apresenta alguns trabalhos em que o método IR foi apli
ado pararesolver problemas NP-Completos, des
revendo a função de bla
klisting utilizada em
ada 
aso.
4.2 IR apli
ado à problemas NP-Completos emÁrvoresEssa seção apresentará alguns problemas de árvores geradoras restritas que foramresolvidos 
om o emprego de algoritmos de re�namento iterativo inspirados emDeo e Kumar [1997℄. O objetivo da seção é mostrar 
omo a de
isão sobre o projeto deboas funções de bla
klisting deve estar asso
iada 
om as 
ara
terísti
as do problema.4.2.1 Árvore Geradora Mínima 
om Restrição de GrauO problema da árvore geradora mínima 
om restrição de grau (em inglês, degree-
onstrained minimum spanning tree) 
onsiste em, dado um grafo G = (V, E) 
ompleto,não dire
ionado 
om 
usto cij asso
iado à 
ada ar
o eij ∈ E, 
onstruir uma árvoregeradora de 
usto mínimo tal que o grau δ(i) de 
ada vérti
e i ∈ V seja menor ou igualà bi (Narula e Ho [1980℄).Em seu artigo, Deo e Kumar [1997℄ de�niram o algoritmo de re�namento itera-tivo geral e experimentaram o método no problema de en
ontrar uma árvore geradoramínima 
om restrição de grau em grafos. O algoritmo de re�namento iterativo im-plementado é paralelo e alterna o 
�mputo de uma árvore geradora mínima T 
oma
rés
imos no peso dos ar
os in
identes aos vérti
es i ∈ T 
ujo grau ex
edem o limite
bi. No bla
klisting, esses ar
os são penalizados por uma quantidade propor
ional à: (i)o número f [e] de vérti
es que violam a restrição de grau em que um ar
o e in
ide; (ii)uma 
onstante k de�nida pelo usuário; (iii) o peso w[e] de um ar
o infrator e a faixade pesos de ar
os da árvore geradora atual, denotados por wmin ≤ w[e] ≤ wmax. Oar
o infrator de menor peso de 
ada vérti
e i 
om δ(i) > bi não sofre a penalidade,pois 
ada vérti
e em uma árvore geradora deve ter no mínimo grau 1. Os demais ar
os



30 Capítulo 4. Refinamento Iterativo e Árvores Geradoras Restritasinfratores têm seu peso modi�
ado de a
ordo 
om a equação (4.1):
w′[e] = w[e] + kf [e]

(

w[e]− wmin

wmax − wmin

)

wmax. (4.1)Em um trabalho similar, Boldon et al. [1995℄ usaram uma abordagem dual-simplexapli
ado ao problema de árvore geradora mínima 
om restrição de grau que envolveua exe
ução de iterações em dois estágios até que o 
ritério de 
onvergên
ia fosse atin-gido. O primeiro estágio 
onsistiu em 
omputar uma árvore geradora mínima usandoo método de Prim, que nas primeiras iterações viola as restrições de grau de diversosvérti
es. O segundo estágio 
onsistiu em ajustar o peso dos ar
os infratores usandouma função de penalidade que modi�
a os seus pesos de a
ordo 
om a equação (4.2)
w′[e] = w[e] + fault × wmax ×

(

w[e]− wmin

wmax − wmin

)

. (4.2)Nessa função, fault é uma variável que assume os valores 0, 1 ou 2 de a
ordo 
om onúmero de vérti
es in
identes ao ar
o que atualmente violam as restrições de grau. Noteque a abordagem de Boldon et al. [1995℄ é muito simular à empregada por Deo e Kumar[1997℄. Mao et al. [1997℄ também fazem referên
ia ao método de re�namento iterativopara resolver o problema da árvore geradora 
om restrição de grau.Em Deo e Kumar [1997℄, alguns resultados experimentais foram apresentados 
om-parando a abordagem des
rita a
ima 
om outro algoritmo de re�namento iterativoproposto por esses mesmos autores, que utiliza uma atribuição de pesos aleatória para
w[e] na faixa wmax + kf [e](wmax − wmin). Na 
omparação dos resultados referen
i-aremos o algoritmo que usa a função de bla
klisting apresentado nessa seção 
omodeterminísti
o, e o algoritmo que usa a atribuição de pesos aleatória 
omo aleatório.Um dos experimentos realizados pelos autores utilizou algumas instân
ias do pro-blema do 
aixeiro viajante obtidas do ben
hmark TSPLIB (Reinelt [2008℄). Uma vezque uma solução para o problema do 
aixeiro viajante modi�
ada 
om a remoção do úl-timo ar
o do 
ir
uito (que liga o viajante à 
idade de origem do trajeto) é uma 2-MST,então um 
ir
uito TSP 
onsiste em um limite superior no 
usto de uma d-MST.A Tabela 4.1, adaptada de Deo e Kumar [1997℄, ilustra os resultados obtidos pe-los autores. As 
olunas TSP e MST mostram os resultados do 
aixeiro viajante (limitesuperior) e da árvore geradora mínima (limite inferior) sobre 
ada instân
ia, e as 
o-lunas DET e RAND mostram, respe
tivamente, os resultados en
ontrados no problema
3-MST para os algoritmos de re�namento iterativo que atribuem penalidades nos ar-
os usando a equação (4.2) e a atribuição de pesos aleatórios para w[e]. Valores emdestaque indi
am os melhores resultados para o problema.



4.2. IR apli
ado à problemas NP-Completos em Árvores 31Tabela 4.1. Comparação de resultados para dois algoritmos IR para o pro-blema da árvore geradora mínima 
om restrição de grau nos vérti
es (adaptadode Deo e Kumar [1997℄) Limites 3-MSTProblema TSP MST DET RANDpr264.tsp 49135 41142 41143 41143rat575.tsp 6773 6246 6265 6265d657.tsp 48912 42487 42545 42563rl1304.tsp 252948 222849 222982 222982rl1323.tsp 270199 239986 240139 240236d1655.tsp 62128 56541 56657 56663vm1748.tsp 336556 294627 295786 295739pr2392.tsp 378032 342269 343657 378032p
b3038.tsp 137694 127302 127753 127731rl5934.tsp � 513952 515139 515235
4.2.2 Árvore Geradora Mínima 
om Restrição de DiâmetroOutros autores também empregaram a abordagem de re�namento iterativo para outrosproblemas de árvores, 
omo é o 
aso do problema de en
ontrar uma árvore geradoramínima 
om restrição de diâmetro (do inglês, diameter-
onstrained minimum spanningtree). Tal problema pode ser enun
iado 
omo segue: dado um grafo G valorado, nãodire
ionado, e um inteiro positivo k, en
ontrar uma árvore geradora de peso mínimodentre todas as árvores geradoras de G que não 
ontenha 
aminhos 
om mais do que
k ar
os. Entende-se por diâmetro da árvore o 
omprimento do 
aminho mais longoda árvore. Denominaremos DCMST(k) o problema da árvore geradora mínima 
omrestrição de diâmetro para um k espe
í�
o.Abdalla et al. [2000℄ apresentaram dois algoritmos de re�namento iterativo para oproblema da árvore geradora 
om restrição de diâmetro, denominados IR1 e o IR2.O algoritmo IR1 primeiro 
omputa uma árvore geradora mínima irrestrita. Emseguida, essa árvore geradora é re�nada por meio de substituição de ar
os até que arestrição de diâmetro seja satisfeita. A função de penalidade é apli
ada a um sub-
onjunto de ar
os da árvore tal que eles sejam desen
orajados de apare
er na árvoregeradora mínima resultante da próxima iteração. Ar
os presentes no 
entro de um
aminho longo são 
andidatos naturais à penalização, uma vez que sua remoção divide
ada 
aminho em dois sub-
aminhos mais 
urtos de igual 
omprimento.Sejam l um ar
o do 
onjunto de ar
os a serem penalizados; w(l) o peso atual de
l; wmax e wmin o maior e menor peso de um ar
o presente na árvore geradora atual;
distc(l) a distân
ia do ar
o l ao nó 
entral do 
aminho, a
res
ido de 1 unidade. Quandoo 
entro é o ar
o lc, temos distc(lc) = 1, assim 
omo um ar
o l in
idente à somente umdos extremos do ar
o 
entral lc terá distc(l) = 2. A penalidade imposta à 
ada ar
o l



32 Capítulo 4. Refinamento Iterativo e Árvores Geradoras Restritasna árvore geradora atual será
max

{

(

w(l)− wmin

distc(l)(wmax − wmin)

)

wmax, ǫ
}

, (4.3)onde ǫ > 0 é a penalidade mínima que garante que o re�namento iterativo não perma-ne
erá na mesma árvore geradora quando impondo penalizade zero à soma dos ar
os.De a
ordo 
om a equação (4.3), a penalidade diminui 
onforme os ar
os penalizadostornam-se mais distantes do 
entro da árvore geradora atual, de forma que um 
aminholongo seja quebrado em dois sub
aminhos signi�
ativamente menores ao invés de umsub
aminho 
urto e outro sub
aminho longo.Diferente do algoritmo IR1, o algoritmo IR2 não re
omputa uma árvore geradoramínima à 
ada iteração. Uma nova árvore geradora é 
riada a partir da modi�
açãoda árvore geradora atual, 
om a remoção de um ar
o por vez. Deo e Abdalla [2000℄implementaram uma versão paralela do algoritmo IR2 de Abdalla et al. [2000℄.Seja eccT (u) a ex
entri
idade do vérti
e u 
om respeito à T , ou seja, a máximadistân
ia do vérti
e u para qualquer outro vérti
e de T . O diâmetro da árvore é dadopor max{eccT (u)}, ∀ u ∈ T .O algoritmo IR2 ini
ia 
omputando uma árvore geradora mínima irrestrita no grafo
G = (V, E) pelo método de Prim. O valor de ex
entri
idade de todos os vérti
es daárvore é 
omputado através de um 
aminhamento preorder na árvore, que 
omputa adistân
ia de um dado vérti
e à todos os demais vérti
es na árvore geradora em umaetapa que requer O(n2) 
�mputos. Quando o
orrem mudanças na árvore geradoraapenas os valores de ex
entri
idade que mudaram são re
al
ulados.Uma vez determinada a árvore geradora T ini
ial 
om seus valores de ex
entri
idade
omputados, o algoritmo IR2 opera iterativamente sobre a árvore alternando os passosentre duas etapas. Na primeira, o algoritmo identi�
a um ar
o de T para ser removidode forma a reduzir o diâmetro da árvore. Na segunda etapa, um ar
o de G é es
olhidopara substituir o ar
o removido de T sem aumentar o diâmetro da árvore. Tais etapassão exe
utadas até que a restrição de diâmetro seja 
umprida por T . A listagemem pseudo-
ódigo extraído de Abdalla et al. [2000℄ que formaliza o algoritmo IR2 éapresentada a seguir.Os ar
os 
andidatos à remoção são mantidos em uma lista C ordenada de a
ordo
om o peso desses ar
os. A lista é implementada 
omo uma max-heap de tal forma queo ar
o 
om maior peso é a raíz da heap. O 
entro da árvore T é 
omputado 
onsiderandoos vérti
es u ∈ T tais que eccT (u) = ⌈diametro

2
⌉, e C 
onterá todos os ar
os in
identesao 
onjunto de vérti
e u.Remover um ar
o da árvore não garante que todos os maiores 
aminhos da árvore



4.2. IR apli
ado à problemas NP-Completos em Árvores 33Algoritmo 7 Pseudo-
ódigo do algoritmo de IR2 para o árvores de diâmetro restrito1: pro
edure Arvore-Diametro-Restrito-IR2(G = (V,E), k)2: C ← ∅3: move ← false4: repeat5: diameter ← maxz∈V (eccT (z))6: if (C = ∅) then7: if (move = true) then8: move ← false9: C ← ar
os (u, z) mais distantes 1 ar
o do 
entro de T que na iteração anterior10: else11: C ← ar
os (u, z) no 
entro de T12: end if13: end if14: repeat15: (x, y)← ar
o de maior peso de C ⊲ Isso dividirá T em duas árvores: T1 e T216: until ((C = ∅) OR (maxu∈T1
(eccT (u)) = maxz∈T2

(eccT (z))))17: if (C = ∅) then18: move ← true19: else20: Remova (u, v) de T21: Tome um ar
o de substituição e insira-o em T22: end if23: Re
ompute os valores de eccT24: until ((diameter < k) OR (estamos removendo ar
os distantes do 
entro de T ))25: end pro
edureserão `quebrados', assim é pre
iso veri�
ar se a remoção de um dado ar
o divide aárvore T em duas sub-árvores, T1 e T2, tal que 
ada uma delas 
ontenha um vérti
e vque seja um dos extremos do maior 
aminho de T . Se o ar
o de maior peso de C nãosatisfaz essa 
ondição, então ele é removido de C e o segundo maior em peso de C é
onsiderado. Esse pro
esso segue até que um ar
o de C seja es
olhido respeitando essa
ondição, ou C esteja vazia (linhas 14 a 16).Por outro lado, se a lista C não 
ontém bons 
andidatos para remoção, então épre
iso 
onsiderar ar
os que estejam mais distantes do 
entro identi�
ando os vérti
es u
om eccT (u) = ⌈diametro
2
⌉+bias, 
om bias ini
iando em zero e sendo in
rementando todavez que a lista C não possuir ar
os apropriados para remoção. A lista C é 
omputada
om todos os ar
os adja
entes ao 
onjunto de vérti
e u. Se um ar
o apropriado éen
ontrado, então bias é rede�nido 
omo 0.De a
ordo 
om o algoritmo apresentado para o método IR2, a remoção do ar
o

(x, y) 
ausa a divisão da árvore T em duas sub-árvores, T1 e T2. Um ar
o de G quenão faz parte de T é es
olhido para re
one
tar essas sub-árvores de forma a reduzir otamanho de pelo menos um 
aminho longo de T sem aumentar o diâmetro da árvore.



34 Capítulo 4. Refinamento Iterativo e Árvores Geradoras RestritasTal ar
o é denominado de ar
o de substituição. Abdalla et al. [2000℄ propuseram ométodo ERM para determinar qual é o ar
o de substituição; Deo e Abdalla [2000℄propuseram uma variação desse método, resultando nos métodos ERM1 e ERM2 ondeeste último fun
iona melhor em grafos in
ompletos e evita a 
riação de vérti
es de graualto no 
entro de T 
omo o
orre 
om o ERM1.De a
ordo 
om Abdalla et al. [2000℄, existem 
asos desse problema que podem serresolvidos de maneira exata por algoritmos polinomiais para k = 2, k = 3 e k = (|V |−1)ou quando o peso de todos os ar
os é idênti
o. Deo e Abdalla [2000℄ propuseram umoutro algoritmo de re�namento iterativo para resolver um dos 
asos onde o problema é
NP-Completo, para k = 4. Essa heurísti
a aproximada ini
ia 
om uma solução exatapara o problema 
om k = 3, onde o re�namento é feito através da substituição de ar
osde maior peso por ar
os de menor peso. Detalhes sobre o emprego da abordagem dere�namento para esse problema podem ser 
onsultados nos trabalhos referen
iados.Como resultados experimentais os autores apli
aram o algoritmo IR 
apaz de en-
ontrar uma solução para k = 10 usando os algoritmos ERM1 e ERM2 
omo variaçõesdo método de es
olha do ar
o de substituição para grafos 
om 100, 200, 300, 400e 500 vérti
es. A heurísti
a aproximada proposta por Deo e Abdalla [2000℄ para oDCMST(4) forne
eu um limite superior `mais �rme' na qualidade da solução para oproblema DCMST(10) do que o algoritmo polinomial para o problema DCMST(3).Considerando a razão dos pesos das soluções (

DCMST(k)
MST

) 
omo uma medida de quali-dade da solução, a variação ERM2 apresentou resultados melhores do que a variaçãoERM1 para todos os grafos testados. A Figura 4.1, extraída de Deo e Abdalla [2000℄,apresenta o grá�
o que 
omprova esses resultados.

Figura 4.1. Grá�
o da razão entre os pesos das soluções (

DCMST(k)
MST

) paraos algoritmos DCMST(3), DCMST(4) e DCMST(10) em função do tamanho dografo de entrada, extraído de Deo e Abdalla [2000℄



4.2. IR apli
ado à problemas NP-Completos em Árvores 354.2.3 Árvore Geradora Mínima Capa
itadaO problema da árvore geradora 
apa
itada 
onsiste em, dados um grafo G = (V, E)não dire
ionado, um vérti
e raíz v0, peso w(e) nos ar
os, 
apa
idades c(e) nos ar
os edemanda r(v) nos vérti
es, determinar uma árvore geradora de 
usto mínimo T dentretodas as árvores geradoras de G que satisfaça uma restrição de 
apa
idade que requer,para 
ada ar
o e ∈ T , que c(e) ≥
∑

u∈U(e) r(u). U(e) denota o 
onjunto de vérti
es
ujo 
aminho em T até a raíz v0 
ontém o ar
o e (Deo e Kumar [1997℄).Seja e = (p(v), v) um ar
o de T para o qual a 
apa
idade é violada. A notação p(v)refere-se ao `pai' do vérti
e v na árvore. Se o ar
o e viola uma restrição de 
apa
idade,então c(e) <
∑

u∈U(e) r(u). Com base nessa observação Deo e Kumar [1997℄ sugeriram,mas não implementaram, uma função de bla
klisting que tente ou reduzir a demandapara o 
onjunto de vérti
es U(e) ou substituir um ar
o e por outro ar
o de maior
apa
idade na árvore geradora resultante da próxima iteração.A redução da demanda de U(e) é al
ançada 
om o in
remento do peso dos ar
os
e′ = (v, x) para o qual a demanda média por vérti
e em U(e′) seja muito alta. Essa pe-nalidade en
oraja a sub-árvore de raíz x a apare
er em outra parte da árvore geradora,e não dentro da sub-árvore de raíz v reduzindo, portanto, a demanda para os vérti
esde U(e).Já a substituição do ar
o e é feita in
rementando-se apenas o seu peso. A quanti-dade de penalidade apli
ada é 
omputada somando-se as penalidades advindas de 
adaviolação de 
apa
idade que o ar
o parti
ipa.





Capítulo 5Algoritmo IR para o Problema MBVO objetivo deste trabalho foi apresentar um novo algoritmo para o problema de en-
ontrar árvores geradoras 
om mínimo de vérti
es bran
h; tal algoritmo foi projetadoutilizando o 
on
eito de re�namento iterativo apresentado no Capítulo 4.5.1 Considerações Ini
iaisO Capítulo 4 apresentou 
asos onde a abordagem de re�namento iterativo foi utilizadapara resolver problemas de árvores geradoras restritas. Embora os 
asos apresentadosre�ram-se à problemas em grafos 
om pesos, este trabalho propõe adaptar a abordagemIR para resolver o problema da árvore geradora 
om número mínimo de vérti
es bran
h(MBV).O problema MBV pode ser enun
iado 
omo: dado um grafo G = (V, E) 
onexo,não dire
ionado e não-valorado en
ontrar a árvore geradora T dentre todas as árvoresgeradoras de G que possui a menor quantidade de vérti
es 
om grau maior ou igual a
3. Por de�nição o problema não é um problema de árvore geradora restrita no sentido
on
eitual, uma vez que não existe uma restrição explí
ita vin
ulada ao problema querestringe a quantidade de vérti
es bran
h que uma árvore geradora fa
tível pode ter.Ao tratar a relação entre uma solução e sua quantidade de vérti
es bran
h na funçãoobjetivo do problema, permitimos que uma solução fa
tível possua vérti
es bran
h emqualquer quantidade desde que seja uma árvore geradora; apenas as soluções ótimaspossuirão a menor quantidade de vérti
es bran
h.Apesar disso iremos 
onsiderar alguns elementos 
haves da abordagem de re�na-mento iterativo no algoritmo proposto nesta dissertação. O primeiro deles é que oalgoritmo IR proposto irá trabalhar 
onsiderando que o grafo G é valorado, embora noenun
iado do problema ele não seja. Faremos essa 
onsideração porque a 
onstrução37



38 Capítulo 5. Algoritmo IR para o Problema MBVda árvore geradora ini
ial deve seguir algum tipo de orientação � tal orientação advémdo uso de ar
os ponderados usado por qualquer algoritmo de árvore geradora mínima.A segunda 
onsideração importante é sobre o 
ritério de parada. No algoritmogeral proposto por Deo e Kumar [1997℄ (ver Seção 4.1), o algoritmo pára quando umasolução fa
tível em relação à restrição C2 é en
ontrada. Conforme men
ionado, para oproblema MBV qualquer árvore geradora de G′ é fa
tível. Logo será pre
iso adaptaro 
ritério de parada para 
onsiderar outra 
ondição que não seja fa
tibilidade. Oalgoritmo emprega um 
ritério de parada baseado na melhoria da qualidade da solução:as iterações o
orrerão até que nenhuma melhoria seja realizada na topologia de duassoluções que diferem por apenas uma iteração.A ter
eira 
onsideração é sobre a quantidade de iterações ne
essárias para o algo-ritmo 
onvergir. Isso dependerá prin
ipalmente da solução ini
ial que será iterativa-mente re�nada pelo algoritmo. A quantidade de `infrações' 
ontidas na árvore ini
ial,assim 
omo o grau dos vérti
es infratores irão ditar a quantidade de iterações exe
u-tadas no re�namento já que o algoritmo remove um ar
o por iteração e em geral sãone
essárias (δ(v)− 2) substituições de ar
os para transformar um vérti
e v ∈ T que ébran
h em um vérti
e não bran
h.5.2 Algoritmo de Re�namento Iterativo para o MBVConforme men
ionado, o algoritmo de re�namento iterativo proposto para o problemaMBV irá exe
utar sobre uma versão ponderada do grafo G. Com isso o primeiro passodo algoritmo 
onsiste em transformar o grafo G em um grafo 
om peso G′ = (V, E, w)asso
iando-se à 
ada ar
o e ∈ G uma função peso w : E →W, ondeW = {x ∈ ℜ : 0 ≤

x ≤ 1}. O peso w de 
ada ar
o e ∈ G′ é de�nido ini
ialmente tomando-se um valoruniformemente aleatório no intervalo [0, 1] e atribuindo-o diretamente à e. Os pesos wdesignados para 
ada ar
o e ∈ G′ 
onstituem a matriz de 
usto M asso
iada à G′.Em seguida devemos sa
ar uma solução ini
ial para o problema, isto é, uma árvoregeradora que seja simples de 
omputar mas que possivelmente 
onterá uma grandequantidade de vérti
es bran
h. De fato, o algoritmo proposto utiliza o método deKruskal para 
onstruir uma árvore geradora mínima a partir dos pesos da matriz de
usto M . Como a atribuição de pesos de G′ é aleatória, então existirão inumeraspossibilidades de solução ini
ial para grafos 
om a mesma topologia.É importante es
lare
er que a matriz de 
usto M têm o propósito úni
o de orientara 
onstrução da árvore geradora ini
ial não tendo nenhum signi�
ado 
lássi
o asso
i-ado à modelagem de redes por meio de grafos, tais 
omo distân
ia entre terminais,
usto de transmissão ou latên
ia do enla
e. A de�nição do problema MBV feita por



5.2. Algoritmo de Refinamento Iterativo para o MBV 39Gargano et al. [2002℄ não exige que a árvore geradora T 
om mínimo de vérti
es bran
hpossua também 
usto mínimo; portanto, qualquer que seja o 
usto da árvore �nal, ainformação que interessa ao problema é a topologia dessa árvore geradora.De posse da solução ini
ial, o algoritmo opera fazendo 
om que a árvore geradoraatual mova-se em direção à uma árvore geradora 
uja topologia favoreça a eliminaçãode vérti
es bran
h. Tal movimento é mapeado 
omo uma modi�
ação de topologia daárvore geradora realizada por meio da eliminação de um ar
o in
idente à um vérti
ebran
h em T seguido pela substituição desse ar
o por outro ar
o de G′ que 
ause omenor impa
to possível na formação de vérti
es bran
h em T .Isso impli
a que nem sempre um vérti
e bran
h é eliminado de T de uma iteraçãopara a outra, pois o algoritmo apenas assegura que, entre uma iteração e outra, umar
o seja eliminado da árvore sendo substituído por outro ar
o mais `vantajoso' dea
ordo 
om a função de bla
klisting que será apresentada na Seção 5.3. Dependendodo grau de um dado vérti
e bran
h v, várias iterações poderão o
orrer para reduzir ograu de v à δ(v) ≤ 2, 
onsiderando a existên
ia de ar
os 
andidatos `vantajosos' paraas substituições.A apli
ação de penalidades do algoritmo de re�namento iterativo proposto para oproblema MBV difere das abordagens de penalização de ar
os empregadas para o pro-blema de en
ontrar árvores geradoras 
om restrição de grau (Seção 4.2.1) e assemelha-se
om a abordagem de penalização empregada para o problema de en
ontrar árvores ge-radoras 
om restrição de diâmetro (Seção 4.2.2). Ao invés de penalizar um ar
o atravésdo in
remento de seu peso w para desen
orajá-lo a reapare
er na solução da próximaiteração, o algoritmo de re�namento iterativo para o MBV permuta o peso wc do ar
o
ec ∈ T que será eliminado da árvore 
om o peso wr do ar
o er 6∈ T, er ∈ G que irásubstituir ec em T , realizando uma tro
a explí
ita de ar
os na árvore geradora.Com isso a árvore geradora que resulta da próxima iteração do algoritmo é 
ons-truída a partir de uma substituição de ar
o na árvore geradora da iteração atual, deforma que uma solução não é 
ompletamente re
onstruída a partir de G′. Denomi-naremos o ar
o ec ∈ T a ser removido da árvore de ar
o de 
orte (do inglês, 
uttingedge), uma vez que sua eliminação de T 
ria um 
orte na árvore que separa os vérti
es
v ∈ V em dois sub-
onjuntos disjuntos de vérti
es (S e S ′) e a árvore geradora emdois 
omponentes 
onexos disjuntos (T1 e T2). Por sua vez, o ar
o er 6∈ T, er ∈ G quesubstitui ec em T e re
one
ta T1 e T2 formando um úni
o 
omponente 
onexo T serádenominado ar
o de substituição (do inglês, repla
ement edge).Por �m, a estratégia de substituição de ar
os em T usada pelo algoritmo de re�-namento iterativo persiste até que não existam mais es
olhas `vantajosas' para substi-tuição de ar
os de 
orte por ar
os de substituição. Nesse 
aso nenhuma substituição



40 Capítulo 5. Algoritmo IR para o Problema MBVmelhora a topologia da árvore de forma que o algoritmo pára, retornando a árvoregeradora 
omputada na última iteração 
omo solução para o problema.O algoritmo de re�namento iterativo para o problema MBV é formalizado na lista-gem em pseudo-
ódigo apresentada no Algoritmo 8.Algoritmo 8 Pseudo-
ódigo do algoritmo de re�namento iterativo para o MBV1: pro
edure MBV-ITERATIVE-REFINEMENT-ALGORITHM(G = (V,E))2: G′ ← AssignRandomWeights(G)3: T ← Cal
ulateMinimumSpanningTree(G′);4: Tbest ← T5: repeat6: ThereWasEx
hange ← false7: Lcut ← CreateCuttingList(T)8: while ((ThereWasEx
hange 6= true) AND (Lcut 6= ∅)) do9: (u∗, v∗) ← Sele
tAr
FromCuttingList(Lcut)10: T ← T \ {(u∗, v∗)}11: Lcut ← Lcut \ { (u∗, v∗) }12: Lrep ← CreateRepla
ementListToCuttingAr
(T,G′, (u∗, v∗))13: (u′, v′) ← Sele
tAr
FromRepla
ementList(Lrep, T, (u∗, v∗))14: if (∃ (u′, v′)) then15: T ← T ∪ {(u′, v′)}16: ThereWasEx
hange ← true17: if (fitness(T) < fitness(Tbest)) then18: Tbest ← T19: end if20: else21: T ← T ∪ {(u∗, v∗)}22: end if23: end while24: until (ThereWasEx
hange = false)return Tbest25: end pro
edureOs 
onjuntos Lcut e Lrep denotam, respe
tivamente, o 
onjunto de ar
os de 
orteda iteração atual e o 
onjunto de ar
os de substituição poten
iais para o ar
o de
orte sele
ionado na iteração atual. A variável Tbest guarda a topologia da árvore
omputada 
om a menor quantidade de vérti
es bran
h. Ini
ialmente Tbest 
orrespondeà árvore geradora mínima T ; no de
orrer do algoritmo ela é atualizada sempre que umamodi�
ação na árvore T resultar em uma solução 
om menor quantidade de vérti
esbran
h (linhas 17 à 19).O método AssignRandomWeights() (linha 2) transforma o grafoG = (V, E) 
onexo,não dire
ionado e não valorado em um grafo G′ valorado através da atribuição depeso w para 
ada um de seus ar
os. A partir do grafo G′ modi�
ado, uma árvoregeradora mínima é 
al
ulada pelo método Cal
ulateMinimumSpanningTree() (linha
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omo solução ini
ial do problema. Tal solução será re�nada pelospassos 
ontidos nas linhas 5 à 24.O re�namento prossegue da seguinte maneira. Primeiro, um 
onjunto Lcut é popu-lado 
om todos os ar
os eij ∈ T que in
idem à um vérti
e bran
h em T pelo métodoCreateCuttingList() (linha 7). A variável ThereWasEx
hange mar
a que nenhumasubstituição o
orreu na iteração atual. O método Sele
tAr
FromCuttingList() es-
olherá, dentre os ar
os eij ∈ Lcut, o ar
o (u∗, v∗) que 
ausa mais infrações na árvore
omo ar
o de 
orte (linha 9). A regra usada para determinar tal ar
o será detalhadana Seção 5.3; por ora assuma que a remoção de (u∗, v∗) é `vantajosa' para a árvore. Oar
o es
olhido é removido de T (linha 10) e do 
onjunto Lcut (linha 11).O método CreateRepla
ementListToCuttingAr
(), que re
ebe 
omo entrada ografo G′, a árvore T e o ar
o de 
orte (u∗, v∗), irá determinar o 
orte [S, S ′] formadopela remoção de (u∗, v∗) em T e populará o 
onjunto Lrep 
om todos os ar
os er ∈ G′,
er 6∈ T 
apazes de 
one
tar as sub-árvores T1 e T2 originadas do 
orte sem formar
i
los na árvore T (linha 12). Para 
ada es
olha de (u∗, v∗) haverá um 
onjunto Lrep
orrespondente.O método Sele
tAr
FromRepla
ementList() irá avaliar 
ada ar
o eij ∈ Lrep,veri�
ando quais 
orrespondem à es
olhas vantajosas visando a substituição doar
o de 
orte em T (linha 13). A melhor dessas es
olhas 
orresponderá aoar
o (u′, v′) sele
ionado. Existem duas situações de retorno para o métodoSele
tAr
FromRepla
ementList(): ou o método en
ontra ar
os de substituição van-tajosos e retorna o melhor deles, ou não existem ar
os de substituição que agregamvantagem à T se tro
ados pelo ar
o de 
orte.Se existir tal ar
o (u′, v′), então o ar
o de substituição (u′, v′) tomará o lugar de
(u∗, v∗) em T (linha 15). A variável ThereWasEx
hange sinalizará a substituição o
or-rida, en
errando o laço da linha 8 e, 
onsequentemente, a iteração atual.Entretando, podem existir 
asos onde nenhum dos ar
os eij ∈ Lrep trazem vantagensà topologia da árvore T 
onsiderando uma tro
a hipotéti
a entre eles e o ar
o de 
orte
(u∗, v∗). Nesse 
aso, a variável ThereWasEx
hange irá sinalizar que os passos 
ontidosno laço 
ompreendido entre as linhas 8 e 23 deverão ser repetidos. O ar
o (u∗, v∗) atualretorna para T (linha 21), e um novo ar
o de 
orte (u∗, v∗) é sa
ado de Lcut formandoum novo 
onjunto de 
andidatos Lrep que são poten
iais 
andidatos para substituiçãode (u∗, v∗) em T .O laço 
ompreendido entre as linhas 8 e 23 se repete até que o
orra uma substituiçãode um ar
o ec ∈ Lcut por um ar
o er ∈ Lrep ou não existam ar
os de substituição`vantajosos' em Lrep para todos os ar
os eij ∈ Lcut. Se o último 
aso o
orre, entãoo algoritmo não 
onsegue mais re�nar a solução e retornará a árvore geradora Tbest
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omputada 
omo solução para o problema.5.3 Políti
a de Substituição de Ar
osO texto da Seção 5.2 
ita por diversas vezes o termo ar
o `vantajoso'. Em termos doproblema MBV, 
onsideraremos 
omo ar
o `vantajoso' um ar
o er ∈ G′, er 6∈ T tal quesubstituir um ar
o infrator ec por er em T 
ausa ou uma redução no número de vérti
esbran
h de T , ou uma modi�
ação na topologia da árvore que reduz o grau de algumdos vérti
es bran
h de T .As próximas sub-seções apresentam medidas de 
ontribuição para a formação deinfrações na árvore geradora, e o método empregado para sele
ionar ar
os de 
orte ede substituição nos grafos T e G′, respe
tivamente.5.3.1 Contabilizando o Grau de Infração de um Ar
oO primeiro passo para identi�
ar ar
os `vantajosos' 
onsiste em 
omputar o nível de
ontribuição que a presença de um determinado ar
o e em T 
ausa (
aso seja umar
o de 
orte) ou 
ausaria (
aso seja um ar
o de substituição) na formação de vérti
esinfratores para a solução 
orrespondente do problema MBV. Entende-se por infraçãoa presença de vérti
es v ∈ T, δ(v) ≥ 3.Seja branch : V → {0, 1} uma função de�nida por
branch(v) =

{

1 se δ(v) ≥ 3

0 se δ(v) < 3
(5.1)Dado um ar
o eij que in
ide nos vérti
es i, j ∈ V , duas medidas determinam a
ontribuição de eij para a formação de vérti
es infratores da árvore T , a saber:

• αij: quantidade de vérti
es v extremos do ar
o eij que possuem δ(v) ≥ 3, ou seja,o número de vérti
es bran
h que eij in
ide. Pode assumir os valores 0, 1 ou 2, eé 
al
ulado por
αij =

∑

v∈{i,j}

branch(v) (5.2)
• σij : soma dos graus dos vérti
es i e j que o ar
o eij in
ide, des
onsiderando opróprio ar
o eij . Tal medida servirá para forne
er uma noção de densidade de
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os desses vérti
es, e é dada por
σij =





∑

v∈{i,j}

δ(v)



− 2 (5.3)Tais medidas são a base de fun
ionamento dos algoritmos de seleção detalhados nasSeções 5.3.2 e 5.3.3 para a es
olha de bons ar
os 
andidatos à ar
o de 
orte e de bonsar
os 
andidatos à ar
o de substituição.A Figura 5.1 ilustra um grafoG = (V, E) e uma possível árvore geradora T = (V, E ′)de G. Os valores de αij e σij de todos os ar
os (i, j) ∈ T são dados na Tabela 5.1.

Figura 5.1. Medidas de infração de um ar
o (i, j) na árvore geradora T

Tabela 5.1. Valores de αij e σi,j para os ar
os eij ∈ T

i j δ(i) δ(j) δ(i) + δ(j) αij σij1 10 1 3 4 1 22 10 1 3 4 1 23 9 3 2 5 1 33 8 3 1 4 1 23 7 3 3 6 2 44 7 1 3 4 1 25 6 1 2 3 0 16 7 2 3 5 1 39 10 2 3 5 1 3
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laramente pela Tabela 5.1 que ar
os (i, j) que possuem valores mais altosde αij e σij são os ar
os que mais 
ontribuem para a formação de vérti
es bran
h emuma árvore geradora T . No 
aso espe
í�
o da árvore T apresentada na Figura 5.1,esses ar
os 
orrespondem aos ar
os (3, 9), (6, 7), (9, 10) e (3, 7), sendo (3, 7) o ar
omais prejudi
ial de todos pois in
ide em 2 vérti
es bran
h (de fato, α3,7 = 2).De maneira similar, ar
os (i, j) que possuem os menores valores de αij e σi,j são osque menos 
ontribuem para a formação de vérti
es bran
h na árvore geradora T . Noexemplo anterior, (1, 10), (2, 10), (3, 8), (4, 7) e (5, 6) são ar
os que menos in�uen
iama formação de vérti
es bran
h. O ar
o (5, 6) é o ar
o mais desejável de ser mantido naárvore geradora, pois não in
ide em vérti
es bran
h e 
ontribui pou
o para que seusvérti
es extremos tornem-se bran
h: δT (5) = 1 e δT (6) = 2Os resultados dessa observação foram apli
ados no projeto dos algoritmos de seleçãode `bons' ar
os de 
orte e de `bons' ar
os de substituição, apresentados nas próximassub-seções. Como tais métodos 
onsistem no 
oração do algoritmo de re�namentoiterativo proposto para o problema MBV, podemos dizer que tal algoritmo é umaheurísti
a que `a
redita' ser 
apaz de melhorar a qualidade de uma solução para oproblema MBV orientando a substituição iterativa do ar
o ec ∈ T 
om maior valor de
α e σ pelo ar
o er ∈ G′, er 6∈ T que, se inserido em T no lugar de ec, apresentará omenor valor de α e σ.5.3.2 Algoritmo de Seleção do Ar
o de CorteA Sub-seção 5.3.1 apresentou a maneira que o algoritmo 
omputa o grau de infraçãoque um dado ar
o (i, j) exer
e sobre uma árvore geradora T . Devido às observaçõesfeitas sobre as medidas αij e σi,j, sabemos que `bons' ar
os de 
orte são aqueles quein
idem à muitos vérti
es infratores. Podemos formalizar que `bons' 
andidatos à ar
ode 
orte são os ar
os eij ∈ T 
om os maiores valores de αij seguido pelos maiores valoresde σij .O método Sele
tAr
FromCuttingList() opera sobre o 
onjunto Lcut, formado portodos os ar
os e ∈ T que in
idem à pelo menos um vérti
e bran
h de T . A 
onstruçãode Lcut é formalizada no pseudo-
ódigo do Algoritmo 9. A notação δT (v) refere-se aograu do vérti
e v ∈ T .O algoritmo de seleção do ar
o de 
orte varre o 
onjunto Lcut, 
al
ulando os valoresde α e σ de todos os ar
os eij ∈ Lcut e retornando o ar
o ec ∈ Lcut que possui o maiorvalor de α seguido pelo maior valor de σA listagem do Algoritmo 10 apresenta o pseudo-
ódigo para o métodoSele
tAr
FromCuttingList(). No 
ódigo, ec é uma variável que aponta para o me-lhor 
andidato à ar
o de 
orte. Tal variável é atualizada sempre que um ar
o 
om
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os 45Algoritmo 9 Pseudo-
ódigo para o método de 
onstrução de Lcut1: pro
edure CreateCuttingList(T )2: Lcut ← ∅3: for (∀ eij ∈ T ) do4: if ((δT (i) ≥ 3) OR δT (j) ≥ 3)) then5: Lcut ← Lcut ∪ {eij}6: end if7: end forreturn Lcut8: end pro
eduremaior valor de α 
onhe
ido for en
ontrado, ou quando houverem empates em α 
omdiferentes medidas de σ.Algoritmo 10 Pseudo-
ódigo para o método de seleção do ar
o de 
orte1: pro
edure Sele
tAr
FromCuttingList(Lcut)2: αc ← 03: σc ← 04: ec ← NULL5: for (∀ eij ∈ Lcut) do6: αij ← Cal
ulateAlpha(eij)7: σij ← Cal
ulateSigma(eij)8: if (αij > αc) then9: αc ← αij10: σc ← σij11: ec ← eij12: else13: if ((αij = αc) AND (σij > σc)) then14: αc ← αij15: σc ← σij16: ec ← eij17: end if18: end if19: end forreturn ec20: end pro
edureO valor de σ é importante para 
asos onde o
orrem empates na es
olha do melhorar
o de 
orte da iteração. Suponha existirem múltiplos ar
os e ∈ Lcut 
om o valormáximo admitido para α, isto é, 2. A remoção de qualquer um desses ar
os 
ausaimpa
to positivo na tentativa de redução do número total de vérti
es bran
h da solu-ção e impa
ta diretamente na redução do grau de seus vérti
es extremos. Utilizar σ
omo 
ritério de desempate tem o efeito de priorizar a eliminação de vérti
es bran
h
om alta densidade de ar
os in
identes. Assim, sempre que o
orrer empate entre doisar
os 
andidatos à 
orte 
om relação ao valor de α, o valor de σ será 
onsiderado,
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endo 
omo es
olha o ar
o 
om maior σ, isto é, que in
ide em vérti
es `maisdensos'.A Figura 5.2 ilustra a es
olha do ar
o de 
orte para a árvore T da Figura 5.1. Nessaárvore geradora são 
andidatos à ar
o de 
orte os ar
os Lcut = { (1, 10), (2, 10), (3, 7),
(3, 8), (3, 9), (4, 7), (6, 7), (9, 10) }. De a
ordo 
om a Tabela 5.1, a melhor es
olha dear
o de 
orte para T é o ar
o (3, 7), 
om α3,7 = 2.

Figura 5.2. Árvore geradora T 
om o `ar
o de 
orte' (3, 7) em destaqueSua remoção de T 
ausa a separação dos vérti
es da árvore em dois sub-
onjuntosdisjuntos S = { 1, 2, 3, 8, 9, 10 } e S ′ = { 4, 5, 6, 7 }, assim 
omo a divide em dois
omponentes 
onexos T1 e T2. Se houver algum ar
o de substituição em G′ 
apaz de
one
tar as sub-árvores T1 e T2 em um úni
o 
omponente 
onexo sem formar 
i
los, eque ao mesmo tempo seja `vantajoso' (isto é, sua in
lusão em T 
ausa menos violaçõesdo que a árvore possui atualmente) então podemos reduzir o número de vérti
es bran
hda árvore. A próxima sub-seção detalhará 
omo tal melhoria pode ser feita.5.3.3 Algoritmo de Seleção do Ar
o de SubstituiçãoA sub-seção anterior tratou sobre 
omo fazer uma boa es
olha de ar
o de 
orte na árvoregeradora T . A presente sub-seção irá 
omplementar o fun
ionamento do algoritmo dere�namento iterativo, expli
ando 
omo o
orre a tomada de de
isão sobre qual é oar
o de substituição que melhor substitui o ar
o de 
orte, 
onsiderando os 
andidatospossíveis.De a
ordo 
om a Seção 5.3.2, um bom ar
o de 
orte é de
idido através da es
olhado ar
o 
andidato 
om maior valor de α e σ, valores estes que orientam a dete
ção dosar
os que mais 
ontribuem para a formação de vérti
es bran
h. De maneira similar, umbom ar
o de substituição é aquele 
apaz de ligar o 
orte [S, S ′] formado pela remoçãodo ar
o ec de T que ainda não tenha sido inserido em T em uma iteração passada, eque 
ontribua para a redução do número de vérti
es bran
h de T .Ar
os 
andidatos à ar
o de substituição são guardados em um 
onjunto espe
ial,denominado Lrep. O 
onjunto Lrep 
ontém todos os ar
os eij ∈ G′, eij 6∈ T , eij 6= ectal que i ∈ S e j ∈ S ′, ou vi
e-versa. Tais 
ondições fazem 
om que ar
os 
andidatos
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a de Substituição de Ar
os 47à substituição sejam ar
os que, se inseridos em T , eliminam o 
orte [S, S ′] sem formar
i
los na árvore. A listagem do Algoritmo 11 apresenta um pseudo-
ódigo para a
onstrução de Lrep.Algoritmo 11 Pseudo-
ódigo para o método de 
onstrução de Lrep1: pro
edure CreateRepla
ementListToCuttingAr
(T , G′, (u∗, v∗))2: S ← {v ∈ T : v is rea
hed from u∗, v is not rea
hed from v∗ }3: S′ ← {v ∈ T : v is rea
hed from v∗, v is not rea
hed from u∗ }4: Lrep ← ∅5: for (∀ eij ∈ G′) do6: if (eij 6= eu∗v∗) then7: if (eij 6∈ T ) then8: if (i ∈ S, j 6∈ S) OR (i ∈ S′, j 6∈ S′) then9: Lrep ← Lrep ∪ {eij}10: end if11: end if12: end if13: end forreturn Lrep14: end pro
edureO ar
o de substituição é o ar
o er ∈ Lrep que, após ser inserido em T no lugarde ec, 
ausa o menor impa
to possível na formação de vérti
es bran
h em T . Assim,o algoritmo que sele
iona do ar
o de substituição er 
omputa os valores de α e σ de
ada ar
o 
andidato em eij ∈ Lrep supondo que ele estará substituindo ec na árvoregeradora T . O ar
o er es
olhido será aquele que, se inserido na árvore geradora T emsubstituição ao ar
o ec, admite o menor valor de α, seguido pelo menor valor de σ,respeitando αr ≤ αc.A listagem apresentada no Algoritmo 12 formaliza os passos para a de seleção doar
o de substituição er a partir da lista de 
andidatos Lrep.Embora o algoritmo de seleção do ar
o de substituição guarde semelhanças 
om oalgoritmo de seleção do ar
o de 
orte, existem diferenças fundamentais na forma de es-
olher tal ar
o. Em primeiro lugar, as variáveis αij e σij são 
omputadas 
onsiderando-se o ar
o eij inserido em T (linhas 8 e 11). O laço 
ompreendido entre as linhas 7 e23 realiza a varredura sobre os ar
os eij ∈ Lrep para determinar qual deles é o ar
o er
om menor valor de α e σ.Mesmo que exista um ar
o er ∈ Lrep, nem sempre ele é retornado 
omo ar
o desubstituição para ec. Isso a
onte
e porque um ar
o de substituição tem que trazeralguma melhoria na topologia da árvore T . Entende-se por melhoria 
omo a reduçãode um vérti
e bran
h de T ou a redução no grau de algum dos vérti
es bran
h da árvore.Se porventura o ar
o er en
ontrado de Lrep não possuir valores de α e σ `melhores' do
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ódigo para o método de seleção do ar
o de substituição1: pro
edure Sele
tAr
FromRepla
ementList(Lrep, T , ec)2: αc ← Cal
ulateAlpha(ec)3: σc ← Cal
ulateSigma(ec)4: αr ←∞5: σr ←∞6: er ← NULL7: for (∀ eij ∈ Lrep) do8: T ← T ∪ {eij}9: αij ← Cal
ulateAlpha(eij)10: σij ← Cal
ulateSigma(eij)11: T ← T \ {eij}12: if (αij < αr) then13: αr ← αij14: σr ← σij15: er ← eij16: else17: if ((αij = αr) AND (σij < σr)) then18: αr ← αij19: σr ← σij20: er ← eij21: end if22: end if23: end for24: if (αr < αc) then25: return er26: else27: if ((αr = αc) AND (σr < σc)) then28: return er29: else30: return NULL31: end if32: end if33: end pro
edureque o ar
o ec, então substituí-lo em T no lugar de ec não traz vantagens para a topologiada solução. Tal veri�
ação é feita no 
ódigo 
ompreendido entre as linhas 24 e 32.Note que se nenhum ar
o er é retornado, é porque para o ar
o ec atual não existesubstituição vantajosa. Nesse 
aso, o algoritmo de re�namento iterativo deverá sa
aroutro ar
o de 
orte de Lcut, repetindo o pro
esso de 
riar Lrep e determinar um ar
o ervantajoso para a substituição do novo ar
o ec. Se Lcut = ∅, então não existe nenhumasubstituição vantajosa na árvore, e o algoritmo en
erra 
onforme des
rito na Seção 5.2.Segue um exemplo ilustrativo de fun
ionamento do algoritmo de seleção do ar
o desubstituição. Considere a Figura 5.3, 
om o ar
o de 
orte ec = (3, 7) desta
ado em (a).A eliminação do ar
o (3, 7) de T 
ausa o efeito de 
riar o 
orte [S, S ′] e separar T em
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T1 e T2, 
onforme ilustra (
), 
om S = { 1, 2, 3, 8, 9, 10 } e S ′ = { 4, 5, 6, 7 }. Paraunir novamente T1 e T2 em um úni
o 
omponente 
onexo T , devemos 
onstruir a listade 
andidatos Lrep 
apazes de unir os 
omponentes disjuntos sem 
riar 
i
los em T .Respeitando as 
ondições que permitem um dado ar
o eij fazer parte dessa lista,e 
onsiderando todos ar
os de G′ ilustrados em (b), teremos Lrep = { (3, 4), (6, 8),
(7, 8) }. A Figura (d) mostra 
laramente que esses ar
os são a úni
a possibilidade dere
one
tar T1 e T2.O próximo passos é varrer Lrep a �m de determinar se existe algum ar
o de substi-tuição `vantajoso' er tal que o
orra alguma melhoria na topologia de T se inserirmoso ar
o er no lugar do ar
o er. As Figuras (e), (f) e (g) ilustram 
ada possibilidade de
onexão dos ar
os eij ∈ Lrep em T . Usando-as, obtemos as seguintes informações sobreos valores de α e σ dos ar
os 
andidatos, dados pela Tabela 5.2:Tabela 5.2. Valores de αij e σi,j para os ar
os eij ∈ Lrep

i j δ(i) δ(j) δ(i) + δ(j) αij σij3 4 3 2 5 1 36 8 3 2 5 1 37 8 3 2 5 1 3
Pela tabela, todos os ar
os de substituição possuem os mesmos valores de α e σ.Tomaremos er = (3, 4). Uma vez determinado er, veri�
a-se se sua substituição por ectraz vantagens à T , 
omparando os valores de α e σ. Como α3,4 = 1 < α3,7 = 2, então

er é vantajoso e será inserido em T , resultando na árvore geradora ilustrada em (e).A situação ilustrada resultou na redução do número de vérti
es bran
h de T , logoestá 
laro que a substituição do ar
o (3, 7) pelo ar
o (3, 4) trouxe vantagens para T .Entretando, existem 
asos onde nem sempre é possível reduzir o número de vérti
esbran
h em uma úni
a iteração. Na práti
a, o algoritmo pode empregar um esforço demuitas iterações para reduzir o número de vérti
es infratores, já que 
ada iteração podeeliminar, no melhor 
aso, 2 infrações.
5.4 Exemplo de exe
ução passo-à-passoO objetivo dessa seção é mostrar a exe
ução passo à passo de uma instân
ia simplesdo problema da árvore geradora 
om número mínimo de vérti
es bran
h, que pode serresolvido em pou
as iterações.
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Figura 5.3. Pro
esso de determinação de um `ar
o de substituição' em T

5.4.0.1 Iteração 1Seja G um grafo 
onexo, não dire
ionado e não valorado apresentado na Figura 5.4 (a).Suponha que a atribuição aleatória de pesos aos ar
os de G transformaram-no em umgrafo valorado G′, 
uja árvore geradora mínima T 
orresponde à Figura (b).Note que T possui 2 vérti
es bran
h: o vérti
e 6 e o vérti
e 9. À 
ada iteração, oalgoritmo per
orre os ar
os de T que in
idem em vérti
es bran
h e insere-os na lista
Lcut. Para a árvore apresentada em (b), temos Lcut = { (6, 4), (6, 5), (6, 7), (9, 2), (9, 7),
(9, 8) }, 
om [α6,4 = 1, σ6,4 = 3℄; [α6,5 = 1, σ6,5 = 2℄; [α6,7 = 1, σ6,7 = 3℄; [α9,2 = 1,
σ9,2 = 3℄; [α9,7 = 1, σ9,7 = 3℄; [α9,8 = 1, σ9,8 = 2℄. Como o
orreu empate nos valores
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Figura 5.4. Resolvendo G pelo algoritmo IR: iteração 1de α e σ, es
olhemos o primeiro que apare
eu 
om os maiores valores de α e σ, isto é
ec = (6, 4).O ar
o de 
orte (6, 4) é então removido de T (
), 
ausando um 
orte que separa o
onjunto de vérti
es de T em S = { 1, 2, 5, 6, 7, 8, 9 } e S ′ = { 3, 4 }. O próximopasso 
onsiste em es
olher um ar
o de substituição para ec; 
onstruíremos o 
onjuntode 
andidatos Lrep. Levando em 
onta que Lrep deve 
onter os ar
os que 
one
tam osar
os do 
orte [S, S ′] sem formar 
i
los, então teremos Lrep = { (2, 3), (3, 6), (3, 8),
(4, 5) }.O algoritmo es
olhe er ∈ Lrep 
onsiderando o ar
o 
om menores valores de α e σ.Temos que [α2,3 = 1, σ2,3 = 3℄; [α3,6 = 1, σ3,6 = 3℄; [α3,8 = 0, σ3,8 = 2℄; [α4,5 = 0,
σ4,5 = 2℄, de onde os ar
os (3, 8) e (4, 5) substituem o ar
o (6, 4) reduzindo o númerode infrações na árvore T . Como o
orreu empate, tomaremos o primeiro, ou seja,
er = (3, 8). A substituição de er por ec transforma T na árvore ilustrada em (d).5.4.0.2 Iteração 2A próxima iteração é ilustrada na Figura 5.5. Partindo da árvore geradora apresentadaem (b), temos que ainda resta o vérti
e 9 
omo vérti
e bran
h em T , o re
ál
ulo de Lcutresulta em Lcut = {(9, 2), (9, 7), (9, 8)}, 
om [α9,2 = 1, σ9,2 = 3℄; [α9,7 = 1, σ9,7 = 3℄;[α9,8 = 1, σ9,8 = 3℄.Como o
orreu empate em α e σ entre os ar
os de Lcut, tomaremos o primeiro,
ec = (9, 2). Eliminar ec de T 
ria o 
orte S = { 1, 2 } e S ′ = { 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 },ilustrado em (
). Os ar
os 
apazes de ligar o ar
o [S, S ′] sem formar 
i
los são Lrep = {

(1, 9), (2, 3) } 
om [α1,9 = 1, σ1,9 = 3℄; [α2,3 = 1, σ2,3 = 3℄. Pela o
orrên
ia do empatetomaremos o primeiro, (1, 9).
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Figura 5.5. Resolvendo G pelo algoritmo IR: iteração 2Note, entretanto, que α1,9 = 1, α9,2 = 1, σ1,9 = 3 e σ9,2 = 3; logo não existevantagem alguma substituir o ar
o ec = (9, 2) pelo ar
o er = (1, 9) pois 
ontinuaremostendo 1 vérti
e bran
h na árvore, e a substituição não reduz a densidade de ar
os dovérti
e 9. Para esse ar
o de 
orte, não existem ar
os de substituição vantajosos.O algoritmo aborta a substituição e tenta novamente, dessa vez 
om outro ar
o de
orte tomado de Lcut = {(9, 7), (9, 8)}. Note que o ar
o (9, 2) 6∈ Lcut, pois foi retiradodesse 
onjunto no iní
io da iteração 2. Dos ar
os que restam em Lcut, tomaremos oar
o (9, 7) devido ao empate em α e σ. Assim, o novo ar
o de 
orte da iteração será
ec = (9, 7) ilustrado na Figura (d).Remover o ar
o (9, 7) da árvore resulta no 
orte formado pelos 
onjuntos S = {1, 2, 3, 4, 8, 9 } e S ′ = { 5, 6, 7 }, portanto Lrep = { (3, 6), (4, 6), (4, 5), (7, 8) }
om [α3,6 = 2, σ3,6 = 4℄; [α4,5 = 0, σ4,5 = 2℄; [α4,6 = 1, σ4,6 = 3℄; [α7,8 = 1, σ7,8 = 3℄
onforme ilustra a Figura (e). Portanto, o melhor 
andidato para ar
o de substituiçãoé o ar
o er = (4, 5). Inserir o ar
o (4, 5) no lugar do ar
o (9, 7) elimina um vérti
einfrator de T , resultando no 
aminho hamiltoniano apresentado na Figura (f).5.4.0.3 Iteração 3A ter
eira iteração 
omeça 
om a árvore geradora sem nenhum vérti
e infrator. Comisso, Lcut = ∅ e não existem mais ar
os de 
orte para substituição na árvore. O
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ução passo-à-passo 53algoritmo en
erra, retornando a árvore ilustrada na Figura 5.5 (
) 
omo solução paraessa instân
ia.Embora no 
aso ilustrado tenha resultado em uma solução ótima para o problema,não existe garantia de otimalidade no método, pois a qualidade da solução re�nadadepende da solução ini
ial obtida através do uso do método de Kruskal no iní
io doalgoritmo. Espera-se, 
om isso, obter soluções sub-ótimas para a maioria dos 
asos.5.4.0.4 Um exemplo mais 
omplexoA seguir, um exemplo de exe
ução do algoritmo em um grafo 
om n = 50, m = 188 
ujasolução foi re�nada pelo algoritmo implementado. Vérti
es em destaque são vérti
es
v ∈ T : δ(v) ≥ 3.A Figura 5.6 mostra 12 iterações do algoritmo de re�namento iterativo que, partindode uma solução ini
ial 
om 13 vérti
es, 
onseguiu 
hegar à uma solução �nal que é um
aminho hamiltoniano.Ex
eto da iteração 5 para 6, que eliminou 2 vérti
es bran
h de uma só vez, as demaisiterações 
onseguiram reduzir 1 infração por iteração.
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Figura 5.6. Resolvendo uma instân
ia n = 50, m = 188 pelo IR em 12 iterações



Capítulo 6Resultados ExperimentaisOs experimentos des
ritos nesse 
apítulo visam 
riar um 
enário de 
omparação deresultados para diferentes heurísti
as 
apazes de resolver o problema da árvore gera-dora 
om número mínimo de vérti
es bran
h. Para tal são utilizados seis 
onjuntos deinstân
ias onde os métodos EWS e NCH de Cerulli et al. [2009℄ e o método IR desen-volvido nesta dissertação serão apli
ados. As próximas seções des
revem o ambienteonde os algoritmos implementados serão exe
utados, os 
onjuntos de instân
ias usados,e os resultados experimentais que de
orrem da apli
ação dos três métodos 
omentados.6.1 AmbienteOs algoritmos des
ritos nas Seções 3.2.1, 3.2.2 e 5.2 foram implementados para permi-tir a 
omparação entre a qualidade dos resultados retornados por 
ada um deles sobreum 
onjunto de instân
ias determinado. Todos esses algoritmos foram implementadosem ANSI C++ (S
hildt [1998℄) utilizando as bibliote
as STL (do inglês, Standard Tem-plate Library) (Weidl e Jazayeri [1996℄) disponíveis para a linguagem, e exe
utados emambiente Linux version 2.6.27 -14- generi
 (buildd�vernadsky) (g

 version4.3.2 (Ubuntu 4.3.2-1ubuntu11) ) rodando em uma máquina Intel(R) Core(TM)2CPU T5500 1.66GHz 
om 2048 KB de memória 
a
he e 1 GB de memória RAM.6.2 Ferramentas Computa
ionais6.2.1 Apli
ativo mbv-solver.binA implementação e�
iente dos métodos 
itados, e do 
ál
ulo da árvore geradora mínimaque representa a solução ini
ial para o método IR utilizaram uma estrutura de dadose�
iente para representar 
onjuntos disjuntos denominada union-�nd data stru
tures.55



56 Capítulo 6. Resultados ExperimentaisTais estruturas permitem geren
iar e�
ientemente a operação de união entre 
onjuntosdisjuntos, assim 
omo veri�
ar a pertinên
ia de um dado vérti
e em um 
onjunto dis-junto. Foi empregada prin
ipalmente para veri�
ar ar
os que ligam um 
orte [S, S ′] noalgoritmo IR, e para veri�
ar se os vérti
es u∗ e v∗ perten
em à diferentes 
omponentes
onexos nos métodos EWS e NCH. Detalhes sobre a implementação e�
iente e análisede 
omplexidade de estruturas union-�nd podem ser en
ontradas em Cormen et al.[2001℄ e Ahuja et al. [1993℄.Os algoritmos foram integrados em um apli
ativo linha de 
omando que re
ebegrafos por meio de arquivos de entrada no formato DIMACS (ver adiante), e permiteregistrar os resultados de tempo e qualidade em arquivo de saída textual e árvoregeradora solução no formato .dot (Koutso�os et al. [1991℄). A sintaxe do apli
ativombv-solver.bin é dada na Figura 6.1:mbv-solver.bin <metodo> <seed> <entrada> <saida>entrada: arquivo de entrada no formato NETGENsaida : arquivo de saida no formato DOTmetodos:0: Cerulli, Gentili, Iossa: estratégia de pesos nos ar
os1: Cerulli, Gentili, Iossa: estratégia de 
oloração de vérti
es2: Silva : refinamento iterativoFigura 6.1. Sintaxe do solver implementado para o problema MBVApós a exe
ução da apli
ação, dois arquivos de saída são gerados 
ontendo infor-mações sobre o resultado. O primeiro deles, 
om extensão .out, 
ontém um resumoda exe
ução no formato textual ilustrado pela Figura 6.2.alb1000.txt 1000 1998 24218 23.7975 73 NCHFigura 6.2. Formato de saída de uma exe
ução do apli
ativo mbv-solver.binA primeira 
oluna 
ontém o nome da instân
ia exe
utada, a segunda 
oluna onúmero de vérti
es do grafo 
orrespondente, a ter
eira 
oluna 
ontém o número dear
os desse grafo, a quarta 
oluna 
ontém a semente informada pelo usuário, a quinta
oluna 
ontém o tempo de exe
ução da instân
ia em segundos, a sexta 
oluna 
ontém ovalor da função objetivo en
ontrada para essa instân
ia em número de vérti
es bran
he, por �m, a sétima 
oluna indi
a qual algoritmo foi utilizado para resolver a instân
ia:EWS, NCH ou IR. O arquivo não 
ontém 
abeçalho para fa
ilitar a 
on
atenação deresultados obtidos sobre várias exe
uções em um úni
o arquivo de resumo.
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ionais 57O outro arquivo 
ontém o grafo resultante da exe
ução, isto é, a árvore geradora
om a menor quantidade de vérti
es bran
h que foi possível 
omputar por 
ada um dostrês algoritmos, armazenada no formato .dot. Tal formato permite des
rever grafostextualmente, indi
ando os vérti
es e ar
os do grafo e determinando propriedades tais
omo 
or, tamanho e disposição dos 
ada vérti
e do grafo. A Figura 6.3 apresenta umexemplo de um arquivo no formato .dot 
om as estruturas mínimas des
ritas.graph Grafo {1 -- 41 -- 171 -- 162 -- 202 -- 52 -- 83 -- 154 -- 84 -- 54 -- 95 -- 106 -- 186 -- 176 -- 167 -- 198 -- 128 -- 198 -- 169 -- 310 -- 710 -- 410 -- 1411 -- 1712 -- 1412 -- 1813 -- 913 -- 1514 -- 1314 -- 314 -- 1015 -- 1116 -- 116 -- 217 -- 617 -- 717 -- 1918 -- 519 -- 1619 -- 419 -- 5} Figura 6.3. Exemplo de saída da apli
ação mbv-solver.bin no formato .dotA apli
ação foi implementada de a
ordo 
om o paradigma de orientação à obje-tos. Segue uma breve expli
ação sobre 
ada uma das 
lasses e arquivos envolvidos naimplementação:
• grafo.h, grafo.
pp: implementam a 
lasse abstrata que de�ne as prin
ipais



58 Capítulo 6. Resultados Experimentaisinterfa
es que um objeto do tipo grafo devem forne
er para uso dessa estruturade dados, tais 
omo inserir e remover ar
os, obter o número de vérti
es e ar
osdo grafo, retornar o peso de um ar
o, retornar o grau de um vérti
e e a lista deadja
ên
ia de um dado vérti
e informado.
• mgrafo.h, mgrafo.
pp: 
lasse derivada da implementação abstrata de grafo degrafo.h que de�ne um grafo através de uma matriz de adja
ên
ia. Implementaos métodos 
omentados usando uma matriz 
omo estrutura de dados para arma-zenamento dos ar
os e pesos asso
iados.
• union-find.h, union-find.
pp: implementam a estrutura de dados de 
on-junto disjunto por meio de uma árvore, seguindo a des
rição em Cormen et al.[2001℄.
• mbv-io.h, mbv-io.
pp: implementa a 
lasse 
apaz de geren
iar a entrada esaída de dados da apli
ação. Possui interfa
es para ler grafos de entrada dearquivos nos formato .txt e NETGEN e transformar essa entrada em objetosgrafos, assim 
omo interfa
es para transformar grafos em arquivos de saída nosformatos .txt e .dot.
• mbv-weight.h, mbv-weight.
pp: implementa o algoritmo de ponderação de ar-
os de Cerulli et al. [2009℄.
• mbv-
olor.h, mbv-
olor.
pp: implementa o algoritmo de 
oloração de vérti
esde Cerulli et al. [2009℄.
• mbv-iterative.h, mbv-iterative.
pp: implementa o algoritmo de re�na-mento iterativo proposto nessa dissertação para o problema da árvore geradora
om número mínimo de vérti
es bran
h.
• mbv-solver.
pp: implementa a apli
ação que une os três algoritmos e os exe
utade a
ordo 
om a sintaxe de entrada.6.2.2 S
riptsAlém da apli
ação, foram 
riados diversos s
ripts para auxiliar o pro
essamento dasdiversas instân
ias testadas nesse trabalho. Tais s
ripts foram es
ritos em shell s
ript(Cooper [2002℄) e linguagem R (R Development Core Team [2006℄), uma linguagemque permite fazer análises estatísti
as sobre dados. Seguem uma breve des
rição dessess
ripts:
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• 
reate_ben
hmark.sh: 
ria instân
ias pelo gerador NETGEN usando valores dereferên
ia para o número de vérti
es da rede e a densidade de ar
os espe
i�
ada.
• run_
erulli.sh: exe
uta todas as instân
ias empregando os algoritmos EWS eNCH de Cerulli et al. [2009℄. Cada instân
ia é exe
utada uma úni
a vez, e seusresultados são agrupados em um arquivo de resumo que fa
ilita o pro
essamentopor planilhas eletr�ni
as e apli
ativos estatísti
os.
• run_ir2.sh: exe
uta todas as instân
ias do ben
hmark usando o algoritmo dere�namento iterativo. Como a atribuição de pesos do grafo G é aleatória, 
adainstân
ia é exe
utada por 100 vezes, agrupando os resultados obtidos em 
adaexe
ução em um arquivo de resumo que fa
ilita seu pro
essamento pelo s
riptes
rito em R.
• run_statisti
s.sh, run_time.sh: 
riam automati
amente s
ripts em lingua-gem R para pro
essar os arquivos de resumo gerados pelo algoritmo IR.
• s
ript.r: Obtém a estatísti
a des
ritiva da população (valores mínimos e má-ximos, média aritméti
a, mediana, primeiro e ter
eiro quartis, desvio padrão evariân
ia) para os tempos de exe
ução e função objetivo. Cada população 
or-responde à uma instân
ia, sendo 
omposta por 100 observações que advém de
ada exe
ução da mesma instân
ia. Gera histogramas de frequên
ia que indi
amvisualmente a probabilidade do algoritmo IR en
ontrar bons resultados para 
adainstân
ia.6.2.3 Gerador NETGEN de Klingman, Napier e StutzAlguns dos 
onjuntos de instân
ias utilizados nessa dissertação para 
omparação deresultados entre as diferentes heurísti
as implementadas foram 
riados aleatoriamente
om uso do gerador de problemas de �uxo em rede NETGEN (Klingman et al. [1974℄),obtido do publi
 ftp do DIMACS 1. Tal gerador é distribuído sobre a forma de duasimplementações, em linguagem C e Fortran. O NETGEN 
onstrói grafos para proble-mas de �uxo de rede usando 
omo entrada um arquivo que espe
i�
a o valores e limitesdos parâmetros de entrada, um por linha, de a
ordo 
om o formato da Tabela 6.1.Se redire
ionada para arquivo, a saída do NETGEN 
onsistirá em um grafo valorado
om 
apa
idade nos ar
os representado de maneira textual no formato utilizado nosDIMACS Challenges do Center for Dis
rete Mathemati
s and Theoreti
al ComputerS
ien
e. Este 
onsiste em um arquivo formato texto onde 
ada uma das linhas do1ftp://dima
s.rutgers.edu/pub/netflow/



60 Capítulo 6. Resultados ExperimentaisTabela 6.1. Parâmetros do NETGEN para os arquivos de entrada, obtidosdiretamente de seu 
ódigo-fonte# Parâmetro Des
rição1 SEED Random numbers seed2 PROBLEM Problem number3 NODES Number of nodes4 SOURCES Number of sour
es (in
luding transshipment)5 SINKS Number of sinks (in
luding transshipment)6 DENSITY Number of (requested) ar
s7 MINCOST Minimum 
ost of ar
s8 MAXCOST Maximum 
ost of ar
s9 SUPPLY Total supply10 TSOURCES Transshipment sour
es11 TSINKS Transshipment sinks12 HICOST Per
ent of skeleton ar
s given maximum 
ost13 CAPACITED Per
ent of ar
s to be 
apa
itated14 MINCAP Minimum 
apa
ity for 
apa
itated ar
s15 MAXCAP Maximum 
apa
ity for 
apa
itated ar
sarquivo de saída tem um propósito, que pode ser determinado pelo 
ara
ter mar
ador
ontido no iní
io de 
ada linha. Os mar
adores são:
• 
: Linha de 
omentário. Usada para 
omentar informações do arquivo de saída;
• p: Linha que indi
a o problema (se é de minimização ou maximização), assim
omo o número de nós e ar
os 
ontidos no arquivo de saída;
• n: Mar
am os vérti
es de oferta e demanda. O primeiro número 
onsiste novérti
e, e o segundo número 
orresponde ao valor de oferta/demanda 
orrespon-dente;
• a: Linha que determina um ar
o no grafo. Os dois primeiros números indi
amos vérti
es que formam o ar
o; o ter
eito número indi
a o peso/
usto do ar
o, eos dois últimos números indi
am a 
apa
idade mínima e máxima do ar
o.As Figuras 6.4 e 6.5 a seguir trazem um exemplo de saída para um dado arquivode entrada do NETGEN:
 NETGEN flow network generator (C version)
 Problem 1 input parameters
 ---------------------------
 Random seed: 12345
 Number of nodes: 10
 Sour
e nodes: 1
 Sink nodes: 1
 Number of ar
s: 30Figura 6.4. Formato de saída do apli
ativo NETGEN
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 Minimum ar
 
ost: 15
 Maximum ar
 
ost: 25
 Total supply: 1
 Transshipment -
 Sour
es: 0
 Sinks: 0
 Skeleton ar
s -
 With max 
ost: 1%
 Capa
itated: 1%
 Minimum ar
 
apa
ity: 1
 Maximum ar
 
apa
ity: 3

 *** Minimum 
ost flow ***
p min 10 30n 1 1n 10 -1a 1 2 0 1 17a 1 3 0 1 16a 1 8 0 1 21a 1 4 0 1 16a 2 9 0 1 23a 2 10 0 1 20a 2 3 0 1 19...a 7 3 0 1 17a 8 5 0 1 22a 8 4 0 1 19a 8 7 0 1 18a 9 6 0 1 16a 9 5 0 1 23a 9 8 0 1 25Figura 6.5. Formato de saída do apli
ativo NETGEN (Continuação)

Figura 6.6. Exemplo de saída para uma instân
ia gerada utilizando o NETGENO grafo que 
orrespondente à des
rição a
ima é dado na Figura 6.6.Embora o gerador NETGEN seja 
apaz de 
riar instân
ias 
om pesos e 
apa
idadesnos ar
os assim 
omo diferen
iar os vérti
es que são de oferta, transbordo e demanda,para o problema MBV todas essas informações são ignoradas utilizando-se apenas ainformação de topologia dos ar
os da rede.
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rand de Cherkassky e GoldbergO gerador 
rand 
onsiste em um dos geradores de instân
ias usados por Boris V.Cherkassky e Andrew V. Goldberg no relatório té
ni
o `Negative-Cy
le Dete
tion Al-gorithms' (Cherkassky e Goldberg [1996℄).É distribuido no pa
ote SPC em 
onjunto 
om diversos 
ódigos em C, gera-dores e parâmetros de entrada para 
onstrução de instân
ias para algoritmos de
aminho mínimo 
om dete
ção de 
i
los negativos. É disponibilizado no endereçohttp://www.
s.sunysb.edu/~algorith/implement/goldberg/implement.shtml.A sintaxe do 
rand é dada na Figura 6.7.usage: ./
rand n m seed [ -ll#i -lm#i -
l#i -p -pl#i -pm#i ... ℄help: ./
rand -h Figura 6.7. Sintaxe do gerador de instân
ias 
randNos experimentos onde ele foi empregado, as instân
ias foram 
onstruídasinformando-se apenas os parâmetros obrigatórios n (número de vérti
es), m (númerode ar
os) e seed (semente do gerador de números aleatórios). A Figura 6.8 ilustra umexemplo de saída no 
rand no formato Extended DIMACS:
 random network for shortest paths problem
 extended DIMACS format
t rd_5_15_123_

p sp 5 15
n 1
a 1 2 9174a 5 1 589a 2 3 4037a 3 4 7568a 4 5 6870a 2 5 9792a 4 1 9366a 2 3 8545a 5 2 2000a 2 1 1942a 1 2 9113a 2 4 805a 3 1 4802a 1 5 7177a 2 4 8990Figura 6.8. Saída do gerador 
rand no formato Extended DIMACS

http://www.cs.sunysb.edu/~algorith/implement/goldberg/implement.shtml


6.3. Nomen
laturas e Convenções 636.3 Nomen
laturas e ConvençõesEssa seção apresenta algumas nomen
laturas e 
onvenções utilizadas no de
orrer do
apítulo para análise experimental dos algoritmos EWS, NCH e IR implementadospara resolver o problema da árvore geradora 
om número mínimo de vérti
es bran
h.Em primeiro lugar, os experimentos foram separados em seis diferentes 
onjuntosde instân
ias. No iní
io de 
ada sub-seção as instân
ias que 
ompõem 
ada 
onjuntosão apresentadas, des
revendo o tamanho de 
ada grafo e densidade 
orrespondente oureferen
iando alguma instân
ia 
onhe
ida de ben
hmarks disponíveis para problemasde pesquisa opera
ional. Não foi possível utilizar o 
onjunto de instân
ias publi
adopor Cerulli et al. [2009℄ porque os autores não disponibilizaram as instân
ias usadas;portanto a 
omparação dos resultados experimentais apresentados nesse artigo �
aramfora do es
opo deste trabalho.Em segundo lugar, 
ada um dos experimentos utiliza as implementações feitas dosmétodos EWS, NCH e IR. O método MIX não foi implementado porque Cerulli et al.[2009℄ não disponibilizaram o pseudo-
ódigo do método no artigo em que as heurísti
asforam apresentadas e, portanto, poderíamos estar usando uma implementação quedifere da idéia original do método. Para 
ada exe
ução foram registrados os resultados
omputados de `número de vérti
es bran
h' e `tempo de exe
ução' de 
ada instân
ia.Quanto houver alguma referên
ia à palavra `resultado' ou `qualidade da solução', leia-se `número de vérti
es bran
h'. Qualquer denominação diferente desta será expli
itadaquando for empregada.A análise de tempo de exe
ução também será apresentada para as instân
ias presen-tes nos seis 
onjuntos testados. Existem algumas 
onsiderações a se fazer a respeito dostempos de exe
ução 
oletados nos experimentos. Em primeiro lugar, este trabalho nãoapresentou a análise de 
omplexidade para o algoritmo IR proposto, de forma que paraesse algoritmo os tempos 
oletados foram apenas registrados e analisados por meio deestatísti
a des
ritiva, podendo variar de a
ordo 
om o número de iterações ne
essáriaspara re�nar 
ada instân
ia testada. Em segundo lugar, embora Cerulli et al. [2009℄ te-nham apresentado ordem de 
omplexidade de O(mn) para os algoritmos EWS e NCHpodemos 
onsiderar essa análise super�
ial sobre as operações exe
utadas pelos Algo-ritmos 1 e 3, apresentados no Capítulo 3. Espe
i�
amente para o Algoritmo 1, linha 9,existe um passo de 
onstrução do 
onjunto L 
om os ar
os de 
usto mínimo do grafo
G′ que é 
onsiderado ser da ordem de O(1) na análise desses autores; entretanto essepasso pode exigir um 
usto de O(mlogm) operações para ordenar os m ar
os do grafo
G′ de a
ordo 
om seu peso, além de uma inspeção nos ar
os ordenados para in
luirem L aqueles que, além de possuírem o menor peso, não formem 
i
los na árvore em
onstrução. Com isso, teríamos uma ordem de 
omplexidade sensívelmente maior do



64 Capítulo 6. Resultados Experimentaisque O(mn) para o algoritmo EWS; de fato isso é mostrado ser verdade nos resultadosexperimentais apresentados no de
orrer deste 
apítulo.As heurísti
as EWS e NCH retornam resultados determinísti
os em relação à qua-lidade da solução; já o algoritmo IR pode resultar em diferentes soluções de a
ordo
om a semente informada na sua sintaxe. Tal semente é usada no gerador de númerosaleatórios que determina a atribuição de pesos ini
ial do grafo de entrada, sendo quea saída é sensível aos pesos de entrada e qualidade da solução ini
ial. Para 
ompararos resultados obtidos pelo algoritmo IR 
om os resultados 
omputados pelas heurís-ti
as EWS e NCH, optou-se por 
onstruir uma amostra para 
ada instân
ia testada,
omposta pelos resultados registrados de 100 exe
uções diferentes do algoritmo IR.A proposta é 
omparar os resultados médios da variável `número de vérti
es bran
h'obtido nas repetições do algoritmo IR 
om os resultados determinísti
os das heurís-ti
as EWS e NCH, apresentando as medidas de posição e dispersão de 
ada amostra(estatísti
a des
ritiva), assim 
omo analisar a distribuição dos resultados por meio dehistogramas de frequên
ia.Dessa forma, os resultados experimentais serão apresentados sob formato tabulare histograma de frequên
ias. As tabelas serão separadas em dois blo
os distintos,que referem-se aos resultados obtidos pelas heurísti
as EWS e NCH (blo
o I) e asmedidas de posição e dispersão para os resultados obtidos pelo algoritmo IR (blo
oII). Dentro do blo
o II existe ainda separação das medidas que referem-se à variável`número de vérti
es bran
h' (blo
o FUNÇ�O OBJETIVO) e à variável `tempo de exe
ução'(blo
o RUNTIME). Cada linha de resultados desta
ada em negrito ou que 
uja 
olunaentitulada `Melhor' esteja mar
ada 
om um 
ara
ter `X' 
orresponde a um 
aso doben
hmark onde o resultado médio do algoritmo IR foi melhor do que o melhor dentreos resultados obtidos pelas heurísti
as EWS e NCH para essa mesma instân
ia.Na tabela, as 
olunas `n', `m' e `d' 
orrespondem ao número de vérti
es, de ar
ose densidade dos grafos que 
ada instân
ia representa. As 
olunas `Val' e `Tempo (s)'
orrespondem aos resultados obtidos de valor da função objetivo e `tempo de exe
ução'para as heurísti
as EWS e NCH. As 
olunas `Min', `1Q' (1o quartil), `Média', `Medi-ana', `3Q' (3o quartil), `Max', `Dev' e `Var' dos blo
os FUNÇ�O OBJETIVO e RUNTIMEreferem-se às medidas estatísti
as das variáveis `número de vérti
es bran
h' e `tempode exe
ução' obtidos nas amostras 
ontendo 100 observações advindas das exe
uçõesindependentes do algoritmo IR.Na legenda de 
ada histograma são apresentadas as grandezas IRmin, IRx̄, IRmax,
IRmed, IRmod, EWS val e NCH val, e referem-se aos valores amostrais mínimos, mé-dios, máximos, mediana e moda para o algoritmo IR, e os resultados determinísti
os
al
ulados pelas heurísti
as EWS e NCH.
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eiro lugar, os histogramas de frequên
ia foram utilizados em alguns 
asospara estimar, 
om base nos resultados das 100 observações 
ontidas em 
ada amostra,qual foi a probabilidade do algoritmo IR atingir um resultado 
ompreendido entre
IRmin ≤ IRval ≤ argmin{EWS val,NCH val}, ou seja, de retornar resultados melhoresou iguais ao melhor resultado 
omputado pelos algoritmos EWS e NCH.6.4 Resultados ExperimentaisEssa seção des
reve os resultados experimentais obtidos 
om a exe
ução dos algoritmosEWS, NCH e IR sobre alguns 
onjuntos de instân
ias de diferentes ben
hmarks. Cada
onjunto é des
rito e os resultados experimentais são 
omentados.6.4.1 Conjunto de Instân
ias I (Klingman (1974))6.4.1.1 Ben
hmarkKlingman et al. [1974℄ distribuíram junto 
om a implementação em C e Fortran doNETGEN um arquivo de entrada 
om os parâmetros para 
onstruir 40 problemas uti-lizando o gerador. Desses 40, foram tomados os dez primeiros para formar o Conjuntode Instân
ias I. Para as primeiras dez instân
ias apenas existe variação no número devérti
es e de ar
os do grafo de saída, sendo que os demais parâmetros são �xos e ad-mitem os seguintes valores: Random Seed: 13502460, Minimum Cost: 1, MaximumCost: 10000, Total Supply: 100000, Trans. Sour
e: 0, Trans. Sink: 0,Skel. Max.: 0, Skel. Capa
ity: 0, Min. Capa
ity: 0, Max. Capa
ity:
0. Os demais parâmetros variáveis são apresentados a seguir, na Tabela 6.2.Tabela 6.2. Parâmetros do NETGEN para as instân
ias do Conjunto Ip-1 p-2 p-3 p-4 p-5 p-6 p-7 p-8 p-9 p-10# Nodes 200 200 200 200 200 300 300 300 300 300# Sour
e Nodes 100 100 100 100 100 150 150 150 150 150# Sink Nodes 100 100 100 100 100 150 150 150 150 150# Ar
s 1300 1500 2000 2200 2900 3150 4500 5155 6075 6300Density (%) 7 8 10 11 15 7 10 11 14 14Nessa tabela, a linha `Density (%)' 
orresponde à densidade de ar
os das instân
ias
onsiderando o número de ar
os que estas possuem em relação ao número de ar
os dografo 
ompleto 
orrespondente, em por
entagem. Sejam n o número de vérti
es de G,
m o número de ar
os de G. A densidade é dada por:

Densidade(G) =
m

[n(n−1)
2

]
(6.1)



66 Capítulo 6. Resultados Experimentais6.4.1.2 Análise dos ResultadosOs resultados experimentais obtidos 
om uso das instân
ias detalhadas no Conjunto deInstân
ias I são apresentados na Tabela 6.3. Nota-se que o algoritmo IR 
omportou-se bem nas instân
ias do Conjunto I. Em aproximadamente 80% dos 
asos testados, oalgoritmo IR apresentou resultado médio 
om qualidade superior aos resultados obtidospelas heurísti
as EWS e NCH.Apenas em dois 
asos do ben
hmark (espe
i�
amente, nas instân
ias p-1 e p-10)o algoritmo IR não obteve um resultado médio melhor do que as heurísti
as EWS eNCH; entretando, mesmo para esses 
asos os histogramas 
ontidos nas Figuras 6.9 -6.18 mostram que boa parte dos resultados são menores ou iguais aos resultados dosmétodos EWS e NCH.Em relação ao tempo de exe
ução, o algoritmo IR 
onsumiu menos tempo de exe-
ução que os algoritmos EWS e NCH em todas as 100 repetições amostradas de 
adainstân
ia (ver 
oluna `Max' do blo
o RUNTIME). Para os grafos de entrada utilizadosnesse 
onjunto não houveram diferenças signi�
ativas na ordem de grandeza para ostempos de exe
ução dos algoritmos EWS e NCH.
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Tabela 6.3. Comparação dos `tempos de exe
ução' e `função objetivo' dos mé-todos EWS, NCH e IR para o Conjunto IBen
hmark Heurísti
as Cerulli et al Algoritmo Re�namento IterativoEWS NCH FUNÇ�O OBJETIVO RUNTIMEInstân
ia n m d(%) Val Tempo (s) Val Tempo (s) Min 1Q Média Mediana 3Q Max Dev Var Melhor Min Méd Maxp-1 200 1300 7 7 1,13 5 1,12 4 6 7 7 8 12 1,69 2,85 0,24 0,46 0,7p-2 200 1500 8 7 1,29 7 1,3 2 5 5,87 6 7 11 1,9 3,61 X 0,24 0,5 0,78p-3 200 2000 10 5 1,88 5 1,58 2 4 4,83 5 6 8 1,47 2,16 X 0,24 0,57 0,92p-4 200 2200 11 7 2,19 5 1,94 1 3 4,23 4 5 8 1,61 2,6 X 0,22 0,54 1,11p-5 200 2900 15 6 2,95 5 2,57 1 3 3,79 4 4 8 1,44 2,07 X 0,34 0,69 1,11p-6 300 3150 7 8 4,51 6 4,17 1 5 5,61 6 7 9 1,69 2,85 X 0,68 1,58 2,71p-7 300 4500 10 5 7,28 6 5,96 2 3 4,54 4 5 10 1,65 2,72 X 0,97 2,12 3,48p-8 300 5155 11 7 8,61 6 6,84 1 2 3,49 3 4 7 1,5 2,25 X 0,82 2,04 4,4p-9 300 6075 14 4 10,93 3 7,96 0 2 2,97 3 4 7 1,46 2,13 X 0,68 2,05 3,76p-10 300 6300 14 3 11,59 4 8,56 0 3 3,67 4 4,25 7 1,21 1,46 1,44 3,51 6,78
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Figura 6.9. Histograma da instân
ia p-1 (Conjunto I). IRmin = 4, IRx̄ = 7,
IRmax = 12, IRmed = 7, IRmod = 6; EWSval = 7, NCH val = 5
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Figura 6.10. Histograma da instân
ia p-2 (Conjunto I). IRmin = 2, IRx̄ = 8.87,
IRmax = 11, IRmed = 6, IRmod = 4; EWSval = 7, NCH val = 7
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Figura 6.11. Histograma da instân
ia p-3 (Conjunto I). IRmin = 2, IRx̄ = 4.83,
IRmax = 8, IRmed = 5, IRmod = 3; EWS val = 5, NCH val = 5Em todos os 
asos testados, o algoritmo IR 
onseguiu en
ontrar soluções de melhorqualidade 
omputadas pelo método IR do que pelos métodos EWS e NCH, na seguintedimensão (aproximada): 20 
asos para a instân
ia p-1, 75 
asos para a instân
ia p-2,70 
asos para a instân
ia p-3, 50 
asos para a instân
ia p-4, 75 
asos para a instân
iap-5, 65 
asos para a instân
ia p-6, 75 
asos para a instân
ia p-7, 85 
asos para ainstân
ia p-8, 65 
asos para a instân
ia p-9 e 45 
asos para a instân
ia p-10.Pelos histogramas, temos que a probabilidade estimada para o algoritmo IR atingirum resultado melhor ou igual aos métodos EWS e NCH foram, para 
ada instân
ia, daordem de 40% para a instân
ia p-1, 90% para a instân
ia p-2, 84% para a instân
iap-3, 74% para a instân
ia p-4, 91% para a instân
ia p-5, 87% para a instân
ia p-6,

87% para a instân
ia p-7, 95% para a instân
ia p-8, 80% para a instân
ia p-9, e,�nalmente, 77% para a instân
ia p-10.A
redita-se que a vantagem mostrada pelos resultados do algoritmo IR sobre osalgoritmos EWS e NCH o
orra porque os grafos de entrada são densos e ofere
em
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Figura 6.12. Histograma da instân
ia p-4 (Conjunto I). IRmin = 1, IRx̄ = 4.23,
IRmax = 8, IRmed = 4, IRmod = 2− 3; EWS val = 7, NCH val = 5
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Figura 6.13. Histograma da instân
ia p-5 (Conjunto I). IRmin = 1, IRx̄ = 3.79,
IRmax = 8, IRmed = 4, IRmod = 3; EWSval = 6, NCH val = 5
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Figura 6.14. Histograma da instân
ia p-6 (Conjunto I). IRmin = 1, IRx̄ = 5.61,
IRmax = 9, IRmed = 6, IRmod = 5; EWSval = 8, NCH val = 6diversas oportunidades de substituição de ar
os sem 
riar penalidades na árvore, umavez que a razão do número de ar
os pelo número de nós dos grafos é da ordem de,no mínimo, 6×. Assim, o re�namento 
onsegue melhorar iterativamente as soluçõessem prejudi
ar a árvore �nal, atuando melhor do que as heurísti
as 
onstrutivas quede
idem quais ar
os parti
ipam da topologia �nal em uma úni
a passada de maneiragulosa.6.4.2 Conjunto de Instân
ias II (NETGEN)6.4.2.1 Ben
hmarkO Conjunto de Instân
ias II foi 
omposto por instân
ias 
onstruídas no NETGEN 
omo objetivo de experimentar a exe
ução dos algoritmos em diferentes 
enários, 
adaqual 
ontendo grafos 
om diferentes número de vérti
es e de ar
os. Ar
os repetidos nas
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Figura 6.15. Histograma da instân
ia p-7 (Conjunto I). IRmin = 2, IRx̄ = 4.54,
IRmax = 10, IRmed = 4, IRmod = 2; EWSval = 5, NCH val = 6
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Figura 6.16. Histograma da instân
ia p-8 (Conjunto I). IRmin = 1, IRx̄ = 3.49,
IRmax = 7, IRmed = 3, IRmod = 2; EWS val = 7, NCH val = 6
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Figura 6.17. Histograma da instân
ia p-9 (Conjunto I). IRmin = 0, IRx̄ = 2.97,
IRmax = 7, IRmed = 3, IRmod = 2; EWS val = 4, NCH val = 3instân
ias foram ignorados. Os arquivos de entrada usados para gerar as instân
iasno NETGEN seguem o formato dado pela Tabela 6.4, onde alguns desses parâmetrosforam �xados.Pela tabela, os parâmetros que puderam variar 
orrespondem à semente do geradorde números aleatórios usado pelo NETGEN, o número de vérti
es e de ar
os do grafode saída da instân
ia 
orrespondente. Na Tabela 6.5 esses valores são apresentadospara 
ada instân
ia na forma das 
olunas d (número de ar
os), n (número de verti
es)e s (semente do gerador). A 
oluna m apresenta a quantidade `real' de ar
os do grafo,des
ontando-se os ar
os repetidos. Para esse 
onjunto foram geradas instân
ias 
om

30, 50, 100, 150, 300 e 500 vérti
es, 
om densidade de ar
os de 15% e 30%. Cada
enário testado foi 
omposto por 
in
o grafos diferentes, porém 
ompartilhando dasmesmas 
ara
terísti
as topológi
as, ou seja, mesmo valor de n e d.
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Figura 6.18. Histograma da instân
ia p-10 (Conjunto I). IRmin = 0, IRx̄ =
3.67, IRmax = 7, IRmed = 4, IRmod = 2; EWSval = 3, NCH val = 4Tabela 6.4. Parâmetros do NETGEN para as instân
ias do Conjunto II# Parâmetro Valor Usado Des
rição1 SEED Variável Random numbers seed2 PROBLEM 1 Problem number3 NODES Variável Number of nodes4 SOURCES 1 Number of sour
es (in
luding transshipment)5 SINKS 1 Number of sinks (in
luding transshipment)6 DENSITY Variável Number of (requested) ar
s7 MINCOST 0 Minimum 
ost of ar
s8 MAXCOST 1000 Maximum 
ost of ar
s9 SUPPLY 1 Total supply10 TSOURCES 0 Transshipment sour
es11 TSINKS 0 Transshipment sinks12 HICOST 1 Per
ent of skeleton ar
s given maximum 
ost13 CAPACITED 1 Per
ent of ar
s to be 
apa
itated14 MINCAP 0 Minimum 
apa
ity for 
apa
itated ar
s15 MAXCAP 3 Maximum 
apa
ity for 
apa
itated ar
s6.4.2.2 Análise dos ResultadosOs resultados desse experimento estão do
umentados nas Tabelas 6.5 e 6.6. Pelastabelas, o algoritmo IR atingiu resultados médios de melhor qualidade que os algoritmoEWS e NCH em 43 das 55 instân
ias analisadas (78% dos 
asos). O valor da medianade 
ada amostra também sugere que o algoritmo IR apli
ou-se bem ao Conjunto deInstân
ias II. Das 55 instân
ias avaliadas, o algoritmo IR 
onseguiu valores de medianamelhores do que os resultados en
ontrados para as heurísti
as EWS e NCH em 37instân
ias, e valores iguais aos resultados en
ontrados por essas mesmas heurísti
as em

15 instân
ias.Mesmo para as instân
ias em que o IR não atingiu um resultado médio de melhorqualidade do que as heurísti
as EWS e NCH, veri�
a-se uma tendên
ia de 
on
en-trar grande parte dos resultados em valores próximos aos en
ontrados por esses doismétodos. As Figuras 6.19, 6.20, 6.21, 6.22, 6.23, e 6.24 apresentam o histograma defrequên
ias da amostra dos resultados de seis das doze instân
ias do Conjunto II 
ujonúmero médio de vérti
es bran
h retornado pelo algoritmo IR não superou o resultados
al
ulado pelas heurísti
as EWS e NCH.
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Tabela 6.5. Comparação dos `tempos de exe
ução' e `função objetivo' dos mé-todos EWS, NCH e IR para o Conjunto IIBen
hmark Heurísti
as Cerulli et al Algoritmo Re�namento IterativoEWS NCH FUNÇ�O OBJETIVO RUNTIMEd n m s Val Tempo(s) Val Tempo(s) Min Média Mediana Max Dev Var Melhor Min Média Max Dev Var68 30 67 1596 2 0,008 2 0,008 0 0,85 1 3 0,7 0,49 X 0,000 0,002 0,012 0,003 0,00068 30 67 2429 2 0,008 2 0,012 0 0,68 1 3 0,71 0,5 X 0,000 0,002 0,008 0,002 0,00068 30 66 7081 2 0,012 2 0,008 0 1,11 1 3 0,9 0,81 X 0,000 0,003 0,008 0,003 0,00068 30 66 7236 1 0,008 1 0,012 0 1,37 1 3 0,82 0,68 0,000 0,003 0,008 0,003 0,00068 30 66 7880 1 0,008 1 0,012 0 1,37 1 3 0,77 0,6 0,000 0,002 0,008 0,002 0,000135 30 124 1172 1 0,008 1 0,016 0 0,84 1 2 0,65 0,42 X 0,000 0,004 0,016 0,003 0,000135 30 122 2488 0 0,016 0 0,020 0 0,4 0 2 0,55 0,3 0,000 0,004 0,012 0,003 0,000135 30 122 4970 1 0,016 1 0,016 0 0,45 0 2 0,54 0,29 X 0,000 0,004 0,012 0,003 0,000135 30 128 5081 0 0,016 0 0,016 0 0,24 0 2 0,47 0,22 0,000 0,003 0,012 0,003 0,000135 30 125 8788 1 0,016 1 0,016 0 0,28 0 1 0,45 0,2 X 0,000 0,004 0,016 0,003 0,000188 50 182 1054 2 0,040 2 0,048 0 1,55 1 5 1,08 1,16 X 0,000 0,008 0,020 0,004 0,000188 50 179 3335 2 0,040 2 0,040 0 1,16 1 4 0,73 0,54 X 0,000 0,009 0,024 0,004 0,000188 50 180 4663 2 0,036 3 0,036 0 1,12 1 4 0,79 0,63 X 0,000 0,008 0,024 0,005 0,000188 50 182 4985 2 0,040 2 0,040 0 1,5 1 4 0,92 0,84 X 0,000 0,008 0,020 0,004 0,000188 50 186 7085 4 0,040 4 0,044 0 1,39 1 3 0,84 0,7 X 0,000 0,008 0,016 0,004 0,000375 50 341 1720 0 0,080 0 0,072 0 0,56 0 2 0,69 0,47 0,004 0,012 0,024 0,005 0,000375 50 345 6752 2 0,084 2 0,048 0 0,36 0 3 0,58 0,33 X 0,004 0,013 0,024 0,005 0,000375 50 349 7009 2 0,052 2 0,076 0 0,42 0 2 0,59 0,35 X 0,004 0,012 0,020 0,004 0,000375 50 343 7030 1 0,072 1 0,076 0 0,32 0 2 0,51 0,26 X 0,000 0,012 0,020 0,004 0,000375 50 344 9979 0 0,076 0 0,072 0 0,4 0 2 0,62 0,38 0,004 0,012 0,020 0,004 0,000750 100 723 2312 3 0,276 3 0,284 0 1,28 1 3 0,94 0,89 X 0,024 0,046 0,080 0,011 0,000750 100 730 299 3 0,268 3 0,256 0 1,09 1 4 0,95 0,91 X 0,028 0,046 0,072 0,010 0,000750 100 722 4414 2 0,236 2 0,316 0 1,41 1 4 0,98 0,95 X 0,024 0,044 0,068 0,010 0,000750 100 724 5885 1 0,212 1 0,292 0 1,5 1 4 0,99 0,98 0,024 0,046 0,084 0,010 0,000750 100 719 6570 3 0,296 3 0,228 0 1,69 2 5 1,12 1,25 X 0,028 0,046 0,084 0,011 0,0001500 100 1399 5309 1 0,792 1 0,384 0 0,55 0 2 0,66 0,43 X 0,040 0,082 0,128 0,017 0,0001500 100 1383 6105 1 0,764 1 0,416 0 0,43 0 2 0,59 0,35 X 0,040 0,076 0,128 0,015 0,0001500 100 1386 6259 1 0,772 1 0,464 0 0,4 0 2 0,57 0,32 X 0,040 0,077 0,112 0,015 0,0001500 100 1389 7695 1 0,628 1 0,480 0 0,34 0 2 0,54 0,29 X 0,036 0,074 0,112 0,015 0,0001500 100 1391 9414 0 0,656 0 0,612 0 0,66 1 3 0,71 0,51 0,056 0,083 0,132 0,017 0,0001688 150 1624 199 3 1,200 2 0,996 0 2,06 2 6 1,25 1,55 0,092 0,146 0,208 0,024 0,0011688 150 1619 3738 1 1,112 1 1,060 0 1,69 2 4 1,05 1,1 0,096 0,140 0,264 0,024 0,0011688 150 1624 5011 4 1,196 3 1,028 0 1,52 1,5 4 1,03 1,06 X 0,072 0,135 0,200 0,024 0,0011688 150 1627 7390 2 1,084 2 1,032 0 1,62 1,5 5 1,1 1,21 X 0,068 0,146 0,244 0,035 0,0011688 150 1624 878 3 0,988 2 1,048 0 1,82 2 5 1,11 1,24 X 0,076 0,147 0,272 0,040 0,0023375 150 3120 2051 1 2,808 1 1,800 0 0,46 0 2 0,58 0,33 X 0,200 0,300 0,424 0,062 0,0043375 150 3120 2833 1 2,756 1 1,704 0 0,5 0 2 0,58 0,33 X 0,204 0,303 0,432 0,062 0,0043375 150 3141 3064 1 3,196 1 1,984 0 0,58 0 3 0,68 0,47 X 0,208 0,330 0,436 0,062 0,0043375 150 3116 5357 1 2,648 1 1,564 0 0,29 0 2 0,48 0,23 X 0,192 0,292 0,416 0,054 0,0033375 150 3117 5687 2 2,900 2 1,816 0 0,34 0 2 0,54 0,29 X 0,164 0,292 0,428 0,058 0,003
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Tabela 6.6. Comparação dos `tempos de exe
ução' e `função objetivo' dos mé-todos EWS, NCH e IR para o Conjunto II (Continuação)Ben
hmark Heurísti
as Cerulli et al Algoritmo Re�namento IterativoEWS NCH FUNÇ�O OBJETIVO RUNTIMEd n m s Val Tempo(s) Val Tempo(s) Min Média Mediana Max Dev Var Melhor Min Média Max Dev Var6750 300 6502 1545 1 13,377 1 8,769 0 1,62 2 4 1,07 1,15 0,724 1,042 1,332 0,116 0,0136750 300 6471 365 3 13,429 3 8,869 0 1,81 2 5 1,01 1,02 X 0,884 1,054 1,444 0,108 0,0126750 300 6481 4071 5 13,377 3 8,545 0 1,61 1,5 5 1,13 1,27 X 0,852 1,071 1,432 0,116 0,0136750 300 6513 4889 1 13,277 1 8,761 0 1,27 1 4 0,86 0,74 0,852 1,034 1,324 0,114 0,0136750 300 6505 681 4 13,249 4 8,837 0 1,88 2 5 0,99 0,98 X 0,868 1,056 1,444 0,116 0,01313500 300 12539 1358 2 37,506 2 16,661 0 0,54 0 3 0,64 0,41 X 2,232 3,004 3,668 0,349 0,12213500 300 12508 2067 3 37,478 2 17,257 0 0,34 0 3 0,55 0,31 X 2,460 3,074 3,748 0,263 0,06913500 300 12447 4372 1 36,126 1 17,201 0 0,4 0 2 0,6 0,36 X 2,464 3,250 3,808 0,304 0,09213500 300 12480 960 1 37,630 1 17,073 0 0,65 1 3 0,67 0,45 X 2,372 2,996 3,716 0,333 0,11113500 300 12474 9886 1 36,994 1 16,401 0 0,49 0 3 0,69 0,47 X 1,740 2,939 3,772 0,453 0,20618750 500 18034 1456 2 82,825 2 42,139 0 1,85 2 4 1,12 1,26 X 4,924 5,665 8,073 0,716 0,51318750 500 18055 1653 3 82,913 3 42,415 0 1,4 1 4 1,03 1,07 X 4,860 6,188 8,129 0,853 0,72718750 500 18009 4444 2 82,533 2 41,947 0 1,74 2 5 1,05 1,1 X 4,832 6,678 8,161 0,924 0,85318750 500 18048 6849 2 82,925 2 42,275 0 1,81 2 5 1,06 1,13 X 4,912 6,833 8,181 0,913 0,83318750 500 18037 8824 4 82,985 3 42,379 0 1,59 2 4 0,99 0,97 X 4,776 6,596 7,945 0,893 0,797



74 Capítulo 6. Resultados ExperimentaisObserve que a moda da distribuição para essas instân
ias situa-se próxima aos re-sultados registrados pelas heurísti
as de Cerulli et al. [2009℄ nesse experimento. Mesmonão se sobressaindo em termos de resultados médios para 12 das 55 instân
ias, aindaassim o algoritmo IR foi 
apaz de obter, na maioria desses 
asos, soluções 
om nú-mero de vérti
es bran
h iguais ou até menores do que os en
ontrados pelas heurísti
asEWS e NCH. De fato, os histogramas referentes à essas instân
ias mostram que 55%dos resultados para a instân
ia n = 30, m = 68, s = 7236, aproximadamente 83%dos resultados da instân
ia n = 100, d = 750, s = 5885, aproximadamente 80% dosresultados da instân
ia n = 150, d = 1688, s = 3738 e aproximadamente 88% dosresultados da instân
ia n = 300, d = 6750, s = 4889 estão 
ompreendidos no inter-valo IRmin ≤ IRval ≤ arg min{EWS val,NCH val}, ou seja, alguns 
asos apresentamresultados até melhores do que os 
omputados pelas heurísti
as de Cerulli et al. [2009℄.Considerando-se o 
enário 
omo um todo, em todos os 
asos ao menos três das 
in
oinstân
ias que 
ompõem 
ada 
enário foram melhores resolvidas pelo algoritmo IR doque pelas heurísti
as de Cerulli et al. [2009℄ 
onsiderando a 
omparação do númeromédio de vérti
es bran
h resultante do IR 
om o resultado determinísti
o dos algoritmosEWS e NCH (ver Tabelas 6.5 e 6.6, 
oluna `Melhor'). Isso mostra que para o ben
hmark
omposto pelos Conjunto de Instân
ias II o algoritmo IR também se 
omportou bem,
onsiderando-se o 
aso médio.Cabe 
itar que, para 
ada uma das 55 instân
ias que 
ompõem o Conjunto II,o
orreu ao menos um 
aso dentre as 100 exe
uções realizadas em que o método dere�namento iterativo resultou 
omo solução uma árvore geradora sem vérti
es bran
h,ou seja, um 
aminho hamiltoniano. As Figuras 6.25 e 6.26 ilustram a diferença entre atopologia de algumas das melhores soluções en
ontradas pelo método IR 
om a topo-logia da solução 
orrespondente retornada pelo método NCH. Os vérti
es em destaque
orrespondem à vérti
es bran
h, isto é, δ(v) ≥ 3.O Conjunto II é formado por grafos relativamente densos; isso impli
a novamenteem uma disponibilidade de ar
os para substituição que permite ao algoritmo IR realizartro
as sem prejudi
ar a árvore �nal.Em relação ao tempo 
onsumido para 
omputar as soluções pelos três métodos tes-tados no Conjunto de Instân
ias II novamente observamos que o algoritmo IR 
onseguiuen
ontrar soluções em menos tempo que os algoritmos EWS e NCH. Considerando otradeo� entre os resultados obtidos para esse 
onjunto em `número de vérti
es bran
h'e o `tempo de exe
ução' temos que o algoritmo IR foi o que melhor se ajustou àsinstân
ias do Conjunto II. Observa-se também que existe uma diferença na ordem degrandeza dos tempos de exe
ução entre as heurísti
as EWS e NCH para os grafos do
onjunto 
om m ≥ 5000; tais resultados vão de en
ontro 
om a 
onsideração de que a
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Figura 6.19. Histograma da instân
ia n = 30, m = 68, s = 7236 (ConjuntoII): IRmin = 0, IRx̄ = 1.37, IRmax = 3, IRmed = 1, IRmod = 1; EWS val = 1,
NCH val = 1
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Figura 6.20. Histograma da instân
ia n = 30, m = 135, s = 5081 (ConjuntoII): IRmin = 0, IRx̄ = 0.24, IRmax = 2, IRmed = 0, IRmod = 0; EWS val = 0,
NCH val = 0
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Figura 6.21. Histograma da instân
ia n = 50, m = 375, s = 1720 (ConjuntoII): IRmin = 0, IRx̄ = 0.56, IRmax = 2, IRmed = 0, IRmod = 0; EWS val = 0,
NCH val = 0ordem de 
omplexidade dos métodos EWS e NCH são diferentes (ver Seção 6.3) já queo provável fator que diferen
ia a ordem de 
omplexidade desses dois métodos é umaquantidade que varia em função de m, tornando-se mais evidente a medida que o valorde m aumenta (
oluna `Tempo(s)' das heurísti
as EWS e NCH nas Tabelas 6.5 e 6.6).6.4.3 Conjunto de Instân
ias III (TSPLIB)6.4.3.1 Ben
hmarkO TSPLIB 
onsiste em um 
onjunto de instân
ias publi
ado por Gerhard Reinelt em1991 
om o propósito de permitir que diversos grupos de pesquisa pudessem 
omparar
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Figura 6.22. Histograma da instân
ia n = 100, m = 750, s = 5885 (ConjuntoII): IRmin = 0, IRx̄ = 1.5, IRmax = 4, IRmed = 1, IRmod = 0; EWSval = 1,
NCH val = 1
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Figura 6.23. Histograma da instân
ia n = 150, m = 1688, s = 3738 (ConjuntoII): IRmin = 0, IRx̄ = 1.69, IRmax = 4, IRmed = 2, IRmod = 0; EWS val = 1,
NCH val = 1
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Figura 6.24. Histograma da instân
ia n = 300, m = 6750, s = 4889 (ConjuntoII): IRmin = 0, IRx̄ = 1.27, IRmax = 4, IRmed = 1, IRmod = 0; EWS val = 1,
NCH val = 1
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Figura 6.25. Soluções dos métodos IR (esquerda, 0 bran
h) e NCH (direita,quatro vérti
es bran
h) para a instân
ia n = 50, m = 186, s = 7085
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149Figura 6.26. Soluções dos métodos IR (esquerda, 0 bran
h) e NCH (direita, trêsvérti
es bran
h) para a instân
ia n = 150, m = 1688, s = 5011seus resultados. O ben
hmark possui instân
ias para diversas 
lasses de problemasde otimização, a saber: problema do 
aixeiro viajante simétri
o (TSP) e assimétri
o(ATSP), problema dos 
i
los hamiltonianos (HCP), problema de ordenação sequen
ial(SOP) e problema de roteamento de veí
ulos 
apa
itados (CVRP).Tais instân
ias seguem um formato espe
í�
o do ben
hmark 
ujos detalhes podemser 
onsultados em Reinelt [2008℄, onde 
ada seção de dados do arquivo é des
ritaassim 
omo os 
ál
ulos de distân
ia (eu
lidiana, manhattan, geográ�
a, et
) usados
omo 
usto dos ar
os do grafo 
orrespondente à 
ada instân
ia.Para o propósito espe
í�
o de 
omparar a qualidade dos resultados obtidos pelosalgoritmos EWS, NCH e IR, tomamos algumas das instân
ias 
ontidos no ben
hmarkTSPLIB, espe
i�
amente aquelas referentes ao problema dos 
i
los hamiltonianos.Conforme men
ionado, os apli
ativos implementados trabalham apenas 
om arqui-vos de entrada no formato .txt ou DIMACS. As instân
ias do problema dos 
i
loshamiltonianos foram então 
onvertidas nesse formato, tomando a des
rição da topolo-gia dessas instân
ias e 
onvertendo-as para o formato DIMACS. Por exemplo, o tre
hoapresentado na Figura 6.27 que des
reve a instân
ia alb1000.h
p no formato do ben-
hmark TSPLIB



78 Capítulo 6. Resultados ExperimentaisNAME : alb1000COMMENT : Hamiltonian 
y
le problem (Erba

i)TYPE : HCPDIMENSION : 1000EDGE_DATA_FORMAT : EDGE_LISTEDGE_DATA_SECTION1000 5931000 4561000 217999 577999 537Figura 6.27. Des
rição de tre
ho da instân
ia alb1000.h
p no formato TSPLIBfoi 
onvertido para o formato DIMACS no tre
ho ilustrado pela Figura 6.28p h
p 1000 2000a 1000 593 1a 1000 456 1a 1000 217 1a 999 577 1a 999 537 1Figura 6.28. Des
rição de tre
ho da instân
ia alb1000.h
p no formato DIMACSParti
ipam desse 
onjunto de instân
ias algumas das instân
ias para o problemade en
ontrar 
i
los hamiltonianos em grafos da TSPLIB: alb1000.h
p, alb2000.h
p,alb3000a.h
p e alb4000.h
p. Detalhes sobre o número de vérti
es e densidade dosgrafos que elas representam estão disponíveis na Tabela 6.7.Tabela 6.7. Detalhes das instân
ias que formam o Conjunto III, tomadas doben
hmark TSPLIB para o problema dos 
i
los hamiltonianosInstân
ia Verti
es Ar
os |Kn| Densidade (%)alb1000.h
p 1000 1998 499500 0,4alb2000.h
p 2000 3996 1999000 0,2alb3000a.h
p 3000 5999 4498500 0,1alb4000.h
p 4000 7997 7998000 0,1Na des
rição, a 
oluna `|Kn|' indi
a quantos ar
os teria o grafo 
ompleto 
orres-pondente; a 
oluna `Densidade (%)' informa a densidade de ar
os do grafo, em %,
onsiderando a quantidade de ar
os atual do grafo (m) em relação à quantidade dear
os do grafo 
ompleto 
orrespondente [n(n−1)
2

].Note que esse 
onjunto é formado por instân
ias de baixa densidade, todas 
ommenos de 1% dos ar
os que teria o grafo 
ompleto 
orrespondente.



6.4. Resultados Experimentais 796.4.3.2 Análise dos ResultadosA Tabela 6.8 apresentam os resultados desse experimento e permite-nos levantar trêsobservações interessantes a respeito desse 
onjunto de instân
ias formado por grafospouquíssimo densos quando solu
ionando o problema de en
ontrar árvores geradoras
om mínimo de vérti
es bran
h pelas heurísti
as implementadas.Primeiramente, nota-se que a quantidade de vérti
es bran
h 
omputadas pelos trêsmétodos é maior do que os valores en
ontrados para os Conjuntos de Instân
ias I eII. Isso deve-se, em parte, à densidade dos grafos de entrada. A 
oluna d(%) mostraque esses grafos possuem uma densidade muito baixa se 
omparados 
om os grafosutilizados nos experimentos anteriores e, portanto, uma menor quantidade de opçõesde ar
os para interligar seus vérti
es. De fato, o número de ar
os de 
ada uma dasinstân
ias é aproximadamente m = 2n (ver Tabela 6.7), que podem levar à árvoresgeradoras 
om pou
as opções de es
olha e 
om grande 
han
e de formar vérti
es bran
hno pro
esso de 
onstrução ou re�namento da árvore geradora.Em segundo lugar, observa-se que o algoritmo IR apresentou resultado médio emnúmero de vérti
es bran
h melhor do que as heurísti
as EWS e NCH em três das quatroinstân
ias avaliadas. Desta
am-se nesses resultados o gap formado entre o menor valoren
ontrado pelo IR para 
ada instân
ia e o menor valor en
ontrado pelas heurísti
asEWS e NCH para a mesma instân
ia, que podem 
hegar em algumas dezenas devérti
es: gap(1000) = (73 − 54) = 19, gap(2000) = (121 − 129) = −8, gap(3000a) =

(226− 191) = 35 e gap(4000) = (277− 247) = 30.Por �m, nota-se que houve uma variação signi�
ativa no número de vérti
es bran
h
omputados mesmo entre os métodos EWS e NCH. As instân
ias do Conjunto III tes-tadas eviden
iaram que a heurísti
a EWS 
onseguiu obter resultados melhores do quea heurísti
a NCH, em alguns 
asos 
om até algumas dezenas de unidades de diferença.Identi�
ando que essa diferença também o
orreu entre os resultados do algoritmo IR eda heurísti
a NCH, e levando em 
onta que o algoritmo IR opera 
onsiderando 
ritériosde tro
a de ar
os 
om base nas medidas de α e σ, podemos pensar em uma provávelevidên
ia de que para grafos pou
o densos, 
om pou
os ar
os, 
olo
ar a tomada dede
isão nos ar
os (ex: 
ritério de ponderação de pesos, 
ritério de substituição de ar
osem função de seu grau de penalidade) ao invés de 
olo
á-la nos vérti
es do grafo (
rité-rio de 
oloração de vérti
es) pode ser uma es
olha interessante no projeto de algoritmospara o problema MBV.
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Tabela 6.8. Comparação dos `tempos de exe
ução' e `função objetivo' dos mé-todos EWS, NCH e IR para o Conjunto IIIBen
hmark Heuristi
as Cerulli et al Algoritmo Re�namento IterativoEWS NCH FUNÇ�O OBJETIVO RUNTIMEn m d(%) Val Tempo(s) Val Tempo(s) Min 1Q Média Mediana 3Q Max Dev Var Melhor Min Média Max1000 1998 0,4 73 6,640 73 7,937 54 65,75 69,07 69 73 80 5,18 26,83 X 12,86 19,62 27,912000 3996 0,2 129 30,470 141 33,238 121 129,75 135,66 135,5 141 155 7,47 55,86 127,24 183,54 244,183000 5999 0,1 226 69,504 244 76,949 191 203 208,55 208,5 213,25 233 8,06 65 X 536,46 713,27 927,874000 7997 0,1 277 126,080 308 136,497 247 265,75 271,93 271,5 279 298 10,02 100,49 X 1433,59 1783,39 2276,1
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Figura 6.29. Histograma da instân
ia alb1000 (Conjunto III): IRmin = 54,
IRx̄ = 69.07, IRmax = 80, IRmed = 69, IRmod = 73; EWSval = 73, NCH val = 73
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Figura 6.30. Histograma da instân
ia alb2000 (Conjunto III): IRmin = 121,
IRx̄ = 135.66, IRmax = 155, IRmed = 135, IRmod = 134; EWSval = 129,
NCH val = 141
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Figura 6.31. Histograma da instân
ia alb3000a (Conjunto III): IRmin = 191,
IRx̄ = 208.55, IRmax = 233, IRmed = 208.5, IRmod = 205, 207, 208; EWS val =
226, NCH val = 244Os histogramas de frequên
ia para a variável `número de vérti
es bran
h' da amostra
oletada de 
ada instân
ia é apresentado nas Figuras 6.29, 6.30, 6.31 e 6.32. Por elespodemos observar que 89% das observações da instân
ia alb1000, 25% das observaçõesda instân
ia alb2000, mais de 90% das observações da instân
ia alb3000a e 72% dasobservações da instân
ia alb4000 obtiveram resultados menores ou iguais do que o`melhor' resultado 
al
ulado pelas heurísti
as EWS e NCH. Apenas para a instân
iaalb2000 o algoritmo IR apresentou uma distribuição 
uja média, mediana e modaestão além dos valores 
al
ulados deterministi
amente pelas heurísti
as de Cerulli et al.[2009℄, mesmo assim apenas para os resultados da heurísti
a EWS.Os tempos de exe
ução das heurísti
as EWS e NCH e do algoritmo IR estão regis-trados na Tabela 6.8. Para esse 
onjunto de instân
ia observa-se que o algoritmo IR
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Figura 6.32. Histograma da instân
ia alb4000 (Conjunto III): IRmin = 247,
IRx̄ = 271.93, IRmax = 298, IRmed = 271.5, IRmod = 267, 274; EWS val = 277,
NCH val = 308
onsumiu uma quantidade de tempo maior do que as heurísti
as de Cerulli et al. [2009℄para 
omputar soluções para o problema MBV nos grafos do Conjunto III. Estas, porsua vez, empregaram um esforço 
omputa
ional na mesma ordem de grandeza. Em-bora o algoritmo IR tenha despendido mais esforço que as heurísti
as EWS e NCH, osresultados médios em `número de vérti
es bran
h' en
ontrados por ele foram melhorespara três das quatro instân
ias que 
ompõem o 
onjunto.Sabe-se que 
ada uma das instân
ias desse ben
hmark 
ontém um 
i
lo hamiltoni-ano registrado por Reinelt [2008℄. Se tomarmos tal 
i
lo e removermos um dos ar
osque liga o vérti
e de partida aos demais vérti
es do 
i
lo teremos um 
aminho hamil-toniano. Levando em 
onta que nenhum dos métodos testados 
onseguiu en
ontrartal 
aminho hamiltoniano nas instân
ias alb1000.h
p, alb2000.h
p, alb3000a.h
pe alb4000.h
p temos que, para esse 
enário, o método IR pode ser 
onsiderado aes
olha mais adequada para resolver o problema MBV nos grafos desse 
onjunto emfunção da qualidade das soluções 
omputadas (leia-se `número de vérti
es bran
h') jáque o melhor resultado en
ontrado nas 100 repetições independentes de 
ada instân
ia(Tabela 6.8, 
oluna `Min' do blo
o FUNÇ�O OBJETIVO) apresenta uma árvore 
uja to-pologia se aproxima mais de um 
aminho hamiltoniano do que as árvores equivalentes
omputadas pelos métodos EWS e NCH.6.4.4 Conjunto de Instân
ias IV (Goldberg (1996))6.4.4.1 Ben
hmarkO Conjunto de Instân
ias IV 
onsiste em um grupo de instân
ias geradas aleatoria-mente 
om uso do gerador de instân
ias de Goldberg (ver Seção 6.2.4) para grafos 
omnúmero de vérti
es variando em n = 500, n = 800 e n = 1000 vérti
es, e número dear
os 
om densidade d = 5%, d = 10% e d = 15%. A Tabela 6.9 apresenta esses dadosem formato tabular, 
om o número de ar
os �nal. A 
oluna `|Kn| indi
a o número devérti
es do grafo 
ompleto 
orrespondente.



6.4. Resultados Experimentais 83Tabela 6.9. Parâmetros para o gerador 
rand para o Conjunto IVinstân
ia n m seed d(%) |Kn|g-1 500 6237 3572 5 124750g-2 500 12475 1709 10 124750g-3 500 18712 8562 15 124750g-4 800 15980 1803 5 319600g-5 800 31960 1388 10 319600g-6 800 47940 5497 15 319600g-7 1000 24975 9215 5 499500g-8 1000 49950 2002 10 499500g-9 1000 74925 1543 15 4995006.4.4.2 Análise dos ResultadosA Tabela 6.10 apresenta os resultados obtidos na 
omparação das três heurísti
as paraas instân
ias do Conjunto IV. Para esse 
aso, em apenas uma das nove instân
ias oalgoritmo IR se sobressaiu no número médio de vérti
es bran
h; as heurísti
as EWSe NCH en
ontraram soluções para as instân
ias do 
onjunto IV 
om pou
os vérti
esbran
h.Outra informação importante que pode ser obtida pela Tabela 6.10 
onsiste nostempos de exe
ução que os métodos EWS, NCH e IR 
onsumiram para 
omputar so-luções para o problema MBV sobre as instân
ias do Conjunto IV. Em primeiro lugar,o método IR foi o método que apresentou melhor desempenho em esforço 
omputa
i-onal, embora não tenha obtido, na média, soluções 
om menor quantidade de vérti
esbran
h do que os métodos EWS e NCH. A análise de qualidade da solução 
om base natopologia da árvore resultante será feita nos próximos parágrafos dessa seção, de formaque a expli
ação 
orrente será fo
ada na variável `tempo de exe
ução'. Em segundolugar, observa-se novamente que o tempo de exe
ução dos métodos EWS e NCH não
res
e na mesma ordem de grandeza para os diversos grafos do Conjunto IV. Todas asinstân
ias possuem um número de ar
os m ≥ 5000, e a diferença entre os tempos deexe
ução das duas heurísti
as �
a mais evidente 
onforme o valor de m aumenta. Ahipótese levantada na Seção 6.3 pode ser uma possível expli
ação para essa diferença;entretando tal 
on�rmação está fora do es
opo deste trabalho.
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Tabela 6.10. Comparação dos `tempos de exe
ução' e `função objetivo' dosmétodos EWS, NCH e IR para o Conjunto IVBen
hmark Heurísti
as Cerulli et al Algoritmo Re�namento IterativoEWS NCH FUNÇ�O OBJETIVO RUNTIMEinst n m d Val Tempo(s) Val Tempo(s) Min 1Q Média Mediana 3Q Max Melhor Var Dev Min Média Maxg-1 500 6237 5 2 17,285 2 13,501 1 3 4,71 4 6 10 1,75 3,06 2,74 4,78 6,54g-2 500 12475 10 0 45,400 0 26,641 0 1 1,77 2 2 5 1,05 1,11 5,72 8,63 11,91g-3 500 18712 15 0 83,553 0 40,099 0 0 0,91 1 1 3 0,75 0,57 12,5 15,14 17,63g-4 800 15980 5 2 88,094 2 57,400 2 3 4,52 5 6 8 1,51 2,27 15,09 22,41 30,57g-5 800 31960 10 0 259,112 0 114,511 0 1 1,84 2 2 4 0,95 0,9 33,5 47,23 59,57g-6 800 47940 15 1 523,025 1 172,511 0 0 0,86 1 1 2 X 0,65 0,42 72,96 89,43 101,77g-7 1000 24975 5 0 191,832 0 107,235 2 3 4,45 4 5 9 1,5 2,25 33,89 51,68 64,66g-8 1000 49950 10 1 670,982 1 234,123 0 1 1,8 2 2 4 0,93 0,87 92,57 115,96 136,36g-9 1000 74925 15 0 1569,070 0 366,611 0 0 0,81 1 1 3 0,83 0,68 201,2 217,69 236,16



6.4. Resultados Experimentais 85As Figuras 6.33 à 6.41 apresentam o histograma da variável `número de vérti
esbran
h' para 
ada uma das amostras 
onstruídas 
om 100 observações advindas daexe
ução do algoritmo IR sobre as instân
ias do ben
hmark. Ex
eto para a instân
iag-6, veri�
a-se que o algoritmo IR retornou resultados em sua maior parte distribuídosalém dos resultados determinísti
os en
ontrados pelas heurísti
as EWS e NCH; por-tanto para as instân
ias geradas aleatoriamente para o Conjunto IV 
om densidadesde 5%, 10% e 15% o algoritmo IR não apresentou bom desempenho.Isso deve-se, provavelmente, ao fato de que as próprias heurísti
as EWS e NCH
onseguiram obter soluções 
om quantidade de vérti
es bran
h muito baixas, em alguns
asos 
hegando até a en
ontrar 
aminhos hamiltonianos no grafo (ver resultados paraas instân
ias g-2, g-3, g-5, g-7 e g-9 na Tabela 6.10). É possível que a topologiados grafos gerados pelo gerador 
rand fa
ilite a 
onstrução da árvore; entretanto essetipo de investigação demanda estudar o 
ódigo fonte do gerador e é um tópi
o fora does
opo deste trabalho.Usar a média aritméti
a nesse tipo de 
omparação tem o efeito de distor
er osresultados, já que para valores muito baixos, uma pequena variação numéri
a podeafetar abruptamente a média. Iremos então analisar os resultados pelos histogramasapresentados nas Figuras 6.33 - 6.41, tomando o valor mais frequente (moda) 
omoreferên
ia. A Tabela 6.11 foi 
onstruída para fa
ilitar essa análise.Tabela 6.11. Resultados par
iais para análise do Conjunto IVInstân
ia EWS/NCH IRmin IRmod IRmax |IRmod − EWS/NCH | Min% Moda% Acum∗%g-1 2 1 3 10 1 8 25 49g-2 0 0 0 5 0 45 45 45g-3 0 0 0 3 0 80 80 80g-4 2 2 2 8 0 30 30 30g-5 1 0 0 4 1 35 40 75g-6 1 0 0 2 1 80 80 80g-7 0 2 2 9 2 30 30 30g-8 1 0 1 4 0 37 40 77g-9 0 0 0 0 0 80 80 80Nessa tabela, as 
olunas `EWS/NCH' referem-se ao melhor valor en
ontrado para
ada instân
ia pelos métodos EWS e NCH, as 
olunas `IRmin', `IRmod' e `IRmax'referem-se aos resultados mínimo, moda e máximo da amostra que 
orresponde à 
adainstân
ia, a 
oluna `|IRmod − EWS/NCH |' refere-se ao módulo da `distân
ia' entre assoluções em número de vérti
es bran
h, e as 
olunas `Min%', `Moda%'e `Acum∗%'referem-se à por
entagem de observações da amostra que estão situadas no valor mí-nimo, na moda e no intervalo (a
umulado) entre IRmin ≤ IRval ≤ IRmod.Observe que para a maioria dos 
asos, ou não houve distân
ia entre o valor maisfrequente e os resultados EWS/NCH ou se houve distân
ia, esta �
ou em até umaunidade do valor de referên
ia. Apenas o 
aso desta
ado em negrito, da instân
ia g-7
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onsiderando os 
ritérios da análise de moda.De fato, boa parte dos resultados 
on
entram-se entre o menor valor e a moda (ver
olunas `Min%', `Moda%'e `Acum∗%') sendo que a média está sendo in�uen
iada pelaamplitude dos limites da amostra.Outra 
onsideração a ser feita 
onsiste em determinar pelos histogramas qual é aprobabilidade de se 
onseguir, em uma úni
a exe
ução do algoritmo IR, um resultadomenor ou igual ao menor valor dentre os resultados das heurísti
as EWS e NCH parauma mesma instân
ia. Utilizando a análise de frequên
ia, podemos estimar que taisprobabilidades são da seguinte ordem: 25% para a instân
ia g-1, 45% para a instân
iag-2, 80% para a instân
ia g-3, 30% para a instân
ia g-4, 35% para a instân
ia g-5,
80% para a instân
ia g-6, 0% para a instân
ia g-7, 75% para a instân
ia g-8 e 80%para a instân
ia g-9. Dessa forma, mesmo não se 
lassi�
ando bem de a
ordo 
om o
ritério de 
omparação da média do algoritmo IR 
om os resultados determinísti
os dasheurísti
as EWS e NCH, ainda assim existem boas 
han
es (mais de 70%) de 
onseguirum resultado no intervalo IRmin ≤ IRval ≤ argmin{EWS val,NCH val} 
om apenasuma exe
ução para as instân
ias g-3, g-6, g-8 e g-9 (isto é, 44% do 
onjunto IV).Embora não tenha 
onseguido sobrepor os resultados dos métodos EWS e NCHsegundo o 
ritério de 
lassi�
ação por 
omparação da média da amostra, o algoritmoIR 
onseguiu obter resultados na proximidade dessas soluções, �
ando a espe
ulaçãosobre a in�uên
ia do gerador sobre a topologia dos grafos testados e, 
onsequentemente,seu impa
to na topologia da solução para trabalhos futuros.
6.4.5 Conjunto de Instân
ias V (Beasley (1989))6.4.5.1 Ben
hmarkO Conjunto de Instân
ias V foi 
onstruído tomando-se as instân
ias steind11,steind12, steind13, steind14 e steind15 do ben
hmark OR-Library, de Beasley, uti-lizadas no artigo An SST-based Algorithm for The Steiner Problem in Graphs (Beasley[1989℄).Tais instân
ias 
onsistem em entradas para o problema de en
ontrar árvores deSteiner em grafos, e 
orrespondem à grafos 
om n = 1000, m = 5000 e d ∼ 1%.O formato original do arquivo não 
orresponde ao formato DIMACS, portanto foi
onvertido para ser utilizado pelo apli
ativo mbv-solver.bin aproveitando-se apenasas informações sobre topologia (ar
os) da rede de entrada.
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Figura 6.33. Histograma da instân
ia g-1 (Conjunto IV): IRmin = 1, IRx̄ =
4.71, IRmax = 10, IRmed = 4, IRmod = 3; EWS val = 2, NCH val = 2
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Figura 6.34. Histograma da instân
ia g-2 (Conjunto IV): IRmin = 0, IRx̄ =
1.77, IRmax = 5, IRmed = 2, IRmod = 0; EWSval = 0, NCH val = 0
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Figura 6.35. Histograma da instân
ia g-3, (Conjunto IV): IRmin = 0, IRx̄ =
0.91, IRmax = 3, IRmed = 1, IRmod = 0; EWSval = 0, NCH val = 06.4.5.2 Análise dos ResultadosA Tabela 6.12 apresenta os resultados obtidos 
om a exe
ução determinísti
a das heu-rísti
as EWS e NCH e 
om as 100 repetições do algoritmo IR para as instân
ias doConjunto V. Uma observação importante é que, dessa vez, o ben
hmark favore
eu a
onstrução de árvores pelos métodos que usam o 
ritério de es
olha de ar
os 
om baseem informações nos vérti
es (NCH) do que pelos métodos que usam o 
ritério de es
olhade ar
os baseado em informações nos ar
os (EWS e IR). Apesar disso, o algoritmo IR
onseguiu um resultado médio melhor em duas das 
in
o instân
ias do 
onjunto se 
om-parado 
om os resultados das heurísti
as EWS e NCH, e resultados mínimos 
om atéuma dezena de vérti
es bran
h de diferença em relação à essas heurísti
as. Em relaçãoao tempo de exe
ução, a Tabela 6.12 apresenta resultados experimentais que mostramque o algoritmo IR 
onsumiu mais tempo de pro
essamento do que as heurísti
as EWS
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Figura 6.36. Histograma da instân
ia g-4 (Conjunto IV): IRmin = 2, IRx̄ =
4.52, IRmax = 8, IRmed = 5, IRmod = 2; EWS val = 2, NCH val = 2
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Figura 6.37. Histograma da instân
ia g-5 (Conjunto IV): IRmin = 0, IRx̄ =
1.84, IRmax = 4, IRmed = 2, IRmod = 1; EWS val = 0, NCH val = 0
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Figura 6.38. Histograma da instân
ia g-6 (Conjunto IV): IRmin = 0, IRx̄ =
0.86, IRmax = 2, IRmed = 1, IRmod = 0; EWS val = 1, NCH val = 1e NCH quando apli
ado sobre os grafos 
ontidos no Conjunto V. Importante observarque os tempos de exe
ução das heurísti
as EWS e NCH apresentaram a mesma ordemde grandeza para esses grafos, que possuem m = 5000 ar
os. Nos resultados anteriores,a diferen
iação entre os tempos de exe
ução desses dois métodos só �
ou evidente emgrafos 
om número de ar
os a partir desse valor de m.



6.4. Resultados Experimentais 89

2 3 4 5 6 7 8 9

0
5

10
15

20
25

30

Figura 6.39. Histograma da instân
ia g-7 (Conjunto IV): IRmin = 2, IRx̄ =
4.45, IRmax = 9, IRmed = 4, IRmod = 2; EWSval = 0, NCH val = 0
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Figura 6.40. Histograma da instân
ia g-8 (Conjunto IV): IRmin = 0, IRx̄ = 1.8,
IRmax = 4, IRmed = 2, IRmod = 1; EWSval = 1, NCH val = 1
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Figura 6.41. Histograma da instân
ia g-9 (Conjunto IV): IRmin = 0, IRx̄ =
0.81, IRmax = 3, IRmed = 1, IRmod = 0; EWSval = 0, NCH val = 0
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Tabela 6.12. Comparação dos `tempos de exe
ução' e `função objetivo' dosmétodos EWS, NCH e IR para o Conjunto VBen
hmark Heurísti
as Cerulli et al Algoritmo Re�namento IterativoEWS NCH FUNÇ�O OBJETIVO RUNTIMEInstân
ias Val Tempo(s) Val Tempo(s) Min 1Q Média Mediana 3Q Max Melhor Var Dev Min Média Maxsteind11 34 22,381 35 22,325 33 39 41,39 42 44 50 3,51 12,34 27,49 46,31 65,54steind12 40 22,321 36 22,445 26 32 35,46 35 39 46 X 4,51 20,33 24,99 40,44 63,53steind13 40 22,201 35 22,485 28 37 39,76 39 41,25 54 4,24 17,96 30,11 44,19 64,7steind14 34 22,349 33 22,441 28 36 38,19 38 40,25 50 3,91 15,27 20,38 44,51 71,47steind15 45 22,413 40 22,529 27 36,75 38,87 38,5 42 48 X 3,6 12,98 27,84 45,59 70,34



6.4. Resultados Experimentais 91As Figuras 6.42 - 6.46 apresentam os histogramas de frequên
ia para a variável`número de vérti
es bran
h' das instân
ias desse 
onjunto. Por eles é possível veri�
arque nesse 
aso a maioria das observações da amostra estão distribuídas além dos valores
EWS val e NCH val, 
omprovando portanto que o algoritmo IR não foi bem su
edidonesse 
onjunto de instân
ias.Cabe notar, entretanto, que 
ada grafo desse ben
hmark possui n = 1000 e m =

5000, logo a densidade de tais ar
os é da ordem de d = 1%, ou seja, são grafos de baixadensidade e portanto possuem uma menor quantidade de ar
os de substituição 
apazesde realizar uma tro
a sem prejudi
ar a qualidade da árvore �nal.Some-se à este fato o 
onhe
imento sobre o fun
ionamento dos algoritmosEWS/NCH e IR. Os métodos de Cerulli et al. [2009℄ 
riam uma árvore geradora usandoos 
ritérios de es
olha de ar
os que são espe
í�
os de 
ada algoritmo, sempre tentandoevitar a 
riação de vérti
es bran
h. O resultado de uma úni
a passada já é uma ár-vore geradora �nal, logo não há re�namento algum e toda a `inteligên
ia' possível foiutilizada no pro
esso 
onstrutivo.Por outro lado, o algoritmo IR ini
ia 
om uma árvore geradora irrestrita, 
om umaquantidade ini
ial de vérti
es 
onsideravelmente maior do que as árvores-solução retor-nadas pelos métodos EWS e NCH. O re�namento é o artifí
io que permite transformaressa árvore geradora irrestrita em uma árvore geradora que respeita mais restrições;para tal é pre
iso haver possibilidades de reduzir as infrações o
orridas.Conforme 
omentado no Capítulo 5 o algoritmo IR proposto para o problema MBVopera o re�namento por meio de substituições de ar
os na árvore. A quantidade deiterações é limitada prin
ipalmente pela quantidade de infrações da solução ini
ial, mastambém pela `oferta' de ar
os de substituição `vantajosos', já que uma iteração `bemsu
edida' 
onsegue eliminar no máximo dois vérti
es bran
h. Empiri
amente, nota-se que no 
aso médio o
orrem mais substituições que reduzem o grau de um vérti
einfrator e que no máximo eliminam um vérti
e bran
h. Logo, para um grafo 
omgrande quantidade de vérti
es, espera-se uma quantidade 
onsiderável de iterações nore�namento.Para reforçar ainda mais a sugestão de que o algoritmo IR não se 
omporta muitobem nos 
asos onde existe es
assez de ar
os de substituição (isto é, em grafos 
omdensidade muito baixa), é pre
iso lembrar do fato que nem todo ar
o que une os
onjuntos [S, S ′] é elegível para estar em Lrep. De fato, a situação que elimina a
andidatura de um ar
o nesse 
onjunto é quando este forma 
i
lo na árvore.Levando em 
onta essas informações, podemos suspeitar que em grafos pou
o densos(i) existe pou
a oferta de ar
os de substituição; (ii) é possível que boa parte dos ar
osdisponíveis formem 
i
los na árvore e portanto não sejam elegíveis. Para 
omprovar
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iso realizar novos experimentos empregando o algoritmo IR 
ujosresultados sejam 
apazes de fundamentar essas hipóteses. Tais experimentos serãodeixados 
omo sugestão para trabalhos futuros.
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Figura 6.42. Histograma da instân
ia steind11 (Conjunto V): IRmin = 33,
IRx̄ = 41.39, IRmax = 50, IRmed = 42, IRmod = 44; EWSval = 34, NCH val = 35
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Figura 6.43. Histograma da instân
ia steind12 (Conjunto V): IRmin = 26,
IRx̄ = 35.46, IRmax = 46, IRmed = 35, IRmod = 30, 31, 33, 39; EWSval = 40,
NCH val = 36
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Figura 6.44. Histograma da instân
ia steind13, (Conjunto V): IRmin = 28,
IRx̄ = 39.76, IRmax = 54, IRmed = 39, IRmod = 38; EWSval = 40, NCH val = 35

6.4.6 Conjunto de Instân
ias VI (Leighton (1979))6.4.6.1 Ben
hmarkO Conjunto de Instân
ias IV 
onsiste em 12 grafos 
riados por Frank Leighton noartigo A Graph Coloring Algorithm for Large S
heduling Problem (Leighton [1979℄).Consistem em arquivos que des
revem grafos no formato DIMACS, e que possuem as
ara
terísti
as dadas pela Tabela 6.13.
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Figura 6.45. Histograma da instân
ia steind14 (Conjunto V): IRmin = 28,
IRx̄ = 38.19, IRmax = 50, IRmed = 38, IRmod = 37, 38; EWSval = 34,
NCH val = 33
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Figura 6.46. Histograma da instân
ia steind15 (Conjunto V): IRmin = 27,
IRx̄ = 38.87, IRmax = 48, IRmed = 38.5, IRmod = 37; EWSval = 45, NCH val =
40 Tabela 6.13. Detalhes sobre as instân
ias do Conjunto VIInstân
ia n m d(%) |Kn|le450_5a.
ol 450 5714 6 101025le450_5b.
ol 450 5734 6 101025le450_5
.
ol 450 9803 10 101025le450_5d.
ol 450 9757 10 101025le450_15a.
ol 450 8186 8 101025le450_15b.
ol 450 8169 8 101025le450_15
.
ol 450 16680 17 101025le450_15d.
ol 450 16750 17 101025le450_25a.
ol 450 8260 8 101025le450_25b.
ol 450 8263 8 101025le450_25
.
ol 450 17343 17 101025le450_25d.
ol 450 17425 17 1010256.4.6.2 Análise dos ResultadosA Tabela 6.14 apresenta os resultados da exe
ução dos algoritmos EWS, NCH e IRpara o Conjunto VI. Para esse 
onjunto de instân
ias, o algoritmo IR 
onseguiu resolver

50% dos 
asos 
om número médio de vérti
es bran
h inferior aos resultados 
omputadospelas heurísti
as EWS e NCH.Importante ressaltar que em muitos 
asos en
ontrou-se um resultado mínimo 
om-putado pelo algoritmo IR 
uja solução 
orresponde à um 
aminho hamiltoniano, isto é,uma árvore geradora sem nenhum vérti
e bran
h. (ver 
oluna `Min' para as instân
ias
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, le450_5d, le450_15
, le450_15d, le450_25
 e le450_25d). Independentedisso, o algoritmo IR 
onseguiu en
ontrar ao menos uma solução 
om qualidade melhordo que a melhor solução 
omputada pelas heurísti
as de Cerulli et al. [2009℄ em 
adainstân
ia do 
onjunto.Mesmo para os 
asos onde o método IR não se sobressaiu sobre ambas heurísti-
as 
onsiderando seu resultado médio, ainda assim existe uma boa probabilidade de
onseguir um resultado igual ou superior em qualidade do que as heurísti
as EWS eNCH a partir de uma úni
a exe
ução deste algoritmo. De a
ordo 
om os histogramasapresentados nas Figuras 6.47 - 6.58, temos as seguintes probabilidade aproximadas desa
ar um resultado no intervalo IRmin ≤ IRval ≤ argmin{EWS val,NCH val} em umaúni
a exe
ução do algoritmo IR: 55% para a instân
ia le450_5a, 55% para a instân-
ia le450_5b, 90% para a instân
ia le450_5
, 87% para a instân
ia le450_5d, 70%para a instân
ia le450_15a, 95% para a instân
ia le450_15b, 80% para a instân
iale450_15
, 90% para a instân
ia le450_15d, 26% para a instân
ia le450_25a, 42%para a instân
ia le450_25b, 87% para a instân
ia le450_25
 e 85% para a instân
iale450_25d.Considerando tais probabilidades, nota-se que existem 
asos onde o 
ritério adotadode 
omparar o resultado médio do algoritmo IR 
om os resultados determinísti
osdas heurísti
as EWS e NCH pode levar à uma interpretação injusta da Tabela 6.14.Instân
ias que foram `prejudi
adas' por essa análise 
onsistem nas instân
ias le450_15ae le450_25d. Dessa forma, se tomarmos o 
ritério de que 
onsidera-se um su
esso os
asos onde uma exe
ução do algoritmo IR retorna um resultado menor ou igual aomenor dentre os resultados das heurísti
as EWS e NCH 
om probabilidade de pelomenos 60%, temos que para esse 
onjunto o algoritmo IR teria resolvido 
om su
essooito das doze instân
ias (66% dos 
asos).
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Tabela 6.14. Comparação dos `tempos de exe
ução' e `função objetivo' dosmétodos EWS, NCH e IR para o Conjunto VIBen
hmark Heurísti
as Cerulli et al Algoritmo Re�namento IterativoEWS NCH FUNÇ�O OBJETIVO RUNTIMEInstân
ias Val Tempo(s) Val Tempo(s) Min 1Q Média Mediana 3Q Max Melhor Var Dev Min Média Maxle450_5a 3 13,581 3 11,501 1 3 4,23 4 5 8 1,51 2,28 2 3,05 4,82le450_5b 4 14,069 5 11,713 1 3 4,15 4 5 7 1,31 1,7 1,82 2,98 4,47le450_5
 3 28,878 3 20,465 0 1 1,91 2 3 4 X 1,08 1,17 3,02 3,79 5,13le450_5d 2 28,946 3 20,233 0 1 1,86 2 2 5 X 1,02 1,03 2,91 3,82 5,87le450_15a 7 22,133 6 16,421 4 5 6,63 6 8 10 1,5 2,26 2,58 4,71 8,34le450_15b 10 22,145 9 16,357 3 6 7,62 8 9 12 X 1,75 3,07 2,92 5,46 8,38le450_15
 3 64,696 3 34,990 0 0 1,12 1 2 3 X 0,9 0,81 3,35 5,49 7,79le450_15d 3 65,608 3 35,126 0 1 1,06 1 1,25 3 X 0,78 0,6 3,6 5,43 7,29le450_25a 12 22,993 11 17,049 8 12 13,66 13,5 15 19 2,44 5,96 3,75 8 15,08le450_25b 10 22,997 7 17,229 4 8 8,9 9 10 13 2,06 4,25 3,64 6,14 10,14le450_25
 4 69,820 3 36,414 0 1 2,02 2 3 5 X 1,16 1,35 5,42 7,15 10,39le450_25d 1 69,620 1 36,434 0 1 1,49 1 2 4 0,97 0,94 5,26 6,77 9,14
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Figura 6.47. Histograma da instân
ia le450_5a (Conjunto VI): IRmin = 1,
IRx̄ = 4.23, IRmax = 8, IRmed = 4, IRmod = 3, 4; EWS val = 3, NCH val = 3
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Figura 6.48. Histograma da instân
ia le450_5b (Conjunto VI): IRmin = 1,
IRx̄ = 4.15, IRmax = 7, IRmed = 4, IRmod = 3; EWSval = 4, NCH val = 5
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Figura 6.49. Histograma da instân
ia le450_5
 (Conjunto VI): IRmin = 0,
IRx̄ = 1.91, IRmax = 4, IRmed = 2, IRmod = 0; EWSval = 3, NCH val = 3
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Figura 6.50. Histograma da instân
ia le450_5d (Conjunto VI): IRmin = 0,
IRx̄ = 1.86, IRmax = 5, IRmed = 2, IRmod = 1; EWSval = 2, NCH val = 3Os tempos de exe
ução dos algoritmos EWS, NCH e IR para as instân
ias do Con-junto VI são dados na Tabela 6.14. O algoritmo IR foi o método mais rápido dentre osavaliados 
onsiderando-se a 
omparação dos tempos 
onsumidos pelas heurísti
as EWSe NCH 
om o tempo gasto pelo algoritmo IR apli
ado na repetição que mais demorou
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ada instân
ia do ben
hmark (
oluna `Max' do blo
oRUNTIME). Se 
onsiderarmos os resultados de tempo apenas para as heurísti
as EWS eNCH, veri�
a-se pela Tabela 6.14 que a diferença entre a ordem de grandeza desses re-sultados �
a mais evidente nos grafos le450_5
.
ol, le450_5d.
ol, le450_15
.
ol,le450_15d.
ol, le450_25
.
ol e le450_35d.
ol. Esses grafos são os que possuemmais ar
os dentre os 
ontidos no Conjunto de Instân
ias VI; de fato, possuem 
er
a de
9, 16 e 17 mil ar
os, respe
tivamente.6.5 Considerações FinaisOs experimentos des
ritos nessa seção apresentam resultados sobre seis diferentes 
on-juntos de instân
ias, de onde foi mostrado que o algoritmo IR foi 
apaz de obter umresultado médio 
onsiderando a quantidade de vérti
es bran
h das suas soluções resul-tantes em 100 exe
uções independentes de 
ada instân
ia para a maioria das instân
iaspresentes em quatro desses seis 
onjuntos testados se 
omparados 
om os resultadosobtidos pelas heurísti
as EWS e NCH.Utilizar um resultado médio 
omo 
ritério de 
omparação pode desvalorizar os re-sultados obtidos pelo algoritmo IR pois essa medida de tendên
ia 
entral é afetadapelos valores extremos da observação (no 
aso, das 100 observações obtidas nas 100exe
uções independentes do algoritmo IR), `prejudi
ando' a análise de resultados dealguns desses 
onjuntos de instân
ias.Entretanto, existe outra maneira de avaliar esses resultados, que é 
onsiderar 
adaexe
ução independente do algoritmo IR 
omo sendo uma iteração de um método multi-partida. De a
ordo 
om Martí [2003℄, métodos multi-partida são métodos 
onstituídospor duas fases: a primeira na qual uma solução é gerada, e a segunda onde a soluçãoé tipi
amente melhorada. Dessa forma, 
ada iteração produz uma solução e a melhordentre todas as soluções geradas é retornada 
omo saída do algoritmo.Analisando os resultados obtidos nessa seção sobre esse novo ponto de vista, egeneralizando que 
ada exe
ução independente 
onsiste em uma iteração de um métodomulti-partida, teríamos que o resultado IRmin 
onsiste na solução obtida para 
adainstân
ia dos 
onjuntos testados. Se as Tabelas 6.3, 6.5, 6.6, 6.8, 6.10, 6.12 e 6.14forem revistas sob a luz desse novo fato então temos que o algoritmo IR 
onseguiuobter melhores resultados que as heurísti
as EWS e NCH em 100% dos 
asos testados.Embora essa abordagem não tenha sido utilizada nesse trabalho, ela é sugerida 
omotrabalhos futuros no Capítulo 7.
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Figura 6.51. Histograma da instân
ia le450_15a (Conjunto VI): IRmin = 4,
IRx̄ = 6.63, IRmax = 10, IRmed = 6, IRmod = 4; EWSval = 7, NCH val = 6
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Figura 6.52. Histograma da instân
ia le450_15b (Conjunto VI): IRmin = 3,
IRx̄ = 7.62, IRmax = 12, IRmed = 8, IRmod = 7; EWSval = 10, NCH val = 9
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Figura 6.53. Histograma da instân
ia le450_15
 (Conjunto VI): IRmin = 0,
IRx̄ = 1.12, IRmax = 3, IRmed = 1, IRmod = 0; EWSval = 3, NCH val = 3
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Figura 6.54. Histograma da instân
ia le450_15d (Conjunto VI): IRmin = 0,
IRx̄ = 1.06, IRmax = 3, IRmed = 1, IRmod = 0; EWSval = 3, NCH val = 3
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Figura 6.55. Histograma da instân
ia le450_25a (Conjunto VI): IRmin = 8,
IRx̄ = 13.66, IRmax = 19, IRmed = 13.5, IRmod = 13; EWSval = 12, NCH val =
11
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Figura 6.56. Histograma da instân
ia le450_25b (Conjunto VI): IRmin = 4,
IRx̄ = 8.9, IRmax = 13, IRmed = 9, IRmod = 7, 8; EWSval = 10, NCH val = 7

0 1 2 3 4 5

0
10

20
30

Figura 6.57. Histograma da instân
ia le450_25
 (Conjunto VI): IRmin = 0,
IRx̄ = 2.02, IRmax = 5, IRmed = 2, IRmod = 0; EWSval = 4, NCH val = 3
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Figura 6.58. Histograma da instân
ia le450_25d (Conjunto VI): IRmin = 0,
IRx̄ = 1.49, IRmax = 4, IRmed = 1, IRmod = 0; EWSval = 1, NCH val = 1





Capítulo 7Con
lusões
7.1 Con
lusõesO presente trabalho aborda o problema NP-Completo 
onhe
ido 
omo problema daárvore geradora 
om número mínimo de vérti
es bran
h (MBV) por meio de uma pro-posta de algoritmo de re�namento iterativo. Tal algoritmo 
omputa árvores geradoras`restritas' para o problema MBV usando re�namentos su
essivos 
omo artifí
io paratransformar uma árvore geradora ini
ialmente irrestrita em uma árvore geradora �nal
ujo objetivo é possuir a menor quantidade possível de vérti
es v ∈ V tais que δ(v) ≥ 3,denominados vérti
es bran
h.Desta
a-se no trabalho a estratégia empregada pelo algoritmo para substituir ar
osasso
iados 
om as infrações por ar
os `vantajosos' de a
ordo 
om um 
ritério que mede ograu de infração de um ar
o. Tal 
ritério 
onsidera duas medidas de infração asso
iadas
om a in
idên
ia do ar
o em vérti
es bran
h e grau de seus vérti
es extremos.Resultados experimentais envolvendo a 
omparação dos resultados médios obtidossobre seis diferentes 
onjuntos de instân
ias para o algoritmo de re�namento iterativo(IR) proposto 
om os resultados determinísti
os 
omputados pelas heurísti
as de pon-deração de ar
os (EWS) e 
oloração de vérti
es (NCH) de Cerulli et al. [2009℄ sugeremque o algoritmo é mais bem su
edido nos 
asos em que os grafos de entrada são den-sos o su�
iente para ofere
er grande disponibilidade de ar
os de substituição para aárvore, situação esta o
orrida em boa parte das instân
ias presentes em quatro dosseis 
onjuntos testados. Nos dois 
onjuntos restantes o método não obteve su
esso natentativa de sobrepor os resultados das heurísti
as EWS e NCH em função das instân-
ias que 
ompõem esses 
onjuntos possuírem baixa densidade de ar
os (na ordem de
1%) ou possuírem topologia que fa
ilite a obtenção de bons resultados pelas heurísti
aspropostas por Cerulli et al. [2009℄.A análise dos tempos de exe
ução apontou que o algoritmo IR 
onseguiu, para a101



102 Capítulo 7. Con
lusõesmaioria dos 
onjuntos testados, resultados em um tempo de pro
essamento menor doque as heurísti
as EWS e NCH de Cerulli et al. [2009℄. Essa situação o
orreu quandoexperimentando os 
onjuntos I, II, IV e VI. Além disso, os resultados experimentaismostraram que existe uma diferença no tempo de exe
ução entre as heurísti
as EWSe NCH, embora Cerulli et al. [2009℄ tenham apresentado uma análise de 
omplexidadeda ordem de O(nm) para ambos métodos. Tais resultados sugerem que existe um fatorde diferença entre esses métodos que 
res
e em função do número de ar
os m dos grafos;tornando-se mais evidente em grafos 
om m ≥ 5000.Uma possível expli
ação para esse fato, não 
omprovada, 
onsiste no fato de queesses autores podem ter 
onsiderado uma simpli�
ação durante a análise de 
omple-xidade do método EWS. É possível que, por simpli�
ação, tenham 
onsiderado que a
onstrução da lista L (apresentada no Algoritmo 1 do Capítulo 3) 
onsome um número
onstante de operações, isto é, possui ordem O(1), enquanto que na práti
a ela ne-
essita visitar todos os ar
os do grafo G′ e possivelmente ordená-los em ordem de seupeso a �m de in
luir todos os ar
os de G′ que possuem peso mínimo e que não formem
i
los se inseridos na árvore em 
onstrução. Se a 
onstrução da lista L é feita dessaforma, então terá um 
usto variável em função de m, 
onsumindo 
er
a de O(mlogm)operações para ser realizada. Mesmo que essa hipótese não tenha sido 
omprovada nopresente trabalho, os resultados experimentais obtidos mostraram que na práti
a essadiferença existe e �
a mais evidente 
onforme o valor de m 
res
e assintoti
amente.Tais resultados, sejam na qualidade da solução, sejam no tempo de exe
ução, desta-
am o método de re�namento iterativo apresentado 
omo uma opção interessante pararesolver o problema MBV diretamente ou 
omo um sub-problema de problemas maio-res. Cabe ressaltar que boa parte das instân
ias testadas nos seis 
onjuntos analisadossão arti�
iais, de forma que em futuros trabalhos o método deverá ser experimentadosobre instân
ias reais, 
ujas redes possuam densidades de ar
os e topologia diferentesdas analisadas, assim 
omo 
onfrontar seus resultados 
om soluções ótimas resolvidaspor métodos exatos apli
ados sobre a formulação proposta por Cerulli et al. [2009℄.7.2 Trabalhos FuturosEssa seção apresenta propostas de trabalhos futuros que podem 
ontribuir para a evo-lução e melhoria da abordagem de re�namento iterativo para o problema MBV. Estasin
luem:
• Confrontar os resultados obtidos pelas heurísti
as IR, EWS e NCH 
om o resul-tado exato obtido via resolução da formulação matemáti
a de Cerulli et al. [2009℄por um solver ;
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• Analisar outros métodos de seleção de ar
os de 
orte e substituição para o algo-ritmo de re�namento;
• Propor novas medidas de infração dos ar
os. Isso in
lui modi�
ar a medida σijpara expressar não a soma total do peso dos vérti
es em que o ar
o eij in
ide, massim o `balanço' entre os graus dos vérti
es i e j de forma a priorizar a es
olha dear
os de 
orte que sejam 
apazes de eliminar vérti
es bran
h mais rapidamenteda árvore, reduzindo o esforço do algoritmo em número de iterações ne
essáriaspara melhorar a topologia da árvore;
• Experimentar partir o algoritmo de uma úni
a solução do espaço de bus
a atri-buindo pesos aos ar
os eij do grafo G de maneira determinísti
a, mas balizadopelo grau dos vérti
es i e j em que o ar
o in
ide;
• Implementar outros algoritmos para produzir soluções ini
iais 
om menor quan-tidade de infrações para o algoritmo de re�namento iterativo. Uma das opçõesviáveis é implementar o algoritmo k-Prim de Narula e Ho [1980℄;
• Utilizar o algoritmo IR 
omo parte de outras metaheurísti
as pode resultar emformas poderosas de explorar o espaço de soluções, e portanto devem ser 
on-sideradas 
omo melhorias no desenvolvimento do método e estudo do problemaMBV. Uma possibilidade é utilizar esse algoritmo 
omo de
oder do algoritmo ge-néti
o que emprega 
haves aleatórias para problemas de otimização 
ombinatória(Mendes et al. [2008℄).
• Implementar o algoritmo IR 
omo uma iteração de um método multi-partida(Martí [2003℄) para o problema MBV, e obter a probabilidade desse algoritmoen
ontrar uma solução alvo em um dado intervalo de tempo através da análisede time-to-target plots (Aiex et al. [2006℄).
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