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Resumo

O Problema da Arvore Geradora com Nimero Minimo de Vértices Branch (do inglés,
Minimum Branch Vertices Problem ou MBV) consiste em, dado um grafo G = (V, E)
conexo, nao direcionado e nao valorado, encontrar a arvore geradora 7' dentre todas
as arvores geradoras de G que possui a menor quantidade de vértices com grau maior
ou igual a 3, denominados vértices branch. Tal problema surge na tomada de decisao
sobre onde alocar switches WDM especiais no projeto de redes 6pticas multicast, e foi
provado ser da classe N'P-Completo.

Neste trabalho o problema ¢é investigado por meio de uma proposta de heuristica
que baseia-se na abordagem de Refinamento Iterativo (IR), onde uma éarvore geradora
irrestrita é modificada usando o artificio de substituicao de arcos considerados infratores
em T por arcos de G de forma que a sua topologia original seja ajustada para possuir
a menor quantidade de vértices branch possivel. Experimentos foram realizados sobre
6 diferentes conjuntos de instancias, comparando-se os resultados pelo algoritmo IR
proposto com os resultados de duas outras heuristicas existentes para o problema. A
anélise dos resultados experimentais sugere que o algoritmo IR pode encontrar solucoes
de melhor qualidade do que estas heuristicas conforme a densidade de G aumenta.

Palavras-chave: Arvore Geradora Restrita, MBV, Heuristica, Refinamento Itera-

tivo, Teoria dos Grafos
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Abstract

Given a connected, undirected, unweighted graph G = (V| E) the Minimum Branch
Vertices Problem (MBV) consists in finding a spanning tree 7' of G that contains
the minimum number of vertices with degree greater than or equal to 3, also called
branch vertices. This problem arises in the design of optical multicast networks when
it is necessary to decide where to allocate a special kind of WDM switch, called light-
splitting switches. This problem is proved to be NP-Complete.

In this work the MBV problem has been investigated with a new heuristic based
on the Iterative Refinement Approach (IR), where an unconstrained spanning tree is
changed using a edge-replacement strategy until the tree topology achieves a minimum
number of branch vertices. Experiments were done applying the IR algorithm over six
sets of instances, and the results were compared with two other heuristics for the MBV
problem. The analysis of the results suggest that the IR algorithm can find better
solutions than these heuristics as the graph density increases.

Keywords: Contrained Spanning Tree, MBV, Heuristic, Iterative Refinement,
Graph Theory
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Capitulo 1

Introducao

Diversas situacoes do mundo real podem ser descritas através de diagramas formados
por um conjunto de pontos e linhas ligandos certos pares desses pontos, onde os pontos
podem representar entidades, e as linhas podem representar algum tipo de relacao entre
essas entidades. Por exemplo, se os pontos representam pessoas, entao as linhas podem
juntar pessoas que sao amigas; se os pontos representam centros de comunicacao, as
linhas podem representar links de comunicacao. A abstracao matematica de situagoes
desse tipo originou o conceito matematico de grafo (Bondy e Murty [1976]).

Um grafo consiste em um modelo matematico formado por um conjunto de vértices
e um conjunto de arestas que representam algum tipo de interagao entre esses vértices.
Formalmente, um grafo pode ser definido como um par G = (V, E) de conjuntos
que satisfazem E C V x V, de forma que cada elemento de E é composto por dois
elementos de V. Os elementos de V' sao denominados vértices ou nos, e os elementos de
E sao denominados arcos ou arestas (Diestel [2000]). Segundo Bondy e Murty [1976],
grafos possuem essa denominacao porque podem ser representados graficamente, e sua
representacao grafica nos permite entender muitas de suas propriedades.

Diversos sao os algoritmos existentes na literatura capazes de resolver problemas
em grafos. Encontrar os componentes conexos de um grafo, realizar buscas em pro-
fundidade e em largura em grafos, determinar a menor distancia entre os vértices do
grafo, determinar o nimero cromatico de um grafo, verificar se um dado grafo é planar
ou nao, e calcular arvores geradoras de um grafo sao exemplos de problemas cléssicos
abordados pela Teoria dos Grafos em diversos livros da area. Em Bondy e Murty [1976]
sao apresentados diversos problemas e fundamentos teéricos e matematicos envolvendo
coloragao de grafos, conectividade, caminhos, planaridade de grafos, redes e fluxos. Em
Golumbic e Hartman [2005] sao apresentados fundamentos teoricos e algoritmos para
algumas aplica¢oes do mundo real modeladas como grafos. Em Cormen et al. [2001]

sao descritos algoritmos e anélise de complexidade para varios problemas de grafos.
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Em especial, o problema de encontrar uma arvore geradora de um grafo G' tem
sido utilizado amplamente em uma série de aplicagoes, que variam desde seu uso em
heuristicas para resolver problemas NP-Completo, como é o caso do método apro-
ximado baseado na desigualdade de triangulos para o problema do caixeiro viajante
(Cormen et al. [2001]), até modelagem de redes de comunicacao (Cerulli et al. [2009)),
uma vez que para muitos problemas envolvendo redes de computadores o backbone da
rede pode ser aproximado por uma arvore geradora (Golumbic e Hartman [2005]).

No campo da otimizacao em grafos, essa importancia se mantém. Ahuja et al.
[1993| destacam que arvores geradoras possuem papel fundamental no campo de fluxos
em rede, pois aparecem em diversas ocasioes quando solucionando problemas desse
tipo. Como exemplo, problemas de fluxo de custo minimo sempre possuem arvores
geradoras como solucao; o algoritmo network-simplex para resolver problemas de fluxo
de custo minimo é de certa forma um algoritmo de manipulacao de arvores geradoras
que iterativamente move-se de uma arvore geradora para outra, incluindo um novo arco
no lugar de outro. Bazaraa et al. [1990] correlacionam uma arvore geradora com cada
base quando caracterizam um tableau para o problema classico de transporte. Essa
mesma correlagao é apresentada em Bertsimas e Tsitsiklis [1997] quando caracterizam
matrizes bésicas.

De acordo com Golumbic e Hartman [2005], o problema mais simples de otimiza-
¢ao em grafos consiste no problema da arvore geradora minima (do inglés, minimum
spanning trees ou MST), enunciado como: dado um grafo G = (V, E), nao direci-
onado e valorado nas arestas, encontrar uma arvore geradora cuja soma dos custos
de seus arcos é minima. Em Graham e Hell [1985] encontramos um pouco sobre a
historia desse problema, onde os autores comparam os trabalhos desenvolvidos inde-
pendentemente na Franca, Polonia e antiga Tchecosloviquia antes da publicacao dos
trabalhos classicos de Boruvka (1926), Kruskal (1956) e Prim (1957) e os relacionam
com o0s avancos recentes sobre o problema MST. Em Bazlamagci e Hindi [2001] é apre-
sentada uma comparacao entre os algoritmos cléssicos conhecidos e os modernos algo-
ritmos de Cheriton e Tarjan [1976], Fredman e Tarjan [1987] e Karger et al. [1995] e
suas estruturas de dados complexas e eficientes, dificeis de implementar. Embora os
métodos apresentados por esses autores variam em complexidade, todos sao polinomi-
ais. No contexto de modelagem de problemas inteiros em programacao matemética,
Bertsimas e Tsitsiklis [1997] apresentam duas formulagoes classicas para esse problema,
denominadas subtour elimination formulation e cutset formulation, ambas com nimero
exponencial de restrigoes. Ahuja et al. [1993] comentam que é possivel dar uma formu-
lacao polinomial do problema com a inclusao de novas variaveis de fluxo multiproduto

na formulagao de eliminacao de subciclos.



Ainda relacionado ao tema existem problemas de encontrar arvores geradoras res-
tritas com diversas aplicacoes no mundo real. Tais problemas geralmente envolvem
encontrar uma arvore geradora de um grafo G = (V| E) que acrescenta restrigoes as
formulagoes acima comentadas. Exemplos desse tipo de problema incluem o problema
degree-constrained minimum spanning tree (Narula e Ho [1980]) que consiste em encon-
trar uma arvore geradora de custo minimo 7" em G tal que o grau de cada vértice em
T seja de no maximo uma constante d; e o problema diameter-constrained minimum
spanning tree que consiste em encontrar uma arvore geradora 7" de menor custo dentre
todas as arvores geradoras de G tal que nao existam caminhos em 7' com mais do
que k arcos entre quaisquer par de vértices (Noronha et al. [2008]). Garey e Johnson
[1979| publicaram uma lista de problemas de tempo nao-polinomiais envolvendo arvores
geradoras que cobrem grande parte dos problemas cléssicos conhecidos na literatura.

O objetivo dessa dissertacao é o estudo de um problema que também esta re-
lacionado com a construcao de &arvores geradoras restritas. Motivado por um pro-
blema de alocagao de switches em redes 6pticas, Gargano et al. [2002] enunciaram um
novo problema denominado minimum branch vertices problem (MBV): dado um grafo
G = (V, E) nao direcionado e nao valorado, encontrar uma arvore geradora 7' que pos-
sui 0 menor nimero de vértices com grau maior ou igual a trés (denominados vértices
branch). Cerulli et al. [2009] estudaram esse problema e propuseram um modelo de
programacao inteira mista e heuristicas baseadas em técnicas de coloracao de vértices
e ponderacao de arcos.

Como o problema é demonstrado ser da classe NP-Completo (Gargano et al.
[2002]), é pouco provavel que existam algoritmos polinomiais capazes de resolvé-lo
na otimalidade. Unindo isso ao fato do problema ser de ordem pratica, recente e
pouco explorado, torna-se necessario investir no projeto de novos algoritmos capazes
de resolvé-lo para grandes instancias com solucoes de boa qualidade; dai a motivacao
para esse trabalho.

A dissertacao esta estruturada em capitulos para melhor organizacao de seu con-
tetiido. No Capitulo 2, o problema objeto de estudo desse trabalho serd apresentado
formalmente, assim como resultados que demonstram sua complexidade. No Capi-
tulo 3 apresentaremos o estado da arte publicado na literatura para o problema da
arvore geradora com nimero minimo de vértices branch (MBV), que incluem modelo
matematico e heuristicas (Cerulli et al. [2009]). No Capitulo 4 introduziremos a abor-
dagem de refinamento iterativo (IR) para arvores geradoras restritas (Deo e Kumar
[1997]). No Capitulo 5 um algoritmo inspirado na abordagem IR para o problema
MBYV sera apresentado. Por fim, o Capitulo 6 detalhard os experimentos realizados

para comparacao de alguns métodos documentados para o MBV com o algoritmo TR
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proposto, sendo a conclusao do trabalho apresentada no Capitulo 7.



Capitulo 2

O Problema da Arvore Geradora com

Numero Minimo de Vértices Branch

Esse capitulo apresenta os fundamentos matematicos do Problema da Arvore Geradora

com Namero Minimo de Vértices Branch, sua descricao formal e complexidade.

2.1 Fundamentos

Essa secao tem por objetivo definir conceitos usados nesse trabalho e referenciados
nas proximas secoes do capitulo. A maioria deles sao conceitos conhecidos de teoria
dos grafos; entretando alguns novos conceitos sobre o problema estudado precisam ser
esclarecidos para um melhor entendimento da secao referente a complexidade.

No decorrer do texto, G = (V, E) refere-se a um grafo conexo, nao direcionado e
nao valorado. Considere £’ um sub-conjunto de arcos de E. Um subgrafo induzido por
arestas G' = (V') E') de G é o subgrafo G’ cujo conjunto de vértices V' é o conjunto
dos extremos dos arcos e € E’ e cujo conjunto de arcos é o proprio conjunto FE’
(Bondy e Murty [1976]). O subgrafo G’ é também denominado um subgrafo gerador
de G quando V' =V (Diestel [2000]).

Uma drvore T' é um grafo minimamente conectado e maximalmente aciclico, isto é,
T é conexo mas T\ {(4, j)} é desconexo para todo arco (i,7) € T, e T' nao contém ciclos
mas T'U{(7, j)} contém para quaisquer vértices nao adjacentes i,j € T. Se T é aciclico
e conecta todos os vértices de um grafo GG, chamamos T" de drvore geradora, uma vez
que ela ‘gera’ o grafo G. Qualquer subgrafo gerador minimamente conectado sera uma
arvore e, portanto, todo grafo conexo contém uma arvore geradora. Um caminho em
G que contém cada vértice de G € um caminho hamiltoniano. Um vértice que separa
dois outros vértices do mesmo componente conexo é um vértice de corte. Se todos os

vértices de um grafo G tém grau k, entao GG é chamado de k-regular, ou simplesmente
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regular; um grafo 3-regular ¢ também chamado de cibico (Diestel [2000]).

Os proximos conceitos advém de Gargano et al. [2002], e sdo importantes para o
entendimento do problema e sua complexidade.

Seja d(v) o grau do vértice v € V. Um vértice branch de G & um vértice de grau
maior do que 2, isto é, 6(v) > 3. Seja s(G) o menor nimero de vértices branch em
qualquer arvore geradora de G. Uma arvore geradora 7' de G nao possuird nenhum
vértice branch (isto é, s(G) = 0) se e somente se G admitir um caminho hamiltoniano.
Uma arvore geradora com no maximo 1 vértice branch é denominada uma aranha (do
inglés, spider). A Figura 2.1 ilustra 3 arvores geradoras que sao grafos aranha; a arvore

geradora (b) é também um caminho hamiltoniano. Os vértices destacados sao vértices

ﬂ/o\o i%i

Figura 2.1. Exemplos de arvores geradoras do tipo spider

branch.

Um grafo G com s(G) < 1 admite um subgrafo gerador que é um grafo aranha, ou
seja, existe uma arvore geradora 7" em G com no maximo um vértice branch; dizemos
entdo que G admite uma aranha geradora (do inglés, spanning spider). A Figura 2.2
apresenta um grafo G em (a) com 9 vértices e 14 arcos. As arvores geradoras destacadas
em (b) e (c) sao exemplos de subgrafos geradores de G com, respectivamente, 1 e 0
vértices branch e portanto sao aranhas gemdoms Nesse caso, o grafo (a) admite

claramente uma aranha geradora, pois s(

@@@

Figura 2.2. Grafos aranha geradoras de G

Se GG possuir uma aranha geradora centralizada em cada vértice de G, entao tal
grafo é denominado uma aracndide (do inglés, arachnoid). Por defini¢do, um grafo
aranha com 1 vértice branch é dito estar centralizado nesse vértice branch; um grafo
aranha sem vértices branch é visto como centralizado em algum vértice da &rvore.
Dessa defini¢oes, temos que um grafo G com s(G) = 0 é aracndide e que todo grafo
aracndide tém s(G) < 1.
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Observe que s(G) = 0 se e somente se G possui um caminho hamiltoniano. Decidir
se um grafo G possui um caminho hamiltoniano é um problema N P-Completo; com

isso, nao existem algoritmos conhecidos que resolvem o problema em tempo polinomial.

2.2 Histoérico

O problema da arvore geradora com nimero minimo de vértices branch (do ingles,
minimum branch vertices problem) surgiu a partir do interesse de Gargano et al. [2002]
em um problema de alocacao de switches em redes Opticas, descrito a seguir.

A tecnologia de multiplexagao por divisao do comprimento de ondas (WDM) utili-
zada em redes Opticas suporta a propagacao de multiplos feixes de luz em um mesmo
cabo de fibra optica, desde que cada feixe de luz utilize um comprimento de onda di-
ferente. Entende-se por lightpath a sequéncia de enlaces de fibra O6ptica que conecta
dois nés de uma rede usando um comprimento de onda fixo. Assim, dois lightpaths que
utilizam o mesmo enlace 6ptico devem usar diferentes comprimentos de onda.

Considere uma nova situacao, onde uma nova tecnologia torne os switches 6pticos
capazes de replicar o sinal através da divisao do feixe de luz (em inglés, light-splitting
switches). Estenderemos o conceito de lightpath em um novo conceito, denominado
lvght-tree. Uma light-tree incorpora a capacidade de comunicacao multicast em uma
rede Optica, permitindo transmitir informacao de um tnico n6 origem para multiplos
nos destinos. Muitas aplicacoes que utilizam intensivamente a largura de banda reque-
rem a capacidade de multicast para serem eficientes: Web-browsing, video conferéncia,
servicos de video sob demanda, dentre outras aplicacoes.

A capacidade de realizar comunicacao multicast em redes 6pticas pode ser alcancada
ao permitir que os switches WDM copiem os dados diretamente no dominio 6ptico
através da divisao do feixe de luz. Assim o multicast 6ptico, implementado sob a
forma de light-trees, possui vantagens sobre o multicast eletronico uma vez que dividir
o feixe de luz é ‘mais facil’ do que copiar pacotes de dados em buffers eletronicos
(Gargano et al. [2002]).

Uma light-tree permite uma comunicagao completamente 6ptica de um n6 de origem
para um conjunto de nos de destino, que pode incluir todos os demais nos da rede.
Assuma que o né de origem do multicast pode transmitir o sinal 6ptico para qualquer
nimero de vizinhos. Os aparelhos switch alocados a nos da rede com grau superior a 2
devem possuir essa capacidade especial de dividir o feixe de luz, repassando adiante um
nimero de copias do sinal igual ao nimero de seus vizinhos, enquanto que os demais
n6s precisam suportar apenas a recepcao e repasse de apenas uma copia dos dados

recebidos.



CAPITULO 2. O PROBLEMA DA ARVORE GERADORA COM NUMERO MINIMO DE
8 VERTICES Branch
Uma rede 6ptica tipica terd um nimero limitado desses switches sofisticados; alguém

tem que posiciona-los de tal forma que eles possam realizar todas as possibilidades de
multicast. Essa necessidade leva ao problema de encontrar arvores geradoras com a me-
nor quantidade de vértices branch possivel. Tal problema pratico foi denominado pelos
autores de minimum branch vertices problem (MBV), e sera formalmente apresentado

na proxima secao.

2.3 Problema da Arvore Geradora com Ntmero

Minimo de Vértices Branch

Seja G = (V, E') um grafo conexo, nio direcionado e ndo valorado cujos vértices repre-
sentam os switches da rede e os arcos correspondem aos enlaces de fibra 6ptica. Com
uma quantidade s(G) de light-splitting switches é possivel prover todas as possibilidades
de comunicacao multicasts em uma rede 6ptica. No decorrer do texto denominaremos
tais switches de switches ‘especiais’.

Se s(G) = 1, entdo G possui uma aranha geradora e todas as possibilidades de
comunicacao multicast podem ser realizadas com o uso de apenas um switch especial.
Se GG for um grafo aracndide, entao nenhum switch especial serd necessirio, uma vez
que o no6 de origem do multicast pode transmitir a informacao para qualquer nimero de
vizinhos (ver Secao 2.2). Se s(G) > 0, 0 menor namero de switches especiais necessarios
serd exatamente s(G).

O problema MBYV pode ser enunciado formalmente da seguinte maneira: dado um
grafo G = (V, E) conexo, nao direcionado e nao valorado que representa uma rede
Optica, determine o niimero minimo de switches ‘especiais’ necessarios para garantir
todas as possibilidades de comunicacao multicast na rede. Em outras palavras, isso
corresponde & procurar pela arvore geradora 7" de G que possui o menor niimero de
vértices branch (Cerulli et al. [2009]).

Esse problema foi estudado por Gargano et al. [2002] com foco na investigagao
do parametro s(G) de grafos G conexos que admitem aranhas geradoras ou que sao
grafos aracndides, onde foi demonstrado que tais problemas sao NP-Completos e que
o valor de s(G) é igualmente dificil de determinar por aproximagao. A proxima se¢ao
ird apresentar os principais resultados de complexidade obtidos pelos autores nessa

investigacao.
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2.4 Complexidade

Essa secao apresenta os principais resultados de complexidade obtidos acerca do pro-
blema MBV por Gargano et al. [2002] e Gargano et al. [2004]|. Todos serdo apresenta-
dos na forma de proposicoes e de provas que foram registradas por esses autores. A
consideracao inicial é que decidir se um grafo GG possui um caminho hamiltoniano é um
problema N'P-Completo (Garey e Johnson [1979]).

A principal técnica usada para mostrar que dois problemas estao relacionados é
a redu¢ao de um problema em outro, fornecendo uma transformacao construtiva que
‘mapeia’ qualquer instancia do primeiro problema em uma instancia equivalente do
segundo. Essa transformacao fornece um meio para converter qualquer algoritmo que
resolve o segundo problema no algoritmo correspondente para resolver o primeiro pro-
blema (Garey e Johnson [1979]).

De acordo com Cormen et al. [2001], quando tentamos mostrar que um problema é
NP-Completo, fazemos declaracoes sobre o qual dificil de resolver ele é; nao tentamos
provar a existéncia de um algoritmo eficiente para ele, mas sim que nenhum algoritmo
eficiente é provavel de existir. Para tal usamos essa relacao de ‘facilidade’ ou ‘dificul-
dade’ com outros problemas cuja ‘dificuldade’ é conhecida. Os proximos paréagrafos
fornecem os fundamentos para a demonstracao de problemas N P-Completo.

Seja A um problema de decisao que desejamos resolver em tempo polinomial. Cha-
mamos de o« uma instancia particular desse problema. Suponha existir um outro pro-
blema de decisao, B, onde um algoritmo de tempo polinomial é conhecido existir. Um
algoritmo de reducao em tempo polinomial é qualquer procedimento capaz de transfor-
mar uma instancia « do problema A em uma instancia § do problema B em tempo
polinomial e cujas respostas para os problemas de decisao sao as mesmas, ou seja, a
resposta de a é ‘sim’ se e somente se a resposta de [ for ‘sim’. Dessa maneira, um
algoritmo de reducao em tempo polinomial é capaz de resolver o problema A também
em tempo polinomial, jA que todos os passos envolvidos na transformacao e resolucao
de o tomam tempo polinomial.

Para mostrar que um problema é N'P-Completo, a reducdo é usada no sentido
contrario: ao resolver o problema A usando o problema B, usamos a ‘dificuldade’ de B
para provar a ‘dificuldade’ de A. A redugao em tempo polinomial é usada para mostrar
que nenhum algoritmo de tempo polinomial pode existir para um dado problema B.

Suponha existir um problema de decisao A para o qual sabemos que nenhum al-
goritmo polinomial existe. Suponha existir um algoritmo de tempo polinomial capaz
de transformar instancias do problema A em instancias do problema B. Suponha que
B pode ser resolvido em tempo polinomial. Ao aplicar a reducao, estamos afirmando

que o problema A pode entao ser resolvido em tempo polinomial através da transfor-
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macao polinomial das instancias de A em instancias de B, seguido da sua resolucao

pelo algoritmo polinomial de B. Isso contradiz a consideracao inicial de que nao existe
algoritmo capaz de resolver A em tempo polinomial, de onde temos que o problema B
é tao dificil de resolver quanto o problema A e, portanto, nao existe nenhum algoritmo
de tempo polinomial para resolvé-lo.

Se é possivel reduzir em tempo polinomial um problema intratavel do ponto de vista
computacional em outro problema, entao esse outro problema é também intratavel.
As provas das proposi¢oes de Gargano et al. [2002] e Gargano et al. [2004] transcritas
a seguir partem desse mesmo principio. Mais detalhes sobre teoria de complexidade

podem ser encontrados em Garey e Johnson [1979]; Cormen et al. [2001]; Ziviani [2004].
Proposicao 1. E N'P-Completo decidir se um grafo G admite uma aranha geradora.

Demonstracao. Suponha G um dado grafo, e v é um vértice de G. Construa um novo
grafo G’ que consiste de 3 copias de G e um vértice adicional adjacente ao vértice
v de todas as copias de GG. Assim, G’ possui uma aranha geradora necessariamente
centralizada no vértice adicional w, se e somente se G admitir um caminho hamiltoniano

iniciando em v (Gargano et al. [2002]). O

A Figura 2.3 ilustra a reducdo de uma instancia arbitraria (a) de acordo com o
procedimento descrito na prova da Proposi¢ao 1. Em (a) temos um grafo G hipoté-
tico, com vértice v em destaque. Em (c), o grafo G’ é construido de acordo com o

procedimento descrito na prova da Proposicao 1.

(a)

(b)

Figura 2.3. Reducao do grafo G em G’ para a prova da Proposicao 1

O grafo G’ admitird uma aranha geradora centralizada em w se e somente se GG
possui um caminho hamiltoniano partindo de v. Embora decidir se existe um cami-
nho hamiltoniano em um dado grafo seja um problema N P-Completo, por inspecao

visual sabemos que o grafo G possui um caminho hamiltoniano ilustrado em (b) e,
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portanto, para essa instancia existird uma aranha geradora no grafo G’ centralizada

em w, destacada o grafo (d).
Proposicdo 2. £ N'P-Completo decidir se um dado grafo G € aracndide.

Demonstracao. Suponha G' um dado grafo, e v um dado vértice de G. Construa um
novo grafo G’ incluindo um novo vértice w em G e adicionando um arco entre v e w. O
grafo G' é um aracndide se e somente se G possui um caminho hamiltoniano partindo
de v (Gargano et al. [2004]). O

A Figura 2.4 ilustra o procedimento de reducdo. Em (a), temos uma instancia
arbitraria que representa o grafo G. Em (b) o grafo G’ é construido com a incluséo de

um novo vértice, w, e sua ligagao com o vértice v do grafo.

(a) (b) (c) (d)

Figura 2.4. Reducao do grafo G em G’ para a prova da Proposi¢io 2

Suponha um grafo G’ (b) construido de acordo com o procedimento descrito na
prova da Proposi¢ao 2. Se o grafo G em (a) possuir um caminho hamiltoniano (c)
partindo de v, entao s(G) = 0. A inclusao do novo arco (v, w) ao caminho hamiltoniano
existente em G também resultard em um caminho hamiltoniano; logo G’ também
admite um caminho hamiltoniano (d). Por defini¢ao, se s(G') = 0 entdo existe uma

aranha geradora centralizada em todos os seus vértices e portanto G’ um aracndide.

Proposicdo 3. Seja k um inteiro nio-negativo firo. E N'P-Completo decidir se um
dado grafo G satisfaz s(G) < k

Demonstracao. Em vista do resultado anterior, podemos assumir que k£ > 2. Seja GG
um dado grafo, e v um dado vértice de G. Construa um grafo G’ a partir de 2k copias
disjuntas de G e um grafo completo com k vértices adicionais, fazendo com que cada
vértice adicional seja adjacente ao vértice v de suas proprias duas copias de G. O grafo
G' admite uma arvore geradora com no maximo k vértices branch se e somente se GG

admite um caminho hamiltoniano partindo de v (Gargano et al. [2002]). O

A Figura 2.5 ilustra a redugao do grafo G apresentado em (a) no grafo G’ de acordo
com o procedimento descrito na prova da Proposi¢ao 3. Supondo k£ = 3, O grafo G’
apresentado em (c) é construido a partir de 2k copias de G unindo-se o vértice v de

cada copia ao vértice k correspondente no grafo completo.
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(a)

(b) (c) (d)

Figura 2.5. Reducao do grafo G em G’ para a prova da Proposi¢ao 3

O grafo completo usado na construcao de G’ teré o efeito de inserir pelo menos k
vértices branch em G'. Como o grafo G desse exemplo possui um caminho hamiltoniano
destacado em (b), entdo cada caminho estara ligado & apenas um desses k vértices
branch. Com isso é possivel construir uma arvore geradora em G’ (d) que possua no
méaximo k vértices branch stisfazendo a condicao de que s(G) < k. Entretanto, decidir

se G’ admite um caminho hamiltoniano é um problema N P-Completo.

Proposigao 4. Seja k = O(n'~), para € firo e 0 < € < 1. Nao existe algoritmo de

tempo polinomial para verificar se s(G) < k, a menos que P = NP

Demonstracao. Seja G um dado grafo, e v um dado vértice de G. Construa um grafo
G’ com k copias disjuntas de G e um vértice adicional v’, fazendo com que o vértice v de
cada copia seja adjacente ao vértice v’. Se G admite um caminho hamiltoniano partindo
de v, entdo G’ contém uma arvore geradora com um vértice branch centralizado em v’
Por outro lado, se tal caminho hamiltoniano nao existe em G entdao s(G) > k+ 1, uma
vez que cada arvore geradora de GG terd no minimo um vértice branch para cada copia
de G (Gargano et al. [2004]). O

A Figura 2.6 ilustra a reducdo de uma instancia (a) do grafo G em uma instancia
(c) do grafo G’ usando o procedimento de redugao descrito na prova da Proposigao 4.
O grafo G transforma-se em G’ ao criar k = 3 copias de G e conectar o vértice v de
cada copia ao vértice v' adicional.

Por inspecao, verifica-se que o grafo G em (a) possui um caminho hamiltoniano
partindo de v que esté ilustrado em (b). Com isso é possivel verificar por inspe¢ao que
existe uma aranha geradora (d) em G’ com um tnico vértice branch possivel (nesse
caso, v’ com §(v') = k). Se G nao admitisse um caminho hamiltoniano, entao a arvore

geradora de G’ teria pelo menos 1 vértices branch em cada sub-arvore originada a partir
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(b) (d)

Figura 2.6. Reducao do grafo G em G’ para a prova da Proposicao 4

de cada uma das k copias, mais o vértice v’ que é obrigatoriamente um vértice branch,
totalizando pelo menos k + 1 vértices branch.

Por fim, uma ultima proposicao sera enunciada mas sem descrever sua prova, uma
vez que ela requer outros conceitos e resultados pesquisados por Gargano et al. [2002]

que fogem ao contexto desse trabalho:

Proposicao 5. Seja k qualquer inteiro positivo fizo. A menos que P = NP, nao existe
algoritmo de tempo polinomial para verificar se s(G) < k, mesmo para grafos cibicos

com s(G) = 0.

2.5 Outros topicos relacionados

Ainda relacionado ao problema MBV, cabe destacar os trabalhos de Gargano et al.
[2002] e Gargano et al. [2004] na investigagao de condi¢oes de densidade em grafos
que, quando satisfeitas, garantem a existéncia de um caminho hamiltoniano em grafos.

Tais condicoes incluem a inexisténcia dos grafos K; 3 e K; 4 como subgrafos induzidos

n—1

5, dentre outras

de G e que todos os vértices de GG possuam grau de no minimo
condicoes.

Gargano e Hammar [2003] estudaram o conceito de mazimalidade de caminhos em
grafos, mostrando como encontrar caminhos maximais em grafos conexos em tempo
O(n?) e como transforma-los em aranhas geradoras para grafos gerais e bipartidos,
desde que tais grafos satisfacam algumas condigoes de densidade.

Por fim, Gargano et al. [2004] revisitam o problema de determinar arvores geradoras
com a menor quantidade de vértices branch, acrescentando novas condicoes de densi-
dade, corrigindo algumas provas de proposi¢oes publicadas em Gargano et al. [2002]
sobre a complexidade do problema e apresentando o conceito de mazimalidade de ca-

minhos e o algoritmo para encontrar aranhas geradoras em grafos gerais proposto em
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Gargano e Hammar [2003]. Ainda nesse trabalho relacionam o parametro s(G) com

outros parametros classicos em teoria dos grafos.

Outro problema diretamente relacionado, que nao serda abordado nesse estudo, foi
formalizado por Cerulli et al. [2009] onde de acordo com esses autores muitos dos swit-
ches Opticos reais conseguem apenas duplicar o feixe de luz incidente sendo, portanto,
um problema mais adequado para modelar a tomada de decisao sobre alocacao de swit-
ches Opticos em situacoes reais. Apesar dessa consideracao o problema MBYV ainda
desperta interesse devido ao fato de ser N'P-Completo, e portanto intratavel do ponto
de vista computacional, o que motiva o desenvolvimento de heuristicas capazes de obter

solucoes sub-6timas de boa qualidade para o MBV.



Capitulo 3

O Estado da Arte

Esse capitulo apresenta as técnicas conhecidas para solucionar o Problema da Arvore
Geradora com Minimo de Vértices Branch. Tais técnicas incluem uma formulagao
linear inteira, que permite resolver instancias pequenas em tempo razoavel, e algumas

heuristicas baseadas em estratégias de ponderacao de arcos e de coloracao de vértices.

3.1 Formulacao matematica para o problema MBYV

Essa secao descreve a modelagem inteiro mista baseada em fluxo de um tinico produto
proposta por Cerulli et al. [2009] para o problema MBV.

Seja G = (V, E) um grafo conexo, ndo direcionado e nao valorado. Seja T' = (V, E’)
uma arvore geradora em G definida pelo envio de uma unidade de fluxo de um vértice
abitrario de origem s € V' para cada vértice v € V'\ {s} do grafo G.

Sejam f,,, e f,, variaveis que definem, respectivamente, o fluxo que parte do vértice
u em direcao ao vértice v e o fluxo que parte do vértice v em direcao ao vértice u ao
longo do arco (u,v).

Seja z., e € E, uma variavel binaria de decisao tal que ., = 1 se o arco e pertence
a arvore geradora T', e z, = 0 caso contrario. Seja y,, v € V, uma variavel binaria de
decisao tal que y, = 1 se v é um vértice branch, e y, = 0 caso contrario.

A notagao A(v) indica o sub-conjunto de arcos incidentes em um dado vértice v € V'
do grafo G. A*(v) = {(v,w) € V. x V| (v,w) € E} refere-se ao conjunto de arcos que
partem de v e A~ (v) = {(w,v) € V x V | (w,v) € E} refere-se ao conjunto de arcos
que chegam em v na versao direcionada de G.

A funcao objetivo devera considerar a minimizacao do nimero de vértices branch

de uma arvore geradora construida como solucao, de acordo com o modelo que é dado

15
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a seguir:

mmZyv, (3.1)

veV

sujeito a

d we=|V|-1, (3.2)

eck
Z fsv — Z fvs = |V| - 17 (33)
(s,v)€AT(s) (v,5)€EA(s)
Yo D fw=-1VoeV\{s} (3.4)
(v,u)EAT (v) (u,v)€A™ (v)
fuo < (V] = Dz Y(u,v) € E, (3.5)
fou < (V| = Dz Y(u,v) € E, (3.6)
> w-2< (V=g eV, (3.7)
ecA(v)
. €{0,1} Ve € E, (3.8)
Yy, €{0,1} Yo €V, (3.9)
fuw = 0V(u,v) € E, (3.10)
fou > 0V(u,v) € E. (3.11)

O modelo acima é capaz de retornar solugoes exatas para o problema de encon-
trar arvores geradoras em um grafo G conexo, nao direcionado e nao valorado com
quantidade minima de vértices com grau maior ou igual a 3. Os proximos paragrafos
detalham a funcao de cada uma de suas restricoes.

A fungao objetivo (3.1) requer minimizar o nimero total de vértices branch na
arvore.

A restricao (3.2) garante que cada solugao factivel tera |V| — 1 arcos ligados. As

equagoes de conservagao de fluxo modeladas pelas restri¢oes (3.3) e (3.4) garantem que
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(|V] — 1) unidades de fluxo partirdo do vértice s em direcdo aos demais vértices do
grafo, e cada vértice do grafo (exceto s) é capaz de consumir 1 unidade de fluxo. Em
conjunto, essas restri¢oes asseguram que cada solucao factivel sera uma arvore geradora
pois resultard em um grafo onde todos os vértice estao conectados por meio de (|V|—1)
arcos.

As restrigoes (3.5) e (3.6) garantem que, se um dado arco e é selecionado para
participar da arvore geradora T', entao havera passagem de fluxo por ele. A quantidade
de fluxo que pode passar por um arco é limitada a quantidade de fluxo que parte da
origem, ou seja, |V| — 1. Por outro lado, se o arco e nao é selecionado para participar
da arvore geradora T (isto é, x. = 0), entao nao havera passagem de fluxo por ele e
portanto a tnica possibilidade para tornar essas desigualdades vélidas é atribuir 0 as
variaveis fu, e fou-

A restri¢ao (3.7) modela a relacao entre o grau de um vértice v e a variavel binaria
de decisao y, que indica se v serd um vértice branch: se 0(v) < 2, entdo y, devera
assumir valor 0 para que a desigualdade seja verdadeira; caso contrario, a variavel de
decisao y, que seleciona o vértice v como branch devera assumir valor 1 para manter a
desigualdade valida. Assim, o vértice v é selecionado como branch caso existam mais
do que 2 arcos incidentes a ele na solucao.

Por fim, as restrigoes (3.8), (3.9), (3.10) e (3.11) apenas definem o dominio de cada

variavel de decisao ., Yy, fuv € fou

3.2 Heuristicas

Diversas proposicoes e provas sobre a complexidade do problema MBYV foram apre-
sentadas na Secao 2.4, demonstrando que o problema é ‘dificil’ de ser resolvido do
ponto de vista computacional por nao haver algoritmos polinomiais capazes de fazé-lo
em tempo razoavel. Embora a Secao 3.1 tenha apresentado a formulagao matemaética
de Cerulli et al. [2009], que torna possivel resolver o problema empregando métodos
exatos, o problema é NP-Completo e portanto a formulagao s6 é capaz de resolver
instancias pequenas com um esforco computacional aceitavel.

O problema MBV tem aplicacao pratica no projeto de redes 6pticas, conforme men-
cionado na Segdo 2.2. Para resolver instancias ‘interessantes’ (isto é, instancias reais)
de tamanho razoavel é preciso utilizar algum método de aproximagao ou heuristica
que, embora nao retorne solucoes provadamente 6timas, podem resultar em solugoes
sub-6timas de boa qualidade com um esforco computacional menor do que resolver o
modelo.

Nesse contexto, Cerulli et al. [2009] propuseram trés estratégias heuristicas para o
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problema MBYV, capazes de construir uma arvore 7' de G levando em conta a preocu-
pacao de minimizar o nimero de vértices branch. A primeira delas baseia-se em uma
estratégia de atribuir pesos aos arcos do grafo G para marcar arcos que, se inseridos
na arvore, transformam um de seus extremos em branch. A segunda utiliza um es-
quema de codificacao de cores para os vértices de T' para determinar quais estao na
iminéncia de tornar-se branch. Por fim, a terceira utiliza partes de ambas estratégias
em uma heuristica mista de ponderacao de arcos e coloracao de vértices. As proximas

sub-secoes detalham cada método e apresentam o pseudo-codigo correspondente.

3.2.1 EWS: Estratégia de Ponderagao de Arcos

Essa estratégia consiste basicamente em criar, a partir de um grafo G = (V, E) conexo,
nao direcionado e nao valorado, um novo grafo ponderado G' = (V, E, w) onde w : £ —
N consiste em uma fun¢ao positiva no conjunto de arcos F que indica a possibilidade
de um dos vértices extremos de um dado arco (u,v) tornar-se branch caso (u,v) seja
selecionado para participar da arvore geradora 7' = (V, E').

No inicio da execucao cada arco (u,v) € FE recebe peso 1, enquanto o grafo T
serd composto por uma floresta formada por |V| componentes conexos disjuntos. O
algoritmo constroi uma arvore geradora tomando um arco (u*,v*) de G e inserindo-o
em 71" & cada iteracao, até que o grafo T resulte em um tnico componente conexo.

A escolha do arco (u*,v*) deve levar em conta algumas consideragoes. Uma delas
é que o algoritmo tenta evitar a criacao de vértices branch escolhendo sempre um arco
(u*,v*) de menor peso em G que ainda nao tenha sido selecionado para T. Outra
consideracao é que o arco escolhido nao poderd gerar ciclos se inserido na arvore: um
arco (u*,v*) participa da arvore geradora apenas se os vértices u* e v* estiverem em
diferentes componentes conexos de 7T

Quando um arco (u*,v*) é inserido em T ele afeta o peso w de todos os arcos
incidentes aos vértices u* e v* em (G, que tém seu peso incrementado em 1 unidade.
Isso tem o efeito de torna-los uma escolha ‘menos provavel’ na proxima iteracao do
algoritmo, uma vez que o arco (u*,v*) escolhido sera o de menor peso dentre todos os
arcos de GG que ainda nao fazem parte do grafo 7'.

A condi¢ao de parada do algoritmo serd quando a arvore geradora T estiver cons-
truida, ou seja, quando todos os componentes conexos de 71" tornarem-se um tnico
componente conexo com |V'| vértices interligados por (|| — 1) arcos sem formar ciclos.

O pseudo-codigo 1 foi extraido de Cerulli et al. [2009] e formaliza os passos discuti-
dos textualmente. Nas proximas listagens, adj (v) refere-se aos arcos adjacentes a um
dado vértice v em G. Os métodos select() e cover() serao detalhados adiante, com

uma explicacao sobre as situagoes especiais que eles atendem, a saber, desempate na
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escolha dos arcos de L e aglutinacao de novos arcos em vértices recém tornados branch.

Algoritmo 1 Pseudo-codigo da estratégia de ponderagao de arcos do problema MBV

1: procedure MBV-ESTRATEGIA-EWS(G = (V, E))
2: ViV
3: E 10
4: for all (u,v) € E do
5: w(u,v) «— 1
6: end for
7 A—F
8:  while (|[E'| £ [V'| - 1) do
9: L—{(,v)eAlw V) <w(u,v),V (u,v) € A}
10: (u*,v*) « select(L)
11: A— A\ {(u*,v")}
12: if (u* e v* estdo em diferentes componentes conexos do grafo T') then
13: E — E' U {(u*,v*)}
14: for all v € adj(u*) do
15: w(u*,v) — w(u*,v) +1
16: end for
17 for all v € adj(v*) do
18: w(v*,v) — wv*,v)+1
19: end for
20: cover((u*,v*),G,T)
21: end if

22: end while
return 7' = (V' E')
23: end procedure

O conjunto A, inicialmente igual a F, guarda todos os arcos de G que nao estao
presentes em T. A cada iteracao, um sub-conjunto L é construido a partir de A
contendo todos os arcos cujo peso w é minimo. O método select () (linha 10) escolhe
dentre os arcos candidatos contidos em L qual serd o o arco (u*,v*) a ser inserido em
T.

O incremento do peso w aplica-se a todos os arcos incidentes aos vértices u* e v*
(linhas 15 e 18). Devido a esse fato existirao casos onde o sub-conjunto L contera
miultiplos arcos com peso minimo. Nesses casos é preciso aplicar algum critério de
desempate, sendo que o critério estabelecido para o EWS consiste em escolher, dentre
os candidatos, o arco cujos vértices extremos em 7" possuem grau maximo. Tal decisao
favorece o uso de vértices branch ja existentes e evita a criacao de novos vértices branch.

A Figura 3.1 ilustra um caso com aplicac¢do do critério de desempate. Sejam (u, w)
e (u,v) arcos candidatos de peso minimo contidos em L. O grafo 7' contém dois
componentes conexos disjuntos. O vértice w é o tinico vértice branch de T'. Dependendo
de qual arco sera selecionado, teremos duas arvores geradoras diferentes: T; contendo

apenas um vértice branch, ou Ty contendo dois vértices branch. Dentre os candidatos
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de L, é mais vantajoso escolher o arco (u,w) que leva a arvore geradora Tj. Note que
o arco (u,w) é justamente o candidato que possui vértices extremos com maior grau

em T §(w) = 3, enquanto que 6(v) = 2, sendo (u,w) uma escolha melhor que (u,v).

ﬂ“@
W) AR

Figura 3.1. Possiveis arvores geradoras criadas a partir da selegao de um arco
candidato de L (adaptado de Cerulli et al. [2009])

Conforme mencionado, o critério de selecao opera na lista de candidatos L sempre
evitando a criacao de novos vértices branch. Entretando, existem situacgoes onde isso é
inevitavel e a escolha de um arco (u*,v*) ira transformar o vértice u* ou v* ou ambos
em vértices branch.

Quando isso ocorre, é vantajoso ‘aglutinar’ o maior nimero de arcos de A em T ao
redor de vértices que ji sdo branch. Sempre que um arco (u*,v*) é selecionado de L
e incluido no grafo 7' o método cover () (linha 20) é chamado com tal proposito. O
pseudo-codigo 2 formaliza esse procedimento. A notagao A(v) refere-se ao sub-conjunto
de arcos que incidem & um dado vértice v de G, e d7(v) é o grau do vértice v em 7.

De acordo com o pseudo-codigo 2, se um dos vértices u* ou v* ou ambos tornaram-se
branch apoés a inclusao do arco (u*,v*) em T (linhas 2 e 10), entao os arcos contidos em
A que sao adjacentes ao novo branch sao examinados. Dentre esses arcos, aqueles que
unem dois componentes conexos disjuntos de 7' sao acrescentados a arvore geradora em
construcao (linhas 5 e 13) e tém seu peso w atualizado pelo método update-weights ()
(linhas 6 e 14).

Em resumo, o método cover() tém a funcao de cobrir o maior nimero possivel
de arcos e € A,e ¢ T, concentrando-os em vértices que ja sao branch na tentativa de
evitar a criagao de novos vértices branch em T (critério de cobertura).

Por fim, a complexidade do método apresentado é da ordem de O(|V| x| E|) uma vez
que, segundo os autores, o laco principal requer que O(|E|) operagoes sejam executadas
(linhas 9 a 20) por O(|V]) vezes (linha 8).
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Algoritmo 2 Pseudo-codigo para o procedimento de cobertura do método EWS

1: procedure cover((u*,v*),G,T)
2 if (d7(v*) = 3) then
3 for all (u,v*) € A(v*)N A do
4 if (0r(u) #2) e u e v* estao em diferentes componentes conexos de T' then
5: T — TU{(u,v*)}
6: update-weights((u,v*),G,T)
7 end if
8 end for
9: end if
10: if (07(u*) = 3) then
11: for all (u*,v) € A(u*) N A do
12: if (0r(v) #2) e u* e v estdo em diferentes componentes conexos de 7' then
13: T — TU{(u*,v)}
14: update-weights((u*,v),G,T)
15: end if
16: end for
17: end if

18: end procedure

3.2.2 NCH: Estratégia de Coloracao de Vértices

Seja G = (V, E) um grafo conexo, nao direcionado e nao valorado. Seja 7" = (V, E’) uma
arvore geradora de GG que sera construida pela estratégia de coloracao de vértices. Tal
estratégia utiliza um rotulo cor : V. — {Verde, Azul, Amarelo, Vermelho} atribuido
a cada vértice v € V de T que indica se este torna-se branch caso um arco e € F
incidente & v seja inserido em 7. Seja dr(v) o grau do vértice v no grafo 7. O rotulo

de cor segue o mapeamento:

Verde se op(v) =0

cor(v) = Azul se or(v) =1 (3.12)
Amarelo  se 6p(v) =2
Vermelho se ép(v) >3

O algoritmo inicia atribuindo a cor Verde a todos os vértices de T, que é com-
posto inicialmente por |V| componentes conexos disjuntos. Uma arvore geradora sera
construida iterativamente em 7T através da insercao de arcos de G em T, um por vez,
evitando a formagao de ciclos. Inserir um arco (u*,v*) causa alterag¢oes no grau dos
vértices u* e v* e, consequentemente, no seu rétulo associado. Note que, de acordo com
(5.1), um vértice esta na iminéncia de tornar-se branch caso esteja rotulado com a cor
Amarelo.

O algoritmo NCH opera de maneira semelhante ao algoritmo EWS. O conjunto A

contém todos os arcos de E que ainda nao foram inseridos em 7. Seja L um sub-
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conjunto composto por todos os arcos de A que respeitam o critério de selecao adotado
pelo algoritmo NCH. A cada iteragdo um arco (u*,v*) é sacado de L e, desde que nao
crie ciclos em T', participard da construcao da arvore geradora.

O critério de selecao consiste em tomar, dentre os arcos contidos em L, aquele com
a menor quantidade de vértices extremos rotulados de Amarelo. Tal critério orienta
o algoritmo a escolher arcos que causam o menor impacto no nimero total de vértices
branch de T, uma vez que um vértice com cor Amarelo torna-se branch caso algum
arco que nele incida seja inserido em 7'.

Conforme a arvore geradora é construida pelo algoritmo, podem ocorrer situagoes
em que existam mais de um candidato em L com quantidade minima de extremos de cor
Amarelo. Nesses casos o algoritmo utiliza um critério de desempate que tenta reduzir
a quantidade de novos vértices potencialmente amarelos em T escolhendo, dentre os
arcos empatados, aquele com a quantidade minima de vértices de coloracao Azul, isto
é, com algum de seus vértices extremos de grau 1.

O algoritmo encerra quando (|V| — 1) arcos de A forem escolhidos para T. Os
passos da estratégia sao formalizado no pseudo-codigo a seguir. As notagoes ny (u,v)

e np(u,v) indicam a quantidade de vértices de cor Amarelo e Azul de um arco (u,v).

Algoritmo 3 Pseudo-codigo para a estratégia de coloracao para o problema MBV

1: procedure MBV-ESTRATEGIA-NCH(G = (V, E))

2: Vi —V

3 E 10

4:  for allveV'do

5: cor[v] < Verde

6: end for

7 A—F

8 while |F'| # V'] — 1 do

9 L—{(,v)eA|ny,v)<ny(uv),V (u,v) € A}
10: (u*,v*) « arg ming, ,)er{np(u,v)}
11: A— A\ {(u*,v*)}
12: if (u* e v* estdo em diferentes componentes conexos do grafo T') then
13: E — F' U{(u*,v*)}
14: Atualiza as cores de u* e v*
15: cover((u*,v*),G,T)
16: end if

17: end while
return (7= (V', E')
18: end procedure

O método cover () (linha 15) é chamado sempre que um arco (u*,v*) é inserido no
grafo T'. Ele verifica se os vértices u* ou v* ou ambos tornaram-se branch (linhas 2 e
10) e, em caso positivo, cobre diretamente todos os arcos que ainda nao fazem parte

) )

de T', que incidem no novo vértice branch e que nao formem ciclos em 7', inserindo-os
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na arvore geradora (linhas 5 e 13). Note que a inclusdo desses arcos em T afetam o
grau de seus vértices extremos e, consequentemente, seu rotulo de cor.
O pseudo-codigo para o método cover () é dado a seguir. A notacao A(v) refere-se

ao sub-conjunto formado pelos arcos que incidem no vértice v no grafo G.

Algoritmo 4 Pseudo-codigo para a cobertura da estratégia de coloracao dos vértices
para o problema MBV
1: procedure cover((u*,v*),G,T)

2: if (cor(v*) = Vermelho) then

3: for all (u,v*) € A(v*)N A do

4 if cor(u) # Amarelo e u e v* estdao em diferentes comp. conexos de 7' then
5 T—TU{(u,v*)}

6: Atualiza as cores dos vértices u e v*

7 end if

8 end for

9 end if
10: if (cor(u*) = Vermelho) then
11: for all (u*,v) € A(u*) N A do
12: if cor(v) # Amarelo e u* e v estdo em diferentes comp. conexos de T' then
13: T—TU{(u*v)}
14: Atualiza as cores dos vértices u* e v
15: end if
16: end for
17: end if

18: end procedure

De acordo com os autores, a complexidade do método que implementa a estratégia
de coloracao de vértices é da ordem de O(|V| x |E|), uma vez que o lago principal

repete os passos das linhas 9 & 15 no maximo |V'| vezes, requerendo |F| operacoes.

3.2.3 MIX: Abordagem Combinada

A terceira estratégia proposta por Cerulli et al. [2009] atribui pesos aos arcos de G e
rotulos aos vértices de 1" seguindo as mesmas regras utilizadas pelas estratégias EWS
e NCH.

Sejam G = (V, E) um grafo conexo, nao direcionado e nao valorado, e T' = (V, E’)
uma arvore geradora construida a partir de G. Considere transformar o grafo G em um
novo grafo G’ através da atribuicao de peso w a cada um de seus vértices. No inicio,
todos os vértices de T sao rotulados de Verde, e todos os arcos de G’ tém peso unitario.
A arvore geradora T' consiste inicialmente de |V| componentes conexos disjuntos.

A cada iteragao a estratégia empregada pela abordagem combinada seleciona, den-
tre os arcos de G’ que ainda nao fazem parte de T', um arco (u*,v*) de peso minimo.

Caso seus vértices extremos u* e v* pertencam a diferentes componentes conexos de
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T, entao a insercao desse arco nao criara ciclos na arvore geradora e portanto o arco
(u*,v*) deve ser incluido em 7.

Tal como nas estratégias apresentadas, é possivel que empates ocorram. Nesses ca-
sos decide-se qual sera o arco selecionado empregando primeiro o critério de desempate
que prioriza o arco com menor quantidade de vértices extremos com rotulo Azul (Se-
¢ao 3.2.2); seguido pelo critério de desempate que adota o arco com vértices extremos
de méximo grau (Segao 3.2.1).

Embora os autores tenham comentado resumidamente o funcionamento da abor-
dagem combinada, nenhuma listagem em pseudo-codigo do algoritmo foi publicada.
Considerando as informacoes disponibilizadas nas secoes anteriores, pressupoe-se que
os passos do algoritmo sejam os propostos no proximo pseudo-codigo. Sejam A o con-
junto de arcos de G’ que ainda nao foram inseridos em 7', L um sub-conjunto de A

composto por arcos de peso minimo e adj(v) os vértices adjacentes & um dado vértice
v de G.

Algoritmo 5 Pseudo-codigo da estratégia mista para o problema MBV

1: procedure MBV-ESTRATEGIA-MIX(G = (V, E))
2: Vi~V
3: E 10
4: for all (u,v) € E do
5: w(u,v) — 1
6: end for
7 for all v € V do
8 cor[v] < Verde
9: end for
10: A—F
11:  while (JE'| # |[V/| —1) do
12: L—{(,v)eAlw,v)<w(u,v),V (u,v) € A}
13: (u*,v*) « arg ming, e {np(u,v)}
14: A— A\ {(u*,v")}
15: if (u* e v* estdo em diferentes componentes conexos do grafo T') then
16: E' — E" U {(u*,v*)}
17: for all v € adj(u*) do
18: w(u*,v) — w(u*,v) +1
19: end for
20: for all v € adj(v*) do
21: w(v*,v) — wv*,v) +1
22: end for
23: Atualiza as cores de u* e v*
24: cover((u*,v*),G,T)
25: end if

26: end while
return 7' = (V' E')
27: end procedure
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O corpo do algoritmo é semelhante ao corpo dos algoritmos correspondentes as
estratégias EWS e NCH, sendo composto por um laco que repete-se iterativamente até
que (|[V|—1) arcos de G’ sejam inseridos na arvore geradora 7". Na inicializagao o peso
w de cada arco de G’ é definido como 1, e cada vértice de T' é rotulado de Verde. A
cada iteragdo um arco (u*,v*) é tomado de A sendo tal arco de peso minimo, contendo
a menor quantidade de extremos rotulados de Azul e sendo incidente a vértices de T
com grau maximo (linhas 12 e 13).

Uma vez selecionado, verifica-se se os vértices u* e v* do arco (u*,v*) estdo em
diferentes componentes conexos de T, isto é, T U {(u*, v*)} é aciclico. Em caso positivo
o arco (u*,v*) é inserido em 7', o rotulo dos vértices u* e v* sao atualizados de acordo
com a equagao (5.1) e os arcos de G’ que incidem nos vértices u* e v* sdo incrementados
em uma unidade.

Pressupoe-se a existéncia de algum método cover () para essa estratégia que seja
capaz de cobrir arcos de G’ que ainda nao estao presentes em 7" mas que incidem em u*,
v* ou ambos caso estes vértices tornem-se branch. Cerulli et al. [2009] ndo comentam
nenhum procedimento de cobertura em seu trabalho; portanto uma possibilidade é

utilizar um dos métodos de cobertura descritos nas sub-Se¢oes 3.2.1 e 3.2.2.






Capitulo 4

Refinamento Iterativo e Arvores

Geradoras Restritas

O presente capitulo introduz uma abordagem pouco explorada para resolver problemas
envolvendo arvores geradoras restritas proposta por Deo e Kumar [1997], denominada
de refinamento iterativo. Tal abordagem foi utilizada para resolver alguns problemas

classicos envolvendo arvores, que sao comentados no decorrer desse capitulo.

4.1 Algoritmo de Refinamento Iterativo Geral

Uma das abordagens da literatura de otimizacao para resolver problemas NP-completo
de arvores geradoras restritas consiste no projeto de algoritmos de refinamento iterativo
(do inglés, iterative refinement ou IR) (Deo e Kumar [1997]). Essa secao apresentara a
idéia central da abordagem, que é a base para a proposta de algoritmo desta dissertacao.

Considere um problema de arvore geradora restrita especificado por um grafo pon-
derado G e duas restri¢oes, C; e Cy, onde C; consiste tipicamente no objetivo de mi-
nimizar a soma dos pesos da arvore geradora. O algoritmo IR inicia a partir de uma
arvore geradora parcialmente restrita (que atende apenas C;) e move-se a cada itera-
¢ao em dire¢do a uma arvore completamente restrita (que atende Cy), sacrificando a
otimalidade com respeito a Cj.

O funcionamento do método é dado pelo pseudo-codigo a seguir, extraido de
Deo e Kumar [1997|. Ele refere-se a um algoritmo ‘geral’ para resolver problemas em
arvores, onde detalhes sobre cada problema devem ser incorporados (ver Secao 4.2).

Primeiro, uma arvore geradora 1" que satisfaz a restricao C; é construida a partir de
G (linha 2), que num primeiro momento pode nao satisfazer a restri¢do C,. Em seguida,
os arcos de T que violam a restricao Cy sao identificados e seus pesos associados sao

modificados em G (linha 4), dando origem ao grafo G’. Uma nova arvore geradora T é

27



28 CAPITULO 4. REFINAMENTO ITERATIVO E ARVORES GERADORAS RESTRITAS

Algoritmo 6 Pseudo-codigo do algoritmo de refinamento iterativo geral

1: procedure ALGORITMO-REFINAMENTO-ITERATIVO-GERAL(G, C1, Co)

2 No grafo G encontre uma arvore geradora T’ que satisfaga Cq

3 while (4rvore geradora 7T viola C2) do
4 Usando Cs altere os pesos dos arcos de G para obter G’ com novos pesos
5: No grafo G’ encontre uma arvore geradora 1" que satisfaca C;
6
7
8:

Redefina G «— G’
end while
end procedure

construida a partir de G’ (linha 5), sendo reavaliada pelo laco principal do método com
relagdo a satisfagao da restrigao Co (linha 3). Caso T nao satisfaga Cs, 0 método repete
o laco modificando iterativamente o peso dos arcos de GG até encontrar uma arvore
geradora que satisfaca Cs. Note que tal arvore é sub-6tima em relacao a restricao C;.

A acdo de modificar o peso dos arcos infratores de T' é denominada blacklisting.
A funcao do blacklisting é fazer com que arcos envolvidos em infragdes da restricao
C, sejam ‘desencorajados’ a reaparecerem novamente nas arvores geradoras resultantes
das proximas iteracoes do algoritmo de refinamento iterativo. Normalmente o artifi-
cio empregado para tal proposito consiste em incrementar o valor do peso dos arcos
infratores.

Deo e Kumar [1997| comentam que a operac¢ao do método de refinamento iterativo
é similar ao funcionamento do algoritmo dual simplex. De acordo com Bazaraa et al.
[1990], 0 método dual-simplex move-se, a cada iteragao, de uma solu¢ao béasica factivel
do problema dual para uma solucao basica factivel melhorada, até que a otimalidade do
dual (e também do primal) seja atingida ou que seja concluido que o problema dual é
ilimitado e portanto, o problema primal é infactivel. Ainda de acordo com Deo e Kumar
[1997|, 0 método dual-simplex é 1til para problemas para o qual uma solu¢ao 6tima para
um problema irrestrito é conhecida ou pode ser facilmente computada e nés queremos
resolver um problema completamente restrito. Ele parte de uma solucao super-6tima
e move-se em direcao a uma solucao 6tima esforcando-se para atingir factibilidade.

De forma similar, o algoritmo de refinamento iterativo inicia com uma solugao par-
cialmente restrita (geralmente uma arvore geradora minima) e move-se a cada iteragao
em direcao & uma solugao completamente restrita. O niimero de iteracoes e a qualidade
da solucao final dependerao da funcao de blacklisting especifica do problema.

De fato, o ‘coracao’ do método de refinamento iterativo é a definicao de uma funcao
de blacklisting efetiva que seja capaz de fazer com que, em uma dada iteracao do
algoritmo, a arvore geradora atual mova-se em direcao & uma arvore geradora mais
restrita considerando-se C,. Para tal, ela deve mapear quantos arcos penalizar, quais

arcos penalizar, e qual a quantidade de penalidade que deve ser aplicada a esses arcos.
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Deo e Kumar [1997] também destacam a facilidade de implementar o algoritmo de
refinamento iterativo paralelo pois, de acordo com os autores, a etapa de construcao
de arvores geradoras é paralelizavel, e um processador pode verificar e penalizar um
arco da arvore 1" de maneira independente dos demais processadores.

A préxima secao apresenta alguns trabalhos em que o método IR foi aplicado para
resolver problemas NP-Completos, descrevendo a funcao de blacklisting utilizada em

cada caso.

4.2 IR aplicado A problemas N'P-Completos em

Arvores

Essa secao apresentard alguns problemas de arvores geradoras restritas que foram
resolvidos com o emprego de algoritmos de refinamento iterativo inspirados em
Deo e Kumar [1997]. O objetivo da se¢ao é mostrar como a decisdo sobre o projeto de

boas funcoes de blacklisting deve estar associada com as caracteristicas do problema.

4.2.1 Arvore Geradora Minima com Restricio de Grau

O problema da arvore geradora minima com restricao de grau (em inglés, degree-
constrained minimum spanning tree) consiste em, dado um grafo G = (V, E') completo,
nao direcionado com custo ¢;; associado a cada arco e;; € E, construir uma arvore
geradora de custo minimo tal que o grau (i) de cada vértice i € V' seja menor ou igual
a b; (Narula e Ho [1980]).

Em seu artigo, Deo e Kumar [1997| definiram o algoritmo de refinamento itera-
tivo geral e experimentaram o método no problema de encontrar uma arvore geradora
minima com restricao de grau em grafos. O algoritmo de refinamento iterativo im-
plementado ¢ paralelo e alterna o computo de uma arvore geradora minima 7' com
acréscimos no peso dos arcos incidentes aos vértices ¢ € T' cujo grau excedem o limite
b;.

No blacklisting, esses arcos sao penalizados por uma quantidade proporcional a: (i)
o nimero fe] de vértices que violam a restri¢cdo de grau em que um arco e incide; (ii)
uma constante k definida pelo usuario; (iii) o peso w[e] de um arco infrator e a faixa
de pesos de arcos da arvore geradora atual, denotados por w,,,, < wle] < Wpez. O
arco infrator de menor peso de cada vértice ¢ com (i) > b; ndo sofre a penalidade,

pois cada vértice em uma arvore geradora deve ter no minimo grau 1. Os demais arcos
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infratores tém seu peso modificado de acordo com a equagao (4.1):

/e = wle] + £l (D, (11)

Winae — WIMIN
Em um trabalho similar, Boldon et al. [1995] usaram uma abordagem dual-simplex
aplicado ao problema de arvore geradora minima com restricao de grau que envolveu
a execucao de iteracoes em dois estagios até que o critério de convergéncia fosse atin-
gido. O primeiro estégio consistiu em computar uma arvore geradora minima usando
o método de Prim, que nas primeiras iteracoes viola as restricoes de grau de diversos
vértices. O segundo estagio consistiu em ajustar o peso dos arcos infratores usando

uma fun¢ao de penalidade que modifica os seus pesos de acordo com a equacao (4.2)

w'le] = wle] + fault X Wyas ¥ (w[e]‘—wm) . (4.2)

Wmazr — Wmin

Nessa funcao, fault € uma variavel que assume os valores 0, 1 ou 2 de acordo com o
numero de vértices incidentes ao arco que atualmente violam as restricoes de grau. Note
que a abordagem de Boldon et al. [1995] é muito simular & empregada por Deo e Kumar
[1997]. Mao et al. [1997] também fazem referéncia ao método de refinamento iterativo
para resolver o problema da arvore geradora com restri¢ao de grau.

Em Deo e Kumar [1997], alguns resultados experimentais foram apresentados com-
parando a abordagem descrita acima com outro algoritmo de refinamento iterativo
proposto por esses mesmos autores, que utiliza uma atribuicao de pesos aleatoéria para
wle] na faixa Wpee + kf[e](Wmaz — Wmin). Na comparagao dos resultados referenci-
aremos o algoritmo que usa a funcao de blacklisting apresentado nessa se¢do como
deterministico, e o algoritmo que usa a atribuicao de pesos aleatoria como aleatorio.

Um dos experimentos realizados pelos autores utilizou algumas instancias do pro-
blema do caixeiro viajante obtidas do benchmark TSPLIB (Reinelt [2008]). Uma vez
que uma solucao para o problema do caixeiro viajante modificada com a remocao do 1l-
timo arco do circuito (que liga o viajante a cidade de origem do trajeto) é uma 2-MST,
entao um circuito TSP consiste em um limite superior no custo de uma d-MST.

A Tabela 4.1, adaptada de Deo e Kumar [1997|, ilustra os resultados obtidos pe-
los autores. As colunas TSP e MST mostram os resultados do caixeiro viajante (limite
superior) e da arvore geradora minima (limite inferior) sobre cada instancia, e as co-
lunas DET e RAND mostram, respectivamente, os resultados encontrados no problema
3-MST para os algoritmos de refinamento iterativo que atribuem penalidades nos ar-
cos usando a equagao (4.2) e a atribuicao de pesos aleatorios para wle]. Valores em

destaque indicam os melhores resultados para o problema.
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Tabela 4.1. Comparacao de resultados para dois algoritmos IR para o pro-
blema da &rvore geradora minima com restri¢ao de grau nos vértices (adaptado
de Deo e Kumar [1997])

Limites 3-MST
Problema TSP MST DET RAND
pr264.tsp 49135 41142 41143 41143
rat575.tsp 6773 6246 6265 6265

de57.tsp 48912 42487 42545 42563
r11304.tsp 252948 222849 | 222982 222982
r11323.tsp 270199 239986 | 240139 240236
d1655.tsp 62128 56541 56657 56663
vmi748.tsp 336556 294627 295786 295739
pr2392.tsp 378032 342269 | 343657 378032
pcb3038.tsp | 137694 127302 127753 127731
r15934.tsp - 513952 | 515139 515235

4.2.2 Arvore Geradora Minima com Restricio de Diametro

Outros autores também empregaram a abordagem de refinamento iterativo para outros
problemas de arvores, como é o caso do problema de encontrar uma arvore geradora
minima com restri¢ao de diametro (do inglés, diameter-constrained minimum spanning
tree). Tal problema pode ser enunciado como segue: dado um grafo G valorado, nao
direcionado, e um inteiro positivo k, encontrar uma &arvore geradora de peso minimo
dentre todas as arvores geradoras de GG que nao contenha caminhos com mais do que
k arcos. Entende-se por didmetro da drvore o comprimento do caminho mais longo
da arvore. Denominaremos DCMST (k) o problema da arvore geradora minima com
restricao de diametro para um k especifico.

Abdalla et al. [2000] apresentaram dois algoritmos de refinamento iterativo para o
problema da arvore geradora com restricao de diametro, denominados IR1 e o IR2.

O algoritmo IR1 primeiro computa uma arvore geradora minima irrestrita. Em
seguida, essa arvore geradora é refinada por meio de substituicao de arcos até que a
restricao de diametro seja satisfeita. A funcao de penalidade é aplicada a um sub-
conjunto de arcos da arvore tal que eles sejam desencorajados de aparecer na arvore
geradora minima resultante da proxima iteracdo. Arcos presentes no centro de um
caminho longo sao candidatos naturais a penalizacao, uma vez que sua remocao divide
cada caminho em dois sub-caminhos mais curtos de igual comprimento.

Sejam [ um arco do conjunto de arcos a serem penalizados; w(l) o peso atual de
l; Wiz € Wyin 0 Maior e menor peso de um arco presente na arvore geradora atual;
dist.(l) a distancia do arco [ ao n6 central do caminho, acrescido de 1 unidade. Quando
o centro é o arco l., temos dist.(l.) = 1, assim como um arco [ incidente a somente um

dos extremos do arco central [, terd dist.(l) = 2. A penalidade imposta a cada arco [
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na arvore geradora atual serd

e (Gt s ) e )

onde € > 0 é a penalidade minima que garante que o refinamento iterativo nao perma-

necerd na mesma arvore geradora quando impondo penalizade zero & soma dos arcos.

De acordo com a equagao (4.3), a penalidade diminui conforme os arcos penalizados
tornam-se mais distantes do centro da arvore geradora atual, de forma que um caminho
longo seja quebrado em dois subcaminhos significativamente menores ao invés de um
subcaminho curto e outro subcaminho longo.

Diferente do algoritmo IR1, o algoritmo IR2 nao recomputa uma arvore geradora
minima a cada iteracao. Uma nova arvore geradora é criada a partir da modificagao
da arvore geradora atual, com a remog¢ao de um arco por vez. Deo e Abdalla [2000]
implementaram uma versao paralela do algoritmo IR2 de Abdalla et al. [2000].

Seja ecer(u) a excentricidade do vértice u com respeito a 7', ou seja, a méaxima
distancia do vértice u para qualquer outro vértice de 7. O diametro da arvore é dado
por maz{ecer(u)}, Vu e T.

O algoritmo IR2 inicia computando uma arvore geradora minima irrestrita no grafo
G = (V, E) pelo método de Prim. O valor de excentricidade de todos os vértices da
arvore é computado através de um caminhamento preorder na arvore, que computa a
distancia de um dado vértice a todos os demais vértices na arvore geradora em uma
etapa que requer O(n?) computos. Quando ocorrem mudangas na arvore geradora
apenas os valores de excentricidade que mudaram sao recalculados.

Uma vez determinada a arvore geradora 7" inicial com seus valores de excentricidade
computados, o algoritmo IR2 opera iterativamente sobre a arvore alternando os passos
entre duas etapas. Na primeira, o algoritmo identifica um arco de T" para ser removido
de forma a reduzir o diametro da arvore. Na segunda etapa, um arco de GG é escolhido
para substituir o arco removido de T" sem aumentar o diametro da arvore. Tais etapas
sao executadas até que a restricao de diametro seja cumprida por 7. A listagem
em pseudo-codigo extraido de Abdalla et al. [2000] que formaliza o algoritmo IR2 é
apresentada a seguir.

Os arcos candidatos a remog¢ao sao mantidos em uma lista C' ordenada de acordo
com o peso desses arcos. A lista é implementada como uma maz-heap de tal forma que

0 arco com maior peso é a raiz da heap. O centro da arvore T' é computado considerando

diametro

5], e C contera todos os arcos incidentes

os vértices u € T tais que ecer(u) = |
ao conjunto de vértice wu.

Remover um arco da arvore nao garante que todos os maiores caminhos da arvore
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Algoritmo 7 Pseudo-codigo do algoritmo de IR2 para o arvores de diametro restrito

1: procedure ARVORE-DIAMETRO-RESTRITO-IR2(G = (V, E), k)
2 C—10
3 move « false
4 repeat
5: diameter « max,cy (eccr(z))
6 if (C' =0) then
7 if (move = true) then
8 move <« false
9: C « arcos (u, z) mais distantes 1 arco do centro de T’ que na iteragio anterior
10: else
11: C « arcos (u, z) no centro de T
12: end if
13: end if
14: repeat
15: (m, y) «— arco de maior peso de C' > Isso dividird T em duas arvores: Ty e Th
16: until ((C' = 0) OR (mazyer, (ecer(u)) = max,er, (ecer(z))))
17: if (C =0) then
18: move «— true
19: else
20: Remova (u,v) de T
21: Tome um arco de substitui¢ao e insira-o em T'
22: end if
23: Recompute os valores de eccr
24: until ((diameter < k) OR (estamos removendo arcos distantes do centro de T'))

25: end procedure

serao ‘quebrados’, assim é preciso verificar se a remocao de um dado arco divide a
arvore 1" em duas sub-arvores, T} e 15, tal que cada uma delas contenha um vértice v
que seja um dos extremos do maior caminho de T'. Se o arco de maior peso de C' nao
satisfaz essa condicao, entao ele é removido de C' e o segundo maior em peso de C' é
considerado. Esse processo segue até que um arco de C' seja escolhido respeitando essa
condicao, ou C' esteja vazia (linhas 14 a 16).

Por outro lado, se a lista C' nao contém bons candidatos para remocao, entao é

preciso considerar arcos que estejam mais distantes do centro identificando os vértices u

diametro
2

vez que a lista C' nao possuir arcos apropriados para remocao. A lista C' é computada

com eccp(u) = [ |+bias, com bias iniciando em zero e sendo incrementando toda
com todos os arcos adjacentes ao conjunto de vértice u. Se um arco apropriado é
encontrado, entao bias é redefinido como 0.

De acordo com o algoritmo apresentado para o método IR2, a remocao do arco
(x,y) causa a divisdo da arvore T' em duas sub-arvores, 77 e T5. Um arco de G que
nao faz parte de T' é escolhido para reconectar essas sub-arvores de forma a reduzir o

tamanho de pelo menos um caminho longo de 7" sem aumentar o diametro da arvore.
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Tal arco é denominado de arco de substitui¢do. Abdalla et al. [2000] propuseram o
método ERM para determinar qual é o arco de substituicdo; Deo e Abdalla [2000]
propuseram uma variacao desse método, resultando nos métodos ERM1 e ERM2 onde
este tltimo funciona melhor em grafos incompletos e evita a criacao de vértices de grau
alto no centro de T" como ocorre com o ERM1.

De acordo com Abdalla et al. [2000], existem casos desse problema que podem ser
resolvidos de maneira exata por algoritmos polinomiais parak =2, k =3 ek = (|V|-1)
ou quando o peso de todos os arcos é idéntico. Deo e Abdalla [2000| propuseram um
outro algoritmo de refinamento iterativo para resolver um dos casos onde o problema é
NP-Completo, para k = 4. Essa heuristica aproximada inicia com uma solucao exata
para o problema com k = 3, onde o refinamento é feito através da substituicao de arcos
de maior peso por arcos de menor peso. Detalhes sobre o emprego da abordagem de
refinamento para esse problema podem ser consultados nos trabalhos referenciados.

Como resultados experimentais os autores aplicaram o algoritmo IR capaz de en-
contrar uma solugao para k£ = 10 usando os algoritmos ERM1 e ERM2 como variacoes
do método de escolha do arco de substituicao para grafos com 100, 200, 300, 400
e 500 vértices. A heuristica aproximada proposta por Deo e Abdalla [2000] para o
DCMST(4) forneceu um limite superior ‘mais firme’ na qualidade da solugao para o

problema DCMST(10) do que o algoritmo polinomial para o problema DCMST(3).

DCMST (k)
MST

dade da solucao, a variacao ERM2 apresentou resultados melhores do que a variagao
ERMI1 para todos os grafos testados. A Figura 4.1, extraida de Deo e Abdalla [2000],

apresenta o grafico que comprova esses resultados.

Considerando a razao dos pesos das solucoes ( ) como uma medida de quali-
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Figura 4.1. Grafico da razao entre os pesos das solucoes (%sg(k)) para

os algoritmos DCMST(3), DCMST(4) e DCMST(10) em func¢ao do tamanho do
grafo de entrada, extraido de Deo e Abdalla [2000]
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4.2.3 Arvore Geradora Minima Capacitada

O problema da arvore geradora capacitada consiste em, dados um grafo G = (V| F)
nao direcionado, um vértice raiz vy, peso w(e) nos arcos, capacidades c(e) nos arcos e
demanda r(v) nos vértices, determinar uma arvore geradora de custo minimo 7" dentre
todas as arvores geradoras de GG que satisfaca uma restricao de capacidade que requer,
para cada arco e € T, que c(e) > >° ;) 7(u). Ule) denota o conjunto de vértices
cujo caminho em 7" até a raiz vy contém o arco e (Deo e Kumar [1997]).

Seja e = (p(v),v) um arco de T para o qual a capacidade é violada. A notagao p(v)
refere-se ao ‘pai’ do vértice v na arvore. Se o arco e viola uma restricao de capacidade,
entao c(e) < - ,cp() r(u). Com base nessa observacao Deo e Kumar [1997] sugeriram,
mas nao implementaram, uma funcao de blacklisting que tente ou reduzir a demanda
para o conjunto de vértices U(e) ou substituir um arco e por outro arco de maior
capacidade na arvore geradora resultante da préxima iteracao.

A reducao da demanda de U(e) é alcangada com o incremento do peso dos arcos
¢/ = (v, x) para o qual a demanda média por vértice em U(e') seja muito alta. Essa pe-
nalidade encoraja a sub-arvore de raiz x a aparecer em outra parte da arvore geradora,
e nao dentro da sub-arvore de raiz v reduzindo, portanto, a demanda para os vértices
de Ufe).

J& a substituicao do arco e é feita incrementando-se apenas o seu peso. A quanti-
dade de penalidade aplicada é computada somando-se as penalidades advindas de cada

violagao de capacidade que o arco participa.






Capitulo 5

Algoritmo IR para o Problema MBV

O objetivo deste trabalho foi apresentar um novo algoritmo para o problema de en-
contrar arvores geradoras com minimo de vértices branch; tal algoritmo foi projetado

utilizando o conceito de refinamento iterativo apresentado no Capitulo 4.

5.1 Consideracoes Iniciais

O Capitulo 4 apresentou casos onde a abordagem de refinamento iterativo foi utilizada
para resolver problemas de 4rvores geradoras restritas. Embora os casos apresentados
refiram-se & problemas em grafos com pesos, este trabalho propoe adaptar a abordagem
IR para resolver o problema da arvore geradora com ntimero minimo de vértices branch
(MBV).

O problema MBV pode ser enunciado como: dado um grafo G = (V| E) conexo,
nao direcionado e nao-valorado encontrar a arvore geradora 1" dentre todas as arvores
geradoras de G que possui a menor quantidade de vértices com grau maior ou igual a
3.

Por definicao o problema nao é um problema de arvore geradora restrita no sentido
conceitual, uma vez que nao existe uma restricao explicita vinculada ao problema que
restringe a quantidade de vértices branch que uma arvore geradora factivel pode ter.
Ao tratar a relacao entre uma solucao e sua quantidade de vértices branch na funcao
objetivo do problema, permitimos que uma solucao factivel possua vértices branch em
qualquer quantidade desde que seja uma arvore geradora; apenas as solucoes 6timas
possuirao a menor quantidade de vértices branch.

Apesar disso iremos considerar alguns elementos chaves da abordagem de refina-
mento iterativo no algoritmo proposto nesta dissertacao. O primeiro deles é que o
algoritmo IR proposto iré trabalhar considerando que o grafo GG é valorado, embora no

enunciado do problema ele nao seja. Faremos essa consideracao porque a construgao
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da arvore geradora inicial deve seguir algum tipo de orientacao — tal orientacao advém
do uso de arcos ponderados usado por qualquer algoritmo de drvore geradora minima.

A segunda consideracdo importante é sobre o critério de parada. No algoritmo
geral proposto por Deo e Kumar [1997] (ver Secao 4.1), o algoritmo para quando uma
solucao factivel em relacao a restricao Cy é encontrada. Conforme mencionado, para o
problema MBYV qualquer arvore geradora de G’ é factivel. Logo sera preciso adaptar
o critério de parada para considerar outra condicao que nao seja factibilidade. O
algoritmo emprega um critério de parada baseado na melhoria da qualidade da solucao:
as iteragoes ocorrerao até que nenhuma melhoria seja realizada na topologia de duas
solucoes que diferem por apenas uma iteracao.

A terceira consideracao é sobre a quantidade de iteracoes necessarias para o algo-
ritmo convergir. Isso dependerd principalmente da solucao inicial que serd iterativa-
mente refinada pelo algoritmo. A quantidade de ‘infracoes’ contidas na arvore inicial,
assim como o grau dos vértices infratores irao ditar a quantidade de iteragoes execu-
tadas no refinamento ja que o algoritmo remove um arco por iteracao e em geral sao
necessarias (0(v) — 2) substituigdes de arcos para transformar um vértice v € 7' que ¢é

branch em um vértice nao branch.

5.2 Algoritmo de Refinamento Iterativo para o MBV

Conforme mencionado, o algoritmo de refinamento iterativo proposto para o problema
MBYV ira executar sobre uma versao ponderada do grafo G. Com isso o primeiro passo
do algoritmo consiste em transformar o grafo G em um grafo com peso G' = (V, E, w)
associando-se a cada arco e € G uma fungao peso w : £ — W,onde W ={z € R: 0 <
x < 1}. O peso w de cada arco e € G’ é definido inicialmente tomando-se um valor
uniformemente aleatério no intervalo [0, 1] e atribuindo-o diretamente & e. Os pesos w
designados para cada arco e € G’ constituem a matriz de custo M associada a G'.

Em seguida devemos sacar uma solucao inicial para o problema, isto é, uma arvore
geradora que seja simples de computar mas que possivelmente conterd uma grande
quantidade de vértices branch. De fato, o algoritmo proposto utiliza o método de
Kruskal para construir uma arvore geradora minima a partir dos pesos da matriz de
custo M. Como a atribuicao de pesos de G’ é aleatbria, entao existirao inumeras
possibilidades de solucao inicial para grafos com a mesma topologia.

E importante esclarecer que a matriz de custo M tém o proposito tinico de orientar
a construgao da arvore geradora inicial nao tendo nenhum significado classico associ-
ado a modelagem de redes por meio de grafos, tais como distancia entre terminais,

custo de transmissao ou laténcia do enlace. A definicao do problema MBYV feita por
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Gargano et al. [2002]| ndo exige que a arvore geradora 7' com minimo de vértices branch
possua também custo minimo; portanto, qualquer que seja o custo da arvore final, a
informacao que interessa ao problema é a topologia dessa arvore geradora.

De posse da solucao inicial, o algoritmo opera fazendo com que a arvore geradora
atual mova-se em dire¢ao a uma arvore geradora cuja topologia favoreca a eliminagao
de vértices branch. Tal movimento é mapeado como uma modificacao de topologia da
arvore geradora realizada por meio da eliminagao de um arco incidente & um vértice
branch em T seguido pela substituicao desse arco por outro arco de G’ que cause o
menor impacto possivel na formacao de vértices branch em T.

Isso implica que nem sempre um vértice branch é eliminado de T" de uma iteracao
para a outra, pois o algoritmo apenas assegura que, entre uma iteracao e outra, um
arco seja eliminado da arvore sendo substituido por outro arco mais ‘vantajoso’ de
acordo com a funcao de blacklisting que serd apresentada na Segao 5.3. Dependendo
do grau de um dado vértice branch v, varias iteracoes poderao ocorrer para reduzir o
grau de v a 0(v) < 2, considerando a existéncia de arcos candidatos ‘vantajosos’ para
as substituigoes.

A aplicacao de penalidades do algoritmo de refinamento iterativo proposto para o
problema MBYV difere das abordagens de penalizacao de arcos empregadas para o pro-
blema de encontrar arvores geradoras com restri¢ao de grau (Segao 4.2.1) e assemelha-se
com a abordagem de penalizacao empregada para o problema de encontrar arvores ge-
radoras com restri¢ao de diametro (Se¢ao 4.2.2). Ao invés de penalizar um arco através
do incremento de seu peso w para desencoraji-lo a reaparecer na solucao da proxima
iteracao, o algoritmo de refinamento iterativo para o MBV permuta o peso w. do arco
e. € T que sera eliminado da arvore com o peso w, do arco e, & T,e,. € G que ird
substituir e. em 7', realizando uma troca explicita de arcos na arvore geradora.

Com isso a arvore geradora que resulta da proxima iteracao do algoritmo é cons-
truida a partir de uma substituicao de arco na arvore geradora da iteracao atual, de
forma que uma solugao nao é completamente reconstruida a partir de G’. Denomi-
naremos o arco ¢, € T a ser removido da arvore de arco de corte (do inglés, cutting
edge), uma vez que sua eliminagao de T cria um corte na arvore que separa os vértices
v € V em dois sub-conjuntos disjuntos de vértices (S e S’) e a arvore geradora em
dois componentes conexos disjuntos (T} e Ts). Por sua vez, o arco e, € T, e, € G que
substitui e, em T e reconecta 17 e T5 formando um tinico componente conexo T’ sera
denominado arco de substitui¢ao (do inglés, replacement edge).

Por fim, a estratégia de substituicao de arcos em T usada pelo algoritmo de refi-
namento iterativo persiste até que nao existam mais escolhas ‘vantajosas’ para substi-

tuicao de arcos de corte por arcos de substituicao. Nesse caso nenhuma substituicao
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melhora a topologia da arvore de forma que o algoritmo péra, retornando a arvore
geradora computada na tultima iteracao como solugao para o problema.
O algoritmo de refinamento iterativo para o problema MBYV é formalizado na lista-

gem em pseudo-codigo apresentada no Algoritmo 8.

Algoritmo 8 Pseudo-codigo do algoritmo de refinamento iterativo para o MBV
1: procedure MBV-ITERATIVE-REFINEMENT-ALGORITHM(G = (V, E))
2: (G’ «— AssignRandomWeights(G)

3 T « CalculateMinimumSpanningTree(G’);

4: Thest < T

5: repeat
6
7
8
9

ThereWasExchange < false
Lyt < CreateCuttingList (7))
while ((ThereWasExchange # true) AND (L. # 0)) do
: (u*,v*) « SelectArcFromCuttingList (L)
10: T — T\ {(u*,v*)}

11: Lcut — Lcut \ { (u*,v*) }

12: L., < CreateReplacementListToCuttingArc(T,G’, (u*,v"))
13: (u',v") « SelectArcFromReplacementList (Lyep, T', (u*,v*))
14: if (3 (¢/,v')) then

15: T —TU{, )}

16: ThereWasExchange « true

17: if (fitness(7T) < fitness(Tpes)) then

18: Thest — T

19: end if

20: else

21: T — T U {(u*v")}

22: end if

23: end while

24: until (ThereWasExchange = false)
return Tj.q
25: end procedure

Os conjuntos Ley: e Ly, denotam, respectivamente, o conjunto de arcos de corte
da iteracao atual e o conjunto de arcos de substituicao potenciais para o arco de
corte selecionado na iteracao atual. A variavel Ty, guarda a topologia da &arvore
computada com a menor quantidade de vértices branch. Inicialmente T}, corresponde
a arvore geradora minima 77; no decorrer do algoritmo ela é atualizada sempre que uma
modificacao na arvore T resultar em uma solu¢cao com menor quantidade de vértices
branch (linhas 17 a 19).

O método AssignRandomWeights () (linha 2) transforma o grafo G = (V, E) conexo,
nao direcionado e nao valorado em um grafo G’ valorado através da atribuicao de
peso w para cada um de seus arcos. A partir do grafo G’ modificado, uma arvore

geradora minima é calculada pelo método CalculateMinimumSpanningTree() (linha
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3) e serda tomada como solugao inicial do problema. Tal solugio sera refinada pelos
passos contidos nas linhas 5 a 24.

O refinamento prossegue da seguinte maneira. Primeiro, um conjunto L.,; é popu-
lado com todos os arcos e;; € 1" que incidem a um vértice branch em T' pelo método
CreateCuttingList() (linha 7). A variavel ThereWasExchange marca que nenhuma
substitui¢ao ocorreu na iteracao atual. O método SelectArcFromCuttinglist () es-
colhera, dentre os arcos e;; € Ly, 0 arco (u*,v*) que causa mais infra¢bes na arvore
como arco de corte (linha 9). A regra usada para determinar tal arco serd detalhada
na Se¢ao 5.3; por ora assuma que a remoc¢ao de (u*,v*) é ‘vantajosa’ para a arvore. O
arco escolhido é removido de T (linha 10) e do conjunto L, (linha 11).

O método CreateReplacementListToCuttingArc(), que recebe como entrada o
grafo G', a arvore T' e o arco de corte (u*,v*), ird determinar o corte [S,S’] formado
pela remocao de (u*,v*) em T e populard o conjunto L,, com todos os arcos e, € G,
e, ¢ T capazes de conectar as sub-arvores 77 e T; originadas do corte sem formar
ciclos na arvore 7' (linha 12). Para cada escolha de (u*,v*) haverd um conjunto L,
correspondente.

O método SelectArcFromReplacementList () ird avaliar cada arco e;; € L,p,
verificando quais correspondem & escolhas vantajosas visando a substituicao do
arco de corte em T (linha 13). A melhor dessas escolhas correspondera ao
arco (u/,v") selecionado.  Existem duas situagoes de retorno para o método
SelectArcFromReplacementList(): ou o método encontra arcos de substituicao van-
tajosos e retorna o melhor deles, ou nao existem arcos de substituicao que agregam
vantagem a 7' se trocados pelo arco de corte.

Se existir tal arco (u/,v), entdo o arco de substituigdo (v/,v") tomara o lugar de
(u*,v*) em T (linha 15). A variavel ThereWasExchange sinalizara a substitui¢io ocor-
rida, encerrando o laco da linha 8 e, consequentemente, a iteracao atual.

Entretando, podem existir casos onde nenhum dos arcos e;; € Ly, trazem vantagens
a topologia da arvore T' considerando uma troca hipotética entre eles e o arco de corte
(u*,v*). Nesse caso, a variavel ThereWasExchange iréd sinalizar que os passos contidos
no lago compreendido entre as linhas 8 e 23 deverao ser repetidos. O arco (u*, v*) atual
retorna para 7' (linha 21), e um novo arco de corte (u*,v*) é sacado de L., formando
um novo conjunto de candidatos L,., que sao potenciais candidatos para substituicao
de (u*,v*) em T.

O laco compreendido entre as linhas 8 e 23 se repete até que ocorra uma substituicao
de um arco e, € Lg, por um arco e, € L, ou nao existam arcos de substituigao
‘vantajosos’ em L,., para todos os arcos e;; € Lc,. Se o tltimo caso ocorre, entao

o algoritmo nao consegue mais refinar a solugao e retornara a arvore geradora Ty
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computada como solucao para o problema.

5.3 Politica de Substituicao de Arcos

O texto da Secao 5.2 cita por diversas vezes o termo arco ‘vantajoso’. Em termos do
problema MBYV, consideraremos como arco ‘vantajoso’ um arco e, € G', e, ¢ T tal que
substituir um arco infrator e, por e, em T causa ou uma reducao no niimero de vértices
branch de T, ou uma modificacao na topologia da arvore que reduz o grau de algum
dos vértices branch de T'.

As proximas sub-secoes apresentam medidas de contribuicao para a formacao de
infracoes na arvore geradora, e o método empregado para selecionar arcos de corte e

de substitui¢ao nos grafos T e GG’, respectivamente.

5.3.1 Contabilizando o Grau de Infracao de um Arco

O primeiro passo para identificar arcos ‘vantajosos’ consiste em computar o nivel de
contribui¢do que a presenca de um determinado arco e em T causa (caso seja um
arco de corte) ou causaria (caso seja um arco de substituigdo) na formagao de vértices
infratores para a solugao correspondente do problema MBYV. Entende-se por infracao
a presenca de vértices v € T',0(v) > 3.

Seja branch : V' — {0,1} uma func¢io definida por

1 sed(v)>3

0 sed(v)<3 (5:1)

branch(v) = {

Dado um arco e;; que incide nos vértices 4,7 € V, duas medidas determinam a

contribuicao de e;; para a formacao de vértices infratores da arvore 7', a saber:

e «;;: quantidade de vértices v extremos do arco e;; que possuem 6(v) > 3, ou seja,
o niimero de vértices branch que e;; incide. Pode assumir os valores 0, 1 ou 2, e

é calculado por

Q= Z branch(v) (5.2)

e 0;;: soma dos graus dos vértices ¢ e j que o arco e;; incide, desconsiderando o

proprio arco e;;. Tal medida servird para fornecer uma nocao de densidade de
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arcos desses vértices, e é dada por

o= > o) | -2 (5.3)

vedi,j}

Tais medidas sao a base de funcionamento dos algoritmos de selecao detalhados nas
Secoes 5.3.2 e 5.3.3 para a escolha de bons arcos candidatos & arco de corte e de bons
arcos candidatos a arco de substituicao.

A Figura 5.1 ilustra um grafo G = (V, E') e uma possivel arvore geradora T' = (V, E')

de G. Os valores de «;; e 0;; de todos os arcos (7,7) € T' sdo dados na Tabela 5.1.

a = alpha
s = sigma

Figura 5.1. Medidas de infragdo de um arco (i, j) na arvore geradora T’

Tabela 5.1. Valores de «;; e o; j para os arcos €;; € T'

i) g | 0@) [ 6()) | 6() +6()) | aij | ou
1110 1 3 4 1 2
2110 1 3 4 1 2
319 3 2 5 1 3
318 3 1 4 1 2
3|7 3 3 6 2 4
4|7 1 3 4 1 2
51 6 1 2 3 0 1
6|7 2 3 5) 1 3
91 10 2 3 5 1 3
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Nota-se claramente pela Tabela 5.1 que arcos (i, j) que possuem valores mais altos
de ay; e 0;; sao os arcos que mais contribuem para a formacao de vértices branch em
uma arvore geradora 7. No caso especifico da arvore T apresentada na Figura 5.1,
esses arcos correspondem aos arcos (3,9), (6,7), (9,10) e (3,7), sendo (3,7) o arco
mais prejudicial de todos pois incide em 2 vértices branch (de fato, az 7 = 2).

De maneira similar, arcos (¢, j) que possuem os menores valores de «;; e 0; ; a0 os
que menos contribuem para a formacao de vértices branch na arvore geradora 7. No
exemplo anterior, (1,10), (2,10), (3,8), (4,7) e (5,6) sdao arcos que menos influenciam
a formacao de vértices branch. O arco (5,6) é o arco mais desejavel de ser mantido na
arvore geradora, pois nao incide em vértices branch e contribui pouco para que seus
vértices extremos tornem-se branch: 67(5) =1 e o7(6) = 2

Os resultados dessa observacgao foram aplicados no projeto dos algoritmos de selecao
de ‘bons’ arcos de corte e de ‘bons’ arcos de substituicao, apresentados nas proximas
sub-secoes. Como tais métodos consistem no coracao do algoritmo de refinamento
iterativo proposto para o problema MBV, podemos dizer que tal algoritmo ¢ uma
heuristica que ‘acredita’ ser capaz de melhorar a qualidade de uma solugcao para o
problema MBYV orientando a substituicao iterativa do arco e, € T' com maior valor de
a e o pelo arco e, € G'ye, & T que, se inserido em T no lugar de e., apresentara o

menor valor de o e o.

5.3.2 Algoritmo de Selecao do Arco de Corte

A Sub-secao 5.3.1 apresentou a maneira que o algoritmo computa o grau de infragao
que um dado arco (7, j) exerce sobre uma arvore geradora T'. Devido as observagoes
feitas sobre as medidas a;; e o, ;, sabemos que ‘bons’ arcos de corte sao aqueles que
incidem a muitos vértices infratores. Podemos formalizar que ‘bons’ candidatos & arco
de corte sao os arcos e;; € T" com os maiores valores de o;; seguido pelos maiores valores
de Oij-

O método SelectArcFromCuttingList () opera sobre o conjunto L., formado por
todos os arcos e € T que incidem a pelo menos um vértice branch de T'. A construcao
de L.y é formalizada no pseudo-codigo do Algoritmo 9. A notacao dp(v) refere-se ao
grau do vértice v € T'.

O algoritmo de selecao do arco de corte varre o conjunto L., calculando os valores
de a e o de todos os arcos e;; € Ly e retornando o arco e. € L¢,; que possui o maior
valor de «a seguido pelo maior valor de o

A listagem do Algoritmo 10 apresenta o pseudo-cédigo para o método
SelectArcFromCuttingList (). No codigo, e. é uma varidvel que aponta para o me-

lhor candidato a arco de corte. Tal variavel é atualizada sempre que um arco com
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Algoritmo 9 Pseudo-codigo para o método de construcao de L.,
1: procedure CREATECUTTINGLIST(T)

2 Loyt — 0

3 for (Ve;; € T) do

4: if ((67(i) > 3) OR o7(j) > 3)) then

5

6

7

Leyt <+ Lewt U {eij}
end if
end for
return L.,
8: end procedure

maior valor de « conhecido for encontrado, ou quando houverem empates em « com

diferentes medidas de o.

Algoritmo 10 Pseudo-codigo para o método de selecao do arco de corte
procedure SELECTARCFROMCUTTINGLIST(Lcyy)

1:

2 ac < O

3 e 0

4: e. < NULL

5: for (V €ij € Leyt) do
6: «;j < CalculateAlpha(e;;)
7 0ij < CalculateSigma(e;;)
8 if (aj > ) then

9

Q¢ < Qj
10: Oc <= 045
11: €c < €
12: else
13: if ((Oéij = ) AND (Uij > 0.)) then
14: Qe — Qj
15: Oc <= 045
16: Ce — el-j
17: end if
18: end if
19: end for

return e,

20: end procedure

O valor de o é importante para casos onde ocorrem empates na escolha do melhor
arco de corte da iteracao. Suponha existirem multiplos arcos e € L., com o valor
méaximo admitido para «, isto é, 2. A remocao de qualquer um desses arcos causa
impacto positivo na tentativa de reducao do nimero total de vértices branch da solu-
cao e impacta diretamente na redugao do grau de seus vértices extremos. Utilizar o
como critério de desempate tem o efeito de priorizar a eliminacao de vértices branch
com alta densidade de arcos incidentes. Assim, sempre que ocorrer empate entre dois

arcos candidatos & corte com relacao ao valor de «, o valor de ¢ serd considerado,
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prevalescendo como escolha o arco com maior o, isto é, que incide em vértices ‘mais
densos’.

A Figura 5.2 ilustra a escolha do arco de corte para a arvore 7" da Figura 5.1. Nessa
arvore geradora sao candidatos a arco de corte os arcos L., = { (1,10), (2,10), (3,7),
(3,8), (3,9), (4,7), (6,7), (9,10) }. De acordo com a Tabela 5.1, a melhor escolha de

arco de corte para 7" é o arco (3,7), com az7 = 2.

Figura 5.2. Arvore geradora T com o ‘arco de corte’ (3,7) em destaque

Sua remocao de T' causa a separacao dos vértices da arvore em dois sub-conjuntos
disjuntos S ={1,2,3,8,9,10 } e S"={4,5,6, 7}, assim como a divide em dois
componentes conexos 17 e Th. Se houver algum arco de substituicio em G’ capaz de
conectar as sub-arvores 77 e T em um tinico componente conexo sem formar ciclos, e
que a0 mesmo tempo seja ‘vantajoso’ (isto é, sua inclusdo em 7' causa menos violagoes
do que a arvore possui atualmente) entdo podemos reduzir o nimero de vértices branch

da arvore. A proxima sub-secao detalhara como tal melhoria pode ser feita.

5.3.3 Algoritmo de Selecao do Arco de Substituicao

A sub-secao anterior tratou sobre como fazer uma boa escolha de arco de corte na arvore
geradora T'. A presente sub-secao ird complementar o funcionamento do algoritmo de
refinamento iterativo, explicando como ocorre a tomada de decisao sobre qual é o
arco de substituicao que melhor substitui o arco de corte, considerando os candidatos
possiveis.

De acordo com a Secao 5.3.2, um bom arco de corte é decidido através da escolha
do arco candidato com maior valor de o e o, valores estes que orientam a deteccao dos
arcos que mais contribuem para a formacao de vértices branch. De maneira similar, um
bom arco de substituigio é aquele capaz de ligar o corte [S, S'] formado pela remogao
do arco e. de T' que ainda nao tenha sido inserido em 7" em uma iteracao passada, e
que contribua para a reducao do niimero de vértices branch de T

Arcos candidatos & arco de substituicao sao guardados em um conjunto especial,
denominado L,.,. O conjunto L,., contém todos os arcos e;; € G', e;; € T, e;; # e,

tal que i € S e j € S, ou vice-versa. Tais condicoes fazem com que arcos candidatos
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a substitui¢do sejam arcos que, se inseridos em 7', eliminam o corte [S,S’] sem formar
ciclos na arvore. A listagem do Algoritmo 11 apresenta um pseudo-codigo para a

construcao de Lie,,.

Algoritmo 11 Pseudo-coédigo para o método de construcao de L,

1: procedure CREATEREPLACEMENTLISTTOCUTTINGARC(T, G/, (u*,v*))
2 S «— {v € T :vis reached from u*, v is not reached from v* }
3 S’ «— {v € T : v is reached from v*, v is not reached from u* }
4: Lyep 0

5: for (V €;j € GI) do
6: if (e;; # ey=y+) then

7 if (el-j ¢ T) then

8 if (1€S,j¢€S)0R(ie€S,j¢S) then
9: Lrep — Lrep U {62‘]‘}

10: end if

11: end if
12: end if

13: end for
return L,
14: end procedure

O arco de substituicao é o arco e, € L, que, apos ser inserido em 7' no lugar
de e., causa o menor impacto possivel na formacgao de vértices branch em T. Assim,
o algoritmo que seleciona do arco de substituicao e, computa os valores de a e o de
cada arco candidato em e;; € L,., supondo que ele estard substituindo e, na arvore
geradora T'. O arco e, escolhido sera aquele que, se inserido na arvore geradora 7" em
substituicao ao arco e., admite o menor valor de «, seguido pelo menor valor de o,
respeitando «, < ..

A listagem apresentada no Algoritmo 12 formaliza os passos para a de selecao do
arco de substituicao e, a partir da lista de candidatos L,,.

Embora o algoritmo de selecao do arco de substituicao guarde semelhancas com o
algoritmo de selecao do arco de corte, existem diferencas fundamentais na forma de es-
colher tal arco. Em primeiro lugar, as varidveis o;; e 0;; sao computadas considerando-
se 0 arco e;; inserido em 7' (linhas 8 e 11). O lago compreendido entre as linhas 7 e
23 realiza a varredura sobre os arcos e;; € L,., para determinar qual deles é o arco e,
com menor valor de a e o.

Mesmo que exista um arco e, € L,.,, nem sempre ele é retornado como arco de
substituicao para e.. Isso acontece porque um arco de substituicao tem que trazer
alguma melhoria na topologia da arvore 7. Entende-se por melhoria como a reducao
de um vértice branch de T ou a redugao no grau de algum dos vértices branch da arvore.

Se porventura o arco e, encontrado de L,., nao possuir valores de o e o ‘melhores’ do
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Algoritmo 12 Pseudo-codigo para o método de selecao do arco de substituicao
procedure SELECTARCFROMREPLACEMENTLIST(Ly¢p, T, €.)
. < CalculateAlphal(e.)
0.+ CalculateSigmal(e.)

1:

2

3

4: Q) — OO

5: Op < OO

6 e, «— NULL

7 for (V eij € Lrep) do

8 T—TuU {62‘]‘}

9 aj;j < CalculateAlpha(e;;)
10: 0;j < CalculateSigma(e;;)
11: T—T \ {62‘]‘}

12: if (ay; < o) then
13: Qp < Qj

14: Op < Jij

15: Cp el-j

16: else

17: if ((aj = o) AND (045 < 0,)) then
18: Qp < Oy
19: Op < Jij
20: €r < €4

21: end if

22: end if

23: end for
24: if (o < a) then

25: return e,

26: else

27: if ((a, = o) AND (0, < 0.)) then
28: return e,

29: else

30: return NULL

31: end if

32: end if

33: end procedure

que o arco €., entao substitui-lo em 7" no lugar de e, nao traz vantagens para a topologia
da solucao. Tal verificacao é feita no cédigo compreendido entre as linhas 24 e 32.
Note que se nenhum arco e, é retornado, é porque para o arco e, atual nao existe
substituicao vantajosa. Nesse caso, o algoritmo de refinamento iterativo devera sacar
outro arco de corte de L., repetindo o processo de criar L,., e determinar um arco e,
vantajoso para a substituicado do novo arco e.. Se L., = (), entdo nao existe nenhuma
substituicao vantajosa na arvore, e o algoritmo encerra conforme descrito na Secao 5.2.
Segue um exemplo ilustrativo de funcionamento do algoritmo de selecao do arco de
substitui¢do. Considere a Figura 5.3, com o arco de corte e, = (3,7) destacado em (a).

A eliminagao do arco (3,7) de T causa o efeito de criar o corte [S,S] e separar T em
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Ty e Ty, conforme ilustra (c), com S ={1,2,3,8 9,10 } e S"={4,5,6,7 }. Para
unir novamente 7} e 75 em um tnico componente conexo 7', devemos construir a lista
de candidatos L., capazes de unir os componentes disjuntos sem criar ciclos em 7.

Respeitando as condigoes que permitem um dado arco e;; fazer parte dessa lista,
e considerando todos arcos de G’ ilustrados em (b), teremos L., = { (3,4), (6,8),
(7,8) }. A Figura (d) mostra claramente que esses arcos sao a tnica possibilidade de
reconectar 717 e T5.

O préximo passos é varrer L,., a fim de determinar se existe algum arco de substi-
tuicao ‘vantajoso’ e, tal que ocorra alguma melhoria na topologia de T se inserirmos
o arco e, no lugar do arco e,.. As Figuras (e), (f) e (g) ilustram cada possibilidade de
conexao dos arcos e;; € L,, em T'. Usando-as, obtemos as seguintes informacoes sobre

os valores de a e o dos arcos candidatos, dados pela Tabela 5.2:

Tabela 5.2. Valores de a;; e 0;; para os arcos e;; € Lyep

i | 5] 6() | 6(3) | 9(0) +0()) | @ij | i
3[4 3 | 2 5 1] 3
68 3 | 2 5 1|3
7183 ] 2 5 1|3

Pela tabela, todos os arcos de substituicao possuem os mesmos valores de a e o.
Tomaremos e, = (3,4). Uma vez determinado e, verifica-se se sua substitui¢do por e,
traz vantagens a 7', comparando os valores de o e 0. Como a3 4 =1 < az7 = 2, entao
e, & vantajoso e serd inserido em 7', resultando na arvore geradora ilustrada em (e).

A situacao ilustrada resultou na reducao do nimero de vértices branch de T, logo
esta claro que a substituicao do arco (3,7) pelo arco (3,4) trouxe vantagens para 7.
Entretando, existem casos onde nem sempre é possivel reduzir o nimero de vértices
branch em uma tnica iteracao. Na pratica, o algoritmo pode empregar um esforco de
muitas iteragoes para reduzir o niimero de vértices infratores, ja que cada iteragao pode

eliminar, no melhor caso, 2 infracgoes.

5.4 Exemplo de execucao passo-a-passo

O objetivo dessa secao é mostrar a execucao passo a passo de uma instancia simples
do problema da arvore geradora com niimero minimo de vértices branch, que pode ser

resolvido em poucas iteracoes.
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(9)

Figura 5.3. Processo de determinagao de um ‘arco de substituicao’ em T’

5.4.0.1 TIteracao 1

Seja G um grafo conexo, nao direcionado e nao valorado apresentado na Figura 5.4 (a).
Suponha que a atribuicao aleatoria de pesos aos arcos de G transformaram-no em um
grafo valorado G’, cuja arvore geradora minima 7T corresponde a Figura (b).

Note que T possui 2 vértices branch: o vértice 6 e o vértice 9. A cada iteracdo, o
algoritmo percorre os arcos de T" que incidem em vértices branch e insere-os na lista
Ly Para a arvore apresentada em (b), temos L., = { (6,4), (6,5), (6,7), (9,2), (9,7),
(9,8) }, com [agy = 1, 064 = 3|; [as = 1, 065 = 2|; [ae7 = 1, 067 = 3]; [ = 1,

092 = 3|; [agr =1, 097 = 3|; [ags = 1, 095 = 2|. Como ocorreu empate nos valores
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Figura 5.4. Resolvendo GG pelo algoritmo IR: iteracao 1

de « e o, escolhemos o primeiro que apareceu com os maiores valores de «a e o, isto é
e. = (6,4).

O arco de corte (6,4) é entao removido de T' (c), causando um corte que separa o
conjunto de vértices de T'em S ={1,2,5,6,7,8 9} e S ={3,4}. O proximo
passo consiste em escolher um arco de substituicao para e.; construiremos o conjunto
de candidatos L,.,. Levando em conta que L,., deve conter os arcos que conectam os
arcos do corte [S,S'] sem formar ciclos, entao teremos L., = { (2,3), (3,6), (3,8),
(4,5) }.

O algoritmo escolhe e, € L,, considerando o arco com menores valores de a e o.
Temos que [ag3 = 1, 003 = 3|; [azg = 1, 036 = 3|; [azg = 0, 038 = 2|; [aus = 0,
045 = 2|, de onde os arcos (3,8) e (4,5) substituem o arco (6,4) reduzindo o nimero
de infracoes na arvore 7. Como ocorreu empate, tomaremos o primeiro, ou seja,

e, = (3,8). A substitui¢do de e, por e, transforma T na arvore ilustrada em (d).

5.4.0.2 Iteracgao 2

A proxima iteragao é ilustrada na Figura 5.5. Partindo da arvore geradora apresentada
em (b), temos que ainda resta o vértice 9 como vértice branch em T, o recélculo de L,
resulta em L., = {(9,2),(9,7),(9,8)}, com [ags = 1, 9o = 3|; g7 = 1, 097 = 3];
lags =1, 095 = 3.

Como ocorreu empate em « e o entre os arcos de L., tomaremos o primeiro,
e. = (9,2). Eliminar e. de T'criao corte S ={ 1,2} e 5" ={3,4,5,6,7,8,9 },
ilustrado em (c). Os arcos capazes de ligar o arco [S, S'] sem formar ciclos sdo Ly, = {
(1,9), (2,3) } com [ang =1, 019 = 3|; a3 = 1, 0235 = 3|. Pela ocorréncia do empate

tomaremos o primeiro, (1,9).
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(e)

Figura 5.5. Resolvendo G pelo algoritmo IR: iteragao 2

Note, entretanto, que a1 9 = 1, ags = 1, 019 = 3 e 092 = 3; logo nao existe
vantagem alguma substituir o arco e, = (9,2) pelo arco e, = (1,9) pois continuaremos
tendo 1 vértice branch na arvore, e a substituicao nao reduz a densidade de arcos do
vértice 9. Para esse arco de corte, nao existem arcos de substituicao vantajosos.

O algoritmo aborta a substituicao e tenta novamente, dessa vez com outro arco de
corte tomado de L., = {(9,7),(9,8)}. Note que o arco (9,2) & Ly, pois foi retirado
desse conjunto no inicio da iteracao 2. Dos arcos que restam em L., tomaremos o
arco (9,7) devido ao empate em « e 0. Assim, o novo arco de corte da iteracao sera
e. = (9,7) ilustrado na Figura (d).

Remover o arco (9,7) da arvore resulta no corte formado pelos conjuntos S = {
1,2,3,4,8 9}e 85 ={5,6, 7}, portanto L., = { (3,6), (4,6), (4,5), (7,8) }
com [043,6 =2, 036 = 4]; [044,5 =0, 045 = 2|; [044,6 =1, 046 = 3J; [047,8 =1, 078 = 3
conforme ilustra a Figura (e). Portanto, o melhor candidato para arco de substituigao
¢ o arco e, = (4,5). Inserir o arco (4,5) no lugar do arco (9,7) elimina um vértice

infrator de T, resultando no caminho hamiltoniano apresentado na Figura (f).

5.4.0.3 Iteracao 3

A terceira iteracao comeca com a arvore geradora sem nenhum vértice infrator. Com

isso, L.y = 0 e nao existem mais arcos de corte para substituicao na arvore. O
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algoritmo encerra, retornando a arvore ilustrada na Figura 5.5 (¢) como solugao para
essa instancia.

Embora no caso ilustrado tenha resultado em uma solucao 6tima para o problema,
nao existe garantia de otimalidade no método, pois a qualidade da solucao refinada
depende da solucao inicial obtida através do uso do método de Kruskal no inicio do

algoritmo. Espera-se, com isso, obter solucoes sub-6timas para a maioria dos casos.

5.4.0.4 Um exemplo mais complexo

A seguir, um exemplo de execucao do algoritmo em um grafo com n = 50, m = 188 cuja
solucao foi refinada pelo algoritmo implementado. Vértices em destaque sao vértices
veTl:jwv)>3.

A Figura 5.6 mostra 12 iteracoes do algoritmo de refinamento iterativo que, partindo
de uma solucao inicial com 13 vértices, conseguiu chegar & uma solucao final que ¢ um
caminho hamiltoniano.

Exceto da iteracao 5 para 6, que eliminou 2 vértices branch de uma sé vez, as demais

iteracoes conseguiram reduzir 1 infracao por iteragao.
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Figura 5.6. Resolvendo uma instancia n = 50, m = 188 pelo IR em 12 iteragoes



Capitulo 6
Resultados Experimentais

Os experimentos descritos nesse capitulo visam criar um cenario de comparacao de
resultados para diferentes heuristicas capazes de resolver o problema da arvore gera-
dora com niimero minimo de vértices branch. Para tal sao utilizados seis conjuntos de
instancias onde os métodos EWS e NCH de Cerulli et al. [2009] e 0 método IR desen-
volvido nesta dissertacao serao aplicados. As proximas secoes descrevem o ambiente
onde os algoritmos implementados serao executados, os conjuntos de instancias usados,

e os resultados experimentais que decorrem da aplicacao dos trés métodos comentados.

6.1 Ambiente

Os algoritmos descritos nas Secoes 3.2.1, 3.2.2 e 5.2 foram implementados para permi-
tir a comparacao entre a qualidade dos resultados retornados por cada um deles sobre
um conjunto de instancias determinado. Todos esses algoritmos foram implementados
em ANSI C++ (Schildt [1998|) utilizando as bibliotecas STL (do inglés, Standard Tem-
plate Library) (Weidl e Jazayeri [1996]) disponiveis para a linguagem, e executados em
ambiente Linux version 2.6.27 -14- generic (buildd@vernadsky) (gcc version
4.3.2 (Ubuntu 4.3.2-1ubuntull) ) rodando em uma maquina Intel(R) Core(TM)2
CPU T5500 1.66GHz com 2048 KB de memoria cache e 1 GB de memoria RAM.

6.2 Ferramentas Computacionais

6.2.1 Aplicativo mbv-solver.bin

A implementagao eficiente dos métodos citados, e do calculo da arvore geradora minima,
que representa a solucao inicial para o método IR utilizaram uma estrutura de dados

eficiente para representar conjuntos disjuntos denominada union-find data structures.

%)
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Tais estruturas permitem gerenciar eficientemente a operacao de uniao entre conjuntos
disjuntos, assim como verificar a pertinéncia de um dado vértice em um conjunto dis-
junto. Foi empregada principalmente para verificar arcos que ligam um corte [S,;S] no
algoritmo IR, e para verificar se os vértices u* e v* pertencem a diferentes componentes
conexos nos métodos EWS e NCH. Detalhes sobre a implementacao eficiente e anélise
de complexidade de estruturas wunion-find podem ser encontradas em Cormen et al.
[2001] e Ahuja et al. [1993].

Os algoritmos foram integrados em um aplicativo linha de comando que recebe
grafos por meio de arquivos de entrada no formato DIMACS (ver adiante), e permite
registrar os resultados de tempo e qualidade em arquivo de saida textual e arvore
geradora solugdo no formato .dot (Koutsofios et al. [1991]). A sintaxe do aplicativo

mbv-solver.bin é dada na Figura 6.1:

mbv-solver.bin <metodo> <seed> <entrada> <saida>
entrada: arquivo de entrada no formato NETGEN

saida : arquivo de saida no formato DOT

metodos:
0: Cerulli, Gentili, Iossa: estratégia de pesos nos arcos
1: Cerulli, Gentili, Iossa: estratégia de coloragdo de vértices
2: Silva : refinamento iterativo

Figura 6.1. Sintaxe do solver implementado para o problema MBV

Apods a execucao da aplicacao, dois arquivos de saida sao gerados contendo infor-
b
macoes sobre o resultado. O primeiro deles, com extensao .out, contém um resumo

da execugao no formato textual ilustrado pela Figura 6.2.

alb1000.txt 1000 1998 24218 23.7975 73 NCH

Figura 6.2. Formato de saida de uma execugao do aplicativo mbv-solver.bin

A primeira coluna contém o nome da instancia executada, a segunda coluna o
numero de vértices do grafo correspondente, a terceira coluna contém o nimero de
arcos desse grafo, a quarta coluna contém a semente informada pelo usuario, a quinta
coluna contém o tempo de execugao da instancia em segundos, a sexta coluna contém o
valor da fungao objetivo encontrada para essa instancia em ntmero de vértices branch
e, por fim, a sétima coluna indica qual algoritmo foi utilizado para resolver a instancia:
EWS, NCH ou IR. O arquivo nao contém cabecalho para facilitar a concatenacao de

resultados obtidos sobre varias execucoes em um tnico arquivo de resumo.
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O outro arquivo contém o grafo resultante da execucao, isto é, a arvore geradora
com a menor quantidade de vértices branch que foi possivel computar por cada um dos
trés algoritmos, armazenada no formato .dot. Tal formato permite descrever grafos
textualmente, indicando os vértices e arcos do grafo e determinando propriedades tais
como cor, tamanho e disposicao dos cada vértice do grafo. A Figura 6.3 apresenta um

exemplo de um arquivo no formato .dot com as estruturas minimas descritas.

graph Grafo {

1 --4

1 -- 17
1 --16
2 -- 20
2 -5

2 --8

3 -- 15
4 -- 8

4 -5

4 --9

5 -- 10
6 -- 18
6 -- 17
6 -- 16
7 -- 19
8 -- 12
8 -- 19
8 -- 16
9 --3

10 - 7
10 -- 4
10 -- 14
11 -- 17
12 -- 14
12 -- 18
13 -- 9
13 -- 156
14 -- 13
14 -- 3
14 -- 10
15 -- 11
16 -- 1

16 -- 2
17 - 6
17 -- 7
17 -- 19
18 -- 5
19 -- 16
19 -- 4
19 -- 5

}

Figura 6.3. Exemplo de saida da aplicacdo mbv-solver.bin no formato .dot

A aplicacao foi implementada de acordo com o paradigma de orientacao a obje-
tos. Segue uma breve explicacao sobre cada uma das classes e arquivos envolvidos na

implementacao:

e grafo.h, grafo.cpp: implementam a classe abstrata que define as principais
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interfaces que um objeto do tipo grafo devem fornecer para uso dessa estrutura
de dados, tais como inserir e remover arcos, obter o nimero de vértices e arcos
do grafo, retornar o peso de um arco, retornar o grau de um vértice e a lista de

adjacéncia de um dado vértice informado.

mgrafo.h, mgrafo.cpp: classe derivada da implementagao abstrata de grafo de
grafo.h que define um grafo através de uma matriz de adjacéncia. Implementa
os métodos comentados usando uma matriz como estrutura de dados para arma-

zenamento dos arcos e pesos associados.

union-find.h, union-find.cpp: implementam a estrutura de dados de con-
junto disjunto por meio de uma arvore, seguindo a descricao em Cormen et al.
[2001].

mbv-io.h, mbv-io.cpp: implementa a classe capaz de gerenciar a entrada e
salda de dados da aplicacao. Possui interfaces para ler grafos de entrada de
arquivos nos formato .txt e NETGEN e transformar essa entrada em objetos
grafos, assim como interfaces para transformar grafos em arquivos de saida nos

formatos .txt e .dot.

mbv-weight.h, mbv-weight.cpp: implementa o algoritmo de ponderagao de ar-
cos de Cerulli et al. [2009].

mbv-color.h, mbv-color.cpp: implementa o algoritmo de coloragao de vértices
de Cerulli et al. [2009).

mbv-iterative.h, mbv-iterative.cpp: implementa o algoritmo de refina-
mento iterativo proposto nessa dissertacao para o problema da arvore geradora

com numero minimo de vértices branch.

mbv-solver.cpp: implementa a aplicagao que une os trés algoritmos e os executa

de acordo com a sintaxe de entrada.

6.2.2 Scripts

Além da aplicacao, foram criados diversos scripts para auxiliar o processamento das

diversas instancias testadas nesse trabalho. Tais scripts foram escritos em shell script

(Cooper [2002]) e linguagem R (R Development Core Team [2006]), uma linguagem

que permite fazer analises estatisticas sobre dados. Seguem uma breve descricao desses

scripts:
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e create_benchmark.sh: cria instancias pelo gerador NETGEN usando valores de

referéncia para o nimero de vértices da rede e a densidade de arcos especificada.

e run_cerulli.sh: executa todas as instancias empregando os algoritmos EWS e
NCH de Cerulli et al. [2009]. Cada instancia é executada uma tnica vez, e seus
resultados sao agrupados em um arquivo de resumo que facilita o processamento

por planilhas eletronicas e aplicativos estatisticos.

e run_ir2.sh: executa todas as instancias do benchmark usando o algoritmo de
refinamento iterativo. Como a atribuicao de pesos do grafo G é aleatoria, cada
instancia é executada por 100 vezes, agrupando os resultados obtidos em cada
execucao em um arquivo de resumo que facilita seu processamento pelo script

escrito em R.

e run_statistics.sh, run_time.sh: criam automaticamente scripts em lingua-

gem R para processar os arquivos de resumo gerados pelo algoritmo IR.

e script.r: Obtém a estatistica descritiva da populacao (valores minimos e mé-
ximos, média aritmética, mediana, primeiro e terceiro quartis, desvio padrao e
variancia) para os tempos de execugao e fungao objetivo. Cada populagao cor-
responde & uma instancia, sendo composta por 100 observacoes que advém de
cada execucao da mesma instancia. Gera histogramas de frequéncia que indicam
visualmente a probabilidade do algoritmo IR encontrar bons resultados para cada

instancia.

6.2.3 Gerador NETGEN de Klingman, Napier e Stutz

Alguns dos conjuntos de instancias utilizados nessa dissertacao para comparacao de
resultados entre as diferentes heuristicas implementadas foram criados aleatoriamente
com uso do gerador de problemas de fluxo em rede NETGEN (Klingman et al. [1974]),
obtido do public ftp do DIMACS '. Tal gerador é distribuido sobre a forma de duas
implementagoes, em linguagem C e Fortran. O NETGEN constroi grafos para proble-
mas de fluxo de rede usando como entrada um arquivo que especifica o valores e limites
dos parametros de entrada, um por linha, de acordo com o formato da Tabela 6.1.

Se redirecionada para arquivo, a saida do NETGEN consistira em um grafo valorado
com capacidade nos arcos representado de maneira textual no formato utilizado nos
DIMACS Challenges do Center for Discrete Mathematics and Theoretical Computer

Science. Este consiste em um arquivo formato texto onde cada uma das linhas do

lftp://dimacs.rutgers.edu/pub/netflow/
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Tabela 6.1. Parametros do NETGEN para os arquivos de entrada, obtidos
diretamente de seu codigo-fonte

# Parametro Descri¢cao

1 SEED Random numbers seed

2 PROBLEM Problem number

3 NODES Number of nodes

4 SOURCES Number of sources (including transshipment)
5 SINKS Number of sinks (including transshipment)

6 DENSITY Number of (requested) arcs

7 MINCOST Minimum cost of arcs

8 MAXCOST Maximum cost of arcs

9 SUPPLY Total supply

10 TSOURCES Transshipment sources

11 TSINKS Transshipment sinks

12 HICOST Percent of skeleton arcs given maximum cost
13 | CAPACITED | Percent of arcs to be capacitated

14 MINCAP Minimum capacity for capacitated arcs

15 MAXCAP Maximum capacity for capacitated arcs

arquivo de saida tem um proposito, que pode ser determinado pelo caracter marcador

contido no inicio de cada linha. Os marcadores sao:

e c: Linha de comentario. Usada para comentar informagcoes do arquivo de saida;

e p: Linha que indica o problema (se ¢ de minimizagdo ou maximizagao), assim

como o nimero de nos e arcos contidos no arquivo de saida;

e n: Marcam os vértices de oferta e demanda. O primeiro nimero consiste no
vértice, e o segundo nimero corresponde ao valor de oferta/demanda correspon-

dente;

e a: Linha que determina um arco no grafo. Os dois primeiros niimeros indicam
os vértices que formam o arco; o terceito nimero indica o peso/custo do arco, e

os dois tltimos nimeros indicam a capacidade minima e méxima do arco.

As Figuras 6.4 e 6.5 a seguir trazem um exemplo de saida para um dado arquivo
de entrada do NETGEN:

c NETGEN flow network generator (C version)
c¢ Problem 1 input parameters
€ o

c Random seed: 12345
c Number of nodes: 10
c Source nodes: 1
c Sink nodes: 1
c Number of arcs: 30

Figura 6.4. Formato de saida do aplicativo NETGEN
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Minimum arc cost: 15
Maximum arc cost: 25
Total supply: 1
Transshipment -
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Minimum arc capacity: 1
Maximum arc capacity: 3
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Figura 6.5. Formato de saida do aplicativo NETGEN (Continuagao)

Figura 6.6. Exemplo de saida para uma instancia gerada utilizando o NETGEN

O grafo que correspondente & descricao acima é dado na Figura 6.6.

Embora o gerador NETGEN seja capaz de criar instancias com pesos e capacidades

nos arcos assim como diferenciar os vértices que sao de oferta, transbordo e demanda,

para o problema MBYV todas essas informacoes sao ignoradas utilizando-se apenas a

informacao de topologia dos arcos da rede.
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6.2.4 Gerador crand de Cherkassky e Goldberg

O gerador crand consiste em um dos geradores de instancias usados por Boris V.
Cherkassky e Andrew V. Goldberg no relatorio técnico ‘Negative-Cycle Detection Al-
gorithms’ (Cherkassky e Goldberg [1996]).

E distribuido no pacote SPC em conjunto com diversos codigos em C, gera-
dores e parametros de entrada para construcao de instancias para algoritmos de
caminho minimo com deteccdo de ciclos negativos. E disponibilizado no endereco
http://www.cs.sunysb.edu/~“algorith/implement/goldberg/implement .shtml.

A sintaxe do crand é dada na Figura 6.7.

usage: ./crand n m seed [ -11#i -lm#i -cl#i -p -pl#i -pm#i ... ]
help: ./crand -h

Figura 6.7. Sintaxe do gerador de instancias crand

Nos experimentos onde ele foi empregado, as instancias foram construidas
informando-se apenas os parametros obrigatorios n (namero de vértices), m (niimero
de arcos) e seed (semente do gerador de niimeros aleatorios). A Figura 6.8 ilustra um

exemplo de saida no crand no formato Extended DIMACS:

random network for shortest paths problem
extended DIMACS format

rd_5_15_123_

sp 5 15

[

9174

589
4037
7568
6870
9792
9366
8545
2000
1942
9113

805
4802
7177
8990

PP PP P POB 0T 00000

NP ONFEFNOONDSNDPSWND O -
O, AN FEPNOR OO WEREN

Figura 6.8. Saida do gerador crand no formato Extended DIMACS
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6.3 Nomenclaturas e Convencoes

Essa secao apresenta algumas nomenclaturas e convencoes utilizadas no decorrer do
capitulo para analise experimental dos algoritmos EWS, NCH e IR implementados
para resolver o problema da arvore geradora com ntimero minimo de vértices branch.

Em primeiro lugar, os experimentos foram separados em seis diferentes conjuntos
de instancias. No inicio de cada sub-secao as instancias que compoem cada conjunto
sao apresentadas, descrevendo o tamanho de cada grafo e densidade correspondente ou
referenciando alguma instancia conhecida de benchmarks disponiveis para problemas
de pesquisa operacional. Nao foi possivel utilizar o conjunto de instancias publicado
por Cerulli et al. [2009] porque os autores nao disponibilizaram as instancias usadas;
portanto a comparacao dos resultados experimentais apresentados nesse artigo ficaram
fora do escopo deste trabalho.

Em segundo lugar, cada um dos experimentos utiliza as implementagoes feitas dos
métodos EWS, NCH e IR. O método MIX nao foi implementado porque Cerulli et al.
[2009] nédo disponibilizaram o pseudo-cddigo do método no artigo em que as heuristicas
foram apresentadas e, portanto, poderiamos estar usando uma implementacao que
difere da idéia original do método. Para cada execucao foram registrados os resultados
computados de ‘ntimero de vértices branch’ e ‘tempo de execucao’ de cada instancia.
Quanto houver alguma referéncia a palavra ‘resultado’ ou ‘qualidade da solucao’, leia-
se ‘niimero de vértices branch’. Qualquer denominacao diferente desta serd explicitada
quando for empregada.

A anadlise de tempo de execucao também sera apresentada para as instancias presen-
tes nos seis conjuntos testados. Existem algumas consideracoes a se fazer a respeito dos
tempos de execucao coletados nos experimentos. Em primeiro lugar, este trabalho nao
apresentou a analise de complexidade para o algoritmo IR proposto, de forma que para
esse algoritmo os tempos coletados foram apenas registrados e analisados por meio de
estatistica descritiva, podendo variar de acordo com o niimero de iteracoes necessarias
para refinar cada instancia testada. Em segundo lugar, embora Cerulli et al. [2009] te-
nham apresentado ordem de complexidade de O(mn) para os algoritmos EWS e NCH
podemos considerar essa analise superficial sobre as operacoes executadas pelos Algo-
ritmos 1 e 3, apresentados no Capitulo 3. Especificamente para o Algoritmo 1, linha 9,
existe um passo de construcao do conjunto L com os arcos de custo minimo do grafo
G’ que é considerado ser da ordem de O(1) na andlise desses autores; entretanto esse
passo pode exigir um custo de O(mlogm) operagoes para ordenar os m arcos do grafo
G’ de acordo com seu peso, além de uma inspecao nos arcos ordenados para incluir
em L aqueles que, além de possuirem o menor peso, nao formem ciclos na arvore em

construcao. Com isso, teriamos uma ordem de complexidade sensivelmente maior do
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que O(mn) para o algoritmo EWS; de fato isso é mostrado ser verdade nos resultados
experimentais apresentados no decorrer deste capitulo.

As heuristicas EWS e NCH retornam resultados deterministicos em relagao a qua-
lidade da solucao; ja o algoritmo IR pode resultar em diferentes solucoes de acordo
com a semente informada na sua sintaxe. Tal semente é usada no gerador de ntimeros
aleatorios que determina a atribuicao de pesos inicial do grafo de entrada, sendo que
a saida é sensivel aos pesos de entrada e qualidade da solucao inicial. Para comparar
os resultados obtidos pelo algoritmo IR com os resultados computados pelas heuris-
ticas EWS e NCH, optou-se por construir uma amostra para cada instancia testada,
composta pelos resultados registrados de 100 execucoes diferentes do algoritmo IR.
A proposta é comparar os resultados médios da variavel ‘ntiimero de vértices branch’
obtido nas repeticoes do algoritmo IR com os resultados deterministicos das heuris-
ticas EWS e NCH, apresentando as medidas de posicao e dispersao de cada amostra
(estatistica descritiva), assim como analisar a distribui¢ao dos resultados por meio de
histogramas de frequéncia.

Dessa forma, os resultados experimentais serao apresentados sob formato tabular
e histograma de frequéncias. As tabelas serao separadas em dois blocos distintos,
que referem-se aos resultados obtidos pelas heuristicas EWS e NCH (bloco I) e as
medidas de posigao e dispersao para os resultados obtidos pelo algoritmo IR (bloco
IT). Dentro do bloco II existe ainda separacao das medidas que referem-se a variavel
‘ntimero de vértices branch’ (bloco FUNGAO OBJETIVO) e & varidvel ‘tempo de execu¢ao’
(bloco RUNTIME). Cada linha de resultados destacada em negrito ou que cuja coluna
entitulada ‘Melhor’ esteja marcada com um caracter ‘X’ corresponde a um caso do
benchmark onde o resultado médio do algoritmo IR foi melhor do que o melhor dentre
os resultados obtidos pelas heuristicas EWS e NCH para essa mesma instancia.

Na tabela, as colunas ‘n’, ‘m’ e ‘d’ correspondem ao niimero de vértices, de arcos
e densidade dos grafos que cada instancia representa. As colunas ‘Val’ e ‘Tempo (s)’
correspondem aos resultados obtidos de valor da funcao objetivo e ‘tempo de execucao’
para as heuristicas EWS e NCH. As colunas ‘Min’, ‘1Q’ (1° quartil), ‘Média’, ‘Medi-
ana’, ‘3Q’ (3° quartil), ‘Max’, ‘Dev’ e ‘Var’ dos blocos FUNGAO OBJETIVO e RUNTIME
referem-se as medidas estatisticas das variaveis ‘nimero de vértices branch’ e ‘tempo
de execucao’ obtidos nas amostras contendo 100 observacoes advindas das execucoes
independentes do algoritmo IR.

Na legenda de cada histograma sao apresentadas as grandezas I R,,;,, [ Rz, [ Rz,
IR cqy IR oq, EWSyq € NCH .y, e referem-se aos valores amostrais minimos, mé-
dios, maximos, mediana e moda para o algoritmo IR, e os resultados deterministicos
calculados pelas heuristicas EWS e NCH.
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Em terceiro lugar, os histogramas de frequéncia foram utilizados em alguns casos
para estimar, com base nos resultados das 100 observagoes contidas em cada amostra,
qual foi a probabilidade do algoritmo IR atingir um resultado compreendido entre
IR in < IRy < argmin{ EWS ,a, NCH 4}, ou seja, de retornar resultados melhores

ou iguais ao melhor resultado computado pelos algoritmos EWS e NCH.

6.4 Resultados Experimentais

Essa secao descreve os resultados experimentais obtidos com a execucao dos algoritmos
EWS, NCH e IR sobre alguns conjuntos de instancias de diferentes benchmarks. Cada

conjunto é descrito e os resultados experimentais sao comentados.

6.4.1 Conjunto de Instancias I (Klingman (1974))
6.4.1.1 Benchmark

Klingman et al. [1974] distribuiram junto com a implementagdo em C e Fortran do
NETGEN um arquivo de entrada com os parametros para construir 40 problemas uti-
lizando o gerador. Desses 40, foram tomados os dez primeiros para formar o Conjunto
de Instancias I. Para as primeiras dez instancias apenas existe variacao no niimero de
vértices e de arcos do grafo de saida, sendo que os demais parametros sao fixos e ad-
mitem os seguintes valores: Random Seed: 13502460, Minimum Cost: 1, Maximum
Cost: 10000, Total Supply: 100000, Trans. Source: 0, Trans. Sink: 0,
Skel. Max.: 0, Skel. Capacity: 0, Min. Capacity: 0, Max. Capacity:

0. Os demais parametros variaveis sao apresentados a seguir, na Tabela 6.2.

Tabela 6.2. Parametros do NETGEN para as instancias do Conjunto I

p-1 p-2 p-3 p-4 p-5 p-6 p-7 p-8 p-9 p-10
# Nodes 200 200 200 200 200 300 300 300 300 300
# Source Nodes 100 100 100 100 100 150 150 150 150 150
# Sink Nodes 100 100 100 100 100 150 150 150 150 150
# Arcs 1300 1500 2000 2200 2900 3150 4500 5155 6075 6300

| Density (%) | 7 8 10 11 15 7 10 11 14 14 |

Nessa tabela, a linha ‘Density (%)’ corresponde a densidade de arcos das instancias
considerando o niimero de arcos que estas possuem em relacao ao nimero de arcos do
grafo completo correspondente, em porcentagem. Sejam n o nimero de vértices de G,

m o numero de arcos de GG. A densidade é dada por:

m

[n(ngl)]

Densidade(G) = (6.1)
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6.4.1.2 Analise dos Resultados

Os resultados experimentais obtidos com uso das instancias detalhadas no Conjunto de
Instancias I sao apresentados na Tabela 6.3. Nota-se que o algoritmo IR comportou-
se bem nas instancias do Conjunto I. Em aproximadamente 80% dos casos testados, o
algoritmo IR apresentou resultado médio com qualidade superior aos resultados obtidos
pelas heuristicas EWS e NCH.

Apenas em dois casos do benchmark (especificamente, nas instancias p-1 e p-10)
o algoritmo IR nao obteve um resultado médio melhor do que as heuristicas EWS e
NCH; entretando, mesmo para esses casos os histogramas contidos nas Figuras 6.9 -
6.18 mostram que boa parte dos resultados sao menores ou iguais aos resultados dos
métodos EWS e NCH.

Em relagao ao tempo de execugao, o algoritmo IR consumiu menos tempo de exe-
cucao que os algoritmos EWS e NCH em todas as 100 repeticoes amostradas de cada
instancia (ver coluna ‘Max’ do bloco RUNTIME). Para os grafos de entrada utilizados
nesse conjunto nao houveram diferencas significativas na ordem de grandeza para os

tempos de execucao dos algoritmos EWS e NCH.



Tabela 6.3. Comparacao dos ‘tempos de execugao’ e ‘funcao objetivo’ dos meé-
todos EWS, NCH e IR para o Conjunto I

Benchmark Heuristicas Cerulli et al Algoritmo Refinamento Iterativo
EWS NCH FUNCAO OBJETIVO RUNTIME
Instdncia n m d(%) | Val Tempo (s) | Val Tempo (s) | Min 1Q Média Mediana 3Q  Maz  Dev Var ~ Melhor | Min Méd  Maz
p-1 200 1300 7 7 1,13 5 1,12 4 6 7 7 8 12 1,69 2,85 0,24 0,46 0,7
p-2 200 1500 8 7 1,29 7 1,3 2 5 5,87 6 7 11 1,9 3,61 X 0,24 0,5 0,78
p-3 200 2000 10 5 1,88 5 1,58 2 4 4,83 5 6 8 1,47 2,16 X 0,24 0,57 0,92
p-4 200 2200 11 7 2,19 5 1,94 1 3 4,23 4 5 8 1,61 2,6 X 0,22 0,54 1,11
pP-5 200 2900 15 6 2,95 5 2,57 1 3 3,79 4 4 8 1,44 2,07 X 0,34 0,69 1,11
p-6 300 3150 7 8 4,51 6 4,17 1 5 5,61 6 7 9 1,69 2,85 X 0,68 1,58 2,71
pP-7 300 4500 10 5 7,28 6 5,96 2 3 4,54 4 5 10 1,65 2,72 X 0,97 2,12 3,48
p-8 300 5155 11 7 8,61 6 6,84 1 2 3,49 3 4 7 1,5 2,25 X 0,82 2,04 4,4
p-9 300 6075 14 4 10,93 3 7,96 0 2 2,97 3 4 7 1,46 2,13 X 0,68 2,05 3,76
p-10 300 6300 14 3 11,59 4 8,56 0 3 3,67 4 4,25 7 1,21 1,46 1,44 3,51 6,78

SIVILNHNIYHIXH SOAVILINSHY 79
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Figura 6.9. Histograma da instancia p-1 (Conjunto I). IR, = 4, IRz = 7,
IR paw =12, IRyeq = 7, IRp0q = 6; EWSyu = 7, NCH =5
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Figura 6.10. Histograma da insténcia p-2 (Conjunto I). IR, = 2, I Rz = 8.87,
IR pae = 11, IReq = 6, IR 00 = 4; EWSyu = 7, NCH o =7
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Figura 6.11. Histograma da insténcia p-3 (Conjunto I). IR, = 2, I Rz = 4.83,
IR ez = 8, IRyeqd = 5, IRpoq = 3; EWSya = 9, NCH =5

Em todos os casos testados, o algoritmo IR conseguiu encontrar solugoes de melhor
qualidade computadas pelo método IR do que pelos métodos EWS e NCH, na seguinte
dimensao (aproximada): 20 casos para a instancia p-1, 75 casos para a instancia p-2,
70 casos para a instancia p-3, 50 casos para a instancia p-4, 75 casos para a instancia
p-5, 65 casos para a instancia p-6, 75 casos para a instancia p-7, 85 casos para a
instancia p-8, 65 casos para a instancia p-9 e 45 casos para a instancia p-10.

Pelos histogramas, temos que a probabilidade estimada para o algoritmo IR atingir
um resultado melhor ou igual aos métodos EWS e NCH foram, para cada instancia, da
ordem de 40% para a instancia p-1, 90% para a instancia p-2, 84% para a instancia
p-3, 74% para a instancia p-4, 91% para a instancia p-5, 87% para a instancia p-6,
87% para a instancia p-7, 95% para a instancia p-8, 80% para a instancia p-9, e,
finalmente, 77% para a instancia p-10.

Acredita-se que a vantagem mostrada pelos resultados do algoritmo IR sobre os

algoritmos EWS e NCH ocorra porque os grafos de entrada sao densos e oferecem
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Figura 6.12. Histograma da insténcia p-4 (Conjunto I). IR, = 1, I Rz = 4.23,
IR pae = 8, IRypeq = 4, IRpoq = 2 — 3; EWSya = 7, NCH g1 = 5
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Figura 6.13. Histograma da insténcia p-5 (Conjunto I). IR, = 1, IRz = 3.79,
IR paw = 8, IRyeqd = 4, IRp0q = 3; EWSya = 6, NCH yq =5
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Figura 6.14. Histograma da instancia p-6 (Conjunto I). IR, = 1, IRz = 5.61,
IRpmaz =9, [Rpeq = 6, I Rypoq = 5; EWSya = 8, NCH yq =6

diversas oportunidades de substituicao de arcos sem criar penalidades na arvore, uma
vez que a razao do nimero de arcos pelo ntumero de nos dos grafos é da ordem de,
no minimo, 6x. Assim, o refinamento consegue melhorar iterativamente as solucgoes
sem prejudicar a arvore final, atuando melhor do que as heuristicas construtivas que
decidem quais arcos participam da topologia final em uma tinica passada de maneira

gulosa.

6.4.2 Conjunto de Instancias II (NETGEN)
6.4.2.1 Benchmark

O Conjunto de Instancias IT foi composto por instancias construidas no NETGEN com
0 objetivo de experimentar a execucao dos algoritmos em diferentes cenérios, cada

qual contendo grafos com diferentes niimero de vértices e de arcos. Arcos repetidos nas
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Figura 6.15. Histograma da instancia p-7 (Conjunto I). I R, = 2, I Rz = 4.54,
IRpaz =10, IRpmeq = 4, IRmoq = 2; EWSyq =5, NCH yq = 6
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Figura 6.16. Histograma da instancia p-8 (Conjunto I). IR, = 1, I Rz = 3.49,
IR oz =7, IRpeq = 3, I Rpod = 2; EWSya = 7, NCHyq =6
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Figura 6.17. Histograma da insténcia p-9 (Conjunto I). IR, = 0, I Rz = 2.97,
IRyaz =7, IRipea = 3, [ Rppoq = 2; EWSyq =4, NCH yq = 3

instancias foram ignorados. Os arquivos de entrada usados para gerar as instancias
no NETGEN seguem o formato dado pela Tabela 6.4, onde alguns desses parametros
foram fixados.

Pela tabela, os parametros que puderam variar correspondem a semente do gerador
de nimeros aleatorios usado pelo NETGEN, o ntimero de vértices e de arcos do grafo
de saida da instancia correspondente. Na Tabela 6.5 esses valores sao apresentados
para cada instancia na forma das colunas d (nimero de arcos), n (nimero de vertices)
e s (semente do gerador). A coluna m apresenta a quantidade ‘real’ de arcos do grafo,
descontando-se os arcos repetidos. Para esse conjunto foram geradas instancias com
30, 50, 100, 150, 300 e 500 vértices, com densidade de arcos de 15% e 30%. Cada
cenario testado foi composto por cinco grafos diferentes, porém compartilhando das

mesmas caracteristicas topologicas, ou seja, mesmo valor de n e d.
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Figura 6.18. Histograma da instancia p-10 (Conjunto I). IR = 0, IRz =
3.67, IR e =7, IRpeqa =4, IR 0q =2; EWSyu =3, NCH,, =4

Tabela 6.4. Parametros do NETGEN para as instancias do Conjunto IT

# Pardmetro Valor Usado | Descrigcao

1 SEED Varidvel Random numbers seed

2 PROBLEM 1 Problem number

3 NODES Varidavel Number of nodes

4 SOURCES 1 Number of sources (including transshipment)
5 SINKS 1 Number of sinks (including transshipment)

6 DENSITY Varidvel Number of (requested) arcs

7 MINCOST 0 Minimum cost of arcs

8 MAXCOST 1000 Maximum cost of arcs

9 SUPPLY 1 Total supply

10 TSOURCES 0 Transshipment sources

11 TSINKS 0 Transshipment sinks

12 HICOST 1 Percent of skeleton arcs given maximum cost
13 | CAPACITED 1 Percent of arcs to be capacitated

14 MINCAP 0 Minimum capacity for capacitated arcs

15 MAXCAP 3 Maximum capacity for capacitated arcs

6.4.2.2 Analise dos Resultados

Os resultados desse experimento estao documentados nas Tabelas 6.5 e 6.6. Pelas
tabelas, o algoritmo IR atingiu resultados médios de melhor qualidade que os algoritmo
EWS e NCH em 43 das 55 instancias analisadas (78% dos casos). O valor da mediana
de cada amostra também sugere que o algoritmo IR aplicou-se bem ao Conjunto de
Instancias II. Das 55 instancias avaliadas, o algoritmo IR conseguiu valores de mediana
melhores do que os resultados encontrados para as heuristicas EWS e NCH em 37
instancias, e valores iguais aos resultados encontrados por essas mesmas heuristicas em
15 instancias.

Mesmo para as instancias em que o IR nao atingiu um resultado médio de melhor
qualidade do que as heuristicas EWS e NCH, verifica-se uma tendéncia de concen-
trar grande parte dos resultados em valores proximos aos encontrados por esses dois
métodos. As Figuras 6.19, 6.20, 6.21, 6.22, 6.23, e 6.24 apresentam o histograma de
frequéncias da amostra dos resultados de seis das doze instancias do Conjunto II cujo
nimero médio de vértices branch retornado pelo algoritmo IR nao superou o resultados
calculado pelas heuristicas EWS e NCH.



Tabela 6.5. Comparacao dos ‘tempos de execucgao’ e ‘funcao objetivo’ dos meé-
todos EWS, NCH e IR para o Conjunto II

Benchmark Heuristicas Cerulli et al Algoritmo Refinamento Iterativo
EWS NCH FUNCAO OBJETIVO RUNTIME

d n m s Val ~ Tempo(s) | Val  Tempo(s) | Min Média  Mediana  Maz  Dev Var  Melhor Min Média Maz Dev Var
68 30 67 1596 | 2 0,008 2 0,008 0 0,85 1 3 0,7 0,49 X 0,000 0,002 0,012 0,003 0,000
68 30 67 2429 2 0,008 2 0,012 0 0,68 1 3 0,71 0,5 X 0,000 0,002 0,008 0,002 0,000
68 30 66 7081 | 2 0,012 2 0,008 0 1,11 1 3 0,9 0,81 X 0,000 0,003 0,008 0,003 0,000
68 30 66 7236 | 1 0,008 1 0,012 0 1,37 1 3 0,82 0,68 0,000 0,003 0,008 0,003 0,000
68 30 66 7880 1 0,008 1 0,012 0 1,37 1 3 0,77 0,6 0,000 0,002 0,008 0,002 0,000
135 30 124 1172 1 0,008 1 0,016 0 0,84 1 2 0,65 0,42 X 0,000 0,004 0,016 0,003 0,000
135 30 122 2488 | 0 0,016 0 0,020 0 0,4 0 2 055 0,3 0,000 0,004 0,012 0,003 0,000
135 30 122 4970 1 0,016 1 0,016 0 0,45 0 2 0,54 0,29 X 0,000 0,004 0,012 0,003 0,000
135 30 128 5081 | 0 0,016 0 0,016 0 0,24 0 2 047 0,22 0,000 0,003 0,012 0,003 0,000
135 30 125 8788 1 0,016 1 0,016 0 0,28 0 1 0,45 0,2 X 0,000 0,004 0,016 0,003 0,000
188 50 182 1054 2 0,040 2 0,048 0 1,55 1 5 1,08 1,16 X 0,000 0,008 0,020 0,004 0,000
188 50 179 3335 | 2 0,040 2 0,040 0 1,16 1 4 0,73 0,54 X 0,000 0,009 0,024 0,004 0,000
188 50 180 4663 2 0,036 3 0,036 0 1,12 1 4 0,79 0,63 X 0,000 0,008 0,024 0,005 0,000
188 50 182 4985 | 2 0,040 2 0,040 0 1,5 1 4 0,92 0,84 X 0,000 0,008 0,020 0,004 0,000
188 50 186 7085 4 0,040 4 0,044 0 1,39 1 3 0,84 0,7 X 0,000 0,008 0,016 0,004 0,000
375 50 341 1720 0 0,080 0 0,072 0 0,56 0 2 0,69 0,47 0,004 0,012 0,024 0,005 0,000
375 50 345 6752 | 2 0,084 2 0,048 0 0,36 0 3 0,58 0,33 X 0,004 0,013 0,024 0,005 0,000
375 50 349 7009 2 0,052 2 0,076 0 0,42 0 2 0,59 0,35 X 0,004 0,012 0,020 0,004 0,000
375 50 343 7030 1 0,072 1 0,076 0 0,32 0 2 0,51 0,26 X 0,000 0,012 0,020 0,004 0,000
375 50 344 9979 | 0 0,076 0 0,072 0 0,4 0 2 0,62 0,38 0,004 0,012 0,020 0,004 0,000
750 100 723 2312 3 0,276 3 0,284 0 1,28 1 3 0,94 0,89 X 0,024 0,046 0,080 0,011 0,000
750 100 730 299 3 0,268 3 0,256 0 1,09 1 4 0,95 0,91 X 0,028 0,046 0,072 0,010 0,000
750 100 722 4414 | 2 0,236 2 0,316 0 1,41 1 4 0,98 0,95 X 0,024 0,044 0,068 0,010 0,000
750 100 724 5885 1 0,212 1 0,292 0 1,5 1 4 0,99 0,98 0,024 0,046 0,084 0,010 0,000
750 100 719 6570 | 3 0,296 3 0,228 0 1,69 2 5 1,12 1,25 X 0,028 0,046 0,084 0,011 0,000
1500 100 1399 5300 | 1 0,792 1 0,384 0 0,55 0 2 0,66 0,43 X 0,040 0,082 0,128 0,017 0,000
1500 100 1383 6105 1 0,764 1 0,416 0 0,43 0 2 0,59 0,35 X 0,040 0,076 0,128 0,015 0,000
1500 100 1386 6259 | 1 0,772 1 0,464 0 0,4 0 2 0,57 0,32 X 0,040 0,077 0,112 0,015 0,000
1500 100 1389 7695 1 0,628 1 0,480 0 0,34 0 2 0,54 0,29 X 0,036 0,074 0,112 0,015 0,000
1500 100 1391 9414 | 0 0,656 0 0,612 0 0,66 1 3 0,71 0,51 0,056 0,083 0,132 0,017 0,000
1688 150 1624 199 3 1,200 2 0,096 0 2,06 2 6 125 1,55 0,092 0,146 0,208 0,024 _ 0,001
1688 150 1619 3738 1 1,112 1 1,060 0 1,69 2 4 1,05 1,1 0,096 0,140 0,264 0,024 0,001
1688 150 1624 5011 | 4 1,196 3 1,028 0 1,52 1,5 4 1,03 1,06 X 0,072 0,135 0,200 0,024 0,001
1688 150 1627 7390 | 2 1,084 2 1,032 0 1,62 1,5 5 1,1 1,21 X 0,068 0,146 0,244 0,035 0,001
1688 150 1624 878 3 0,988 2 1,048 0 1,82 2 5 1,11 1,24 X 0,076 0,147 0,272 0,040 0,002
3375 150 3120 2051 | 1 2,808 1 1,800 0 0,46 0 2 0,58 0,33 X 0,200 0,300 0,424 0,062 0,004
3375 150 3120 2833 | 1 2,756 1 1,704 0 0,5 0 2 0,58 0,33 X 0,204 0,303 0,432 0,062 0,004
3375 150 3141 3064 1 3,196 1 1,984 0 0,58 0 3 0,68 0,47 X 0,208 0,330 0,436 0,062 0,004
3375 150 3116 5357 | 1 2,648 1 1,564 0 0,29 0 2 0,48 0,23 X 0,192 0,292 0,416 0,054 0,003
3375 150 3117 5687 2 2,900 2 1,816 0 0,34 0 2 0,54 0,29 X 0,164 0,292 0,428 0,058 0,003
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Tabela 6.6. Comparacao dos ‘tempos de execugao’ e ‘funcao objetivo’ dos mé-
todos EWS, NCH e IR para o Conjunto II (Continuagao)

Benchmark Heuristicas Cerulli et al Algoritmo Refinamento Iterativo
EWS NCH FUNCAO OBJETIVO RUNTIME
d n m s Val  Tempo(s) | Val Tempo(s) | Min Média Mediana Maz  Dev Var ~ Melhor Min  Média  Mazx Dev Var
6750 300 6502 1545 | 1 13,377 1 8,769 0 1,62 2 1 1,07 1,15 0,724 1,042 1,332 0,116 0,013
6750 300 6471 365 | 3 13,429 3 8,869 0 1,81 2 5 1,01 1,02 X 0,884 1,054 1,444 0,108 0,012
6750 300 6481 4071 5 13,377 3 8,545 0 1,61 1,5 5 1,13 1,27 X 0,852 1,071 1,432 0,116 0,013
6750 300 6513 4889 | 1 13,277 1 8,761 0 1,27 1 4 0,86 0,74 0,852 1,034 1,324 0,114 0,013
6750 300 6505 681 4 13,249 4 8,837 0 1,88 2 5 0,99 0,98 X 0,868 1,056 1,444 0,116 0,013
13500 300 12539 1358 2 37,506 2 16,661 0 0,54 0 3 0,64 0,41 X 2,232 3,004 3,668 0,349 0,122
13500 300 12508 2067 | 3 37,478 2 17,257 0 0,34 0 3 0,55 0,31 X 2,460 3,074 3,748 0,263 0,069
13500 300 12447 4372 1 36,126 1 17,201 0 0,4 0 2 0,6 0,36 X 2,464 3,250 3,808 0,304 0,092
13500 300 12480 960 1 37,630 1 17,073 0 0,65 1 3 0,67 0,45 X 2,372 2,996 3,716 0,333 0,111
13500 300 12474 9886 | 1 36,994 1 16,401 0 0,49 0 3 0,69 0,47 X 1,740 2,939 3,772 0,453 0,206
18750 500 18034 1456 | 2 82,825 2 42,139 0 1,85 2 2 1,12 1,26 X 4,924 5,665 8,073 0,716 0,513
18750 500 18055 1653 3 82,913 3 42,415 0 1,4 1 4 1,03 1,07 X 4,860 6,188 8,129 0,853 0,727
18750 500 18009 4444 | 2 82,533 2 41,947 0 1,74 2 5 1,056 1,1 X 4,832 6,678 8,161 0,924 0,853
18750 500 18048 6849 2 82,925 2 42,275 0 1,81 2 5 1,06 1,13 X 4,912 6,833 8,181 0,913 0,833
18750 500 18037 8824 | 4 82,985 3 42,379 0 1,59 2 4 0,99 0,97 X 4,776 6,596 17,945 0,893 0,797
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Observe que a moda da distribuicao para essas instancias situa-se proxima aos re-
sultados registrados pelas heuristicas de Cerulli et al. [2009] nesse experimento. Mesmo
nao se sobressaindo em termos de resultados médios para 12 das 55 instancias, ainda
assim o algoritmo IR foi capaz de obter, na maioria desses casos, solug¢oes com nii-
mero de vértices branch iguais ou até menores do que os encontrados pelas heuristicas
EWS e NCH. De fato, os histogramas referentes a essas instancias mostram que 55%
dos resultados para a instancia n = 30, m = 68, s = 7236, aproximadamente 83%
dos resultados da instancia n = 100, d = 750, s = 5885, aproximadamente 80% dos
resultados da instancia n = 150, d = 1688, s = 3738 e aproximadamente 88% dos
resultados da instancia n = 300, d = 6750, s = 4889 estao compreendidos no inter-
valo IR < IR,y < arg min{ EWS,qu, NCH .4}, ou seja, alguns casos apresentam
resultados até melhores do que os computados pelas heuristicas de Cerulli et al. [2009].

Considerando-se o cenédrio como um todo, em todos os casos ao menos trés das cinco
instancias que compdem cada cenario foram melhores resolvidas pelo algoritmo IR do
que pelas heuristicas de Cerulli et al. [2009] considerando a comparac¢io do nimero
médio de vértices branch resultante do IR com o resultado deterministico dos algoritmos
EWS e NCH (ver Tabelas 6.5 e 6.6, coluna ‘Melhor’). Isso mostra que para o benchmark
composto pelos Conjunto de Instancias IT o algoritmo IR também se comportou bem,
considerando-se o caso médio.

Cabe citar que, para cada uma das 55 instancias que compoem o Conjunto II,
ocorreu ao menos um caso dentre as 100 execucoes realizadas em que o método de
refinamento iterativo resultou como solucao uma arvore geradora sem vértices branch,
ou seja, um caminho hamiltoniano. As Figuras 6.25 e 6.26 ilustram a diferenca entre a
topologia de algumas das melhores solucoes encontradas pelo método IR com a topo-
logia da solucao correspondente retornada pelo método NCH. Os vértices em destaque
correspondem a vértices branch, isto é, d(v) > 3.

O Conjunto IT é formado por grafos relativamente densos; isso implica novamente
em uma disponibilidade de arcos para substitui¢ao que permite ao algoritmo IR realizar
trocas sem prejudicar a arvore final.

Em relacao ao tempo consumido para computar as solugoes pelos trés métodos tes-
tados no Conjunto de Instancias II novamente observamos que o algoritmo IR conseguiu
encontrar solugoes em menos tempo que os algoritmos EWS e NCH. Considerando o
tradeoff entre os resultados obtidos para esse conjunto em ‘ntimero de vértices branch’
e o ‘tempo de execucao’ temos que o algoritmo IR foi o que melhor se ajustou as
instancias do Conjunto II. Observa-se também que existe uma diferenca na ordem de
grandeza dos tempos de execugao entre as heuristicas EWS e NCH para os grafos do

conjunto com m > 5000; tais resultados vao de encontro com a consideracao de que a
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Figura 6.19. Histograma da instancia n = 30, m = 68, s = 7236 (Conjunto
II): IRyin = 0, IRz = 1.37, IRz = 3, IRmed = 1, IRyoq = 1; EWSyq = 1,
NCH yg =1
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Figura 6.20. Histograma da instancia n = 30, m = 135, s = 5081 (Conjunto
IT): IRmin = 0, IRz = 0.24, IRz = 2, IRyed = 0, IR0q = 0; EWS 0 = 0,
NCH 1 =0
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Figura 6.21. Histograma da instancia n = 50, m = 375, s = 1720 (Conjunto
IT): IRmin = 0, IRz = 0.56, IRz = 2, IRnmed = 0, IR0q = 0; EWS 0 = 0,
NCH 1 =0

ordem de complexidade dos métodos EWS e NCH sao diferentes (ver Se¢ao 6.3) ja que
o provavel fator que diferencia a ordem de complexidade desses dois métodos é uma
quantidade que varia em funcao de m, tornando-se mais evidente a medida que o valor
de m aumenta (coluna ‘Tempo(s)’ das heuristicas EWS e NCH nas Tabelas 6.5 e 6.6).

6.4.3 Conjunto de Instancias IIT (TSPLIB)
6.4.3.1 Benchmark

O TSPLIB consiste em um conjunto de instancias publicado por Gerhard Reinelt em

1991 com o proposito de permitir que diversos grupos de pesquisa pudessem comparar
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Figura 6.22. Histograma da instancia n = 100, m = 750, s = 5885 (Conjunto
II): IRin =0, IRz = 1.5, IRyae = 4, IRpeq = 1, IR ;04 = 0; EWS = 1,
NCH yg =1
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Figura 6.23. Histograma da instancia n = 150, m = 1688, s = 3738 (Conjunto
IT): IRyin = 0, IRz = 1.69, IRpax = 4, IRnmed = 2, IRyuoq = 0; EWSyq = 1,
NCH yg =1
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Figura 6.24. Histograma da instancia n = 300, m = 6750, s = 4889 (Conjunto
IT): IRpmin =0, IRz = 1.27, IRz = 4, IRned = 1, IRyoqa = 0; EWS,y0 = 1,
NCH,y =1
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Figura 6.25. Solucoes dos métodos IR (esquerda, 0 branch) e NCH (direita,
quatro vértices branch) para a instancia n = 50, m = 186, s = 7085

Figura 6.26. Solugoes dos métodos IR (esquerda, 0 branch) e NCH (direita, trés
vértices branch) para a instancia n = 150, m = 1688, s = 5011

seus resultados. O benchmark possui instancias para diversas classes de problemas
de otimizacao, a saber: problema do caixeiro viajante simétrico (TSP) e assimétrico
(ATSP), problema dos ciclos hamiltonianos (HCP), problema de ordenacgio sequencial
(SOP) e problema de roteamento de veiculos capacitados (CVRP).

Tais instancias seguem um formato especifico do benchmark cujos detalhes podem
ser consultados em Reinelt [2008|, onde cada se¢io de dados do arquivo é descrita
assim como os célculos de distancia (euclidiana, manhattan, geografica, etc) usados
como custo dos arcos do grafo correspondente & cada instancia.

Para o proposito especifico de comparar a qualidade dos resultados obtidos pelos
algoritmos EWS, NCH e IR, tomamos algumas das instancias contidos no benchmark
TSPLIB, especificamente aquelas referentes ao problema dos ciclos hamiltonianos.

Conforme mencionado, os aplicativos implementados trabalham apenas com arqui-
vos de entrada no formato .txt ou DIMACS. As instancias do problema dos ciclos
hamiltonianos foram entao convertidas nesse formato, tomando a descricao da topolo-
gia dessas instancias e convertendo-as para o formato DIMACS. Por exemplo, o trecho

apresentado na Figura 6.27 que descreve a instancia alb1000.hcp no formato do ben-
chmark TSPLIB
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NAME : alb1000

COMMENT : Hamiltonian cycle problem (Erbacci)
TYPE : HCP

DIMENSION : 1000

EDGE_DATA_FORMAT : EDGE_LIST
EDGE_DATA_SECTION

1000 593
1000 456
1000 217
999 577
999 537

Figura 6.27. Descricao de trecho da instancia alb1000.hcp no formato TSPLIB

foi convertido para o formato DIMACS no trecho ilustrado pela Figura 6.28

p hcp 1000 2000
a 1000 593 1
a 1000 456 1
a 1000 217 1
a 999 577 1
a 999 537 1

Figura 6.28. Descricao de trecho da instancia alb1000.hcp no formato DIMACS

Participam desse conjunto de instancias algumas das instancias para o problema
de encontrar ciclos hamiltonianos em grafos da TSPLIB: alb1000.hcp, alb2000.hcp,
alb3000a.hcp e alb4000.hcp. Detalhes sobre o nimero de vértices e densidade dos

grafos que elas representam estao disponiveis na Tabela 6.7.

Tabela 6.7. Detalhes das instancias que formam o Conjunto III, tomadas do
benchmark TSPLIB para o problema dos ciclos hamiltonianos

Instdncia Vertices Arcos | K| Densidade (%)
alb1000.hcp 1000 1998 499500 0,4
alb2000.hcp 2000 3996 1999000 0,2
alb3000a.hcp 3000 5999 4498500 0,1
alb4000.hcp 4000 7997 7998000 0,1

Na descri¢ao, a coluna ‘|K,|" indica quantos arcos teria o grafo completo corres-
pondente; a coluna ‘Densidade (%)’ informa a densidade de arcos do grafo, em %,
considerando a quantidade de arcos atual do grafo (m) em relagdo a quantidade de
arcos do grafo completo correspondente [@]

Note que esse conjunto é formado por instancias de baixa densidade, todas com

menos de 1% dos arcos que teria o grafo completo correspondente.
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6.4.3.2 Analise dos Resultados

A Tabela 6.8 apresentam os resultados desse experimento e permite-nos levantar trés
observacoes interessantes a respeito desse conjunto de instancias formado por grafos
pouquissimo densos quando solucionando o problema de encontrar arvores geradoras
com minimo de vértices branch pelas heuristicas implementadas.

Primeiramente, nota-se que a quantidade de vértices branch computadas pelos trés
métodos é maior do que os valores encontrados para os Conjuntos de Instancias I e
IT. Isso deve-se, em parte, & densidade dos grafos de entrada. A coluna d(%) mostra
que esses grafos possuem uma densidade muito baixa se comparados com os grafos
utilizados nos experimentos anteriores e, portanto, uma menor quantidade de opgoes
de arcos para interligar seus vértices. De fato, o niimero de arcos de cada uma das
instancias é aproximadamente m = 2n (ver Tabela 6.7), que podem levar a arvores
geradoras com poucas opcoes de escolha e com grande chance de formar vértices branch
no processo de construcao ou refinamento da arvore geradora.

Em segundo lugar, observa-se que o algoritmo IR apresentou resultado médio em
namero de vértices branch melhor do que as heuristicas EWS e NCH em trés das quatro
instancias avaliadas. Destacam-se nesses resultados o gap formado entre o menor valor
encontrado pelo IR para cada instancia e o menor valor encontrado pelas heuristicas
EWS e NCH para a mesma instancia, que podem chegar em algumas dezenas de
vértices: gapaoon)y = (73 — 54) = 19, gappooey = (121 — 129) = —8, gap(soona) =
(226 — 191) = 35 e gap(aoony = (277 — 247) = 30.

Por fim, nota-se que houve uma variacao significativa no ntimero de vértices branch
computados mesmo entre os métodos EWS e NCH. As instancias do Conjunto III tes-
tadas evidenciaram que a heuristica EWS conseguiu obter resultados melhores do que
a heuristica NCH, em alguns casos com até algumas dezenas de unidades de diferenca.
Identificando que essa diferenca também ocorreu entre os resultados do algoritmo IR e
da heuristica NCH, e levando em conta que o algoritmo IR opera considerando critérios
de troca de arcos com base nas medidas de o e o, podemos pensar em uma provavel
evidéncia de que para grafos pouco densos, com poucos arcos, colocar a tomada de
decisao nos arcos (ex: critério de ponderacao de pesos, critério de substitui¢ao de arcos
em funcao de seu grau de penalidade) ao invés de coloca-la nos vértices do grafo (crité-
rio de coloragao de vértices) pode ser uma escolha interessante no projeto de algoritmos

para o problema MBV.



Tabela 6.8. Comparacao dos ‘tempos de execucao’ e ‘funcao objetivo’ dos mé-
todos EWS, NCH e IR para o Conjunto III

Benchmark Heuristicas Cerulli et al Algoritmo Refinamento Iterativo
EWS NCH FUNCAO OBJETIVO RUNTIME
n m  d(%)| Val Tempo(s)| Val Tempo(s)|Min  1Q Média Mediana  3Q  Maz Dev Var  Melhor | Min Média Maz
1000 1998 0,4 | 73 6,640 | 73 7,937 | 54 65,75 69,07 69 73 80 5,18 26,83 X 12,86 19,62 27,01
2000 3996 0,2 | 129 30,470 | 141 33,238 | 121 129,75 135,66 135,55 141 155 7,47 55,86 127,24 183,54 244,18
3000 5999 0,1 |226 69,504 |244 76,949 |191 203 208,55 208,5 213,25 233 8,06 65 X 536,46 713,27 927,87
4000 7997 0,1 |277 126,080 |308 136,497 | 247 265,75 271,93 271,5 279 298 10,02 100,49 X 1433,59 1783,39 2276,1
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Figura 6.29. Histograma da instancia alb1000 (Conjunto III): IR,,;, = 54,
IRy = 69.07, I Ry = 80, IRypoq = 69, I Ryod = 73: EWSyat = 73, NCH yoy = 73
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Figura 6.30. Histograma da instancia alb2000 (Conjunto IIT): I R,,;, = 121,
IR, = 135.66, IRpmaw = 155, IRpeq = 135, IRpoq = 134 EWSpa = 129,
NCH o = 141
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Figura 6.31. Histograma da instancia alb3000a (Conjunto III): I R,,;, = 191,
IR, = 208.55, IRygw = 233, IRyeq = 208.5, IR,0q = 205,207,208; EWS 0 =
996, NCH o = 244

Os histogramas de frequéncia para a variavel ‘niimero de vértices branch’ da amostra
coletada de cada instancia é apresentado nas Figuras 6.29, 6.30, 6.31 e 6.32. Por eles
podemos observar que 89% das observagoes da instancia alb1000, 25% das observacoes
da instancia alb2000, mais de 90% das observagoes da instancia alb3000a e 72% das
observacoes da instancia alb4000 obtiveram resultados menores ou iguais do que o
‘melhor’ resultado calculado pelas heuristicas EWS e NCH. Apenas para a instancia
alb2000 o algoritmo IR apresentou uma distribuicao cuja média, mediana e moda
estao além dos valores calculados deterministicamente pelas heuristicas de Cerulli et al.
[2009], mesmo assim apenas para os resultados da heuristica EWS.

Os tempos de execucao das heuristicas EWS e NCH e do algoritmo IR estao regis-

trados na Tabela 6.8. Para esse conjunto de instancia observa-se que o algoritmo IR
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Figura 6.32. Histograma da instancia alb4000 (Conjunto III): IR,,;, = 247,
IRy = 271.93, IRypuw = 298, IRypeq = 271.5, IRypoq = 267, 274; EWS 0 = 277,
NCH ,, = 308

consumiu uma quantidade de tempo maior do que as heuristicas de Cerulli et al. [2009]
para computar solucoes para o problema MBYV nos grafos do Conjunto III. Estas, por
sua vez, empregaram um esforco computacional na mesma ordem de grandeza. Em-
bora o algoritmo IR tenha despendido mais esforco que as heuristicas EWS e NCH, os
resultados médios em ‘nimero de vértices branch’ encontrados por ele foram melhores
para trés das quatro instancias que compoem o conjunto.

Sabe-se que cada uma das instancias desse benchmark contém um ciclo hamiltoni-
ano registrado por Reinelt [2008|. Se tomarmos tal ciclo e removermos um dos arcos
que liga o vértice de partida aos demais vértices do ciclo teremos um caminho hamil-
toniano. Levando em conta que nenhum dos métodos testados conseguiu encontrar
tal caminho hamiltoniano nas instancias alb1000.hcp, alb2000.hcp, alb3000a.hcp
e alb4000.hcp temos que, para esse cenario, o método IR pode ser considerado a
escolha mais adequada para resolver o problema MBYV nos grafos desse conjunto em
fungao da qualidade das solugdes computadas (leia-se ‘ntimero de vértices branch’) ja
que o melhor resultado encontrado nas 100 repeticoes independentes de cada instancia
(Tabela 6.8, coluna ‘Min’ do bloco FUNGAQ OBJETIVO) apresenta uma arvore cuja to-
pologia se aproxima mais de um caminho hamiltoniano do que as arvores equivalentes
computadas pelos métodos EWS e NCH.

6.4.4 Conjunto de Instancias IV (Goldberg (1996))
6.4.4.1 Benchmark

O Conjunto de Instancias IV consiste em um grupo de instancias geradas aleatoria-
mente com uso do gerador de instancias de Goldberg (ver Secao 6.2.4) para grafos com
niumero de vértices variando em n = 500, n = 800 e n = 1000 vértices, e niimero de
arcos com densidade d = 5%, d = 10% e d = 15%. A Tabela 6.9 apresenta esses dados
em formato tabular, com o nimero de arcos final. A coluna ‘|K,| indica o namero de

vértices do grafo completo correspondente.
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Tabela 6.9. Parametros para o gerador crand para o Conjunto IV

instdncia n m seed | d(%) | Kn|
500 6237 3572 5 124750
500 12475 | 1709 10 124750
500 18712 | 8562 15 124750
800 15980 | 1803 5 319600
800 31960 | 1388 10 319600
800 47940 | 5497 15 319600
1000 | 24975 | 9215 5 499500
1000 | 49950 | 2002 10 499500
1000 | 74925 1543 15 499500
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6.4.4.2 Analise dos Resultados

A Tabela 6.10 apresenta os resultados obtidos na comparacao das trés heuristicas para
as instancias do Conjunto IV. Para esse caso, em apenas uma das nove instancias o
algoritmo IR se sobressaiu no nimero médio de vértices branch; as heuristicas EWS
e NCH encontraram solugoes para as instancias do conjunto IV com poucos vértices
branch.

Outra informacao importante que pode ser obtida pela Tabela 6.10 consiste nos
tempos de execucao que os métodos EWS, NCH e IR consumiram para computar so-
lugoes para o problema MBV sobre as instancias do Conjunto IV. Em primeiro lugar,
o método IR foi o método que apresentou melhor desempenho em esforco computaci-
onal, embora nao tenha obtido, na média, solucoes com menor quantidade de vértices
branch do que os métodos EWS e NCH. A anélise de qualidade da solucao com base na
topologia da arvore resultante sera feita nos proximos paragrafos dessa secao, de forma
que a explicacao corrente serd focada na variavel ‘tempo de execucao’. Em segundo
lugar, observa-se novamente que o tempo de execucao dos métodos EWS e NCH nao
cresce na mesma ordem de grandeza para os diversos grafos do Conjunto IV. Todas as
instancias possuem um nimero de arcos m > 5000, e a diferenca entre os tempos de
execucao das duas heuristicas fica mais evidente conforme o valor de m aumenta. A
hipotese levantada na Secao 6.3 pode ser uma possivel explicacao para essa diferenca;

entretando tal confirmacao esta fora do escopo deste trabalho.



Tabela 6.10. Comparacao dos ‘tempos de execucao’ e ‘funcao objetivo’ dos
métodos EWS, NCH e IR para o Conjunto IV

Benchmark Heuristicas Cerulli et al Algoritmo Refinamento Iterativo
EWS NCH FUNCAO OBJETIVO RUNTIME
inst n m d | Val Tempo(s) | Val Tempo(s) | Min 1Q Média Mediana 3Q Max Melhor Var  Dev Min Meédia Max
g-1_ 500 6237 5 2 17,285 2 13,501 1 3 4,71 1 6 10 1,75 3,06 | 2,74 1,78 6,54
g-2 500 12475 10 0 45,400 0 26,641 0 1 1,77 2 2 5 1,05 1,11 5,72 8,63 11,91
g-3 500 18712 15 | 0 83,553 0 40,099 0 0 091 1 1 3 0,75 0,57 | 12,5 15,14 17,63
g-4 800 15980 5 2 88,004 2 57,400 2 3 4,52 5 6 8 151 2,27 | 15,00 22,41 30,57
g-5 800 31960 10 | 0 259,112 0 114,511 0 1 1,84 2 2 4 095 09 33,5 4723 59,57
g-6 800 47940 15 1 523,025 1 172,511 0 0 0,86 1 1 2 X 0,65 0,42 | 72,96 89,43 101,77
g7 1000 24975 5 | 0 191,332 0 107,235 2 3 4,45 1 5 9 1,5 2,25 | 33,80 51,68 64,66
g-8 1000 49950 10 | 1 670,982 1 234,123 0 1 1,8 2 2 4 0,93 0,87 | 92,57 115,96 136,36
g-9 1000 74925 15 0 1569,070 0 366,611 0 0 0,81 1 1 3 0,83 0,68 201,2 217,69 236,16
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As Figuras 6.33 a 6.41 apresentam o histograma da variavel ‘nimero de vértices
branch’ para cada uma das amostras construidas com 100 observacoes advindas da
execucao do algoritmo IR sobre as instancias do benchmark. Exceto para a instancia
g-6, verifica-se que o algoritmo IR retornou resultados em sua maior parte distribuidos
além dos resultados deterministicos encontrados pelas heuristicas EWS e NCH; por-
tanto para as instancias geradas aleatoriamente para o Conjunto IV com densidades
de 5%, 10% e 15% o algoritmo IR nao apresentou bom desempenho.

Isso deve-se, provavelmente, ao fato de que as proprias heuristicas EWS e NCH
conseguiram obter solucoes com quantidade de vértices branch muito baixas, em alguns
casos chegando até a encontrar caminhos hamiltonianos no grafo (ver resultados para
as instancias g-2, g-3, g-5, g-7 e g-9 na Tabela 6.10). E possivel que a topologia
dos grafos gerados pelo gerador crand facilite a construcao da arvore; entretanto esse
tipo de investigacao demanda estudar o cédigo fonte do gerador e é um topico fora do
escopo deste trabalho.

Usar a média aritmética nesse tipo de comparacao tem o efeito de distorcer os
resultados, ja que para valores muito baixos, uma pequena variacao numeérica pode
afetar abruptamente a média. Iremos entao analisar os resultados pelos histogramas
apresentados nas Figuras 6.33 - 6.41, tomando o valor mais frequente (moda) como

referéncia. A Tabela 6.11 foi construida para facilitar essa anéalise.

Tabela 6.11. Resultados parciais para andlise do Conjunto IV

Instancia | EWS/NCH | IRmin | IRmod | IRmaz | IRmoq — EWS/NCH| | Min% | Moda% | Acum*%
g-1 2 1 3 10 1 8 25 49
g-2 0 0 0 5 0 45 45 45
g-3 0 0 0 3 0 80 80 80
g-4 2 2 2 8 0 30 30 30
g-5 1 0 0 4 1 35 40 75
g-6 1 0 0 2 1 80 80 80
g-7 0 2 2 9 2 30 30 30
g-8 1 0 1 4 0 37 40 77
g-9 0 0 0 0 0 80 80 80

Nessa tabela, as colunas ‘EWS/NCH’ referem-se ao melhor valor encontrado para
cada instancia pelos métodos EWS e NCH, as colunas ‘IR, ‘IRpnod’ € ‘IR’
referem-se aos resultados minimo, moda e méaximo da amostra que corresponde a cada
instancia, a coluna ‘|I R,,,q — EWS/NCH|’ refere-se ao modulo da ‘distancia’ entre as
solugdoes em numero de vértices branch, e as colunas ‘Min%’, ‘Moda%’e ‘Acum*%’
referem-se a porcentagem de observacoes da amostra que estao situadas no valor mi-
nimo, na moda e no intervalo (acumulado) entre IR, < IRya < IRpod-

Observe que para a maioria dos casos, ou nao houve distancia entre o valor mais
frequente e os resultados EWS/NCH ou se houve distancia, esta ficou em até uma

unidade do valor de referéncia. Apenas o caso destacado em negrito, da instancia g-7
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o algoritmo IR teve um desempenho ruim considerando os critérios da anélise de moda.
De fato, boa parte dos resultados concentram-se entre o menor valor e a moda (ver
colunas ‘Min%’, ‘Moda%’e ‘Acum*%’) sendo que a média esta sendo influenciada pela
amplitude dos limites da amostra.

Outra consideracao a ser feita consiste em determinar pelos histogramas qual é a
probabilidade de se conseguir, em uma tnica execucao do algoritmo IR, um resultado
menor ou igual ao menor valor dentre os resultados das heuristicas EWS e NCH para
uma mesma instancia. Utilizando a andlise de frequéncia, podemos estimar que tais
probabilidades sao da seguinte ordem: 25% para a instancia g-1, 45% para a instancia
g-2, 80% para a instancia g-3, 30% para a instancia g-4, 35% para a instancia g-5,
80% para a instancia g-6, 0% para a instancia g-7, 75% para a instancia g-8 e 80%
para a instancia g-9. Dessa forma, mesmo nao se classificando bem de acordo com o
critério de comparacao da média do algoritmo IR com os resultados deterministicos das
heuristicas EWS e NCH, ainda assim existem boas chances (mais de 70%) de conseguir
um resultado no intervalo IR, < IR,y < argmin{EWS,,, NCH,y,} com apenas
uma execugao para as instancias g-3, g-6, g-8 e g-9 (isto é, 44% do conjunto IV).

Embora nao tenha conseguido sobrepor os resultados dos métodos EWS e NCH
segundo o critério de classificacao por comparacao da média da amostra, o algoritmo
IR conseguiu obter resultados na proximidade dessas solucoes, ficando a especulacao
sobre a influéncia do gerador sobre a topologia dos grafos testados e, consequentemente,

seu impacto na topologia da solugao para trabalhos futuros.

6.4.5 Conjunto de Instancias V (Beasley (1989))
6.4.5.1 Benchmark

O Conjunto de Instancias V foi construido tomando-se as instancias steind1l,
steind12, steind13, steind14 e steind15 do benchmark OR-Library, de Beasley, uti-
lizadas no artigo An SST-based Algorithm for The Steiner Problem in Graphs (Beasley
[1989)]).

Tais instancias consistem em entradas para o problema de encontrar arvores de
Steiner em grafos, e correspondem a grafos com n = 1000, m = 5000 e d ~ 1%.
O formato original do arquivo nao corresponde ao formato DIMACS, portanto foi
convertido para ser utilizado pelo aplicativo mbv-solver.bin aproveitando-se apenas

as informagoes sobre topologia (arcos) da rede de entrada.
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Figura 6.33. Histograma da instancia g-1 (Conjunto IV): IR = 1, IRz =
471, IRmgw = 10, IRypog = 4, IRpmog = 3; EWSyu = 2, NCH yo1 = 2
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Figura 6.34. Histograma da instancia g-2 (Conjunto IV): IR, = 0, IRz =
1.77, IRpar = 5, IRpeq = 2, IR0 = 0; EWSyt =0, NCH o =0
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Figura 6.35. Histograma da instancia g-3, (Conjunto IV): IR, = 0, IRz =
091, IRmaz =3, IRpeq = 1, IR,00 = 0; EWS st =0, NCH oy = 0

6.4.5.2 Analise dos Resultados

A Tabela 6.12 apresenta os resultados obtidos com a execugao deterministica das heu-
risticas EWS e NCH e com as 100 repeticoes do algoritmo IR para as instancias do
Conjunto V. Uma observacao importante é que, dessa vez, o benchmark favoreceu a
construcao de arvores pelos métodos que usam o critério de escolha de arcos com base
em informagoes nos vértices (NCH) do que pelos métodos que usam o critério de escolha
de arcos baseado em informacoes nos arcos (EWS e IR). Apesar disso, o algoritmo IR
conseguiu um resultado médio melhor em duas das cinco instancias do conjunto se com-
parado com os resultados das heuristicas EWS e NCH, e resultados minimos com até
uma dezena de vértices branch de diferenca em relacao a essas heuristicas. Em relacao
ao tempo de execucao, a Tabela 6.12 apresenta resultados experimentais que mostram

que o algoritmo IR consumiu mais tempo de processamento do que as heuristicas EWS
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Figura 6.36. Histograma da instancia g-4 (Conjunto IV): IRim = 2, IRz =
4.52, IRpazx = 8, IRmeq =5, IR0 = 2; EWSya =2, NCH o = 2
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Figura 6.37. Histograma da instancia g-5 (Conjunto IV): IR, = 0, IRz =
1.84, IRur =4, IRpeq =2, IR0 =1; EWSy =0, NCH g =0
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Figura 6.38. Histograma da instancia g-6 (Conjunto IV): IR, = 0, IRz =
0.86, IR oz =2, IRpea =1, IRpoqg =0; EWSyuy =1, NCHyy =1

e NCH quando aplicado sobre os grafos contidos no Conjunto V. Importante observar
que os tempos de execucao das heuristicas EWS e NCH apresentaram a mesma ordem
de grandeza para esses grafos, que possuem m = 5000 arcos. Nos resultados anteriores,
a diferenciacao entre os tempos de execucao desses dois métodos so ficou evidente em

grafos com niimero de arcos a partir desse valor de m.
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Figura 6.39. Histograma da instancia g-7 (Conjunto IV): IR, = 2, IRz =
445, IRz =9, IRpeq =4, IR00 = 2; EWSyo =0, NCH o =0
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Figura 6.40. Histograma da instancia g-8 (Conjunto IV): IR,,;, = 0, IRz = 1.8,
IRpaz =4, IRimed = 2, [Rypoa = 1; EWSyq =1, NCHyq =1
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Figura 6.41. Histograma da instancia g-9 (Conjunto IV): IR, = 0, IRz =
0.81, IR e =3, IRpea =1, IRpoa =0; EWSyu =0, NCH,q =0



Tabela 6.12. Comparacao dos ‘tempos de execucao’ e ‘funcao objetivo’ dos
métodos EWS, NCH e IR para o Conjunto V

Benchmark Heuristicas Cerulli et al Algoritmo Refinamento Iterativo
EWS NCH FUNCAO OBJETIVO RUNTIME
Instdncias Val ~ Tempo(s) | Val  Tempo(s) | Min 1Q Média  Mediana 3Q Maz  Melhor  Var Dev Min Média  Maz
Steindll 34 22,381 35 22,325 33 39 11,39 12 14 50 3,51 12,34 | 27,49 46,31 65,54
steind12 40 22,321 | 36 22,445 26 32 35,46 35 39 46 X 4,51 20,33 | 24,99 40,44 63,53
steind13 40 22,201 35 22,485 28 37 39,76 39 41,25 54 424 17,96 | 30,11 44,19 64,7
steind14 34 22,349 33 22,441 28 36 38,19 38 40,25 50 3,91 15,27 | 20,38 44,51 71,47
steind1s 45 22,413 | 40 22,529 | 27 36,75 38,87 38,5 42 48 X 3,6 12,98 | 27,84 45,59 70,34
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As Figuras 6.42 - 6.46 apresentam os histogramas de frequéncia para a varidvel
‘nimero de vértices branch’ das instancias desse conjunto. Por eles é possivel verificar
que nesse caso a maioria das observacoes da amostra estao distribuidas além dos valores
EWS,q ¢ NCH 4, comprovando portanto que o algoritmo IR nao foi bem sucedido
nesse conjunto de instancias.

Cabe notar, entretanto, que cada grafo desse benchmark possui n = 1000 e m =
5000, logo a densidade de tais arcos é da ordem de d = 1%, ou seja, sao grafos de baixa
densidade e portanto possuem uma menor quantidade de arcos de substituicao capazes
de realizar uma troca sem prejudicar a qualidade da arvore final.

Some-se a este fato o conhecimento sobre o funcionamento dos algoritmos
EWS/NCH e IR. Os métodos de Cerulli et al. [2009] criam uma arvore geradora usando
os critérios de escolha de arcos que sao especificos de cada algoritmo, sempre tentando
evitar a criacao de vértices branch. O resultado de uma tnica passada ja é uma ar-
vore geradora final, logo nao hé refinamento algum e toda a ‘inteligéncia’ possivel foi
utilizada no processo construtivo.

Por outro lado, o algoritmo IR inicia com uma &rvore geradora irrestrita, com uma
quantidade inicial de vértices consideravelmente maior do que as arvores-solucao retor-
nadas pelos métodos EWS e NCH. O refinamento é o artificio que permite transformar
essa arvore geradora irrestrita em uma arvore geradora que respeita mais restricoes;
para tal é preciso haver possibilidades de reduzir as infracoes ocorridas.

Conforme comentado no Capitulo 5 o algoritmo IR proposto para o problema MBV
opera o refinamento por meio de substitui¢oes de arcos na arvore. A quantidade de
iteracoes é limitada principalmente pela quantidade de infragoes da solucao inicial, mas
também pela ‘oferta’ de arcos de substituicao ‘vantajosos’, j& que uma iteracao ‘bem
sucedida’ consegue eliminar no méaximo dois vértices branch. Empiricamente, nota-
se que no caso médio ocorrem mais substituicoes que reduzem o grau de um vértice
infrator e que no mdrimo eliminam um vértice branch. Logo, para um grafo com
grande quantidade de vértices, espera-se uma quantidade consideravel de iteragoes no
refinamento.

Para reforcar ainda mais a sugestao de que o algoritmo IR nao se comporta muito
bem nos casos onde existe escassez de arcos de substitui¢ao (isto é, em grafos com
densidade muito baixa), é preciso lembrar do fato que nem todo arco que une os
conjuntos [S,S'] ¢ elegivel para estar em L,.,. De fato, a situacdo que elimina a
candidatura de um arco nesse conjunto é quando este forma ciclo na arvore.

Levando em conta essas informacoes, podemos suspeitar que em grafos pouco densos
(i) existe pouca oferta de arcos de substituicao; (ii) é possivel que boa parte dos arcos

disponiveis formem ciclos na arvore e portanto nao sejam elegiveis. Para comprovar
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essa suspeita é preciso realizar novos experimentos empregando o algoritmo IR cujos
resultados sejam capazes de fundamentar essas hipoteses. Tais experimentos serao

deixados como sugestao para trabalhos futuros.
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Figura 6.42. Histograma da instancia steind1l (Conjunto V): IR, = 33,
IRy = 41.39, IRyuaw = 50, I Ryyeq = 42, T Rypog = 44; EWS a1 = 34, NCH yu = 35

©

©

OHT [T

30 35 40 45

Figura 6.43. Histograma da instancia steind12 (Conjunto V): IR, = 26,
IRy = 35.46, IRyus = 46, IRyeq = 35, IRymoq = 30,31,33,39; EWS,. = 40,
NCH 4 = 36
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Figura 6.44. Histograma da insténcia steind13, (Conjunto V): IR, = 28,
IRy = 39.76, I Rygw = 54, IRypoq = 39, I Ryod = 38; EWSyat = 40, NCH yyy = 35

6.4.6 Conjunto de Instancias VI (Leighton (1979))
6.4.6.1 Benchmark

O Conjunto de Instancias IV consiste em 12 grafos criados por Frank Leighton no
artigo A Graph Coloring Algorithm for Large Scheduling Problem (Leighton [1979]).
Consistem em arquivos que descrevem grafos no formato DIMACS, e que possuem as

caracteristicas dadas pela Tabela 6.13.
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Figura 6.45. Histograma da instancia steind14 (Conjunto V): IR, = 28,
IR, = 3819, IRyus = 50, IRpeq = 38, IRyq = 37,38 EWS,m = 34,
NCH ,, = 33
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Figura 6.46. Histograma da instancia steind15 (Conjunto V): IR, = 27,

IRz = 38.87, IRmaz = 48, IRpmeq = 38.5, IRimoq = 37; EWSyar = 45, NCH yu =
40

Tabela 6.13. Detalhes sobre as instancias do Conjunto VI

Instancia n m (%) | K|
led450_5a.col 450 5714 6 101025
le450_5b.col 450 5734 6 101025
le450_5c.col 450 9803 10 101025
le450_5d.col 450 9757 10 101025
le450_15a.col 450 8186 8 101025
le450_15b.col | 450 8169 8 101025
le450_15c.col 450 16680 17 101025
le450_15d.col | 450 16750 17 101025
le450_25a.col 450 8260 8 101025
1le450_25b.col 450 8263 8 101025
le450_25c.col | 450 17343 17 101025
le450_25d.col 450 17425 17 101025

6.4.6.2 Analise dos Resultados

A Tabela 6.14 apresenta os resultados da execugao dos algoritmos EWS, NCH e IR
para o Conjunto VI. Para esse conjunto de instancias, o algoritmo IR conseguiu resolver
50% dos casos com numero médio de vértices branch inferior aos resultados computados
pelas heuristicas EWS e NCH.

Importante ressaltar que em muitos casos encontrou-se um resultado minimo com-
putado pelo algoritmo IR cuja solugao corresponde & um caminho hamiltoniano, isto é,

uma arvore geradora sem nenhum vértice branch. (ver coluna ‘Min’ para as instancias
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1e450_5c, 1e450_5d, 1e450_15c, 1e450_15d, 1e450_25c e 1e450_25d). Independente
disso, o algoritmo IR conseguiu encontrar ao menos uma soluc¢ao com qualidade melhor
do que a melhor solugao computada pelas heuristicas de Cerulli et al. [2009] em cada
instancia do conjunto.

Mesmo para os casos onde o método TR nao se sobressaiu sobre ambas heuristi-
cas considerando seu resultado médio, ainda assim existe uma boa probabilidade de
conseguir um resultado igual ou superior em qualidade do que as heuristicas EWS e
NCH a partir de uma tnica execucao deste algoritmo. De acordo com os histogramas
apresentados nas Figuras 6.47 - 6.58, temos as seguintes probabilidade aproximadas de
sacar um resultado no intervalo I R, < IRyq < argmin{EWS,u, NCH .4} em uma
tnica execugao do algoritmo IR: 55% para a instancia 1e450_5a, 55% para a instan-
cia 1e450_5b, 90% para a instancia 1e450_5c, 87% para a instancia 1e450_5d, 70%
para a instancia 1e450_15a, 95% para a instancia 1e450_15b, 80% para a instancia
1e450_15c, 90% para a instancia 1e450_15d, 26% para a instancia 1e450_25a, 42%
para a instancia 1e450_25b, 87% para a instancia 1e450_25c e 85% para a instancia
1le450_25d.

Considerando tais probabilidades, nota-se que existem casos onde o critério adotado
de comparar o resultado médio do algoritmo IR com os resultados deterministicos
das heuristicas EWS e NCH pode levar a uma interpretacao injusta da Tabela 6.14.
Instancias que foram ‘prejudicadas’ por essa anélise consistem nas instancias 1e450_15a
e 1e450_25d. Dessa forma, se tomarmos o critério de que considera-se um sucesso 0s
casos onde uma execucao do algoritmo IR retorna um resultado menor ou igual ao
menor dentre os resultados das heuristicas EWS e NCH com probabilidade de pelo
menos 60%, temos que para esse conjunto o algoritmo IR teria resolvido com sucesso

oito das doze instancias (66% dos casos).



Tabela 6.14. Comparacao dos ‘tempos de execucao’ e ‘funcao objetivo’ dos

métodos EWS, NCH e IR para o Conjunto VI

Benchmark Heuristicas Cerulli et al Algoritmo Refinamento Iterativo
EWS NCH FUNCAO OBJETIVO RUNTIME
Instdncias Tempo(s) Tempo(s) 1Q Média Mediana 3Q  Maz Var  Dev | Min  Média  Max
1e450_5a 3 13,581 3 11,501 1 3 1,23 1 5 8 1,51 2,28 2 3,05 1,82
1e450_5b 4 14,069 5 11,713 1 3 4,15 4 5 7 1,31 1,7 1,82 2,98 4,47
1le450_5c¢ 3 28,878 3 20,465 0 1 1,91 2 3 4 X 1,08 1,17 | 3,02 3,79 5,13
1le450_5d 2 28,946 3 20,233 0 1 1,86 2 2 5 X 1,02 1,03 | 2,91 3,82 5,87
1e450_15a 7 22133 6 16,421 1 5 6,63 6 8 10 1,5 2,26 | 2,58 4,71 8,34
1e450_15b | 10 22,145 9 16,357 3 6 7,62 8 9 12 X 1,75 3,07 | 2,92 5,46 8,38
1e450_15¢ 3 64,696 3 34,990 0 0o 1,12 1 2 3 X 09 0,81 | 3,35 5,49 7,79
le450_15d 3 65,608 3 35,126 0 1 1,06 1 1,25 3 X 0,78 0,6 3,6 5,43 7,29
Te450_25a 12 22,093 ] 17,049 8§ 12 13,66 13,5 15 19 244 5,96 | 3,75 3 15,08
1e450_25b 10 22,997 7 17,229 4 8 8,9 9 10 13 2,06 425 | 3,64 6,14 10,14
1e450_25¢ 4 69,820 3 36,414 0 1 2,02 2 3 5 X 1,16 1,35 | 5,42 7,15 10,39
1e450_25d 1 69,620 1 36,434 0 1 1,49 1 2 4 0,97 094 | 526 6,77 9,14

SIVILNHNIYHIXH SOAVILINSHY 79
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Figura 6.47. Histograma da instancia 1e450_5a (Conjunto VI): IR, = 1,
IRy = 4.23, IRpmaw = 8 IRypog = 4, IRypoq = 3,4: EWSy0 = 3, NCHp = 3
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Figura 6.48. Histograma da instancia 1e450_5b (Conjunto VI): IR, = 1,
IRy = 4.15, IRpmaw = 7, IRpmoq = 4, IRpoq = 3; EWSyay = 4, NCH oy = 5
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Figura 6.49. Histograma da instancia 1e450_5c (Conjunto VI): IR, = 0,
IRy = 1.91, IRy = 4, IRyeqg = 2, [Ryoq = 0: EWSya1 = 3, NCH oy = 3
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Figura 6.50. Histograma da instancia 1e450_5d (Conjunto VI): IR, = 0,
IR@ = 186, IRma:v = 5; IRmed = 27 IRmod = 1; EWSUal = 2; NCHval =3

Os tempos de execucao dos algoritmos EWS, NCH e IR para as instancias do Con-
junto VI sao dados na Tabela 6.14. O algoritmo IR foi o0 método mais rapido dentre os
avaliados considerando-se a comparacao dos tempos consumidos pelas heuristicas EWS

e NCH com o tempo gasto pelo algoritmo IR aplicado na repeticao que mais demorou
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para retornar um resultado em cada instancia do benchmark (coluna ‘Max’ do bloco
RUNTIME). Se considerarmos os resultados de tempo apenas para as heuristicas EWS e
NCH, verifica-se pela Tabela 6.14 que a diferenca entre a ordem de grandeza desses re-
sultados fica mais evidente nos grafos 1e450_5c.col, 1e450_5d.col, 1e450_15c.col,
1e450_15d.col, 1e450_25c.col e 1e450_35d.col. Esses grafos sao os que possuem
mais arcos dentre os contidos no Conjunto de Instancias VI; de fato, possuem cerca de

9, 16 e 17 mil arcos, respectivamente.

6.5 Consideracoes Finais

Os experimentos descritos nessa secao apresentam resultados sobre seis diferentes con-
juntos de instancias, de onde foi mostrado que o algoritmo IR foi capaz de obter um
resultado médio considerando a quantidade de vértices branch das suas solucoes resul-
tantes em 100 execucoes independentes de cada instancia para a maioria das instancias
presentes em quatro desses seis conjuntos testados se comparados com os resultados
obtidos pelas heuristicas EWS e NCH.

Utilizar um resultado médio como critério de comparacao pode desvalorizar os re-
sultados obtidos pelo algoritmo IR pois essa medida de tendéncia central é afetada
pelos valores extremos da observacao (no caso, das 100 observagoes obtidas nas 100
execugoes independentes do algoritmo IR), ‘prejudicando’ a anélise de resultados de
alguns desses conjuntos de instancias.

Entretanto, existe outra maneira de avaliar esses resultados, que é considerar cada
execucao independente do algoritmo IR como sendo uma iteragao de um método multi-
partida. De acordo com Marti [2003], métodos multi-partida sio métodos constituidos
por duas fases: a primeira na qual uma solucao é gerada, e a segunda onde a solucao
é tipicamente melhorada. Dessa forma, cada iteracao produz uma solucao e a melhor
dentre todas as solucoes geradas é retornada como saida do algoritmo.

Analisando os resultados obtidos nessa secao sobre esse novo ponto de vista, e
generalizando que cada execucao independente consiste em uma iteracao de um método
multi-partida, teriamos que o resultado IR,,;, consiste na solucao obtida para cada
instancia dos conjuntos testados. Se as Tabelas 6.3, 6.5, 6.6, 6.8, 6.10, 6.12 e 6.14
forem revistas sob a luz desse novo fato entao temos que o algoritmo IR conseguiu
obter melhores resultados que as heuristicas EWS e NCH em 100% dos casos testados.
Embora essa abordagem nao tenha sido utilizada nesse trabalho, ela é sugerida como

trabalhos futuros no Capitulo 7.
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Figura 6.51. Histograma da instancia 1e450_15a (Conjunto VI): IR, = 4,
IR, = 6.63, IRy = 10, IRypeq = 6, IRyoq = 4 EWSyas = 7, NCH gy = 6
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Figura 6.52. Histograma da instancia 1e450_15b (Conjunto VI): IR, = 3,
IRy = 7.62, I Rypaw = 12, IRpyog = 8, I Ryog = T: EWS a1 = 10, NCH yoy = 9
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Figura 6.53. Histograma da instancia 1e450_15¢ (Conjunto VI): IR, = 0,
TRy =112, IRmaw = 3, IRmed = 1, IRymod = 0; EWSya1 = 3, NCHpay = 3
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Figura 6.54. Histograma da instancia 1e450_15d (Conjunto VI): IR, = 0,
IR: =1.06, IRz =3, IRpeq =1, IR00 = 0; EWSyu = 3, NCH oy = 3
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Figura 6.55. Histograma da instancia 1e450_25a (Conjunto VI): IR, = 8,
IRy = 13.66, IRypuw = 19, IRypoq = 13.5, IRyog = 13; EWSyay = 12, NCH yey =
11
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Figura 6.56. Histograma da instancia 1e450_25b (Conjunto VI): IR, = 4,
IR: =8.9, IRpuz =13, IRpea = 9, IR oq = 7,8; EWS o = 10, NCH yoy = 7
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Figura 6.57. Histograma da instancia 1e450_25¢ (Conjunto VI): IR, = 0,
TRy = 2.02, IRmaw = 5, IRmed = 2, IRymod = 0; EWSya1 = 4, NCHpar = 3
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Figura 6.58. Histograma da instancia 1e450_25d (Conjunto VI): IR, = 0,
IRy = 1.49, IRy = 4, IRypeqg = 1, [Ryog = 0: EWSyar = 1, NCH oy = 1






Capitulo 7

Conclusoes

7.1 Conclusoes

O presente trabalho aborda o problema NP-Completo conhecido como problema da
arvore geradora com numero minimo de vértices branch (MBV) por meio de uma pro-
posta de algoritmo de refinamento iterativo. Tal algoritmo computa arvores geradoras
‘restritas’ para o problema MBV usando refinamentos sucessivos como artificio para
transformar uma arvore geradora inicialmente irrestrita em uma arvore geradora final
cujo objetivo é possuir a menor quantidade possivel de vértices v € V tais que 6(v) > 3,
denominados vértices branch.

Destaca-se no trabalho a estratégia empregada pelo algoritmo para substituir arcos
associados com as infragoes por arcos ‘vantajosos’ de acordo com um critério que mede o
grau de infragao de um arco. Tal critério considera duas medidas de infracao associadas
com a incidéncia do arco em vértices branch e grau de seus vértices extremos.

Resultados experimentais envolvendo a comparacao dos resultados médios obtidos
sobre seis diferentes conjuntos de instancias para o algoritmo de refinamento iterativo
(IR) proposto com os resultados deterministicos computados pelas heuristicas de pon-
deragao de arcos (EWS) e coloragao de vértices (NCH) de Cerulli et al. [2009] sugerem
que o algoritmo é mais bem sucedido nos casos em que os grafos de entrada sao den-
sos o suficiente para oferecer grande disponibilidade de arcos de substituicao para a
arvore, situacao esta ocorrida em boa parte das instancias presentes em quatro dos
seis conjuntos testados. Nos dois conjuntos restantes o método nao obteve sucesso na
tentativa de sobrepor os resultados das heuristicas EWS e NCH em func¢ao das instan-
cias que compoem esses conjuntos possuirem baixa densidade de arcos (na ordem de
1%) ou possuirem topologia que facilite a obtencao de bons resultados pelas heuristicas
propostas por Cerulli et al. [2009].

A analise dos tempos de execucao apontou que o algoritmo IR conseguiu, para a

101
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maioria dos conjuntos testados, resultados em um tempo de processamento menor do
que as heuristicas EWS e NCH de Cerulli et al. [2009]. Essa situagao ocorreu quando
experimentando os conjuntos I, I, IV e VI. Além disso, os resultados experimentais
mostraram que existe uma diferenca no tempo de execucao entre as heuristicas EWS
e NCH, embora Cerulli et al. [2009] tenham apresentado uma anélise de complexidade
da ordem de O(nm) para ambos métodos. Tais resultados sugerem que existe um fator
de diferenca entre esses métodos que cresce em funcao do nimero de arcos m dos grafos;
tornando-se mais evidente em grafos com m > 5000.

Uma possivel explicagao para esse fato, nao comprovada, consiste no fato de que
esses autores podem ter considerado uma simplificagao durante a anélise de comple-
xidade do método EWS. E possivel que, por simplificacio, tenham considerado que a
construgao da lista L (apresentada no Algoritmo 1 do Capitulo 3) consome um niimero
constante de operagoes, isto é, possui ordem O(1), enquanto que na prética ela ne-
cessita visitar todos os arcos do grafo G’ e possivelmente ordena-los em ordem de seu
peso a fim de incluir todos os arcos de G’ que possuem peso minimo e que nao formem
ciclos se inseridos na arvore em construcao. Se a construcao da lista L é feita dessa
forma, entao tera um custo variavel em funcao de m, consumindo cerca de O(mlogm)
operacoes para ser realizada. Mesmo que essa hipotese nao tenha sido comprovada no
presente trabalho, os resultados experimentais obtidos mostraram que na prética essa
diferenca existe e fica mais evidente conforme o valor de m cresce assintoticamente.

Tais resultados, sejam na qualidade da solucao, sejam no tempo de execucao, desta-
cam o método de refinamento iterativo apresentado como uma opcao interessante para
resolver o problema MBV diretamente ou como um sub-problema de problemas maio-
res. Cabe ressaltar que boa parte das instancias testadas nos seis conjuntos analisados
sao artificiais, de forma que em futuros trabalhos o método devera ser experimentado
sobre instancias reais, cujas redes possuam densidades de arcos e topologia diferentes
das analisadas, assim como confrontar seus resultados com solucoes 6timas resolvidas

por métodos exatos aplicados sobre a formulacdo proposta por Cerulli et al. [2009].

7.2 Trabalhos Futuros

Essa secao apresenta propostas de trabalhos futuros que podem contribuir para a evo-
lucao e melhoria da abordagem de refinamento iterativo para o problema MBV. Estas

incluem:

e Confrontar os resultados obtidos pelas heuristicas IR, EWS e NCH com o resul-
tado exato obtido via resolu¢ao da formulagdo matematica de Cerulli et al. [2009]

por um solver;
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e Analisar outros métodos de selecao de arcos de corte e substituicao para o algo-

ritmo de refinamento;

e Propor novas medidas de infracao dos arcos. Isso inclui modificar a medida o;;
para expressar nao a soma total do peso dos vértices em que o arco e;; incide, mas
sim o ‘balanco’ entre os graus dos vértices ¢ e j de forma a priorizar a escolha de
arcos de corte que sejam capazes de eliminar vértices branch mais rapidamente
da arvore, reduzindo o esforco do algoritmo em niimero de iteracoes necessarias

para melhorar a topologia da arvore;

e Experimentar partir o algoritmo de uma tnica solucao do espaco de busca atri-
buindo pesos aos arcos e¢;; do grafo G' de maneira deterministica, mas balizado

pelo grau dos vértices ¢ e j em que o arco incide;

e Implementar outros algoritmos para produzir solucoes iniciais com menor quan-
tidade de infracoes para o algoritmo de refinamento iterativo. Uma das opgoes

viaveis é implementar o algoritmo k-Prim de Narula e Ho [1980];

e Utilizar o algoritmo IR como parte de outras metaheuristicas pode resultar em
formas poderosas de explorar o espaco de solucoes, e portanto devem ser con-
sideradas como melhorias no desenvolvimento do método e estudo do problema
MBYV. Uma possibilidade é utilizar esse algoritmo como decoder do algoritmo ge-
nético que emprega chaves aleatorias para problemas de otimizagao combinatoéria
(Mendes et al. [2008]).

e Implementar o algoritmo IR como uma iteracao de um método multi-partida
(Marti [2003]|) para o problema MBV, e obter a probabilidade desse algoritmo
encontrar uma solucao alvo em um dado intervalo de tempo através da anéalise
de time-to-target plots (Aiex et al. [2006]).
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