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Resumo

Grafo é uma estrutura de dados universal capaz de representar objetos e conceitos.
Nas tultimas décadas, o interesse por essa estrutura tem sido impulsionado pela grande
quantidade de dados disponivel, modelados naturalmente como grafos. Exemplos sao
vistos desde a Web com repositorios XML e dados sobre redes sociais até Bioinforméatica
e Quimica com dados estruturais relativos a proteinas e moléculas. Assim, tem-se uma
necessidade de se manejar, consultar e analisar de forma eficiente esses dados, que estao
aumentando em termos de volume continuamente.

O objetivo deste trabalho é comparar ou calcular a similaridade entre dois grafos
quaisquer de forma eficiente e eficaz, facilitando consultas e andlises de grandes bases
de dados. Podemos dividir nosso método em duas etapas principais: (1) funcao de
transformagao e (2) fungao de assinatura. Na primeira, decompomos os grafos em
subestruturas definidas nesse trabalho como caminhos aproximados. Diferente dos
caminhos simples, os caminhos aproximados permitem saltos entre os vértices (gaps)
sendo uma estrutura mais flexivel capaz de descrever relacionamentos indiretos sobre
os grafos. A similaridade entre dois grafos é, entao, calculada em funcdao do nimero
de subestruturas compartilhadas através de um kernel de grafos. Visto que o conjunto
de estruturas gerado para representar um grafo pode ser grande, a ideia da funcao de
assinatura é reduzi-lo a um contetido fixo e pequeno através de técnicas de hashing.
Além de tornar possivel a analise de grandes bases de dados em memoria principal, as
assinaturas estimam a similaridade entre os conjuntos de forma eficiente, com qualidade
assegurada.

Nos executamos o método proposto em diversas bases reais e sintéticas, avaliando-
o em diferentes aplicacoes tais como recuperacao de dados similares e classificacao de
grafos. Os resultados mostram que caminhos aproximados podem ser utilizados de

forma eficiente, obtendo ganhos em relacao as técnicas encontradas na literatura.
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Abstract

A graph is a universal data structure, useful to represent several objects and concepts.
In the recent decades, the interest in graphs has been driven by a large amount of data
available. Examples include XML repositories, social networks, biological networks,
and chemical graphs. Therefore, it is necessary to manage, query and analyze such
large graph data efficiently.

The central problem of this thesis is the computation of the similarity between
graphs in an efficient and effective manner. The proposed approach may be divided
into two parts: (1) a transformation function, and (2) a signature function. A trans-
formation function decomposes the input graph into approximate paths, which are
substructures presented by this work. Approximate paths differ from simple paths by
allowing gaps between nodes. Such flexible substructures are able to describe direct
and indirect relationships in graphs. The similarity between two graphs is computed
through a kernel function based on the number of substructures shared by them. Since
the number of substructures that represent a graph may be large, a signature function
applies a hashing technique in order to provide a short descriptor for a set of substruc-
tures. The signatures are short enough to fit into the main memory and may estimate
the similarity between the sets efficiently, with theoretically guaranteed effectiveness.

We have evaluated the proposed method using several real and synthetic datasets,
from different application scenarios, such as information retrieval and classification.
The results show that approximate paths may be used efficiently and achieve gains

w.r.t. the techniques from the literature.
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Capitulo 1

Introducao

O rapido desenvolvimento das técnicas de armazenamento digital permitiu o surgi-
mento de grandes bases de dados. Diariamente, dados oriundos de diversas fontes tais
como empresas, governos, organizacoes e individuos sao criados, armazenados e fre-
quentemente disponibilizados para analise em multiplos formatos. Grande parte desses
sao mantidos em bancos de dados em formatos (semi-)estruturados — grafos e &rvores.

Alvo de estudos da Matematica ha centenas de anos e, recentemente, da Ciéncia
da Computagao, grafo é uma estrutura de dados universal capaz de representar obje-
tos e conceitos. Em uma representagao baseada em grafo, vértices indicam objetos ou
partes de um objeto, enquanto arestas descrevem relacoes entre eles. Grafos possuem
diversas caracteristicas interessantes: podemos transladar, rotacionar ou mesmo trans-
formar um dado grafo G em sua imagem-espelho, que ainda assim teremos o mesmo
grafo. Tais propriedades invariantes, juntamente com o fato de grafos serem adequados
para modelar objetos e seus relacionamentos, fazem com que eles sejam utilizados em
inimeras aplicacoes e servicos. De fato, até mesmo filésofos argumentam que um grafo
é a melhor forma para descrever, matematicamente, o mundo [Dipert, 1997].

Nas tultimas duas décadas, o interesse por grafos na Ciéncia da Computagao foi
impulsionado por duas razoes principais. Primeiro, o aumento do poder de processa-
mento das maquinas, uma vez que as operacoes sobre grafos sao complexas e custosas
computacionalmente. Segundo, a grande quantidade de dados disponivel, modelados
naturalmente como grafos — bancos de dados biolégicos [Stockham et al., 2002] e re-
des sociais [Tsvetovat et al., 2004] crescem vertiginosamente rapido. Outros exemplos
sao oriundos da Web com repositérios XML [Brazma et al., 2003], quimica com dados
estruturais relativos as moléculas [Stockham et al., 2002] e até visdo computacional
e reconhecimento de padroes, onde utilizam-se modelos estruturais para representar

objetos do mundo real [Samet, 1990; Sanfeliu et al., 2002]. Temos, entao, uma neces-
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sidade clara de organizar, consultar e analisar de forma eficiente tais dados, que estao

em continuo crescimento.

1.1 O problema

Uma operacao fundamental para andlise e organizagao de dados é o cdlculo de simi-
laridade ou comparacdo entre entidades. Sendo amplamente utilizada em &reas como
inteligéncia artificial, mineracao de dados e aprendizado de maquina, o estudo dessas
operacoes serd o foco desse trabalho. Em nosso caso, dados dois grafos quaisquer,
utilizamos uma funcao de comparagdo para mensurar a similaridade (ou a diferenga)
estrutural entre eles.

Os métodos de comparagao de grafos tém sido aplicados em diversos dominios e
sao uma importante ferramenta para solucionar problemas como recuperagao de gra-
fos similares, classificagao de grafos, descoberta de padroes e caracterizacao de dados
estruturais. Para citarmos alguns cendrios de aplicagoes possiveis, dividimos os pro-
blemas em quatro categorias: redes sociais, redes de informagao, redes tecnoldgicas e

redes biolégicas [Newman, 2003].

e Redes sociais : Uma rede social é formada por um grupo de pessoas (repre-
sentadas por vértices num grafo) que se relacionam ou interagem (representados
por arestas num grafo). Tais relacionamentos podem ser, por exemplo, amizade
— ou trabalho — entre individuos ou relacionamentos de negdcio entre empresas
e companhias [Rapoport & Horvath, 1961; Mizruchi, 1982]. Na tltima década,
houve uma expansao bastante significativa desse dominio, originando diferentes
tipos de redes sociais. Podemos citar como possivel aplicacao dessa area, o estudo
e analise dos grafos de influéncia dos usudrios [Leskovec et al., 2007]. Em outras
palavras, cada usudario propaga informagoes na rede seguindo um padrao. Estu-
dar e analisar tais grafos é uma tarefa importante para entendermos os diferentes
padroes de propagacgao nas redes sociais e criarmos modelos analiticos capazes de

descrever esse fenomeno.

e Redes de informacgao : Também conhecidas como redes de conhecimento, essa
classe de grafos é representada pelas redes de citacao. Duas redes classicas dessa

categoria sao as redes de citagoes de artigos cientificos e as redes constituidas por
paginas da Web [Egghe & Rousseau, 1990; Huberman, 2001; White et al., 2004].

!Nesse trabalho, a funcdo de similaridade é baseada na topologia dos grafos, isto é, nos relaciona-
mentos entre os vértices.
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O nome ‘“redes de informacao” vem do fato de que estrutura do grafo mantém
informacgoes guardadas nos seus nodos. Obviamente, existem aspectos sociais
nas redes de citagao também. Note ainda que os relacionamentos possuem uma
orientacao, e portanto tais redes possuem arestas direcionadas ou arcos. Grafos
da Web, capturados pelas maquinas de busca, sao essenciais para monitorar a
evolucao da rede e computar propriedades globais tal como PageRank das pa-
ginas. Esse monitoramento constante envolve medir a quantidade e o impacto
das mudancas que ocorreram na Web em periodos subsequentes, o que pode ser

conhecido a partir da similaridade de grafos [Papadimitriou et al., 2008].

e Redes tecnoldgicas : As redes tecnoldgicas sao redes projetadas pelos humanos
para transportar mercadorias ou distribuir recursos e informagoes. Constituem
exemplos dessa classe as redes de energia elétrica, rodovias e a Internet (rede fisica
usada para transportar as informagoes)[Kalapala et al., 2006; Faloutsos et al.,
1999]. Outro exemplo comumente estudado sao os fluxos de controle de pro-
gramas. Os fluxos de controle formam grafos (control flow graph - CFG) que
descrevem os caminhos que podem ser percorridos por um programa durante
sua execu¢ao. Um problema dessa drea é a detecgao de erros (bugs) em codi-
gos [Lo et al., 2009]. Assim, o conceito de similaridade de grafos pode ser apli-
cado para obter padroes comuns de erros ou mesmo identificar padroes anomalos

que representem potenciais erros.

e Redes bioldgicas e quimicas: A quarta categoria de redes é formada por grafos
provindos das areas de biologia e quimica. Na biologia, podemos citar as redes
que mapeiam as interagoes fisicas entre proteinas [Ito et al., 2001; Jeong et al.,
2001]. Tais grafos, também chamados de redes de interacao de proteinas, sao
fundamentais para se conhecer e entender os genomas. Note ainda que uma
proteina, por si s6, pode ser representada como um grafo. Redes quimicas, por
sua vez, representam compostos quimicos ou moléculas. Os vértices desses grafos
descrevem elementos quimicos (hidrogeénios, carbonos, etc) enquanto as arestas
evidenciam as interacoes entre eles. Classificacao e recuperacao de proteinas e
compostos quimicos sao problemas que envolvem comparacao de estruturas e

calculo de similaridade [Murzin et al., 1995].

Logicamente, para atingir resultados satisfatérios, as fungoes de similaridade de-
vem possuir dois requisitos principais: (1) eficicia e (2) eficiéncia. No primeiro, pre-
cisamos garantir que o valor de similaridade encontrado seja coerente, isto é, os casos

de falso-positivos (grafos estruturalmente diferentes, onde a fungao retorna um alto
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grau de similaridade) ou falso-negativos (grafos com alto grau de similaridade, mas
que a fungao nos dé um baixo valor) devem ser minimizados. Em segundo lugar, é
necessario desenvolver técnicas eficientes capazes de processar grandes bases de dados.
Todavia, por serem estruturas bastante flexiveis (podem possuir tamanhos variaveis),
a comparagao entre grafos pode se tornar proibitiva, devido a seu elevado tempo de
processamento. Assim, a tarefa de andlise de dados através do calculo de similaridade
em bases formadas por grafos constitui um desafio de pesquisa, sendo alvo de varios

trabalhos recentes.

1.2 Um arcabouco para comparacao de grafos

—> Estruturas > Transformacgéao

Assinatura

A

Similaridade

Figura 1.1: Diagrama de execucao do arcabouco

Neste trabalho, investigamos e propomos uma nova técnica para enfrentar o pro-
blema de similaridade de dados (semi-)estruturados ou grafos considerando dois desafios
principais: (1) eficacia e (2) eficiéncia. Nosso objetivo é comparar ou calcular a simi-
laridade entre dois grafos quaisquer de forma eficiente e eficaz, facilitando consultas
e analises de grandes bases de dados. Para tanto, construimos um arcabouco para
comparagao de grafos. Nosso arcabougo (figura 1.1) recebe os grafos como entrada
e transformam esses grafos em assinaturas, facilitando, assim, sua comparacao. As

etapas do arcabouco estao descritas a seguir:

e Estruturas: Grafos sao extraidos da base de dados. Como mencionamos, existem
varios dados disponiveis que sao naturalmente modelados como grafos. Nessa
dissertagao focamos em grafos rotulados, entretanto, podemos estender facilmente

nosso método para qualquer outro tipo de representacao baseada em grafo.
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e Transformacdo : Nessa fase, empregamos as fungdes de mapeamento (@) que
transformam as estruturas em conjuntos de subestruturas (subgrafos, caminhos
etc). Essa fase possibilita a defini¢ao das fungdes responsaveis pelo célculo de si-
milaridade entre dois grafos, sendo fundamental para o arcabouco. Normalmente,
essa parte é também responsavel pela maior parte do custo de processamento do

arcabouco.

e Assinatura : Aqui, convertemos os conjuntos de subestruturas em assinaturas que
podem ser alocadas em memoéria principal. As assinaturas podem ser vistas como
uma sumarizacao dos grafos originais, o que possibilita a comparacao eficiente
entre os dados estruturados. Apesar de fornecer um valor aproximado para a

similaridade, as assinaturas possuem garantias tedricas de qualidade.

e Similaridade : Nessa parte, calculamos os valores de nossa funcao de comparacao.
A comparagao pode ser feita de duas formas. Primeiro, através do nimero de
subestruturas compartilhadas pelos conjuntos e, alternativamente, através das
assinaturas dos respectivos conjuntos. Note que neste, temos uma comparagao

eficiente em termos desempenho.

1.3 Contribuicoes dessa dissertacao

Podemos sumarizar as principais contribuicoes dessa dissertacao em:

1. Definimos uma nova subestrutura de grafos chamada de caminhos aproximados e,
consequentemente, uma nova forma de decompor os grafos em subpartes. Diferen-
temente dos caminhos simples, os caminhos aproximados permitem a ocorréncia
de saltos na sequéncia de vértices, isto é, dois vértices consecutivos na sequéncia
nao sao necessariamente vizinhos diretos entre si. De fato, um caminho aproxi-
mado é uma estrutura flexivel, capaz de capturar relacionamentos indiretos entre

as entidades de um grafo.

2. Funcgoes para comparacao entre dois grafos, também conhecidas como métodos
kernel, sao discutidas nesse trabalho. Foram propostas duas fungoes kernel para
comparacao de estruturas através da decomposicao de caminhos aproximados.
Ou seja, transformamos os grafos em um conjunto de subestruturas (caminhos
aproximados) e a similaridade entre dois grafos é dada de acordo com o nimero
de subestruturas comuns entre eles. Mostramos que as fungoes kernel sao equi-

valentes ao bem conhecido método de Jaccard para comparagao de conjuntos.
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3. Para enfrentar esse problema de eficiéncia, exploramos técnicas de hashing. Dado
um grafo qualquer, nossa proposta é utilizar uma técnica de hashing, conhecida
como Min-hash, sobre seu (multi-)conjunto de subestruturas, gerando um con-
teido ou uma assinatura de tamanho fixo e pequeno. A comparacao entre os
grafos é feita, entao, através das assinaturas com qualidade teoricamente assegu-
rada. Essa estratégia consegue reduzir significativamente o consumo de memoria

principal utilizada, o que torna possivel a anélise de grandes bases de dados.

4. Avaliamos a eficiéncia e a eficacia de nossa abordagem em diferentes dominios de
aplicacao, incluindo consultas e recuperacao de grafos similares, além de classifi-
cacao de grafos em bancos de dados quimicos. Na primeira aplicagao, mostramos
que, em geral, nossa estratégia retorna o grafo alvo nas primeiras posicoes do ran-
king de similaridade. Quanto a classificacao de grafos, o método kernel proposto

alcangou resultados superiores as técnicas encontradas na literatura (ganhos de

1% a ™%).

E importante ressaltar que nossa abordagem nao impoe restricoes quanto ao
tipo de representacao de grafo usada, permitindo obter assinaturas e, consequente-
mente, o calculo de similaridade de grafos (nao-)direcionados, (nao-)rotulados, (nao-

Jponderados, dentre outras alternativas.

1.4 Organizacao dessa dissertacao

Essa dissertacao esta dividida em mais cinco capitulos. O capitulo 2 apresenta conceitos
e definicoes da Teoria de Grafos, além de algoritmos e estruturas de dados empregados
na analise de dados estruturados. Técnicas tradicionais para comparacao de grafos
também sao discutidas nessa parte do trabalho. O capitulo 3 esclarece questoes sobre
os métodos kernel tradicionais e métodos kernel de convolugao que sao aplicados a
grafos em geral. Ainda nesse capitulo, propomos uma nova funcao kernel baseada
em caminhos aproximados e discutimos outras técnicas para o calculo de similaridade
entre grafos que exploram outros tipos de sequéncia de vértices nos grafos (por exemplo,
caminhos aleatdrios, simples e minimos). A seguir, o capitulo 4 apresenta as abordagens
de hashing aplicadas para sumarizar os grafos gerando assinaturas. Isso possibilita
realizar uma comparacao eficiente dos grafos, com qualidade teoricamente assegurada.
Os resultados empiricos dessa dissertagao sao relatados no capitulo 5, seguido da nossa

conclusao (capitulo 6).



Capitulo 2

Conceitos preliminares e definicoes

Aqui, descrevemos conceitos e definigbes necessarios para o entendimento desta dis-
sertacao. Primeiro, discutimos aspectos tedricos das estruturas baseadas em grafos.
Dentre os temas mencionados estao os tipos de grafos existentes, subestruturas dos
grafos (subgrafos, caminhos, etc.) e, até o cldssico problema de isomorfismo. Algo-
ritmos e estruturas de dados basicos para pesquisa e andlise de grafos também sao
discutidos nessa secao. Ja a segunda parte desse capitulo relata as abordagens tra-
dicionais propostas para comparacao de grafos: técnicas que, usualmente, exploram

conceitos provindos da Teoria de Grafos.

2.1 Principios basicos da Teoria de Grafos

Nesta secao apresentamos conceitos e definicoes da teoria de grafos, que serao utilizados

ao longo desta dissertacao. A tabela 2.1 descreve algumas notagoes.

2.1.1 Tipos de grafos

(a) Grafo simples  (b) Grafo direcionado (c) Grafo ponderado  (d) Grafo rotulado

Figura 2.1: Modelos de grafos
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V(G) | conjunto de vértices de um grafo G

E(G) | conjunto de arestas de um grafo G

L(G) | conjunto de rétulos de um grafo G

|[V(G)| | nimero de vértices de um grafo G

|E(G)| | nimero de arestas de um grafo G

|L(G)| | nimero de rétulos de um grafo G

N(v) | conjuntos de vértices vizinhos do vértice v em G

|N(v)| | nimero de vértices vizinhos (ou grau) do vértice v em G

Tabela 2.1: Notagoes simples

Existem vérias formas de modelarmos um problema utilizando grafos. Cada
forma ou tipo possui um conjunto de caracteristicas e ferramentas necessario para
representar adequadamente um certo problema. Os exemplos basicos mais conhecidos

sao apresentados na figura 2.1 : grafos simples, direcionados, ponderados e rotulados.

Definigao 1 (Grafo simples) Um grafo G € constituido por dois conjuntos, G =
(V,E), onde V e E representam os vértices e arestas de G, respectivamente. Cada
aresta e € E conecta um par de vértices (v,u) de V', ou seja, E C'V x V. Dado um
par de vértices v e u, apenas uma aresta (v,u) pode existir e ndo existe aresta de um

vértice para ele mesmo, isto €, (v,v) ¢ E.

Defini¢ao 2 (Grafo direcionado) Um grafo direcionado Gp é um grafo simples,
onde os pares de arestas e = (v,u) et = (u,v) sao considerados distintos. Em outras
palavras, o par (v,u) indica que aresta estd direcionada de v para u, enquanto, o par

(u,v) indica o oposto.

A definicdo 1 descreve o modelo de grafos ilustrado na figura 2.1a. Por sua
simplicidade, esse modelo é amplamente utilizado. De fato, os demais tipos foram
propostos a partir de extensoes sobre o modelo de grafo simples. A figura 2.1b, por
sua vez, mostra um exemplo de grafo direcionado (defini¢ao 2). Esse tipo de modelo é
empregado em problemas onde as relagoes entre as entidades envolvidas possuem uma

orientacao, um sentido.

Definicao 3 (Grafo ponderado) Um grafo ponderado Gp € um grafo simples, cujas
arestas possuem pesos ou valores reais. Os wvalores sao definidos por uma funcdo de

mapeamento P : EE — R | sendo R o conjunto dos nimeros reais.

Definigao 4 (Grafo rotulado) Um grafo rotulado Gr é um grafo simples, onde os
vértices e as arestas possuem tipos ou rotulos. Os rotulos sao definidos por uma fungdo

de mapeamento R:V UE — L, sendo L o conjunto de rotulos.
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Grafos ponderados (definigao 3) também sao bastante comuns. Uma caracteris-
tica importante dessa classe de grafos é a capacidade de mensurar a intensidade das
relagoes entre os vértices do grafo, como pode ser visto na figura 2.1c. De uma forma
similar, os grafos rotulados (defini¢cdo 4) atribuem rétulos para os conjuntos de vérti-
ces e arestas (ou ambos). A figura 2.1d representa uma instancia desse caso, na qual
vértices e arestas sao tipados. E importante ressaltar que outros tipos de modelos de

grafos podem ser criados, combinando as caracteristicas das definicoes anteriormente
apresentadas [Gross & Yellen, 1999).

2.1.2 Subgrafos, caminhos e ciclos

Definicao 5 (Subgrafo) Um subgrafo G' de G tem seus vértices e arestas formados
por subconjuntos de vértices e arestas de G. Em outras palavras, V(G') C V(G) e

E(G") C E(G), onde as arestas de E(G') devem possuir as duas extremidades em
V(G).

Um grafo G pode ser visto como a concatenagao de varias estruturas ou grafos
menores. Tais estruturas sao conhecidas por subgrafos (definicao 5). Baseado nessa
definicao, até mesmo um vértice do grafo, apenas, é considerado um subgrafo. Os
subgrafos podem ser categorizados de acordo com suas formas e caracteristicas par-
ticulares. A seguir, destacamos algumas classes de subgrafos: subgrafos induzidos,

caminhos e ciclos.

Definicao 6 (Subgrafo induzido) Um subgrafo G, induzido por I C V(G) tem seu
conjunto de vértices V(G') = 1. Ademais, E(G’) € formado por todas as arestas em

E(G) que tenham as duas extremidades em I.

Os subgrafos induzidos, descritos pela definigao 6, sao criados ou induzidos a
partir de um conjunto de vértices — obviamente, podemos induzir subgrafos também
por arestas. Note que, diferentemente de um subgrafo comum, um subgrafo induzido
pelos vértices I a partir de GG deve, necessariamente, conter todas as arestas de G que

incidem em dois vértices do conjunto I.

Definicao 7 (Caminho) Um caminho P de tamanho |l em G € um subgrafo formado
por uma sequéncia de vértices e arestas alternados, (vq, €1, va, €9, U3, ..., €1_1,7;), tal que

cada aresta € incidente aos vértices anterior e posterior no caminho, e; = (V;, Viy1).

Definigao 8 (Ciclo) Um ciclo C de G é um caminho, (vy,ey, vy, €, 03, ..., €_1,0;),
onde v = v;. Além disso, os demais vértices e arestas de V(C) e E(C) devem ser

distintos.
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A definicao 7 descreve, formalmente, o que é um caminho em um grafo. Essa
definicao permite a repeticao de vértices e arestas, entretanto, um caminho onde todos
os vértices e arestas sao diferentes é chamado de caminho simples. Um ciclo (defini¢ao
8), por sua vez, possui uma estrutura similar a um caminho simples, porém, com o
primeiro e o ultimo vértice da cadeia iguais. Existem, ainda, outras estruturas bas-
tante conhecidas como o caminho hamiltoniano e o caminho euleriano que sao um
caminho simples que passa por todos os vértices e por todas as arestas de um grafo,

respectivamente.

2.1.3 Isomorfismo de grafos e subgrafos

Definigao 9 (Isomorfismo) Dois grafos G e H sdao isomorfos se existe uma fun-
¢ao bijetora f de V(G) em V(H) tal que a aresta (v;,v;) € E(G) se e somente se
(f (vi), f(v;)) € E(H).

Isomorfismo de grafos é um problema intensivamente estudado na literatura. In-
formalmente, podemos dizer que dois grafos G e H sao isomorfos se eles podem ser
desenhados pelo mesmo diagrama, ou seja, se existe um casamento (matching) per-
feito entre os vértices e arestas dos dois grafos. Um conjunto de grafos isomorfos entre
si é chamado de classe de isomorfismo de grafos. Dessa forma, podemos dizer que o
problema de isomorfismo particiona um conjunto de grafos quaisquer em classes de
equivaléncia. Na definigao 9, os grafos sao entendidos como grafos simples, isto é, nao
direcionados e nao rotulados. No entanto, o conceito de isomorfismo pode ser aplicado

a todos os outros modelos de grafos.

Definigao 10 (Isomorfismo de Subgrafo) Seja S = {G1, G, ..., Gy} o conjunto de
todos os subgrafos de G. Dizemos que H € isomorfo a um subgrafo de G se e somente

se H for isomorfo a algum subgrafo G;, onde G; € S.

Além do problema de isomorfismo entre grafos, existe também o problema de iso-
morfismo de subgrafos (definigao 10). Este tltimo busca decidir se um dado grafo H é
isomorfo a um dos subgrafos de G. Tal problema é conhecidamente NP-dificil, diferente-
mente do problema de isomorfismo de grafos [Garey & Johnson, 1990; Gross & Yellen,
1999].

2.1.4 Estrutura de dados e algoritmos

A seguir sao apresentadas duas estruturas de dados bésicas para representacao de gra-

fos em geral: (1) matriz de adjacéncia e (2) listas de adjacéncia. O emprego dessas
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estruturas interfere diretamente no tempo de processamento dos métodos de compara-
cao entre grafos. Posteriormente, algoritmos para pesquisa de vértices e computagao
de caminhos minimos no grafo sao descritos e analisados. Esses algoritmos sao extre-
mamente teis e sao utilizados por diversos métodos para calculo de similaridade entre

estruturas.

2.1.4.1 Estruturas

O(1({0]0|1 w2 ™°
11011110 | w1 >3 >4
O(12({0|1{O0 —» 2 —» 4
Of(1]212]0(1 > 2 | —»{3 |—»f3
110(0f1]0 Lyl

(a) Matriz de adjacéncia (b) Lista de adjacéncia

Figura 2.2: Estrutura de dados para grafos

Matriz de adjacéncia e listas de adjacéncia sao estruturas de dados basicas usadas
para representar grafos. A figura 2.2 ilustra como seriam as representacoes para um
mesmo grafo utilizando tais estruturas.

Como podemos perceber, a matriz de adjacéncia (figura 2.2a) é uma estrutura
bastante simples. A estrutura consiste numa matriz N x N, onde N é um numero de
vértices do grafo. O valor 1 na posigao (i,j) da matriz nos diz que os vértices i e j
estao ligados. Note que, alternativamente, podemos usar as posicoes da matriz para
alocarmos os pesos ou rétulos das arestas. Sao algumas das vantagens dessa estrutura
de dados: verificar se dois vértices sao adjacentes, adicionar ou remover ligagoes —
complexidade O(1). Todavia, temos um desperdicio de memoria, especialmente em
grafos esparsos, pois, a matriz mantém informacoes sobre as arestas existentes e nao
existentes do grafo (valores 1 e 0, respectivamente). Além disso, para listar as arestas
incidentes a um dado vértice devemos percorrer todos os vértices — complexidade O(N).

Por outro lado, as listas de adjacéncia limitam-se a guardar somente as informa-
coes das arestas existentes do grafo, como mostrado na figura 2.2b. Duas vantagens
importantes da representacao baseada em listas sdo: (1) verificar todas as arestas in-
cidentes num dado vértice pode ser feito em tempo linear em relacgao ao numero de

arestas! e (2) baixo desperdicio de meméria. Apesar disso, representar um grafo denso

!Essa vantagem ¢é importante especialmente quando trabalhamos com grafos esparsos.
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com o uso de listas de adjacéncia é inviavel, pois, pode consumir uma quantidade maior
de memoria principal comparada ao uso de matriz. Ademais, o uso dessa representagao
¢ limitado em cendrios onde as estruturas dos grafos nao sao alteradas frequentemente

— remover arestas do grafo possui custo linear.

2.1.4.2 Algoritmos

Descrevemos, a seguir, trés algoritmos fundamentais para andlise de grafos. Sao eles :

(1) busca em largura , (2) busca em profundidade e (3) algoritmo de Dijkstra.

Algoritmo 1: Busca em largura

Entrada: Um grafo G e o vértice v a ser examinado
Saida: Os vértices alcancados a partir de v
inicio
para cada u € V(G) — v faga
| wveriflu] = —1;
verif[v] = 0;
S =5Uuv;
1 enquanto S # () faga
Selecione u € S de acordo com a ordem de insercao;
2 S =S —u para cada n € N(u) faga
se verif[n] < 0 entao
verif[n] = verifu] + 1;
L S=SUn

O algoritmo 3 descreve o método de busca em largura (breadth-first search),
utilizado para realizar buscas num grafo. Nesse método, a busca € iniciada a partir de
um vértice raiz e expandida, incrementalmente, para a vizinhanga. Por exemplo, dado
um vértice v como raiz, o algoritmo explora primeiro os vértices mais proximos de v,
N(v), e, posteriormente, os vizinhos de N(v) (caso eles ndo tenham sido examinados).
Esse processo é repetido até que o vértice alvo seja atingido ou todos os vértices do
grafo sejam examinados. O algoritmo apresentado visita cada vértice e cada aresta
no maximo uma vez — considerando a representacao baseada em listas de adjacéncia.
Assim, o algoritmo executa a busca num tempo de O(V + E), além da complexidade
de espago de O(V).

Um método recursivo para busca de profundidade (depth-first search) é descrito
no algoritmo 2. Tal como o algoritmo de busca em largura, o método de busca em
profundidade é usado para pesquisar vértices num grafo. Esse iltimo, porém, emprega

uma estratégia diferente, isto é, vértices mais distantes sao expandidos antes dos vér-
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Algoritmo 2: Busca em profundidade

Entrada: Um grafo G e o vértice v a ser examinado

Saida: Os vértices alcancados a partir de v
Verifica (vértice u)
1 inicio

para cada n € N(u) faga
se verif[n] < 0 entao
verif[n] = verif[u] + 1;
L Verifica (n);

Busca ()

2 inicio

para cada u € V(G) —v faca
L veriflu] = —1;

verif[v] = 0;

Verifica (v);

tices mais proximos.

O algoritmo inicia-se examinando um vértice vizinho u de v,

onde v é o vértice raiz. A seguir, um vértice vizinho de u, ainda nao explorado, é

selecionado. Caso o vértice corrente nao possua vizinhos ou tenha toda sua vizinhancga

analisada, voltamos para o tltimo vértice examinado com vizinhos inexplorados (pro-

cedimento conhecido como backtracking), sendo continuamos a busca escolhendo um

de seus vizinhos. Como no caso anterior, o algoritmo de busca em profundidade tem

complexidades de espago e tempo de O(V') e O(V + E), respectivamente.

Algoritmo 3: Algoritmo de Dijkstra

Entrada: Um grafo G e o vértice v a ser examinado
Saida: Distancia minima do vértice v ao demais vértices de G

inicio

para cada u € V(G) — v faga
| dist[u] = oo;

dist[v] = 0;

S=SUuw;

enquanto S # () faga
Selecione u € S com o menor dist;
S =S5 —u para cada n € N(u) faga
se dist[n] > dist[u] + (u,n) entao
dist[n] = dist[u] + (u,n);
L S=5Un
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O algoritmo de Dijkstra é um dos métodos mais famosos para calcular os caminhos
de custo minimo entre vértices de um grafo. Escolhido um vértice como raiz da busca,
este algoritmo calcula o custo minimo (ou distancia minima) deste para todos os demais
vértices do grafo. Inicialmente, todos os nodos tem um custo infinito, exceto v (a
raiz da busca) que tem valor 0. A seguir, os vizinhos de v sd@o examinados e, caso
suas distancias para v sejam atualizadas (ou seja, distancias menores para v foram
encontradas), eles sdo colocados em uma fila. O proximo vértice a ser expandido é
aquele cuja distancia para v é a menor possivel, dentre os vértices da fila. Uma vez
expandido, o vértice é removido da fila. Esse processo continua enquanto existir vértice
na fila. Note que o algoritmo de Dijkstra ¢é similar a estratégia de busca em largura,
porém, ele emprega uma estratégia para selecionar o préximo vértice a ser expandido?.
Dijkstra pode ser implementado de forma eficiente usando uma estrutura heap, sendo
executado em O(|Ellog|V]).

2.2 Estratégias para comparacao de grafos

Definicao 11 (Problema da comparagao de grafos) Seja I' um espago qualquer
de representacao dos grafos. Dados dois grafos quaisquer, G € I' e H € ', o problema
da comparacao de grafos consiste em determinar uma funcao de similaridade S : T' X

' - R. Em outras palavras, S(G, H) mensura a similaridade ou diferenca entre G e

H.

Nessa dissertagao, estamos interessados no problema de similaridade ou compa-
ragao de grafos (definigao 11). E importante ressaltar que esse problema, apesar de
relacionado®, é diferente do problema de casamento (matching) de grafos [Bunke, 2000].
O problema de casamento de grafos emprega conceitos de isomorfismo e, dessa forma,
busca identificar regides topologicamente idénticas entre os grafos. Todavia, muitas
aplicagoes do mundo real exigem abordagens tolerantes a erros, isto ¢, métodos que
calculem um valor de similaridade entre entidades. A seguir, serao discutidos algorit-

mos tradicionais para enfrentar o problema de comparacao entre grafos.

2.2.1 Técnicas baseadas em isomorfismo

Uma forma intuitiva de calcular a similaridade entre dois grafos é verificd-los com

relagao as suas identidades topoldgicas, i.e., por isomorfismo. Por exemplo, podemos

20 algoritmo de busca em largura utiliza a estratégia first in-first out.
3 Alguns métodos para comparacdo de grafos exploram conceitos de isomorfismo.
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definir uma métrica binaria de similaridade com base no problema de isomorfismo: 1,
caso os grafos sejam isomorfos; 0 caso contrario. Obviamente, essa fungao é bastante
limitada, pois sua escala de similaridade apresenta apenas dois valores, o que nao
quantifica de forma satisfatoria a diferenca entre os grafos. Assim, foram propostos

métodos baseados em subgrafos isomorfos comuns.

Definicao 12 (Mdximo Subgrafo Comum, MaSC) Seja G' um subgrafo comum
aos grafos G e H, entao G' € isomorfo por subgrafo a G e H. G’ € considerado o
maximo subgrafo comum se nao existe outro grafo que seja isomorfo por subgrafo a G

e H com um ndmero maior de vértices.

A definicao 12 descreve as caracteristicas necessarias para que um subgrafo co-
mum a dois grafos, G e H, seja considerado méximo [Neuhaus & Bunke, 2007]. Note
que podem existir mais de um MaSC para um mesmo par de grafos. Para isso, basta

que eles tenham o mesmo tamanho em relacao ao nimero de vértices.

Definigao 13 (Minimo Supergrafo Comum, MiSC) G’ ¢ considerado supergrafo
comum dos grafos G e H, se G e H sao isomorfos por subgrafo a G'. Se G' € minimo
supergrafo comum, entdo, ndo existe outro supergrafo comum a G e H com um nimero

menor de vértices.

O minimo supergrafo comum (definigdo 13) é, logicamente, o oposto do problema
do MaSC. Intuitivamente, um MiSC de dois grafos quaisquer, G e H, é o grafo com o
menor numero de vértices possivel que tenha G e H como subgrafos. Como o MaSC,

o MiSC também pode possuir mais de uma solugao.

, _ |MaSC(G, H)|
sim(G, H) = man(IGIH]) (2.1a)
dist(G,H) = |MiSC(G,H)| — |MaSC(G, H)| (2.1b)
, B dist(G, H)
sim(G,H) =1— iSOG, H)] (2.1c)

Assim, utilizando as definigbes de MiSC e MaSC foram propostas alternativas
para o calculo de similaridade entre grafos (equagdes 2.1) [Bunke & Shearer, 1998].
A equagao 2.1a emprega apenas a definicao MaSC e retorna um valor de similaridade

entre [0,1]. J4 a segunda obtém um valor de distancia, maior do que zero, com base nos
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dois conceitos apresentados. Note que a equacao 2.1b pode ser facilmente modificada

para retornar um valor de similaridade, como mostrado na equagao 2.1c.

Definigao 14 (Invariante de Grafo) Sejam G e H dois grafos isomorfos e o uma
fungdo que mapeia um grafo para um espaco d-dimensional, o : I' — Re. Se o(G) =

o(H), entdo, o é uma invariante de grafo.

Infelizmente, nao é conhecido nenhum algoritmo com tempo de execu-
¢ao polinomial para solucionar problemas relacionados ao isomorfismo de gra-
fos [Garey & Johnson, 1990]. Entretanto, métodos eficientes para casamento de es-
truturas exploram o conceito de invariantes de grafos. De acordo com a definicao 14,
o tamanho dos grafos (nimero de vértices) é um invariante, pois, se dois grafos sao
isomorfos entao eles devem possuir o mesmo tamanho. Assim, o objetivo é utilizar
as invariantes antes de testar o isomorfismo de grafos para obter uma computacao

eficiente.

2.2.2 Técnicas baseadas em distancia de edicao

Distancia de edi¢ao é uma medida de similaridade bastante usada em cadeia de carac-
teres (strings). Dadas duas cadeias de caracteres, A e B, a ideia central dessas técnicas
é calcular o nimero minimo de alteracGes necessarias para transformar A em B, ou
vice-versa. Esse conceito pode ser aplicado a grafos de maneira similar e representa
a abordagem mais poderosa dentro dos métodos tolerantes a erros para casamento de
grafos [Bunke & Allermann, 1983]. Distancia de edigao em grafos envolve operagoes
bésicas tais como remocao, adi¢do, ou substituigdo (alteracao de rétulo) de vértices e

arestas.

Definigao 15 (Distdncia de edicdo em grafos) A distancia de edi¢io entre dois
grafos quaisquer, d(G,H), € obtida através de uma sequéncia de operagoes S, cujo
custo seja minimo. Formalmente, d(G, H) = min(custo(S)), para todo S, onde S é

uma sequéncia de operagoes que transformam G em H, ou vice-versa.

Apesar de ser bastante intuitivo e poderoso, o cédlculo exato da distancia de
edicao (definicdo 15) é custoso computacionalmente, pois, trata-se de um problema
NP-dificil [Garey & Johnson, 1990]. Além disso, cada operagao (remogao, insergao,
substituicdo etc) sobre vértices e arestas podem possuir pesos diferentes que variam de
acordo com o dominio de aplicagdo. Por essa razao, a parametrizacao (atribuir pesos
as operagoes distintas) das técnicas baseadas em distancia de edigao é dificil, o que

torna o problema ainda mais complexo.
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2.2.3 Técnicas baseadas em descritores topologicos

A terceira classe de técnicas usadas para comparagao de grafos é bastante estudada
na drea de quimica [Todeschini et al., 2000]. Tais abordagens buscam representar os
grafos através de vetores que sumarizam as caracteristicas topolégicas dos mesmos. O
desafio aqui é encontrar um conjunto de descritores que descrevam de forma adequada
a topologia dos grafos e apresentem resultados satisfatérios quanto aos valores de si-
milaridade. Métodos populares para encontrar representacoes vetoriais de grafos sao
baseados na teoria espectral [Chung, 1997]. Outra forma encontrada na literatura é
utilizar invariantes (definigdo 14) de grafos como descritores.

A vantagem dessa classe de algoritmos é que o uso de vetores permite o emprego
de diversos métodos bem conhecidos e eficientes de indexacao e busca no espaco Eu-
clideano. Contudo, o tempo gasto para o cédlculo de alguns descritores topoldgicos
apresenta uma ordem de complexidade exponencial [Kobler & Verbitsky, 2008]. Além
disso, o conjunto de descritores que melhor representa os grafos é dependente do do-
minio de aplicacao, mesmo problema enfrentado pelas técnicas baseadas em distancia

de edicao.

2.3 Discussao

Como foi visto, varios trabalhos e métodos foram propostos para comparacao de grafos.
Alternativas interessantes ainda surgem nas areas de aprendizado de maquina e mine-
racao de dados. Na primeira area, foram desenvolvidos métodos para determinar auto-
maticamente os parametros para o cdlculo da distancia de edi¢ao [Neuhaus & Bunke,
2005, 2007]. J& na segunda, algoritmos eficientes para mineragao de padroes frequentes
sao usados para determinar o valor de similaridade entre grafos (sdo considerados grafos
similares aqueles que compartilham muitos padroes) [Kramer et al., 2001; Yan et al.,
2004, 2006]. Apesar dessas propostas se mostrarem promissoras em diversos domi-
nios e aplicacoes, elas ainda apresentam certas limitacoes: os métodos sao ineficientes
para grandes grafos ou eles utilizam representagoes simples dos grafos (ignorando a
topologia).

Recentemente, surgiram estudos sobre a aplicacao de métodos de kernel em da-
dos estruturados. Técnicas baseadas em kernel apresentam caracteristicas importantes
para a analise de dados estruturados. Inicialmente, os grafos sao divididos em varias
subestruturas simples e essas subestruturas sao, entao, mapeadas num espaco Hilbert
(usualmente Euclideano), representando cada grafo através de um vetor. A medida

de similaridade é calculada sobre os vetores, através da quantidade de subestruturas
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comuns (isomorfismo sobre as subestruturas simples). Kernel de grafos é uma alter-
nativa recente e promissora, pois ¢ uma abordagem tolerante a erros e apresenta uma
complexidade polinomial, diferente dos outros trabalhos. Tais métodos serao também

estudados nesse trabalho.



Capitulo 3

Kernel de grafos

A ideia por trds dos métodos kernel foi proposta ha cerca de 40
anos [Kimeldorf & Wahba, 1971].  Basicamente, esses métodos transformam o
espaco de representacao dos dados através de uma funcao mapeamento ¢ e permitem
a analise dos elementos de entrada nesse novo dominio (usualmente, um espago Eucli-
diano). A comparagao de dados passa a ser, entao, realizada empregando operagoes
simples como, por exemplo, o produto escalar. Os métodos kernel se consolidaram
como um importante topico na area de aprendizado de maquina devido a duas razoes
principais: (1) pelos trabalhos sélidos sobre Support Vector Machines [Boser et al.,
1992; Cortes & Vapnik, 1995] e (2) por se mostrarem eficientes em diversos cendrios e
aplicagoes [Cristianini & Shawe-Taylor, 2000; Scholkopf & Smola, 2001].

—> Estruturas > Transformagéao

A

Assinatura

Similaridade

Figura 3.1: Fase de construcao do kernel de grafos

Diferente dos métodos kernel tradicionais (que trabalham no espago euclidiano),
o desafio aqui é propor funcoes de transformacao ¢ e kernels aplicados a grafos, ou seja,

fungoes kernel aplicaveis a dados (semi-)estruturados, com tamanhos variaveis. Dessa

19
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forma, apresentamos nesse capitulo um novo método kernel baseado em caminhos
aproximados para grafos em geral. O kernel proposto explora a flexibilidade dessas
subestruturas para capturar interacoes diretas e indiretas entre os vértices. Como serd
discutido, nossa funcao kernel é equivalente a similaridade de Jaccard entre conjuntos
simples e também multiconjuntos.

A figura 3.1 destaca a fase de transformag¢ao no diagrama de execucao do nosso
método. Tal fase, descrita nesse capitulo, transforma os grafos de entrada num conjunto
de subestruturas (caminhos aproximados) que serdo usadas no calculo de similaridade
(funcdo kernel).

Antes de detalharmos nossa abordagem, discutimos a importancia dos métodos
de kernel para o problema da classificagao de dados e seus algoritmos, em particular,
Support Vector Machines (SVMs). Posteriormente, introduzimos o conceito de kernel
de convolugao, que define uma classe de kernels que pode ser aplicada a dados (semi-
Jestruturados. Os trabalhos relacionados e outros kernels de grafos sao discutidos no
final desta secao.

E importante ressaltar que os conceitos apresentados na secao 3.1 — além de
outros estudos avancados sobre tema de kernel e classificacao de dados — podem ser

encontrados em diversos livros e artigos cientificos da area de aprendizado de méa-
quina [Scholkopf et al.,; 1999; Scholkopf & Smola, 2001].

3.1 Conceitos preliminares

Figura 3.2: Classificacao binaria utilizando SVM com maximizagao da margem de
separacao
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Usualmente, os métodos de kernel sao utilizados para solucionar problemas de
classificacdo de dados. Em mnosso cenério, tal problema consiste em determinar a(s)
categoria(s) de uma nova estrutura baseado em conhecimentos pré-estabelecidos (por
exemplo, grafos previamente classificados). Nesta secdo, exploramos o problema de

classificacao de grafos para introduzir os conceitos e defini¢oes dos kernels.

3.1.1 Kernel e Suport Vector Machines (SVMs)

SVMs constituem uma classe de algoritmos muito importante na area de aprendizado
de méquina. SVMs tradicionais lidam com o problema da classificacao bindria!, isto é,
existem um conjunto de elementos e duas categorias, as quais esses estao assinalados.
Uma SVM tem a tarefa de criar um modelo de classificagao utilizando os exemplos
previamente conhecidos e, baseando-se nesse modelo, inferir as classes de outros ele-
mentos. Formalmente, sejam X = {x,zs,...7,} 0 conjunto de elementos num espago
euclideano d-dimensional (r; € X C RY) e Y = {+1,—1} o conjunto formado por
duas categorias. Dados os pares {(x1,v1), (2, y2), ...(Tn, yn) }, formados pelos elemen-
tos e suas respectivas classes, nosso problema ¢é definir uma funcao de mapeamento
f: X =Y.

A figura 3.2 mostra um exemplo de classificagao binaria utilizando uma SVM
linear com maximizacao da margem de separacao. Note que um hiperplano é introdu-
zido no espaco de maneira que os elementos pertencentes a classe +1 fiquem separados

dos elementos da classe -1.

f(z)=<w,z>4+b=0 (3.1)

Um hiperplano pode ser descrito de acordo com a equacao 3.1, onde w € X
representa o vetor normal ao hiperplano e b € R. Como ja mencionado, ele separa os
elementos de acordo com sua classe, ou seja, divide o espago em duas regides (f(z) < 0
e f(x) > 0). Portanto, podemos definir um classificador simples, g(z), de acordo com

a equacao 3.2, que captura o sinal dos valores retornados por f(z).

. . +1 se f(z) >0,
g(x) = sinal(f(x)) = sinal(< w,x > +b) = (3.2)
—1 se f(x) <O.
Note que existem varios hiperplanos possiveis que satisfazem a separacao entre

as classes, em particular, definidos por y;(< w,x; > +b) > 0,Vi € {1,2,...n}. Dentre

!Existem SVMs voltados para classificacio multi-classe.
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esses, escolhemos aquele que maximiza a distancia minima? entre o hiperplano e os
pontos mais proximos das duas classes. Tal plano pode ser ser obtido pela minimizacao

de ||w||, expresso pelo seguinte problema de otimizagao:

L 1 2
minimizar —||w||
w,b 2 (33)
sujeito a  yi(< w,x; > +b) > 1, Vi € {1,2,...n}

As restrigdoes impostas no problema de otimizagao descrito pela equacao 3.3 ga-
rantem que nao haja dados mapeados entre as margens de separagao das classes. Por
esse motivo, a SVM obtida é também chamada de SVM com margens rigidas. Para
solucionarmos esse problema de otimizacgao, existem técnicas tradicionais que utilizam
fungdes Lagrangianas e resolvem o problema dual (o problema original é referenciado

como forma primal) :

n
o I 7
maximizar — —o' Ha + E o
a 2 —
i

sujeito a Zaiyi =0ea; >0, Vie{l,2,..n}
i=1

m

onde a matriz H € R™", H;; = yy; < z,x; > e w = E a;y;x;. B interessante
i=1

observar que o vetor solucao possui apenas os dados de treinamento e os seus rétulos.

Podemos, entao, reescrever a fungao de decisao (equagao 3.2) da seguinte forma :

g(x) = sinal <Z oY < Ti T > —|—b> (3.5)

i=1

Note que a forma dual (equacdo 3.4) apresenta restriges mais simples e permite
a representacao do problema de otimiza¢ao em termos de produtos internos (ou pro-
dutos escalares, no espago Euclideano) entre dados. Além disso, as varidveis «;’s sao
diferentes de zero exclusivamente para aqueles elementos x; que satisfazem as restrigoes
do problema primal, y;(< w,z; > +b) > 1, com igualdade. Estes pontos sdo chamados
de vetores de suporte, pois, definem o hiperplano pelo fato de seus valores «;’s serem

nao nulos.
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ot Pl

(a) Dados de entrada nao sepa-(b) Dados mapeados através da(c) Dados de entrada separados
raveis linearmente funcao ¢ por superficies

Figura 3.3: O método kernel

3.1.2 O método kernel

As SVMs lineares sao eficazes na classificagdo de conjuntos de dados linearmente se-
paraveis ou que possuam uma distribuicao aproximadamente linear, como mostrado
anteriormente. Contudo, mesmo utilizando um SVM com margens suaves® h& proble-
mas de classificagao complexos (figura 3.3) em que dividir dados através de hiperplanos
nao apresenta solucao viavel. O objetivo do método kernel é contornar essa limitagao
aplicando uma transformagao nao linear sobre os dados originais, projetando-os em
um espaco de caracteristicas H. Denotamos por ¢ a funcao que mapeia o espago de
entrada X para um espaco H, ¢ : X — H. A escolha apropriada de ¢ faz com que o
conjunto de elementos mapeados possa ser separado por uma SVM linear simplesmente
alterando < z;,z; > por < ¢(x;), ¢(x;) >. Podemos definir, entdo, uma funcéo kernel

k com a seguinte propriedade :

k(z, ") =< ¢(x), ¢(a") > (3.6)

Assim, obtemos uma funcao de decisao descrita pela equagao :

g(x) = sinal Zaiyi < (), p(x) > +b | = sinal Zaiyik(azi,x) +0b (3.7)
i=1

i=1

’Essa distancia é também conhecida como margem de separacio de dados.
3SVMs com margens suaves, ao contrario dos SVMs com margens rigidas, sdo menos sensiveis a
ruidos e exceg¢oes nos dados.
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e ainda temos o seguinte problema de otimizagao :

‘ ‘ 1 n n n
maximizar  — 3 E 0 E : aioyyiyik (i, yj) + 21 Q;
i=0 j= =

(3.8)

sujeito a Z%yz =0eq; >€0, Vie{1,2,..n}
i=1

Isso significa que estamos movendo nosso problema de classificacao para um es-
paco com um numero maior de dimensoes, H, e solucionando-o sem aplicar explicita-
mente a funcao de mapeamento ¢ sobre os elementos de entrada. Esse procedimento é

conhecido como método kernel.

3.1.2.1 Funcoes kernel validas

Nem toda fungao kernel pode ser empregada como produto interno num espaco de
caracteristicas. Para que uma funcao kernel seja vélida, é preciso respeitar certas
definicoes e lemas: matriz Gram, matriz positiva definida, kernel positivo definido e o

lema de Mercer. Os quais sao descritos a seguir.

Definicao 16 (Matriz Gram) Seja uma funcao k : X x X — R. Uma matriz
K cujos elementos sao dados por k;; = k(x;,x;) € chamada matriz Gram de k com

relagdo ao conjunto de elementos x; € X, Vi € {1,2,...,n}.

Definicao 17 (Matriz positiva definida) Uma matriz K € considerada positiva

definida se para todo vetor ¢ € R,

cl-c_jkl-j Z 0
i=0 j=0

Uma matriz Gram (defini¢do 16) é uma matriz N x N, também conhecida como
matriz kernel. Para um dado conjunto de elementos X = {1, s, ...z, }, K é chamada
de matriz Gram de k de acordo com X. Por sua vez, uma matriz positiva definida®
(definigao 17) é uma matriz Gram onde todos seus autovalores sao nao-negativos. Note

ainda que uma matriz positiva definida com valores reais é simétrica.

Definigao 18 (Kernel positivo definido) Sejam X um espaco nao-vazio e k uma

fungdo continua e simétrica sobre X x X. k € um kernel positivo definido se e somente

4Essa matriz é também conhecida por matriz positiva semi-definida.
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se para todo n € N e para todo xi,xs,..x, € X, a matriz quadrada K com k;; =

(k(xi,z;)), € positiva (semi-)definida.

Lema 1 (Propriedade de Mercer) Para toda fun¢do kernel positiva definida k €
X x X, existe um mapeamento ¢ : X — H, sendo H um espagco Hilbert habilitado com
a operagao de produto interno. Assim, k(u,v) =< ¢(u), (v) > para todo u,v € X. R

Dado um kernel positivo definido descrito por uma fungao k (definicao 18), po-
demos construir um espacgo de caracteristicas, H, no qual k pode ser usado como a
operacao de produto interno aplicando o lema 1. Por essa razao, os kernels positivos
definidos sao também chamados de kernels de Mercer, pois possuem a propriedade
referente a este. Tal classe de kernels possui ainda propriedades de fechamento inte-

ressantes:
e Se k é kernel e a é um escalar maior que zero, entao, ak é também um kernel;
e Se ky e ky sao kernels, entao, ki + ko € também um kernel,

e Se ky e ko sao kernels, entao o kernel definido por kiko(x,2') = kq(z, ') ka(x, ')

é valido.

As propriedades de fechamento apresentadas sao particularmente importantes
para a criacao de novas funcoes kernel a partir de outras previamente conhecidas.
Considerando a classe de kernels positivos definidos, as funcgoes kernel mais populares
sao: kernel delta, kernel polinomial e kernel gaussiano.

Aqui, definimos o método kernel que pode ser empregado num espacgo Hilbert
qualquer. Na proxima se¢ao, mostramos como estender esse conceito para dados es-

truturados, em particular, grafos.

3.1.3 Kernel de convolucao R

Recentemente, kernel se tornou, também, uma ferramenta importante no contexto
de dados nao vetoriais [Scholkopf et al., 1999; Gaertner et al., 2003; Scholkopf et al.,
2004]. Nos exemplos apresentados até aqui, os dados foram projetados em um espago
euclidiano d-dimensional (X = RY), entretanto, X pode ser um espaco formado por
cadeias de caracteres (strings) ou mesmo grafos. Assim, o conceito de kernel pode ser
aplicado mesmo nesses espacos e, para isso, basta encontrar uma funcao de transforma-
¢ao (¢) que projete os dados estruturados num espago de caracteristicas (H) habilitado
com produto interno. Em outras palavras, é necessario apenas definirmos uma funcao

kernel valida sobre pares de elementos em X.
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A classe de kernels com foco em dados estruturados foi definida como kernel
de convolugao R [Haussler, 1999]. A ideia central dessa classe é dividir os dados em
componentes mais simples e definir kernels para tais componentes. Com isso, um kernel
de convolucao busca medir a similaridade de dados estruturados através dos kernels
definidos sobre os componentes. Formalmente, seja * € X um dado estruturado e
seus n componentes =’ = {x1,xq,...x,}. Cada parte x; € 2z’ pertence ao espaco de
representacao X;. Ademais, existe uma fungao, R(z, z’), responséavel por determinar se
um conjunto de componentes qualquer, x’, é uma possivel decomposicao da estrutura

x.

, 1 sex;ex,1<1<n
R(z,2") = (3.9)
0 caso contrério
De fato, R(x,z') retorna verdadeiro se e somente se x1, Ty, x, sdo partes de x.
Considere, entao, uma fungao R~'(z) que retorna todas as possiveis decomposicoes de

€.

R Yz) = {2'|R(z,2")} (3.10)

Sejam x e y dois objetos estruturados em X e R~(z) e R™(y) os conjuntos das
decomposicoes de x e y, respectivamente. Assumindo que temos definida uma funcao
kernel k; para cada parte z;,y; € X; e que R7(x) é enumerdvel, a similaridade entre
x e y pode ser calculado através de um kernel de convolugao, em termos das fungoes
ki, ko, ...y

n

k(z,y) = Z u(@'y) sz(%,yz) (3.11)
z’€R™L(z) i=1

y'eR™(y)
onde p(x,y) retorna um valor finito que garante a convergéncia da fungao. E sabido que
a funcdo k(z,y) é semi-definida positiva sendo, portanto, um kernel valido [Haussler,
1999]. Com isso, é possivel concluir que as fungdes k;’s também sao vélidas com base
nas propriedades de fechamento anteriormente apresentadas. Note que, explorando o
conceito de convolugao R podemos criar variadas fungoes kernel alterando, apenas, os

métodos de decomposicao das estruturas.
Nesta dissertacao estamos interessados em kernels aplicados a grafos, ou, sim-
plesmente, kernel de grafos. Uma forma natural e intuitiva de utilizarmos o conceito
de convolugao nesse cenario é decompor os grafos em subgrafos. Em outras palavras,

a similaridade entre dois grafos, G e H, seria dada em funcao do nimero comum de
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subgrafos entre eles. Este kernel de grafos baseado em subgrafos pode ser descrito

CcOomao:

k’subgrafo(Ga H) = Z Z k’iso(G,,H,) (3123)

G'CG H'CH

1 se G é isomorfo a H,
kiso(G, H) = (3.12b)

0 caso contrario

Obviamente, a computacao da funcao ksyuperaro ¢ NP-dificil, pois esse kernel en-
volve também o problema de isomorfismo de subgrafo (definido pela fungao kernel k;s,).
Dessa forma, varias propostas surgiram com a intencao de reduzir a complexidade das

funcoes kernel através de decomposigoes mais simples ou mesmo parciais dos grafos.

Na proxima se¢ao, propomos um novo método de kernel baseado em caminhos
aproximados. Nosso método tem uma importante vantagem em relacao as outras abor-
dagens, pois ele é capaz de capturar relacionamentos indiretos sobre os vértices de um
grafo. A computacao de todos os caminhos aproximados pode ser custosa por sua alta
complexidade. Dessa forma, apresentamos um algoritmo parametrizado para a extra-
¢ao de uma fragao dessas subestruturas. Isso torna o processamento dos grafos, isto é,

a extragao das subestruturas uma tarefa viavel e polinomial.

3.2 Kernel baseado em caminhos aproximados

Nesta secao, propomos uma funcao kernel que explora o conceito de convolugao, ma-
peando os grafos para um espaco formado por subestruturas representativas. Dife-
rentemente dos trabalhos anteriores, as subestruturas consideradas aqui sao caminhos
aproximados nos grafos. Em outras palavras, transformamos um grafo G em um con-
junto de caminhos que permitem saltos (gaps) entre dois vértices da sequéncia, captu-
rando relacionamentos diretos e indiretos entre os elementos do grafo. Dois grafos sao
considerados similares se compartilham um grande nimero de caminhos aproximados,

enquanto grafos distintos serao aqueles que nao possuem subestruturas comuns.

A seguir, definimos formalmente o que sao caminhos aproximados e apresenta-
mos nossa funcao de transformacgao ¢ de grafos que explora tais subestruturas. Por
fim, mostramos nossa funcao kernel capaz de calcular a similaridade entre dois grafos

quaisquer e sua relacao com a similaridade de Jaccard.
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Figura 3.4: Um grafo rotulado G

O OO

(a) Sequéncia S; - A,B,C e D (b) Sequéncia S; - A,B.E e D

Figura 3.5: Grafos formados por caminhos simples

3.2.1 Caminhos aproximados

Como descrevemos na se¢ao 2.1, um caminho simples é uma sequéncia de vértices nao
repetidos (vg, v1, ...vx ), onde hd uma aresta entre os vértices v; e v;;1, para0 < i < k—1.
Note que as arestas também sao, necessariamente, distintas. Em outras palavras,
caminhos sao formados por cadeias de vértices e constituem um componente conexo

no grafo.

Definicao 19 Caminho aproximado A : Um caminho aproximado A € uma
sequéncia de vértices distintos (vg, vy, ...v), onde a distancia (ou saltos) entre nodos v;

e vy € menor que A, d(vi,vi11) <A, para 0 <i <k —1.

Caminhos aproximados (defini¢ao 19), propostos nessa dissertacao, sdo sequéncias
de nodos onde sao permitidos saltos (gaps) entre dois vértices. Obviamente, caminhos
simples formam um subconjunto de caminhos aproximados. Por exemplo, na figura 3.4,
a sequéncia de nodos (V1, V2, V3) é um caminho e, também, um caminho aproximado
(onde A = 0) no grafo. Por outro lado, (V1, V2, V4) ndo é um caminho simples, mas
forma um caminho aproximado 1 em G.

Caminhos aproximados oferecem uma importante vantagem com relagao aos ca-

minhos simples: flexibilidade. Observando a figura 3.5, verificamos que utilizando
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Caminhos S So
A B, C, D A B, E, D,
Simples AB, BC, CD AB, BE, ED,
ABC, BCD ABE, BED,
ABCD ABED
A B, C, D, A B, B, D,
Aproximados | AB: AC; AD, BC, BD, CD, | AB, AE, AD, BE, BD, ED,
ABC, ABD, ACD, BDC, | ABE, ABD, AED, BDE,
ABCD ABED

Tabela 3.1: Comparacao entre caminhos simples e caminhos aproximados

caminhos A = 1 conseguimos capturar o relacionamento entre os vértices (A,B) e
D, através da sequéncia (A, B, D). Tal relacionamento pertence, claramente, aos dois
grafos (sequéncias) apresentados, porém, essa similaridade nao é capturada quando uti-
lizamos caminhos simples. Em outras palavras, os caminhos aproximados conseguem
capturar os relacionamentos diretos e indiretos dos vértices de um grafo. A tabela
3.1 mostra uma comparacao entre os caminhos simples e os caminhos aproximados
encontrados nas sequéncias apresentadas.

Considere um caminho aproximado qualquer p = (vy, vy, ...v4) sob um grafo G.
Os vértices v; e v, sao ditos nodos extremos do caminho, enquanto os vértices internos,
(v2, ...v4—1), sd0 chamados nodos alcangaveis comuns de v; e v,. Os caminhos aproxi-
mados evidenciam a associacao entre v, e v, baseando nas relacoes de alcancabilidade
entre os vértices que formam a sequéncia, isto é, os vértices internos fazem parte do
caminho de ligacao entre os nodos extremos. Por exemplo, o grafo G da figura 3.4 pos-
sui diversos caminhos aproximados com a = 3 tais como (V1, V2, V3) e (V1, V4, V3)
utilizando V1 e V3 como v; e v,, respectivamente. Contudo, existe uma diferenca entre
eles: o segundo é um caminho aproximado que descreve um relacionamento indireto
no grafo, ao contrario do primeiro (caminho simples). Visto que os nodos consecuti-
vos podem nao ser vizinhos diretos entre si, um caminho aproximado é de fato uma
estrutura ou pivo livre em G.

A seguir definimos as fungoes de mapeamento (¢) entre os grafos e caminhos

aproximados.

3.2.2 Funcao de transformacao ¢

A motivagao fundamental das funcoes de transformacgao ¢ em grafos é conservar ou
manter, no novo espago de representacao, as relacoes entre os vértices de um grafo.

Assim, podemos comparar duas diferentes estruturas baseando nos relacionamentos
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conservados e calcular um valor de similaridade de forma eficaz, isto é, com um nimero
baixo de casos falso-positivos e falso-negativos.

Nossa funcao de transformacao ¢ mapeia uma estrutura baseada em grafo num
multiconjunto de caminhos aproximados ou pivos livres — a partir desse momento uti-
lizaremos o termo pivd, sempre que possivel, para referenciarmos os caminhos aproxi-
mados. Como mostramos, os pivos capturam relacionamentos especificos de alcancgabi-
lidade sobre os vértices presentes no grafo. Em nosso trabalho, tais pivos sao descritos
em fungao dos rotulos dos vértices. Como alguns vértices podem ter o mesmo rétulo,
um pivo p pode ocorrer mais de uma vez em um mesmo grafo. De fato, todos os pivos

possiveis de tamanho [, considerando um conjunto de rétulos R é dado por:

ARJ = {(Tl,T‘Q, ...T‘l)|’l"i eER1<1< l} (313)

Sejam P(G) o conjunto formado por todos os potenciais pivos em um grafo G e
P o conjunto de todos os potenciais pivos (considerando todos os grafos do dominio
em questao). Esses conjuntos de pivos sao determinados pelas combinagoes de rétulos

segundo as equagoes:

IL(G)]
PG = | Auen (3.14a)
?= P0G (3.14D)

Com isso, podemos definir uma fungao de transformacao ¢ que mapeia os grafos

no espaco formado por P da seguinte forma:

3(@) = | ¢,(@) (3.15a)
Vpe?P
$p(G) = bosered (3.15b)

0 caso contrario

Em outras palavras, dado um grafo GG, criamos um vetor binario ¢(G), onde a
posicao do vetor cabivel ao pivo p, ¢,(G), recebe o valor 1 se p estd presente em G e
0, caso contrario. Como mencionado, o conjunto de todos os pivos existentes em grafo
GG pode conter repeticoes, isto ¢, um mesmo pivo pode ocorrer mais de uma vez. Logo,
podemos, alternativamente, estender a representacao de vetores binarios para vetores
multi-valorados (no espago Z¢) atribuindo a frequéncia do pivé p em G ao invés do

valor 1. Para diferenciarmos os dois tipos de transformacao, denotamos essas funcoes
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de transformacao pelos stmbolos ¢"" (vetores binarios) e ¢% (vetores multi-valorados).

3.2.3 Funcao de similaridade kernel

Utilizando funcgoes de mapeamento ¢ definidas anteriormente, podemos criar kernels
que retornem um valor de similaridade entre dois grafos quaisquer. Os kernels apre-
sentados a seguir sao chamados de kernel binario e kernel multiconjunto. Enquanto o
primeiro explora o espaco de caracteristicas bindrio criado pela funcao ¢, o segundo
aplica a transformacdo ¢%. Como veremos, tais kernels exploram algumas operacoes

bésicas da teoria de conjuntos: intersecao e uniao.

B k.(G, H)
Foin(G, H) = 5o(G, G + ko(H, H) — ko(G, H) (3.162)
k(G H) =< ¢"™(G),¢"™(H) >= Y ky(p, p) (3.16b)
ven
, 1 sep=/p
kp(p,p') = (3.16¢)

0 caso contrario

O kernel binario, descrito pela equacao 3.16a, é composto pela combinagao de
quatro outras fungoes (k., kernel contador). A fungao kernel k. (equacao 3.16b) realiza
um produto interno sobre os vetores binarios no espaco dado por P. De fato, ele retorna
o numero de posi¢oes com valores iguais a 1 em ambos os vetores ¢(G) e ¢(H), ou seja,
ele obtém o tamanho do conjunto intersecao entre os pivos presentes em G e H. Note
que, enquanto a parte superior da equacao 3.16a retorna o nimero de pivos comuns
nos grafos G e H, o denominador nos da o tamanho do conjunto uniao. Com isso, é
facil perceber que a funcao kernel (equagao 3.16a), calcula a similaridade de Jaccard

entre os conjuntos de pivos dos grafos G e H, respectivamente.

6@ No(H)]
oG Ul

Claramente, a funcao kernel ky;, foi desenvolvida considerando a representacao

sim(G, H) = Jaccard(¢(G), ¢p(H))) (3.17)

dos grafos em vetores binarios. Entretanto, desenvolvemos uma outra fungao explo-
rando a transformacao ¢Z. O kernel k,, (equagao 3.18) é calculado através dos valores

minimo e maximo das frequéncias dos pivos nos grafos G e H que, por sua vez, sao
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definidos pelos vetores multi-valorados ¢%(G) e ¢Z(H):

Z min(¢,(G), ¢,(H))

Vpe?P

Z max(¢,(G), ¢,(H))

Vpe?P

ke (G, H) = (3.18)

De fato, k,, generaliza as definigbes de intersecao e uniao entre conjunto simples
(kpin) para multiconjuntos. Ademais, por considerar a frequéncia dos pivos, k,, é mais
apropriado para comparacao grafos de tamanhos diferentes.

Podemos verificar que ky;, € k,, sao relacionados por, pelo menos, duas formas.
Primeiro, considerando vetores com representacao binaria, kp;, e k,, produzem, exa-
tamente, o mesmo valor. Segundo, podemos mapear os vetores de inteiros em veto-
res binarios e, em seguida, aplicarmos a funcao ky;, produzindo o mesmo resultado.
Formalmente, seja f,.. 0 valor de frequéncia maxima entre todos os pivos. Cada ve-
tor d-dimensional ¢% € Z? serd projetado num espaco de caracteristicas bindrio com
d X fmae dimensoes, onde a posicao ¢ do vetor de inteiros é descrito pelas posigoes
1,7+ 1,...,1 4+ fae no vetor binario correspondente. Logicamente, o niimero posicoes
(1,0 4+ 1,...,0 + finae) com valores iguais a 1 serd dado em fungao do valor da posigao
7 no vetor original. Assim, aplicando o kernel ky;, nesses vetores binarios estendidos,
teremos o mesmo valor retornado pela funcao k,, sobre os vetores de inteiros.

A prova de que ky;,, e k,, sao kernels positivos definidos se baseia, para qualquer
inteiro d e qualquer conjunto de vetores binarios x1,xs,...7; (z; € {0,1}9), a matriz
kernel (ou matriz de similaridades) K com valores K;; = kpin(2;, ;) € positiva semi-
definida [Gower & Legendre, 1986]. Portanto, ky;, é positivo definido e um kernel de
Mercer. Transformando os vetores de inteiros em vetores bindrios estendidos, temos

que k,, é equivalente a ky;, e, assim, podemos concluir que k,, é também um kernel de
Mercer [Scholkopf & Smola, 2001].

3.2.4 Algoritmos para extracao dos pivos

O algoritmo 4 descreve um procedimento recursivo para extragao os caminhos aproxi-
mados dado um grafo G e um vértice inicial v € V(G) que serd, necessariamente, um
dos nodos extremos do caminho. Em outras palavras, todos os caminhos gerados por
esse algoritmo devem iniciar a sequéncia de rétulos utilizando o nodo v. A variavel ¢
representa a cadeia de rétulos dos vértices do caminho encontrado até um determinado

momento da execugao e C' armazena todas as subestruturas (¢’s) encontradas.

Enquanto gerar o conjunto de todos os caminhos simples (sem saltos) apresenta
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Algoritmo 4: Algoritmo para extragao de caminhos aproximados

Entrada: Um grafo G e um vértice v € V(G) para ser um dos nodos
extremos
Saida: O conjunto de todos os pivos livres gerados a partir de v
Incrementa (vértice u, caminho ¢, conjunto de caminhos C)
1 inicio
C=CUcg;
para cada n € N(u) faga
se dist[n] < 0 entao
dist[n] = dist[u] + 1;
Incrementa (n, ¢ + L(n), C);
Incrementa (n, ¢, C);

| dist[n] = 0;

G_eraCaminhos ()

2 inicio
para cada u € V(G) — v faga
| dist[u] = —1;
dist[v] = 0;
C = 0;
c= L(v);
| Incrementa (v, c, C);

um custo de O(N?) — considerando um grafo com N vértices — , obter todos caminhos
aproximados possui uma complexidade de O(2Y x NV) = O((2N)Y). Essa andlise
pode ser confirmada pelo algoritmo 4, onde sao realizadas duas chamadas recursivas
para cada vértice que é testado no caminho. Uma das chamadas cria caminhos com
a presenca do vértice em teste e a outra sem a ocorréncia dele, caracterizando um
salto. A complexidade desse método ¢ O((2N)N~1), no pior caso. Note que, para
gerarmos todos os caminhos aproximados de um grafo devemos executar o algoritmo
|V (G)| vezes, isto é, devemos alterar o vértice de origem. Dessa forma, a computagao
do conjunto de todos os pivos livres de um grafo G pode ser infactivel mesmo para
grafos com um numero pequeno de vértices. Contudo, podemos extrair, de maneira
polinomial, um subconjunto de pivos limitando o niimero de vértices testados.

O algoritmo 5 apresenta uma alternativa para computagao de um subconjunto de
pivos livres de um grafo G, limitando os parametros v (tamanho dos caminhos) e A
(tamanho dos saltos). Esses valores limites definem os tipos de pivos que serao gerados
a partir de G. Por exemplo, colocando aye: € Apqe iguais a |V(G)|, estamos voltando
ao algoritmo 4, no qual sao extraidos todos os caminhos aproximados iniciados com o

vértice v. Por outro lado, considerando o valor limiar A,,,, igual a 1 obtemos apenas
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Algoritmo 5: Algoritmo para extragao de caminhos aproximados parametri-
zados
Entrada: Um grafo G, um vértice v € V(G) a ser examinado, o tamanho
maximo dos pivos (maez), 0 salto méximo permitido (A,uqz) € 0
tamanho méximo dos caminhos (dist,a.)
Saida: O conjunto de todos os pivos livres gerados a partir de v
Incrementa (vértice u, caminho ¢, conjunto de caminhos C, tamanho do
salto corrente s)

1 inicio
se |c| > amar V S+ 1> A, entao
L retorna;
C=CUcg

para cada n € N(u) faga

se dist[n] < 0 A distu] + 1 < dist ., entao
dist[n] = dist[u] + 1;
Incrementa (n, ¢ + L(n), C, s);
Incrementa (n, ¢, C, s+1);

| dist[n] = 0;

GeraCaminhos ()
2 inicio
para cada u € V(G) —v faca
| dist[u] = —1;
dist[v] = 0;
C = 0;
¢ = L(v);
s =0;
Incrementa (v, ¢, C, s);

caminhos simples. Note que, ao contrario da primeira abordagem, onde a extragao
de pivos inclui todos os vértices e arestas, o algoritmo 5 explora apenas um subgrafo
G, C G. Tal subgrafo, chamado de projecao ou visao de G a partir do vértice de origem
v, € delimitado pelo parametros dist,,., que indica a distancia maxima permitida entre
o vértice de origem e outro vértice qualquer presente na projecao e, consequentemente,
nos pivos. A figura 3.6 mostra trés diferentes projegoes do mesmo grafo G, considerando
como origem os vértices em destaque V2, V6 e V7, respectivamente.

Seja Proj(G) = {G,,, Gy, Gyy...Gy, } 0 conjunto de n projecoes de um grafo G,
dado os vértices {vy, vq,...v, } como origem. O (multi-)conjunto de pivos associados a
projecao a partir de v, G,, é denotado por S(G,). Note que, esse conjunto contém
somente pivos livres que possuem o vértice v como um dos extremos. Logo, o conjunto

total de pivos é definido em funcao do nimero de diferentes projecoes adquiridas de
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(a) Visdo baseada em V2,(b) Visdo baseada em V6,(c) Visdo baseada em V7,
distymar = 3 distyar = 2 di8tes = 1

Figura 3.6: Diferentes visoes de G

G. Se consideramos todos os casos possiveis, terfamos |V (G)| projecoes, onde |V (G)]
é o numero de vértices distintos. Entao, o subconjunto de pivos extraidos de G, S(G)

pode ser definido como :

s@= | 86 (3.19)
GvEProj(G)
A complexidade do algoritmo 5 é da ordem de O((2N)4*'me=) no pior caso, onde

N é o nuamero de vértices em G,,.

3.3 OQutras alternativas

Existem vérios outros kernels propostos para dados estruturados. A seguir, apresenta-

mos o estado da arte com relagao aos métodos kernel de grafos baseados em caminhos.

3.3.1 Kernel baseado em random walks

Existem dois tipos de kernel baseados em random walks: (1) kernel baseados em
produtos de grafos e (2) kernel baseado em margens. Tais métodos buscam decompor os
grafos em caminhamentos (walks) que permitem a repetigao de nodos e arestas e, entao,
os grafos sao comparados considerando o niimero de caminhos que eles compartilham.
Por questao de simplicidade, assumimos, sem perda de generalidade, que todos os grafos
a serem analisados possuem o mesmo tamanho com relagao ao nimero de vértices.

Kernel baseados em produtos de grafos: A ideia central dessa técnica é
contar o numero de caminhos comuns entre os dois grafos envolvidos no cédlculo de
similaridade [Gaertner et al., 2003].
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Definigao 20 (Produto de grafos) Um produto de dois grafos G e H é denotado

por Gy = G x H. O conjunto de vértices e arestas do grafo produto sao dados por:

V(Gx) = {(vi,v))|vi € V(G) Ay € V(H) A L(vs) = L(v5) } (3.20a)

E(Gx) = {((vi, v), (v, v3)|(vi, V) € E(G)A(vy, v}y) € E(H)AL((v7, v5)) = L((vjr, v5))}
(3.20b)

Obviamente, o grafo produto resultante possui O(|V(G)||V(H)|) vértices e

O(|E(G)||E(H)|) arestas e usando-o podemos definir o kernel baseado em random

walks:
V(Gx)| oo
Z D AAL; (3.21)
i,j=1 w=0

onde A, é a matriz de adjacéncia do grafo produto Gy e A\; é um valor real positivo
(A € R) para todo i € N. Note que cada posicao da matriz A} retorna o niimero
de caminhos que existem entre os vértices 7 e j. Assim, a funcao retorna um valor
correspondente a soma ponderada do nimero de sequéncias de rotulos que ocorrem
tanto em G quanto no grafo H. Essa funcgao é considerada um kernel canonico a partir
do qual sao desenvolvidos outras fungoes tais como o kernel exponencial e o kernel
geométrico para grafos. O algoritmo inicialmente proposto possuia uma complexidade
de tempo de O(|V(G«)|?|). Entretanto, usando estruturas de dados avangadas foi
mostrado que é possivel computar em O(|V(Gy)[?|) um kernel particular baseado em
produto de grafos [Vishwanathan et al., 2006].

Kernel baseado em margens: Diferente do kernel baseado em produto de
grafos, essa fungao explora o conceito de cadeias de Markov sobre os grafos a serem
comparados [Kashima et al., 2003]. Cadeias de Markov de primeira ordem sao descritas
por uma matriz T que contém os valores de probabilidade das transigoes entre os
vértices do grafo. Por exemplo, o valor da matriz T;; nos da a probabilidade de ocorrer
uma transicao do vértice ¢+ para o vértice j. Existe ainda um vetor ¢ cujos valores
representam as probabilidades de iniciarmos os caminhos em um determinado vértice.

A forma geral para o kernel baseado margens é:

= > ky(h, W )p(h|G)p(, H) (3.22)

heG
h'eH

onde h e h' sdo caminhamentos aleatdrios (random walks), ks é um kernel es-
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pecifico para sequéncia de rétulos (string) e p(h,G) é a probabilidade de gerarmos o
caminho h a partir de G dado a matriz de transigao (T') e as probabilidades iniciais
(t). O custo de execugao do kernel baseado em margens é de O(N®), onde N é o
nimero de linhas e de colunas das matrizes de probabilidades referentes aos dois grafos

comparados.

3.3.2 Kernel baseado em caminhos simples

Nesse kernel a similaridade é calculada com relagao ao nimero de caminhos simples
compartilhados [Ralaivola et al., 2005]. Todavia, como ja mencionamos, obter todos
os caminhos simples de um grafo é custoso (O(N?), para um grafo com N vértices).
Para contornar esse problema utilizou-se um algoritmo de busca em profundidade (alg.
2) para extrair um subconjunto de caminhos simples : a medida que atingimos um
novo vértice durante a busca, um novo caminho é encontrado e armazenado. Dessa
forma, os caminhos encontrados num grafo G qualquer podem possuir um ntmero de
nodos variando de [1,|V(G)|] °. Foram propostos trés kernels baseados em caminhos
simples: (1) kernel tanimoto, (2) kernel min-max e (3) kernel hibrido. Os dois pri-
meiros sdo similares aos kernels bindrio e multiconjunto (discutidos anteriormente),

respectivamente. Ja o terceiro kernel é dado por:

Bu(G, H) = (2~ Ok(G, H) + (14 6) (G, H)) (3.23)

onde k(G, H) é o kernel tanimoto inverso, isto é, retorna a similaridade baseando
nos caminhos que nao ocorrem nos dois grafos. Podemos dizer que o kernel hibrido (k)
é combinacao de dois kernels que medem o numero de caminhos comuns e o nimero
de caminhos perdidos entre as estruturas comparadas. Note que, colocando # com o
valor —1 temos o kernel tanimoto. Apesar de ser uma ideia interessante, os autores

concluiram que kj, nao consegue resultados superiores aos demais.

3.3.3 Kernel baseado em caminhos minimos

Como o préprio nome ja nos diz, esse kernel explora um subconjunto de caminhos
cujas distancias sdo minimas [Borgwardt & Kriegel, 2005]. Isto é, a similaridade entre
dois grafos é dada pela matriz de distancias minimas entre os vértices do grafo. Assim,
dados dois grafos G e H, criamos duas outras estruturas G’ e H' cujas representagoes

sao derivadas das matrizes de distancia minima de G e H, respectivamente. O kernel

5Nos experimentos apresentados pelos autores, os caminhos simples possuem até 10 vértices.
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de caminhos minimos é definido como:

ko (G H) = > > kie,e) (3.24)

e€cE(G") e/cE(H")

onde k! é um kernel sobre arestas que retorna 1 se e e €’ existem em ambos grafos, G’ e
H'. Podemos definir um kernel k2, alternativo & kL que retorna o valor 1 se e somente
os pesos das arestas e e €' forem idénticos. O custo computacional dessa funcao é de

O(N*%), onde N? é o niimero mdximo de arestas de cada grafo G’ e H'.

3.4 Discussao

Como foi visto, varios métodos kernel voltados para dados estruturados foram propos-
tos. As abordagens apresentadas nessa secao exploram, de alguma maneira, caminhos
sobre os grafos. Além do custo elevado de processamento, tais métodos possuem outras
limitagoes. Por exemplo, as técnicas baseadas em random walks (kernels baseados em
produto de grafos e os kernels baseado em margens) possuem duas limitagdes princi-
pais. Primeiro, os caminhamentos sobre o grafo, que sao aleatérios, podem pertencer a
uma mesma regiao da topologia, ou seja, nao temos garantia de cobrir toda a estrutura
e caminhos. Ja o segundo problema tem relagao com o fator A presente nas fungoes
kernel que atribuem pesos menores aos caminhos mais longos. Isso faz com que os
caminhos menores dominem o valor de similaridade entre dois grafos. As técnicas ba-
seadas em caminhos simples e caminhos minimos, por sua vez, sao kernels que buscam
apenas relacoes diretas entre os vértices de um grafo, ou seja, apresentam limitacoes
quanto a flexibilidade dos padroes extraidos das estruturas.

Existem ainda outras fungoes como o kernel baseado em arvores e o kernel base-
ado em ciclos [Ramon & Gaertner, 2003; Horvath et al., 2004]. Tais métodos represen-
tam os grafos através de subestruturas no formato de arvores e ciclos, respectivamente.
Ambos kernels podem possuir uma complexidade até mesmo maior do que as técni-
cas descritas anteriormente, sendo que o kernel baseado em ciclos tem sua aplicagao
voltada para cenarios especificos. De fato, em banco de dados quimicos os ciclos sao
bastante importantes para analise das func¢oes moleculares.

Apesar do alto custo computacional das funcoes kernel, muitas vezes o dominio de
aplicacao fornece grafos pequenos tornando viavel o calculo de similaridade entre dois
grafos quaisquer. Podemos, por exemplo, indexar os grafos através dos caminhos que os
compoem e realizar as tarefas de intersecao e uniao facilmente. Todavia, considerando

grandes bases de dados (um grande conjunto de grafos), essa estrutura de indice pode
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consumir muito espaco em disco, seja pelo grande numero grafos, seja pelo grande
numero de caminhos distintos.

Apresentamos na préxima secao, um método de hashing capaz de sumarizar o
conjunto de subestruturas de um dado grafo num vetor (assinatura) de tamanho n. Po-
demos, entao, selecionar um tamanho tao pequeno quanto desejado a ponto de analisar
todas as assinaturas em memoaria principal. O valor de similaridade entre os grafos é

calculado através de suas assinaturas e possui garantias estatisticas de aproximacao.






Capitulo 4

Assinatura de grafos via hashing

Sabendo que o nimero de pivos extraidos de um grafo por nossa fungao de transfor-
magao é potencialmente (2N)V~! (N é o ntimero de vértices do grafo), os cdlculos de
intersecao e uniao que sao necessarios para a comparacao entre os grafos podem exigir
um alto poder de processamento. Ainda nesse cendario, a quantidade memoria prin-
cipal pode ser insuficiente para armazenar os dados, o que reduz consideravelmente o

desempenho das aplicacoes.

—> Estruturas > Transformagao

Assinatura

A

Similaridade

Figura 4.1: Fase para geracao das assinaturas

Nessa parte do trabalho, utilizamos funcoes de assinatura para alcancar eficiéncia
durante a analise de similaridade entre os grafos. As funcoes de assinatura convertem o
(multi-)conjunto de pivos em uma quantidade fixa de informagao. Podemos pensar nas
fungbes de assinatura como um operador de sumarizagao (fingerprint) sobre os grafos.
A ideia é produzir assinaturas que sao pequenas suficiente para serem colocadas em me-
moria principal e, mais importante, que o valor de similaridade entre duas assinaturas

seja 0 mesmo (ou mais préximo possivel), considerando a similaridade dos conjuntos de
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pivos dos grafos correspondentes (Eq. 3.17). A figura 4.1 destaca a fase de assinatura
no diagrama de execucao do nosso método. Tal fase, descrita nesse capitulo, converte
os conjuntos de pivos em assinaturas, que podem ser alocadas em memoria principal.

A ideia chave da funcao de assinatura é um esquema de hashing. Hashing é uma
operacao fundamental, em varios dominios, tais como sistemas de banco de dados,
mineragao de dados, visao computacional e ciéncia de redes. Tal estratégia mapeia
conteudos de informacao — geralmente grandes e de varidveis magnitudes — em da-
dos pequenos e de tamanho fixo aplicando-se fungoes hash. Hashing é largamente
usado como ferramenta para altear a eficiéncia de pesquisas, por exemplo, buscar por
itens especificos num banco de dados [Agrawal et al., 2002], detectar registros duplica-
dos [Elmagarmid et al., 2007; Ke et al., 2004], e também localizar dados relacionados
a um outro previamente conhecido [Buehrer & Chellapilla, 2008]. Neste trabalho, ado-
tamos o método Min-hash para geracao das assinaturas dos grafos. Através desse
método, conseguimos estimar a similaridade de Jaccard entre conjuntos.

E importante ressaltar que o emprego de assinaturas no contexto de gra-
fos e dados (semi-)estruturados é explorado em trabalhos encontrados na litera-
tura [Ralaivola et al., 2005; Tatikonda & Parthasarathy, 2010], como sera discutido na
secao 4.2. Contudo, ainda nao existem pesquisas dedicadas ao estudo de assinaturas
baseadas em Min-hash aplicadas a grafos. A seguir, discutimos a abordagem Min-hash

além de outras alternativas para sumarizacao de conjuntos.

4.1 O método Min-hash

Existem variadas formas de se obter assinaturas de conjuntos, sendo uma delas a técnica
Min-hash [Cohen, 1997; Broder et al., 1998; Cohen et al., 2001]. Existem duas razoes
principais para a escolha desse técnica: (1) Min-hash vem sendo empregada com éxito
em diversos contextos!, (2) possui garantias teéricas de qualidade e (3) pode ser usada
para obter um valor aproximado para a similaridade de Jaccard entre conjuntos.

A funcao das assinaturas é estimar a similaridade entre conjuntos de forma precisa
e eficaz. Em outras palavras, dois conjuntos sao parecidos se, e somente se, suas res-
pectivas assinaturas forem também similares. Podemos, entao, estimar a similaridade

de dois grafos (entre os conjuntos de pivos) através de suas assinaturas:

| _IS@NS@)] _ [sig(@) N sigD)
(G 1) = (5@ US|~ Tsig@) Usig(D)| 1)

!'Mineracdo de padroes frequentes e similaridade de &rvores sdo alguns desses contex-
tos [Cohen et al., 2001; Tatikonda & Parthasarathy, 2010].
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Uma grande vantagem das assinaturas ¢ que podemos manté-las em memoria
principal e realizar operacoes de comparacao de forma eficiente, pois elas possuem um
tamanho significativamente menor do que o conjunto original de elementos. A seguir
descrevemos o processo de geracao dessas assinaturas e mostramos que as estimativas
dadas por esse método sao coerentes, ou seja, possuem poucos casos falso-positivos e

falso-negativos.

4.1.1 Comparacao eficiente entre grafos

Dado um grafo G, primeiro extraimos o (multi-)conjunto de pivos S(G) de acordo com
a se¢ao anterior. Construimos entao uma assinatura para G, sig(G), usando Min-hash.

Para isso, realizamos um hash de cada pivo p € S(G) usando a seguinte funcao hash:

ph(p) = ay - v1 + as - vo + ...ax, - vi(mod P) (4.2)

onde p é o pivo livre de tamanho k, vy, v, ...vx € L(G), P é um nidmero primo grande,
eay,as,...ay € Lp. E importante ressaltar que os réotulos sao usados na equacao acima,
portanto, transformamos réotulos alfanuméricos para ntimeros. Essa funcao hash é su-
ficientemente aleatdria e nos retorna uma baixa probabilidade de colisao [Gionis et al.,
1999]. Concluindo, convertemos cada subestrutura pivo a um nimero entre 0 e P — 1

transformando o conjunto de pivos, S(G), em um conjunto de valores inteiros, I¢.

A ideia fundamental no esquema de Min-hash é permutar aleatoriamente o uni-
verso de inteiros (em nosso caso, valores entre 0 e P — 1) e o valor de hash de um
conjunto de inteiros I (h(I)) é definido pelo primeiro valor da permutagao que esteja
presente em I. Em outras palavras, o indice do primeiro inteiro retornado pela per-
mutagao m; e que estd presente em I é produzido como seu valor de Min-Hash h;(I).
Assim, temos que a probabilidade de dois conjuntos de pivos produzirem o mesmo
valor de hash é igual a similaridade de Jaccard desses conjuntos[Broder et al., 1998;
Cohen et al., 2001]:

N

Prin(l) = K(I'] = sim(I,I') = 757

(4.3)

Note que, por ser probabilistico, podemos ter casos falso-positivos e falso-
negativos. Entretanto, esses casos podem ser eliminados repetindo o processo k vezes,

resultando em k-Min-Hashes:

sig(@) = {hi(Ig) = min (m(p)}, 1 < i <k (4.4)

Vpelg
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onde 7; sao funcoes de permutacao aleatérias sobre o universo de inteiros. Para uni-
versos de tamanho grande, a construcao explicita dessas permutacoes podem ter um
custo computacional elevado. Contudo, quando o universo em questao possui elemen-
tos da forma {0, 1,2,...P — 1} podemos considerar uma familia de fun¢oes permutacao
da forma [Broder et al., 1998]:

mi(x) = a; - x + b;(mod M)

onde a; € Z3;, b; € Zyr € M é um nimero primo que nao é menor que o tamanho do
universo de inteiros, logo, M > P. O valor de similaridade entre dois grafos G e H

pode, entao, ser estimado utilizando suas respectivas assinaturas:

_ Hill<i<k A hi(lg) = hi(Ig)}|

sim(G, H) = sim(sig(G), sig(H)) 2

(4.5)

Em outras palavras, a similaridade entre as assinaturas é estimado pelo nimero
de hashes comuns entre os conjuntos de inteiros, Ig e Iy. Mostraremos agora que,
apesar de ser uma solugao aproximada, a técnica de Min-hash nos da garantias sobre
sua efetividade. Seja s um limiar para dizermos que dois grafos possuem um alto
grau de similaridade, ou seja, se sim(G, H)) > s, entdo, G e H sao muito parecidos.
Considere, ainda, uma constante ¢ como limite inferior de s. Podemos concluir que
os casos de falso-positivos e falso-negativos sao infrequentes quando usamos a funcao
sim(sig(G), sig(H))) através do seguinte lema [Charikar, 2002]:

Lema 2 Seja 0 < A < 1, u > 0 ek > 2\ 2c ogu™'. Entdo, dado dois grafos

quaisquer, G e H, temos duas propriedades :

1. Se sim(G,H) > s > ¢, entao, sim(sig(G), sig(H)) > (1 — X)s com probabilidade

minima de 1 — p;

2. Se sim(G,H) < ¢, entao, sim(sig(G),sig(H)) < (1 — A)e com probabilidade

minima de 1 — p.

O lema 2 nos diz que, considerando um valor k (tamanho das assinaturas) su-
ficientemente grande, se o valor da similaridade entre os conjuntos de subestruturas
de dois grafos é alto (sim(G, H) > s), entao, esses conjuntos terao uma grande fragao
de valores Min-hash idénticos. Da mesma forma, se o valor de similaridade for baixo

(sim(G, H) < ¢), entdo, apenas uma pequena fragdo das assinaturas serd idéntica.
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Note que a estimativa dada pela equacao 4.5 esta ligada a funcao kernel ky;,
(descrita pela equagao 3.16a). Entretanto, assim como o conjunto de pivos, S(G),
o conjunto de inteiros, I5, também pode possuir valores repetidos. Podemos, entao,
armazenar o valor de multiplicidade do valores de hash, h;(+), para calcular as operagoes
intersecao e uniao das assinaturas usando o conceito de multiconjunto, retornando assim

uma estimativa para a funcao kernel k,,s;:

Z min(|h;(Ia)|, |hi(Ig)|)
1<i<k

sim(G, H) = sim(sig(G), sig(H)) = Z ST (4.6)

1<i<k

Algoritmo 6: Algoritmo para geracao de assinatura

Entrada: Um conjunto de subestruturas S(G) de um grafo G
Saida: Uma assinatura para um grafo G
GeraAssinatura ()
1 inicio
para cada 1 € 1,2,...k faga
| ass[i] = oo;
para cada c € S(G) faga
para cada 1 € 1,2, ...k faca
se ass[i| > h;(Int(c)) entao
L | ass[i] = hi(Int(c));

retorna ass;

O algoritmo 6 descreve o método para geracao das assinaturas dado um grafo G
qualquer. A funcdo Int mapeia uma subestrutura num valor inteiro como mostrado
pela equacao 4.2. Assim, primeiro convertemos as subestruturas em um conjunto de
numeros inteiros (Ig) e, depois, aplicamos cada fungao h; sobre Ig e capturamos os
valores minimos de hash formando a assinatura. Considerando o algoritmo 5 para
extragao dos pivos, temos, no pior caso, |Ig| = O((2N)%me=). Logo, estabelecendo
k fungoes hash, temos uma complexidade de tempo de O(k(2N)%me=) no pior caso.
Quanto a questao de espaco utilizado, é facil perceber que podemos manter n assi-
naturas em meméria principal por um custo de O(nk) de espago. Visto que k é um
valor usualmente pequeno (entre 16 e 1024), podemos computar em meméria principal
diversos algoritmos baseados na operacao de comparacao entre grafos. Obviamente, a
ideia é manter a assinatura dos grafos como um metadado sem a necessidade de proces-

samento futuro. Ao chegar novas estruturas na base, podemos gerar suas assinaturas
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simplesmente conhecendo os valores primos das fungoes hash utilizados anteriormente.

4.2 QOutros algoritmos

As préximas secoes discutem outros algoritmos de hashing utilizados para sumarizar
dados. Esses algoritmos podem ser também aplicados sobre o conjuntos de pivos,

porém, a técnica de Min-hash foi selecionada por motivos ja citados.

4.2.1 Assinatura binaria simples

Talvez, a forma mais facil de gerarmos uma assinatura é explorando uma técnica que
chamamos de assinatura simples [Ralaivola et al., 2005]. De forma similar ao nosso

trabalho, convertemos cada estrutura em um inteiro, através de uma funcao hash:

ph(s) = Int(s)(mod P) (4.7)

onde s é uma estrutura, Int é uma fun¢ao que retorna um valor inteiro (Z) sobre s e P
¢ um numero primo. Feito isso, podemos representar um grafo qualquer G' através de
um conjunto de inteiros, I. Define-se, entao, uma fungdo m : Z — {1,2,...,1}, onde [
é o tamanho das assinaturas a serem geradas. Aplicamos a fungao m sobre cada valor
em I e estabelecemos o valor 1 as posigoes retornadas pela m(-). Uma vez que uma
posicao da assinatura é atingida por m, ela nao pode ser mais alterada.

Uma funcao m intuitiva e simples é aplicar o médulo [ sobre os valores de hash.
Por outro lado, podemos ainda definir um conjunto de fungoes m; (usualmente, 1 <
i < 4) e, assim, cada valor presente no conjunto I é responsavel por determinar o
valor de mais de uma posicao na assinatura de G. A complexidade tempo dessa funcao
¢ O(i * |Ig|) ou O(i * (2N)V~1), assumindo um total de (2N)V~! estruturas e hash
perfeito sobre elas. Note que, se garantirmos que as fungoes m sao uniformes, temos a
técnica de filtro bloom (bloom filter) [Kirsch & Mitzenmacher, 2006].

4.2.2 Locality sensitive hashing

Locality sensitive hashing (LSH) constitui uma familia de métodos baseados em fungoes
hash. LSH’s tém sido usadas em dois contextos relacionados: (1) busca por vizinhos
préximos, onde dois objetos possuem o mesmo valor de hash se eles estao proximos no
espago de caracteristicas e (2) comparacao de objetos, onde as probabilidades de colisao
sao usadas para estimar o valor de similaridade entre os dados [Indyk & Motwani, 1998;

Charikar, 2002]. Estamos interessados no segundo caso.
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Definigao 21 (Locality sensitive hashing - LSH) A estratégia LSH é dada por

uma familia F de funcdoes hash aplicadas sobre objetos de um dominio X tal que:
Pries[h(z) = h(z")] = sim(x,2) (4.8)
onde x,’ € X eh € 5.

A estratégia LSH é descrita pela definigao 21. De fato, podemos concluir que o
método Min-hash anteriormente apresentado é um caso particular de LSH correspon-
dente & similaridade de Jaccard. E possivel estimar outras medidas de similaridade
como, por exemplo, distancia de cosseno (sim(x,2') = 272’, onde x e 2’ sdao vetores),
usualmente aplicadas para anélise de documentos, ou distancia EMD (earth mover
distance), comum nas dreas de computagao grafica e visdo computacional) [Charikar,
2002].

Lema 3 Se uma funcao de similaridade qualquer sim(x,z’) pode ser estimada por
uma familia de funcoes LSH (definicao 21), entdo a fung¢ao de distancia dada por

sim/(z,x') = 1 — sim(x,2') satisfaz a desigualdade triangular.

Contudo, nem todas as métricas de distancia ou similaridade admitem o uso de
fungoes LSH. Para que isso seja possivel, a métrica deve respeitar o lema 3 [Charikar,

2002]. O método Min-hash claramente segue esse lema.

4.3 Discussao

Embora a ideia de hashing seja antiga — mais de 50 anos atras — hashing de con-
juntos de tamanhos varidveis é um toépico recente de pesquisa. Métodos de hashing
tém sido usados com sucesso em diferentes cenarios tais como agrupamento de pa-
ginas Web, mineragao de padroes em documentos, comparacao de sequéncias e ar-
vores e andlise de objetos geométricos e imagens [Broder et al., 1997; Cohen et al.,
2001; Aho et al., 1996; Tatikonda & Parthasarathy, 2010; Wolfson & Rigoutsos, 1997;
Kulis & Grauman, 2009]. Infelizmente, pouco esforgo foi realizado em consideragao
a hashing em dados estruturados — principalmente grafos — o que ainda nao é bem
entendido na comunidade cientifica.

Nesse trabalho, propomos o uso das técnicas de hashing, em particular, a técnica
Min-hash, para calcular a similaridade de grafos de forma eficiente. Min-hash pertence
a familia de algoritmos locality sensitive hashing. Elas podem estimar a similaridade

entre conjuntos de dados para diferentes métricas como, por exemplo, a similaridade
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de Jaccard e cosseno. Uma vantagem dessas técnicas em relacao as abordagens mais
simples € o processo de estimativar a similaridade entre os dados a partir das assinaturas
possui uma teoria sélida, que garante uma aproximacao minima com relacao a solucao

Stima.



Capitulo 5

Avaliacao experimental

Neste capitulo, apresentamos um conjunto de avaliagoes empiricas, onde medimos a
eficiéncia e eficdcia dos diferentes operadores de transformagao (algoritmo para extra-
¢ao dos pivos) propostos. Tais operadores exploram as subestruturas definidas como
caminhos minimos (capitulo 3). Além disso, investigamos as funcoes de assinatura

baseadas em esquemas hashing (capitulo 4).

Iniciamos nosso estudo experimental mostrando a eficacia das assinaturas para
estimar o valor de similaridade entre os conjuntos de pivos dos grafos a serem com-
parados. Para isso, medimos os valores das fungoes kernel utilizando os conjuntos de
pivos diretamente e comparamos com os valores aproximados dados pelas assinaturas
(foram examinadas as similaridades dos grafos da base de dados entre si). De fato,
o coeficiente de Pearson nos indica que esses dois conjuntos de valores sao altamente
correlacionados [Weiss, 2005]. Posteriormente, aplicamos nosso algoritmo sobre dois
problemas bem conhecidos : (1) recuperagao de grafos similares e (2) classificagao de
grafos. No primeiro caso, avaliamos o desempenho das fungoes de similaridade pro-
postas na recuperacao de grafos similares e mostramos que, em geral, nossa estratégia
retorna o grafo alvo nas primeiras posicoes do ranking de similaridade. Ja no segundo,
testamos nosso método em cenarios reais para classificagao automatica de grafos, isto
é, as estruturas sao organizadas, com base nos relacionamentos dos vértices, em cate-
gorias definidas por especialistas. Verificamos que nossa abordagem atinge resultados
superiores (de 1% até 7% de ganho de acurdcia) as técnicas de classificacao encontradas

na literatura.

49
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Parametro | Descricao

diSt ez Profundidade méxima das projegoes obtidas de um grafo
A Salto maximo permitido nos caminhos aproximados

k Tamanho do vetor assinatura de um grafo

c Porcentagem de alteragao sobre o grafo original

Tabela 5.1: Parametros avaliados

5.1 Metodologia

Nesta secao, descrevemos a metodologia utilizado para geracao dos resultados e avali-

acao dos resultados.

5.1.1 Algoritmos e parametros

Os algoritmos estudados nesse capitulo sao: (1) o algoritmo para extragao dos pivos
dos grafos e (2) o algoritmo para geracao das assinaturas. Nosso interesse é avaliar o
impacto dos parametros nesses dois casos e suas relagoes com os valores de similaridade
dos grafos provindos de diversos cenarios. Tais técnicas estao descritas nos capitulos 3
e 4, respectivamente. Ja os parametros e as bases de dados testados sao discutidos a

seguir.

Os parametros dos algoritmos investigados estao descritos na tabela 5.1. Como
podemos perceber, dist,,.. e A sao parametros que pertencem ao algoritmo de extragao
de pivos, enquanto, k esta ligado ao algoritmo de geracao de assinatura. O parametro c
sera empregado nos experimentos com relacao a recuperacao de grafos similares. Esse
parametro é usado para definir a porcentagem de alteracoes realizadas nos grafos e
sera, devidamente detalhado quando necessario. Note que atribuindo o valor zero ao
parametro A, temos o método kernel baseado em caminhos simples [Ralaivola et al.,

2005] que sera usado como baseline.

E importante ressaltar que as configuragoes de parametros avaliadas foram exe-
cutadas cincos vezes para aumentar a confiabilidade dos resultados. Além disso, utili-
zamos métodos de validacao estatistica (test-t), quando necessério, para demonstrar a
superioridade ou inferioridade das abordagens (principalmente no contexto de classifi-

cacao de grafos).
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5.1.2 Base de dados

Ao todo, foram usadas quatro bases de dados reais em nossos testes. A seguir, des-
crevemos de forma sucinta cada uma delas. A tabela 5.2 contém um sumario das

caracteristicas principais de cada um das bases de dados.

e Mutag : Essa base de dados contém, originalmente, 230 compostos quimicos
aromaticos e heterométicos [Debnath et al., 1992]. Esses compostos foram testa-
dos sobre a bactéria Salmonella typhimurium, e foram catalogados casos positivos
e negativos de mutagenicidade. A tarefa de classificacao é inferir se uma dada
molécula exerce ou nao um efeito mutagéenico. Para isso, foram selecionados 188
compostos (125 casos positivos e 63 negativos) que sao considerados adequados
para a tarefa e aprendizado [Debnath et al., 1992]. Cada molécula é representada
como um grafo, onde os vértices sao atomos e as arestas representam interagoes

entre eles.

e PTC : O conjunto de grafos PTC (Predictive Toxicology Challenge) reporta
a carcinogenicidade de centenas de compostos quimicos em ratos e camundon-
gos [Helma et al., 2001]. Temos quatro bases de dados desse tipo : Camundongos
Machos (CM), Camundongos Fémeas (CF), Ratos Machos (RM) e Ratos Fémeas
(RF). A tarefa de classificagao se resume em predizer se um dado composto pro-
voca um efeito carcinogénico, ou seja, temos uma classificagao binaria para cada
tipo de base. A representacao de moléculas através de grafos é similar a base de
dados Mutag.

e PTE : A base de dados PTE! ( Predictive Tozicology Evaluation) é constituida de
340 compostos quimicos classificados, de maneira similar a PTC, como carcino-
génico ou nao [Srinivasan et al., 1997; Kuramochi & Karypis, 2001]. Novamente,

os testes foram aplicados em roedores.

e NCI-CA : Tais dados, disponibilizados pelo Instituto Nacional do Cancer dos
Estados Unidos (National Cancer Institute - NCI), testam a a¢ao de, aproxima-
damente, 40.000 compostos quimicos contra o virus HIV. Os compostos sao entao
divididos de acordo com suas capacidades anti-HIV, assim, a tarefa de classifica-
¢cao € prever se as moléculas inibem ou nao a expansao do virus. Existem trés
categorias: (CA) comprovados ativos, (CM) comprovados moderadamente ativos
e (CI) comprovados inativos. Neste trabalho, consideramos apenas a primeira

categoria.

thttp:/ /www.comlab.ox.ac.uk/activities /machinelearning/PTE/
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bases #grafos | # médio de nés | # médio de arestas | #rotulos
Mutag 188 17,93 19,79 7
PTE 340 27,02 27,40 66
CM 336 25,03 25,39 21

CF 349 25,25 25,62 19

PTC RM 344 25,56 25,96 19
RF 351 26,08 26,53 20
NCI-CA 422 39,60 42.30 21
MCEF-7 2294 60.00 63.00 27
MOLT-4 3140 57.00 60.00 34
OVCAR-8 2079 62.00 64.00 33

Tabela 5.2: Sumadrio das caracteristicas das bases de dados

e MCF-7, MOLT-4, OVCAR-8 : O projeto PubChem? disponibilizou estas
bases de dados formadas por compostos quimicos ativos em testes com células

cancerigenas (cancér de mama, leucemia e cancér de ovério, respectivamente).

5.2 Efetividade das assinaturas

O intuito do uso das assinaturas é reduzir o tempo de execucao de comparacao entre os
grafos. Contudo, é importante que o valor de similaridade retornado pelas assinaturas
esteja de acordo com o valor obtido através dos conjuntos de subestruturas ou pivos.

Para mostrar que nosso método de assinatura é eficaz, avaliaremos a dependéncia
entre as similaridades 6timas — obtidas diretamente dos conjuntos de pivos pelas funcoes
kernel — e aproximadas — obtidas pelo método de hashing. Podemos dizer que as
assinaturas conseguem substituir satisfatoriamente os conjuntos de subestruturas no
processo de comparacao de grafos se os valores de correlagao entre as similaridades,
6tima e aproximada, forem relevantes®.

Nesta parte do trabalho, utilizamos as bases de dados PTE e NCI-CA. As figu-
ras 5.1 e 5.2 mostram graficos de dispersao que contrastam os valores de similaridades
6timas (eixo X) e os valores estimados pelas assinaturas (eixo Y'). Note que os pontos
tendem a formar uma reta crescente, evidenciando dependéncia entre as variaveis. Per-
cebemos, ainda, que as assinaturas estimam melhor os valores retornados pelo kernel
bindrio (figs. 5.1a e 5.1b) do que os resultados obtidos pelo kernel multiconjunto (figs.

5.2a e 5.2b), pois os pontos do primeiro estao mais concentrados na diagonal do grafico.

2http://pubchem.ncbi.nlm.nih.gov
30 conceito de relevancia nesse cenario depende do método de correlacao utilizado.
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Acreditamos que a razao para tal fato é que os multiconjuntos sao frequentemente mai-
ores do que os conjuntos simples (utilizados pelo kernel binario), sendo, portanto, mais
dificeis de estimar. Tal fato pode ser facilmente contornado aumentando o tamanho das

assinaturas. Os parametros utilizados para gerar esses resultados foram dist,,., = 10,

A=0ek=128 (tab. 5.1).
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Figura 5.2: Comparacao entre os valores de similaridade utilizando kernel multicon-
junto

Existem outras técnicas usadas para mensurar relacionamentos estatisticos entre
duas ou mais variaveis independentes ou valores observados. Nesse contexto, uma abor-
dagem comumente empregada é o coeficiente de correlacao de Pearson. Tal coeficiente
captura relacionamentos lineares (se houverem) entre duas varidveis quaisquer. Pear-

son retorna um valor entre [—1,1]: Um valor préximo das extremidades (1 ou -1) nos
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Correlacao | Negativa | Positiva
Nenhuma | -0,09 a 0,0 | 0,0 a 0,09
Pequena -0,3a-0,1 | 0,1a0,3
Média -0,5a-0,3 | 0,3a0,5
Alta -1,0a-05| 05a1,0

Tabela 5.3: Categorias para os valores de correlacao de Pearson

diz que existe uma alta correlacao entre as fungoes e um valor préximo de zero indica
que as variaveis sao independentes. A tabela 5.3 apresenta uma categorizacao para os
diferentes valores de Pearson [Weiss, 2005]. As figuras 5.3 e 5.4 mostram valores de
Pearson para as bases PTE e NCI-CA, considerando os kernels binario e multicon-
junto, respectivamente. O tamanho das assinaturas (k) e o tamanho dos saltos dentro

das subestruturas (A) foram variados, fixando o parametro dist, ., em 10.

1 . ‘ 1 ; ‘
- ' . "
0.95 i g 0.95 | W ]
S o9 * 1 S o9 f f
2 4]
3 ®
S o085 1 g o085t 1
3 RS
e 08} 1 e 08| 1
c c
3 075 ¢ 1 S 075t 1
g g
O 0.7 - 1 A=2 O 0.7 r 1 A=2
s e
0.65 |- 1 =4 0.65 - 1 =4
A=6 A=6
0.6 . . . . . . . A=8--= 0.6 . . . . . . . A=8--=
0 20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140

Tamanho das assinaturas

(b) NCI-CA

Tamanho das assinaturas

(a) PTE

Figura 5.3: Valores de Pearson utilizando kernel binario

Considerando a classificacao apresentada pela tabela 5.3 e as figuras 5.3 e 5.4,
podemos afirmar que existe uma correlagao alta e positiva entre os valores de similari-
dade dados pelos conjuntos de pivos e pelas assinaturas. Além disso, observamos que o
coeficiente de Pearson é sempre maior do que 0, 5, independentemente do tamanho das
assinaturas (k) e dos saltos permitidos (A). Comparados ao kernel multiconjunto, os
coeficientes obtidos pelo kernel binario foram superiores nas duas bases avaliadas — em
geral, com uma diferenga acima de 0, 10. Acreditamos que essa diferenca é dada em ra-
zao dos tamanhos dos conjuntos, isto é, quando temos um nimero maior de elementos,
como no caso de multiconjuntos, a estimativa pode perder precisao com assinaturas
de tamanho pequeno. Note ainda que os valores de Pearson aumentam a medida que

elevamos o tamanho das assinaturas. Por exemplo, na figura 5.3a o coeficiente aumenta
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Figura 5.4: Valores de Pearson utilizando kernel multiconjunto

cerca de 0,05 quando passamos o tamanho das assinaturas de 16 para 128 dimensoes.
Essa diferenga chega a 0,15 (para A = 4) na figura 5.4b, evidenciando a importancia
do tamanho das assinaturas na qualidade da aproximacao.

Com base nos resultados apresentados, concluimos que as assinaturas conseguem
estimar de maneira satisfatoria e com pouca perda de informacao a similaridade entre
conjuntos e multiconjuntos de subestruturas. Podemos, entao, utilizar as assinaturas

como uma alternativa eficiente para comparacao de grafos.

5.3 Aplicacoes

Nesta segao, aplicamos nosso algoritmo em dois cendrios: (1) recuperagao de grafos
similares e (2) classificacao de grafos. Os resultados revelam que a abordagem proposta

pode ser utilizada com sucesso nesses dois casos.

5.3.1 Recuperacao de grafos similares

Aqui, pretendemos verificar empiricamente a capacidade de nosso método de recuperar
grafos similares a uma estrutura dada como consulta. O experimento realizado foi
feito da seguinte forma: para cada grafo G da base de dados, criamos uma réplica
G' do mesmo, e inserimos no conjunto de grafos. Feito isso, calculamos a distancia
entre o grafo GG e toda a base de dados, incluindo G’, e realizamos uma ordenagao
decrescente entre os valores de similaridades calculados. Logicamente, esperamos que
o maior valor de similaridade encontrado seja entre G e G/, ou seja, esperamos que G’

esteja nas primeiras posicoes do nosso ranking.
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A ideia é estudar o impacto de pequenas mudancas na precisao do método e ainda
comprovar a recuperagao de grafos similares. Com isso, criamos um parametro ¢ que
indica a porcentagem de alteragao de G’ em relagao ao grafo original. Tal parametro
assumiu os valores 0% (grafo idéntico ao original), 1%, 3% e 5%, através da remocao
de arestas ou substituicao de réotulos. Por exemplo, dados um grafo para consulta G e
o parametro c igual a 3%, temos que G’ possui 97% das arestas do grafo original G. No
caso da substituicao de rétulos, teriamos que G’ com (100 —¢)% dos rétulos originais de
G, sendo o restante alterado. A escolha das arestas a serem removidas e dos rotulos a
serem substituidos sao feitos de forma aleatéria. Além disso, as configuracoes avaliadas

possuem projegoes com tamanho méaximo igual a 10 (dist,q, = 10).
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Figura 5.5: Recuperacao de grafos idénticos com kernel binario

A figura 5.5 apresenta as curvas de precisao acumuladas na recuperagao de grafos
idénticos (¢ = 0) empregando o kernel bindrio nas bases PTE e NCI-CA. Em outras
palavras, comparamos o grafo de consulta e todos os outros grafos da base de dados

(incluindo o préprio grafo de consulta) e os ordenamos pelo valor de similaridade. A
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precisao retornada pelo método reflete o niimero de grafos que possuem uma similari-
dade maior ou igual a similaridade do grafo alvo — que é idéntico ao grafo de consulta
nesse experimento. Os gréaficos 5.5a e 5.5¢ foram obtidos examinando os conjuntos de
pivos diretamente para o cédlculo da funcao de similaridade, ao contrario das figuras

5.5b e 5.5d que utilizam as assinaturas.

Observe que na base de dados PTE, os resultados sao bastante satisfatorios.
Temos uma recuperagao de 98% dos grafos idénticos (fig. 5.5a) na primeira posigao do
ranking, sendo que todos os grafos foram recuperados dentre as dez primeiras posigoes.
Ja na base NCI-CA (fig. 5.5¢), a precisao do método aumenta de aproximadamente
60% para 98%, analisando dez posicoes do ranking. As figuras 5.5b e 5.5¢ reportam
testes semelhantes utilizando as bases PTE e NCI-CA, respectivamente. Porém, neste
ultimo usamos as assinaturas no calculo de similaridade. Como podemos perceber, os
valores obtidos sao bem proximos dos resultados descritos anteriormente, comprovando

a efetividade das assinaturas.
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Figura 5.6: Recuperacao de grafos idénticos com kernel multiconjunto
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A figura 5.6 mostra os valores de precisao acumulada obtidos na recuperacao de
grafos idénticos considerando o kernel multiconjunto. Intuitivamente esperamos que
explorar a multiplicidade dos pivos nos conjuntos ird auxiliar a funcao de comparacao
a distinguir melhor os grafos. De fato, o kernel multiconjunto melhorou a precisao da
base NCI-CA em cerca de 25% jé na primeira posigao do ranking (fig. 5.6¢), chegando
a 87% (fig. 5.6d). Na base PTE (figs. 5.6a e 5.6b), ndo tivemos grandes alteracoes
dado que a precisao do método ja era perto de 6tima, mesmo empregando o kernel
binario.

A seguir, estudamos o impacto causado pelas operacgoes de remocao de arestas
e substituicao de rétulos na recuperacao de grafos similares. Visto que as curvas de
precisao obtidas com as assinaturas se aproximam das curvas originais ou exatas, apenas

as figuras relacionadas ao segundo caso serao discutidas nas proximas secoes.

5.3.1.1 Remocado de arestas

Aqui, avaliamos o impacto causado pela remocao de arestas nos grafos na recuperacao
de grafos similares. O parametro ¢ é variado nos valores de 1, 3 e 5, enquanto, A é
alternado na escala de [0,8].

A figura 5.7 mostra os resultados obtidos empregando o kernel binario nas bases
PTE e NCI-CA. Observe que a remocao de 1% das arestas dos grafos nao causou
mudancas significativas nas curvas de precisao. Nesta configuragao, mantivemos uma
recuperacao de 98% dos grafos alvo (fig. 5.7a) na primeira posi¢do posi¢ao do ranking.
Todavia, apds a remocao de 5% das arestas dos grafos (fig. 5.7e) temos um decréscimo
desse valor, chegando a 87%. Em geral, todos os grafos foram recuperados dentre as
dez primeiras posicoes do ranking independente dos valores dos parametros c e A.

Considerando a base de dados NCI-CA, verificamos que a precisao do método
com ¢ = 1 (fig. 5.7b) foi cerca de 60% e 90% examinando a primeira e as dez primeiras
posicoes do ranking, respectivamente. Esses valores sao reduzidos de maneira signifi-
cativa a medida que removemos arestas. Por exemplo, para ¢ = 5% (fig. 5.7f) temos
uma precisao de 30% na primeira posicao do ranking e, aproximadamente, 70% nas
dez primeiras posigoes. Tal fato pode ser explicado por duas razoes: (1) proporcional-
mente foi removido um nimero maior de arestas desses grafos, visto que eles possuem
mais arestas (tabela 5.2) e (2) os grafos dessa base de dados compartilham um grande
nimero de rétulos, sendo bastante similares entre si. No primeiro caso, teriamos uma
reducao dos valores de similaridade entre G e G'. A figura 5.8 apresenta os valores
de similaridade para ¢ = 5, revelando os altos valores de similaridade (acima de 0,6).

Assim, a primeira hipétese possui uma baixa influéncia nos resultados obtidos visto
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Figura 5.7: Recuperacao de grafos similares com kernel binario

que os valores retornados pela funcao de comparacao sao elevados para ambos casos.
Acreditamos que tal comportamento é causado pela segunda hipdtese, ou seja, exis-
tem varios grafos semelhantes na base de dados e, apds a remocao das arestas, essas

estruturas passam a ser, de fato, mais similares ao grafo de consulta.
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Figura 5.9: Valores de similaridade com kernel multiconjunto na base NCI-CA

Os graficos da figura 5.10 reportam a precisao do método quanto a recuperacao
de grafos similares utilizando o kernel multiconjunto. Para a base PTE verificamos
valores de precisao proximos a 100% quando buscamos pelos grafos com remocao de
1% das arestas (fig. 5.10a) ja na primeira posicao do ranking de grafos. Esse valor
chega a, aproximadamente, 78% e 65% quando removemos 5% das arestas dos grafos a
serem recuperados ao observarmos o primeiro grafo retornado pelo método (fig. 5.10e).
Por outro lado, temos uma precisao entre 84% e 98% ao verificarmos as dez primeiras
posicoes no ranking nesse mesmo experimento.

Novamente, na base de dados NCI-CA tivemos uma reducao significativa da preci-
sao ao mudarmos os parametros ¢. Obtivemos uma precisao de 100% para as primeiras
dez posigoes para ¢ = 0, enquanto para ¢ = 5 a eficdcia do sistema varia entre 23% e
58% (figuras 5.10b e 5.10f, respectivamente). Na base NCI-CA verificamos uma dife-
renga relevante nos valores de precisao ao investigarmos o parametros A. Por exemplo,
na 5.10f a diferenca entre a curvas de precisao obtidas por A = 0 e A = 8 chega a
36%. Observou-se que os valores de similaridade retornados pela fungao de comparagao
decrescem a medida que aumentamos o parametro A (fig. 5.9). Isso pode ser explicado
pelo niimero de relacionamentos diretos e indiretos perdidos ao removermos arestas de

um grafo. Em outras palavras, o niimero de relacionamentos indiretos é maior para
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valores elevados de A (para A = 0 temos apenas relacionamentos diretos). Logo, a
remocao de arestas dos grafos faz com que essas configuracoes tenham uma perda sig-
nificativa de pivos e, consequentemente, apresentem um valor de similaridade menor.
Note que esse impacto nao é observado pelo kernel bindrio, pois ele nao considera a

multiplicidade ou o niimero de ocorréncias dos pivos nos conjuntos.

5.3.1.2 Substituicao de rétulos

Nesta secao, avaliamos o impacto das operagoes de substituicao de rétulos na recupe-
ragdo de grafos similares. Ao contrério da remocgao de arestas (que apenas diminui o
nimero de caminhos aproximados extraidos), a substitui¢ao de rétulos altera os pivos
extraidos dos grafos mantendo o mesmo ntimero de subestruturas.

As figuras 5.11 e 5.12 reportam os resultados de precisao obtidos nas bases PTE
e NCI-CA. Como no caso anterior, a primeira figura emprega o kernel binario e a
segunda o kernel multiconjunto.

Considerando os testes realizados com o kernel bindrio, verificamos uma precisao
acima de 99% nas primeiras dez posicoes do ranking na base PTE, independentemente
dos valores do parametro c¢. Uma diferenca de aproximadamente 19% é encontrada
entre os valores ¢ = 1 e ¢ = 5 (figs. 5.11a e 5.11e) avaliando apenas a primeira
posicao do ranking. Na base de dados NCI-CA, a variacao do parametro ¢ impacta
significativamente na precisao do método. Note que o valor de precisao diminui de 87%
para pouco mais de 40% considerando as dez primeiras posi¢oes do ranking de busca
nas figuras 5.11b e 5.11f. A diferenca de comportamento acentuada entre as bases de
dados Mutag e NCI-CA pode ser explicada pelo nimero de rétulos existentes nos dois
conjuntos juntamente com o fato de que o kernel binario nao considera a multiplicidade
dos pivos. A Mutag possui um nimero de rétulos cerca de noves vezes maior do que a
NCI-CA. Assim, a porcentagem de pivos tnicos alterados nos conjuntos nessa ultima
(sem considerar a multiplicidade) é maior do que na base Mutag. Note que na remog¢ao
de arestas isso nao aconteceu, pois o nimero de pivos unicos alterados é menor.

Na figura 5.12, onde é executado é kernel multiconjunto, os resultados foram
diferentes. Observe que, em geral, considerar a multiplicidade dos pivos nos conjuntos
¢ mais eficaz do que verificar a presenca ou nao dos mesmos. Na base de dados PTE, o
valor de precisao foi aumentado em cerca de 3% e 11% em relagao aos resultados obtidos
kernel bindrio com o parametro ¢ = 3 e ¢ = 5 (figs. 5.12c e 5.12e), respectivamente.
Para todos os valores de ¢ avaliados, atingimos 100% de precisao observando as dez
primeiras posicoes do ranking de similaridades na base Mutag. J& na base NCI-CA,

os ganhos foram ainda mais expressivos — novamente, considerando como baseline o
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Figura 5.10: Recuperagao de grafos similares com kernel multiconjunto

kernel binario. Com ¢ = 1 (fig. 5.12b), recuperamos cerca de 88% ja na primeira
posicao do ranking, aproximadamente 30% superior ao kernel binario. Esse ganho
chega a quase 40% quando substituimos 5% dos rétulos do grafo, examinando as dez

primeiras posicoes do ranking de similaridades. Comparando esses resultados com
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Figura 5.11: Recuperagao de grafos similares com kernel binario

aqueles obtidos na remocao de arestas, podemos concluir que, de fato, a substituicao
de rétulos altera um nimero menor de pivos (considerando a multiplicidade). Por
outro lado, o caso contrario surge quando o nimero de ocorréncias das subestruturas

é ignorado.
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Figura 5.12: Recuperagao de grafos similares com kernel multiconjunto

Classificacao de grafos

Uma das motivacoes mais importantes para o desenvolvimento de kernels voltados para

dados estruturados ¢é a classificacao de grafos. Como ja mencionamos, diversas bases de
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Mutag | CM CF RM RF

81.91 | 65.17 | 65.32 | 63.37 | 68.09
83.51 | 67.26 | 65.32 | 61.62 | 66.95
84.04 | 67.85 | 65.33 | 62.79 | 68.37
82.97 | 66.36 | 64.75 | 61.91 | 66.95
83.51 | 66.07 | 64.46 | 63.08 | 67.23
83.51 | 65.77 | 63.89 | 62.20 | 67.23
83.51 | 65.47 | 63.89 | 62.50 | 67.23
83.51 | 65.77 | 64.18 | 62.50 | 67.23
83.51 | 65.77 | 64.18 | 62.50 | 67.23
84.57 | 62.50 | 63.03 | 56.10 | 65.81
83.51 | 63.09 | 62.75 | 57.26 | 65.52
87.76 | 61.90 | 64.12 | 59.53 | 66.38
87.23 | 62.20 | 63.03 | 58.25 | 65.52
88.29 | 62.50 | 63.03 | 59.36 | 68.37
88.29 | 62.20 | 62.75 | 58.54 | 65.52
88.29 | 61.90 | 64.46 | 56.68 | 65.52
88.29 | 62.50 | 63.03 | 59.65 | 65.52
88.82 | 61.90 | 62.17 | 60.46 | 65.52

kernel/método

Kernel binério

Kernel multiconjunto
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Tabela 5.4: Classificagao automatica de grafos

dados das areas de biologia e quimica necessitam ser organizadas em categorias defini-
das por especialistas. Nosso objetivo, aqui, é empregar nosso kernel para classificacao
automatica de grafos. A métrica usada para avaliacao e comparacao das abordagens
foi a acuracia. Tal métrica consiste numa simples divisao entre o nimero de grafos
classificados corretamente divido pelo nimero total de grafos. Note que quando temos
apenas duas classes (como é o caso de nossas bases de dados) a acurdcia é equivalente
a métrica microF1. Ademais, a métrica macroF1 nao foi avaliada visto que as classes
sao balanceadas.

Em nossa avaliacao, utilizamos as bases Mutag e PTC’s que sao benchmarks
bem estabelecidos na literatura. O algoritmo de classificacao utilizado foi o SVM
linear (disponivel na biblioteca libsum [Chang & Lin, 2001]), descrito no capitulo 3.
Os resultados foram obtidos através da técnica de validacao cruzada (cross-validation)
de tamanho dez, ou seja, a base de dados é divida em dez partes, sendo que nove
delas sdo usadas para treinamento e uma para teste. As tabelas 5.4 e 5.5 mostram os
valores de acurdcia do classificador utilizando as similaridades originais (matriz kernel
criada diretamente dos conjuntos de pivos) e os valores estimados (matriz kernel gerada
pelas assinaturas). Note que aplicamos o teste-t e nossos resultados apresentam uma
confianca de 90%: os valores de acurdcia estatisticamente superiores estao em destaque.

Considerando a tabela 5.4 podemos notar que: (1) geralmente, as bases PTC’s
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Mutag | CM CF RM RF

82.76 | 66.24 | 65,21 | 62,09 | 67,69
83,08 | 66,66 | 65,04 | 62,55 | 66,83
82,97 | 67,02 | 65,04 | 63,25 | 67,17
82,23 | 66,07 | 64,52 | 61,27 | 67,86
82,76 | 66,13 | 65,10 | 61,68 | 66,78
83,08 | 65,65 | 64,41 | 62,50 | 67,00
82,87 | 65,77 | 64,46 | 62,44 | 67,17
82,76 | 66,07 | 64,46 | 61,68 | 66,60
82,87 | 65,71 | 64,58 | 61,91 | 66,83
89,14 | 65,71 | 65,50 | 63,66 | 66,66
89,36 | 65,95 | 65,44 | 65,00 | 66,49
89,14 | 65,23 | 65,27 | 64,01 | 67,00
89,14 | 64,46 | 64,58 | 62,55 | 67,35
89,46 | 63,63 | 65,21 | 63,43 | 66,95
89,89 | 63,75 | 65,50 | 62,15 | 67,00
89,99 | 64,34 | 65,15 | 63,31 | 67,63
90,85 | 64,28 | 64,87 | 62,79 | 67,40
90,21 | 64,40 | 64,75 | 62,38 | 66,95

kernel/método

Kernel binario

Kernel multiconjunto

0 O UL WK R O 0 Utk W N~ O

Tabela 5.5: Classificagao automatica de grafos com assinatura

sao melhor classificadas usando o kernel binario, (2) o kernel multiconjunto obtém
valores de acuricia satisfatérios na base de dados Mutag e (3) caminhos aproximados,
parametro d > 0, geralmente apresentou melhores resultados de acuracia. No primeiro
caso, a existéncia ou nao de uma dada subestrutura no grafo é mais relevante do que o
numero de vezes que ela ocorreu. Além disso, nas bases PTC’s podemos observar que
pequenos valores de A geram maiores acuracias. Isso pode ser explicado pelo nimero
de pivos gerados — a medida que aumentamos o valor de A criamos um ntimero maior
de pivos. Todavia, valores elevados de A podem, também, aumentar a similaridade
entre os grafos que possuem o mesmo conjunto de rétulos, independentemente das
ligacoes entre os vértices. Assim, como os rotulos nas bases PTC’s estao presentes
nas duas classes, o método de classificacao perde acurdcia. Ja no caso da base Mutag,
percebemos que a multiplicidade dos pivos nos conjuntos é uma informacao relevante
para classificacdo. Note, ainda, que nessa base maiores valores de A geram melhores
solugoes indicando que os relacionamentos indiretos contribuem significativamente para
o algoritmo de classificagao.

Executamos, também, um experimento de forma semelhante ao anterior (vali-
dagdo cruzada de tamanho 10 e nas mesmas bases de dados) porém, aplicando as
assinaturas para o calculo de similaridade. Os valores de acuracia podem ser vistos

na tabela 5.5. Note que, o uso das assinaturas aumenta os valores de acurdcia com
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relagao ao resultado anterior em dois casos. Por exemplo, na base Mutag, o valor da
acuracia passou de 88,82% para 90,85%. Um ganho de aproximadamente 2% também
é observado na base PTC-RM. De fato, nos demais casos, as assinaturas apresentaram
resultados bem proximos quando comparados com o experimento nao aproximado.
Acreditamos que essa melhora relativa que as assinaturas proporcionaram no valor de
acuracia, considerando a base Mutag, esta ligada a reducao de dimensionalidade dos
atributos (ou features) dos grafos. Isto auxiliou o classificador na criagdo do modelo de
categorizacao, ou seja, o SVM foi capaz de separar melhor as classes no espaco formado

pelas assinaturas.

5.3.2.1 Comparacao com outros métodos

Nesta se¢ao, comparamos nosso método com os outros disponiveis na literatura. Para
isso, utilizamos os resultados reportados na literatura, onde foram executados experi-
mentos sobre as mesmas bases de dados [Kashima et al., 2003; Ralaivola et al., 2005;
Borgwardt & Kriegel, 2005].

A comparacao entre os métodos de classificacao foi dividida em duas etapas. Pri-
meiro, utilizamos os melhores resultados reportados no trabalho que propoe o kernel
baseado em caminhos minimos [Borgwardt & Kriegel, 2005]. Nesse artigo cientifico sdo
avaliadas duas fungoes kernel, caminhos minimos e produto de grafos, nas bases Mutag
e PTC-RM. E importante ressaltar que a comparacao é feita através do método de vali-
dacao cruzada de tamanho dez. O classificador utilizado foi o SVM linear disponivel na
biblioteca libsvm [Chang & Lin, 2001]. A tabela 5.6 contrasta os melhores resultados®
obtidos pelo uso de nossa estratégia com o kernel baseado em caminhos minimos e o
kernel baseado em produto de grafos.

Os ganhos sao consistentes nas duas bases avaliadas. Na base PTC-RM temos
um aumento de aproximadamente 5% em termos de acurdcia. J4 na base Mutag temos
um ganho 7% em relacdo ao kernel baseado em caminhos minimos.

A segunda parte de nosso estudo de comparacao utiliza os melhores resultados
obtidos nos trabalhos relacionados ao kernel baseado em margens e kernel baseado em
caminhos simples [Kashima et al., 2003; Ralaivola et al., 2005]. Os resultados apre-
sentados nesses trabalhos foram gerados a partir de uma classificacao simples (leave-
one-out®), isto é, a cada momento um grafo ¢ usado para teste e os demais para

treino. O algoritmo utilizado para treino foi o classificador baseado em votagao Percep-

4Note que nio consideramos A = 0, pois essa configuracio é equivalente ao uso de caminhos
simples.

5Esse método é equivalente a uma validacio cruzada de tamanho IV, onde N é o ntimero total de
grafos.
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Tabela 5.6: Comparacao entre os algoritmos
de classificacao

kernel/método Mutag | PTC-RM
KCA® 88,8 63,0
KCA com assinaturas® | 90,8 65,0
KPG*® 78,9 59,8
KCM? 83,9 59,0

@ Kernel baseado em caminhos aproximados

b Kernel baseado em caminhos aproximados com
assinaturas

¢ Kernel baseado em produto de grafos

4 Kernel baseado em caminhos minimos

Mutag | CM CF RM RF

81,38 | 64,58 | 65,04 | 64,53 | 68,37
83,51 | 66,66 | 63,89 | 63,37 | 68,37
83,51 | 66,66 | 63,89 | 62,79 | 67,52
82,97 | 65,77 | 63,89 | 60,75 | 66,66
83,51 | 66,36 | 63,61 | 61,04 | 66,66
83,51 | 65,47 | 63,89 | 60,46 | 66,66
83,51 | 64,88 | 63,61 | 61,33 | 66,38
83,51 | 64,88 | 63,61 | 60,75 | 66,38
83,51 | 64,88 | 63,61 | 60,75 | 66,38
84,57 | 61,60 | 62,46 | 56,10 | 66,09
84,57 | 63,98 | 62,75 | 55,81 | 65,52
87,76 | 61,60 | 65,95 | 55,81 | 67,97
88,82 | 63,09 | 61,89 | 59,30 | 66,89
88,82 | 62,79 | 63,83 | 58,72 | 65,52
88,82 | 61,90 | 62,17 | 60,75 | 65,52
88,29 | 63,45 | 63,61 | 60,17 | 65,52
88,29 | 63,39 | 63,32 | 61,91 | 65,52
87,76 | 61,60 | 63,03 | 59,18 | 65,52

kernel/método

Kernel binério

Kernel multiconjunto
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Tabela 5.7: Classificagao automatica de grafos

tron [Freund & Schapire, 1999]. Tal classificador é constituido de varios classificadores

6. Assim, os vérios perceptrons votam e decidem a

lineares chamados de perceptrons
qual classe um determinado elemento pertence. O processo de treinamento realizado
por esses algoritmos é bastante eficiente e os resultados de classificacao sao comparaveis

ou até superiores com rela¢ao dos métodos SVM [Freund & Schapire, 1999].

SNote que as margens de separacdo utilizadas nesse métodos ndo sio otimizadas, diferentemente
dos classificadores SVM’s.
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Mutag | CM CF RM RF

82,34 | 65,77 | 64,06 | 63,02 | 68,20
82,55 | 66,66 | 64,29 | 63,48 | 67,17
83,08 | 67,55 | 64,12 | 61,91 | 67,86
82,87 | 66,90 | 63,95 | 60,52 | 66,89
83,51 | 66,25 | 64,01 | 61,04 | 67,12
82,97 | 67,20 | 64,18 | 60,34 | 67,12
82,76 | 66,01 | 64,06 | 62,50 | 67,06
83,19 | 66,66 | 63,89 | 60,98 | 66,72
82,65 | 65,77 | 63,78 | 61,51 | 67,46
88,93 | 64,88 | 65,50 | 64,36 | 67,92
89,14 | 65,59 | 65,50 | 64,70 | 67,63
88,51 | 65,83 | 64,92 | 64,59 | 67,69
89,14 | 65,05 | 65,78 | 64,70 | 67,23
89,78 | 64,34 | 64,52 | 63,08 | 67,35
89,57 | 65,35 | 65,78 | 62,44 | 67,74
89,57 | 65,11 | 64,81 | 65,34 | 67,92
89,99 | 64,58 | 65,15 | 64,65 | 67,86
89,14 | 65,00 | 65,04 | 65,52 | 67,57

kernel/método

Kernel binério

Kernel multiconjunto
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Tabela 5.8: Classificagao automatica de grafos com assinatura

As tabelas 5.7 e 5.8 mostram os resultados obtidos por nosso algoritmo através do
método de avaliacao leave-one-out. Os maiores valores foram selecionados para uma
comparacao e apresentados na tabela 5.9. Os valores de acuracia das demais abor-
dagens foram obtidos dos artigos cientificos encontrados na literatura [Kashima et al.,
2003; Ralaivola et al., 2005]. Novamente, nossa abordagem conseguiu ganhos em rela-
¢ao aos demais, exceto para a base de dados PTC-RM. Nosso método apresenta uma
acuracia superior em quatro bases, com ganhos de 1% até 3%. Por outro lado, o kernel
proposto apresenta uma acurdcia de 0,2% inferior em relacao ao kernel baseado em ca-
minhos simples. Considerando que o problema de classificacao de grafos é um problema
desafiador (com ganhos relativamente baixos), os resultados apresentados credenciam
o método kernel proposto como uma contribuicao significativa nas areas de mineragao

de dados e aprendizado de méaquina.

5.4 Eficiéncia

Como ja foi mencionado, o tempo de execucao do algoritmo para extracao de pivos
é determinante para o desempenho do arcabougo de comparacao de grafos. Nesta se-

¢ao, medimos o tempo gasto dessa fase, incluindo, também, a geracao das assinaturas.
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Tabela 5.9: Comparacao entre os algoritmos de classifica-

¢ao
kernel /método Mutag | CM | CF | RM | RF
KCA* 88,8 | 66,6 | 65,9 | 63,3 | 68,3
KCA assinatura® | 89,9 | 67,5 | 65,7 | 65,5 | 68,2
KPD¢ 89,1 | 61,0 | 61,0 | 62,8 | 66,7
KM 85,1 | 64,3 | 63,4 | 58,4 | 66,1
KCS® 87,8 | 66,4 | 64,5 | 65,7 | 66,9

@ Kernel baseado em caminhos aproximados
b Kernel baseado em caminhos aproximados com assinaturas
¢ Kernel baseado em padroes
4 Kernel baseado margens

¢ Kernel baseado em caminhos simples

Obviamente, a computagao necessaria para extrair os conjuntos de pivos dos grafos do-

mina o tempo de execugao para geracao das assinaturas — o tempo gasto para extracao

dos pivos seguido da geragao da assinatura de um grafo possui uma complexidade da

ordem de O(k(2N)4stma=)  considerando um grafo de tamanho N, com uma assinatura

de tamanho k. Os experimentos mostrados na figura 5.13 mostram o desempenho desse

processo nas bases de dados estudadas até aqui. Note que os valores dos parametros

utilizados nesse experimento foram dist,,., = 10 e k = 128.
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Os graficos apresentados em 5.13 contrastam o tempo de processamento dos gra-
fos com o numero de pivos extraidos dos mesmos. Existe uma dependéncia clara entre
os fatores tempo e ntimero de subestruturas em todas as bases. Podemos notar que, em
geral, os resultados reportados pelas bases PTC’s sao bem préoximos, o que ¢é esperado
visto que elas pertencem ao mesmo cendario. Essas bases geram em torno de quinze
mil subestruturas quando assumimos A = 8. Observe que os padroes de crescimento
do nimero de pivos extraidos sao bastante parecidos nas bases avaliadas, mantendo-se
aproximadamente constante para valores de A acima de 6. Isso acontece pois a pro-
fundidade méxima (dist,,q,) dos grafos avaliados é préxima de 6, ou seja, o tamanho
dos pivos é limitado. A base de dados PTE possui um nimero bem superior de subes-
truturas, sendo cerca de vinte vezes maior que a quantidade de pivos das bases PTC’s.

Tal diferenca é explicada pelo nimero de rétulos desses dominios.

Base Subestruturas (Kb) | Assinaturas (Kb) | Tx. Compressao
MCF-7 6660.00 2240.80 2.97
MOLT-4 8724.00 3075.20 2.83
OVCAR-8 6044.00 2030.40 2.97

Tabela 5.10: Analise de compressao dos dados

Por fim, realizamos experimentos para medir a taxa de compressao de nosso mé-
todo, isto é, comparamos o espago de memoria despendido (em kbytes) para armazenar
os conjuntos de subestruturas extraidos dos grafos com espacgo gasto pelas assinaturas.
O experimento foi executado com os parametros dist,,., = 10, A =0e k = 16. A
tabela 5.10 relata os espagos de memoria necessarios para armazenar as bases MCF-7,
MOLT-4, e OVCAR-8 e suas respectivas taxas de compressao’ — préxima de 3, em to-
das as bases avaliadas. Em outras palavras, conseguimos economizar cerca de 75% de
espaco de memoéria utilizando as assinaturas. Note que, a taxa de compressao pode ser
ainda maior se os valores dos parametros dist,., e/ou A fossem incrementados. Isso
porque, nesse caso, o nimero de subestruturas extraidas dos grafos pode ser considera-
velmente maior. Uma outra forma de elevarmos a taxa de compressao é, obviamente,

reduzir o valor do parametro k (tamanho das assinaturas).

5.5 Discussao

Neste capitulo, avaliamos como os parametros dos algoritmos para extragao dos pivos

dos grafos e para geragao das assinaturas impactam na eficacia do calculo de similari-

"Note que a taxa de compressdo é dada pela razio entre os espacos de meméria gastos.
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dade das estruturas. Ao todo, o método foi testado em cinco bases de dados, em dois
contextos aplicagao: (1) recuperagao de grafos similares e (2) classificacao de grafos.

A eficacia dos caminhos aproximados foi demonstrada através dos resultados de
precisao na recuperacao de grafos similares e dos valores de acuracia alcangados durante
os experimentos de classificagao de grafos. No primeiro, investigamos o comportamento
do nosso método de comparacao perante pequenas alteragoes na estrutura dos grafos
(remocao de arestas e substituigdo de rétulos) e obtivemos altos valores de precisao
(usualmente, acima de 90%) examinando as primeiras posigoes do ranking de busca.
Na classificacao de grafos, os resultados revelam que o método de kernel proposto
apresenta valores de acurdcia superiores (em quatro das cinco bases avaliadas) em
relacao aos demais algoritmos de classificagao disponiveis na literatura.

Considerando os desafios da comparacao de grafos citados nos capitulos anteriores
— eficdcia e eficiéencia —, verificamos que a abordagem proposta apresenta contribuicoes
relevantes para as areas de mineracao de dados e aprendizado de méaquinas. Quanto a
eficiéncia, nossa estratégia explora as assinaturas dos grafos, baseando na sumarizagao
dos dados. Foi mostrado nesse capitulo que as assinaturas, apesar de pequenas e de
tamanho fixo, conseguem representar adequadamente os conjuntos de pivos dos grafos.
As assinaturas podem ser, entao, armazenadas em memoria principal para estimar as
similaridades entre grafos com alto desempenho.

Na préxima secao, apresentamos nossas conclusoes e os trabalhos futuros.



Capitulo 6

Conclusao e trabalhos futuros

Impulsionado pelos avancos tecnoldgicos nas ultimas duas décadas, a andlise de dados
(semi-)estruturados (grafos e arvores) se tornou um importante tépico da Ciéncia da
Computacao. O grande volume de grafos disponivel estabeleceu uma necessidade clara
de organizacao, consultas e analises de forma eficiente sobre esses dados, que estao sob
continuo crescimento. Nesse contexto, uma operacao fundamental é o cdlculo de simi-
laridade ou comparacao entre entidades. Em nosso caso, dados dois grafos quaisquer
usamos uma funcdo de comparagdo para mensurar a similaridade (ou a diferenca) es-
trutural entre eles. Todavia, por serem estruturas bastante flexiveis, a comparacao de
grafos é, de fato, um desafio de pesquisa em diversas areas como mineracao de dados e
aprendizado de maquina.

Neste trabalho, desenvolvemos um arcabougo para comparacao de grafos. For-
mado por quatro etapas, o arcabouco recebe como entrada as estruturas a serem ava-
liadas e extrai os conjuntos de subestruturas dos respectivos grafos. Posteriormente,
os conjuntos de subestruturas sao transformados em assinaturas pequenas e de tama-
nho fixo através de técnicas de hashing. Por fim, as assinaturas sao utilizadas para
comparar os grafos de forma eficiente. Destacamos como principais contribui¢oes dessa

dissertacao:

e Caminhos aprorimados: propomos uma nova subestrutura de grafos como alter-
nativa as encontradas na literatura (grafos, caminhos simples etc). Os caminhos
aproximados permitem saltos (gaps) entre os vértices da cadeia, ou seja, os vérti-
ces que constituem o caminho nao precisam ser, necessariamente, vizinhos em si.
Isso nos proporciona uma importante vantagem em relagao as outras propostas:
flexibilidade. A funcao de comparacao, também conhecida como funcao kernel,

proposta é baseada na similaridade de Jaccard entre conjuntos de caminhos apro-
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ximados.

e Técnicas hashing para sumarizacao de grafos: Adotamos a técnica conhecida
como Min-hash para a sumarizacao dos conjuntos de subestruturas (caminhos
aproximados). Min-hash vem sendo aplicadas com éxito em diversos cenérios
como, por exemplo, mineracao de padroes frequentes. As assinaturas geradas
pela técnica Min-hash sao usadas para estimar a similaridade de Jaccard entre os
seus respectivos conjuntos, com qualidade estatisticamente garantida. Por serem
pequenas e de tamanho fixo, as assinaturas podem ser colocadas em memoéria

principal, permitindo uma anélise eficiente dos dados.

Nos avaliamos o arcabougo proposto em cenarios reais como, por exemplo, molé-

culas provindas de andlises quimicas. Os principais resultados sao:

e Para mostrar que as assinaturas conseguem estimar com precisao a similaridade
entre conjuntos, medimos a correlagao de Pearson entre os valores de similaridade
exatos e aproximados. Os resultados revelam que existe uma correlacao alta e
positiva entre os dados, acima de 0,6. Essa dependéncia entre os dados se torna

ainda mais clara através dos graficos de dispersao.

e Empregamos nossa estratégia para consultas e recuperacao de grafos similares.
Em geral, mostramos que nossa abordagem retorna o grafo alvo nas primeiras
posigoes do ranking de similaridade. Considerando o grafo de consulta e a es-
trutura alvo (a ser retornada pela consulta) iguais, o método proposto tem uma

precisao acima de 90% ja na primeira posi¢ao do ranking de busca.

e Na classificacao de grafos, o método kernel proposto alcangou resultados superi-
ores as técnicas encontradas na literatura. Os ganhos variam entre 1% até 7%,
em quatro das cinco base de dados testadas. Assim, os resultados apresentados
credenciam o método kernel proposto como uma abordagem promissora nas areas

de mineracao de dados e aprendizado de maquina.

Obviamente, existem varios trabalhos possiveis a serem realizados. Abaixo, lis-

tamos algumas alternativas interessantes para trabalhos futuros:

e Avaliar o algoritmo proposto e os caminhos aproximados em outras aplicagoes.
Por exemplo, podemos empregar a funcao de similaridade para realizar tarefas
de agrupamento (classificagdo nao-supervisionada), deteccao de excegoes e até

balanceamento de carga em sistemas distribuidos.
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e Empregar o algoritmo em outros cenarios. Redes sociais, Web e diagramas de
fluxos de programas sao opgoes interessantes. Podemos, ainda, estender o arca-
bouco criado para outros tipos de representacoes baseadas em grafos como grafos

direcionados, sem réotulos ou multi-rotulados.

e Desenvolver e avaliar algoritmos paralelos para extragao dos caminhos aproxima-
dos. Como foi visto, o processo de extracao de caminhos aproximados é custoso
e dependente de parametros. O uso de algoritmos paralelos proporcionaria a ob-
tencao de um nimero maior de caminhos aproximados com um tempo menor de

processamento.

e Avaliar a qualidade de diferentes modelos de assinaturas. Nesse trabalho, utiliza-
mos a técnica Min-hash para geracao das assinaturas. Contudo, existem diversas
técnicas que podem ser utilizadas para essa tarefa. Estudar o impacto dessas

abordagens em diferentes aplicacoes e servicos é uma direcao promissora.
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