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RESUMO 
 
O modelo matemático SIRS (Suscetível – Infectado – Recuperado – Suscetível) para 
leptospirose foi proposto para simular a dinâmica da doença no rebanho bovino leiteiro, 
infectado pela sorovariedade Hardjo, analisando diferentes parâmetros do modelo e cobertura 
vacinal. Foi utilizado um sistema de equações diferenciais para descrever a transmissão da 
doença com auxílio do software ModelMaker4®. O efeito da dinâmica do modelo SIRS 
incorporando a vacinação é apresentado na simulação para diferentes taxas de vacinação como 
medidas de controle da leptospirose bovina, considerando uma imunidade vacinal de seis meses 
para vacina monovalente de Hardjo e imunidade de quatro meses para vacina polivalente. 
Análise de sensibilidade foi realizada para os seguintes parâmetros: p (proporção de cobertura 
vacinal),   (taxa de transmissão por contato direto) para investigar situações de prevalência e 
erradicação da doença e para simulação de diferentes coberturas vacinais para leptospirose. Para 
um valor de  = 1,0, com cobertura vacinal de 100% e eficiência da vacina de 100%, o período 
de erradicação da doença foi de 190 anos. Com  = 0,2 ocorre erradicação da doença, e, 
consequentemente, o número de infectados e recuperados tendem a zero. O modelo 
compartimental SIRS foi eficaz para descrever a dinâmica da leptospirose ao longo do tempo 
em um rebanho bovino de exploração leiteira, infectados pela sorovariedade Hardjo.  
 
Palavras-chave: Leptospirose, modelo matemático, sorovariedade Hardjo, rebanho bovino 
leiteiro. 
 

ABSTRACT 
 
The mathematical model SIRS (Susceptible - Infected - Recovered - Susceptible) for 
leptospirosis was proposed to simulate the dynamics of the disease in dairy cattle herd, infected 
with serovar Hardjo, analyzing different model parameters and immunization coverage. A 
system of differential equations was used to describe the transmission of the disease with the aid 
of ModelMaker4® software. The effect of the SIRS model dynamics incorporating 
immunization is presented in the simulation for different vaccination rates as a control measure 
for bovine leptospirosis, considering a six-month vaccine immunity for monovalent Hardjo 
vaccine and a four-month immunity for polyvalent vaccine. Sensitivity analysis was made for 
the following parameters: p (proportion of immunization coverage),   (rate of transmission by 
direct contact) to investigate situations of prevalence and disease eradication and for the 
simulation of different immunization coverage for leptospirosis. For a value of  = 1.0, with a 
100% immunization coverage and a 100% vaccine efficiency, the eradication period of the 
disease was 190 years. With  = 0.2, the eradication of the disease occurs and, consequently, 
the number of infected and recovered tends to zero. The compartmental SIRS model was 
effective to describe the dynamics of leptospirosis over time in a bovine herd of dairy cattle 
infected with serovar Hardjo. 
 
Keywords: Leptospirosis, mathematical model, serovar Hardjo, dairy cattle herd. 
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1. INTRODUÇÃO 
 

As leptospiroses constituem um grupo 
importante de zoonoses, com ampla 
distribuição mundial. No Brasil, essa 
enfermidade tem sido relatada no homem, 
bovinos, suínos, equinos, ovinos, caprinos, 
cães, roedores urbanos e silvestres, existindo 
consenso entre pesquisadores do tema, da 
sua presença em todas as regiões do país. 
Causam sérios prejuízos econômicos à 
bovinocultura nacional, gerando abortos, 
nascimento de bezerros fracos, mortes de 
animais, decréscimo na produção de leite e 
diminuição da taxa de fertilidade. Esses 
eventos são observados nas fazendas 
brasileiras por meio do diagnóstico clínico 
ou laboratorial (Moreira, 2004). 
 
No setor pecuário, a redução das taxas 
reprodutivas em rebanhos bovinos causada 
pelas leptospiroses leva a perdas 
econômicas, proporciona risco de 
transmissão desta doença ao homem e 
diminui a eficiência dos rebanhos 
envolvidos (Wolf, 2003). No Reino Unido, o 
custo da leptospirose, entre perdas pela 
doença, tratamento, prevenção e 
monitoramento, para cada mil animais 
severamente acometidos foi estimado em 
torno 13 a 66 milhoes de reais/ano (Bennett, 
2003).  No Brasil, infelizmente ainda não 
existem estimativas do custo da presença 
desta doença nos rebanhos leiteiros.  
 
No Brasil e em diversas partes do mundo, 
várias sorovariedades de Leptospira sp. têm 
sido identificadas nos rebanhos bovinos, 
mas a sorovariedade mais frequente é a 
Hardjo, causando maior impacto na 
eficiência reprodutiva de rebanhos bovinos 
(Moreira, 1994; Ellis, 1994; Vasconcelos et 
al., 1997; Langoni et al., 1999; Favero et al., 
2001; Araújo et al., 2005). 
 
A sorovariedade Hardjo tem sido descrita 
em pesquisas como o principal agente da 
leptospirose bovina em países com 

numerosos rebanhos bovinos, como Estados 
Unidos da América, Austrália e Brasil. No 
Brasil, nos estados de Mato Grosso do Sul, 
Minas Gerais, Rio Grande do Sul, 
Pernambuco e Rio de Janeiro, a 
sorovariedade Hardjo corresponde ao agente 
mais frequente da doença (Cosate, 2012). 
No estado de Minas Gerais, números 
elevados de frequência e prevalência de 
leptospirose no rebanho leiteiro são 
identificados em estudos epidemiológicos da 
região (Ribeiro et al., 1988; Moreira et al., 
1994; Moreira et al., 2004; Araújo et al., 
2005; Nocolino 2011; Cosate, 2012). 
 
O controle da leptospirose é importante na 
prevenção da doença clínica, das perdas 
econômicas e para diminuir o risco de 
infecção humana. A vacinação é uma das 
formas de se prevenir a doença dos 
rebanhos, com a redução da prevalência da 
infecção com sorovares mantidos na 
população (Rodrigues, 2008) 
 
Estudos mostram que o uso de vacinas que 
contenham as sorovariedades de Leptospiras 
presentes na região, representam uma via de 
proteção dos animais suscetíveis, controle e 
erradicação da leptospirose (Moreira, 1994; 
Araújo et al., 2005; Salles e Lienbaum, 
2006; Rodrigues, 2008; Chiarelli, 2011). 
 
Na literatura, até o presente momento, não 
existem trabalhos no Brasil, que abordam 
um modelo matemático da transmissão desta 
doença entre indivíduos suscetíveis, 
infectados e resistentes, em rebanhos 
bovinos. Um modelo matemático que 
descreva a dinâmica da transmissão da 
leptospirose poderá contribuir para sua 
compreensão, bem como, para um eficiente 
suporte na apresentação de medidas para o 
controle da doença.  
 
Neste estudo, é proposto um modelo 
matemático para simular a dinâmica da 
leptospirose na população de fêmeas bovinas 
de exploração leiteira, infectadas pela 
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sorovariedade Hardjo, analisando-se 
diferentes parâmetros do modelo e cobertura 
vacinal, tendo como objetivos específicos: 
- Apresentar metodologia para simulação 
matemática, utilizando modelos 
compartimentais; 
- Utilizar o software ModelMaker, versão 4, 
como ferramenta para construção de 
modelos epidemiológicos; 
- Analisar a sensibilidade do modelo 
proposto; 
- Evidenciar teoricamente a dificuldade da 
erradicação da doença em rebanhos 
endêmicos. 
 
2. LITERATURA CONSULTADA 
 
2.1 Leptospirose  
 
A leptospirose é uma zoonose causada por 
bactérias infecto-contagiosas, pertencentes 
ao gênero Leptospira, à ordem 
Spirochaetales e à família Leptospiraceae, 
que acomete os animais domésticos, 
silvestres e acidentalmente os seres humanos 
(Levett, 2001). 
 
Em 1850, uma enfermidade foi descrita em 
cães por Hofer, ficando posteriormente 
reconhecida como leptospirose (Corrêa e 
Corrêa, 1992). Em 1880, foi descrita pelo 
francês Larrey, no Cairo (Egito). Em 1883, 
Landouzy deu procedimento ao estudo da 
doença, mas foi Weil, em 1886, que 
descreveu essa enfermidade minuciosamente 
na Alemanha após observar quatro casos 
clínicos em seres humanos. Posteriormente, 
a leptospirose foi designada por 
Goldschmidt, como “Doença de Weil”. Em 
1918, Noguchi criou o gênero Leptospira 
(Manual ... , 1989). 
 
Com o estudo realizado por Stimson  
(1907) em cortes de rins de pacientes 
humanos, que haviam morrido com 
diagnóstico de febre amarela, acreditou-se 
ter descoberto seu agente, denominado 
Spirochaeta interrogans (Corrêa e Corrêa, 
1992).  

 
O agente etiológico (Leptospira) é  
um microorganismo helicoidal, aeróbio 
obrigatório, que apresenta uma ou  
ambas as extremidades encurvadas ou em 
forma de gancho. Estas bactérias medem 
aproximadamente 0,1μm de diâmetro e 
10μm de comprimento, contendo uma ou 
ambas terminações das células curvadas, 
dois flagelos periplasmáticos por célula e 18 
ou mais espirais direcionadas para a direita 
(Manual ... , 1989). 
 
Atualmente, o gênero Leptospira apresenta 
duas classificações vigentes, uma mais 
antiga, baseada em sorologia e outra atual, 
em bases genotípicas. Mundialmente, a 
tendência para utilização da classificação 
genotípica é crescente (Levett, 2001). 
 
Conforme classificação sorológica, o gênero 
Leptospira divide-se em duas espécies: L. 
interrogans (compreende as amostras 
patogênicas) e L. biflexa (compreende as 
amostras saprófitas), segundo Faine et al., 
(1999). Ambas espécies estão divididas em 
numerosas sorovariedades definidas por 
teste de soro aglutinação (Johnson, 1967). 
Para L. biflexa são descritas cerca de 60 
sorovariedades e, aproximadamente, 230 
sorovariedades da espécie L. interrogans, 
estão relatadas segundo a classificação 
sorológica (Koizumi, 2003), divididas em 
grupos e sorogrupos (Tabela 1). 
 
Novas espécies genômicas patogênicas e 
saprófitas foram propostas baseadas no grau 
de homologia do Ácido Desoxirribonucléico 
(DNA) devido à presença de 
heterogeneidade genômica dentro do gênero 
Leptospira (Yasuda et al., 1987). 
 
A classificação fenotípica das leptospiras 
está sendo substituída pela classificação 
genotípica, que inclui nos genomospécies 
(Tabela 2) todas as sorovariedades de L. 
interrogans e L. biflexa (Brenner et al., 
1998; Levett, 2001). 
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Tabela 1. Sorogrupos e algumas sorovariedades de Leptospira interrogans  

Sorogrupos Sorovariedades 
Icterohaemorrhagiae icterohaemorrhagiae, copenhageni, lai, zimbabwe 

Hedomadis hebdomadis, jules, kremastos 

Autumnalis autumnalis, fortbragg, bim, weeransinghe 

Pyrogenes pyrogenes 

Bataviae bataviae 

Gryppotyphosa grippotyphosa, canalzonae, ratnapura 

Canicola canicola 

Australis australis, bratislava, lora 

Pomona pomona 

Javanica javanica 

Sejroe sejroe, saxkoebing, hardjo 

Panamá panama, mangus 

Cynopteri cynopteri 

Djasiman djasiman 

Sarmin sarmin 

Mini mini, geórgia 

Tarassovi tarassovi 

Ballum ballum, aroberea 

Celledoni celledoni 

Louisiana lousiana, lanka 

Ranarum ranarum 

Manhao manhao 

Shermani shermani 

Hurstbridge hurstbridge 

Fonte: Koizumi, 2003. 
 
A reclassificação das leptospiras  
segundo o genoma servirá de base  
para futuras classificações, sendo 
considerada taxonomicamente correta e a 
incompatibilidade com o sistema de 

sorogrupos utilizados por clínicos e 
epidemiologistas em vários anos, torna a 
classificação molecular um problema para os 
microbiologistas (Levett, 2001). 
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Tabela 2. Genomospécies de leptospiras associados aos sorogrupos, segundo a classificação 
genotípica 
Sorogrupos Genomoespécies 

Andamana L.biflexa 

Australis L.interrogans,L.noguchii,L.borgpetersenii,L.kirschneri 

Autumnalis L.interrogans,L.noguchii,L.santarosai,L.borgpetersenii,L.kirschneri 

Ballum L.borgpetersenii 

Bataviae L.interrogans,L.noguchii,L.santarosai,L.borgpetersenii,L.kirschneri 

Canicola L.interrogans,L.inadai,L.kirschneri 

Códice L.wolbachii 

Cynopteri L.santarosai,L.kirschneri 

Djasiman L.interrogans,L.noguchii,L.kirschneri 

Grippotyphosa L.interrogans,L.santarosai,L.kirschneriL. 

Hebdomadis L.interrogans,L.santarosai,L.Kirschneri,L.weilli,borgpetersenii,L.alexanderi 

Hurstbridge L.fainei 

Icterohaemorrhagiae L.interrogans,L.weilli,L.kirschneri,L.inadaiL. 

Javanica L.weilii,L.santarosai,L.borgpetersenii,L.meyeri,inadai,L.alexanderi 

Lousiana L.interrogans,L.noguchii 

Lyme L. inadai 

Manhao L.weilii,L.inadai,L.alexanderiL. 

Mini L.interrogans,L.santarosai,L.weilii,L.borgpetersenii, L. meyeri,L.alexanderi 

Panamá L.noguchii,L.inadai 

Pomona L.interrogans,L.santarosai,L.kirschneri,L.noguchiiL. 

Pyrogenes L.interrogans,L.santarosai,L.noguchii,L.weilii,borgpetersenii 

Ranarum L.interrogans,L.meyeri 

Sarmin L.interrogans,L.santarosai,L.weiliiL. 

Sejroe L.interrogans,L.santarosai,L.kirschneri,L.weilii, L. borgpetersenii, L.meyeri 

Semaranga L.meyeri,L.biflexa 

Shermani L.noguchii,L.santarosai,L.inadai 

Tarassovi L.noguchii,L.santarosai,L.weilii,L.borgpetersenii,inadai 

Fonte: Brenner et al., 1998 e Levetti, 2001. 
 

2.1.1 Leptospirose no Brasil  
 
Na década de 50, Freitas et al. (1957) 
realizaram o primeiro isolamento de 
Leptospiras em bovinos com a identificação 
dessa enfermidade em um feto abortado, 
devido à infecção pela sorovariedade 

pomona, em São Paulo. Na década de 60, o 
estudo de Santa Rosa et al. (1961) se 
destacou com isolamento, a partir de  
um feto bovino abortado, da sorovariedade 
icterohaemorrhagiae. 
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Moreira et al. (1979) testaram 3.727 soros 
sanguíneos de vacas sem suspeita clínica de 
leptospirose, com idade superior a três anos 
de idade, no estado de Minas Gerais, em 
experimento delineado com amostragem 
aleatória e planejada para determinação da 
prevalência de aglutininas anti-Leptospira, 
e, observaram 27,3% de animais positivos e 
80% das propriedades positivas, ocorrendo 
predominância das sorovariedades wolffi 
(12,10%), hardjo (11,1%), grippotyphosa 
(5,8%), icterohaemorrhagiae (5,1%) e 
canicola (2,2%). 
 

Madruga et al. (1980) obtiveram amostras 
sanguíneas de 670 bovinos, em 62 
propriedades distribuídas em nove 
municípios da região do Cerrado no Sul do 
estado do Mato Grosso e os sorotipos mais 
encontrados foram hardjo (41%), sejroe 
(40%) e wolffi (30%). 
 

Ribeiro et al. (1988) analisaram a infecção 
por leptospira em 657 bovinos machos e 
fêmeas de várias faixas etárias, 30 vacas 
pós-aborto da Fazenda experimental da 
EPAMIG, em Governador Valadares, estado 
de Minas Gerais. O sorotipo hardjo 
predominou em 350 (53,3%) bovinos 
machos e fêmeas e em 26 (86,6%) vacas 
pós-aborto. 
 

Vasconcellos et al. (1997) encontraram a 
predominância de sorovariedades hardjo 
(76,7%) em 56 propriedades, distribuídas no 
Paraná, Mato Grosso do Sul, Rio de Janeiro, 
Rio Grande do Sul e Minas Gerais, após 
examinarem 2.449 amostras de soros 
bovinos com aptidão para corte e para leite. 
Foram reagentes 1.480 (60,4%) animais para 
pelo menos uma das 24 sorovariedades 
testadas de Leptospira. 
 

Pellegrin et al. (1999) avaliaram 756 
bovinos provenientes de 28 rebanhos do 
Pantanal Mato-grossesnse para pesquisar a 
prevalência da leptospirose nesses rebanhos. 
Os autores concluiram a maior frequência 
das sorovariedades hardjo CTG (59,52%) e 
hardjoprajitino OMS (21,28%). 

Juliano et al. (2000) colheram 426 amostras 
de soro bovino, provenientes de vacas em 
lactação na microrregião de Goiânia (GO), e 
testadas pelo método de soroaglutinação 
microscópica (SAM) para detecção de 
aglutininas antileptospiras. Os resultados 
obtidos revelaram uma prevalência de 
81,90% de animais reagentes. Os principais 
sorovares envolvidos foram: wolffi 
(36,10%), icterohaemorrhagiae (20,50%), 
hardjo (5,20%) e tarassovi (4,90%).  
 

Homem et al. (2000) encontraram as 
sorovariedades hardjo (61,2%), bratislava 
(9,0%) e shermani (4,5%) em estudo da 
prevalência da infecção por leptospiras em 
bovinos na região de fronteira agrícola da 
rodovia Transamazônica, na Amazônia 
Oriental. A prevalência da leptospirose 
bovina foi 97% de propriedades com  
pelo menos um animal positivo na 
soroaglutinação microscópica para o 
diagnóstico da leptospirose.  
 
Favero et al. (2001) avaliaram 31.325 soros 
de bovinos de 1.920 propriedades 
distribuídas em 540 municípios de 21 
estados do Brasil e constataram que a 
sorovariedade hardjo foi a mais frequente 
(41,35%) no Estado de Minas Gerais. 
 
Lilenbaum e Souza (2003) encontraram a 
sorovariedade hardjo na reação de 
aglutinação em 46,9% dos animais em 
pesquisa realizada com 379 soros bovinos, 
de 13 rebanhos leiteiros de diferentes partes 
do estado do Rio de Janeiro. 
 
Oliveira e Pires Neto (2004) encontraram as 
sorovariedades hardjo (29,71%) e wolffi 
(13,16%) em exames sorológicos realizados 
em 5.977 amostras de soros bovinos no Rio 
Grande do Sul. 
 
Araújo et al. (2005) encontraram maior 
frequência das sorovariedades hardjo 
(norma), 23,7%, hardjo (OMS), 19,7%, 
hardjo (hardjobovis), 13,8%, e wolffi, 13,2% 
em pesquisa de aglutininas anti-Leptospira 
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interrogans provenientes de 398 municípios 
de Minas Gerais no período de 1980 a 2002, 
considerando 39.012 soros sanguíneos de 
bovinos. 
 
Aguiar et al. (2006) investigaram no 
município de Monte Negro (Rondônia), no 
ano de 2001, a prevalência de anticorpos 
anti-Leptospira sp. em 2.109 vacas 
provenientes de 86 rebanhos. Em rebanhos 
leiteiros, foi encontrada uma prevalência 
animal de 49,6%. Os sorovares mais 
prevalentes foram hardjo (14,5%), wolffi 
(12,3%), shermani (10,8%), patoc (7,9%) e 
hebdomadis (6.1%).  
 
Lage et al. (2007) em trabalho realizado  
no Estado da Paraíba para identificação 
 da prevalência de leptospirose  
bovina, obtiveram amostras coletadas 
aleatoriamente, totalizando 2.343 soros 
bovinos com prevalência de 32,0%. 
 
Castro et al. (2008) coletaram 8.216 
amostras de soros de fêmeas bovinas com 
idade superior a 24 meses, provenientes de 
1.021 propriedades distribuídas por todo o 
Estado de São Paulo. Obtiveram uma 
soroprevalência de 49,4% entre os animais e 
71,3% nas propriedades. As sorovariedades 
mais prevalentes entre o total de animais 
sororreagentes foram hardjo (46%) e wolffi 
(21%), seguidos pelos sorovares shermani 
(8,9%), autumnalis (4,4%) e grippotyphosa 
(3,9%). 
 
Figueiredo et al. (2009) investigaram a 
prevalência de anticorpos anti-leptospira em 
fêmeas bovinas com idade igual ou superior 
a 24 meses, provenientes de 178 rebanhos de 
22 municípios do estado de Mato Grosso  
do Sul e identificaram fatores de risco 
associados à infecção. Foram analisadas 
2.573 amostras de soro sanguíneo por meio 
do teste de soroaglutinação microscópica 
perante 10 sorovares de Leptospira. Foram 
detectados títulos iguais ou superiores a 100 
para um ou mais sorovares em 1.801 fêmeas 
(98,8%) de 161 (96,5%) rebanhos, sendo o 

sorovar hardjo (65,6%) apontado como o 
mais prevalente. 
 
Viana et al. (2010) encontraram as 
sorovariedades hardjobovis, hardjo bolivia, 
hardjo lagoa, hardjo norma e hardjo OMS 
como as mais soroprevalentes em trabalho 
realizado na Bacia leiteira do Caparaó, 
Estado da Bahia. Foram coletadas 330 
amostras de soros bovinos, analisadas por 
meio da técnica de Soroaglutinação 
Microscópica (SAM), no Laboratório de 
leptospirose da UFMG, encontrou-se reação 
em 12,4% dos animais. 
 
Mineiro et al. (2010) colheram amostras de 
sangue de 18 vacas da raça Girolando de 
uma fazenda localizada no Município de 
Buriti dos Lopes, no estado do  
Piauí e constataram que 83,33% (15/18)  
das amostras apresentaram aglutininas  
anti-leptospira, sendo 53,33% de sorovar 
hardjoprajitno (8/15), 6,67% para 
hardjobovis (1/15), 6,67% para wolffi 
(1/15), 6,67% para shermani (1/15) e 
26,66% para quatro co-aglutinações (4/15).  
 
Nicolino (2011) analisando a prevalência de 
anticorpos anti-leptospira em vacas leiteiras 
na Microrregião de Sete Lagoas (MG), no 
período de 2009 a 2010, identificou a 
presença das sorovariedades hardjo OMS 
(19,4%), hardjo Lagoa (19,3%), hardjo 
Bolívia (18,8%), hardjobovis (17,4%) e 
hardjo Norma (17,4%), confirmando a alta 
distribuição da doença pelo rebanho da 
região, com prevalência animal de 20,7% e 
prevalência de rebanho de 80,8%. 
 
Chiareli (2011) analisou surto de 
leptospirose em rebanho leiteiro em  
Santo Antônio do Monte, Minas Gerais,  
que apresentavam reações positivas  
anti-leptospira hardjo no teste de 
Microaglutinação Rápida (MAR) e que 
haviam sido vacinados anteriormente com 
vacina experimental contendo sorovariedade 
hardjo. A prova MAR revelou 48,06% dos 
bovinos positivos para sorovariedade hardjo, 
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genótipo hardjobovis e 36,82% para 
sorovariedade hardjo, genótipo 
hardjoprajitno. 
 
Sarmento et al. (2012) investigaram a 
conveniência do emprego de cepas 
Leptospira sp. autóctones isoladas no Brasil. 
Foram amostradas por conveniência 109 
propriedades e 9.820 bovinos, fêmeas em 
idade reprodutiva, distribuídos em 85 
municípios, dos Estados de Goiás, Mato 
Grosso, Mato Grosso do Sul, Minas Gerais, 
Paraná, Rio Grande do Sul, Santa Catarina e 
São Paulo. Dos 9.820 animais examinados, 
5.806 (59,12%) foram reagentes na 
Soroaglutinacão Microscópica (SAM) para 
pelo menos um sorovar com a coleção de 23 
sorovares de referência. Os sorovares 
identificados com a coleção de antígenos de 
referência foram principalmente hardjo 
(43,03%), shermani (20 %), wolffi (9,96%), 
grippothyphosa (5,42%) e pomona (4,28%). 
 
Hashimoto et al. (2012) determinaram a 
prevalência de anticorpos anti-Leptospira sp. 
e os fatores de risco associados a infecção 
em rebanhos bovinos com atividade 
reprodutiva da região centro-sul do estado 
do Paraná. Foram estudadas 1.880 fêmeas 
com idade igual ou superior a 24 meses, 
provenientes de 274 rebanhos não vacinados 
contra a Leptospira sp. Dos 274 rebanhos 
analisados, 181 foram considerados 
positivos para a Leptospira sp. com a 
prevalência de rebanhos de 66,06%. 
 
Silva et al. (2012) investigaram a 
prevalência e os fatores de risco da 
leptospirose bovina no Estado do Maranhão. 
A presença de anticorpos contra Leptospira 
sp. foi verificada pela técnica de SAM.  
Das 4.832 fêmeas bovinas analisadas,  
1.904 (35,94%) foram reagentes.  
Das 573 propriedades analisadas, 380  
(64,81%) foram consideradas positivas. As 
sorovariedades hardjo (24,32%) e wolffi 
(22,0%) foram as mais frequentes em todo o 
Estado. 
 

2.1.2 Aspectos Epidemiológicos da 
Leptospirose em Bovinos  
 
A epidemiologia das leptospiroses em 
bovinos envolve fatores ambientais. Essa 
doença apresenta prevalência em países de 
clima tropical e subtropical, agravando-se 
em períodos de altos índices pluviométricos, 
pois possui capacidade de sobrevivência em 
ambientes úmidos. Os fatores como 
temperatura, pH do solo, presença de 
animais silvestres, terrenos alagadiços e 
condição sanitária e nutricional dos animais 
determinam o aparecimento dessa 
enfermidade (Faine et al., 1999; Levett, 
2004), que é considerada endêmica no Brasil 
(Favero, et al., 2001; Castro et al., 2008). 
 
Segundo Moreira (2004), as infecções por 
Leptospira nos bovinos associam-se a 
infecções fetais, provocando aborto, parto de 
natimortos e nascimento de neonatos fracos 
com alta taxa de mortalidade.  
 
A infecção pode provocar uma enfermidade 
em fase aguda, subaguda ou assintomática. 
Na forma aguda, se manifesta por uma febre 
de quatro a cinco dias, anorexia, conjuntivite 
e diarréia. A leptospiremia desaparece com a 
formação de anticorpos, e as Leptospiras 
desaparecem completamente da circulação 
sanguínea devido à imunidade humoral. A 
fase crônica da infecção inicia-se quando as 
Leptospiras remanescentes se abrigam nos 
túbulos renais (Faine et al.,1999). 
 
A síndrome da queda de produção de leite 
(agalactia) está associada à fase aguda da 
infecção pela Leptospira hardjo em bovinos 
selecionados para produção de leite (Higgins 
et al.,1980). A infecção causada pela 
Hardjobovis é caracterizada pela forma 
subclínica, ocasionando aborto, mastite, 
sendo muito encontrada em bovinos de 
diversos países do mundo. Já, a infecção por 
Hardjoprajitino, isolada em poucos países é 
considerada mais patogênica, levando a 
queda da produção de leite e problemas 
reprodutivos (Ellis, 1994).  
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Segundo o Manual de Controle da 
Leptospirose (1989), sua transmissão pode 
ocorrer por contato direto com a urina, 
sangue ou tecidos de animais infectados e de 
modo indireto pela água ou alimentos 
contaminados, em um período de incubação 
variando, em média, de dois a cinco dias. 
Após a bacteremia, a partir da segunda à 
quinta semana da doença, as Leptospiras são 
eliminadas na urina de animais infectados, 
mas animais convalescentes podem eliminá-
las durante meses.  
 
A transmissão direta ocorre quando o sangue 
ou fluidos corporais contendo Leptospiras 
passam diretamente de um animal com 
infecção aguda, ou a partir de urina de um 
animal portador renal de outro animal 
suscetível. A transmissão também pode 
ocorrer com o sêmen para inseminação 
artificial e com embriões utilizados para 
fertilização in vitro. A transmissão indireta 
ocorre quando um animal adquire 
leptospirose no ambiente, proveniente da 
urina de animais portadores (Adler e 
Moctezuma, 2010). A via de transmissão 
considerada mais comum é a indireta, por 
meio do solo, da água e dos alimentos 
contaminados pela urina de animais 
infectados. (Acha e Szyfres,1986; Almeida 
et al., 1994; Soares et al., 2002)  
 
Os animais domésticos, especialmente 
suínos e bovinos são grandes reservatórios 
de Leptospira e uma fonte frequente de 
infecção humana em muitos países do 
mundo. Os reservatórios da infecção são os 
animais que têm uma leptospirúria 
prolongada e geralmente não sofrem a 
doença clínica (Manual ...,1989).  
 
Para o controle da leptospirose no rebanho, 
medidas devem ser tomadas. É necessário o 
saneamento do meio; destino adequado de 
excretas, cadáveres e restos de animais; 
desinfecção e higiene das instalações e 
equipamentos zootécnicos; armazenamento 
adequado de alimentos e concentrados e o 
emprego de imunógenos nos suscetíveis 

visando proteção específica, preparados com 
sorovares presentes na região (Fava et al., 
2003). 
 
Principalmente em áreas onde a infecção é 
endêmica, a vacinação objetivando a 
imunização nos dois últimos terços da 
gestação é necessária para assegurar maior 
proteção contra a doença. As novilhas de 
mães vacinadas tardiamente ganham 
imunidade por alguns meses, devendo então, 
serem imunizadas com três a cinco meses de 
vida (Faine, 1982). 
 
Moreira (1994) fez uso de dois métodos de 
vacinação com bacterinas produzidas a partir 
de cepas isoladas na propriedade, com a 
finalidade de avaliar métodos para 
erradicação de leptospirose em bovinos 
leiteiros. O primeiro rebanho recebeu uma 
dose inicial e revacinações semestrais e o 
segundo recebeu duas aplicações iniciais 
intervaladas de 45 dias, com revacinações 
semestrais e uma dose de estreptomicina na 
dose de 25 mg/kg de peso vivo. Em ambos 
os tratamentos ocorreu um declínio 
progressivo nos animais reagentes no teste 
de microaglutinação a partir do 8º mês de 
implantação da vacinação. 
 
Para Araújo et al. (2005), o uso de vacina 
elaborada com sorovariedades específicas 
prevalentes na região é a maneira mais 
eficiente de controle da leptospirose. 
 
Segundo Salles e Lilenbaum (2006), o uso 
de vacinas inativadas que contenham as 
sorovariedades de Leptospira presentes na 
região, representam uma via de proteção 
específica dos animais susceptíveis. 
 
Para Rodrigues (2008), os protocolos para 
vacinas polivalentes deverão ser revisados 
para que apresentem respostas sorológicas 
adequadas para revacinações semestrais, 
uma vez que as vacinas disponíveis no 
mercado apresentam resposta sorológica de 
curta duração. Entretanto, a vacina 
monovalente de L. hardjo, revelou maior 
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duração de títulos de anticorpos e a 
revacinação pode ser feita a cada seis meses. 
 
2.2 Epidemiologia Matemática 
 
O interesse pela compreensão da 
proliferação de doenças vem de tempos 
ancestrais. Inicialmente, a epidemiologia 
matemática expressava a relação entre o 
número de infectados e suscetíveis. 
Posteriormente, surgiu a estrutura de 
compartimentos (Anderson e May, 1992), 
dividindo a população de indivíduos em 
classes (Suscetíveis, Infectados e 
Recuperados) e, dando origem, ao modelo 
SIR (Nepomuceno, 2005). 
 
A partir da metade do século XX,  
a epidemiologia matemática começou  
a se desenvolver rapidamente, tornando-se, 
no decorrer do tempo, uma área de  
caráter interdisciplinar, sendo considerado  
o resultado da interação entre 
epidemiologistas, matemáticos, veterinários, 
biólogos, médicos, dentre outros (Barros, 
2007). 
 
A epidemiologia possibilita uso de  
análise e pesquisa associada, de  
forma multidisciplinar, com interesse na 
modelagem matemática das doenças. A 
análise de diferentes ferramentas de 
erradicação e controle de uma doença na 
população provém do estudo epidemiológico 
(Silva, 2007). 
 
2.2.1 Modelagem matemática como 
ferramenta na Epidemiologia 
 
Segundo Hethcote (2000), a modelagem 
matemática pode contribuir para o projeto e 
análise de pesquisas epidemiológicas, 
sugerir qual tipo de dado deve ser coletado, 
identificar tendências, realizar predições e 
estimar a incerteza das predições. 
Rios (1986) define modelo matemático 
como:  

“uma representação ou interpretação 
simplificada da realidade, ou uma 

interpretação de um fragmento de um 
sistema, segundo uma estrutura de 
conceitos mentais ou experimentais.” 

 
Em 1760, Daniel Bernoulli realizou o 
primeiro trabalho com utilização da 
matemática em estudos epidemiológicos, 
com o objetivo de avaliar a eficiência de 
políticas públicas no tratamento de varíola 
(Bailey, 1975). No entanto, somente em 
1840, foi realizado por William Farr o ajuste 
de uma curva ao número de débitos 
provocados pela varíola no Reino Unido 
(Anderson e May, 1992). 
 
No início do século XX, os cientistas Hamer 
e Ronald Ross, investigaram a transmissão 
de doenças infecciosas por meio de simples 
modelos matemáticos. Foi postulado, em 
1906, por Hamer, que o desenvolvimento de 
uma epidemia depende da taxa de contato 
entre indivíduos susceptíveis e indivíduos 
infectados, tornando-se o mais importante 
conceito da epidemiologia matemática, 
passando a ser conhecido hoje como o 
princípio de ação das massas. Este conceito 
define que a disseminação da epidemia em 
uma população é proporcional ao produto da 
densidade de indivíduos suscetíveis e 
infectados (Nepomuceno, 2005). 
 
Posteriormente, em 1927, foi proposto por 
Kermack e Mckendrick o teorema do 
Limiar, relacionando o surgimento de uma 
epidemia a um valor crítico do número de 
suscetíveis, ou seja, a introdução de 
indivíduos infecciosos em uma comunidade 
não pode levar a um surto epidêmico a 
menos que a densidade de indivíduos 
suscetíveis esteja acima de um certo valor 
crítico. Essa densidade depende de fatores 
como infecção, recuperação da doença e 
taxa de mortalidade relativa à epidemia 
(Barros, 2007). 
O princípio de ação de massa e a teoria do 
valor crítico são considerados importantes 
descobertas nos estudos da epidemiologia 
moderna (Amaku, 2001). 
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A modelagem matemática possibilitou o 
avanço significativo de estudos em 
epidemiologia nos últimos dois séculos, nas 
áreas de Biologia Celular, Biologia 
Molecular e Imunologia (Nepomuceno, 
2005). Segundo Barros (2007), na literatura, 
observa-se uma tendência para pesquisas 
que revelem características determinísticas 
na epidemia; o estudo da dispersão espacial 
das doenças; o uso de modelos baseados em 
redes e aplicação da teoria do valor crítico 
em modelos mais complexos, tanto 
determinísticos quanto estocásticos. 
 
A epidemiologia com interesse na 
modelagem matemática possibilita o estudo 
de estratégias específicas para redução e 
controle de doenças e agravos, a partir de 
modelos dinâmicos de simulação eficientes e 
com baixo custo. Esses modelos 
epidemiológicos são importantes para 
compreensão e análise do comportamento de 
epidemias (Nepomuceno, 2005). 
 
2.2.2. Modelagem Matemática aplicada à 
saúde animal  
 
Trabalhos vêm sendo desenvolvidos com 
modelagem matemática aplicados à saúde 
animal para análise da disseminação de 
doenças (Chaves e Hernandez, 2004; 
Caetano, 2010), para estimar os custos 
relacionados à presença de agentes 
infecciosos em determinados rebanhos 
(Bennett,1999; Huijps et al., 2008), para a 
verificação da eficiência de vacinação no 
rebanho bovino (Dias, 2004; Silva, 2007; 
Amaku, 2009) e para analisar a 
complexidade das redes de contatos geradas 
pelo fluxo de compra e venda de animais e 
pesquisas relacionadas à prevenção e 
controle na disseminação de doenças 
infecciosas nos animais (Bastos, 2003; 
Coelho, 2008; Capanema, 2010; Oliveira, 
2011). Foram relacionados nessa subseção 
alguns trabalhos que fizeram uso de modelos 
matemáticos aplicados à ciência animal. 
 

Kamp et al. (1990) apresentaram um modelo 
de simulação de controle de leptospirose 
para sorovariedade Hardjo, em rebanhos 
leiteiros da raça holandesa, em 82 fazendas 
no norte da Holanda, sendo o modelo 
executado em um computador pessoal com o 
MS-DOS.  
 
Neill et al. (1991) desenvolveram um 
modelo matemático para Mycobacterium 
bovis, à partir de uma série de experimentos 
sobre a excreção do M. bovis de bovinos 
tuberculosos.  
 
Kerr et al. (1997) desenvolveram um 
modelo de simulação da transmissão de 
Leishmania mexicana entre Neotoma 
micropus por Lutzomyia anthophora para 
predizer a densidade vetorial limite abaixo 
do qual L. mexicana seriam eliminados de 
uma população de N. micropus dentro de 2 
anos. 
 
Cherry et al. (1998) criaram um modelo 
matemático dinâmico para avaliar o controle 
do vírus da diarréia viral bovina (BVDV), 
compreendendo um conjunto de equações 
diferenciais, com utilização do tradicional 
modelo SIR (Suscetíveis, Infecções e 
animais Removidos). 
 
French, et al. (1999) realizaram estudo sobre 
a transmissão e controle da infecção por 
Neospora caninum no gado bovino leiteiro. 
Utilizaram modelos determinísticos e 
estocásticos. Estimativas dos parâmetros 
foram obtidas a partir de estudos realizados 
no Reino Unido e da literatura publicada. 
 
Dias (2004) realizou um estudo sobre 
caracterização espacial da brucelose bovina, 
no estado de São Paulo. Foi elaborado um 
modelo matemático para simular a dinâmica 
da brucelose em rebanhos bovinos, 
constituidos exclusivamente por fêmeas, 
analisando o efeito de estratégias de 
vacinação.  
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Chaves e Hernandez (2004) apresentaram 
um modelo para a dinâmica da transmissão 
da leishmaniose tegumentar americana 
(LTA), que inclui uma população  
de hospedeiros acidentais de parasitas, 
juntamente com espécies que são 
hospedeiros reservatórios. Com base neste 
modelo, obtiveram expressões que permitem 
calcular o limiar de condições para a 
persistência da infecção por meio de três 
diferentes abordagens. 
 
Häsler et al. (2006) desenvolveram  
um modelo de simulação dinâmica e 
determinística para avaliar o impacto de 
diferentes estratégias de controle sobre a 
soroprevalência de Neospora caninum em 
fêmeas de gado leiteiro suíço. A estrutura do 
modelo foi composta por compartimentos 
"Suscetível" e "Infectado" (SI-modelo). 
 
Silva (2007) desenvolveu um estudo 
multidimensional da brucelose em Minas 
Gerais e a adequação de um Modelo 
Baseado em Indivíduos (MBI) para 
descrever a dinâmica da brucelose bovina 
em rebanhos bovinos de fêmeas acima de 
vinte e quatro meses e população constante, 
com uma dose de vacina aplicada aos 8 
meses de vida. 
 
O’Reilly et al. (2008) desenvolveram 
modelo matemático para estimar e simular 
parâmetros devido a transmissão de 
Corynebacterium pseudotuberculosis em 
ovinos. 
 
Amaku et al. (2009) elaboraram um modelo 
para simular a dinâmica da brucelose na 
população de fêmeas bovinas, analisando o 
efeito de diferentes estratégias de vacinação, 
com base em informações obtidas em 
algumas unidades federativas onde foram 
realizados inquéritos sorológicos para o 
PNCEBT (Programa Nacional de Controle e 
Erradicação da Brucelose e da Tuberculose 
Animal). 
 

ELmojtaba et al. (2010) realizaram uma 
análise matemática da dinâmica da 
leishmaniose visceral no Sudão. Foi 
considerado a dinâmica da doença entre três 
diferentes populações, reservatório, humanas 
e populações de vetores. O número básico 
de reprodução é derivado e as condições 
limite para a eliminação da doença são 
estabelecidas. As simulações do modelo 
mostram que o tratamento humano ajuda no 
controle da doença, e sua sinergia com o 
controle de vetores será o resultado mais 
provável na eliminação da doença. 
 
Caetano (2010) desenvolveu estudo com 
finalidade de modelar a Influenza A (H1N1). 
Fez uso de equações diferenciais, 
fundamentando-se nos aspectos biológicos 
do processo de contágios. Obteve  
um sistema dinâmico com população 
considerada constante e analisada através 
dos pontos de equilíbrio. 
 
Santos (2011) apresentou um modelo 
baseado em indivíduos para estudar a 
dinâmica de propagação e transmissão da 
leishmaniose. A partir de abordagens 
teóricas e numéricas, propôs um modelo 
híbrido, utilizando autômatos celulares e o 
método de Monte Carlo. 
 
Pena (2011) desenvolveu um aplicativo 
deniminado EpiGTA para simular a 
transmissão de doenças de animais 
contagiosos a partir dos dados de trânsito 
fornecidos pelas Guias de Trânsito Animal 
(GTAs). Para simular a transmissão de uma 
doença animal foram utilizados três modelos 
epidemiológicos do tipo SIR ( Susceptível – 
Infectado – Recuperado). Foi adotado o 
modelo chamado Nível Fazenda (Vernon e 
Keeling, 2008), que utilizou a fazenda  
como uma unidade epidemiológica básica  
e os modelos Greenwood (Greenwood, 
1931) e Reed-Frost (Abbev, 1952),  
ambos simularam a tansmissão de doenças 
utilizando o animal como unidade 
epidemiológica básica. 
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Codeço e Coelho (2012) descreveram a 
emergência da modelagem matemática no 
estudo da dinâmica de doenças 
transmissíveis, como um método formal de 
argumentação e dedução lógica. A partir da 
modelagem matemática são apresentados 
desafios modernos na aplicação de resolução 
de problemas de saúde pública. 
 
2.2.3 Ferramentas matemáticas para 
representação de sistemas epidemiológicos  
 
As ferramentas mais utilizadas para 
representar sistemas epidemiológicos são 
Modelos Compartimentais que fazem uso de 
equações diferenciais e Modelo Baseado em 
Indivíduo. Os modelos compartimentais têm 
sido amplamente utilizados para modelar 
epidemias. Eles são utilizados tanto na 
versão determinística quanto estocástica 
(Lacerda et al., 2010). 
 
A versão estocástica incorpora variáveis 
probabilísticas dando ao modelo uma 
natureza de distribuição aleatória e 
possibilita incorporação de incertezas ao 
modelo. Já, os modelos determinísticos 
mantêm as características constantes durante 
todo o processo, tendo maior eficácia na 
análise de verificação da sensibilidade do 
sistema em função de alteração de alguns 
parâmetros de estudo (Nepomuceno, 2005). 
 
Como exemplo de modelos compartimentais 
é citado o modelo SIR (Suscetíveis - 
Infectados - Recuperados), introduzido por 
Kermack e McKendrik (1927), que tem sido 
amplamente utilizado por ajustar-se a 
diversas epidemias, servindo de base para 
outros modelos.  
 
O modelo MBI (Modelo Baseado em 
Indivíduo) proposto por Nepomuceno 
(2005), considera que cada indivíduo 
apresenta características únicas e discretas, 
sendo também utilizado para avaliar 
computacionalmente a propagação de 
epidemias. 
 

2.2.3.1 Modelo SIR 
 
No estudo de infecções causadas por 
microparasitas a abordagem mais utilizada é 
dividir a população de hospedeiros em 
compartimentos: Suscetíveis, Infectados e 
Recuperados (imunes) (Satsuma et. al, 2004; 
Hethcote, 2000; Anderson e May, 1992).  

• Suscetíveis: indivíduos que não estão 
infectados, mas podem contrair a 
doença; 

• Infectados: indivíduos que estão com a 
doença e podem transmiti-la; 

• Imunes: indivíduos que estão imunes ao 
contágio. A imunidade neste caso é 
adquirida após o indivíduo se recuperar 
da doença. 

 
O modelo matemático SIR (Suscetível – 
infectado – Recuperado) ou K – M 
(Wickwire, 1977) em homenagem aos seus 
primeiros proponentes Kermack e 
McKendrick em 1927 (Hethcote, 2000; 
Anderson e May, 1992) é visto no tempo por 
meio de equações diferenciais. 
 
Analisa a disseminação de doenças 
infecciosas em uma população e verifica 
qual tipo de medida de controle tem um 
maior efeito na dinâmica dessa população. 
Por não abranger todos os fatores biológicos 
envolvidos na interação entre hospedeiros  
e microparasitas considera características 
tais como: latentes, anticorpos maternais, 
transmissão vertical, categorização por  
sexo, recuperação de indivíduos perda  
de imunidade, morte natural, taxa de 
transmissão, sazonalidade, condição 
nutricional, homogeneidade da população, 
dentre outros (Lacerda et al., 2010). 
 
O modelo pode ser visualizado a  
partir do esquema na Figura 1, sendo  
a taxa de novos susceptíveis por unidade de 
tempo dada por μ (taxa de natalidade) e d a 
taxa de mortalidade. O coeficiente de 
transmissão  determina a taxa em que 
novas infecções surgem como consequência 
do contato entre suscetíveis e infectados. Os 
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indivíduos infectados possuem uma taxa   
adicional à sua taxa de mortalidade, que é a 
taxa de letalidade. A taxa em que os 
indivíduos infectados se tornam recuperados 
é representada por  . Considera que há uma 

distribuição homogênea da população no 
tempo e no espaço, ou seja, que em média , 
cada indivíduo de uma população apresenta 
as mesmas propriedades epidemiológicas 
(Hethcote, 2000).  

 

 
Figura 1 - Representação esquemática do modelo SIR. 

 
Para se obter o conjunto de equações que representam o modelo SIR, são feitas algumas 
considerações. A população é considerada constante, o que equivale afirmar que d = μ. 
Considera-se, também, que  = 0, ou seja, o indivíduo infectado não possui uma taxa adicional 
de mortalidade. O modelo SIR pode ser escrito como um conjunto de equações diferenciais: 

(1)                      ;/ SNISN
dt

dS  
  

(2)                       ;/ IINIS
dt

dI  
  

(3)                                         ;RI
dt

dR  
  

em que S(t) + I(t) + R(t) = N 
 
Dadas as equações (1), (2) e (3); a população permanecerá estável ao longo do tempo quando: 
 

(4)  
dt

dR

dt

dI

dt

dS

dt

dN


  

 
 e o equilíbrio endêmico é obtido se: 
 

    0
dt

dN

  
 5 

 
  
substituindo as equações (1), (2) e (3) em (5), temos: 
 

0 RIII
N

IS
S

N

IS
N 

            
 

em que, 

 RISN     6  
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substituindo (6) em (1), obtemos:  
 

  S
N

IS
RISS

N

IS
N

dt

dS    7 
 

 
Então, o equilíbrio endêmico é obtido pela 
substituição das equações (7), (2) e (3) em 
(5): 
 

0 RIII
N

IS

N

IS
RI   

 
A inclusão de hospedeiros na dinâmica 
demográfica pode permitir que uma doença 
persista na população em longo prazo. Uma 
das maneiras de se pensar sobre o que pode 
acontecer, eventualmente, é explorar quando 
o sistema está em equilíbrio pela equação 
(5), em que as equações (1), (2) e (3) no 
sistema serão definidas para zero e os 
valores das variáveis serão agora denotados 
por **,*, RIS , que satisfazem esta 
condição. A solução destas equações leva a 
dois resultados. O primeiro é expresso 
matematicamente como ( **,*, RIS ) = 
(1,0,0) e o segundo resultado está 
relacionado a uma situação de estado 
endêmico da doença (equação (9)). 
 
Para estabelecer o valor da taxa básica  
de reprodução (R0),que é o número médio  
de infecções quando um indivíduo infectado 
é introduzido em uma população 
inteiramente suscetível (Anderson e May, 
1992), calculamos: 
 

0
**,*,


RISdt

dI  

0**
**

 II
N

SI   

0)(
*

* 



  

N

S
I  

 

Se I* = 0  não teríamos infecção na 

população;  8  

 
0)(

*
 

N

S
 estado endêmico da 

doença;  9  

*x  é definido como uma importante 
proporção de suscetíveis, em que o valor de 
cada infecção é esperado para produzir uma 
outra infecção durante o período de 
infecção. 

Podemos definir x* = 
N

*S
 , que é a fração 

de suscetíveis em equilíbrio.
 sendo assim: 

 
0)(*  x  


 

*x
                        

 10  

 
O número efetivo de reproduções (Re) é 
definido como o número efetivo de 
infecções produzidas por cada indivíduo 
infeccioso. Isto pode ser calculado com base 
na análise da taxa de contato com os 
indivíduos susceptíveis, aqueles que podem 
ser infectados. 

*Re xRo 
                               

 11  

 
Se Re > 1, a epidemia está aumentando (o 
número de infectados por unidade de tempo 
é maior do que o número de recuperados por 
unidade de tempo).  
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Se Re < 1 a epidemia está diminuindo. O 
pico é determinado quando Re = 1 
 

Ro
xxRo

1
*1*1Re 

 
 12  

 
Logo, 

*

1

x
Ro                            13  

No modelo SIR com nascimentos e mortes, 
o equilíbrio endêmico é caracterizado pela 
fração de suscetíveis na população sendo o 
inverso de R0. 
 
Sendo assim, a taxa básica de reprodução 
(R0), é definida por: 





Ro
                                14  

 
A vacinação possibilita uma diminuição da 
taxa de infecção, não havendo então, 
necessidade de vacinar toda a população de 
susceptíveis, pois ao diminuir a taxa de 
infecção há um percentual mínimo de 
vacinados que impedem a manutenção da 
doença na população (Hethcote, 2000). 
 
Incorporando a vacinação no modelo SIR, 
um parâmetro   é acrescentado nas 
equações do sistema, o qual representa a 
taxa de vacinação. Considere as equações do 
modelo SIR com vacinação: 
 

SSNISN
dt

dS   /
   15 

 

 
IINIS

dt

dI   /
              16 

 

SRI
dt

dR  
                       17 

 

em que, S, I e R são o número de indivíduos 
Suscetíveis, Infectados e Recuperados, 
respectivamente;   é a taxa de vacinação, N 
é o número total de indivíduos,  é a taxa de 
transmissão, μ é a taxa de nascimento, sendo 
que para manter a população constante faz-
se a taxa de mortalidade d = μ; a taxa de 
indivíduos infectados que são recuperados é 
representada por  e S(t) + I(t) + R(t) = N. 
 
3. MATERIAIS E MÉTODOS 
 
Foi criado um modelo utilizando um  
sistema de equações diferenciais que 
descrevem a dinâmica da transmissão da 
infecção por leptospirose no rebanho bovino 
leiteiro. Seu comportamento é explorado 
usando método analítico e numérico. As 
equações diferenciais foram soluciondas 
numericamente com auxílio do programa 
ModelMaker 4® (ModelKenetix, 2003). A 
análise do método analítico é a observação, 
possibilitando o melhor entendimento dos 
comportamentos do modelo por meio de 
variação dos parâmetros. O método 
numérico conduziu a soluções aproximadas 
do modelo. 
 
Para o método analítico foi utilizada a 
análise de sensibilidade dos parâmetros, a 
fim de investigar o efeito do ajuste da taxa 
de transmissão por contato direto ( ) e 
proporções de cobertura vacinal (p).  
 
3.1 Simulação matemática 
 
Para as simulações computacionais foi 
utilizado o software ModelMaker 4®. Neste 
estudo as equações diferenciais foram 
simuladas utilizando o método de Runge-
Kutta, de 4ª ordem. 
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3.1.1 ModelMaker®: uma ferramenta para 
construção de modelos epidemiológicos  
  
A interface dessa ferramenta inicializa-se 
com uma janela vazia chamada 
noname00.mod, onde os modelos são 
definidos e representados. Divide-se em dois 
painéis – Model Explorer, que oferece uma 
maneira fácil de navegar no seu modelo e 
Model View, que permite a visualização dos 
parâmetros, gráficos e diagramas. 
 
Envolve a construção de um diagrama na 
tela, representando as diferentes partes do 
modelo, que inclui compartimentos, 
variáveis, eventos, além de uma série de 
outros componentes. A execução do modelo 
finalizada resolve equações, gerando 

resultados que podem ser interpretados em 
gráficos ou tabelas. 
 
Os modelos gerados têm como finalidade a 
descrição de doenças, suas dinâmicas na 
população, a determinação de fatores 
críticos para evolução da prevalência e o 
período mínimo necessário para sua 
erradicação na população. Cenários de 
controle de doenças são criados através 
dessa ferramenta, possibilitando verificar 
qual tipo de medida de controle tem um 
maior efeito na dinâmica da população. 
A Figura 2 ilustra a representação 
esquemática do modelo SIR pelo software 
ModelMaker 4®. 

 

Figura 2 - Representação esquemática do modelo SIR pelo software ModelMaker 4®. 
 
Neste diagrama a taxa de novos suscetíveis 
por unidade de tempo (taxa de natalidade) é 
representada por μ e d é a taxa de 
mortalidade. A taxa   adicional à taxa de 
mortalidade representa a morte ocasionada 
por doenças infecciosas. O coeficiente de 
transmissão  determina a taxa em que 
novas infecções surgem como consequência 
do contato entre suscetíveis e infectados e  
é a taxa com que os infectados tornam-se 
recuperados. 
 
Considera-se a população constante, o que 
equivale afirmar que d = μ. Considera-se, 
também, que  = 0, ou seja, o indivíduo 

infectado não possui uma taxa adicional de 
mortalidade. 
 
O modelo SIR apresentado na Figura 2 pode 
ser escrito como um conjunto de equações 
diferenciais, conforme as equações (1), (2), 
(3) já descritas no subitem 2.2.3.1. 
 
A Tabela 3 descreve os elementos que 
compõem o modelo SIR e suas 
representações gráficas. 
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Tabela 3 - Descrição e representação dos elementos componentes do modelo SIR pelo software 
ModelMaker® 

Elementos Ícones Representação Descrição 

Compartimento 

 

Suscetível (S), Infectado(I), 
Recuperado (R) e morte (d) 

Representa um integrador 
dentro do modelo. É 

definido em termos daquilo 
que entra e sai do modelo. 

Variável 
 

Nascimento ( ) Valor calculado de acordo 
com sua equação. 

Fluxo 
 

F1 (Taxa de transmissão,  ), F2 

(Taxa de recuperação, ), F3 
(Taxa de mortalidade para 

suscetíveis, dS), F4 (Taxa de 
mortalidade para Infectados, dI), 

F5 (Taxa de mortalidade para 
Recuperados, dR) 

Representam o movimento 
entre compartimentos. São 
usados em conjunto com os 

compartimentos para 
construir sistemas de 
equações diferenciais. 

Influência 

 

__ 
Representam 

relacionamentos entre 
componentes do modelo. 

 
Para o caso de persistência da doença 
infecciosa, a Figura 3 ilustra a simulação do 

modelo SIR para as classes de indivíduos 
Suscetíveis, Infectados e Recuperados. 

 

Figura 3 - Simulação do modelo SIR pelo software ModelMaker 4® para o caso de persistência 
da doença infecciosa para as classes de indivíduos Suscetíveis, Infectados e Recuperados. 
Simulação do modelo SIR mostrando a dinâmica dos três compartimentos: Suscetível, Infectado 
e Recuperado (imune). No modelo foram utilizados os parâmetros: μ = 1/60;  = 1/3;  = 2,5; N 
= 1.000; S0 = 0,98N; I0 = 0,02N e R0 = N – S0 – I0. 
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3.1.2 Método de Runge-Kutta para 
Integração  
 

ModelMaker utiliza métodos numéricos para 
resolver equações diferenciais fazendo uso de 
adequados métodos de integração. Neste 
estudo as equações diferenciais serão 
simuladas utilizando o método de Runge-
Kutta, de 4ª ordem. Foi apresentado em 
Apêndice uma breve visão sobre o método de 
integração Runge-Kutta, sendo este o método 
padrão utilizado pelo ModelMaker.  
 

3.1.3    Análise de Sensibilidade  
 
A análise de sensibilidade permitiu o  
efeito do ajuste de parâmetros sobre  
valores das componentes selecionadas para 
investigação. Foi realizada para investigar 
situações de prevalência e erradicação da 
doença pelo modelo matemático SIRS  
e para simulação de diferentes coberturas 
vacinais para leptospirose. Foi investigado o 
efeito do ajuste de   de 0,2 a 1,50. O modelo 

foi executado seis vezes para valores de 0,2; 
0,45; 0,72; 0,98; 1,24; 1,50. A sensibilidade do 
parâmetro p foi investigada para valores de 5% 
a 100%. O modelo foi executado onze vezes 
para valores de 5%, 15%, 25%, 35%, 45%, 
50%, 60%, 70%, 80%, 90%, 100%.  
Durante a análise de sensibilidade os valores 
desses parâmetros selecionados foram 
sistematicamente ajustados para se obter uma 
indicação do grau de sensibilidade dos valores 
calculados. 

3.2 Desenvolvimento do modelo matemático 
SIRS para leptospirose 
 

O modelo para leptospirose foi do tipo SIRS 
(Suscetível – Infectado – Resistente – 
Suscetível), gerado de uma adaptação do 
modelo clássico SIR proposto por Anderson e 
May (1992) e projetado em torno de um 
hipotético rebanho bovino leiteiro. Foi 
proposto para simular a dinâmica da 
leptospirose no rebanho bovino leiteiro.  
 

Os pressupostos do modelo são: mistura 
homogênea de animais pertencentes aos 
compartimentos; proporção nula de animais 
vacinados quando t = 0, vacinação de rotina 
dos animais nas propriedades, não incorpora 
dependência etária, população constante, a 
vacinação foi incorporada apenas para os 
novos suscetíveis em função do modelo ser 
contínuo.  
 

O modelo da Figura 4 para leptospirose é 
dinâmico e determinístico, em que a população 
de animais está dividida em compartimentos, 
que se referem ao momento ou estado de 
desenvolvimento da doença no qual os 
indivíduos se encontram. 
 

Considerando, que N(t) é a densidade 
populacional animal em função do tempo t, foi 
considerado que a população total é composta 
por 100.000 indivíduos, sendo representada 
por N(t) = S(t) + I(t) + R(t). 

 
Figura 4 - Representação esquemática do modelo SIRS para leptospirose pelo software 
ModelMaker 4®. 



30 

Neste diagrama, F1 representa a taxa de 
transmissão da doença que é dada por β IS 
/ N + τS, em que β é o coeficiente de 
transmissão direta e τ é o coeficiente de 
transmissão indireta. O fluxo F2 representa a 
taxa de recuperação ( ) dada por  I. 

Considera-se F6 a taxa em que indivíduos 
resistentes (imunes) tornam-se suscetíveis 
( ), dada por  R. A taxa de mortalidade 
(μ) é representada pelos fluxos F3, F4 e F5, 

sendo F3 a taxa de mortalidade para 
indivíduos suscetíveis, dada por μ2S; F4 a 
taxa de mortalidade para indivíduos 
infectados, dada por μ1I e F5 a taxa de 
mortalidade para indivíduos resistentes, dada 
por μ2R . 
 
O modelo da leptospirose em fêmeas 
bovinas leiteiras pode ser descrito mediante 
o seguinte sistema de equações diferenciais: 

 

SS
N

IS
RIRS

dt

dS
212 )1()(  

 
 18 

 

 

IIS
N

IS

dt

dI
1



  
 19 

 

                             

RRI
dt

dR
2 

 
)20( 

 

 
Nesse modelo, o número de nascimentos e 
mortes se mantém em equilíbrio pelo fato de 
assumirmos que a população é constante. A 

população permanecerá estável ao longo do 
tempo quando: 

 
0

dt

dR

dt

dI

dt

dS

dt

dN


      
 21  

 

Substituindo as equações (18), (19) e (20) em (21), temos: 

0)1()( 21212  RRIIIS
N

IS
SS

N

IS
RIRS 

0)1()( 21212  RISIRS   
 

0])1([))(( 1122  IRS   
 

   
)RS(

I)1(11
22 





  

 
)RS(

I)1(11
22 





   22  

e, substituindo a equação (22) na equação (18), obtemos:  
 

 SS
N

IS
RIRS

dt

dS
212 )1()(   

 











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N

IS
RIRS
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I
21

11
2 )1()(

)(

)1(   
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 SS
N

IS
RIRS 2122      23  

Logo, o equilíbrio endêmico é obtido substituindo as equações (23), (19) e (20) em (21) : 

0212122  RRIIIS
N

IS
SS

N

IS
RIRS   

 
Para estabelecer o valor da taxa básica de reprodução (R0 ), que é o número médio de infecções 
quando um indivíduo infectado é introduzido em uma população inteiramente suscetível 
(Anderson e May,1992), calculamos: 

 
0

***


RISdt

dI

 
 

0***
**

1  IIS
N

SI 

 

Substituindo o valor do coeficiente de transmissão indireta (τ) pela equação 
N

I9
  (veja 

subitem 3.2.1.4), temos:  
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*

9
*

1  
N

S

N

S
 estado endêmico da doença

 
 25  

Podemos definir 
N

*S
*x   que é a fração de suscetíveis em equilíbrio, logo: 

0)(*9* 1   xx  
 

0)(*10 1  x  

 



10
* 1
x   26  

                    
*

1
                     1*.

x
RoxRo 

 
A taxa básica de reprodução é definida por: 
 

1

10





Ro

 

 27 
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A Tabela 4, no final da seção 3.3.1, 
apresenta a nomenclatura, definição e 
valores de todos os parâmetros utilizados no 
modelo SIRS, a fim de tornar mais didática a 
consulta durante a leitura do presente 
trabalho, quando necessária.  
 
3.2.1 Definição dos parâmetros do modelo 
SIRS 
 
A metodologia para definição dos 
parâmetros foi baseada em informações da 
literatura e em parâmetros obtidos por 
comunicação pessoal de especialista da área. 
A metodologia de consulta ao especialista 
baseou-se nos trabalhos de Bennet et al. 
(2003) e Holt et al. (2006). 
 
3.2.1.1 Taxa de mortalidade natural e 
descarte  
 
A taxa de mortalidade natural e descarte é 
representada por  , e estimada com base  
em uma vida média de oito anos para vacas 
leiteiras (Degaris et al., 2008) sendo μ1 para 
indivíduos infectados e μ2 para não 
infectados. O valor de   é o inverso da 
expectativa de vida.  
 
Então,    = 1 / 8 = 0,125 ano-1 

 
3.2.1.2 Taxa de natalidade e reposição 
 
A taxa ρ, que se refere à natalidade e 
reposição, é ρ1 para indivíduos infectados, 
sendo ρ1 = μ1 e, ρ2 para não infectados, 
estimada de modo a se ter um rebanho de 
tamanho constante ao longo do tempo. O 
tamanho da população é mantido constante, 
uma vez que a taxa de variação da 
população não infectada é permitido variar 
conforme equação (22). Para comodidade do 
leitor a equação (22) será repetida a seguir: 

)(

)]1(11[
22

RS

I







 

 

3.2.1.3 Taxa de transmissão por contato 
direto 
 
A taxa por contato direto, denotada por β, 
engloba todas as componentes do padrão de 
contatos entre indivíduos suscetíveis e 
indivíduos infectantes. Para transmissão 
direta (β), considerou-se que existe uma 
parcela de indivíduos que ao entrar em 
contato com os fluidos, urina e sangue 
provenientes de animais do próprio rebanho, 
podem se infectar (Adler e Moctezuma, 
2010). A via transplacentária (Magajevski, 
2007) e a transmissão pelo sêmen para 
inseminação artificial (Magajevski, 2004) 
não são tão comuns. 
 
3.2.1.4 Taxa de transmissão por contato 
indireto 
 
A transmissão por contato indireto  
( ) ocorre quando um animal adquire 
leptospirose no ambiente, proveniente da 
urina de animais infectados (Faine et 
al.,1999; Martins et al., 2012). Essa é a via 
mais comum de transmissão da doença, ou 
seja, através do solo, água e alimentos 
contaminados pela urina de animais 
infectados (Acha e Szyfres,1986; Almeida et 
al. 1994; Soares et al., 2002; Bharti et al., 
2003).  
 
Como não se encontram trabalhos no  
Brasil, que quantifiquem os valores 
correspondentes às probabilidades de 
transmissão direta (β) e de transmissão 
indireta ( ), adotou-se neste estudo valores 
hipotéticos para esses parâmetros, baseados 
nas opiniões de especialistas em leptospirose 
de bovinos. Assumiu-se, no modelo, um 
valor hipotético representando 10% para os 
indivíduos que adquirem a doença por 
contato direto e 90% para os indivíduos que 
adquirem a doença por contato indireto. No 
modelo, para manter a relação de 10% para 
infecção direta e 90% para infecção indireta, 
fez-se: 
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90

/


NIS

S




  

 
Onde: 

N

I 9
                       28  

 
3.2.1.5 Taxa de aborto  
 
A proporção de abortos   foi estimada em 
32% (Martins e Lilenbaun, 2010). A 
sorovariedade Hardjo é a mais frequente em 
todo o mundo, portanto, a maior causadora 
de problemas reprodutivos em bovinos 
(Rodrigues, 2008). 
 
3.2.1.6 Taxa de recuperação  
 
Neste trabalho a taxa de recuperação ( ) foi 
definida como a taxa em que indivíduos 
infectados se tornam resistentes (imunes). É 
estimada como o inverso do período 
infeccioso. O período infeccioso 
compreende o período em que vai da 
infecção até a cura da doença (Medronho, 
2008). Para leptospirose, o período de 
infecção apresenta uma variação de 10 a 118 
dias (Radostits et al., 2002). Assim, 
considerou-se um período de 118 dias como 

período infeccioso. Então,   = 1 / (118 / 
365) = 3 ano-1 

 
3.2.1.7 Taxa em que indivíduos resistentes 
tornam-se suscetíveis. 
 
A taxa em que a imunidade é perdida e os 
indivíduos recuperados movem para classe 
susceptível é  . O indivíduo não vacinado 
torna-se resistente devido à infecção que 
adquiriu desenvolvendo imunidade humoral. 
A duração da resistência desse indivíduo 
varia de 6 a 8 meses (Rodrigues, 2008) 
sendo a taxa   o inverso do tempo dessa 
duração. Considerando uma resistência de 6 
meses, tem-se:   = 1 / (6 / 12) = 2 ano-1 

 
3.3 Modelo matemático para leptospirose 
incorporando vacinação (SIRSV) 
 
Segundo Alvarenga (2008) “A vacinação é 
um dos principais mecanismos através do 
qual pode ser realizada uma ação de controle 
em processos epidêmicos”. 
 
O efeito da dinâmica do modelo SIRSV está 
apresentado na Figura 5. Consideramos 
nesse modelo 1 =   

 
Figura 5 – Representação esquemática do modelo SIRSV para leptospirose pelo software 
ModelMaker 4®. 
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Neste diagrama, F1 representa a taxa de 
transmissão da doença que é dada por β IS 
/ N + τS, em que β é o coeficiente de 
transmissão direta e τ é o coeficiente de 
transmissão indireta, O fluxo F2 representa a 
taxa de recuperação ( ) dada por  I. 

Considera-se o fluxo F6 a taxa em que 
indivíduos resistentes (imunes) tornam-se 
suscetíveis ( 1), dada por  1R. A taxa de 
mortalidade (μ) é representada pelos fluxos 
F3, F4 e F5, F8, sendo F3 a taxa de 
mortalidade para indivíduos suscetíveis, 
dada por μ2S; F4 a taxa de mortalidade para 

indivíduos infectados, dada por μ1I; F5 a 
taxa de mortalidade para indivíduos 
resistentes, dada por μ2R e F8 a taxa de 
mortalidade para indivíduos vacinados, dada 
por μ2V. O fluxo F7 representa a taxa em 
que indivíduos resistentes (vacinados) 
tornam-se suscetíveis ( 2), dada por  2V 
 
O modelo com vacinação para leptospirose 
em fêmeas bovinas leiteiras, pode ser 
descrito mediante o seguinte sistema de 
uações diferenciais: 

 

SS
N

IS
VRIRSp

dt

dS
22112 ])1()()[1(           (29)               

 

IIS
N
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dt

dI
1

                                                                                    (30) 

 

RRI
dt

dR
21                                                                                            (31) 

 

SVIRSp
dt

dV
2212 ])1()([                                                 (32) 

 
3.3.1 Definição dos parâmetros para o 
modelo com vacinação 
 
3.3.1.1 Proporção de cobertura vacinal 
 
A proporção de cobertura vacinal foi 
representada por p(t). Foram simulados 
valores de 5%, 15%, 25%, 35%, 45%, 50%, 
60%, 70%, 80%, 90%, 100% para 
coberturas vacinais. 
 
3.3.1.2 Percentual de eficiência da vacina 
 
A taxa em que indivíduos vacinados se 
tornam resistentes é representada por  . 
Serão simulados valores de 50%, 75% e 
100% conforme as variações na eficiência 
da vacinação em imunizar o indivíduo 

contra a leptospirose, já observadas por 
Genovez et al.(2004). 
 
3.3.1.3 Taxa em que indivíduos resistentes 
(vacinados) tornam-se suscetíveis 
 
Para a duração da resistência de um 
indivíduo vacinado foi considerada quatro 
meses para utilização de vacinas 
polivalentes contra leptospirose bovina e 
seis meses para utilização de vacinas 
monovalentes de Hardjo (Rodrigues, 2008), 
sendo 2  o inverso do tempo dessa duração.  

Então   2  = 1 / (4 / 12) = 3 ano-1 

       2  = 1 / (6 / 12) = 2 ano-1 
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Tabela 4 – Nomenclatura e valores dos parâmetros usados na simulação do modelo matemático 
para leptospirose num hipotético rebanho bovino leiteiro. 

Símbolo Parâmetro Valor Unidade 
Fonte de 

Informação 

 1 
Taxa de mortalidade indivíduo 
infectado 

0,125 ano-1 
Degaris et al 

(2008) 

 2 
Taxa de mortalidade indivíduo 
não infectado 

0,125 ano-1 
Degaris et al 

(2008) 

1  
 
Taxa de natalidade de indivíduos 
infectados 

0.125 ano-1 
Degaris et al 

(2008) 

2  
Taxa de natalidade de indivíduos 
não infectados 

)(

)]1(11[
22

RS

I







 
variável 

ano-1 - 

 

  

 
 
  
 
  

Taxa de transmissão por contato 
direto 
 
Taxa de transmissão por contato 
indireto 
 
Taxa de aborto 

10 
 

90 
 

32 

% 
 

% 
 

% 

 
*Opinião de 
especialista 

 
 

*Opinião de 
especialista 

 
Martins e 
Lilenbaun 

(2010) 

   Taxa de recuperação 3 ano-1 
Radostits et al. 

(2002) 

1  
Taxa em que indivíduos 
resistentes (imunes) tornam-se 
suscetíveis 

2 ano-1 
Rodrigues    

(2008) 

p Proporção de cobertura vacinal 
5 a 100 
variável 

% - 

  
Percentual de eficiência da vacina 50, 75, e 100 % 

Genovez et al. 
(2004) 

2  
Taxa em que indivíduos 
resistentes (vacinados) tornam-se 
suscetíveis  

2 e 3 ano-1 
Rodrigues 

(2008) 

*O parâmetro estimado foi informado por R. O. Rodrigues do Instituto de Pesquisa Veterinária Desiderio 
Finamor, em agosto de 2012. 
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4. RESULTADOS E DISCUSSÃO 
 
4.1 Simulação do modelo SIRS para o 
caso de persistência da doença (sem 
vacinação) 
 
Para o caso de persistência da doença 
infecciosa, a Figura 6 ilustra a simulação do 

modelo SIRS para as classes de indivíduos 
Suscetíveis, Infectados e Recuperados. 
 
A Figura 6 mostra que os parâmetros levam 
para um ponto de estabilidade endêmica 
com valores de  S0 = 0,90N; I0 = 0,10N  e  
R0 = 0. 
 

 

 
Figura 6 - Simulação do modelo SIRS para o caso de persistência da doença (sem vacinação) 
pelo software ModelMaker 4®. 
Simulação do modelo SIRS mostrando a dinâmica dos compartimentos: Suscetível, Infectado e 
Recuperado (imune). No modelo foram utilizados os parâmetros: μ1= 0,125; μ2 = 0,125;  = 3,0; 

ρ1 = 0,125;  = 0,32;  = 2,0;  = 1,5; N = 100.000; S0 = 0,90N; I0 = 0,10N e R0 = N – S0 – I0. 

 
4.2. Simulação do modelo SIRS para o 
caso de erradicação da doença (sem 
vacinação). 
 
Para o caso de erradicação da doença 
infecciosa, a Figura 7 ilustra a simulação do 
modelo SIRS para as classes de indivíduos 
Suscetíveis, Infectados e Recuperados. 
 
Na Figura 7, verifica-se que com  = 0,2 
ocorre erradicação da doença, e, 
consequentemente, o número de infectados e 
recuperados tendem a zero. 
 

4.3. Simulação do modelo SIRS para o 
caso do não surgimento de novos 
infectados (sem vacinação). 
 
Para o caso de não surgimento de novos 
infectados, a Figura 8 ilustra a simulação do 
modelo SIRS para as classes de indivíduos 
Suscetíveis, Infectados e Recuperados. 
 
Pela Figura 8, verificamos que não há 
surgimento de novos infectados e toda a 
população se torna suscetível e os 
recuperados tendem a zero. 
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Figura 7 - Simulação do modelo SIRS para o caso de erradicação da doença (sem vacinação) 
pelo software ModelMaker 4®. 
Simulação do modelo SIRS mostrando a dinâmica dos compartimentos: Suscetível, Infectado e 
Recuperado (imune). No modelo foram utilizados os parâmetros: μ1= 0,125; μ2 = 0,125;  = 3,0; 

ρ1 = 0,125;  = 0,32;  = 2,0;  = 0,2; N = 100.000; S0 = 0,60N; I0 = 0,10N e R0 = 0,30N. 
 

 

 
Figura 8 - Simulação do modelo SIRS para o caso de não surgimento de novos infectados (sem 
vacinação) pelo software ModelMaker 4®. 
Simulação do modelo SIRS mostrando a dinâmica dos compartimentos: Suscetível, Infectado e 
Recuperado (imune). No modelo foram utilizados os parâmetros: μ1= 0,125; μ2 = 0,125;  = 3,0; 

ρ1 = 0,125;  = 0,32;  = 2,0;  = 1,5; N = 100.000; S0 = 0,90N; I0 = 0 e R0 = 0.1N.. 
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4.4 Situações de prevalência para 
leptospirose por meio de simulações no 
modelo SIRS. 
 
A análise sensitiva do parâmetro  foi 
realizada para uma população hipotética 
composta por 100.000 indivíduos para 
verificar se o modelo matemático proposto 
permite situações de prevalência para a 
doença. Foram simulados valores de  
correspondentes a 0,2; 0,45; 0,70; 0,95; 
1,25; 1,50. 
 
A Figura 9 mostra que para t = 10 anos, o 
valor da prevalência para  igual a 1,5 é de 

aproximadamente 41%; para  igual a 1,24 é 
de 38%; para  igual 0,98 é de 35%; para  
igual a 0,72 é de 28%; para  igual a 0,45 é 
de 16% e para  igual a 0,2 a prevalência é 
de 8,46 x 10-5 % . 
 
Analisando-se os resultados das prevalências 
no modelo pela Figura 9, observa-se que à 
medida que o valor de  aumenta, um maior 
valor de prevalência é atingido no modelo e, 
quando se tem um valor de  igual a 0,2, a 
erradicação da doença é obtida. 

 
Figura 9 - Prevalência para leptospirose ao longo de 10 anos, segundo variação do parâmetro  
para 0,2; 0,45; 0,70; 0,95; 1,25; 1,50, de baixo para cima. No modelo foram também utilizados 
os parâmetros: 1 = 0,125; 2 = 0,125;  = 3,0; 1 = 0,125;  = 0,32,  = 2,0; N = 100.000; 
 S0 = 0,7N; I0 = 0,1N ; Ro = 0,2N. 
 
Pela simulação matemática do modelo foram 
encontradas prevalências bastante similares 
com aquelas citadas na literatura. Podemos 
citar como exemplo, no estado de Minas 
Gerais, os trabalhos de Moreira et al. (1979), 
Favero et al. (2001), Nicolino (2011), com 
resultados de prevalência animal de 27,3%, 
41,3% e 20,7%, respectivamente. Outros 
trabalhos podem ser também citados como 
Lage et al. (2007), que identificaram em 
soros bovinos uma prevalência de 32%, no 
estado da Paraíba, Viana et al. (2010) 

obtiveram reação em 12,4% dos animais, no 
estado da Bahia e Silva et al. (2012) no 
Estado do Maranhão,com 35,94% .  
 
4.5 Simulação para diferentes taxas de 
vacinação como medidas de controle da 
leptospirose bovina por meio do modelo 
matemático SIRSV, considerando uma 
imunidade vacinal de seis meses. 
 
O modelo SIRS proposto para simular a 
dinâmica da leptospirose no rebanho bovino 
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leiteiro em uma população hipotética e 
constante, demonstrou ser uma ferramenta 
possível de análise de medidas de vacinação 
e controle do rebanho. 
 
Os resultados das simulações para diferentes 
coberturas vacinais entre 5% a 100%, são 
mostrados nas Figuras 10 a 13. 
 
A Figura 10 mostra o comportamento da 
prevalência na população de fêmeas 
bovinas, sob diferentes proporções de 
cobertura vacinal, ao longo de 500 anos, 
com vacinação de 5%, 15%, 25%, 35%, 
45%, 50%, 60%, 70%, 80%, 90%, 100% dos 
animais, considerando   = 0,5.  
 

É observada uma redução da prevalência ao 
longo do tempo, para diferentes proporções 
de cobertura vacinal. Verifica-se, que para 
baixas coberturas vacinais leva-se muito 
mais tempo para atingir uma maior redução 
na prevalência. Isso, pode ser evidenciado 
na Figura 10, mostrando, por exemplo, que 
para uma cobertura vacinal de 45%, leva-se 
120 anos para atingir prevalência de 20% e 
para uma cobertura vacinal de 90% leva-se 
62 anos para atingir essa mesma prevalência. 
 
O modelo mostra, que o tempo para 
erradicação da doença para uma cobertura 
vacinal de 70% corresponde a 460 anos e 
para cobertura vacinal de 100% é de 320 
anos, considerando eficiência vacinal de 
50% . 

 

Figura 10 – Simulações de vacinação contra leptospirose para sorovariedade Hardjo ao longo de 
500 anos para diferentes coberturas vacinais (de cima para baixo: 5%, 15%, 25%, 35%, 45%, 
50%, 60%, 70%, 80%, 90%, 100%) considerando  = 0,5. No modelo foram também utilizados 
os parâmetros: 2 = 0,125; 1 = 0,125;  =1,0; = 3,0; 1 = 0,125;  = 0,32;  1 .= 2,0;  2 .= 
2,0; N = 100.000; S0 = 0,7N; I0 = 0,1N; Ro = 0,2N. 
 
A Figura 11 mostra o comportamento da 
prevalência da leptospirose na população de 
bovinos leiteiros, sob diferentes proporções 
de cobertura vacinal, ao longo de 500 anos, 
com vacinação de 5%, 15%, 25%, 35%, 
45%, 50%, 60%, 70%, 80%, 90%, 100% dos 
animais, considerando   = 0,75. 
 

É observada uma redução da prevalência ao 
longo do tempo, para diferentes proporções 
de cobertura vacinal. Verifica-se, que para 
baixas coberturas vacinais leva-se muito 
mais tempo para atingir uma maior redução 
na prevalência. Isso é evidenciado na Figura 
11, mostrando, por exemplo, que para uma 
cobertura vacinal de 45%, leva-se 90 anos 
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para atingir prevalência de 20% e para uma 
cobertura vacinal de 90% leva-se 40 anos 
para atingir essa mesma prevalência. 
 
O modelo mostra, que o tempo para 
erradicação da doença para uma cobertura 

vacinal de 70% corresponde a 315 anos e 
para cobertura vacinal de 100% é de 220 
anos, considerando eficiência vacinal de 
75%. 

 

Figura 11 – Simulações de vacinação contra leptospirose para sorovariedade Hardjo ao longo de 
500 anos para diferentes coberturas vacinais (de cima para baixo: 5%, 15%, 25%, 35%, 45%, 
50%, 60%, 70%, 80%, 90%, 100%), considerando   = 0,75. No modelo foram também 
utilizados os parâmetros: 1 = 0,125; 2 = 0,125;  = 1,0;  = 3,0; 1 = 0,125;  = 0,32;  1 .= 

2,0;  2 .= 2,0; N = 100.000; S0 = 0,7N; I0 = 0,1N; Ro = 0,2N. 
 
A Figura 12 mostra o comportamento da 
prevalência da leptospirose na população de 
bovinos leiteiros, sob diferentes proporções 
de cobertura vacinal, ao longo de 500 anos, 
com vacinação de 5%, 15%, 25%, 35%, 
45%, 50%, 60%, 70%, 80%, 90%, 100% dos 
animais, considerando   = 1,0.  
 
É observada uma redução da prevalência ao 
longo do tempo, para diferentes proporções 
de cobertura vacinal. Verifica-se, que para 
baixas coberturas vacinais leva-se muito 
mais tempo para atingir uma maior redução 
na prevalência. Isso, é evidenciado na Figura 

12, mostrando, por exemplo, que para uma 
cobertura vacinal de 45%, leva-se 60 anos 
para atingir prevalência de 20% e para uma 
cobertura vacinal de 90% leva-se 30 anos 
para atingir essa mesma prevalência. 
 
O modelo mostra, que o tempo para 
erradicação da doença para uma cobertura 
vacinal de 70% corresponde a 240 anos e 
para cobertura vacinal de 100% é de 190 
anos, considerando eficiência vacinal de 
100%. 
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Figura 12 – Simulações de vacinação contra leptospirose para sorovariedade Hardjo ao longo de 
500 anos para diferentes coberturas vacinais (de cima para baixo: 5%, 15%, 25%, 35%, 45%, 
50%, 60%, 70%, 80%, 90%, 100%), considerando   = 1,0. No modelo foram também 
utilizados os parâmetros: 1 = 0,125; 2 = 0,125;  =1,0;  = 3,0; 1 = 0,125;  = 0,32;  1 .= 

2,0;  2 .= 2,0; N = 100.000; S0 = 0,7N; I0 = 0,1N; Ro = 0,2N. 
 
A Figura 13 mostra o comportamento da 
prevalência da leptospirose na população de 
bovinos leiteiros, sob diferentes proporções 
de cobertura vacinal, ao longo de 10 anos, 
com vacinação de 5%, 15%, 25%, 35%, 
45%, 50%, 60%, 70%, 80%, 90%, 100% dos 

animais, considerando   = 1,0. Verifica-se 
que ao longo de 10 anos, a cobertura vacinal 
aumenta significativamente e a prevalência é 
pouco reduzida. 

 

Figura 13 – Simulações de vacinação contra leptospirose para sorovariedade Hardjo ao longo de 
10 anos para diferentes coberturas vacinais (de cima para baixo: 5%, 15%, 25%, 35%, 45%, 
50%, 60%, 70%, 80%, 90%, 100%), considerando   = 1,0. No modelo foram também 
utilizados os parâmetros: 1 = 0,125; 2 = 0,125;  = 1,0;  = 3,0; 1 = 0,125; = 0,3;  1 .=  

2,0;  2 .= 2,0; N = 100.000; S0 = 0,7N; I0 = 0,1N; Ro = 0,2N. 
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4.6 Simulação para taxa de vacinação de 
100% como medida de controle da 
leptospirose bovina por meio do modelo 
matemático SIRSV, considerando uma 
imunidade vacinal de quatro meses. 
 
A Figura 14 mostra o comportamento da 
prevalência da leptospirose na população de 
bovinos leiteiros, sob diferentes proporções 
de cobertura vacinal, ao longo de 500 anos, 
com vacinação de 5%, 15%, 25%, 35%, 
45%, 50%, 60%, 70%, 80%, 90%, 100% dos 
animais, considerando   = 1,0.  
 
É observada uma redução da prevalência ao 
longo do tempo, para diferentes proporções 
de cobertura vacinal. Verifica-se, que para 

baixas coberturas vacinais leva-se muito 
mais tempo para atingir uma maior redução 
na prevalência. Isso é evidenciado na Figura 
14, mostrando, por exemplo, que para uma 
cobertura vacinal de 45%, leva-se 115 anos 
para atingir prevalência de 20% e para uma 
cobertura vacinal de 90% leva-se 50 anos 
para atingir essa mesma prevalência. 
 
O modelo mostra, que o tempo para 
erradicação da doença para uma cobertura 
vacinal de 70% corresponde a 340 anos e 
para cobertura vacinal de 100% é de 250 
anos, considerando eficiência vacinal de 
100%.

 
 

Figura 14 – Simulações de vacinação contra leptospirose para sorovariedade Hardjo ao longo de 
500 anos para diferentes coberturas vacinais (de cima para baixo: 5%, 15%, 25%, 35%, 45%, 
50%, 60%, 70%, 80%, 90%, 100%), considerando   = 1,0. No modelo foram também 
utilizados os parâmetros: 2 = 0,125; 1 = 0,125;  = 1,0; = 3,0; 1 = 0,125;  = 0,32;  1 .= 

2,0;  2 .= 3,0; N = 100.000; S0 = 0,7N; I0 = 0,1N ; Ro = 0,2N. 
 
O modelo proposto para simular a dinâmica 
da leptospirose no rebanho bovino leiteiro 
em uma população hipotética e constante, 
demonstrou ser uma ferramenta eficiente 
para análise de medidas de vacinação e 
controle do rebanho. 
 
Foi observada uma redução da prevalência 
ao longo do tempo, para diferentes 

proporções de cobertura vacinal. Verificou-
se que, para baixas coberturas vacinais, leva-
se muito mais tempo para atingir uma maior 
redução na prevalência. Isso foi evidenciado 
na Figura 10, mostrando, por exemplo, que 
para uma cobertura vacinal de 45%, leva-se 
120 anos para atingir prevalência de 20% e 
para uma cobertura vacinal de 90% leva-se 
62 anos para atingir essa mesma prevalência. 
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Na Figura 11, para uma cobertura vacinal de 
45%, leva-se 90 anos para atingir 
prevalência de 20% e para uma cobertura 
vacinal de 90% leva-se 40 anos para atingir 
essa mesma prevalência. Na Figura 12, para 
uma cobertura vacinal de 45%, leva-se 60 
anos para atingir prevalência de 20% e para 
uma cobertura vacinal de 90%, leva-se 30 
anos para atingir essa mesma prevalência. 
Esse comportamento foi também 
evidenciado na Figura 14, em que, para uma 
cobertura vacinal de 45%, leva-se 115 anos 
para atingir prevalência de 20% e para uma 
cobertura vacinal de 90% leva-se 50 anos 
para atingir essa mesma prevalência.  

No modelo SIRSV não houve possibilidade 
de erradicação da doença em curto período 
de tempo, conforme parâmetros utilizados 
no modelo. Para um valor de  = 1,0, com 
cobertura vacinal de 100% e eficiência da 
vacina de 100%, o período de erradicação da 
doença foi de 190 anos. Percebe-se, que 
seriam necessárias décadas para que a 
doença fosse erradicada. Quanto maior o 
valor de , que é a taxa de transmissão por 
contato entre indivíduos suscetíveis e 
infectados, maior será o tempo para se 
erradicar a doença, ou seja, maior a chance 
de novas infecções surgirem devido a esse 
contato. Diminuindo, cada vez mais o valor 
de , chegaremos à erradicação da doença. 
Isso é evidenciado na Figura 7, com  = 0,2 
ocorre erradicação da doença, e, 
consequentemente, o número de infectados e 
recuperados tendem a zero.  
 
Um estudo realizado no estado de Minas 
Gerais para avaliar dois métodos de 
vacinação empregados para erradicar a 
infecção por leptospiras em bovinos 
leiteiros, em propriedade do tipo empresarial 
com leptospiroses confirmadas por 
isolamento de Hardjo, revelou a erradicação 
da doença num tempo correspondente a dois 
anos (Moreira, 1994), confirmando o 
resultado mostrado na Figura 7.  
 

Os resultados ilustrados nas Figuras 10, 11, 
12 e 14 permitiram observar que há 
necessidade de uma cobertura vacinal de 
100% para uma maior proteção do rebanho 
bovino leiteiro em função do longo período 
de tempo necessário para erradicação da 
leptospirose. Como a doença persiste no 
rebanho, é interessante que um maior 
número de indivíduos estejam protegidos. 
Em uma situação de epidemia é necessária 
vacinação de rotina, com uma cobertura e 
eficiência vacinal de 100%, para que o valor 
de β=0,2 seja alcançado, o que representa a 
erradicação da leptospirose nesse rebanho 
em 2 anos. 
 
Comparando-se os resultados ilustrados na 
Figura 12 com os apresentados na Figura 14, 
os indivíduos vacinados com a vacina 
monovalente de Hardjo que adquiriram 
imunidade de 6 meses, apresentaram um 
tempo de erradicação da doença inferior ao 
tempo adquirido pelos indivíduos vacinados 
com vacina polivalente, com uma duração 
da imunidade de 4 meses. Este resultado está 
de acordo com os resultados obtidos no 
trabalho realizado por Rodrigues (2008)  
que avaliou a duração das respostas 
imunológicas em diferentes vacinas contra 
leptospirose disponíveis no mercado. 
Respostas similares foram descritas no 
estudo de Arduino et al. (2004) e Nardi 
Júnior et al. (2007). 
 
Estudos mostram que o uso de vacinas que 
contenham as sorovariedades de Leptospiras 
presentes na região, representam uma via de 
proteção dos animais suscetíveis, controle e 
erradicação da leptospirose (Moreira, 1994; 
Araújo et al., 2005; Salles e Lienbaum, 
2006; Rodrigues, 2008). Essas vacinas, se 
utilizadas de forma correta, permitirão 
imunizar animais ainda suscetíveis à 
leptospirose possibilitando uma queda mais 
rápida da prevalência da infecção. 
 
Enquanto não houver aprimoramento na 
eficiência da vacina para gerar uma redução 
no tempo de erradicação da leptospirose, há 
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a necessidade de diferentes ações de 
controle, tais como, o cuidado na introdução 
de animais no rebanho, a segregação dos 
indivíduos sabidamente infectados e a 
vacinação rotineira de todo o rebanho. Mais 
pesquisas envolvendo a criação de vacinas 
que ofereçam imunidade mais duradoura e 
estudos sobre o impacto econômico da 
leptospirose e a viabilidade financeira de seu 
controle e erradicação são necessários, uma 
vez que as decisões dentro de um sistema de 
produção devem considerar sua relação 
benefício custo. 
 
5. CONCLUSÕES 
 
O modelo compartimental SIRS mostrou 
eficiência para a simulação matemática e 
para descrever a dinâmica da leptospirose 
em rebanhos bovinos leiteiros infectados 
pela sorovariedade hardjo ao longo do 
tempo.  
 
O software ModelMaker4® mostrou ser 
uma ferramenta eficiente para criação do 
modelo compartimental SIRS, apresentou a 
dinâmica da leptospirose numa população 
hipotética, constituída por um rebanho 
bovino leiteiro, e possibilitou determinar 
fatores críticos para evolução da prevalência 
e do período mínimo necessário para a 
erradicação da doença nesta população. 
 
O modelo compartimental SIRS permitiu o 
estudo da sensibilidade dos parâmetros β e 
p. Para β, quanto maior for seu valor mais 
distante a população está da erradicação da 
doença. Já para p (proporção de cobertura 
vacinal), valores maiores, aproximam a 
população da erradicação da doença. 
 
O modelo proposto evidenciou 
computacionalmente a dificuldade de 
erradicação da leptospirose em uma 
população de fêmeas bovinas leiteiras para 
sorovariedade Hardjo. 
 

6. CONSIDERAÇÕES FINAIS 
 
1. Trabalhos futuros envolvendo modelo 
compartimental para leptospirose podem ser 
realizados, tais como: 
- Vacinação pulsada, que é uma técnica que 
mais se aproxima da realidade de campanhas 
de vacinação como eventos discretos. 
- Simular outras ações de controle, como 
isolamento de animais positivos, 
possibilitando a análise de diminuição do 
tempo de erradicação da doença no rebanho, 
à medida que a implementação de novos 
suscetíveis na população é impedida.  
2. Utilização em pesquisas sobre 
leptospirose de outras representações 
matemáticas com Modelo Baseado em 
Indivíduo (MBI), nas quais seja possível 
simular ações de controle que incidam nos 
indivíduos com diferentes faixas etárias e 
somente em fêmeas. 
3. Estudo de caso em que seja possível 
estimação mais rigorosa e precisa dos 
parâmetros do modelo SIRS. 
4. Aplicação do modelo, produzido no 
presente trabalho, em situações específicas 
envolvendo situações de sistemas de 
produção reais em que ocorra contaminação 
por leptospirose bovina. 
 
7. APÊNDICE A 
 
Runge-Kutta, envolve quatro avaliações das 
derivadas da função, uma vez em cada ponto 
de extremidade e duas vezes no meio.  
1) Primeiro, a derivada no início do 
intervalo (posição 1) é calculada e utilizada 
para estimar a função no ponto médio 
(posição 2);  
2) A derivada é calculada neste ponto médio 
e aplicada desde o início do intervalo para 
chegar numa outra estimativa do ponto 
médio (posição 3); 
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3) A derivada é então recalculada nesta 
segunda estimativa do ponto médio e um 
novo valor é aplicado à partir do começo do 
intervalo para calcular uma estimativa inicial 
da função para o final do intervalo (posição 
4); 
4) Finalmente, o valor da estimativa atual da 
função no final do intervalo (Y n +1) é 
calculada por combinação de derivadas; 
Algebricamente: 
 

t
6

d

3

d

3

d

6

d
yy 4321

n1n 






 

 
 33 

 

 
Onde d1 é a derivada avaliada na posição 1; 
d3 é a derivada avaliada na posição 2; 
d3 é a derivada avaliada na posição 3; 
d4 é a derivada avaliada na posição 4; 
t é a variação do tempo; 
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